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Introduction

Les dernières avancées technologiques ont conduit à de très grands progrès en physique

nucléaire expérimentale. Ainsi, les développements et la production des faisceaux radioactifs

ont rendu accessible l�étude des noyaux loin de la vallée de stabilité. Parmi ces noyaux se

trouvent ceux qui sont situés aux frontières de la connaissance humaine et qui sont appelés

noyaux exotiques.

L�étude de ces derniers o¤re la possibilité d�accéder à de nouvelles informations dans le

domaine de la structure nucléaire, ainsi en confrontant les modèles théoriques établis à des

domaines encore inexpliqués, cela permet de préciser davantage notre conception de ce dernier

en développant de nouvelles approches théoriques. Il sera alors, plus facile de se pencher sur les

di¤érents problèmes incluant des systèmes de nucléons rencontrés dans diverses branches de la

Physique, comme l�Astrophysique.

Sans conteste, l�e¤et des corrélations d�appariement est très important pour les noyaux

exotiques [1, 2], il s�avère nécessaire alors, pour une bonne description du système, de les inclure

[3]-[5] et jusqu�à aujourd�hui, la théorie BCS reste la méthode la plus utilisée pour la prise en

compte de ce type d�interaction. Cette dernière a été élaborée par Bardeen, Cooper et Schrie¤er

[6] pour décrire la supraconductivité en physique du solide. Ce n�est que vers la �n des années

cinquante que Bohr, Mottelson et Pines [7] ont suggéré l�hypothèse de la super�uidité des

noyaux, a�n d�expliquer la di¤érence observée entre les spectres des noyaux pair-pairs et pair-

impairs. En e¤et, un gap est observé dans les noyaux pair-pairs entre l�état fondamental et les

premiers états excités et qui ne l�est pas dans les noyaux pair-impairs. Par la suite, Belayev [8]

a adapté la théorie BCS à la physique nucléaire.

Toutefois, la théorie BCS est bien connue pour briser la symétrie relative au nombre de
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particules, ce qui induit des erreurs lors des calculs des observables physiques comme l�énergie.

Ce problème est presque aussi vieux que la théorie BCS elle-même et pour palier à cette

di¢ culté, plusieurs méthodes pour restaurer le bon nombre de particules ont été proposées. Les

méthodes les plus utilisées peuvent être regroupées selon deux approches [60]. La première est

liée au principe variationnel où l�on utilise un opérateur de projection pour projeter l�état BCS

sur sa composante physique, la variation peut être e¤ectuée avant ou après projection. Citons

comme exemple la méthode FSBCS (projection avant variation) [10]-[12], qui est une méthode

de projection exacte mais coûteuse sur le plan numérique et analytique [13], et la méthode

PSBCS (projection après variation) [14]-[19], qui est une méthode à la fois exacte et simple à

manipuler mais moins rigoureuse que son homologue FSBCS sur le plan mathématique. Dans

une même approche, citons aussi des méthodes approximatives et faciles à manipuler, la plus

connue et la plus utilisée est la méthode de Lipkin-Nogami (LN) [20]-[23], ou bien encore la

méthode de la coordonnée génératrice (GCM) [24]. La deuxième approche consiste à prendre

en compte le terme Hresid pour se débarrasser des �uctuations du nombre de particules, c�est la

méthode RPA (approximation de la phase aléatoire) [24]-[26], ainsi que sa généralisation aux

systèmes super�uides, la QRPA (quasiparticule-RPA) [27] et leurs dérivées [28]-[30].

Un des aspects les plus importants de l�étude de la structure nucléaire, est la prise en compte

de la température par la théorie BCS à température �nie FTBCS ( Finite Temperature) [31]-

[37]. Plusieurs auteurs se sont intéressés à cette dernière a�n d�étudier l�e¤et de la température

sur l�appariement nucléaire via di¤érentes grandeurs thermodynamiques, comme l�énergie, l�en-

tropie ou encore la capacité calori�que. Tous les travaux menés jusqu�alors, arrivent à la même

conclusion : l�augmentation de la température permet le passage de l�état super�uide à l�état

normal de gaz de Fermi, autrement dit, la température a tendance à détruire l�appariement

nucléaire. Cependant, on peut distinguer deux idées principales concernant le passage à l�état

normal. En e¤et, plusieurs travaux [33, 34] stipulent que cette transition est brutale. On observe

alors une cassure à une température donnée, dite température critique, dans les courbes donnant

l�évolution des grandeurs thermodynamiques sus-mentionnées. En revanche, pour d�autres au-

teurs, le passage est moins rude, refusant ainsi l�idée du passage brut de l�état super�uide à l�état

normal. Ce dernier point de vue semble plus en accord avec les données expérimentales[38, 39].

Le but du présent travail est d�étudier l�e¤et de la restauration du bon nombre de particules
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ainsi que l�in�uence de la température sur les observables nucléaires classiques. Pour ce faire,

on commencera par rappeler les grandes lignes de la théorie BCS qui fera l�objet du premier

chapitre. Dans le second, on rappellera la méthode SBCS a�n de restaurer la symétrie relative

au nombre de particules et qui est brisée par la théorie BCS. Dans une troisième étape, nous

établirons l�expression de la grande fonction de partition pour un système qui conserve le nombre

de particules et à travers laquelle, nous donnerons les di¤érentes expressions des grandeurs

thermodynamiques usuelles, à savoir : l�énergie, l�entropie et la capacité calori�que. En�n, les

di¤érentes expressions obtenues seront testées via le modèle schématique de Richardson [40]

puis dans le cadre du modèle réaliste de Woods-Saxon [41]. Les résultats numériques obtenus

seront présentés et discutés dans le quatrième et dernier chapitre.
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Chapitre 1

Théorie BCS

1.1 Introduction

L�étude microscopique de la structure nucléaire nécessite la prise en compte des interac-

tions résiduelles à courte portée en plus des modèles à particules indépendantes[24], qui sti-

pulent que le mouvement de chaque nucléon est indépendant des autres nucléons. En d�autres

termes, chaque nucléon se meut dans un potentiel créé par tous les autres nucléons. Plusieurs

formes de ce potentiel ont été calculées ou proposées. Citons celui de Hartree-Fock [24], [25] qui

est un champ moyen déterminé d�une manière self-consistante, ou encore celui de Nilsson[42],

Yukawa[43] et Woods-Saxon[44] qui sont établis de manière phénoménologique.

La plus importante de ces interactions résiduelles est celle dûe aux e¤ets d�appariement des

nucléons. Ce type d�interaction a été traité par Bardeen, Cooper et Schrie¤er (théorie BCS)

[6] dans le cadre de la théorie de la supraconductivité en physique du solide en 1957.

En analysant les spectres des noyaux pair-pairs et pair-impairs on constate l�existence d�un

gap d�énergie entre l�état fondamental et les premiers états excités pour les noyaux pair-pairs

mais pas dans le cas des pair-impairs. Mayer et Jensen [45] ont interprété cette di¤érence

entre les deux spectres comme étant dûe à l�existence d�une interaction résiduelle entre les

nucléons. On observa ensuite une analogie entre les spectres énergétiques des supraconducteurs

et ceux de certains noyaux ce qui poussa Bohr, Mottelson et Pines [7] à développer cette idée

en introduisant l�interaction résiduelle d�appariement en s�inspirant de la théorie BCS de la

supraconductivité.
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C�est par la suite que Belyaev en 1959 [8] étendit la théorie BCS à la physique nucléaire

pour le cas des noyaux sphériques où il supposa l�existence de l�appariement entre nucléons

occupant des états se déduisant l�un de l�autre par renversement du sens du temps.

Toutefois, il est connu que l�approximation BCS présente un défaut majeur qui est la non

conservation du nombre de particules, pourtant elle est très souvent utilisée dans le traitement

de l�interaction d�appariement pour sa simplicité.

Ce chapitre a pour but de rappeler la théorie BCS.

1.2 Hamiltonien du système

Soit un système ayant un nombre pair de nucléons (protons et neutrons) décrit par l�hamil-

tonien [41] :

H = H0 + V (1.1)

où H0 est le champ moyen du modèle à particules indépendantes. Il existe une base où H0 est

diagonal et il s�écrit en seconde quanti�cation comme :

H0 =
X
kt

"kta
+
ktakt (1.2)

où t represente la composante du spin isotopique, t = p pour les protons et t = n pour

les neutrons. Les opérateurs a+kt,akt désignent les opérateurs de création et d�annihilation de

particules dans l�état jkti d�énergie "kt et satisfont aux relations d�anticommutation de fermions

[46] :

n
a+kt; a

+
jt0

o
=

�
akt; ajt0

	
= 0 8 k; j; t; t0 (1.3)�

a+kt; ajt0
	
= �kj�tt0

V représente l�interaction résiduelle, qu�on écrit sur la même base de H0 sous la forme[47] :

V =
1

4

X
klmn
t1t2t3t4

hkt1lt2jV jmt3nt4i a+kt1a
+
lt2
ant4amt3 (1.4)
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où les quantités hkt1lt2jV jmt3nt4i sont les éléments de matrice antisymétrisés de l�interaction

résiduelle V . On suppose V invariant par rotation et par renversement du sens du temps.

On se propose de faire ci-dessous un bref rappel de l�opérateur renversement du sens du

temps.

1.2.1 Renversement par rapport au sens du temps

Pour un noyau sphérique l�état occupé par un nucléon est décrit par les nombres quantiques

habituels :

jki = jnkjkmki

où nk est le nombre quantique principal et jk, mk sont respectivement le moment cinétique

et sa projection. Son renversé par rapport au sens du temps sera :

T jki =
���~kE = (�1)jk�mk jnkjk �mki où T est l�opérateur renversement du sens du temps.

En appliquant l�opérateur T une seconde fois, on obtient :�����k� = T
���~kE = (�1)jk�mk(�1)jk+mk jnkjkmki

�����k� = (�1)2jk jnkjkmki = � jnkjkmki = � jki ; car jk est demi-entier puisqu�on a a¤aire à

des fermions.

Posons sk = (�1)jk�mk . Il véri�e les propriétés suivantes :8<: s~k = �sk
s2k = 1

Pour les noyaux déformés, l�état jki peut être développé sur la base des états précédents :

jki =
P

nkjkmk

Cknjm jnkjkmki et donc :���~kE = P
nkjkmk

Cknjm(�1)jk�mk jnkjk �mki :

De même, on a

�����k� = P
nkjkmk

Cknjm(�1)2jk jnkjk �mki = � jki

On supposera pour la suite que H est invariant par le renversement du sens du temps et

par rotation, ce qui entraîne que :

H = T+HT (1.5)

et :

hkljT+V T jmni = h ~m~njV
���~k~lE (1.6)

10



hkjT+H0T jki =
D
~k
���H0 ���~kE (1.7)

Ceci induit une dégénérescence des énergies individuelles : "k = "~k où "~k est l�énergie associée

à l�état
���~kE.

Notons que T est antiunitaire.

1.2.2 La force d�appariement

L�interaction d�appariement est la plus importante des interactions résiduelles, elle a été

introduite par Belyaev pour deux états renversés l�un de l�autre par rapport au sens du temps.

Ses éléments de matrice sont dé�nis par :

hkt1lt2jV jmt3nt4i = �4Gt1t2t3t4�k~l�m~n�t1t2�t3t4�t1t4 (1.8)

où l�interaction d�appariement neutron-proton n�est pas prise en compte et où G est l�intensité

de la force d�appariement que l�on suppose constante et positive. Ainsi tous les éléments de

matrice de V sont négatifs, l�interaction d�appariement étant attractive.

Compte tenu des équations (1.1), (1.2) et (1.8) on a :

H =
X
t=n;p

(X
k

"kta
+
ktakt �Gtt

X
kl

a+kta
+
~kt
a~ltalt

)
=

X
t=n;p

Ht (1.9)

Il en résulte que l�hamiltonien du système s�écrit comme la somme de deux hamiltoniens Hp et

Hn qui décrivent deux sous-systèmes, neutrons et protons respectivement.

L�etat propre deH s�écrit alors comme produit tensoriel des états propres des sous systèmes :

j	i = j	ni 
 j	pi :

Les problèmes aux valeurs propres de Hn et Hp étant similaires, on étudiera par la suite un

seul sous-système ce qui conduit à l�expression usuelle de l�hamiltonien :

H =
P
�>0

"�(a
+
� a� + a

+
~� a~�)�G

P
��>0

a+� a
+
~� a~�a� (1.10)

où l�on a omis d�écrire l�indice t pour alléger l�écriture.
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Il s�agit à présent de trouver les fonctions propres communes de l�Hamiltonien H et de

l�opérateur nombre de particules N qui est donné par les expressions :

N =
X
�>0

(a+� a� + a
+
~� a~�) (1.11)

=
X
�>0

(n� + n~�) (1.12)

et où on a noté par : n� = a+� a� et n~� = a+~� a~� les opérateurs nombres d�occupation des états

j�i et j~�i :

Ce problème n�admet pas de solution exacte simple, cependant on peut le résoudre par une

méthode approximative très connue qui est la théorie BCS.

1.3 La théorie BCS

L�hamiltonien donné par l�expression (1.10) doit décrire un système à n0 nucléons, il doit

donc commuter avec l�opérateur nombre de particules N :

[H,N ] = HN �NH

=
P
�
>0

"�(a
+
� a� + a

+
~� a~�)(a

+

 a
 + a

+
~
 a~
)�G

P
��
>0

a+� a
+
~� a~�a� (a

+

 a
 + a

+
~
 a~
)

�
P
�
>0

"�(a
+

 a
 + a

+
~
 a~
)(a

+
� a� + a

+
~� a~�) +G

P
��
>0

(a+
 a
 + a
+
~
 a~
)a

+
� a

+
~� a~�a�

= 0

Dans cette théorie, on choisit un état BCS (qu�on dé�nira par la suite) tel que le nombre

de particules est conservé en moyenne, autrement dit :

hBCSjN jBCSi = n0 (1.13)

où n0 est le nombre réel de particules du système.

A�n de tenir compte de cette contrainte, on introduit un paramètre de Lagrange � et on

diagonalisera l�hamiltonien auxiliaire :

H 0 = H � �N (1.14)
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1.3.1 Transformation de Bogoliubov-Valatin

Dans le but de diagonaliser approximativement l�hamiltonien, Bogoliubov et Valatin ont

dé�ni les opérateurs �� et �+� qui sont des combinaisons linéaires des opérateurs de création et

d�annihilation de vraies particules :8<: �� = u�a� � v�a+~�
�+� = u�a

+
� � v�a~�

(1.15)

où : �+� est l�opérateur de création d�une quasiparticule qui est une vraie particule avec une

amplitude de probabilité u� et un vrai trou avec une amplitude de probabilté v� . Les paramètres

u� et v� sont des nombres positifs qui satisfont aux conditions :

u~� = u� et v~� = v� 8 �; ce qui se traduit par le fait que l�état j~�i est occupé ou inoccupé

avec la même probabilité que l�état j�i :

Les opérateurs �� et �+� satisfont aux règles d�anticommutation de fermions f�+� ; ��g = ���

c.à.d que la transformation (1.15) est canonique si et seulement si : u2� + v
2
� = 1.

La transformation inverse de (1.15) est donnée par :

8<: a� = u��� + v��
+
~�

a+� = u��
+
� + v��~�

(1.16)

1.3.2 L�Etat BCS

On peut dé�nir une nouvelle représentation, dite représentation quasiparticule dont le vide

sera noté jBCSi ; il est obtenu par élimination de toutes les quasi-particules du vrai vide de

particules j0i :

jBCSi =
Y
�>0

���~� j0i (1.17)

D�après les équations (1.15) et (1.17), on obtient, tous calculs faits :

jBCSi =
Y
�>0

�
u� + v�a

+
� a

+
~�

�
j0i (1.18)

13



Cette nouvelle représentation est donc complètement dé�nie par le vide de quasi-particules et

l�action de ses opérateurs sur ce dernier :

8<: �� jBCSi = 0

hBCSj�+� = 0
8 �

On remarque que l�expression (1.18) peut être développée sous la forme suivante :

jBCSi =
 Y
�>0

u�

!Y
�>0

�
1 +

v�
u�
a+� a

+
~�

�
j0i (1.19)

et en développant le produit du second membre :

jBCSi =
 Y
�>0

u�

!8>><>>:j0i+
X
�>0

v�
u�
a+� a

+
~� j0i+

1

2

X
��>0
� 6=�

v�v�
u�u�

a+� a
+
~� a

+
� a

+
~� j0i+ :::

9>>=>>;
=

 Y
�>0

u�

!

X
l=0

1

l!

"X
�>0

v�
u�
a+� a

+
~�

#l
j0i

=

X
l=0

j�li (1.20)

où 
 représente la dégénéréscence totale de paires et on a noté par :

j�li =
 Y
�>0

u�

!
1

l!

"X
�>0

v�
u�
a+� a

+
~�

#l
j0i (1.21)

la composante à l paires de particules qui s�écrit aussi sous la forme :

j�li =
 Y
�>0

u�

!
1

l!

X
�1�2:::�l

v�1v�2 :::v�l
u�1u�2 :::u�l

A+�1
A+�2

:::A+�
l
j0i (1.22)

A+� est l�opérateur de création d�une paire de particules : A
+
� = a+� a

+
~� .

On peut maintenant voir clairement que l�état BCS ne décrit pas l�état d�un système

donné, mais il contient des composantes de systèmes ayant di¤érents nombres de particules :

jBCSi = j	i = a0 jN = 0i + a2 jN = 2i + a4 jN = 4i + :::Ce sont les composantes autres que

celle correspondant à n0 qu�on appelle fausses composantes ou composantes fantômes. Si dans

le cas d�un métal, cette violation du nombre de particules n�a guère d�importance pour des rai-

sons statistiques, en physique nucléaire, le problème est réel, ce qui constitue l�une des grandes
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di¤érences entre la supraconductivité en physique atomique et l�appariement en physique nu-

cléaire. Ceci constitue le principal défaut de la théorie BCS d�où la nécessité de faire appel aux

méthodes de projection (voir chapitre 2) a�n de conserver le nombre de particules.

1.3.3 Diagonalisation de l�hamiltonien

Comme dit précédemment, pour tenir compte de la contrainte de la conservation du nombre

de particules, on utilisera la méthode des multiplicateurs de Lagrange, ce qui nous donne un

nouvel hamiltonien auxiliaire H 0 donné par (1.14), soit :

H 0 =
P
�>0
("� � �)(a+� a� + a+~� a~�)�G

P
��>0

a+� a
+
~� a~�a� (1.23)

On se propose d�écrire l�expression de H 0 dans la représentation quasi-particules en utilisant le

théorème de Wick. On peut donc écrire :

H
0
=
P
�>0
("� � �)

�
a+u� a� + a

+ue� ae�+ : a+� a� : + : a+e� ae� :�
�G

X
�;�>0

n
a+u� a+e� aue�a� � a+u� ae�a+ue� a� + a

+u
� a�a

+ue� ae�
+a+u� a+e� : ae�a� : + : a+� a+e� : aue�a� � a+u� ae� : a+e� a� :
� : a+� ae� : a+ue� a� + a

+u
� a� : a

+e� ae� : + : a+� a� : a+ue� ae� (1.24)

+ : a+� a
+e� ae�a� :	

En utilisant les expressions (1.16), on peut décomposer H 0 en :

H 0 = E0 +H11 +H2 +H22 +H3 +H4 (1.25)

où : E0 est la constante qui contient les termes entièrement contractés.

E0 = 2
X
�>0

�
"� � ��

G

2
:v2�

�
v2� �G

 X
�>0

u�v�

!2
(1.26)
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Les Hij sont les termes contenant i opérateurs de création et j opérateurs d�annihilation de

quasi-particules et sont donnés respectivement par :

H11 =
X
�>0

8<:�"� � ��G:v2�� �u2� � v2��+ 2Gu�v�X
�>0

(u�v�)

9=;��+� �� + �+~� �~�� (1.27)

H2 = H20 +H02 (1.28)

H2 =
P
�>0

"
2
�
"� � ��Gv2�

�
u�v� �G

�
u2� � v2�

�P
�
u�v�

# �
�+� �

+
~� + �~���

�
(1.29)

H22 = �G
X
��>0

��
u2�v

2
� + v

2
�u
2
�

�
�+� �

+
~� �~��� + u�v�u�v�

�
�+� �

+
�����+

�+~� �
+
~�
�~��~� + 2�

+
~� �

+
����~�

�o
(1.30)

H3 = H31 +H13

H3 = G
X
��>0

�
u2� � v2�

�
u�v�

n
�+� �

+
~�

�
�+��� + �

+
~��~�

�
+
�
�+��� + �

+
~��~�

�
�~���

o
(1.31)

H4 = H40 +H04 (1.32)

H4 =
G

2

X
��>0

�
u2�v

2
� + u

2
�v
2
�

� �
�+� �

+
~� �

+
��

+
~� + �~����~���

�
(1.33)

Les paramètres u� et v� de la transformation (1.15) sont choisis de manière à minimiser la

valeur E0, soit :
@E0
@v�

=
@E0
@u�

= 0 8� (1.34)

ou explicitement :

4 ("� � �) v� � 4Gv3� � 2G
 X
�>0

u�v�

!�
@

@v�
(u�v�)

�
= 0 8� (1.35)
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En utilisant le fait que :

u2� + v
2
� = 1

on a alors
@u�
@v�

= � v�
u�

et tous calculs faits on trouve :

u2�

v2�

9=; =
1

2

241� "� � ��Gv2�q
("� � ��Gv2�)

2 +�2

35 (1.36)

En injectant ces expressions dans (1.27), (1.28), on aboutit à la forme :

H 0 = E0 +H11 +Hres

avec :

H11 =
X
�>0

E�
�
�+� �� + �

+
~� �~�

�
(1.37)

où on a posé :

E� =

q
("� � ��Gv2�)

2 +�2

qui est l�énergie de la quasiparticule occupant l�état j�i et

� = G
X
�>0

u�v� (1.38)

est la demi-largeur du gap,

et

Hres = H22 +H3 +H4 (1.39)

Notons le fait que les équations (1.36) annulent le terme H20:

La conservation en moyenne du nombre de particules se traduit par :

n0 = hBCSjN jBCSi = 2
X
�>0

v2� (1.40)
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=
X
�>0

�
1� "� � ��Gv2�

E�

�
(1.41)

En vertu de l�équation(1.36), l�expression (1.38) peut se mettre sous la forme :

2

G
=
X
�

1

E�
(1.42)

L�approximation des quasi-particules indépendantes consiste à négliger le terme Hres pour que

l�hamiltonien soit diagonal dans cette nouvelle représentation. On a alors approximativement :

H 0 = E0 +
X
�>0

E�
�
�+� �� + �

+
~� �~�

�
(1.43)

Les expressions (1.40) et (1.42) sont appelées équations du gap.

1.3.4 Les états BCS

On a déjà dé�ni le vide de la nouvelle représentation quasiparticule représenté par l�état

j	i = jBCSi (voir équation (1.18)), on se propose d�expliciter quelques états excités du système

de quasi-particules indépendantes :

L�état à une quasiparticule est dé�ni par :

j�i = �+� j	i (1.44)

et à l�aide des expressions (1.15) et (1.18) on obtient :

j�i = a+�
Y
j>0
j 6=�

�
uj + vja

+
j a

+
~j

�
j0i (1.45)

Un état à deux quasi-particules appariées est donné par :

j�~�i = �+� �
+
~� j	i
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ou explicitement

j�~�i =
�
u�a

+
� a

+
~� � v�

�Y
j>0
j 6=�

�
uj + vja

+
j a

+
~j

�
j0i (1.46)

L�état à deux quasi-particules non-appariées est donné par :

j��i = �+� �
+
� j	i

= a+� a
+
�

Y
j>0

j 6=(�;�)

�
uj + vja

+
j a

+
~j

�
j0i (1.47)

L�état à trois quasi-particules dont deux appariées et une célibataire est tel que :

j�~��i = �+� �
+
~� �

+
� j	i

=
�
u�a

+
� a

+
~� � v�

�
a+�

Y
j>0

j 6=(�;�)

�
uj + vja

+
j a

+
~j

�
j0i (1.48)

et celui à trois quasi-particules occupant des états di¤érents :

j��
i = �+� �
+
��

+

 j	i

= a+� a
+
� a

+



Y
j>0

j 6=(�;�;
)

�
uj + vja

+
j a

+
~j

�
j0i (1.49)

On a de même pour les états à quatre quasi-particules toutes appariées :

j�~��~�i = �+� �
+
~� �

+
��

+
~� j	i

=
�
u�a

+
� a

+
~� � v�

� �
u�a

+
� a

+
~� � v�

� Y
j>0

j 6=(�;�)

�
uj + vja

+
j a

+
~j

�
j0i (1.50)

et l�état à quatre quasi-particules avec une paire appariée et une autre brisée :

j�~��
i = �+� �
+
~� �

+
��

+

 j	i

=
�
u�a

+
� a

+
~� � v�

�
a+� a

+



Y
j>0

j 6=(�;�;
)

�
uj + vja

+
j a

+
~j

�
j0i (1.51)
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E�n l�état à quatre quasi-particules toutes distinctes :

j��
�i = �+� �
+
��

+

 �

+
� j	i

= a+� a
+
� a

+

 a

+
�

Y
j>0

j 6=(�;�;
;�)

�
uj + vja

+
j a

+
~j

�
j0i (1.52)
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Chapitre 2

Méthode de projection à

température nulle

2.1 Introduction

La théorie BCS est très souvent utilisée dans l�étude de l�appariement nucléaire pour sa sim-

plicité. Cependant, comme souligné au chapitre précédent, elle présente quelques défauts dont

la non conservation du nombre de particules qui peut être sans conséquence pour les systèmes

possédant un grand nombre de particules mais qui est de première importance dans l�étude de

la structure nucléaire. Dès lors, de nombreuses méthodes de projection ont été proposées comme

la méthode de la coordonnée génératrice (GCM) [24] et la méthode de Lipkin-Nogami [20]-

[23] qui sont des méthodes de projection approximatives contrairement à la méthode PHFB

(Projected-Hartree-Fock-Bogoliubov) [49] qui, est une méthode de projection exacte ou encore

la méthode Sharp-BCS (SBCS) [14]-[19]. Pour la suite du travail, le choix s�est porté sur cette

dernière qui est simple à manipuler en plus d�être une méthode de projection exacte.

On se propose dans ce présent chapitre de faire un bref exposé sur la méthode de restau-

ration du bon nombre de particules, on s�intéressera à la méthode SBCS, méthode qui a été

développée au sein de notre laboratoire. Pour ce faire, nous commencerons par dé�nir l�opéra-

teur de projection suivi de sa discrétisation pour le cas d�un système possédant un nombre pair

de particules comme pour un système ayant un nombre impair de particules, à la suite de quoi,

nous donnerons les expressions de l�état BCS projeté ainsi que les états excités et nous �nirons
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par le calcul de l�énergie du système.

2.2 Projection de l�état BCS

Si on multiplie les rapports
v�
u�
par un nombre complexe non nul � dans l�expression (1.19),

la composante à l paires de particules donnée par (1.21) devient multipliée par un facteur �l.

De ce fait, on en déduit que les états de la forme :

��P
Y
�>0

(u� + �v�A
+
� ) j0i (2.1)

où P est le nombre de paires de particules, ont la même composante physique que l�état jBCSi.

En e¤et, en faisant un développement similaire à (1.20) :

��P

( Y
�>0

u�

!Y
�>0

�
1 + �

v�
u�
A+�

�)
j0i

= ��P

 Y
�>0

u�

!

X
l=0

1

l!

"X
�>0

�v�
u�

A+�

#l
j0i (2.2)

et si on cherche la P i�eme composante, l = P , on trouve alors :

��P

 Y
�>0

u�

!
�P

P !

"X
�>0

v�
u�
A+�

#P
j0i =

 Y
�>0

u�

!
1

P !

"X
�>0

v�
u�
A+�

#P
j0i = j�P i (2.3)

On retrouve bien la composante à P paires de particules. Ceci montre que les états donnés par

(2.1) décrivent le même système physique que l�état jBCSi et que la seule contrainte sur � est :

u2� +
���2�� v2� = 1 et donc � appartient au cercle de rayon unité dans le plan complexe. C�est ce

qui va permettre d�éliminer les fausses composantes.

Pour ce faire, dans une première étape, on se propose de construire l�état j 1i, pour � = �1

j 1i = C1

�Q
�>0
(u� + v�A

+
� ) j0i+ (�1)

P Q
�>0
(u� � v�A+� ) j0i

�
où C1 est une constante de normalisation.
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En faisant un développement de l�expression analogue à (1.19), on aboutit à :

j 1i = C1

8<:
 Y
�>0

u�

!

X
l=0

1

l!

h
1 + (�1)P+l

i "X
�>0

v�
u�
A+�

#l
j0i

9=; (2.4)

avec 1 + (�1)P+l = 0 si P + l = impair donc l = P � 1; P � 3; P � 5; :::

C�est à dire que tous les termes ayant (P + l) impair sont éliminés.

De même, pour l�état j 2i avec � = �1; �i :

j 2i = C2

(
(1)�P

Y
�>0

(u� + v�A
+
� ) j0i+ (�1)

�P Y
�>0

(u� + (�1)v�A+� ) j0i

+(i)�P
Y
�>0

(u� + (1)v�A
+
� ) j0i+ (�i)

�P Y
�>0

(u� + (�1)v�A+� ) j0i
)

(2.5)

il s�ensuit que :

j 2i = C2

 Y
�>0

u�

!8<:

X
l=0

1

l!

h
1 + (�1)P+l

i "X
�>0

v�
u�
A+�

#l
j0i

+


X
l=0

1

l!

h
(i)l�P + (�i)l�P

i "X
�>0

v�
u�
A+�

#l
j0i

9=; (2.6)

= C2

 Y
�>0

u�

!8<:

X
l=0

1

l!

h
1 + (�1)P+l

i "X
�>0

v�
u�
A+�

#l
j0i

+


X
l=0

1

l!
(i)l�P

h
1 + (�1)l�P

i "X
�>0

v�
u�
A+�

#l
j0i

9=; (2.7)

d�où :

j 2i = C2

 Y
�>0

u�

!8<:

X
l=0

1

l!

h
1 + (�1)P+l

i h
1 + (i)l�P

i "X
�>0

v�
u�
A+�

#l
j0i

9=; (2.8)

1 + (�i)l�P = 0 si l � P = �(2 + 4n) donc l = P � 2, P � 6, P � 10:::

C�est à dire que tous les termes de composantes P � 2, P � 6, P � 10::: sont éliminés en

plus de ceux exclus dans l�état (2.4).
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On réitère le processus jusqu�à extraire toutes les fausses composantes, autrement dit, à

l�étape n et en posant zk =ei'k où 'k =
k�
n+1 ; on trouve :

j ni = Cn

(
(1)�P

Y
�>0

(u� + v�A
+
� ) + (�1)

�P Y
�>0

(u� + (�1)v�A+� )

+
nX
k=1

z�Pk
Y
�>0

�
u� + zkv�A

+
�

�
+ c:c

)
j0i (2.9)

sous une forme condensée :

j ni = Cn

(
n+1X
k=0

�kz
�P
k

Y
�>0

�
u� + zkv�A

+
�

�
j0i+ c:c

)
(2.10)

avec �k =

8<: 1
2 pour k = 0 et k = n+ 1

1 pour les autres valeurs de k
et où c:c désigne le complexe conjugué.

On notera aussi le fait que la composante de j ni correspondant à l paires de particules,

peut se mettre sous la forme suivante [13] :

j nil = Cn

 Y
�>0

u�

!
lY

�>0

v�
u�

2n+1X
k=0

exp(i'k(l � P ))
lY

�>0

A+� j0i (2.11)

Sachant que :

2n+1X
k=0

exp(i'k(l � P )) =

8<: 0 Si l � P 6= �2m(n+ 1)

2(n+ 1) Si l � P = �2m(n+ 1)
(2.12)

où m est un entier positif. On en déduit que les composantes non nulles, sont celles qui

correspondent à un nombre de paires égal à P �2m(n+1) et sachant que : P +2m(n+1) < 
;

il vient que 2(n+ 1) <

� P
m

: D�autre part, P � 2m(n+ 1) > 0; il vient alors : 2(n+ 1) > P

m
:

On a �nalement l�inégalité suivante :

2(n+ 1) > max(P;
� P ) (2.13)

Dès que cette dernière est est véri�ée, L�état j ni coïncide avec la composante à P paires
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de particules.

2.3 Le projecteur dans l�espace nombre d�occupation

L�opérateur de projection sur un état ayant 2P particules (P étant le nombre de paires) est

dé�ni par :

P = 1

2�

Z 2�

0
ei'(N�2P )d' (2.14)

où : N est l�opérateur nombre de particules dé�ni par l�expression (1.11)

On peut l�écrire aussi sous la forme :

P = 1

2�

�Z �

0
ei'(N�2P )d'+

Z 2�

�
ei'(N�2P )d'

�
(2.15)

Soit, en posant ' = 	+ � dans la deuxième intégrale :

P =
1

2�

�Z �

0
ei'(N�2P )d'+

Z �

0
ei(	+�)(N�2P )d	

�
=

1

2�

�Z �

0
ei'(N�2P )d'+

Z �

0
ei	(N�2P )ei�(N�2P )d	

�
(2.16)

Comme les valeurs propres de (N � 2P ) sont paires, il vient alors

P = 1

�

Z �

0
ei'(N�2P )d' (2.17)

L�utilisation de cet opérateur de projection reste assez ardue pour le calcul de certaines gran-

deurs physiques telle que l�énergie, on se propose alors d�établir l�expression discrétisée du

projecteur pour un système ayant un nombre pair de particules. A cet e¤et, on subdivise l�in-

tervalle [0; �] en (2n+ 1) sous-intervalles de même longueur h = �
2(n+1) à l�aide de (2n + 2)

points d�abscisses : xk = k�
2(n+1) ; k = 0; 1; :::2n+ 2. On peut donc écrire :

P = lim
n!1

1

�

2n+1X
k=0

Z (k+1)�
2(n+1)

k�
2(n+1)

ei'(N�2P )d' (2.18)

P = lim
n!1

Pn (2.19)
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en utilisant la somme de Darboux inférieure, on approxime Pn par :

Pn =
1

2(n+ 1)

2n+1X
k=0

e
ik�

2(n+1)
(N�2P ) (2.20)

En isolant le terme k = 0, puis en écrivant la somme sur k de 1 jusqu�à 2n + 1 comme deux

sommes, de 1 jusqu�à n et de n+ 1 jusqu�à 2n+ 1, il vient :

Pn =
1

2(n+ 1)

(
1 +

nX
k=1

e
ik�

2(n+1)
(N�2P )

+

2n+1X
k=n+1

e
ik�

2(n+1)
(N�2P )

)
(2.21)

En posant : j = 2n+ 2� k dans la seconde somme de l�expression (2.21), il vient alors :

Pn =
1

2(n+ 1)

8<:1 +
nX
k=1

e
ik�

2(n+1)
(N�2P )

+

nX
j=1

e
�i�j
2(n+1)

(N�2P )
+ e

�i�
2
(N�2P )

9=; (2.22)

Sachant que l�opérateur (N � 2P ) n�a que des valeurs propres paires et entières, ceci implique

que l�opérateur e
�i�
2
(N�2P ) a des valeurs propres réelles, on peut donc mettre Pn sous la forme

condensée suivante :

Pn =
1

2(n+ 1)

(
n+1X
k=0

�ke
ik�

2(n+1)
(N�2P )

+ c:c

)
(2.23)

avec �k =

8<: 1
2 pour k = 0 et k = n+ 1

1 pour les autres valeurs de k

En posant zk = e
ik�
(n+1) ; Pn devient :

Pn =
1

2(n+ 1)

(
n+1X
k=0

�k z
�P
k z

N
2
k + c:c

)
(2.24)

En faisant un développement en série de z
N
2
k et en utilisant la propriété n2� = n� (où on a noté

par : n� = a+� a� et n~� = a+~� a~� les opérateurs nombres d�occupation des états j�i et j~�i), on

arrive �nalement à l�expression suivante :

Pn =
1

2 (n+ 1)

(
n+1X
k=0

�kz
�P
k

Y
�>0

[1 + n� (
p
zk � 1)] [1 + n~� (

p
zk � 1)] + c:c

)
(2.25)
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Pour un système comportant un nombre impair de particules, on aboutit à l�expression

discrétisée du projecteur en passant par un calcul analogue à celui décrit plus haut et qui est

donnée par :

Pn =
1

2 (n+ 1)

(
n+1X
k=0

�kz
�(P+ 1

2
)

k

Y
�>0

[1 + n� (
p
zk � 1)] [1 + n~� (

p
zk � 1)] + c:c

)
(2.26)

2.4 Projection des états BCS

2.4.1 Cas d�un système ayant un nombre pair de particules

Soit un système ayant un nombre pair de particules dont les états sont décrits par les

kets :j	i ; j�~�i ; j��i ; j�~��~�i ; j�~��
i ; j��
�i etc...

Les états projetés sont obtenus en appliquant le projecteur donné par l�expression (2.25) à

ces états.

Le vide projeté est :

j	ni = Pn j	i (2.27)

soit :

j	ni = Cn

8<:
n+1X
k=0

�kz
�P
k

Y
j>0

�
uj + zkvjA

+
j

�
j0i+ c:c

9=; (2.28)

= Cn

(
n+1X
k=0

�kz
�P
k j	(zk)i+ c:c

)
(2.29)

avec

j	(zk)i =
Y
j>0

�
uj + zkvjA

+
j

�
j0i (2.30)

On retrouve bien le résultat mentionné dans (2.10).

L�état à deux quasi-particules appariées projeté est donné par :

j(�~�)ni = Pn j�~�i (2.31)

= C�~�n

8<:
n+1X
k=0

�kz
�P
k

�
zku�A

+
� � v�

�Y
j 6=�

�
uj + zkvjA

+
j

�
j0i+ c:c

9=; (2.32)
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et l�état à deux quasi-particules non-appariées par :

j(��)ni = Pn j��i

= C��n

8<:
n+1X
k=0

�kz
�P+1
k a+� a

+
�

Y
j 6=(�;�)

�
uj + zkvjA

+
j

�
j0i+ c:c

9=; (2.33)

Pour l�état à quatre quasi-particules toutes appariées, il vient :

j(�~��~�)ni = Pn j�~��~�i (2.34)

= C�~��~�n

8<:
n+1X
k=0

�kz
�P
k

�
zku�A

+
� � v�

� �
zku�A

+
� � v�

� Y
j 6=(�;�)

�
uj + zkvjA

+
j

�
j0i+ c:c

9=;
et l�état à quatre quasi-particules, deux appariées (�~�) et une paire cassée (�
) s�écrit :

j(�~��
)ni = Pn j�~��
i (2.35)

= C�~��
n

8<:
n+1X
k=0

�kz
�P+1
k

�
zku�A

+
� � v�

�
a+� a

+



Y
j 6=(�;�;
)

�
uj + zkvjA

+
j

�
j0i+ c:c

9=;
Finalement l�état à quatre quasi-particules toutes non-appariées est donné par :

j(��
�)ni = Pn j��
�i

= C��
�n

8<:
n+1X
k=0

�kz
�P+2
k a+� a

+
� a

+

 a

+
�

Y
j 6=(�;�;
;�)

�
uj + zkvjA

+
j

�
j0i+ c:c

9=; (2.36)
D�une manière générale l�état :

j(�1~�1�2~�2:::�r~�r�r+1~�r+2:::�r+2d)ni = Pn j(�1~�1�2~�2:::�r~�r�r+1�r+2:::�r+2d)i

= C
�1~�1�2~�2:::�r~�r�r+1~�r+2:::�r+2d
n

(
n+1X
k=0

�kz
�P+d
k

�
zku�1A

+
�1 � v�1

�
:::
�
zku�rA

+
�r � v�r

�
a+�r+1 :::a

+
�r+2d

Y
j 6=(�1;:::�r+2d)

�
uj + zkvjA

+
j

�
j0i+ c:c

9=;
où r et d sont des entiers.
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décrit un état ayant des paires de particules appariées occupant les états (j�1i j~�1i) :::

(j�ri j~�ri) et des particules célibataires occupant les états j�r+1i ::: j�r+2di :

2.4.2 Cas d�un système ayant un nombre impair de particules

Soit un système ayant un nombre impair de particules, l�état utilisé pour décrire ce dernier

est un état ayant un nombre impair de quasi-particules, soit :j�i, j�~��i ; j��
i ; etc...

Les états projetés sont obtenus en appliquant le projecteur pour un système impair de

particules donné par l�expression (2.26) :

L�état projeté à une quasiparticule est donné par :

j�ni = Pn j�i

= Pn�+� j	i

= C�n

8<:
n+1X
k=0

�kz
�(P+ 1

2
)

k

p
zka

+
�

Y
j 6=�

�
uj + zkvjA

+
j

�
j0i+ c:c

9=;
= C�n

8<:
n+1X
k=0

�kz
�P
k a+�

Y
j 6=�

�
uj + zkvjA

+
j

�
j0i+ c:c

9=; (2.37)

L�état à trois quasi-particules dont deux sont appariées et une célibataire s�écrit :

j(�~��)ni = Pn j�~��i

= C�~��n

8<:
n+1X
k=0

�kz
�P
k

�
zku�A

+
� � v�

�
a+�

Y
j 6=(�;�)

�
uj + zkvjA

+
j

�
j0i+ c:c

9=;(2.38)
et pour l�état à trois quasi-particules non-appariées on trouve :

j(��
)ni = Pn j��
i

= C��
n

8<:
n+1X
k=0

�kz
�P+1
k a+� a

+
� a

+



Y
j 6=(�;�;
)

�
uj + zkvjA

+
j

�
j0i+ c:c

9=; (2.39)
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D�une manière générale l�état

j(�1~�1�2~�2:::�r~�r�r+1~�r+2:::�r+2d+1)ni = Pn j(�1~�1�2~�2:::�r~�r�r+1~�r+2:::�r+2d+1)i

= C
�1~�1�2~�2:::�r~�r�r+1~�r+2:::�r+2d+1
n

(
n+1X
k=0

�kz
�P+d
k

�
zku�1A

+
�1 � v�1

�
:::
�
zku�rA

+
�r � v�r

�
a+�r+1 :::a

+
�r+2d+1

Y
j 6=(�1;:::�r+2d+1)

�
uj + zkvjA

+
j

�
j0i+ c:c

9=;
où r et d sont des entiers.

décrit un état ayant des paires de particules appariées occupant les états (j�1i j~�1i) :::

(j�ri j~�ri) et des particules célibataires occupant les états j�r+1i ::: j�r+2d+1i :

2.5 Les états projetés en représentation quasi-particules

L�état j	ni est une combinaison linéaire de di¤érents états qui décrivent di¤érents nombres

de paires de quasi-particules. En e¤et, on peut écrire formellement :

j	ni = � j	i+
X
�>0

�� j�~�i+
X
��>0


�� j�~��~�i+ ::: (2.40)

où les coe¢ cients �; �� ; 
�� sont donnés par :

� = h	j 	ni

= Cn

8<:
n+1X
k=0

�kz
�P
k

Y
j>0

�
u2j + zkv

2
j

�
+ c:c

9=; (2.41)

�� = h�~�j 	ni

= Cn

8<:
n+1X
k=0

�kz
�P
k

Y
j 6=�

�
u2j + zkv

2
j

�
(zk � 1)u�v� + c:c

9=; (2.42)
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En calculant d�une manière similaire les autres coe¢ cients on écrit �nalement l�état j	ni en

représentation quasiparticule comme suit :

j	ni = Cn

0@n+1X
k=0

�kz
�P
k

Y
j>0

�
u2j + zkv

2
j

�(
1 + (zk � 1)

X
�>0

u�v�
u2� + zkv

2
�

�+� �
+
~�

+
(zk � 1)2

2!

X
�;�>0
� 6=�

u�v�u�v�

(u2� + zkv
2
�)
�
u2� + zkv

2
�

��+� �+~� �+��+~� + :::
9>>=>>;+ c:c

1CCA j	i (2.43)

De même pour l�état j�ni en représentation quasiparticule :

j�ni = C�n

0BB@n+1X
k=0

�kz
�p
k

Y
j>0
j 6=�

�
u2j + zkv

2
j

�8<:1 + (zk � 1)X
�>0

u�v�
u2� + zkv

2
�

�+��
+
~�

+
(zk � 1)2

2!

X
�


 6=�

u
v
u�v��
u2
 + zkv

2



� �
u2� + zkv

2
�

��+��+~��+
 �+~
 + :::
9>=>;+ c:c

1CA j�i (2.44)

2.6 Propriétés des opérateurs conservant le nombre de parti-

cules

Soit � un opérateur quelconque qui commute avec l�opérateur nombre de particule :

[N;�] = 0:

Tout opérateur véri�ant cette relation de commutation possède la propriété très intéressante

suivante :

h	nj� j	ni = 2(n+ 1)Cn h	j� j	ni (2.45)

En e¤et, d�après l�expression (1.20), on a :

h	j� j	ni =
 Y
�>0

u�

!

X
l=0

1

l!

X
�1�2:::�l

v�1v�2 :::v�l
u�1u�2 :::u�l

h0jA�l :::A�2A�1� j	ni : (2.46)

Si la fonction projetée correspond à la P i�eme composante cela conduit à :
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h	j� j	ni =
 Y
�>0

u�

!
1

P !

X
�1�2:::�p

v�1v�2 :::v�p
u�1u�2 :::u�p

h0jA�p :::A�2A�1� j	ni (2.47)

De même, on peut mettre j	(zk)i donné par l�expression (2.30) sous la forme suivante :

j	(zk)i =
 Y
�>0

u�

!Y
�>0

�
1 +

v�
u�
zkA

+
�

�
j0i (2.48)

=

 Y
�>0

u�

!

X
l=0

1

l!

X
�1�2:::�l

v�1v�2 :::v�l
u�1u�2 :::u�l

zlkA
+
�1A

+
�2
:::A+�

l
j0i : (2.49)

On trouve alors :

h	(zk)j� j	ni =
 Y
�>0

u�

!
1

P !

X
�1�2:::�p

zPk
v�1v�2 :::v�p
u�1u�2 :::u�p

h0jA�p :::A�2A�1� j	ni = zPk h	j� j	ni

(2.50)

On déduit �nalement :

h	nj� j	ni = Cn

(
n+1X
k=0

�kz
�P
k h	nj� j	(zk)i+ c:c

)

= Cn

(
n+1X
k=0

�kz
�P
k zPk h	nj� j	i+ c:c

)

= Cn

(
n+1X
k=0

�k + c:c

)
h	j� j	ni

= 2(n+ 1)Cn h	j� j	ni (2.51)

Cette propriété est extrêmement utile comme nous le verrons par la suite pour le calcul des va-

leurs moyennes des observables commutant avec l�opérateur N ou encore pour la détermination

de la constante de normalisation. En e¤et, compte tenu de (2.51) on obtient :

h	n j	ni = 2(n+ 1)Cn h	 j	ni = 1 (2.52)

= 2(n+ 1)C2n

8<:
n+1X
k=0

�kz
�p
k

Y
j>0

�
u2j + zkv

2
j

�
+ c:c

9=; = 1

Un calcul similaire peut être fait pour évaluer les autres constantes de normalisation.
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2.7 E¤et de la conservation du nombre de particules

Notons le fait que la projection détruit l�orthonormalisation des états projetés :

j	ni ; j�ni ; j(��)ni ; j(��
)ni :::Il faudra alors construire une nouvelle base d�états projetés

à l�aide du procédé de Schmidt par exemple, on donne à titre d�indication :

j(�~�)ni? = C�~�? fj(�~�)ni � h�n j(�~�)ni j�ni � h	n j(�~�)ni j	nig (2.53)

où

h�n j(�~�)ni = 2(n+ 1)C
�
n h� j(�~�)ni

A l�aide des expressions (2.37), (2.31), on a :

h�n j(�~�)ni = 2(n+ 1)C
�
nC

�~�
n

8<:
n+1X
k=0

�k z
�P
k

Y
j 6=�

h0j (uj + zkvjAj) a�
�
u� + zkv�A

+
�

�
Y
j 6=�

�
uj + zkvjA

+
j

�
j0i+ c:c

9=; = 0

et

h	n j(�~�)ni = 2(n+ 1)Cn h	 j(�~�)ni (2.54)

En utilisant les expressions (2.29), (2.31), on obtient :

h	n j(�~�)ni = 2(n+ 1)CnC
�~�
n

8<:
n+1X
k=0

�k z
�p
k u�v� (zk � 1)

Y
j 6=�

�
u2j + zkv

2
j

�
+ c:c

9=; (2.55)

et C�~�? est la constante de normalisation. Elle est donnée par l�expression suivante :

�
C�~�?

��1
= ? h(�~�)n j(�~�)ni? (2.56)

= [h(�~�)nj � h	n j(�~�)ni h	nj] [j(�~�)ni � h	n j(�~�)ni j	ni] (2.57)

De même, on trouve pour l�état correspondant à (2.38)

j(�~��)ni? = fj(�~��)ni � h�n j(�~��)ni j�nigC
�~��
? (2.58)
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où

h�n j(�~��)ni = 2(n+ 1)C
�
n h� j(�~��)ni

A l�aide des expressions (2.37), (2.38), il vient :

h�n j(�~��)ni = 2(n+ 1)C
�
nC

�~��
n

8>><>>:
n+1X
k=0

�k z
�P
k u�v� (zk � 1)

Y
j 6=(�;�)
� 6=�

�
u2j + zkv

2
j

�
+ c:c

9>>=>>;
et C�~��? est la constante de normalisation donnée par :

�
C�~��?

��1
= h(�~��)n j(��~�)ni? (2.59)

= [h(�~��)nj � h�nj h�n j(�~��)ni] [j(�~��)ni � h�n j(�~��)ni j�ni] (2.60)

On obtient alors la nouvelle base constitué des états orthonormés et projetés :

j	ni ; j�ni ; j(�~�)ni? ; j(��)ni ; j(�~��)ni? ; j(��
)ni ; j(�~��~�)ni? ; j(�~��
)ni? ; j(��
�)ni ; ::::::

L�espace des états du système physique étant complet, la somme des projecteurs sur ces états

est égale à l�unité. On a donc, en principe :

1 = j	ni h	nj j	ni h	nj+
X
�

j�ni h�nj j�ni h�nj+
X
�

j(�~�)ni? ? h(�~�)nj j(�~�)ni? ? h(�~�)nj

+
1

2!

X
� 6=�

j(��)ni h(��)nj j(��)ni h(��)nj

+
1

2!

X
� 6=�

j(�~��)ni? ? h(�~��)nj j(�~��)ni? ? h(�~��)nj+ :::

Le fait de multiplier l�opérateur hamiltonien à droite et à gauche par la somme des projecteurs
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ne change en rien ce dernier :

1:H 0:1 '
 
j	ni h	nj j	ni h	nj+

X
�

j�ni h�nj j�ni h�nj

+
X
�

j(�~�)ni? ? h(�~�)nj j(�~�)ni? ? h(�~�)nj+ :::
!
H 0

 
j	ni h	nj j	ni h	nj

X
�

j�ni h�nj j�ni h�nj +
X
�

j(�~�)ni? ? h(�~�)nj j(�~�)ni? ? h(�~�)nj+ :::
!

Comme les calculs deviennent très vite assez lourds, on fera alors l�approximation des quasi-

particules projetées indépendantes. Autrement dit, on fait une troncature sur la somme des

projecteurs et on écrit que :

1:H:1 '
 
j	ni h	nj j	ni h	nj+

X
�

j�ni h�nj j�ni h�nj
!
H 0

 
j	ni h	nj j	ni h	nj+

X
�

j�ni h�nj j�ni h�nj
!

On trouve alors :

H 0 = E0n +
X
�>0

E�n(P
�
n + P

~�
n ) (2.61)

où

P �n = j�ni h�nj et P ~�n = j~�ni h~�nj (2.62)

Les états j�ni et j~�ni étant orthonormés, P �n ; P ~�n sont des projecteurs et ont donc pour valeurs

propres : 0 et 1.

Dans (2.61) E0n; E
�
n représentent respectivement l�énergie BCS et l�énergie de la quasipar-

ticule projetées, données comme nous le montrerons dans ce qui suit, par :

E0n = E0 + h	njH40 j	ni = E0 + E40 (2.63)

et

E�n = E� + h�njH40 j�ni = E� + E
�
40 (2.64)
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2.8 Energie projetée

L�énergie du système lorsqu�il est dans l�état projeté j	ni est calculée en utilisant l�hamil-

tonien en représentation quasiparticule donné par l�expression (1.25) et est dé�nie comme :

E0n = h	njH 0 j	ni (2.65)

= h	nj (E0 +H11 +H2 +H22 +H3 +H4) j	ni

= E0 + h	njH4 j	ni (2.66)

Pour le calcul de la valeur moyenne h	njH4 j	ni, on utilisera la propriété des opérateurs conser-

vant le nombre de particules (2.51). Il vient :

h	njH4 j	ni = h	nj (H40 +H04) j	ni (2.67)

= 2(n+ 1)Cn h	njH40 j	i

On a :

h	njH40 j	i = Cn

8>><>>:
G

2

n+1X
k=0

�kz
�P
k

Y
j>0

�
u2j + zkv

2
j

� (zk � 1)2
2!

X
�;�>0
� 6=�

u�v�u�v�

(u2� + zkv
2
�)
�
u2� + zkv

2
�

�
X

;�>0

�
u2
v

2
� + u

2
�v
2



�
h	j�~����~����+
 �+~
 �

+
� �

+
~� j	i+ c:c

9=; (2.68)

En utilisant le théorème de Wick, on trouve :

h	j�~����~����+
 �+~
 �
+
� �

+
~� j	i = ��
��� + �����
 (2.69)
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ce qui nous conduit à :

2(n+ 1)Cn h	njH40 j	i = 2(n+ 1)C2n
G

2

8<:
n+1X
k=0

�kz
�P
k (zk � 1)2

Y
j>0

�
u2j + zkv

2
j

�
X
�;�>0
� 6=�

u�v�u�v�

(u2� + zkv
2
�)
�
u2� + zkv

2
�

�2(u2�v2� + u2�v2�) + c:c
9>>=>>;

= 2(n+ 1)C2nG
X
�;�>0
� 6=�

u3�v�u�v
3
�

8>><>>:
n+1X
k=0

�kz
�P
k (zk � 1)2

Y
j>0

j 6=(��)

�
u2j + zkv

2
j

�
+ c:c

9>>=>>; (2.70)

Finalement, on trouve :

E0n = E0 + E40 (2.71)

où on a noté par :

E40 = h	njH40 j	ni

= 2(n+ 1)C2nG
X
�;�>0
� 6=�

u3�v�u�v
3
�

8>><>>:
n+1X
k=0

�kz
�P
k (zk � 1)2

Y
j>0

j 6=(��)

�
u2j + zkv

2
j

�
+ c:c

9>>=>>;(2.72)
En utilisant les di¤érents changements de variables :

zk = e2ixk ce qui implique zk � 1 = cos 2xk � 1 + i sin 2xk = 2 sinxkei(xk+
�
2
)

u2j + zkv
2
j = �jke

i('jk+xk) avec xk =
'k
2 =

k�
2(n+1) :

dans l�expression (2.72), on trouve :

E40 = 2(n+ 1)C
2
nG

X
�;�>0
� 6=�

u3�v�u�v
3
�

(
n+1X
k=0

�k exp (�2iPxk)
h
4 sin2 xk exp

�
2i(xk +

�

2
)
�i

Y
j>0

j 6=(��)

�
�jk exp

�
i('jk + xk)

	�
+ c:c

9>>=>>;
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= �8(n+ 1)C2nG
X
�;�>0
� 6=�

u3�v�u�v
3
�

8>><>>:
n+1X
k=0

�k sin
2 xk

0BB@ Y
j>0

j 6=(��)

�jk

1CCA
exp

8<:i
0@ 
X

j 6=(��)

'jk + (
� 2P )xk

1A9=;+ c:c
9=; (2.73)

E40 = �16(n+ 1)C2nG
X
�;�>0
� 6=�

u3�v�u�v
3
�

n+1X
k=0

�k sin
2 xkR

��
k cos	��k (2.74a)

où :Rk =
Y
j

�jk, R��k =
Y

j 6=(�;�)
�jk

et 	k =


X
j=1

'jk + (
� 2P )xk, 	��k =


X
j=1

j 6=(�;�)

'jk + (
� 2P )xk

L�expression (2.66) s�écrit �nalement comme :

E0n = E0 � 16(n+ 1)C2nG
X
�;�>0
� 6=�

u3�v�u�v
3
�

n+1X
k=0

�k sin
2 xkR

��
k cos	��k (2.75)

De même, on a pour l�énergie du système dans l�état projeté j�ni :

E�n = h�njH 0 j�ni (2.76)

E�n = h�njH 0 j�ni = E0 + E� + h�njH40 j�ni

= E0 + E� � 16(n+ 1) (C�n)
2G

X
(
;�) 6=�>0


 6=�

u3
v
u�v
3
�

n+1X
k=0

�k sin
2 xkR

�
�
k cos	�
�k (2.77)

avec :

h�njH40 j�ni = E�40 = �16(n+1) (C�n)
2G

X
(
;�) 6=�>0


 6=�

u3
v
u�v
3
�

n+1X
k=0

�k sin
2 xkR

�
�
k cos	�
�k (2.78)
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où : R�
�k =
Y

j 6=(�;�;�)
�jk et 	���k =


X
j=1

j 6=(�;��)

'jk + (
� 2P )xk .
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Chapitre 3

Traitement de l�appariement à

température �nie avec et sans

projection

3.1 Introduction

Comme on l�a vu au chapitre 1, un des défauts de la théorie BCS est la non conservation

du nombre de particules et qui peut être corrigé à l�aide de di¤érentes méthodes de projection

[24],[48]-[50] permettant de restaurer le bon nombre de particules. Cependant cette fonction

reste encore insu¢ sante pour décrire un état physique donné vu que la majorité de ces mé-

thodes ne prennent pas en compte les e¤ets de la température. L�e¤et de cette dernière est très

important pour la compréhension du comportement des di¤érentes observables décrivant les

noyaux chauds.

La FTBCS, "F inite T emperature BCS" est une théorie très utilisée par les physiciens

[31]-[37] pour le traitement de l�interaction d�appariement en présence de la température a�n

d�étudier le passage de l�état super�uide à l�état normal. Autrement dit, il existe une tempéra-

ture dite température critique au dessus de laquelle l�e¤et d�appariement disparaît et le système

tend vers un gaz de Fermi. La FTBCS o¤re aussi la possibilité de déterminer les di¤érentes

grandeurs thermodynamiques à partir de la grande fonction partition pour un ensemble grand
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canonique qui peut être appliqué à un système dont l�énergie et le nombre de particules sont

conservés en moyenne[51]. On pourra alors étudier l�évolution du système via ces grandeurs en

fonction de la température.

On s�attellera dans cette partie à la détermination des équations du gap à température �nie.

Pour ce faire on suivra les grandes lignes de la théorie BCS, autrement dit : on prendra comme

point de départ l�hamiltonien usuel en représentation particules du chapitre 1. On réécrira à

l�aide de la distribution de Fermi-Dirac, l�hamiltonien dans la représentation quasi-particules,

à partir duquel on déduira, de manière analogue à la théorie BCS à température nulle, les

équations du gap à température �nie. On utilisera la méthode SBCS pour restaurer le bon

nombre de particules. On déduira ensuite à l�aide de la grande fonction partition, les di¤érentes

expressions des grandeurs thermodynamiques habituelles, à savoir : l�énergie, l�entropie et la

capacité calori�que.

3.2 La théorie BCS à température �nie (FTBCS)

On considère l�hamiltonien donné par (1.23) et dont nous rappelons l�expression ci-dessous :

H =
P
�>0
("� � �)(a+� a� + a+~� a~�)�G

P
�;�>0

a+� a
+
~� a~�a� (3.1)

Lors du passage de la représentation particules à la représentation quasi-particules à l�aide de

la transformation inverse de Bogoliubov-Valatin (1.16) ainsi que le théorème de Wick :

H 0 =
P
�>0
("� � �)

�
a+u� a� + a

+ue� ae�+ : a+� a� : + : a+e� ae� :�
�G

X
�;�>0

n
a+u� a+e� aue�a� � a+u� ae�a+ue� a� + a

+u
� a�a

+ue� ae�
+a+u� a+e� : ae�a� : �a+u� ae� : a+e� a� : +a+u� a� : a

+e� ae� :
+ : a+� a

+e� : aue�a�� : a+� ae� : a+ue� a�+ : a
+
� a� : a

+ue� ae�
+ : a+� a

+e� ae�a� :	 (3.2)
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on remplacera les valeurs moyennes h�+� ��i = 0; et


���

+
�

�
= ���, par la distribution de

Fermi-Dirac : 

�+� ��

�
=

1

1 + e�E�
��� (3.3)



���

+
�

�
=

�
1� 1

1 + e�E�

�
��� (3.4)

où � = 1
KBT

,avec KB : la constante de Boltzmann et T est la température. On donne comme

exemple les calculs suivants :

a+u� a� =
D�
u��

+
� + v��~�

� �
u��� + v��

+
~�

�E
= u�u�



�+� ��

�
+ v�v�

D
�~��

+
~�

E
= u�u�

1

1 + e�E�
��� + v�v�

�
1� 1

1 + e�E�

�
���

a+u� a� =
�
v2� +

�
u2� � v2�

�
��
�
���

où on a posé : 

�+� ��

�
=

���
1 + e�E�

= ����� (3.5)

avec �� =
1

1 + e�E�
la distribution de Fermi-Dirac.

De même :8<: a+u� a+� =
D
(u��

+
� + v��~�)

�
u��

+
~� � v���

�E
a+u� a+� = u�v� (1� 2��) ���
On voit bien que lorsque T = 0, � tend vers l�1, on aura donc : �� = 0, on retrouve alors

les résultats BCS à température nulle.

De manière similaire à ce qui a été présenté au chapitre 1 pour la théorie BCS à température

nulle, on décompose H 0 en :

H 0 = E0 +H11 +H2 +H22 +H3 +H4 (3.6)

où :

E0 est la constante qui contient les termes entièrement contractés.
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soit :

E0 =
X
�

8<:2("� � �) �v2� + (u2� � v2�)����G
 X

�

u�v�(1� 2��)
!2

�G
�
u2��� + v

2
� (1� ��)

� �
u2��� + v

2
� (1� ��)

�	
(3.7)

En négligeant les termes de degré quatre en u� et v� , car en principe ils sont très petits devant

les termes de puissance deux en u� et v� ; il vient pour E0 l�expression :

E0 =
X
�

8<:2("� � �) �v2� + (u2� � v2�)����G
 X

�

u�v�(1� 2��)
!29=; (3.8)

Les Hij sont les composantes de H contenant i opérateurs de création et j opérateurs d�anni-

hilation de quasi-particules et sont donnés respectivement par :

H11 =
X
�

("� � �)(u2� � v2�)(�+� �� + �+~� �~�) +G
X
��

n
u�v�(1� 2��)u�v�(�+��� + �+~��~�)

o
+G

X
��

fu�v�(1� 2��)u�v�(�+� �� + �+~� �~�)g �G
X
�

�
[u2��� + v

2
�(1� ��)](u2� � v2�)

�
�+~� �~�

�G
X
�

�
[u2��� + v

2
�(1� ��)](u2� � v2�)

�
�+� ��

en permutant les indices � et � dans le deuxième terme, on peut mettre H11 sous la forme :

H11 =
X
�

(
("� � �)(u2� � v2�) + 2Gu�v�

X
�

u�v�(1� 2��)

�G
�
[u2��� + v

2
�(1� ��)](u2� � v2�)

�	 �
�+� �� + �

+
~� �~�

�
(3.9)

Comme pour E0, on négligera les termes de degré quatre en u� et v� :

H11 =
X
�

(
("� � �)(u2� � v2�) + 2Gu�v�

X
�

u�v�(1� 2��)
)�

�+� �� + �
+
~� �~�

�
(3.10)
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H2 =
X
�

��
2 ("� � �)�G

�
(u2� � v2�)(2�� � 1) + 1

��
u�v�

�G
"X
�

u�v�(1� 2��)
#
(u2� � v2�)

)
(�+� �

+
~� + �~���) (3.11)

Les expressions de H22, H3 et H4 sont données respectivement par (1.30), (1.31) et (1.32). Elles

restent inchangées car elles sont issues du produit normal de quatre opérateurs.

Comme pour le traitement des noyaux à température nulle, les paramètres u� et v� sont

choisis de manière à minimiser la valeur de E0, soit :

@E0
@v�

=
@E0
@u�

= 0: 8� (3.12)

On a donc,

("� � �) 4v� [1� 2�� ]� 2G
 X
�>0

u�v� (1� 2��)
!
(1� 2��)

�
@

@v�
(u�v�)

�
= 0 8� (3.13)

En utilisant le fait que :

u2� + v
2
� = 1 ce qui conduit à

@u�
@v�

= � v�
u�
;

il vient :

4v� ("� � �) [1� 2�� ]� 2G
 X
�>0

u�v� (1� 2��)
!
(1� 2��)

�
�v2�
u2�

+ u�

�
= 0 (3.14)

Soit :

4v� ("� � �) [1� 2�� ]� 2�
�
�v2�
u2�

+ u�

�
= 0 (3.15)

avec

� = G
X
�>0

u�v� (1� 2��) (3.16)

qui représente la nouvelle expression de la demi-largeur du gap en fonction de la température.

On trouve aussi pour les probabilités d�occupation et d�inoccupation, une forme similaire à

celle donnée par (1.36) mais qui dépend de la température :
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u2�

v2�

9=; =
1

2

241� "� � �q
("� � �)2 +�2

35 (3.17)

On a négligé dans ces expressions le terme Gv2:

En utilisant l�expression (3.17), on peut réécrire H11 donné par l�expression (3.10) sous la

forme :

H11 =
X
�

8<: ("� � �)2q
("� � �)2 +�2

+
�2q

("� � �)2 +�2

9=; (�+� �� + �+~� �~�)
=

X
�

E�(�
+
� �� + �

+
~� �~�) (3.18)

où l�on a posé :

E� =

q
("� � �)2 +�2 (3.19)

et qui représente l�énergie de la quasiparticule, quantité qui dépend de la température.

De même, les équations du gap données par (1.42) et (1.40), prennent respectivement les

formes :
2

G
=
X
�

th(�E�2 )
E�

(3.20)

et

n0 =
X
�>0

�
1� "� � �

E�
th(

�E�
2
)

�
(3.21)

En utilisant (3.20), on peut aussi mettre E0 sous la forme :

E0 =
X
�

f("� � �)� E� (1� 2��)g+
�2

G
(3.22)

Cette méthode a permis de tenir compte de la température dans les équations du gap.

3.3 La grande fonction de partition

Comme déjà souligné, l�ensemble grand canonique est approprié pour les systèmes dont

l�énergie et le nombre de particules sont conservés en moyenne. Ainsi leurs propriétés thermo-
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dynamiques peuvent être décrites à l�aide de la grande fonction de partition Z. En e¤et, on

verra par la suite que la connaissance de cette dernière ainsi que ses dérivées est de première

importance pour la détermination des grandeurs thermodynamiques du système. Pour ce faire

et a�n de tenir compte de l�e¤et de la restauration du bon nombre de particules, on utilisera

l�expression (2.61) pour l�hamiltonien H 0 de quasi-particules projetées indépendantes :

Z = Tr exp(��H 0) (3.23)

où Tr désigne la trace, calculée généralement à l�aide des états propres de H 0:

Z = Tr exp

 
��
"
E0n +

X
�>0

E�n(P
�
n + P

~�
n )

#!
(3.24)

= exp
�
��E0n

�
Tr exp

 
��
X
�>0

E�n(P
�
n + P

~�
n )

!
(3.25)

Sachant que les seules valeurs propres du projecteur P �n , sont 0 ou 1, on trouve alors 
 , qui

n�est autre que le logarithme népérien de la grande fonction partition :


 = LogZ (3.26)


 = Log

 
exp

�
��E0n

�
Tr

" Y
�>0

exp (��E�nP �n ) exp (��E�nP ~�
n )

#!

ce qui conduit à :


 = ��E0n + 2
X
�>0

Log(1 + e��E
�
n): (3.27)

À partir de cette expression, on pourra dé�nir la plupart des grandeurs thermodynamiques,

comme l�énergie du système, l�entropie ainsi que la capacité calori�que1.

1Voir l�annexe pour les détails de calculs
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3.3.1 L�énergie

L�une des caractéristiques thermodynamiques les plus importantes est l�énergie moyenne du

système dé�nie par [52] :

Energie = �@ [LogZ]
@�

����
�=cste

(3.28)

où :� = ��

Il vient alors,

Energie =
@(�E0n)

@�
+ 2

X
�>0

@(�E�n)
@� e��E

�
n

1 + e��E�n

Sachant que
2

1 + e�E�n
= 1� th(�E

�
n

2
) (3.29)

on trouve :

Energie =
@(�E0n)

@�
+
X
�>0

@(�E�n)

@�

�
1� th(�E

�
n

2
)

�
(3.30)

En utilisant, (2.63) et (2.64) et après tous calculs faits, on aboutit à :

Energie =
X
�>0

�
"�

�
1� ("� � �)

E�
th(

�E�n
2
)

�
+ E�40

�
1� th(�E

�
n

2
)

��
� �

2

G
+ E40 (3.31)

3.3.2 L�entropie

L�entropie est interprétée en thermodynamique comme la mesure du degré de désordre d�un

système au niveau microscopique par rapport à son état initial, autrement dit, plus l�entropie

du système est élevée, moins ses éléments sont ordonnés et liés entre eux, elle est donnée par

[34] :

S = 
� �N + �E (3.32)
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En substituant les expressions (3.27), (3.21) et (3.31) dans (3.32) on trouve :

S = ��E0n + 2
X
�>0

Log(1 + e��E
�
n)

� ��
X
�>0

�
1� "� � �

E�
th(

�E�
2
)

�
+ �

X
�>0

�
"�

�
1� ("� � �)

E�
th(

�E�n
2
)

�
+ E�40

�
1� th(�E

�
n

2
)

��
� �

2

G
+ E40

On a alors :

S = ��
X
�>0

("� � �� E�)� �
�2

G
+ 2

X
�>0

Log(1 + e��E
�
n)� �E�40

� ��
X
�>0

�
1� "� � �

E�
th(

�E�
2
)

�
+ �

X
�>0

�
"�

�
1� ("� � �)

E�
th(

�E�n
2
)

�
+ E�40

�
1� th(�E

�
n

2
)

��
� ��

2

G
+ �E40

En utilisant les équations du gap données par (3.20), (3.21), on aboutit à :

S = 2
X
�>0

Log
�
1 + e��E

�
n

�
+ 2�

X
�>0

E�n
1 + e�E�

(3.33)

Il est intéressant de noter que l�expression donnant l�entropie du système avec conservation

du nombre de particules est analogue à celle donnée par Moretto dans le cadre de la théorie

FTBCS [34] :

S = 2
X
�>0

Log
�
1 + e��E�

�
+ 2�

X
�>0

E�
1 + e�E�

(3.34)

La di¤érence réside dans le fait de substituer l�énergie de la quasiparticule par son homologue

projetée dans le premier terme et le numérateur du second terme.

3.3.3 La capacité calori�que

La capacité calori�que est une grandeur qui renseigne sur la quantité de chaleur à fournir

ou à enlever à un système a�n que sa température augmente ou diminue d�une unité. Elle est
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notée C et est donnée par [53] :

C = T
dS

dT
= ��dS

d�
(3.35)

Il vient alors :

dS

d�
= 2

X
�>0
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En multipliant les deux membres de l�équation par (��) et en utilisant le fait que :
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on arrive à l�expression �nale :

C =
1

2

X
�>0
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i
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�
�E�
2

� (3.37)

où :
@ (E�)
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=
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En dérivant l�équation du gap donnée par (3.20) par rapport à �, on trouve aussi :

@�

@�
=

1
2

P
�>0

1

ch2(�E�2 )P
�>0

�
E3�
th
�
�E�
2

�
�
P
�>0

��
2E2�

1

ch2(�E�2 )

(3.38)

Etant donné que la capacité calori�que n�est autre que la dérivée de l�entropie par rapport à la

température, comme on pouvait s�y attendre, son expression donnée par (3.37) pour un système

ayant le nombre de particules restauré a la même forme que celle donnée dans le cadre de la

théorie FTBCS, [34] :

C =
1

2

X
�>0

E�

h
�2E� + �

3 @(E�)
@�

i
ch2
�
�E�
2

� (3.39)

Il su¢ t alors de remplacer l�énergie de la quasiparticule qui apparait au début de l�expression

par l�énergie projetée pour avoir la capacité calori�que d�un système ayant le bon nombre de
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particules.

L�apport de de la projection dans les expressions de l�énergie (3.31), l�entropie (3.33) ainsi

que la capacité calori�que(3.37), sera discuté dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4

Résultats numériques et discussion

4.1 Introduction

A�n d�étudier le comportement des grandeurs thermodynamiques dé�nies précédemment

en fonction de la température pour un système avec conservation du nombre de particules,

on commencera par s�assurer de la convergence de la méthode SBCS et de la validité des

équations données dans le chapitre 3; et ce en utilisant le modèle schématique de Richardson

[40]. On envisagera par la suite le cas du modèle réaliste de Woods-Saxon [41] où les noyaux

30
14Si,

46
22Ti,

60
28Ni,

142
60 Nd,

144
62 Sm et 14664 Gd seront étudiés.

4.2 Modèle schématique de Richardson

Le modèle schématique de Richardson est un modèle simple qui stipule que le spectre d�éner-

gie est un spectre discret où les niveaux sont doublement dégénérés et ont pour énergie "� = �

avec 1 � � � 
; où 
 est la dégénérescence totale de paires de particules. On ne considèrera

que les cas 
 = N; où N est le nombre de particules.

Les équations du gap généralisées données par les expressions (3.20) et (3.21) se présentent

comme un système de deux équations non linéaires où les inconnues sont le niveau de Fermi �
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et la demi-largeur du gap � :

2

G
=

X
�

th(�E�2 )
E�

(4.1)

n0 =
X
�>0

�
1� "� � �

E�
th(

�E�
2
)

�

Un code de calcul a été élaboré pour résoudre ce système par la méthode de Newton en

considérant pour le modèle de Richardson les trois cas suivants :

N 8 10 16

G (MeV) 0:800 0:400 0:475

Pour chacun des systèmes (ayant un nombre de particules égal à 8, 10 et 16), on trouve que

le niveau de Fermi (�) garde une valeur pratiquement constante quelle que soit la température,

elle est reportée dans le tableau (4:1):

En ce qui concerne la demi-largeur du gap (�), on remarque sur la �gure (4:1), qu�elle

reste relativement constante sur un premier intervalle de température, au-delà de celui-ci, elle

chute brusquement pour s�annuler à une température bien précise, dite température critique

(Tc). Au-delà de cette dernière, toutes les paires de particules sont détruites. L�appariement

disparaît donc et ceci correspond au passage de l�état super�uide à l�état normal du gaz de

Fermi.

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

∆(M
eV

)

Τ(MeV)

 N=08, G=0.800(MeV)
 N=10, G=0.400(MeV)
 N=16, G=0.475(MeV)

Fig. 4-1 � Evolution de la demi-largeur du gap � en fonction de la température pour des
systèmes ayant N = 8, 10 et 16 particules respectivement.
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Les résultats de la résolution du système d�équations donné par (4.1), pour les trois systèmes

envisagés, sont présentés dans le tableau 4:1 :

Tab. 4.1 �Tableau récapitulatif des résultats obtenus pour la résolution du système d�équations
(4.1).

N G(MeV ) �(MeV ) �(T=0)(MeV ) Tc(MeV )

8 0:800 4:500 2:501 1:335

10 0:400 5:500 0:822 0:466

16 0:475 8:500 1:979 1:105

Par la suite, on s�est assuré de la convergence de la méthode SBCS. Pour ce faire, nous

avons élaboré un code de calcul a�n d�évaluer l�énergie projetée pour les mêmes systèmes.

Les résultats obtenus sont résumés dans les tableaux 4:2 à 4:4 :

Tab. 4.2 �Energie BCS et énergie SBCS du système en fonction du degré d�extraction n des
fausses composantes pour N=8, G=0.8 MeV.

n EBCS(MeV ) ESBCS(MeV ) �E(MeV ) = ESBCS � EBCS
0 17.2091 17.1470 -00.06207
1 17.2091 15.8053 -01.40381
2 17.2091 15.7575 -01.45162
3 17.2091 15.7575 -01.45162
4 17.2091 15.7575 -01.45162

Tab. 4.3 �Même commentaire que dans le tableau 4.2 pour N=10, G=0.4 MeV.
n EBCS(MeV ) ESBCS(MeV ) �E(MeV ) = ESBCS � EBCS
0 29.7415 29.4333 -0.3081
1 29.7415 29.1742 -0.5672
2 29.7415 29.1738 -0.5676
3 29.7415 29.1738 -0.5676
4 29.7415 29.1738 -0.5676
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Tab. 4.4 �Même commentaire que dans le tableau 4.2 pour N=16, G=0.475 MeV.
n EBCS(MeV ) ESBCS(MeV ) �E(MeV ) = ESBCS � EBCS
0 70.1529 70.0752 -00.0777
1 70.1529 68.8022 -01.3506
2 70.1529 68.7049 -01.4479
3 70.1529 68.7047 -01.4482
4 70.1529 68.7047 -01.4482

De ces tableaux, on constate que l�énergie évaluée par la méthode SBCS est plus basse

que l�énergie évaluée à l�approche BCS ; l�écart varie selon le système considéré, de 0:5MeV à

1:4MeV . Ceci indique que la contribution des �uctuations du nombre de particules n�est pas

négligeable et le recours à une méthode de projection s�avère donc nécessaire. On remarque

aussi que la convergence a lieu très rapidement, dès que n � 2 , ce qui montre la puissance de

la méthode.

Cependant avant de commencer le traitement des grandeurs thermodynamiques évaluées

dans le chapitre 3 en fonction de la température, on notera le fait que la correction apportée par

la méthode SBCS (l�écart entre ESBCS et EBCS), a été jusqu�à présent calculée à température

nulle, ce qui nous amène à considérer les deux hypothèses suivantes :

1�Maintenir cette correction constante quelle que soit la température du système considérée.

Pour ce faire, on évalue les paramètres u� et v� à température nulle et on �xe ces derniers sur

tout l�intervalle de température.

2�La correction est fonction de la température, autrement dit, il faut réévaluer les para-

mètres u� et v� pour chaque température considérée.

On se propose alors de calculer l�énergie d�excitation du système en considérant les deux

hypothèses dans un premier lieu.

4.2.1 Energie d�excitation

L�énergie d�excitation du système est dé�nie comme étant la di¤érence entre l�énergie de ce

système à une température donnée et son homologue à température nulle, soit :
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La �gure (4:3) montre l�allure de l�énergie d�excitation du système en fonction de la tempé-

rature pour les di¤érents systèmes étudiés en considérant les deux hypothèses susmentionnées.
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Fig. 4-2 �Variation de l�énergie d�excitation en fonction de la température pour les di¤érents
systèmes considérés et selon les deux approches FTBCS et FTSBCS.

Sur cette dernière, on remarque que l�énergie projetée a été abaissée par rapport à l�énergie

liée à l�approche FTBCS dans un intervalle de température comprise entre 0 et Tc et ce

pour les deux hypothèses, cependant, ce qui est intéressant, c�est de noter le fait que pour
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des températures supérieures à la température critique, on trouve des valeurs pour l�énergie

toujours plus faibles que celles données dans l�approche FTBCS (Fig : 4:3 � a1; a2 et a3) et

ce en considérant l�hypothèse (1), ce qui est tout à fait normal, étant donné le fait qu�on a

considéré la correction apportée par la projection dans ce cas, est une constante quelle que soit

la température, on observe alors tout simplement, une translation des valeurs de l�énergie.

En revanche, pour le deuxième cas considéré (Fig : 4:2� b1; b2 et b3), on remarque les deux

approches, FTBCS et FTSBCS coïncident parfaitement à partir de la température critique.

Il est connu que pour une température supérieure ou égale à la température critique Tc,

toutes les paires sont détruites et le système se transforme alors en un gaz de Fermi. On a

a¤aire à un champ moyen de particules indépendantes et il n�est plus nécessaire dans ce cas de

parler d�appariement et encore moins de projection ; ce qui explique le fait que les deux courbes

se rejoignent dans les �gures (4:2� b1; b2 et b3).

A la lumière de ces deux résultats, le choix se porte tout naturellement sur la deuxième

hypothèse, à savoir qu�il faut apporter à une température bien dé�nie, une correction bien

précise.

4.2.2 Entropie

Pour l�entropie, on peut voir sur les �gures (4:3 � b1), (4:3 � b2) et (4:3 � b3) que dans

l�intervalle de températures 0 < T < Tc et pour les deux approches FTBCS et FTSBCS, elle

prend des valeurs plus faibles comparées à celles calculées après la température critique Tc ce

qui montre que le système est plus ordonné dans l�état supraconducteur et plus précisément, à

des températures proches du zéro. Cependant avec l�augmentation de la température, l�entro-

pie croit de manière très rapide indiquant ainsi que le système subit des transformations qui

correspondent au passage de l�état supraconducteur à l�état normal, ce qui est en accord avec la

chute brutale de la demi-largeur du gap observée pour un même intervalle de température sur

les �gures (4:3 � a1; a2 et a3). Cette chute indique qu�avec l�augmentation de la température

les paires commencent à se briser en raison de la diminution de l�appariement, pour �nalement

disparaître à la température critique. Alors, le système, qui tend vers un gaz de Fermi, voit

l�évolution de son entropie pour des températures supérieures à la température critique, se

faire de manière beaucoup plus lente pour atteindre une certaine valeur qui est son entropie
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maximale. Le système perd alors de sa capacité à évoluer davantage et tend vers une stabilité.

On remarque aussi le fait que son comportement en fonction de la température est analogue

à celui de l�énergie d�excitation pour les deux approches, FTBCS et FTSBCS, autrement dit,

on notera qu�en dessous qu�avant la température critique Tc, on trouve des valeurs plus faibles

dans l�approche FTSBCS, ceci peut être dû à la restauration du nombre de particules, quand

on considère le fait que l�entropie est la mesure du degré de désordre du système, autrement

dit, plus l�entropie est faible, plus grande est la quantité d�informations sur le système.

4.2.3 Capacité calori�que

L�évolution de cette grandeur pour les trois modèles (nombre de particules égal à 8, 10 et 16),

est portée par les �gures (4:3� c1), (4:3� c2) et (4:3� c3): On observe dans un premier temps,

pour des températures inférieures à la température critique, et ce dans les deux approches, à

savoir avec et sans la projection, un accroissement très rapide de la capacité calori�que pour

atteindre un maximum à la température critique, s�en suit après une chute brutale lors du

passage de l�état super�uide à l�état normal du gaz de Fermi.

On remarque aussi que les valeurs de la capacité calori�que données par l�approche FTSBCS

sont inférieures à celles données dans l�approche FTBCS. La projection vient alors corriger les

valeurs de la capacité calori�que, ce résultat était prévisible étant donné que la capacité calo-

ri�que n�est autre que la dérivée de l�énergie par rapport à la température. Comme mentionné

pour les deux autres grandeurs, à savoir l�entropie et l�énergie, les deux courbes donnant la ca-

pacité calori�que dans les deux approches FTBCS et FTSBCS; se rejoignent à la température

critique pour ensuite évoluer de la même manière, montrant encore une fois qu�à partir de cette

température Tc, le système devenant un gaz de Fermi, l�appariement disparaît et la projection

n�a plus aucun e¤et.

On notera aussi le fait que pour un nombre de particules donné, le comportement de la

capacité calori�que au-delà de la température critique dépend de la constante G. En e¤et,

comme on peut le voir sur les �gures (4:4�a); (4:4� b) et (4:4� c), plus cette dernière diminue

et plus la courbe de la capacité calori�que adopte une allure parabolique ayant une pente plus

importante avant de continuer à décroitre.

On remarque aussi que pour un nombre de particules �xe et en faisant varier la constante
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Fig. 4-3 �Evolution de la demi-largeur du gap �; de l�entropie et de la capacité calori�que en
fonction de la température pour les trois systèmes considérés.

d�appariement G, l�apport de la projection diminue. En fait, plus la constante d�appariement

est élevée et plus la correction apportée par l�approche FTSBCS; est conséquente (voir �gures

(4:5�a); (4:5� b) et (4:5� c)):On présente aussi l�écart relatif de la capacité calori�que évaluée

par les deux approches (FTBCS et FTSBCS) en fonction du rapport ( TTc ) dans le tableau 4:5

Tab. 4.5 �L�écart relatif entre C (évaluée par FTBCS) et C (évaluée par FSTBCS) en fonction
de G et du rapport (T/Tc) et pour un nombre de particules N=8.

T=Tc = 0:35 T=Tc = 0:55 T=Tc = 0:95

G (MeV) Ecart relatif Ecart relatif Ecart relatif
0:35 14:55% 13:86% 4:19%

0:60 33:06% 30:97% 20:37%

0:80 34:23% 33:43% 31:66%
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4.3 Cas réaliste

Une fois le code de calcul élaboré et testé dans le cadre du modèle schématique de Richard-

son, on s�est interessé au cas réaliste. Pour ce faire, on a utilisé les énergies et et états propres

d�un champ moyen déformé de Woods-Saxon dont les paramètres sont ceux des références [54],

[55]. Il est utile de préciser que lorsque nous nous sommes intéressés au cas réaliste, nous avons

e¤ectué une troncature sur la somme des niveaux d�énergie. En e¤et, les paramètres u�et v�

prennent respectivement les valeurs 1 et 0 pour des niveaux loin au dessus du niveau de Fermi,

la contribution du produit (u�v�) devient négligeable et il n�est plus nécessaire donc de sommer

sur tous les niveaux.

Nous avons traité trois noyaux légers 3014Si,
46
22Ti et

60
28Ni ainsi que trois de masse intermé-

diaire 142
60 Nd,

144
62 Sm et 14664 Gd pour lesquels nous avons e¤ectué une étude séparée des deux

systèmes : proton et neutron, étant donné que l�appariement neutron-proton n�a pas été pris

en considération.

Dans cette partie, nous avons déduit les valeurs de Gp et Gn à partir des valeurs expé-

rimentales des paramètres du gap �p et �n: Ces dernières sont déterminées en calculant les

di¤érences de masse pair-impair dé�nies dans la référence [56] :

�expp = �1
8
[M (Z + 2; N)� 4M (Z + 1; N) + 6M (Z;N)� 4M (Z � 1; N) +M (Z � 2; N)]

(4.3)

�expn = �1
8
[M (Z;N + 2)� 4M (Z;N + 1) + 6M (Z;N)� 4M (Z;N � 1) +M (Z;N � 2)]

(4.4)

oùM (Z;N) est la masse expérimentale d�un noyau contenant Z protons et N neutrons déduite

de la table d�Audi [57].

Nous avons reporté dans les tableaux (4� 5) et (4� 6) la température critique du système

ainsi que les valeurs des paramètres du gap �p et �n, les valeurs des niveaux de Fermi ainsi

que les constantes d�appariement correspondant aux di¤érents noyaux considérés pour une

température nulle.
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Tab. 4.6 �Valeurs expérimentales des paramètres du gap, de la température critique du sys-
tème et des valeurs des niveaux de Fermi pour le système proton des di¤érents noyaux légers
considérés pour une température nulle.

Noyaux �p(T=0)MeV Tc (MeV ) �p(T=0)MeV GpMeV
30
14Si 2:125 1:282 �7:835 0:1833
46
22Ti 2:092 1:411 �5:687 0:1560
60
28Ni 1:663 1:059 �5:397 0:1323

Tab. 4.7 �Même commentaire que pour le tableau 4-5 pour le système neutrons.
Noyaux �n(T=0)MeV Tc (MeV ) �n(T=0)MeV GnMeV
30
14Si 1:599 0:891 �9:678 0:1752
46
22Ti 1:879 1:143 �10:252 0:1515
60
28Ni 1:537 0:836 �10:294 0:1239

Tab. 4.8 �Valeurs expérimentales des paramètres du gap, de la température critique du sys-
tème et des valeurs des niveaux de Fermi pour le système proton des di¤érents noyaux lourds
considérés pour une température nulle.

Noyaux �p(T=0)MeV Tc (MeV ) �p(T=0)MeV GpMeV
142
60 Nd 1:229 0:718 �5:209 0:0835
144
62 Sm 1:253 0:720 �4:194 0:0814
146
64 Gd 1:419 0:792 �3:293 0:0815
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Tab. 4.9 �Même commentaire que pour le tableau 4-7 pour le système neutrons.
Noyaux �n(T=0)MeV Tc (MeV ) �n(T=0)MeV GnMeV
142
60 Nd 1:391 0:978 �8:249 0:0826
144
62 Sm 1:387 0:975 �8:858 0:0828
146
64 Gd 1:441 1:007 �9:498 0:0834

A l�aide de ces valeurs, nous avons obtenus les graphes ��gures : (4:6 � a1), (4:6 � a2) et

(4:6� a3)� donnant la variation de la demi-largeur du gap en fonction de la température pour

les systèmes neutron et proton des di¤érents noyaux considérés. Nous remarquons que l�allure

des courbes est semblable à celle obtenue avec le modèle de Richardson.

Notons cependant le fait que la demi-largeur du gap s�annule plus vite pour les neutrons

que pour les protons et ce pour tous les noyaux légers considérés, alors que nous observons la

situation inverse pour les noyaux (14260 Nd,
144
62 Sm et 14664 Gd). Ce qui nous indique que pour ces

derniers, le passage de l�état supraconducteur à l�état normal du gaz de Fermi pour le système

protons nécessite moins d�énergie en comparaison avec le système neutrons.

4.3.1 Energie d�excitation

Les �gures (4:6 � b1; b2 et b3); (4:7 � b1; b2 et b3) respectivement, représentent l�évolution

de l�énergie d�excitation des noyaux légers et des noyaux de masse intermédiaire considérés

en fonction de la température, et ce pour les systèmes protons et neutrons et selon les deux

approches FTBCS et FTSBCS. En revanche, on représente sur les �gures (4:6 � c1; c2 et

c3) ainsi que (4:7 � c1; c2 et c3); l�évolution de l�énergie totale d�excitation du système en

fonction de la température et qui n�est autre que l�énergie d�excitation du système protons

augmentée de celle du système neutrons pour chaque noyau considéré.

Ces courbes montrent que l�allure de l�énergie d�excitation (voir �gures :(4-6; 7 � b1); (4-

6; 7� b2) et (4-6; 7� b3)) est semblable à celle obtenue avec le modèle de Richardson, à savoir

que l�énergie d�excitation évaluée par l�approche FTSBCS est inférieure à celle donnée par

l�approche FTBCS pour un intervalle de température comprise entre 0 et Tc alors que pour des

températures supérieures à la température critique, les deux approches coïncident parfaitement.

Nous remarquons aussi, à partir de ces courbes que pour l�état supraconducteur (T < Tc),

l�énergie d�excitation pour les neutrons est plus importantes que celle pour les protons lors du
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traitement des noyaux 3014Si,
142
60 Nd,

144
62 Sm et 14664 Gd. Une situation inverse est observée pour les

noyaux 4622Ti et
60
28Ni. On remarque aussi, sur les �gures donnant l�énergie totale d�excitation du

système (4:6; 7�c1); (4:6; 7�c2) et (4:6; 7�c3), la présence de deux cassures qui correspondent

aux deux températures critiques des deux systèmes proton et neutron et au-delà des-quelles,

tout le système perd l�appariement et tend vers l�état normal de gaz de Fermi.

4.3.2 Entropie et capacité calori�que

Les �gures (4:8 � b1; b2 et b3); (4:9 � b1; b2 et b3); montrent que l�évolution de l�entropie

en fonction de la température est similaire à celle observée dans le modèle schématique de

Richardson. Cependant, on notera le fait que les neutrons atteignent l�état d�équilibre avant

les protons dans les noyaux légers et inversement pour les noyaux de masse intermédiaire. On

notera aussi le fait que pour les noyaux légers le système protons est plus ordonné dans l�état

supraconducteur que le système neutrons et que la situation s�inverse pour le reste des noyaux

considérés. Ces résultats sont en accord avec les observations faites sur les �gures (4:8� a1; a2

et a3); (4:9� a1; a2 et a3); à savoir que Tcn > Tcp , ainsi que celles obtenues lors de l�étude de

l�énergie d�excitation et l�énergie totale du système. Ceci s�explique par le fait que les neutrons

perdent leur appariement avant les protons et ce pour les noyaux légers et inversement pour les

noyaux de masse intermédiaire.

On remarque aussi sur les �gures (4:8 � c1; c2 et c3) ainsi que les �gures (4:9 � c1; c2

et c3) que la théorie FTBCS surestime la transition de phase pour les deux systèmes proton

et neutron et ce pour les di¤érents noyaux considérés. En e¤et, on peut clairement voir que

l�approche FTSBCS abaisse les valeurs de la capacité calori�que liées à l�approche FTBCS: On

remarque aussi pour les noyaux légers �gures (4:8� c1; c2 et c3), que le pic pour la température

critique, est plus important pour les protons que celui des neutrons. Ceci indique que pour

les noyaux légers, l�énergie nécessaire pour casser toutes les paires de protons est plus grande

comparée à celle qui est requise pour casser toutes les paires de neutrons alors que la situation

inverse est observée pour les noyaux 14260 Nd,
144
62 Sm et

146
64 Gd (voir �gures [4:9� c1; c2 et c3] ). On

notera aussi le fait que pour un même intervalle de température (Voir �gure 4�10), la capacité

calori�que ne diminue pas comme cela a pu être observé dans le modèle de Richardson. Pour

observer une allure similaire, il faut aller jusqu�à des températures très élevées (de l�ordre de 30
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MeV pour le noyau silicium 30
14Si). Il est bien connu que pour des température de l�ordre de 5

MeV, l�approximation faite pour les niveaux d�énergies qui sont indépendants de la température

n�est plus valable [58]. On peut aussi émettre des doutes sur l�existence du système sous forme

de gaz. Nous en concluons donc, qu�il n�est pas nécessaire d�aller jusqu�à des températures aussi

élevées. Nous pouvons alors dire que contrairement au modèle schématique de Richardson, la

capacité calori�que ne diminue pas du fait que la constante d�appariement soit petite.
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Fig. 4-10 �Comportement de la capacité calori�que en fonction de la température pour le
noyau 30

14Si.
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Conclusion

Dans le présent travail, nous avons étudié l�e¤et de la restauration du bon nombre de

particules dans les systèmes nucléaires sur di¤érentes grandeurs thermodynamiques, à savoir :

l�énergie, l�entropie et la capacité calori�que.

Pour ce faire, nous avons commencé par rappeler la théorie BCS adaptée à l�étude de

la structure nucléaire à température nulle, dans laquelle il a été mis en évidence un de ses

défauts majeur qui est la brisure de symétrie relative au nombre de particules, ceci conduit

à des fonctions d�ondes donnant une mauvaise description de l�énergie du fondamental et par

conséquent du spectre d�excitation.

Il est alors naturel d�avoir recours aux méthodes de projection qui restaurent cette symé-

trie brisée en projetant l�état décrivant le système sur l�espace nombre d�occupation. Ceci a

fait l�objet du deuxième chapitre, où on rappelle la méthode Sharp � BCS (projection après

variation), qui présente l�avantage d�être une méthode à la fois discrète et exacte, autrement

dit, une méthode maniable sur le plan mathématique et facile pour le calcul numérique.

Dans la troisième partie, nous avons établi les équations du gap généralisées dans le cadre

de l�approche FTBCS (BCS à température �nie) et on a fait l�approximation de les utiliser

dans la méthode FTSBCS (méthode FTBCS avec projection), étant donné que nous avons

considéré la projection après variation. Par la suite nous avons déterminé la grande fonction de

partition de cette dernière approche, à partir de laquelle, nous avons explicité di¤érentes gran-

deurs thermodynamiques classiques et qui sont : l�énergie, l�entropie et la capacité calori�que.

Ces dernières ont fait l�objet d�une comparaison avec leurs homologues obtenues par l�approche

FTBCS dans la dernière partie de ce travail. Nous avons pour cela élaboré notre propre code

de calcul a�n de résoudre les équations du gap généralisées et étudier l�évolution des di¤érentes
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grandeurs thermodynamiques dans les deux approches FTBCS et FTSBCS.

Nous avons appliqué ces équations au modèle schématique de Richardson et après s�être

assuré de la convergence de la méthode SBCS, nous avons comparé le comportement des

grandeurs thermodynamiques en fonction de la température avec et sans projection. Ainsi,

nous avons constaté qu�avec l�augmentation de la température, l�appariement avait tendance à

diminuer jusqu�à disparaître pour une température bien précise, dite température critique. Pour

un intervalle de températures inférieures à cette dernière, nous avons émis deux hypothèses en

ce qui concerne la correction qu�apporte l�approche FTSBCS par rapport à l�approche sans

projection, à savoir, celle apportée par la méthode de projection et qui est évaluée à température

nulle et doit rester constante quelles que soient les températures considérées, ou au contraire,

on doit apporter une correction bien précise à une température donnée. Après avoir observé

les courbes donnant l�évolution de l�énergie d�excitation en fonction de la température pour les

deux hypothèses sus-mentionnées, nous sommes arrivés à la conclusion que la correction dépend

de la température considérée. Nous avons tracé les courbes relatives aux di¤érentes grandeurs

thermodynamiques et constaté que l�approche FTBCS surestime les valeurs de ces dernières qui

sont évaluées pour des températures inférieures à la température critique. Cependant, les deux

approches coïncident parfaitement à partir de la température critique, montrant ainsi que la

correction apportée par la méthode de projection disparaît avec l�appariement à la température

critique, le système tend alors vers l�état normal du gaz de Fermi et on a donc a¤aire à un champ

moyen de particules indépendantes. Il n�est plus utile dans ce cas de parler d�appariement et

encore moins de projection.

En�n nous avons étudié l�e¤et de la température avec conservation du nombre de particules

sur les systèmes neutrons et protons des noyaux 30
14Si,

46
22Ti,

60
28Ni,

142
60 Nd,

144
62 Sm et 14664 Gd en

utilisant les énergies et états propres d�un champ moyen déformé de Woods-Saxon. Ceci nous

a montré que le système neutrons nécessite moins d�énergie en comparaison avec le système

protons, pour passer de l�état supraconducteur à celui du gaz de Fermi, et ce pour les noyaux

légers considérés :3014Si,
46
22Ti et

60
28Ni. En revanche, nous observons la situation inverse pour les

noyaux de masse intermédiaire :14260 Nd,
144
62 Sm et

146
64 Gd. De façon générale, le comportement des

grandeurs thermodynamiques évaluées est identique à celui obtenu dans le modèle de Richard-

son.
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En conclusion, l�approche FTSBCS apporte des corrections aux valeurs des di¤érentes

grandeurs thermodynamiques évaluées par l�approche FTBCS dans l�état supraconducteur,

alors qu�elle est en parfait accord avec cette dernière pour des températures supérieures à la

température critique, autrement dit, dans l�état normal du gaz de Fermi. Notons cependant

que ces résultats peuvent être grandement améliorés en utilisant l�approche FSBCS (projec-

tion après variation) qui est une méthode plus rigoureuse que son homologue PSBCS en lieu

et place de cette dernière. Un autre chemin consisterait à reprendre les idées développées par

certains auteurs, à savoir que la chute de la demi-largeur du gap ne doit pas s�e¤ectuer de façon

brutale comme le prévoit l�approche FTBCS, ainsi que l�utilisation de l�ensemble canonique

dans le traitement des noyaux chauds avec restauration du bon nombre de particules, l�utili-

sation de l�ensemble canonique (où les systèmes n�échangent que l�énergie avec le « réservoir

» ) semble être plus approprié que l�ensemble grand canonique (qui autorise l�échange d�énergie

mais également des particules avec le « réservoir » ). en plus de l�approche FSBCS, qui dans

des travaux antérieurs [59, 60], s�est révélée être le meilleur moyen pour restaurer la symétrie,

relative au nombre de particules, brisée dans la théorie BCS.
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Annexe

Calcul des grandeurs statistiques

.1 Energie

A partir de l�expression (3.27) donnant 
 et en la dérivant par rapport à la température,


 = ��E0n + 2
X
�>0

Log(1 + e��E
�
n)

on aboutit à :
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où les expressions E0n et E
�
n sont données respectivement par :

E0n = E0 + E40

et

E�n = E� + E
�
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Il vient alors que :
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Les tests numériques montrent que les termes
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de même :
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En faisant l�approximation d�utiliser les équations du gap généralisées données par (3.20) et

(3.21), on abouti à :
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.2 Entropie

On prendra comme point de départ, l�expression donnant l�entropie(3.33) :

S = 
� �N + �E
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en remplacant les expressions (3.27), (3.21) et (3.31) dans (3.33), on trouve :
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ce qui conduit à

S = 2
X
�>0

Log(1 + e��E
�
n)

+
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En ajoutant et retranchant �2 dans le troisième terme

S = 2
X
�>0

Log(1 + e��E
�
n)

+
X
�>0

�E� � 2�
�2

G

��
X
�>0

 
("� � �)2 +�2 ��2

E�
th(

�E�
2
)

!

+
X
�>0

�E�40

�
1� th(�E

�
n

2
)

�

L�expression de l�entropie peut se mettre alors sous la forme suivante :

S = 2
X
�>0

Log(1 + e��E
�
n)

+
X
�>0

�E� � 2�
�2

G

��
X
�>0

E�th(
�E�
2
) + ��2

X
�>0

th(�E�2 )
E�

+
X
�>0

�E�40

�
1� th(�E

�
n

2
)

�

De même, en utilisant les équations du gap généralisées données par (3.20) et (3.21) :

S = 2
X
�>0

Log(1 + e��E
�
n) + �

X
�>0

[E� + E
�
40]

�
1� th(�E�

2
)

�

S = 2
X
�>0

Log(1 + e��E
�
n) + �

X
�>0

E�n

�
1� th(�E�

2
)

�
On aboutit �nalement à l�expression suivante :

S = 2
X
�>0

Log(1 + e��E
�
n) + 2�

X
�>0

E�n
1 + e�E�
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.3 Capacité calori�que

En ce qui concerne la capacité calori�que, elle est donnée par l�expression suivante :

C = ��dS
d�

le calcul de la dérivée conduit a l�expression suivante,

dS

d�
= 2

X
�>0

@(��E�n)
@� e��E

�
n

(1 + e��E�n)
+ 2

X
�>0

E�n
1 + e�E�

+ 2�
X
�>0

@(E�n)
@�

�
1 + e�E�

�
� E�n

@(�E�)
@� e�E�

(1 + e�E� )2

ou encore à

dS
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X
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� 2�
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�
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��dS
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= 2�2
X
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�
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�
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Sachant que :

e�E�

(1 + e�E� )2
=

�
1 + th

�
�E�
2

���
1� th

�
�E�
2

��
4

=
1

4ch2
�
�E�
2

�
En multipliant les deux membres de l�égalité par ��, il vient que :

��dS
d�

=
�2

2

X
�>0
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�
on trouve �nalement :
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X
�>0

E�n
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