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INTRODUCTION

Un grand nombre de phénoménes physiques, chimiques, biologiques et autres
sont décris par des équations différentielles ordinaires du premier, second, troisiéme
ou ni*™® ordre, n représentant le nombre de variables indépendantes décrivant le
systéme. Dans les ouvrages élémentaires, on montre qu’en général, les équations diffé-
rentielles ordinaires d’ordre supérieur ou égal a 2, lorsque la dérivée d’ordre supérieur
s’exprime explicitement en fonction des dérivées d’ordre inférieure peuvent se mettre
sous la forme d'un systéme d’équations différentielles d’ordre 1. De plus, dans la plu-
part des cas, le phénoméne physique évolue durant un intervalle de temps déterminé,
aussi, afin de décrire convenablement le phénomeéne, nous devons imposer des condi-
tions aux limites( au début et a la fin de l'intervalle de temps en question). Nous
obtenons ainsi un probléme aux limites pour des équations différentielles.

Les inclusions différentielles jouent un roéle crucial dans la théorie des équations
avec un second membre discontinu. La recherche de telles équations est de grande
importance puisqu’elles modélisent la performance de divers dispositifs mécaniques
et électriques aussi bien que le comportement des systémes de controle automatique.
L’équation différentielle

o' = f()
avec f discontinue est un objet plutdt désagréable du point de vue mathématique.
En particulier, il est impossible de prouver des théorémes d’existence. Cependant, si

des solutions de I’équation ou le second membre est discontinu sont considérées pour
étre des solutions de l'inclusion différentielle

€ co flz+eBy,),

e>0

alors il est possible de développer par une théorie mathématique rigoureuse les sys-
témes discontinus. Un des exemples les plus importants des inclusions différentielles
vient de la théorie de controle. On considére un systéme de controle

¥ = f(z,u), uelU,

ol u est un paramétre de controle. Il s’avére que le systéme de controle et 'inclusion
différentielle

$/Ef(va): U f(z,u)

uelU

ont les mémes trajectoires. Si I’ensemble des controles dépend de z, c.-a-d., U = U(x),
alors nous obtenons l'inclusion différentielle

2 e f(x,U(x)).



INTRODUCTION 7

L’équivalence entre un systéme de controle et 'inclusion différentielle correspondante
est 'idée centrale utilisée pour prouver des théorémes d’existence dans la théorie
de controle optimale. Les inclusions différentielles sont une généralisation de la no-
tion d’équations différentielles ordinaires. Par conséquent, tous les problémes consi-
dérés pour les équations, c.-a-d., I'existence des solutions, la dépendance & 'égard
des conditions initiales et des paramétres, sont présents dans la théorie des inclusions
différentielles. Puisqu’une inclusion différentielle a habituellement beaucoup de so-
lutions partant d’un point donné, les nouvelles publications apparaissent, comme la
recherche sur les propriétés topologiques de ’ensemble des solutions, etc... Pour plus
de détails voir I'ouvrage de Gorniewicz [47]. Pour résoudre les problémes ci-dessus, des
techniques mathématiques spéciales ont été développées. Ainsi, les inclusions différen-
tielles sont non seulement des modéles pour beaucoup de processus dynamiques mais
elles fournissent également un outil puissant pour différentes branches d’analyse ma-
thématique. Comme nous avons mentionné, les techniques d’inclusions différentielles
sont appliquées pour prouver des théorémes d’existence dans la théorie de controle op-
timal. Elles sont utilisées pour dériver les conditions suffisantes de 'optimalité, jouent
un role essentiel dans la théorie de contrdle dans des conditions de l'incertitude et
dans la théorie des jeux rectangulaires différentiels.

Ce mémoire est consacré aux équations et inclusions différentielles ordinaires et
impulsives en des temps fixes a second membres univoques et multivoques soumis
a des conditions initiales, périodiques et non linéaires. Trois classes d’équations sont
étudiées. La premiére partie concerne les équations différentielles ordinaires. La second
partie sera consacrée aux inclusions différentielles. La troisiéme partie sera consacrée
aux inclusions différentielles impulsives. Plusieurs phénoménes physiques subissent
au cours du temps des variations négligeables par rapport a la durée du processus.
Ces variations sont modélisées mathématiquement par des impulsions et par suite on
obtient un systéme décrit par des équations différentielles impulsives. Cette théorie
des équations différentielles ordinaires avec impulsions fut introduite par Milman et
Myshkis [69] en 1960. Depuis, plusieurs auteurs se sont intéresses a cette théorie
ou des applications en médecine [1, 57|, biologie [48], théorie de controle [34, 78|,
robotique, pharmacologie, écologie, etc... ont été obtenus. Pour plus de détails sur ce
type d’équations, leurs propriétés et leurs applications voir les ouvrages de Bainov et
Simeonov |4, 5|, Lakshmikantham, D.D. Bainov et P.S. Simeonov [61] et Samoilenko
et Perestyuk [76] et les références citées 1a dedans, et les articles |3, 6, 7, 8, 10, 16,
17, 33, 35, 36, 49, 54, 67, 80].

Nous présentons ici un exemple d’application de cette théorie en médecine qui
représente un modéle de deux compartiments donné par Kruger-Thiemer en 1966
(voir [57]). Ce modéle consiste a ajuster la distribution d’un médicament absorbé
oralement dans le systéme gastro-intestinal du corps humain. Si on note par z(t) et
y(t) les quantités de médicaments consommées au temps ¢ dans le systéme gastro-
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intestinal et dans le second compartiment appelé volume apparent de distribution
(celui qui distribue les médicaments dans le sang et les muscles), respectivement. On
obtient ainsi le systéme dynamique suivant

'(t) = —kx(t), (1)

Y (t) = —kay(t) + ko (t), (2)

oll ki et ko sont des constantes caractéristiques. Si on suppose qu’aux instants 0 <
th < t1 < ... <t, <T les médicaments sont absorbés en quantités dg,d1,...,0mn,

nous obtenons finalement le systéme dynamique

r(tH)=xt;)+6, i=1,...,m, (3)
y(t;r):y(t;), i=1,...,m, (4)
2(0) =0, y(0) = do, (5)

ot z(t) et x(t; ) représentent la kimite de z a droite et a guauche aux point ;.

=m

Le probléme est de minimiser la fonction f(6) = % Z 62 pour obtenir I'effet thérapeu-
i=0

tique désiré en tenant compte que la quantité des médicaments dans le second com-

partiment ne doit pas descendre en dessous d’un certain niveau. Le systéme (1)—(5)
qui modélise le modéle précédent rentre bien dans le cadre des équations différentielles
impulsives en des temps fixes. Ce mémoire est divisé en cinq chapitres.

Dans le chapitre 1, on présente quelques notations, définitions et préliminaires
issus de l'analyse fonctionnelle et en particulier de I’analyse multivoque.

Dans le chapitre 2, on va étudier dans la premiére section le probléme de Cauchy
ou probléme & valeurs initiales en utilisant une méthode développée par Granas pour
le probléme suivant :

:L“/(t) = f(t,ﬁ(t)), teJ= [O7T]’ (6>
z(0) = xp. (7)

Nous traitons ce probléme pour les cas f continue et f vérifiant les conditions de
Carathéodory. Dans la deuxiéme section on considére le probléme

:E”(t> = f(tv x(t)v IEl(t)), teJ= [07T]’ (8)
2(0) = 0, (9)
+(T) = 0. (10)

Nous traitons ce probléme en utilisant la méme méthode précédente seulement pour
le cas ot f est une fonction continue.
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Dans le chapitre 3, on va étudier dans la premiére section les problémes :

2 (t) = f(t,z(t)), teJ=][0,T], (11)
z(0) = xo, (12)
et
2(t) = f(t,z(t)), teJ=][0,T], (13)
2(0) = «(T), (14)

ot f est une fonction L'— Carathéodory. Dans la deuxiéme section, on considére le
probléme :

2'(t) = f(t,x(t), (1)), t (15)
a1x(0) — a2’ (0) (16)
biz(T) + box'(T) (17)

A,
B.

ou f est une fonction L'— Carathéodory. Pour étudier les problémes que nous venons
de citer, nous ferons appel a 'argument du point fixe combiné avec les estimations &
priori, et la méthode des sous et sur solutions.

Dans le chapitre 4, on va étudier dans la premiére section les problémes :

' (t) € F(t,z(t)), p.p. teJ=10,T], (18)
L(x(0),x(T)) = 0, (19)
et
2"(t) € F(t,z(t)), p.p. t€J=10,T], (20)
2(0) = z(T), 2'(0) = 2(T), (21)

ol F' est une fonction multivoque & valeurs convexes. Dans la deuxiéme section on
considére les problémes :

2(t) € F(t,z(t), teJ=[0,T], (22)
z(0) = xo, (23)
et
' (t) — x(t) € F(t,z(t)), t € J=10,T], (24)
2(0) = 2(7T). (25)

Ou F est une application multivoque a valeurs non convexes. [’étude de ces problémes
est basée sur
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i/ Le théoréme du point fixe de Covitz-Nadler pour les applications multivoques
contractantes.

ii/ Le théoréme du point fixe de Schaefer combiné avec le théoréme de sélection de
Bressan et Colombo pour les applications multivoques semi. continues inférieurement
a valeurs non convexes.

Dans le chapitre 5, on va étudier dans la premiére section les problémes

¥ eF(tx), teJ=1[0,T], t#ty, k=1,...,m, (26)

z(th) = L(z(ty)), k=1,...,m, (27)

z(0) = a, (28)

o ¥ eF(tz), teJ=[0T], t#ty, k=1,...,m, (29)
o(th) —z(ty) = Axfimy, = L(z(ty)), k=1,...,m, (30)

z(0) = x(T), (31)

ol I’ est une fonction multivoque a valeurs convexes. Pour étudier ces problémes,
nous ferons appel a 'argument du point fixe combiné avec les estimations a priori, et
la méthode des sous et sur solutions. Nous utiliserons, entre autre, les théorémes de
point fixe de Schaefer, Martelli, Covitz-Nadler et I'alternative non linéaire de Leray-
Schauder. Dans la deuxiéme section on considére avec le méme argument utilise dans
la deusiéme section du chapitre 4 les problémes

¥ eF(tx), teJ=1[0T], t#ty, k=1,...,m, (32)

Ax(ty) = I(x(ty)), k=1,...,m, (33)

z(0) = xo, (34)

" 2'(t) — Ax(t) € F(t,z(t), teJ=1[0,T], t#t,, k=1,...,m, (35)
Ax(ty) = L(x(ty)), k=1,...,m, (36)

x(0) = x(T). (37)

Ou F' est une application multivoque a valeurs non convexes.

Mots Clés : Equations différentielles; inclusions différentielles impulsives; condi-
tions initiales; périodiques et non linéaires; transversalité topologique de Granas;
estimation & priori; point fixe; opérateur contractant ; application multivoque ; semi
continuité supérieure; semi continuité inférieure ; valeurs décomposables; opérateur
condensé ; sous et sur solutions; probléme aux limites ; espace de Banach.

Classification AMS : 34A12, 34A37, 34A60, 34B15, 34B27.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Notations et Définitions

Dans toute la suite nous utiliserons les notations suivantes :

. J =0, T] est un interval dans IR

. On désigne par p.p. la notation qui veut dire presque partout.

. C(J,IR) l'espace de Banach des fonctions continues x : J — IR muni de la norme
[£]loc = sup{|z(t)], t € J}.

. L'(J,TR) Pespace (classe) de fonctions y : J — IR Lebesgue intégrables. C’est un
espace de Banach avec la norme

T
lylls = [ (o)t
. L>(J,IR) 'espace défini par
L*®(J,IR) ={z: J — TR mesurable : 3C > 0: |z(t)| < C pp. t€ J}
muni de la norme
||| Lo = inf{C : |z(t)| < C p.p. t € J} pour tout x € L*(J,IR).
Définition 1.1.1 Une fonction v : J — IR est dite absolument continue si

Ve > 0, 30 > 0 tel que pour toute collection dénombrable de sous intervalles disjoints [a;, b, de .
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vérifiant
p
> (e — ax) <6, alorsz |z(b) — x(ag)| < e.
k=1 k=1
On désigne par AC(J,IR) Uespace des fonctions absolument continues sur J.

On définit sur AC(J,IR) une relation d’ordre partiel en posant pour tout x, T €
AC(J,IR)
x < Z sietseulement si x(t) < Z(t) pour tout t e J.

On désigne par

a, ]l ={z € AC(J,IR) : a <z <p},

Uintervalle compact dans AC(J,IR) d’extrémités o et [3.

E un espace de Banach, on désigne par WY(J, E) lespace des fonctions v : J — E
telles qu’il eziste v € L'(J, E) vérifiant x(t) — x(0) = [; v(s)ds pour tout t € J.

En particulier, si E =R alors WY (J,IR) = AC(J,IR).

On désigne par W2Y(J, E) lespace des fonctions x € WUYL(J E) telles que ' €
Wii(J, E).

Définition 1.1.2 Soient (E,||.||1) et (F,||.||2) deuz espaces de Banach et soit f une
fonction définie de J X E dans F. f est dite de Carathéodory si :

1) L’application t — f(t,x) est Lebeque mesurable pour tout x € E,

2) L’application x —— f(t,x) est continue presque pour tout t € J.

Définition 1.1.3 Soient (E,||.||1) et (F,||.||2) deuz espaces de Banach et soit f une
fonction définie de J x E dans F. f est dite L'— Carathéodory si
1) L’application t — f(t,z) est Lebeque mesurable pour tout x € F,
2) L’application x —— f(t,x) est continue presque pour tout t € J|,
3) Pour tout r > 0 il existe h, € L'(J,IR}) telle que pour tout x € E avec
llz|ls <7 on a||f(t,z||2 < h,(t) presque pour tout t € J.

Remarque 1.1.1 Une fonction continue est évidemment L'— Carathéodory.
Les conditions 1) et 2) impliquent que f(t,z) est mesurable par rapport a t. La condition
3) implique que f(t,x) est L'-intégrable.

Définition 1.1.4 Soit (E,||.||) un espace de Banach, U C E et f : U — E. L’ap-
plication f est dite une contraction sur U s’il existe 0 € (0,1) tel que

1f(@1) = fx)l| < Ol|ar — o], Vior, 25 € U,
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Définition 1.1.5 Soient E, F deuz espaces normés et f : E — F. L’application f
est dite compacte st

1) f est continue sur E,

1) f(E) est relativement compacte dans F.

Définition 1.1.6 Soient E, F' deuz espaces normés et f : E — F. L’application f
est dite complétement continue si

1) f est continue sur E,

1) f(B) est relativement compacte dans F pour tout sous ensemble borné B de E.

Définition 1.1.7 [28]. Soit K un ensemble conveze de ’espace vectoriel normé (E,||.||),

et U un sous-ensemble ouvert de K. Soient U et OU la fermeture et la frontiére de U

dans K.

i) Une application f:U — K est dite admissible si f est compacte et f n’a pas de
points fizes sur OU.

i1) Une application f : U — K est dite essentielle si toute application compacte
g: U — K qui coincide avec f sur OU admet un point fize dans U. Autrement f
est dite inessentielle. En particulier si f: U — K est essentielle, alors elle admet
un point fixe dans U.

i11) Deuz applications admissibles fet g : U — K sont dites homotopes s’il existe
une homotopie admissible, c’est & dire une application compacte h: Ux[0,1] — K
telle que hy(u) = h(u, \) n'a pas de points fizes sur OU pour tout \ € [0,1],
hg = f et hl =d.

-Désignons par My (U, K) la classe des applications admissibles et F* la classe des
espaces qui ont la propriété de points fixes pour les applications compactes.

1.2 Quelques Théorémes d’Analyse Fonctionnelle

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de point fize de Schaefer)[79] ou [T7]. Soient E un
espace de Banach. Soit A un opérateur défini dans E tel que A . E — FE est
complétement continu . Si ’ensemble

E(A) ={zx € E:x = NAx pour un certain X € (0,1)} est borné,

alors A posséde au moins un point fize.

Théoréme 1.2.2 (Théoreme d’Arzela-Ascoli.)[28]. Soit M un sous ensemble de C(J, IR).
M est relativement compact dans C(J,IR), (i.e. M est compacte) si et seulement si
M est uniformément borné et équicontinu.
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Théoréme 1.2.3 [/3]. Soit p€ U et f: U — K Uapplication constante définie par
f(u) = p. Alors [ est essentielle.

Théoréme 1.2.4 [43]. Soit f € May (U, K), alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :

i) f:U — K est inessentielle,

i1) f est homotope a g dans Mayy (U, K) ot g : U — K est sans points fizes.

Théoréme 1.2.5 (Théoréme de transversalité topologique)[{3]. Soient f et g € May (U, K)
deuz applications admissibles homotopes. Alors f est essentielle si et seulement si g
est essentielle.

1.3 Quelques Définitions et Théorémes d’Analyse Mul-
tivoque

Soit X un espace normé. On désigne par 2% I'ensemble des parties de X.

Définition 1.3.1 Considérons deuxr ensembles X et Y. Si a tout élément x de X,
on fait correspondre un sous ensemble bien déterminé T'x de Y, on dit alors que la
correspondance x —— I'(z) est une application multivoque de X dans Y. L’ensemble
[(x) est limage de x par Uapplication multivoque T .

Pour plus de détails sur les applications multivoques, voir les ouvrages de Deimling
[29], Gorniewicz [47] et Hu et Papageorgiou [55].

Définition 1.3.2 Soit (X, ||.||) un espace de Banach et G : X — 2% une application

multivoque.

1) G est dite a valeurs convexes (resp. fermées) si pour tout x € X, G(x) est convexe
( resp. fermé )

11) G est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) en xy € X si pour tout ouvert W
tel que G(xq) est dans W, il existe un voisinage ouvert v(xg) dans X tel que pour
tout © € v(xg) on a G(x) C W.

1) G est dite bornée si pour tout ensemble borné B dans X, l'ensemble G(B) est
borné dans X, c’est-a-dire

zgg{sup{HmH rx € G(y)}} < oo,

w) G est dite complétement continue si G(B) est relativement compact pour tout
ensemble borné B dans X.
v) G posséde un point fize s’il existe x € X tel que v € G(x).
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Définition 1.3.3 Soient X un éspace de Banach et B l’ensemble des parties bornées
dans X. Soit u: B — IR une fonction telle que pour tout B € B

pw(B) = inf{e>0:3(B)} CB: diam(B;) <e,i=1,....,n et BC|JB;}
1

ot diam (B) = sup{||x —y|| : z,y € B}. p est appelée la mesure de noncompacité
de Kuratowski. Pour plus de détails sur cette mesure, voir 'ouvrage [2].

Définition 1.3.4 [68] Soient (X,||.||) un éspace de Banach et G : X — 2% une
application multivoque s.c.s. G est dite condensée si pour tout borné B dans X tel

que p(B) # 0, p(G(B)) < u(B).
Remarque 1.3.1 Si G est compacte alors G est condensée.

Définition 1.3.5 Soient X un espace de Banach et F : J — 2% une application
multivoque o valeurs fermées. F est dite mesurable si pour tout x € X, la fonction

t—d(z, F(t)) = inf{l||lx — z|| : 2z € F(t)}

est mesurable sur J aux sens de Lebegue.

Définition 1.3.6 Soit X un espace de Banach. Une application multivoque

F:[0,T] x X — 2% est dite de L'—Carathéodory si elle vérifie :

1) t — F(t,z) est mesurable tout v € X ;

2) x— F(t,x) est semi-continue supérieurement pour presque tout t € J ;

3) Pour tout r > 0, il existe une fonction ¢, dans L'(J,IR,) telle que pour tout
r € X avee ||z|| <71 alors

[|F(t,)|| = sup{||v|]| : v € F(t,x)} < ¢.(t) p.p. t € J.
Soit (X, d) un espace métrique, On a les notations suivantes :
PX)={Y CcX:Y #0}, PuX)={Y CP(X):Y est fermé },

Py(X)={Y CP(X):Yestborné }, P.(X)={Y CP(X):Y est convexe },
P, (X)={Y CP(X):Y est compact }.

On considére I’ application

Hy:P(X) x P(X) — Ry [ J{oo}
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définie par :
Hy(A, B) = max{supd(a, B),supd(A,b)}

acA beB
ou d(A,b) = inf1 d(a,b) et d(a, B) = gnlg d(a,b). (Py(X), Hy) est un espace métrique
S S
et (Py(X), Hy) est un espace métrique généralisé (complet) ([56]).

Définition 1.3.7 Soit N : X — Py(X) un opérateur multivoque, N est dit
a) v — Lipschitz si et seulement si il existe v > 0 telle que

Hq(N(z),N(y)) < ~d(z,y), V(z,y) € X x X.

b) Contraction si et seulement s’il est v — Lipschitz avec v < 1.

L’ensemble des points fixes de N est noté par FIX(N).

Définition 1.3.8 Soit A un ensemble de Jx E. On dit que A est LQ B mesurable (L
la mesure de Lebeque et B les Boreliens de E) si A appartient a la o-algebre engendrée
par tous les ensembles de la forme N x D ou N est mesurable au sens de Lebegue
dans J et D est mesurable au sens de Borel dans E.

Définition 1.3.9 Un sous ensemble B de L'(J,E) est décomposable si pour tout
u,v € B et pour tout sous ensemble N de J, la fonction uxy +vxs_n € B,
ot x c’est la fonction caractéristique définie par

(:r)—{ 1sizeN,
NI =V 0sized—N.

Définition 1.3.10 Soit E un espace de Banach, X un sous ensemble non vide,
fermé de E et G : X — 2F un opérateur multivoque ¢ valeurs non vides, fermées. G
est dit semi continu inférieurement (s.c.i) si Uensemble {x € X : G(z)NC # 0} est
ouvert pour tout ensemble ouvert C dans E.

Exemple 1.3.1 [) L’application mutivoque Fy : IR — 2B définie par

[ [-1,1] six =0,
Fl(m)_{ {0} siz#0.

est s.c.s en x =0 et n'est pas s.c.i. en © = 0.
1) L’application multivoque Fy : IR — 2& définie par

{0} siz =0,
Bz :{[—1,1} six % 0.

est s.c.i en x = 0 et nest pas s.c.s. en x = 0.
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Définition 1.3.11 Soit X un espace métique séparable et soit N : X — 2L (JE)

opérateur multivoque. On dit que N a la propriété (BC) si

1) N est semi-continu inférieurement ;

2) N est un opérateur & valeurs non vides, fermées et décomposables.

Soit F': J x E — 2F une application multivoque & valeurs non vides et compacts. On
associe o F' 'oppérateur multivoque

un

F:Q— 2F B
déefini par
F(x) ={we L"J,E) :w(t) € F(t,z(t)) p.p. t € J}

ot ) est un espace de Banach convenablement choisi. L’oppérateur F est dit ["oppé-
rateur de Niemytzki associé avec F'.

Lemme 1.3.1 [75]. Soient X un espace de Banach et N : X — 2% une application
complétement continue a valeurs convezes et compactes, alors N est s.c.s si et seule-
ment si le graphe de N est fermé ,i.e. ,x, — g et Y — Yo , Yn € N(x,) alors yo €

N(l’o)

Pour tout x € C(J,IR), on considére I’ensemble
Sp.={g€ L"(JR):g(t) € F(t,z(t))p.p. t € J}.

Sr. est appelé I'ensemble des sélections de F'. Si F' est a valeurs fermées, bornées et
convexes, alors Sg, est non vide (voir [58]).

Lemme 1.3.2 [58] Soit J un intervalle compact dans IR et X un espace de Banach.
Soit F': Jx X — 2% : (t,x) — F(t,x) une fonction multivoque mesurable par
rapport a t pour tout x € X s.c.s par rapport & x presque partout sur J a valeurs
convexes et compacts . On se donne un opérateur linéaire continu T' : L'(J, X) —
C(J, X). Alors Uapplication multivoque :

IoSp:C(J,X) — 2¢U0%)

r— (I'o Sp)(z) :==T(SF.)

est a graphe fermé dans C(J, X) x C(J, X).
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Lemme 1.3.3 (théoreme de Martelli)[68]. Soit X un espace de Banach et N : X —
Py.cp.o(X) une application multivoque s.c.s et condensée. Si l'ensemble

M :={v e X : v e Nv pour un certain X\ > 1}

est borné, alors N possede au moins un point fize.

Lemme 1.3.4 (Alternative Non-Linéaires de Leray-Schauder)[32]. Soient X un es-
pace de Banach et C un ensemble convexe dans X. On suppose qu’il existe un ouvert
U dans C tel que 0 € U et une application G : U — 2° compacte & valeurs convezes
fermées et s.c.s. Alors ou bien G admet au moins un point fize dans U, ou bien il
existe un point u € OU et un certain X € (0,1) tel que u € AG(u).

Lemme 1.3.5 (théoréme de point fize de Covitz-Nadler)[27]. Soit (X,d) un espace
métrique complet. Si N : X — P (X) est une contraction, alors N posséde au moins
un point fixe.

Lemme 1.3.6 (théoréme de Bressan-Colombo)[22]. Soit 'Y un espace métrique sépa-
rable et N Y — 2L UR) 4 opérateur multivoque qui a la propriété (BC). Alors N a
une sélection continue, i.e, il existe une fonction univoque continue ¢:Y — L'(J,IR)
telle que g(y) € N(y), Vy € Y.



Chapitre 2

Méthode de la transversalité
topologique de Granas

2.1 Introduction

En 1959, Granas introduisait avec sa théorie de transversalité topologique pour les
applications compactes dans les espaces de Banach, des techniques topologiques per-
mettant ’étude de problémes aux limites. Cette approche que nous utilisons dans
ce chapitre est basée sur la notion d’applications "essentielles" pour les opérateurs
compacts. La méthode consiste a introduire un parameétre et dés lors a considérer une
famille d’équations différentielles sur laquelle une majoration & priori des solutions est
obtenue. Cette famille de probléme aux limites ou a valeure initiale est ensuite trans-
formée en probléme de point fixe d’opérateurs compacts. L’invariance par homotopie
de la propriété d’étre essentielle permet d’obtenir une solution au probléme original.
Pour plus de détails sur cette méthode, voir Dugundji-Granas [32]. Cette technique
de "borne a priori" a été introduite par S. Bernstein en 1912 et les résultats obtenus
ont été alors généralisés en 1978 par Granas, Guenther et Lee [45].

2.2 Probléme de Cauchy

On s’intéresse au probléme de Cauchy suivant :
'(t) = f(t,z(t)), te J=1[0,T], (2.1)

z(0) = . (2.2)

Nous traitons ce probléme dans les deux cas suivants :
(1) f continue.
(2) f vérifiant les conditions de Carathéodory.
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2.2.1 Probléme de Cauchy avec un second membre continu

On suppose que f :J x  — IR" est une fonction continue (J = [0,7] et € est
un ouvert de IR"). Soit Cj(J,IR") I'ensemble des fonctions continues dérivables sur
J a valeurs dans IR" satisfaisant x(0) = z pour x € C}(J,IR"™). On désigne sa norme
par

[/l = max({|z[o ,[[2"[lo),

ol
||z]]o = sup [[2(t)]].
tel

Pour tout A € [0, 1], considérons le probléme suivant :

(2.1), { UZE?) = Af(tfitz?, teJ

Ce probléme se réduit & (2.1)-(2.2) pour A = 1. On a le résultat suivant.

Théoréme 2.2.1 [62] Supposons qu’il existe une constante b, indépendante de ),
telle que pour toute solution x de (2.1)x on ait ||x||y < b. Alors le probléme (2.1)-
(2.2) admet au moins une solution x dans Cj(J,IR").

Preuve : Soit
Ky={z €Cy(J,IR"); ||lz| < b+ 1}.
Pour A € [0,1], on définit les opérateurs suivants :
Ty:C(J,IR") — C(J,IR™) par (Thx)(t) = Af(t,x),
T :C(J,IR") — Co(J,IR™) par (Jx)(t) = x(t),
F:Cy(J,IR") — C(J,IR™) par (Fz)(t) = 2'(t).

On montre que T) est continu, [J est continu et complétement continu et que F' est
linéaire, continu et bijectif. En effet
Fr=0= 2'(t) =0 = 2(t) = o puisque z(0) = 2o Vt € J

t
et si z € C(J;IR"™) , alors x(2)(t) = / z(s)ds + xg, donc z(z) € Cy(J,IR™). Donc F
0

est inversible et son inverse F~lest défini par
t
F~1:C(J,IR") — Cy(J,IR") par (F'2)(t) = / z(s)ds + .
0

F~1 est linéaire continue. Soit maintenant I’application

Hy=F '"I\T : Ky — Cy(J;IR").
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On montre que H, est une homotopie compacte (J étant complétement continu) et
que ses points fixes sont exactement les solutions du probléme (2.1),. En effet, il est
clair que u = H)(u) si et seulement si

u(t) = o + )\/Ot F(s,u(s))ds.

L’homotopie H, n’a pas de points fixes sur 0K,, donc d’aprés le Théoréme 1.2.5
puisque H, est essentielle (Hy = xg), alors H; est essentielle et par suite H; admet
un point fixe qui est solution du probléme (2.1)-(2.2).

Théoréme 2.2.2 [62] Supposons f satisfait
L&)l < o(ll=l]) . V(E,2) € J xQ
ol Y est une fonction positive définie sur [0,4o00[ telle que

1 +oo
” est intégrable sur tout intervalle borné de [0, +o0] et / oo

llzoll ¥(u)

Alors le probléeme (2.1)-(2.2) admet au moins une solution x dans C}(J,IR"™).
Exemple 2.2.1 ¢(u) =u+1, ¢¥(u) =ulog(u+1),u>0

Preuve : On suppose que n =1, le cas n > 1 est pratiquement similaire. Soit = une
solution de (2.1)y, alors |2/(¢)| = |[Af(¢, z(t))| < ¥(|z(t)]).
On a: (|z(t)])? = 2%(t). On dérivant membre & membre on obtient :
2 x |z(t)] x (|Jz(t)]) = 2x(t) x 2/(¢).
D’ou, pour tout t € J avec x(t) # 0 on a

‘I(t)’, = |x(t)| x/(t) < |ZL'/(t)| < ¢(|J,’(t>|)
Oy o,
2020) <17 b vqep @ =t=T

En posant : u(t) = |x(¢)| on obtient

u(t)  du oo duy
Lo 5 <7< Lo v
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Cette derniére inégalité montre qu'il existe une constante M, telle que |z(t)| < Mo,
c’est & dire ||z(t)|lo < Mo, Vt € J. L’équation z/(t) = A\f (¢, z(t)) donne

") < t =M
[2'(t)] < P L . |f(t, )] 1

ou
||z]]1 = maz(|[z]lo , ||2'[|o) < maz(My ,M;) = M.

Le Théoréme 2.2.1 nous permet de conclure a ce que le probléme (2.1)-(2.2) admet
au moins une solution = € C}(J,IR).

Considérons le probléme suivant :
' —pt)xr = f(t,x), t € J, (2.3)

z(0) = o, (2.4)

oit f:J xIR — IR est une fonction continue et p € C(J,IRT). On suppose que f
satisfait la condition suivante

(H) £t )] < 4(lz]), V(t,2) € T X IR,
%

intervalle borné de (0, 4o00[ vérifiant w(%) < ﬁwﬂy(t)\ et

+oo du
——>T
/lxol w<u> g

M

En multipliant les deux membres de la premiére équation de (2.3)-(2.4) par g nous

obtenons :
(g2)'(t) = g(t)(@(t) — p(t)z(t)) = g(t) f(t, (1))

Posons maintenant y(t) = g(¢)z(t). On obtient alors le probléme suivant :

ol ¢ est une fonction positive définie sur (0, +oo] telle que - est intégrable sur tout

Ou

y =F(ty) (2:5)
y(0) = o, (2.6)
ou F': J x IR est la fonction définie par F(t,y) = g(t)f(t, %)

Toute solution de (2.3)-(2.4) est solution de (2.5)-(2.6) et réciproquement.
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Montrons a présent que la fonction F' vérifie les conditions du le Théoréme 2.2.2 En
effet, d’apreés la condition (H) on a :
[f (&, 2)] < v(la(t)]) V(t,z) € J x IR,
d’ou
y(t) t)]

ly( 1
[E(t,y)| = g@®)|f (2, @)I < g(t)w(m) < g(t)ﬁw(ly(t)l = Y(y(?)]).

Théoréme 2.2.3 Si f satisfait la condition (H), alors le probleme (2.3)-(2.4) admet
au moins une solution = dans Cj(J,IR).

Remarque 2.2.1 Si xyp = 0 et f(to,0) # 0 pour un certain ty € J, alors toute
solution du probléeme (2.8)-(2.4) est non identiquement nulle.

Considérons le probléme suivant
2(8) = flt.a (). t € J = [0,T], (2.7)

ou f:J x IR — IR est une fonction continue et xy € IR.

Exemple 2.2.2 (Croissance linéaire et semi-linéaire) Supposant
| f(t,2) IS A(L) [ [P +B(@{), p<1,

pour A(t) et B(t) deuz fonctions bornées et positives. Si Ay et By sont les bornes
supérieures de A(t) et B(t) respectivement, alors

| f(t,2) |[< Ao | @ [P +Bo =(| z |)
et

00 du
TOO :/ - =
zo] ApuP + By >

Par conséquence, le probléme (2.7)-(2.8) admet au moins une solution dans l'intervalle
J pour tout T" > 0.

Exemple 2.2.3 (Croissance pdlynomiale) Supposant que
| f(t,2) [ A(E) [ = [ +B(t)

pour m > 1 et pour A(t) et B(t) des fonctions bornées positives. Si Ay et By sont les
bornes supérieures de A(t) et B(t) respectivement, alors

00 du
t, <A ™ 4By = , TOO:/ _—
[ £(2) 1< Ao |2 " +Bo = (|« ) B

et le probléeme (2.7)-(2.8) admet une solution sur J pour tout T < T,.
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2.2.2 Probléme de Cauchy avec second membre de Carathéo-
dory

Dans cette partie, on considére le probléme (2.1)-(2.2) avec f satisfaisant les condi-
tions de Carathéodory. Par solution faible du probléme (2.1)-(2.2), on entend une
fonction x absolument continue sur J avec @’ € L*(J,IR"), z(0) = xy et 2’ = f(t,2)
presque partout sur .J. L’étude de ce probléme sera basée sur le théoréme de trans-
versalité topologique de Granas et sur quelques résultats d’espaces de Sobolev.

Soit H! = H'(J,IR") I'espace des fonctions g absolument continue sur J et qui ont
une dérivée ¢’ € L*(J,IR"). Pour g € H', on défini sa norme par

lgllz = llgllzz + [lg'l] -

(H';||.||z1) est un espace de Banach. Soit H'(J;IR") = {g € H'; 9(0) = x,}. Pour
I’étude du probléme (2.1)-(2.2), nous utiliserons les résultats auxiliaires suivants don-
nés sous forme de théorémes.

Théoréme 2.2.4 [39] H'(J,IR") est inclus dans C(J,IR") avec injection compacte,
c’est a dire, Uopérateur injection : J : H'(J,IR") — C(J,IR") défini par (T g)(t) =
g(t) est continu et complétement continu.

Théoréme 2.2.5 [39] Supposons que f vérifie les conditions suivantes :
(A1) f satisfait aux conditions de Carathéodory
(As) 1l existe une fonction 1) : [0, +oo[— (0, +00) telle que

et - € L3510, +00]) et [1f(t,2)]] < vllal) par rapport t € 1

Alors Uopérateur F : C(J,IR") — L*(J,IR") défini par (Fg)(t) = f(t,g(t)) est
bien défini et continu.

Preuve : Soit ¢ > 0 et soit ug € C(J;IR"™). Montrons qu’il existe 6 > 0 tel que le fait
que |ju — ug|lo < ¢ implique que ||Fu — Fug|| 2 < €. Posons

Gom = {6 € 0,7 o = wg(0)]| < - = [1£(t,0) = f(t,u0(®))] < 5}

ol v € IR" et R est une constante positive qui sera déterminée ultérieurement. G, est

mesurable puisque f satisfait (A;). Soit E,,. = ﬂ Gom. Cet ensemble est mesurable
velR™
et B, C Ey. C ... Soit

N={te(0,T): f(t,.) n’est pas continue}.
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Par hypothése, mes(N) = 0 et on a (0,7)\N C | Ep.. En effet, si t, € (0,T)\N,
m=1
alors il existe m tel que pour |[v — uo(ty)|| < = on a
£
1 (t0, v) = f(to = uolto) )l < 5

car f(to,.) est continue. Donc ty € F,..
o

Par conséquent, mes( | J Ene) = T. Il existe donc mg € N tel que mes(Ep,e) > T—%.

m=1
Soit
K=ess sup ¢(z)<ocetn<(—)%
x<1+Juollo 1K
On pose 0 < § < m%) et R > max(%,(QT)%). Soit u € C([0,T],IR") telle que ||u —

upl|o < 0. Montrons que
||FU — FUOHL2 < eE.

Sit € Epye alors |f(t,u(t)) — f(t,uo(t))| < et ainsi

2T 2T 2
[Emo £t ul) = Fuo)Pdt < < o=

mes(Epye) < 5 < 2 =1, d’ou

[ 1) — s <2 [ (O + o)
'O Ky

5

A A

Donc
||FU—FUO||L2 < €.

D’ou F est continue.
Théoréme 2.2.6 [39] Soit f une fonction qui satisfait les conditions (A1) et ( As)du
Théoréme 2.2.5. Supposons qu’il existe une constante K indépendante de \ telle que ||x||g <

K pour toute solution x du probleme (2.1)x. Alors le probleme (2.1)-(2.2) admet au
moins une solution x dans H'.

Preuve : Soit .
V={ueH";|lyllm < K}.

On définit
Fy: (0, T); IR") — L2((0,T); IR") par (Fo)(t) = Af(t, o(t)).
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qui est continu D’aprés le Théoréme 2.2.5. On considére I'injection
J - HY((0,T),IR") — C((0,T); IR™) définie par Ju = u
qui est complétement continu D’aprés le Théoréme 2.2.4.Soit 'opérateur
N : HY((0,T);IR") — L2((0,T);IR") défini parNz = 2.

Il est clair que N est linéair et continu. Soit ’homotopie Hy = N7'FyJ : V —
H'((0,T);IR"). Les points fixes de H) sont les solutions de (2.1)5 et Hy n’a pas de
points fixes sur V. Par la compacité de J et la continuité de N~! et F\, H) est
continu et complément continu, H, est essentielle, d’aprés le théoréme de la trans-
versalité topologique le Théoréme 1.2.5 , alors H; est essentielle, et donc le probléme
(2.1)-(2.2) posséde au moins une solution.

Théoréme 2.2.7 [39] Soit f une fonction qui satisfait les conditions (A1) et (Az)

du Théoréme 2.2.5 et
llzoll ¥ (u)

Alors le probléeme (2.1)-(2.2) admet au moins une solution x dans H'.

Preuve : Pour prouver l'existence de la solution dans H'((0,T);IR™) on fait appel
au Théoréme 2.2.6. Soit x une solution possible de (2.1),. Alors puisque
IAf(t,2)[| < ¥([[z]]), on a pour tout ¢ € [0,T]

[l (s)]I
ds <t <T.
/%DHSB -

On suppose que z(t) # 0, pour un t € [0, T]. Puisque z(0) = xo, il existe un intervalle
[a,t] € [0,T] tel que [|z(s)]| > ||xo|| pour tout a < s <t et ||x(a)| = ||zo||, alors pour

tout ¢ ou z(t) # 0
s — [P X
[ elds = [ F0 S5 < [T )l

Ol ~ du
/¢wx ds<T< [ o

En utilisant un changement de varlable, on obtient

@ du o du
/xo| ¥(u) =TI /|a:o|| P(u)’

Donc
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Donc, il existe une constante M < oo telle que |z(t)] < M.

I = ([ \dt) (" #at0 )<M1T2

ou My =ess sup (z). Donc ||m||H1§K:MT%+M1T%.

0<z<M

2.3  Probléme aux limites du second ordre

On s’intéresse au probléme suivant

2"(t) = f(t,2(t), 7' (1), t € J, (2.9)
z(0) = 0, (2.10)
(T) = 0. (2.11)

Nous traitons ce probléme dans le cas ou f est une fonction continue. On suppose
que f:J xIR" x IR" — IR" est une fonction continue .

Soit C2(J,IR") I’ensemble des fonctions continues deux fois dérivables sur J a valeurs
dans IR" satisfaisant (2.10) — (2.11). On désigne sa norme par

l]l2 = max({[zlo, [l='llo, [l+"[lo)-

Considérons le probléme suivant :

(2.7) {$"(f):Af(t,x(t), (1)), (Af[o 1], teJ

Ce probléme se réduit & (2.9)-(2.11) pour A = 1. On a les résultats suivants :

Théoréme 2.3.1 Supposons qu’il existe une constante by indépendante de X telle que
pour toute solution x de (2.7)x, on ait ||z|la < by. Alors le probléme (2.9) — (2.11)
admet au moins une solution x dans C3(J,IR").

Preuve : Soit
Ky, = {z € C5(J,IR"); ||z|]> < by + 1}.

Pour A € [0,1], on définit les opérateurs suivants :
T, :C'(J,IR") — C(J,IR™) par (Tox)(t) = Af(t,x,2),

J :C(JIR") — Co(J;IR") par (Jx)(t) = x(t),
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L:C}(J,IR") — C(J;IR"™) par (Lx)(t) = a"(t).

On montre que 7, est continu , J complétement continu et que L est linéaire , continu
et bijectif.
2€C(J;IR") : Lo =z = 2" = 2.

La seule solution du probléme

2"(t) =0, (2.12)
z(0) =0, (2.13)
2(T) =0, (2.14)

est la solution triviale, cela implique d’aprés l'alternative de Fridhom, qu’il n’y a
qu’une solution au systéme

Z"(t) = z(t), t € J, (2.15)
z(0) =0, (2.16)
2(T) =0, (2.17)

pour z € C(J,IR"™) quelconque, donnée par

ol

1 _ )
Glts) — {(t T)s si 0<s<t<T,

(s=T)t si 0<t<s<T.
La fonction G est la fonction de Green associée a (2.15)-(2.17).
Alors L est inversible et son inverse L™ : C(J,IR") — C2(J,IR") est défini par :

(L12)(t) = /OTG(t, §)=(s)ds, t€[0,T).

Soit maintenant I'application H) : L™'7,J : K;, — C2(J,IR"™). On montre que H,
est une homotopie compacte (7 étant complétement continu ) et que ses points fixes
sont exactement les solutions du problémes (2.7),. En effet, il est clair que u = H,(u)
si et seulement si

u() = [ Gt ) F(s, u(s), w(s))ds.

L’homotopie H) n’a pas de points fixes sur 9K}, donc d’apres le théoréme de transver-
salité topologique ( Théoréme 1.2.5), puisque H est essentielle, alors H; est essentielle
et par suite H; admet un points fixe qui est solution du probleme (2.9)-(2.11).

Théoréme 2.3.2 Soit f:[0,T] x IR* — IR une fonction continue et satisfait



2.3 Probléme aux limites du second ordre 29

1) Il existe une constante My telle que
xf(t,z,0) > 0 pour tout x,|z| > My
1) Pour tout (t,x,p) € [0,T] x [—My, My] x IR, f(t,z,p) < ¥(|p|) 0w b >0

1
et ” est intégrable sur [0,+o00) et / —— > 2M.
0
Alors le probléeme (2.9)-(2.11) admet une solution x dans C2(J,IR).

Pour démontrer ce théoréme on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.3.1 Soit f: [0,T] x IR*> — IR satisfaisant i) et 43) du Théoréme 2.3.2
alors il existe une constante M telle que si x est solution de (2.9)-(2.11), |z(t)] < M,
et |2'(t)| < My , pour tout t € [0,T].

Preuve du Lemme : On remarque que 'hypothése ¢) implique que la solution de
(2.9)-(2.11) est majorée par une constante indépendante de \. Supposons le contraire,
soit x € C3(J,IR) solution de (2.9)-(2.11) telle que |z(ty)] > My, to € J, puisque
la fonction ¢ — |z(t)| est continue alors |z| doit atteindre un maximum positif en
to € (0,T). On suppose que x(tg) > 0. On a

0 > :B”(t()) = f(t07l'(t()), 0)7
d’ou
I(to)f(to, l’(to), O) <0
ce qui est une contradiction avec ’hypothése 7). Si z(ty) < 0 on obtient de la méme
maniére une contradiction.

Sitg =0, on aura
2(0)£(0,2(0),0) = 0.

C’est une contradiction.
Un raisonnement analogue si ¢y = T. Alors

l2(to)] < My et donc |o(t)] < Mp,Vt € [0,T].

On suppose maintenant que x est une solution de (2.9)-(2.11), nous établissons une
estimation & priori sur z’. Puisque 2’ s’annule au moins une fois dans [0, T, chaque t
dans [0, T| pour lequel 2'(t) # 0 appartient & un intervalle [a, b] tel que 2’ a un signe
constant sur [a,b] et 2’'(a) = 0 et/ou 2’(b) = 0. On suppose z'(a) = 0,2'(t) > 0 pour
tout t € [a, b, donc de ’hypothése i) on a

! .01

' ,
<z

(') —




2.3 Probléme aux limites du second ordre 30

on intégre de a a t il suit
ta'(s)a"(s) _
[l st S $(t) — .CIZ'(CL) = $(t) S 2M0

On pose u(t) = 2'(t), d’ou
(1) ud
/ U o,
0

()

D’ou O 2d

@(t) xdx

[0 oy,

o ()

Donc, il existe une constante M telle que |2'(¢)| < My, sinon sa sera une contradiction
) +too xdx

avec le fait que — > 2M.

0 (x)

Preuve du Théoréme 2.3.2 On a
(1) < max (12 (2), /(0))] = M
Le maximum existe car f est continue sur J x [—My, My| x [—M;, M;]). D’ou
||#[|2 = max{||2[lo, |2'[lo , [[2"]lo} < max{Mo, My, Ma} = Ms.

D’aprés le Théoréme 2.3.1, le probléme (2.9)-(2.11) admet au moins une solution
z € C3(J,IR).



Chapitre 3

Méthode des sous et sur solutions

3.1 Introduction :

La notion de sous et sur solutions remonte jusqu’au travaux de E. Picard en 1893. Ce
dernier avait suggérer pour le probléme de Dirichlet suivant

#'(t) = f(t,2(t), x(a) =z(b) =0,

la construction d’'une suite convergente (), d’approximations, décroissante vers x
suivant le schéma

O‘Z - f(t, O‘n—l); ozn(a) = Om(b) == 0,

ol f est supposée continue. Sans le vouloir ces approximations sont en faite des
sous solutions. L’idée d’utiliser les sous et sur solutions d’'un probléme aux limites
est due essentiellement & G. Scorza Dragoni en 1931 ou il considére des sous et sur
solutions de classe C?. En 1938 le méme auteur généralise ses résultats au cas L'-
Carathéodory. En 1954 M. Nagumo utilise les sous et sur solutions avec coins ouvrant
ainsi la voie a de multitude de variantes et d’énorme applications de la méthode dans
la théorie des équations différentielles, ensuite par S. Moretto entre 1958 et 1959. En
1963 H. Knobloch a prolongé le résultat de M. Nagumo en un probléme périodique,
ensuite plusieurs auteurs se sont intéressés a cette méthode comme par exemple, V.
Lakshmikantham et A.S. Vatsala entre 1984-1985, J.J. Nieto en 1989, A. Cabada en
1990.

Ce chapitre est consacré & 'application de la méthode des sous et sur solutions a
différentes classes de problémes & valeur initiale ou aux limites. Pour plus de détails
sur cette méthode et ses applications nous recommandons les ouvrages de Bernfeld-
Lakshmikantham [21], Heikkila-Lakshmikantham [52], Ladde-Lakshmikantham-Vatsala
[59], 1a thése de doctorat de De Coster [30], et les articles de Carl-Heikkila-Kumpulainen
[24], Cabada [23|, Frigon [37], Frigon-O’Regan [39], Heikkila-Cabada [53], Lakshmikantham-
Leela [60], Nieto |71, 72|, C. De Coster et P. Habet et Nkashama [73].
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3.2 Equations différentielles du premier ordre

3.2.1 Equations différentielles avec conditions initiales
On s’intéresse aux probléme
2'(t) = f(t,z(t)), t € J:=10,T), (3.1)
z(0) = o, (3.2)
ot f:J x IR — IR est une fonction donnée et zy € IR.

Définition 3.2.1 Une fonction v € AC(J,IR) est dite solution du probléme (3.1)-
(3.2) si x satisfait 2'(t) = f(t,z(t)), t € J et x(0) = xo.

Définition 3.2.2 Une fonction o € AC(J,IR) est dite sous solution du probléeme
(3.1)-(3.2) si &/(t) < f(t,a(t)),pp t€[0,T] et «a(0) < xo.

-Une fonction € AC([0,T]) est dite sur solution du probleme (3.1)-(3.2) si ['(t) >
f&,B@), pp t€[0,T] et B(0) > x.

On considére les hypothéses suivantes
(H;) f une fonction L! - Carathéodory.
(H:) Tl existe une sous solution « et une sur solution [ de (3.1)-(3.2) telle que o < 3.

Théoréme 3.2.1 Si f satisfait (Hy) et (Hz), alors il existe au moins une solution
du probléme (3.1)-(3.2) telle que

alt) < x(t) < B(t) vt €.

Preuve : On considére le probléme modifié suivant

Z'(t) = f(t, (t2)(t)), t € [0.T], (3.3)
2(0) = o, (3.4)
ou 7 :C([0,T],IR) — C([0,T7],IR) est 'opérateur de troncature défini par
a(t)  siz(t) < aft)
(re)(t) = { a(t)  sia(t) < a(t) < B()
B(t) six(t) > B(t).

Remarque 3.2.1 I] existe € L'([0,T],IR") telle que

LF @, (rz@®)] <6(t) Vo e (0, T],IR).
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On transforme le probléme (3.3)-(3.4) en un probléme de point fixe. On considére
Vopérateur N : C([0,7],IR) — C([0,T],IR) défini par

(N2)(t) = 20 + /O " #(s, (r2)(s))ds.

Il est clair que les points fixes de N sont les solutions du probléme (3.3)-(3.4). On
montre que N est continu et complétement continu.

Etape 1 : N est continu.

Soit {z,} € C([0,T],IR) une suite qui tend vers z* ou z* € C([0,7],IR). On montre
que N(z,) tend vers N(z*). On a

Nen) = NG@*) = [ f(s7Ceals)))ds = [ F(s, (" ()ds.

D’ou
IN () = N(z")|| < /0 1f (s, 7(2a(s))) — f(s,7(2"(s)))l|ds.

D’aprés le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on a

[N (2n) = N(z")]| < /OT 1 (s, 7(n(s))) = f (s, 7(27(s)))l|ds — 0, n — oo.

Etape 2 : N transforme tout borné de C([0,7],IR) en un ensemble relativement
compact. On montre d’abord que N(Bj) est borné. Soit

By = {2 € C([0,T],IR); ||2||oc < K}

un borné et x € By, alors Vt € [0, 7]

N2 < llaoll + [ 117G, ma(s)lds

T
< lfaoll + | els)ds.

D’ou
INZ||so < [Jzol| + [[eo]|1 < 00 car p € L.

N(z) est équicontinu. En effet pour tous tq,t, € [0,7], on a

I Na(ty) - Na(ta)] < [ ().

Quand t; — to, ||[Nx(t1) — Nz(t2)|| — 0.
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Etape 4 : On montre que si x est solution de (3.3)-(3.4), alors
olt) < (t) < B(1), Ve[0T

Montrons que
a(t) <xz(t) Vtelo,T].

Supposons le contraire, alors il existe t; < to € (0,7 tel que z(t;) = a(t;) et
z(t) < aft), Vte (t1,t].

D’ou .
Vt € [ty ts] : z(t) = z(t1) + [ 2'(s)ds
t

=xz(ty) + t f(s,a(s))ds.

1

Puisque « est une sous solution du probléme (3.1)-(3.2), alors :

alt) — a(ty) < /:f(s, a(s))ds.
Par suite .
a(t) < x(ty) + /t1 f(s,a(s))ds.

Donc, a(t) < z(t),Vt € [t1,t2], qui est une contradiction. De méme, on pourra montrer
que
x(t) < (1), vtelo,T).

Etape 3 : L’ensemble
Q={2e€C(0,T],IR) : \x = Nz, pour un certain X\ > 1}

est borné. Soit = € , d’ou Az = N(x) pour un certain A > 1, alors
t

(t) = x%m-l/ (s, (rz)(s))ds, t € [0,T].
0

Done, Vt € [0,T],
()] < llzoll + 1101 1

Ce qui montre que €2 est borné.

Etape 4 : On montre que si x est solution de (3.3)-(3.4), alors

at) <z(t) < Bt), Vtelo,T].
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Montrons que
a(t) <xz(t) Vtelo,T].

Supposons le contraire, alors il existe ¢, < ty € [0,T] tel que x(t1) = a(ty) et
I(t) < Oé(t), YVt € (tl,tg].

D’ou .
Vt € [ty,to] : z(t) = x(ty) + [ 2'(s)ds

t

=a(t1) + [ f(s,a(s))ds.

t1

Puisque « est une sous solution du probléme (3.1)-(3.2), alors :

at) — a(ty) < /tff(s,a(s))ds.

Par suite .

a(t) <z(ty) + lf(s,oz(s))ds.

t1
Done, a(t) < z(t),Vt € [t1,t5], qui est une contradiction. De méme, on pourra montrer
que
o(t) < B(1), Ve[0T

D’aprés le théoréeme du point fixe de Schaefer, N posséde au moins un point fixe x
dans C(J,IR) qui est solution du probléme (3.3)-(3.4), et puisque «(t) < z(t) < B(t),
alors f(t, (tx)(t)) = f(t,x(t)). Donc, la solution de (3.3)-(3.4) est la solution du
probléme (3.1)-(3.2).

3.2.2 Equations différentielles avec conditions périodiques
On s'intéresse au probléme suivant :
' (t) = f(t,z(t)), t € J, (3.5)
2(0) = (7). (3.6)

Définition 3.2.3 - Une fonction © € AC(J,IR) est dite solution du probleme (3.5)-
(3.6) si x satisfait 2'(t) = f(t,x(t)), t € J et x(0) =x(T).

Définition 3.2.4 Une fonction a € AC(J,IR) est dite sous solution du probléeme
(3.5)-(3.6) si o/(t) < f(t,a(t)), pp t €]0,T] et a(0) < a(T).

Une fonction € AC(J,IR) est dite sur solution du probleme (3.5)-(5.6) si (B'(t) >
[, B(8), pp t€]0,T] et 5(0) = 5(T).
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On considére les hypothéses suivantes :
(H3) f une fonction L'— Carathéodory.
(H,) I existe une sous solution « et une sur solution 5 de (3.5)-(3.6) telles que o < 3

Lemme 3.2.1 [70] Soit g € L*([0,T],TR), alors le probleme périodique

{x’(t) +a(t) = g(t), Vt € [0,T]

(P) x(0) = z(7T)

posséde une unique solultion x donnée par

ot G est la fonction de Green définie par

1 {6T+s_t st 0<s<t<T

G(t’s):eT—l et s 0<t<s<T.

(Hy), alors le probleme (3.5)-(5.6) posséde

Théoréme 3.2.2 Si f satisfait (Hs) et
,IR) telle que

au moins une solution x € AC([0,T]

a(t) < x(t) < B(t), Vt € [0, 7).

Preuve : On considére le probléme modifié suivant :
2(8) + 2(t) = filt,2(D), p p t € [0.7] (3.7)
z(0) = =(T), (3-8)
ou f; est la fonction définie par :

[t a(t) + aft) st z(t) < aft))
[t a(t) =1 f(tz@) +x(t) sia(t) <z(t) < 6(t)
f(&.6() +6(t) si z(t) > 4(1).
On transforme ce probléme en un probléme de point fixe. On considére I'opérateur
N :C([0,T],IR) — C([0,T],IR) défini par

(Nz)(t) = /O Gt 9) fi(s, 2)ds.

Remarque 3.2.2 On note que fi est une fonction L'— Carathéodory et qu’il existe
une fonction ¢ € L'(J, IR, telle que

It ()] < 6(8) + max(supla(t)].sup 5O pp. te T et Vo€ C(LIR),
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D’aprés le Lemme 3.2.1,la solution du probléme (3.7)-(3.8) n’est autre que le point
fixe de 'opérateur N. On montre que N posséde un point fixe.

Etape 1 : On peut facilement montrer que N est continu et complétement continu.
Etape 2 : L’ensemble

Q={xeC(0,T],IR) : \x = Nz, pour un certain A > 1}

est borné. Soit x € €2, d’ou Ax = N(x) pour un certain A > 1, alors
T
() = )\‘1/ G(t, s)fi(s,2(s))ds, t € [0,T].
0

Done, Vt € [0,T],
[z(1)] < |G(f75)!/0 | f1(s,2(s))ds.

Par suite

T

el < 0l + T max(sup [a(t)].sup [3(1))] := K.

el —1

Ce qui montre que ) est borné. D’aprés le théoréme de point fixe de Schaefer le
Théoréme 1.2.1, N posséde au moins un point fixe = dans C(J,IR) qui est solution du
probléme (3.7)-(3.8).

Etape 3 : Montrons que la solution z de (3.7)-(3.8) satisfait
a(t) <z(t) < B(t) pour tout te€ J

Soit x une solution de (3.7)-(3.8). On prouve que z(t) < (t) pour tout ¢ € [0,7]. On
suppose que r — (3 atteint son maximum positif en ¢y dans J, c’est & dire,

(x — B)(to) = max{z(t) — B(t) : t € T} > 0.
si tg € (0,7), il existe tf € (0,ty) tel que
0 <z(t)— B(t) < x(to) — B(ty) pour tout t € [tg, tol.
Donc pour t = t§, on a
B(to) — B(t5) < x(to) — (t)- (3:9)
D’aprés la définition de fi, on a

to

wlte) = w(ty) = [ (/(s,8()) + Bls) = w(s))ds pp.t e

*
0
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Puisque [ est une sur solution de (3.5)-(3.6), on aura

ato) = a(t5) < Alto) — 5(65) — [ (a(s) = 3(s)ds

< B(to) — B(Lg)-
C’est une contradiction avec 'hypothése (3.9).
Si tg = 0, alors,

B(T) < 5(0) < 2(0) = x(T).

(C’est une contradiction.

Un raisonnement analogue si ¢y = 7.

De maniére analogue on montre que «(t) < z(t) pour tout t € J.

Puisque a(t) < z(t) < B(t) pour tout ¢t € J, alors x est une solution du probléme
(3.5)-(3.6), ce qui achéve la démonstration.

3.3 Equations différentielles du second ordre

3.3.1 Equations différentielles avec conditions aux limites

Considérons le probléme aux limites suivant

2'(t) = f(t,z(t),2'(t)), t (3.10)
a17(0) — a2’ (0) = A, (3.11)
biz(T) + by’ (T) = B, (3.12)

ot A, BE€IR, ay, by, as, by € R4, a; +ag >0, by +by >0, et f:JxIR*— 1R
une fonction L!'—Carathéodory .

Remarque 3.3.1 Le probl‘eme (3.10)-(3.12) englobe le probleme de Dirichlet
(ag =by = A= B =0) et celui de Neuman (a3 =by = A= B =0).

Définition 3.3.1 Une fonction © € W>'([0,T],IR) est dite solution du probleme
(3.10)-(5.12) si x satisfait " (t) = f(t,x(t),2'(t)), t € J, a1x(0)—asa’(0) = A, byx(T)+
bet'(T) = B.

Définition 3.3.2 - Une fonction o € W*([0,T],IR) est dite sous solution du pro-
bleme (3.10)-(3.12) si "(t) > f(t,a(t), ’(t)) pp t € J  aa(0) — axd(0) <
A,, bia(T)+ b0/ (T) < B.

-Une fonction € W2L([0,T],IR) est dite sur solution du probléeme (3.10)-(5.12) si
(1) < F(t,5(1), B(1), pop tE€J, p0) —a@(0) = A, bi3(T) +bof(T) > B.
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Définition 3.3.3 Soit o, 3 € W2([0,T],TR) telle que a < 3,
E={(t,z,p) € JxIR* : aft) < B(t)} (3.13)
et v € C(IRy, IRY) vérifiant
© udu

o U0 = 00. (3.14)

On dit que f: E — IR satisfait la condition de Nagumo st

V(t,x,p) € B, [f(t2,p)] < ¢(lpl). (3.15)

Ainsi on a le résultat suivant.

Théoréme 3.3.1 ( [30], proposition 1.1, p.111 ) Soient o, 3 € W21([0,T],IR),
avec o < 3, E C J x IR? défini par (3.13) et 1 € C(IRy, IRY) vérifiant (3.14).
Alors il existe R > 0, tel que pour toute fonction f : E — IR L'— Carathéodory
vérifiant (3.15), et toute solution x de (3.10) dans J vérifiant o« < x < 3, on a

HI'IHLI < R.

Preuve : Soit = une solution de (3.10) vérifiant o < x < f3.

Posons
N {ﬁ(T) —a(0) B(0) - a(T) 0}
T ’ T ’

et R tels que

. oW > mtaxﬁ(t) — min a(t). (3.16)

Observons, que de la définition de r, il existe t* € J avec |2/ (t*)] < r.

Si ce n’est pas le cas, supposons d’abord pour tout t € J, 2/(t) > r. Ceci ménerais a
la contradiction

T
B(T) — a(0) > (T) — z(0) = / 2 (t)dt > Tr > B(T) — a(0).
0
De la méme fagons, si 2/(t) < —r dans J, on obtient la contradiction

B(0) — a(T) > u(0) — u(T) = — /OT 2'(t)dt > Tr > B(0) — a(T).
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Considérons maintenant un intervalle I = [to, 1] tel que z/(t) > 0 dans I,
x'(tg) =r, 2'(t1) > r. Alors on a

——du = ————~dt

/m%m u boa! ()2 (1)
o(to) P(u) to  W('(t))

De (3.16) on a 2'(t1) < R.
Le méme raisonnement montrerai que z’(t) > —R.

Remarque 3.3.2 On peut toujours estimer la borne a priori par N > R en posant

N ud
i mtaxﬁ(t) — min a(t),

v Y(u)

HT) —a(0) F(0) = a(T)
0 KO ),

lorsque r = max{

La condition (3.14) peut étre remplacée par (3.17) ci-dessous

Théoréme 3.3.2 ([31], proposition 4.1, p. 9 ) Soient o, 8 € WL([0,T],IR), avec
a < B, ECJxIR? défini par (3.13) et ¢ € C(Ry, IRYL) vérifiant

 udu .
. ) > mlgxﬁ(t) — min a(t) (3.17)
\ B(T) — a(0) 5(0) —a(T)
our:max{ a , a ,0}20.

Alors il existe R > 0, tel que pour toute fonction f : E — IR L'—Carathéodory
vérifiant (3.15), et toute solution x de (3.10) dans J vérifiant o« < x < 3, on a

’|$/|’L1 < R.

Preuve : Soit R > 0 tel que

B udu
—— > max 3(t) — min «(?),
[0 = () - mjn (o)
et considérons une solution z de (3.10) vérifiant o < x < f3.
D’apreés la preuve du Théoréme 3.3.1, il existe t* € J avec |2/(t*)] < 7.
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Considérons ensuite un intervalle I = [ty,t1] ou bien [t1, o] tel que 2/(t) > r dans I,

et o'(ty) = .
Alors on a

/:v'(m) udu oy (t)x”(t) o (a"(t) /tl () f(t, x(t)ﬂf’(t»d

v) Y(u) S (@(1)) 0 Pz ()t)

< x(ty) — x(to)| < maxﬁ( ) — mma( ).

A

Remarque 3.3.3 Notons que la condition de croissance de type Bernstein

|f(t,z,p)| < A+ Bp®

implique que f satisfait la condition de Nagumo.

Nous avons le résultat d’existence suivant

Théoréme 3.3.3 ([30], th. 1.3, p. 116) Supposons o, 3 € W2([0,T],IR) respec-
tivement une sous-solution et sur-solution du probléme (3.10) — (3.12) avec a < 3, E
Uensemble défini par (3.13), v € C(IRy, IRY) vérifiant (3.17) et supposons f : E — IR

une fonction L'—Carathéodory vérifiant (3.15).

Alors le probléme (3.10) — (3.12) admet au moins une solution x € W'([0,T],TR)

telle que pour tout t € J on a a(t) < z(t) < B(t).

Preuve : La démonstration se fait en 4 étapes.

Etape 1 : Soit R tel que

R udu

W > maxﬁ( ) — mtinoz(t)
et

max{|c/(t)|, |5'(t)[} < R.
Considérons le probléme modifié suivant
2 —x= f(t7 Tz(t), 2') — T2(),
{ 2(0) — as2’(0) = A — ay72(0)) + 72(0)),
2(T) + box'(T) = B — byra(T)) + 72(T)).

ou

f(t.ra(t),p) = max{min{f(t,72(t),p), R}, —R}

f(t,7z(t), —R) si p< —R,
= { f(t,TiC(t),p) si —RSPSR,
ft,7z(t), R) si p>R.

(3.18)

(3.19)
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T étant 'opérateur de troncature défini précédement.

Etape 2 : Le probleme (3.19) admet au moins une solution.
En effet si on écrit (3.19) sous la forme Lz = Nx oil L et N sont les opérateurs définis
par
L = W2Y[0,T],IR) — L'(J) x IR?
x— (2" —x, x(0) — ax2’(0), x(T) + b’ (T)),
et
N : CYJ)— LY(J) x R?
u— f(t,Tx(t),2") — Tx(t),
A —ay7z(0) +72(0), B —bita(T)+ t2(T).

Par le théoréme de l’application ouverte L admet un inverse L~! continu. Ainsi le
probléme (3.19) est équivalent au suivant

r="Tx, € W>([0,T],IR)
avec 7 = LN et comme pour un certain K € IR,
| f(t,72(t) — T2(t)] < h(t) + K, he L,

on a donc 7 (C'(J)) un ensemble borné et d’aprés le théoréme Arzela -Ascoli Popéra-
teur 7 est complétement continu.
On conclu, en remarquant, que si on considére le probléme

v=\Tx, €W (0,7T],IR), €0, 1] (3.20)

et en vue de la définition de 7, qui est une fonction continue et bornée et que f est
une fonction L'—Carathéodory, il existe une constante C' > 0 indépendante de \ telle
que toute solution de (3.20) vérifie ||z||;1 < C. Ainsi, en appliquant le théoréme de
Schaefer on en déduit que le probléme (3.19) admet une solution.

Etape 3 : Toute solution = de (3.10) — (3.12) vérifie pour tout t € J

at) < x(t) < B(t).
Supposons au contraire que r —« admet un minimum strictement négatif en un point

to.
Si tg € (0, T') on obtient la contradiction

0=2a'(ty) —'(ty) = /t:[ f(s,a(s),a/(s)) + z(s) — afs) — o (s)]ds < 0.
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Si tg = 0, on obtient la contradiction
0=A+ (1—a)7rx(0) — z(0) + a2z’ (0) > A — ay(0) + a2/ (T) > 0

ce qui est impossible.
Un raisonnement analogue si tg = T.

Etape 4 : Soit ¢ : IR, — IR définie par

Observons que pour tout (t,x,p) € E

[f(t,2,p) < @(lpl),

et ¢ vérifie (3.18).

Par le Théoréme 3.3.1 toute solution z de (3.19) satisfait ||2'||c < R. Ainsi on a
démontré que le probléme (3.19) admet une solution x qui vérifie o < = < [ et
|2/ ]|cc < Rie.onax”(t) = f(t,z(t),2'(t)), a1x(0)—axz’(0) = A, bx(T)+bya’(T) =
B. Alors x est une solution de (3.10)-(3.12).

Exemple 3.3.1 Considérons le probléme de Dirichlet suivant
" =2 +1)—t, x(0)=0, z(1)=1.

On a une sous-solution a(t) = 0, et une sur-solution B(t) = 2t. La fonction f(t,z,p) =
p?In(p? + 1) — t vérifie la condition de Nagumo, i.e.

|f(t,z,p)| < (p* + €) In(p* +¢)

et

o0 sds 1
= — In(In(p o = oo.
/0 (s2+e)ln(s®2+e) 2 n(In(p”+e))lg” = o0

Remarquons que la condition de croissance de type Bernstein ( la remarque 3.3.3 ) ne
s’applique pas.

Nous pouvons considérer le cas particulier des sous- et des sur-solutions constantes

Corollaire 3.3.1 Soint o, [ deux réels tels que o < [3, et E définie par (3.13).
Si on a pour tout t € J

f(t,a,0) < (L, 5,0),
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et
aa <A< aff, ba<BIhp
Si de plus il existe ¢ € C(IRy, IRY) tel que h % > 03— a,our = ﬁ;a
T S

Alors le probléme aux limites (3.10) — (3.12) admet auzx moins une solution x telle
que pour tout t € J

a<zx(t) < p.



Chapitre 4

Inclusions différentielles

4.1 Introduction

Parmi les théories les plus développés de ce siécle, il y a la théorie des inclusions
différentielles et ses applications qui géneralise la théorie des équations différentielles,
c’est 1’école Polonaise qui a initié cette branche des mathématiques par les travaux
de Marchaud et Zaremba durant les années 1934-1936 et puis en 1960-1970 Wazewski
et ses collaborateurs ont publiés une série de travaux concernant les inclusions dif-
férentielles, mais c’est Fillipov en 1959-1960 le premier a considérer une inclusion
différentielle et ’éxistence de ses solutions dans le contexte des problémes de controle
optimale et les équations avec second membre discontinu, mais ces travaux ont connu
de grand critiques surtout par les physiciens qui réclamaient une nouvelle théorie in-
utile. Et depuis 1959 par 'apparition du livre de Berge le dévelopement de I'analyse
multivoque n’a cessé d’augmenter jusqu’au aujourd’hui,surtout par la combinaison de
la théorie des points fixes, la théorie des semi-groupes et ’analyse convexe.

Ce chapitre est consacré a I’étude de certaines classes d’inclusions différentielles. En
faisant appel a la méthode des sous et sur solutions utilisée récemment dans cer-
tains travaux de Halidias et Papageorgiou [51]| et Benchohra, Boucherif et Ntouyas
[9, 11, 12, 13, 15|, nous traitons le cas on le second membre est a valeurs convexes.
D’autres résultats pour le cas non convexe seront obtenus a l'aide de I'argument de
point fixe.
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4.2 Inclusions différentielles avec second membre convexe

4.2.1 Inclusions différentielles du premier ordre

On considére le probléme :
2'(t) € F(t,z(t)) pp. t € J =10,T], (4.1)

L(2(0), z(T)) = 0, (4.2)

ou F : Jx IR — 2® une application multivoque & valeurs compactes, convexes,
L : TR? — IR une application univoque continue.

Définition 4.2.1 Une fonction v € AC(J,IR) est dite solution du probléme (4.1)-
(4.2) s’il existe une fonction v € L'(J,IR) telle que v(t) € F(t,z(t)) p.p.. t € J et
2'(t) =v(t) pp. t € J et L(x(0),2(T)) =0.

Définition 4.2.2 [12] Une fonction a € AC(J,1IR) est dite sous solution du probléeme
(4-1)-(4.2) s’il existe vy € L*(J,IR) telle que vy(t) € F(t,a(t)) p.p. t € J,

a(t) <wu(t) pp.ted et L(a(0),a(T)) <O0.

-Une fonction € AC(J,IR) est dite sur solution du probléme(4.1)-(4.2) s’il existe
ve € LYJ,IR) telle que vy(t) € F(t,58(t)) pp. t € J, [(t) > w(t), pp t €
J et L(3(0), B(T) = 0.

On a les résultats suivants :

Théoréme 4.2.1 [12]. On suppose que F : J x IR — 2B est une application mul-
tivoque L'— Carathéodory. On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites

H1) 1 existe deuz fonctions «, € AC(J,IR) sous et sur solutions du probléeme
(4.1)-(4.2) telles que o < f3.

H2) L est une fonction univoque continue par rapport & (x,y) € [a(0),5(0)] x
(T, B(T)] et croissante par rapport ¢ y € [a(T), B(T)].

Alors le probleme (4.1)-(4.2) posséde au moins une solution x € AC(J,IR) telle que

a(t) < x(t) < Bt), Vt e J.

Remarque 4.2.1 On remarque que si L(x,y) = ax — by — ¢, avec a,b > 0,a+b > 0,
on aura le probléme
{ a'(t) € F(t,

(t )) pp-ted,
ax(0) —bx(T) =
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i)sia=b=1, c=0 on a des conditions périodiques x(0) = z(T),
i) sia=1, b=0, on a des conditions initiales x(0) = c,
i) si a =0, b= —1, on a des conditions terminales z(T) = c.

Preuve : On transforme le probléme (4.1)-(4.2) en un probléme de point fixe. On
considére le probléme modifi¢ (voir [23])

2'(t) + x(t) € Fi(t,z(t)) pp.te (4.3)
z(0) = 7(0,2(0) — L(z(0),z(T)), (4.4)
Fi(t,x) = F(t,7(t,x)) + 7(t, x),
7(t,x) = max(«(t), min(zx, 5(t))
et

Z(t) = 7(t, 2(t)).

Remarque 4.2.2 i) Notons que Fy est L'— Carathéodory et qu’il existe une fonction
¢ € LY(J,IR,) telle que
IRt 2(8)) < 6(1) + max(sup|a(t)],sup |B(E)]) pp. t € J Vo € C(J,TR).

1) Par la définition de T, il est clair que a(0) < x(0) < 5(0).
La solution du probleme (4.3)-(4.4) est le point fize de l'opérateur
N : C(J,IR) — 2¢UR) défing par :

N(w) = {h € CJIR) (1) = 2(0) + [ [0(s) + 2(s) — 2(s))ds, v € Sral,
Spz={v € Spz:v(t)>uv(t) pp teA etv(t) <w(t) pp te A}
Spz={ve L'(J,R):v(t) € F(t,z(t)), pp. t € J}.

A ={teJ a(t) < alt) < B},

Ay ={te J:alt) <At) < z(t)}

Remarque 4.2.3 1) Pour x € C(J,IR), l'ensemble Sg,, est non vide (voir [58]).
1) Pour tout x € C(J,IR), l’'ensemble SF,I # ¢. En effet, de i), il existe v € Sp,. Soit
la fonction
W = V1XA, T V2XA, T U3XA;;
ot
As={teJ:at) <z(t) <[}

Alors, par décompossabilité w € Spi
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On montre que N est complétement continu, s.c.s & valeurs convexes, fermées.
Etape 1 : N(x) est convexe, Vz € C(J,IR).

En effet, si h, h € N(x), alors il existe v € SYF@ et v e S’Fi, telles que :

0) + /Ot[v(s) b3 (s) — a(s)|ds, t € J

et
h(t) = 2(0) +/0 [0(s) + 7(s) — x(s)|ds, t € J.

Soit 1 < k<1 ViecJona:
lkh + (1 — k)R] )+ / k(1) + (1 — k)a(s) + 2(s) — 2(s)]ds.

Puisque Spz est convexe (F a valeurs convexes ), alors kh + (1 — k)h € N(x).
Etape 2 : N transforme tout borné en un borné dans C(J,IR).

Soit B, = {z € C(J,IR) : |z« < 7}, un ensemble borné dans C(J,IR) et x € B,,
alors pour tout h € N(z), il existe v € Sk telle que

0) + /Ot[v(s) +3(s) — a(s)ds, t € J.

Donc, pour tout t € J on a

O] < 2O+ [ o)+ fas)] + Ja(s) s

max(a ). 8(0)) + 6 12 + T max(r.sup [a{t) . sup | 3(1)]) + T, := K.

IA A

Etape 3 : L’image par N de tout borné dans C(J,IR) est équicontinue.

Soit uy, uy € J, uy <up et B, ={xr € C(J,IR) : ||z||c <7} un ensemble borné dans
C(J,IR) et x € B,. Pour chaque h € N(z), il existe v € Sp; telle que

0) + /Ot[v(s) + () — a(s))ds, t € J.
On a donc

(1) = h(uz)|

IN

[0+ 120 + e
< /u " |6,1ds + (uz — uy) max(r, SUp \a(t)|,stlel£) B(6)] + r(us — un).

1
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Comme conséquence des étapes 2 et 3 et le théoréme d’Arzéla-Ascoli ( Théoréme 1.2.2)
combinés ensemble, on peut déduire que N : C(J,IR) — 2¢(/) est une application
multivoque compacte,donc condensée (toute application compacte est condensée).

Etape 4 : N a un graphe fermé.

Soit (z,,) € C(J,IR), xn, — To, hy € N(zy,) et h, — hg. On prouve que ho € N (o).
h, € N(x,), donc il existe v,, € Spz, telle que

t
at) = 2(0) + [ [o(s) + Tu(s) = wals)lds, t € J
0
On doit montrer qu'il existe vy € S rz telle que

o(t) = 2(0) + [ [vo(s) + Zo(s) — wo(s)]ds, t € J.

On considére 'opérateur linéaire continu I': L'(J,IR) — C(J,IR) défini par

o = [ "o(s)ds.

On a
I 0~ [ 50(s) = 0()1ds) = (o =30~ [ [a0(s) = zo(s)]d)]|oc — 0.

D’aprés le Lemme 1.3.2,0n a T'o Sp a un graphe fermé. D’aprés la définition de I', on

a
-t

ha(t) — 2(0) — / (@ (s) — 2(5)]ds € D(Spa,).

0
Puisque z,, — x¢, on a D’apreés le Lemme 1.3.2 :

t ~
ho(t) = z(0) +/0 [vo(s) + ZTo(s) — xo(s)]ds, t € J pour vy € Spaz,-
Etape 5 : L’ensemble

M ={veC(J,IR): \v € N(v) pour un certain A > 1}

est borné.

Soit 2 € M alors Az € N(z) pour un certain A\ > 1. Donc il existe v € Spz, telle que

2(#) = A1z (0) + A /Ot[v(s) 4+ &y — w(s)]ds, t € J.
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Donc
2(8)] < |(0)| +/0 lo(s) + T, — (s)|ds, t € J

D’aprés la définition de 7, il existe une application ¢ € L'(J,IRy) telle que

|E(t,z(t))|| = sup{|v| : v € F(t,z(t))} < ¢(t) pour chaque x € C(J,IR),

|z(t)] < max(a(0), 5(0)) + [|o[|z: + TmaX(sttelg |a(t)], Sup 1B)]) + /Ot |z(s)lds.
On pose
zo = max(a(0), 3(0)) + [[¢[| 1 + TmaX(stlel}g \a(t)|7stl€1§ |6(t)]-

En utilisant le lemme de Gronwall [50], on a pour tout t € J

t

< z0+zo/ e’ *ds
0

< zp+ z(ef — 1),

|z (t)]

]lse < 20(e” —1).

Donc M est borné. D’aprés le Lemme 1.3.3, N posséde un point fixe x qui est solution
du probléme (4.3)-(4.4).

Etape 6 : On montre que la solution z(t) du probléme (4.3)-(4.4) satisfait
a(t) < z(t) < B(t), pourtout t e J.

Raisonnons par 'absurde. En effet, il existe ¢y, to € J, t; <t tels que a(ty) = x(t1)
et
CY(t) > l'(t), vVt € (tl,tg).

D’aprés la définition de 7 on a
Z'(t) +x(t) € Ft,a(t)) + alt), p.p. tE (ti,ta).
Donc il existe v(t) € F(t,a(t)), p.p. t € J avec v(t) > vy(t) p.p. t € J telle que :
() +x(t) =o(t) +alt) pp. te (t,ta).

On intégrant dans (¢, t], avec t € (t1,t3), on obtient

x(t) —x(ty) = /t]:[v(s) + (a—x)(s)]|ds, te€ (t1,t2)
(s)ds

>/’US
t

=
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Puisque « est une sous solution de (4.3)-(4.4)

alt) — a(t) < [ vi(s)ds, t€ (tta).

t1

Et par le fait que z(t;) = a(ty), v(t) > v1(t), alors
at) < x(t), VYt € (ty,ts).
C’est une contradiction, donc
a(t) <z(t), Vte

Pour prouver que x(t) < B(t), Vt € J, ¢’est similaire.
On remarque que le probléme (4.3)-(4.4) posséde une solution dans [a, 3] et que toute
solution de (4.3)-(4.4) est une solution de (4.1)-(4.2). On remarque que

a(0) < z(0) — L(z(0), z(t)) < 5(0).
Notons qu’on peut montrer que
o(T) < 2(T) < B(T).
On suppose que z(0) — L(z(0),z(t)) < «(0), donc x(0) = «(0) et
x(0) — L(a(0), Z(t)) < (0).
Puisque L est croissante par rapport & x, on a
a(0) < a(0) = L(a(0), o(T)) < a(0) — L((0), 2(t)) < a(0)

c¢’est une contradiction avec le fait que « est une sous solution du probléme (4.1)-(4.2).
Pour prouver que

2(0) = L(7(0), 7(T)) < 5(0,)
4.2).

c’est similaire. Alors x est une solution de (4.1)-(

4.2.2 Inclusions différentielles du second ordre

On considére le probléme

2"(t) € F(t,z(t)) p.p. t € J =10,T], (4.5)
z(0) = (T, (4.6)
2'(0) = 2/(T), (4.7)

ou F: JxIR — 2® est une application multivoque & valeurs compactes et convexes.
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Définition 4.2.3 Une fonction © € W»'(J,IR) est dite solution de (4.5)-(4.6) s’il
existe une fonction v € L*(J,IR) telle que v(t) € F(t,z(t)) p.p. t € J, 2"(t) = v(t)
p.p. teJ, x(0)=x(T) et 2'(0) = (T).

Définition 4.2.4 Une fonction o € WL(J,IR) est dite sous solution de (4.5)-(4.6)
s’il eriste v € LY(J,IR) telle que vi(t) € F(t,a(t)) p.p. t € J, a"(t) > vi(t) p-p.
teJ a0)=a(T) et o/(0) > (T).

-Une fonction 3 € W*L(J,IR) est dite sur solution de(4.5)-(4.6) s’il existe vy €
LY (J,R) telle que vq(t) € F(t,5(t)) pp. t € J. B"(t) < wva(t) p.p. t € J. B(0) =
BT) et 3(0) < A(T).

Théoréme 4.2.2 On suppose que F : J x IR — 2® est une application multivoque,
L'-Carathéodory et qu’on a Uhypothése suivante

Il existe a, 3 € WL(J,IR) sous et sur solutions de(4.5)-(4.6) telles que o < 3.
Alors le probléeme (4.5)-(4.6) posséde au moins une solution x € W1 telle que

alt) < z(t) < B(t) Vte T

Preuve : On considére le probléme modifié suivant :

"(t) —x(t) € Fi(t,x(t)) pp.- t € J =[0,T], (4.8)
z(0) = x(7T), (4.9)
z'(0) = 2/(T), (4.10)
Byt x) = F(t, m(2(t)) — m(2(1))
et

7:C(J,IR) — C(J,IR)

la fonction de troncature définie dans le Chapitre 3.

Remarque 4.2.4 Notons que Iy est L*-Carathéodory a valeurs compactes et convexes
et il eriste ¢ € L'(J,IR,) telle que

1F1(E, 2 (8) ]| < o(t) + maX(stlelg !a(t)\,jlelg B#)]) pp-teJ Voel(]R).

Il est clair qu’une solution de (4.8)-(4.10) est un point fize de l'opérateur
N :C(J,IR) — 2¢UR) défini par

N(z)={h € C(J,IR) : h(t) = /OT G(t,s)[v(s) — (tx)(s)|ds: v € S”F,x},
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ot G(t,s) est la fonction de Green correspondante au probleme

{l’”—l’:g(t), teJ=1[0,T],
2(0) = =(T), 2'(0) = 2/(T),

Ska=1{v € Sprp:v(t) <uvi(t) pp. t €Ay et v(t)>vy(t) ppt € Ay},
Spre={ve L' (JR) : v(t

Ay ={te J:ylt) <alt) <p(1)},
Ay ={te J:alt) <B(t) <x(t)),
As={t e J:alt) <z(t) < B(t)}

Remarque 4.2.5 i) Pour tout v € C(J,IR), l'ensemble S, # ¢ (Lasota and Opial)
i) Pour tout x € C(J,IR), l'ensemble Sg, # ¢.

On montre que N posséde un point fixe.
Etape 1 : Il est clair que N est a valeurs convexes et complétement continu.
Etape 2 : N posséde un graphe fermé.

Soient x, — x., h, € N(x,) et h, — h.. On doit prouver que h, € N(z.). Soit
h, € N(x,), donc il existe v,, € Sp,, telle que

T
hat) = / G(t, 8)[vn(s) — (ra,)(s)]|ds, t € J.
0
On montre qu'il existe v* € S rap telle que

ha(t) = /0 G ) oa(s) — (raa)(s)]ds, t €

Puisque z,, — x, et 7 est une fonction continue, on a
T T
G+ [ Gt ) () (5)ds) — (e + [ Gt )(ru)(5)ds) oo — 0,1 — +00.
Considérons lopérateur : T': L'(J,IR) — C(J,IR) défini par
T
D(v)(t) = / G(t, s)v(s)ds.
0
D’aprés le Lemme 1.3.2,T 0 Sp a un graphe fermé, donc

(hn(t) + /OT G(t,s)(Tz,)(s)ds) € F(S’F,xn).
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Puisque z,, — x, et D’aprés le Lemme 1.3.1

T T .
h.(t) —}-/O G(t, s)(Tx.)(s)ds :/0 v.(s)ds, pour v, € Sp,, .

Alors N est complétement continue, s.c.s et & valeurs convexes et fermées
Etape 3 : Montrons que ’ensemble

M ={zeC(J,IR): \x € N(z), pour A > 1}
est un ensemble borné .

Soit Az € N(z), A > 1, il existe v € S'F,m telle que

o) =" [ LGt 9)u(s) — (ra)(s)ds, £ €

z(t)| < |G(¢, S)I/OT[IU(S)I + [(rz)(s)[lds, t € J.
D’ou
ol < G 5) 6]l + T maax(supa(t)] sup [5(6)).

Donc, M est borné. D’aprés le Lemme 1.3.3, N posséde un point fixe x qui est solution
du probléme (4.8)-(4.10).

Etape 4 : On montre que la solution z du probléme (4.8)-(4.10) satisfait
ot) < 2(t) < B(t), Ve e

Soit = une solution de (4.8)-(4.10), on montre que «(t) < xz(t),Vt € J. Raisonnant
par 'absurde, on suppose que = — « atteint son minimum négatif dans J en tg

(x — a)(ty) = min{x(t) —a(t) : t € J} <O.
1) Si ty € (0,7), alors il existe t;; € (to,T) tel que
z(t) — a(t) <0, Vt € (to, tg).
D’aprés la définition de 7, il existe v € L'(J,IR) avec v(t) < v1(t), p.p. t € (to,t5) et
v(t) € F(t,a(t)), p.p. t € (to,tg).

Puisque 2'(ty) — o/(tp) = 0, et comme « est une sous solution de(4.5) — (4.7), on
obtient .
) —ad(t) = / (2" (s) — " (s))ds, Vt € (to, t})

tq

< /tj[v(s) +2(s) — als) — v (s)|ds

< 0.
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Donc x(tg) — a(tp) est pas un minimum & x — «. C’est une contradiction.

i1)Si min{z(t) — a(t) : t € J} = x(0) — a(0) = 2(T) — a(T') < 0.
Z'(0) —a/(0) > 0> 2(T) — (7).
Puisque « est une sous solution de (4.5)-(4.7) :
2'(0) — a'(0) < 2/(T) — (7).

Puisque 2/(0) — /(0) = 0 et pour ¢ > 0 petit.

() —o(t) = A@%@—d%»@
< /t[v(s) + z(s) — a(s) — vi(s)]ds
0
<0 .
C’est une contradiction. Pour prouver que
z(t) < B(t), vVt € J,

c¢’est similaire. Donc la solution x de (4.8)-(4.10) n’est que la solution du probléme
(4.5)-(4.7).

4.3 Inclusions différentielles avec second membre non
convexe

4.3.1 Inclusions différentielles du premier ordre avec condi-
tions initiales

Dans cette partie on va traiter le probléme d’existence de solutions pour des inclusions
différentielles ol le second membre multivoque et a valeurs non convexes. On considére
le probléme

2'(t) € F(t,z(t)) ,t € J=[0,T], (4.11)

z(0) = . (4.12)
On a le théoréme suivant :
Théoréme 4.3.1 5i les conditions

(Hy) F:[0,T] xR — P, (IR) a la propriété que pour chaque x € IR
F(.,z) :[0,T] — P.(IR) est mesurable;
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(Hy) il existe | € L'([0,T],TR) tel que
H.(F(t,z), F(t,z)) <Il(t)|lx —z| Vt € [0,T] et z,z € R

et
d(0, F(t,0) < I(t), VtelJ,

T
sont satisfaites et si / [(t)dt < 1, alors le probléme (4.11)-(4.12) posséde au moins

0
une solution x(t), te[0,T].

On applique le Théoréme du point fixe de Covitz-Nadler [27]1.3.5.

Preuve : On considére lopérateur N : C(J,IR) — 2¢U) défini par
t
N(z) = {h € C(J.R) : h(t) = o +/ o(s)ds, v € Spa).
0

I est clair que les points fixes de N sont les solutions du probléme (4.11)-(4.12).
D’aprés (Hy), F a une sélection mesurable [26]. On vérifie que N satisfait les conditions
du Lemme 1.3.5.

Etape 1 : On montre que pour chaque z € C(J, E), on a N(z) € P, (C(J,IR)).
Soit (zp)n>0 € N(z), telle que z, — & dans C(J,IR). Alors € C(J,IR) et il existe
gn € SF s telle que pour chaque t € J,

it
Ty = T +/O gn(s)ds.

En utilisant le fait que F est a valeurs compactes et la deuxiéme partie de (Hs), nous
pouvons montrer en utilisant le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue
(on pourra passer aux sous suite si c’est nécessaire) que g, converge dans L' vers un
certain g € Sg,. Ce qui veut dire que N(z) est fermé.

Etape 2 : On montre qu’il existe 0 < vy < 1 tel que
Hy(N(z), N(Z)) <v|lx — Z|, pour tous z,T € C(J,IR).
Soit z,T et hy € N(x), donc il existe v1(t) € F(t,z(t)) telle que

t
Vi€ J, ha(t) = o +/ v1(s)ds,
0

D’aprés (Ha), il suit que

Hy(F(t,2), F(t,7)) < 1(t)|x — 7.
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Dongc, il existe w € F(t,z)) telle que
0r(t) — wl < 1@O|() — 5@t € J.
On considére : U : J — P(IR)
Ut) ={w € R: for(t) — w| <I(t)[lz -z}

D’aprés un résultat de Castaing et Valadier [26], 'opérateur multivoque V' (t) = U(¢)N
F(t,(z(t))) est mesurable, il existe donc une sélection mesurable vy de V telle que
vo(t) € F(t,z(t)) et

01(t) — w2 ()] < 1) |l (t) —z(@)[| e J.
Pour chaque t € J, on définit
t
t) =z +/ va(s)ds
0

Alors pour t € J, on a
t
ha(t) = ha(®)] < [ for(s) = va(s)]ds,

Iha(t) h2\</ 9)la(s) — 7(5)||ods.

Donc .
I = hallos < [ fer(s) = ea(s)lds,

I (t) — halt |</ s)ds|(s) — 2(s)|oo-

Par une relation analogue, obtenue en interchangeant les roles de x et Z, il suit que
Ho(N(z), N(z)) < [[ll[1]|z(t) = 2(F) |-

Donc N est une contraction et D’aprés le Lemme 1.3.5, N posséde un point fixe x, qui
est solution du probléme (4.11)-(4.12).

On utilise maintenant le théoréme du point fixe de Schaefer le Théoréme 1.2.1 combiné
avec le théoréme de sélection de Bressan et Colombo pour les applications s.c.i a
valeurs fermées décomposables le Lemme 1.3.6. On utilisera les conditions suivantes :

(A)) F :[0,7] x R — P.,(IR) est une application multivoque & valeurs non vide,
compactes telle que

a) (t,x) — F(t,x) est L ® B mesurable;
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b) x+— F(t,z) est s.cip.p. t €[0,T].

(As) pour chaque g > 0, il existe une fonction h, € L'([0,T]), IRy tel que
|F(t,z)|| = sup{|v| : v € F(t,x)} < hy(t), p.p. t€[0,T] avec |z|<q.

On a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.3.1 /38 Soit F : [0,T] x IR — 2B une application multivoque & valeurs
non vide et compactes. Si (A1) et (Ag) sont satisfaites. Alors F est de type s.c.i.

Le résultat suivant donne des conditions suffisantes pour ’existence des solutions au
probléme (4.11)-(4.12).

Théoréme 4.3.2 On suppose que les hypothéses (A1), (As) et
(A3) Il existe M € L*'(J,IR) et ¢ : (0,00) — (0,00) continue et croissante tel que

IF(E 2)|| < M()y(|x]), te J, z€lR

[fM@ﬁ<[:£%,

sont satisfaites. Alors le probléme (4.11)-(4.12) posséde au moins une solution dans
0, T7.

et

Preuve : D’aprés (A;), (Ay) et Lemme 4.3.1, on a, F' est de type s.c.i, donc D’aprés
le Lemme 1.3.6,il existe une fonction continue f : C(J,IR) — L'([0,T],TR) telle que
f(z) € F(z), Vx e C(J,IR). On considére le probléme

2(t) = f(t,x(t)) teJ=]0,T), (4.13)
z(0) =

T
Il est clair que si = est une solution de (4.13)- (4 14), alors x est solution de (4.11)-
(4.12). Nous transformons le probléme (4.13)-(4.14) en un probléme de point fixe.
Considérons 'opérateur N : C(J,IR) — C(J,IR) défini par

(4.14)

t

N(z)(t) = zo + ; f(s,z(s))ds.

On montre facilement que N est continu et complétement continue. Montrons main-
tenant que ’ensemble

E(N):={x € C(J,IR) : z = AN(x), pour un certains 0 < \ < 1}
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est borné.

Soit x € E(N), alors x = AN(x), pour un certain 0 < A < 1. Pour tout ¢t € J, on a

x(t) = Axg + )\/Ot f(s,z(s))ds.

D’aprés (As), on a t
(O] < laol + | M(s)(ly(s)]ds.

Considérons la fonction
p(t) = sup{lz(s)| : 0 < s <t} pour te J

Puisque 9 est croissante on a

plt) < feol + [ M()(uls))ds

On pose t
v(t) = [wol + | M(s)ih(u(s))ds
Alors
v(0) = |aol, v'(t) = M@)(p(t)) teJ.
Donc

M(t)u(t) < M) (p(t)) < M(t)(v(t) = v'(t) < M) (v(t)).
D’aprés l'intégration on obtient

v(t) du 0 du

A@¢wf{£M@%glfM®ﬁ<mm@.

D’ ou il existe k& > 0 telle que ||z]l < k et E(N) est borné. D’aprés le théoréme
de Schaefer le Théoréme 1.2.1, N posséde un point fixe x, qui est solution de (4.11)-
(4.12).

4.3.2 Inclusions différentielles du premier ordre avec condi-
tions périodiques
On considére le probléme :
2(t) — z(t) € F(t,z(t)),t € J = [0,T], (4.15)

z(0) = (7). (4.16)
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On donnera deux résultats pour le probléme (4.15)-(4.16). Le premier est basé sur le
théoréme du point fixe de Covitz-Nadler pour les applications multivoques contrac-
tantes (le Lemme 1.3.5). Le second est basé sur le théoréme du point fixe de Schaefer
( Théoréme 1.2.1) combiné avec le théoréme de sélection de Bressan et Colombo (le
Lemme 1.3.6).

Théoréme 4.3.3 On suppose que les conditions

(Hy) F:10,T] x IR — P.,(IR) a la propriété que pour chaque x € IR ;
F(.,z) :[0,T] — P,(IR) est mesurable.

(Hy) il existe 1 € LY([0,T],R) tel que Hy(F(t,x), F(t,z)) < l|lz — x| Vt € [0,T] et
v, 7€ R et d(0, F(t,0) < (), ¥t € J.
(H3) My =sup|g(t,s)|, "= /OT 1(s)|ds et Myl* < 1, sont satisfaites.
Alors le probleme (4.15)-(4.16) posséde au moins une solution.
Preuve : Soit I'opérateur N : C(J,IR) — 26 défini par
N(@) = {h € C(LIR) : h(t) = [ Gt s)o(s)ds, v € Spal,
ol G est la fonction de Green définie par

- - t—T—s 0<s<t<T
ts)=(eT—1)1{€ > SRS
G(7S) (6 ) {etS’ O§t<3§T

Il est clair que les points fixes de N sont solutions de (4.15)-(4.16). En plus, D’aprés
(Hy), F a une sélection mesurable (voir Théoréme IIT [26]). On vérifie que N satisfait
les conditions du Lemme 1.3.5

Etapel : On pourra montrer de maniére similaire que la section précédente que pour
tout © € IR, N(x) est un ensemble fermé dans C(J,IR).
Etape 2 : On montre qu’il existe 0 < v < 1 tel que
Hy(F(t,x), F(t,z)) < 7|z — Z|| pour chaque z,z € C(J,IR).
Soit x,z € C(J,IR) et hy € N(x). Alors il existe vy € F(t, z(t)) telle que

Ve J, h(t) = / Gt sy (s)ds.

Jo
D’aprés (Hs) il suit que Vt € J,

Hy(F(t, x(t)), F(t,2(t)) < U(6)]x(t) — ()]
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Donc, il existe w € F(t,Z(t)) telle que
loi(t) —w| < Ut ||x(t) — z(¢)||, Vte J.
On considére : U — 2 défini par

Ut) ={w e R: |vi(t) —w| < 1@B)|x(t) — 2(1)[}-

D’aprés un résultat de Castaing et Valadier (Proposition I11.4 |26], 'opérateur mul-
tivoque V(t) = U(t) N F(t,Z(t)) est mesurable, il existe donc une sélection wvy(t) € V'
telle que vo(t) € F(t,Z(t)) et

01 (2) — va ()| < U(H)[|lx(t) —z()]], t € J.

Pour chaque t € J, on définit :

ho(t) = /OT G(t, s)va(s)ds.

Alors, pour t € J, on a

|ha(t) — ho(t)] </ (t, 8)|v1(s) — va(s)|ds

< [ 16 M)~ 2(5)
171 = halloe < Mol™||z — Z .

On pose v = Myl* < 1. Par une relation analogue, obtenue en interchangeant les roles
de x et 7, il suit que
Ha(N(z), N(z)) < Mol™||2 — T[] oo

Donc N est une contraction et alors D’apreés le Lemme 1.3.5, N posséde un point fixe
x qui est solution de (4.15)-(4.16).

On va utiliser les conditions suivantes :

(A)) F:[0,7] x IR — 2 une application multivoque & valeurs compact et non vide
tel que

a) (t,u) — F(t,u) est L ® B mesurable.
b) u— F(t,u) est s.cip.p. t € J.

(As) Pour chaque ¢ > 0, il existe une fonction h, € L*([0,T],IR) telle que

|F(t,z)|| :=sup{|v| :€ F(t,z)} < hy(t) p.p. t€[0,T] et z€IR avec |z|<gq.
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Théoréme 4.3.4 On suppose que les hypothéses (Ay), (As) et
(Ay) Il existe M € L*(J,IR) telle que

Ve e R, ||F(t,x)|| =sup{|v|:ve F(t,x)} < M(t), pp. te

sont satisfaites. Alors le probléme (4.15)-(4.16) posséde au moins une solution x sur
0, T].

Preuve : D’aprés (A;), (As) et le Lemme 4.3.1, F est de type s.c.i, alors D’aprés
le Lemme 1.3.6,il existe une fonction continue f : C(J,IR) — L'([0,T],IR) telle que
f(z) € F(z), Vo € C(J,IR). On considére le probléme

2(t) = f(z(t)) pp. teJ=[0,T] (4.17)

z(0) = x(7T). (4.18)

Il est clair que si x est solution de (4.17)-(4.18), alors x est solution de (4.15)-(4.16).
On considére 'opérateur N : C(J,IR) — C(J,IR) défini par

N(z(t)) = /0 Gt s) fa(s))ds.

On montre facilement que 'opérateur N est continu , complétement continu et que
I’ensemble.

EN)={x € C(J,IR) : x = AN(z), pour un certain 0 <\ <1}

est borné. Par suite le probléme (4.15)-(4.16) posséde au moins une solution.



Chapitre 5

Inclusions différentielles impulsives

5.1 Inclusions différentielles impulsives du premier
ordre avec second membre convexe

5.1.1 Inclusions différentielles impulsives avec conditions ini-
tiales

Dans cette partie, on s’intéresse a ’existence des solutions du probléme

e F(tx),te:=[0,T)], t#£ty, k=1,...,m, (5.1)
v(th) = L(z(ty)), k=1,...,m, (5.2)
z(0) = a, (5.3)

ol F:J xIR — 2® est une application multivoque & valeurs fermées et convexes,
O<t;<...<tp<tpym1 =T, I eC(IR,R), k=1,...,m.

Ce probléme a été traité par plusieurs auteurs dans le cas ou F' est une fonction
univoque par la méthode des sous et sur solutions, voir 61, 76, 74, 25, 42, 52, 63, 64,
65, 66]. Le cas ot I est une fonction multivoque , il & été traité par la méthode de
transversalité topologique de Granas dans [34, 44, 46|, et par I’alternative non-linéaire
de Leary-Shauder dans [42]|. Pour plus de détails sur les inclusions différentielles voir
[29]. De notre part, nous allons utiliser la méthode des sous et sur solutions pour
résoudre le probléme (5.1)-(5.3). Pour cela, on fera appel au théoréme de Martelli
[68]. On donnera d’abord quelques définitions et notations :

Q:{It[O,T]%IR, ZEkEC(Jk,IR), k=0,....,m

il existe z(t; ) et x(t})) telle que x(t;) = x(t), k=0,...,m}.
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Q) est un espace de Banach muni de la norme
2]l = max{[|lzellec ,k=0,...,m},
ou xy désigne la restriction de = sur J = [ty, txs1], K =0,...,m.
Q' ={2:00,7] =R, 2, € AC(J;,IR), k=0,...,m

il existe z(t;) et x(t)), k=0,...,m telle que z(t;) = z(tx)}.

Q! est un espace de Banach muni de la norme

|z||lqr = max{||zk||ac, k=0,...,m}.
Définition 5.1.1 = € Q' est dite solution du probleme (5.1)-(5.3) s’il existe une
fonction v € L'(J,R) telle que v(t) € F(t,x(t)) p.p. t € J,

() =v(t) pp. teJ—{ty,....tm},

Définition 5.1.2 a € Q! est dite sous solution du probleme (5.1)-(5.3) s’il existe
une fonction vy € L'(J,IR) telle que vy (t) € F(t,a(t)) p.p. t € J,

O/(t) S Ul(t) p-p- teJ— {tlv "'7tm}a
aty) < L(a(ty)), k=0,...,m,

a(0) < a.

Définition 5.1.3 5 € Q! est dite sur solution du probleme (5.1)-(5.3) s’il existe une
fonction vy € L*(J,IR) telle que vo(t) € F(t,B(t)) p.p. t € J,

B'(t) > wva(t) pp. te€J—{tr,.estm},

Bt) = Jk(B(t;), k=0,..,m,
B(0) > a.

On a les résultats suivants :



5.1 Inclusions différentielles impulsives du premier ordre avec second
membre convexe 65

Théoréme 5.1.1 Soit F': J xIR — 2® une application multivoque L*-Carathéodory.
On suppose que les conditions

(H,) Il existe o et 3 dans Q' sous et sur solutions respectivement du probleme (5.1)-
(5.8) telle que o < 3,

(Hy)a(tf) < min  L(z) < max L(z) <B(t), k=1,..,m,
[o(t;),B(t,,)] [o(t;),8(t;,)]
sont satisfaites

Alors le probléeme (5.1)-(5.8) posséde au moins une solution x € Q' vérifiant

a(t) <z(t) < B(t) pour tout te€ J.

Preuve : On procéde sur chaque intervalle Jy = [ty, tg11], K = 0,...,m. On considére
le probléme (5.1)-(5.3) sur Jy = [0, ], c’est & dire le probléme

¥ e F(t,x) ,te Jy, (5.4)

z(0) = a. (5.5)

On transforme le probléme (5.4)-(5.5) en un probléme de point fixe. Soit le probléme
modifié suivant :
Z'(t) € Fi(t,z(t)) ,t € Jo, (5.6)

z(0) = a, (5.7)

oit Fi(t,z(t)) = F(t,(rx)(t)). Soit N : C(Jy,IR) — 260R) P'opérateur multivoque
défini par

Nx={heC(Jy,IR): h(t)=a+ /Otv(s)ds (v € Spm}

ou
Spa=1{v € Spre: v(t) > v1(t) pp. A1 et v(t) < vo(t) p.p. As},

Spre = {v € L'(Jo,IR) : v(t) € F(t, (r2)(t)) p.p. t € Jo},
Ar={te Jy:a(t) <alt) < B}, A= {t € Jo: alt) < B(t) < z(t)}.

Remarque 5.1.1 Pour tout x € C(Jo,IR), l'ensemble Sp, est non vide (voir [58]).

Remarque 5.1.2 Tous les points fires de N sont les solutions du probleme (5.6)-

(5.7).
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Nous allons montrer que N est complétement continu, semi- continu supérieurement
et & valeurs convexes et fermées.

Etape 1 : N est a valeurs convexes.

Soit x € C(Jo,IR), h, et h € N(z). Il existe alors v € Sp, et 7 € Sp, telle que

h(t) =a+ /Otv(s)ds

et .
h(t) = a +/ o(s)ds.
0
Soit 0 <[ < 1, alors pour tout t € Jy, on a

[h+(1—1)h] =a+ /;[zv(s) + (1= D)a(s)]ds.

Comme l’ensemble S'F@ est convexe (car F' est a valeurs convexes), on a
lh+ (1 —=1)h € N(z).
D’ou, N est a valeurs convexes.

Etape 2 : N est borné.

Soit B, = {z € C(Jo,IR) : [[z[|c < 7} un ensemble borné dans C(.Jy,IR) et soit
x € B,. Alors pour tout h € N(z), il existe v € Sp, telle que

t
h(t) = a—i—/ v(s)ds , t € Jo.

0

D’ou .
B < lal + [ fo(s)lds
t
<lal+ [ llon(s)llds.

Ce qui montre que N est borné.

Etape 3 : N transforme tout borné en un ensemble équicontinu.

Soit B, = {z € C(Jo,R) : ||z]jec <7} et h € N(z), alors il existe v € Sp, telle que

t
Wty =a+ [ o(s)ds 1€
0
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Soit uy,us € [0,t1], u1 < ug, alors pour tout h € N(B,) on a

hu) = hw)| < [ u(s)lds

1

< / i ¢r(s)ds — 0 lorsque uy — us.

Donc D’aprés le théoréme d’Arzela-Ascoli (Théoréme 1.2.2) Popérateur N est com-
plétement continu. D’ou N est condensé.

Etape 4 : N est semi-continu-supérieurement.

Comme N est complétement continu, il suffit de montrer D’aprés le Lemme 1.3.1,que
N est a graphe fermé. Soit la suite (z,) € C(Jy,IR) , z,, — x, et soit (h,) € N(z,)
une suite telle que h,, — h,, on va montrer que h, € N(x,). h, € N(x,) signifie qu’il
existe v, € S Fa, telle que

ha(t) = a + /Ot vn(s)ds.

Il faut montrer qu’il existe v, € S ra. telle que
t
h.(t) =a +/ v (s)ds.
0
Clairement on a

[(hn — a) = (hs = a)]lc — 0, quand n — oo.

Soit lopérateur linéaire continu : ' : L'(Jy, IR) — C(Jy, IR) défini par

o) = [ "o(s)ds.

D’aprés le Lemme 1.3.2,Vopérateur T'o S est de graphe fermé. Comme
(hn(t) —a) € T(SFa,); Tn — s €t hy —a — h, — a, alors il existe v, g telle que

t
he(t) =a —I—/ V4 (8)ds.
0
D’ow, h, € N(z,) et par suite N est de graphe fermé .
Etape 5 : Montrons que ’ensemble

M ={x €C(Jy,IR) : \x € N(x) pour un certain A > 1}

est borné.
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Soit Az € N(z) pour un certain A > 1, alors il existe v € SF,;B telle que

x(t) = a+/ s)ds) pour tout t € Jy.

On a alors .
z(t) < al +/ lv(s)|dspour tout t € Jy.
0
D’aprés la définition de 7 on a

[2]loe < lal + @]y < oo

Le théoréme de Martelli le Lemme 1.3.3 nous permet de conclure 'existence d’un
point fixe x pour N qui est solution du probléme (5.1)-(5.3).

Etape 6 : Montrons que
a(t) < z(t) < B(t) pour tout t e Jp.

Soit x une solution du probléme (5.4)-(5.5) et montrons que «(t) < z(t) pour tout
t e Jp.

© Supposons qu’il existe ey, es € Jy tels que ey < ea, x(e1) = aler) et z(t) < ale)
pour tout ¢ € (e, e3).
D’aprés la définition de 7 on a

2 (t) € F(t,a(t)) p.p. te (er,er).

Comme z est une solution du probléme (5.4)-(5.5), il existe v € F'(.,«(.)) p.p. dans Jy
telle que v(t) > vy (t) p.p. dans (e, ez) et 2'(t) = v(t) p.p. dans (e1, €2). En intégrant
2'(t) = v(t) sur (e;,t) avec t € (eq,e2), on obtient

z(t) —x(ey) = /t v(s)ds.

€1

Comme « est sous solution de (5.1)-(5.3), on a
) — aler) </ s)ds t € (e, es).
Or z(e1) = afey) et v(t) > vi(t), on a alors

a(t) > z(t) pour tout t € (e,es).

Ce qui est une contradiction. D’ott «a(t) < z(t) pour tout t € Jp.
® De méme on peut montrer que x(t) < G(t) pour tout t € J,.
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Puisque F' et F) coincident sur [o, 5], alors z est une solution du probléme original
(5.1)-(5.2) sur Jy. On note cette solution par x.

On consideére le probléme (5.1)-(5.3) sur J; = [ty,ts], c’est a dire le probléme
¥ € F(t,x), t € J, (5.8)

2(t]) = L(@o(ty)). (5.9)

Soit le probléme modifié suivant :
¥ e Fy(t,z), t € Ji, (5.10)

z(t]) = Li(@o(ty)), (5.11)

oit Fi(t,x(t)) = F(t,(r2)(t)). Soit N : C(J;,IR) — 2¢U1) Popérateur multivoque
défini par

(Nz) = {h € C(J1,IR) : h(t) = T (zo(t7)) + /(;tv(s)ds v € Spa).

En utilisant le méme raisonnement que précédamment, on peut montrer que N pos-
séde un point fixe. On va montrer que si x est une solution du probléme (5.10)-(5.11)
alors x vérifie

alt) <z(t) < B(t), te .

© Supposons qu’il existe es,eq € Ji , e3 < ey, tel que :x(e3) = a(es),et pour tout
t € (es,eq), x(t) < aft). D’ou :

z(t) — x(e3) = /t v(s)ds,

€3

avec v(.) € F(t,a(.)) p .pt € (es,eq) et v(t) > v1(t) p.p. t € (e3,€4). Comme « est
une sous solution du probléme (5.1)-(5.3) alors

t
a(t) — ales) < / vi(s)ds , t € (e3,€4).
es3
Puisque z(e3) = a(es) , v(t) > v1(t) nous aurons
a(t) > x(t) pour tout t € (e3,ey).

ce qui est une contradiction avec I'hypothése, et par conséquent «(t) < z(t) pour tout ¢ €
Ji. L’inegalité z(t) < ((t) pour tout t € J; se montre de la méme maniére.

Par conséquent z est une solution du probléme (5.1)-(5.3) sur J;. On note cette
solution par .
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Par induction on construit la solution xj; du probléme (5.1)-(5.3) sur [tx_1,tx], k =
3,...,m+ 1. La solution = du probléme (5.1)-(5.3) est définie donc par I’éxpression :

zo(t), t €[0,t]
x1(t), t € (t1,1ts)
x(t) = :

Tm(®)s € (tptsti]
T (t), € (b, T).

5.1.2 Inclusions différentielles impulsives du premier ordre avec
conditions périodiques

Dans cette partie on s’intéresse a I’existence des solutions du probléme :

e F(tx), ted t#t, k=1, .,m, (5.12)
z(t5) — x(ty) = Aw|imy, = L(z(t;)), k=1,...,m, (5.13)
z(0) = x(7T), (5.14)

ou F': J x IR — 2% est une application multivoque a valeurs compactes et convexes,
O=to<ty1 <..<tpm<tm =T, I eC(R,IR), k=1,....m.

Nous allons utiliser la méthode des sous et sur solution pour résoudre le probléme ci
dessus. Dans le cas ou F' est une application univoque, cette méthode a été utilisée
par plusieurs auteurs 25, 40, 52, 63, 64, 66, 74, 76]. Signalons aussi le travail de
Benchohra et Ntouyas qui utilise cette méthode de sous et sur solutions pour résoudre
des inclusions différentielles multivoques avec conditions périodiques [15].

Définition 5.1.4 Une fonction z € Q' est dite solution du probléme (5.12)-(5.14)
s’il existe une fonction v € L'(J,IR) telle que v(t) € F(t,z(t)) p.p. t € J, 2'(t) = v(t)
pp.te€J—{t,..tn}, Azt =t = I(z(t;)), k=1,...,m et x(0) = z(T).

Définition 5.1.5 Une fonction a € Q' est dite sous solution du probleme (5.12)-
(5.14) sl existe une fonction vy € L'(J,IR) telle que v1(t) € F(t,a(t)), p.p. t € J,
() <wo(t) pp- t € J = {t1, .y tm}, Ay, < I(a(ty)), k=1,...,m et a(0) <
a(T).

Une fonction 3 € Q' est dite sur solution du probléme (5.12)-(5.14) s’il existe une
fonction vy € L'(J,IR) telle que vo(t) € F(t,5(t)), p.p. t € J, B'(t) > va(t) p.p.
tedJ—{ty, . tmt, ABli=t, > L:(B(ty)), k=1,...,m et [(0) > B(T) .
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Lemme 5.1.1 Lemme 2.1 [70]. Soient g € L'(J,IR) et x € Q. = est une solution
du probléme périodique :

() +x(t)=9gt), ted t#t, k=1,..,m, (5.15)
Axlimy, = Ix(z(ty)), k=1,...,m, (5.16)
z(0) = z(T), (5.17)

st et seulement si x € C) est une solution de l’équation intégrale impulsive :

o(t) = [ H(t9)gls)ds + 3 Ht, ) la(t),

0 k=0

ou
T+s—t .
_ T 1y-1])¢€ , 51 0<s<t<T
H{t,s) = (e —1) {e”, si0<t<s<T.

Théoréme 5.1.2 Soit ' : JXIR — P, .(IR) une application multivoque L'-Carathéodory.
Supposons que les conditions

(H3) Il existe deux fonctions « et 3 dans Q' sous el sur solutions du probleme (5.12)-

(5.14) telle que o < 3.

(H{)Aa|i—, < min  [i(z) < max [(z) < AB|i—, , k = 1,...,m, sont
[a(ty,),8(t,)] [a(ty,),8(t;)]

satisfaites.

Alors le probléeme (5.12)-(5.14) posséde au moins une solution = € Q' vérifiant
a(t) <xz(t) < B(t) pour tout t € J.

Preuve : On considére le probléme modifié suivant :

() +xt) € Fi(t,x), t € Jt #ty, k=1,...,m, (5.18)
Axlimy, = I(tx(t;)), k=1,...,m, (5.19)
z(0) = z(7T), (5.20)

ou Fi(t,x) = F(t,(tx)(t)) + (tz)(t) et 7 : C(J,IR) — C(J,IR) est I'opérateur de

troncature défini précedemment.

Remarque 5.1.3 i) Aal—y, < I((12)(t;)) < ABli—t, pour tout x € C(J,IR), k =
1,...,m.

i1) I est une application multivoque L'-Carathéodory a valeurs compactes, converes
et fermées et il existe une fonction ¢ € L'(J,IR,) telle que

B3t 2()] < (O] + max(sup [a(t)]. sup 5O pp- ¢ € J et w € C(JIR)
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D’aprés le Lemme 1.3.5,les solutions du probléme (5.12)-(5.14) sont les points fixes
de lopérateur : N : C(J,IR) — 2¢¢/) défini par :

T
N(z) = {h €C(J,IR) : h(t) = / H(t,s)[v(s) + (tz)(s)]ds
0
+ 7 H(t,t) Ik((72) (t)), 0 € Spa ).
k=1

On va montrer que N posséde un point fixe. Pour cela il faut montrer que N est
complétement continu, s.c.s, a valeurs convexes et fermées.
Etape 1 : Il est clair que N est a valeurs convexes.

Etape 2 : N est complétement continu.

Soit B, = {x € C(J,IR) : ||z]|oc <7} un ensemble borné dans C(J,IR) et soit = € B,.
Alors pour tout h € N(z), il existe v € Sp, telle que

h(t) = /UT H(t,s)[v(s) + (tx)(s)]ds + i H(t, tp) () (tg)) , t € J.

k=1

D’ou

(O < [ 1) lo(s) + ) (s + S e, bl x( () 6

k=1

()] < max |H(t s)|[|¢r]l 2 + T max(r, sup [a(t)], sup |5(¢)])],
(t,s)eJxJ teJ teJ

+> sup |H (t, tr)| max(|Aai=r, , ABi=t,) < +00.
k=1 t€

De plus on a

@ < /OTHHt'(taS)IIIU(S)Jr(Tl“)(S)IdSvLZiL:IIHé(t,tk)ll\lk((m)(tk))l
< Jmmax [H(t8)l(l¢]lz + T max(r, sup [a(t)], sup | 5(¢)])]

+ z Su? |H£(tvtk)| maX(|AO‘|t:tw |Aﬁ|t:tk) = Ky,

k=1 1€

ou H|(t,s) désigne la dérivée partielle de H(t,s) par rapport & t, et comme H(t,s) et
H](t,s) sont des fonctions continues sur J x J, alors N transforme tout borné en un
ensemble uniformément borné et équicontinu.

Etape 3 : N est a graphe fermé.
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Soient les suites (r,) € C(J,IR), (h,) € N(z,) telle que x, — z. et h, — h.. On va
montrer que h, € N(z,). (h,) € N(z,) implique qu’il existe v,, € S(p,) telle que

hn(t) = /OT H(t, s)[vn(s) + (tx,)(s)]ds + i H(t te) I ((Txn) (L)), t € J.
On va montrer qu’il existe v, € 5’( Fz.) telle que
h.(t) = /OT H(t, s)[ve(s) + (T.)(s)]ds + i H(t, ti) I ((7x,) (t)) , t € J.

Puisque z,, — x,, h, — h, et les fonctions 7, Iy, k = 1,...,m sont des fonctions
continues, alors

m

) = [ B (e ) () ($)ds = 3 Hlt, t) Tl (7))

k=1

()~ [ H ()T (5)ds — 3 HE )Tl (7 (1)) oo — 0

k=1

lorsque n — oo.
Introduisons 1’opérateur linéaire continu
T
I:LYJ,R) — C(J,IR) v T()(t) = / H(t, s)o(s)ds.
0
Alors, D’apreés le Lemme 1.3.2,'opérateur multivoque I'o Sp est a graphe fermé, par
suite, il existe v, € S(p,,) telle que
T m T
() = [ H(Es)(r)()ds = 3 HE ) I((ra) () = [ H(E 5)(w.) (s)ds.
k=1
D’ou N est s.c.s.

Etape 4 : Il reste & montrer que ’ensemble
M ={x€C(J,IR) : \x € N(z), pour un certain A\ > 1}

est borné.

Soit Az € N(z) pour un certain A > 1, alors il existe v € S(F’I) telle que

w(t) = A"! /OT H(t,s)[v(s) + (t2)(s)]ds + A7! kf: H(t, tp) I ((72)(tg)), t € J.



5.1 Inclusions différentielles impulsives du premier ordre avec second
membre convexe 74

D’ou

()] < /OT [H (L, 5)[l[v(s) + (72)(s)]|ds + i sup | H (¢, 1) [ max(|Aci=r,, [ABi=r, )

k=1 t€

Donc

2lle < s==r(lléllrr + T max(sup |a(t), sup [5(2)])]
teJ teJ

+ Z sup H (t, ty) max(|Aa=t, , |ALBli=t,)-

k=1 teJ
Ce qui montre que M est borné. D’aprés les étapes 1, 2, 3 et 4, le théoréme du point
fixe de Martelli le Lemme 1.3.6 affirme 'existence d’un point fixe x € C(J,IR).

Etape 5 : Montrons a présent que
a(t) < z(t) < B(t) pour tout t € J.

En effet
© Supposons qu’il existe t € J tel que x(t) > [(t). Comme x— (3 atteint un maximum
positif sur J, alors il existe ¢ € [t} t;,,] avec k =0,...,m tel que

(z — B)(ty) = max{z(t) — B(t) : t € [t t;q]. k= 0,...,m} > 0.
O Si by € [t t;,4]), il existe ¢ € [}, tx] tel que
0<z(t)— B(t) < x(ty) — B(tk) pour tout t € [ty,tx].

D’aprés la définition de 7, il existe v,v; € L'(J,IR) telles que v(t) < vy(t) p.p.
t € [ty tr] et v(t) € F(t,B(t)) p.p-t € [t;,1x]. Dou
_ th
o(f) = 2(t;) = [ (0(s) = 2(s) + B(s))ds
k

*

z(te) — x(ty) < [ (va(s) = (x(s) — B(s)))ds.

tk

Comme 3 est une sur solution de (5.12)-(5.14), alors
P(f) — () < B(E) — 5(t) — [ (o(s) — x(s) + 3(s))ds

*
k

x(tr) — x(ty) < B(te) — B(t}).

Ce qui méne a une contradiction.
OSity=t, k=1,..,m, alors

ABli=t, < Axfiy, = Ii(z(ty,)) < ABli=ty.-
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Ce qui est absurde. Donc z(t) < 3(t) pour tout t € [t T).
® Sitr =0, alors B(T) < 5(0) < 2(0) = 2(T), qui est aussi une contradiction. D’ou
x(t) < B(t) pour tout t € J.

De méme on peut montrer que z(t) > «(t) pour tout ¢t € J. Comme F' et F; coincident
sur Uintervalle [o, 5], on aura finalement que z est une solution de (5.12)-(5.14).

5.2 Inclusions différentielles impulsives du premier
ordre avec second membre non convexe

5.2.1 Inclusions différentielles impulsives du premier ordre avec
conditions initiales

Dans cette partie, on s’intéresse a I’existence des solutions du probléme

¥ eF(tz), ted t#£t, k=1,...m, (5.21)
Ax(ty) = L(x(t)), k=1,...,m, (5.22)
2(0) = o, (5.23)

ou F:J x IR — 2® est une application multivoque & valeurs non convexes,
O<ti<..<tpm<tpn =T ,I; eC(IR,IR) ,k=1,....m.

L’approche qu’on va utiliser est basée sur

1° Le théoréme du point fixe de Covitz-Nadler pour les applications multivoques
contractantes.

2° Le théoréme du point fixe de Schaefer combiné avec un théoréme de séléction di
a Bressan et Colombo.

On a le résultat suivant :

Théoréme 5.2.1 On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

(H1) F:[0,T] x R — P.,(IR) @ la propriété que pour chaque = € C(J,IR)
F(.,z):]0,T] — P (IR) est mesurable.

(Hy) il emiste | € L*([0,T],R)telle que Hy(F(t,z), F(t,z) < I(t)|x — z|, pour tout
te€[0,T] et z,z € IR et d(0,F(t,0)) <I(t), pour tout t € J.

(Hs) Pour chaque k = 1,...,m il existe une constante dj, > 0 telle que
|Ix(z) — I(Z)| < di|z — |, pour chaque x , T € IR.
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Alors si|[l|| 1+ di < 1, le probleme (5.21)—(5.23) posséde au moins une solution x sur J.
k=1

Preuve :
® On applique le théoréme du point fixe de Covitz-Nadler le Lemme 1.3.5.0n défini
I’ opérateur N : C(J,IR) — 2€UR) par

N(z)={heC(J,R): h —x0+/ ds+ 3 Lw(t), v e Spal.

Il est clair que les points fixes de N sont les solutions de (5.21)-(5.23). D’aprés
(Hy) F a une sélection mesurable. On vérifie que N satisfait les conditions du
Lemme 1.3.5.

Etape 1 : On montre que pour tout z € C(J,IR), on a N(z) € Py(C(J,IR)). En
effet, soit la suite (z,,),>0 € N(z) telle que x,, — Z dans C(J,IR). Alors, € C(J,IR)
et il existe g, € Sr, telle que pour chaque ¢t € J,

—x0+/gn s+ > Te(z(ty)).

0<tp <t

En utilisant le fait que F est & valeurs compactes, on passera si ¢’est nécessaire
4 une sous suite x,, — I pour obtenir la convergence de g, — ¢ dans L'(J,TR).
Alors, pour tout t € J,

xn—>x—x0+/ s)ds + Z I (z(ty)).

0<tp<t

Donc & € N(z), en particulier N(z) € P,(C(J,IR)). N(x) est fermé.

Etape 2 : On montre qu’il existe 0 < v < 1 tel que
Hy(N(x),N(Z)) < 7|z — Z|| pour tout x,Z € C(J,IR).

Soient z,z € C(J,IR) et hy € N(z), alors il existe une sélection vy, vy (t) € F(t,z(t))
telle que pour chaque t € J,

M) =0+ [ ws)ds+ 3 ().

0<tr<t
D’aprés (Hs), Vt € J

Hy(F(t,2(1)), F(t,2(t) < 1(@)|x(t) — z(t)]]
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Donc il existe w € F(t,z(t)) tel que
[01(t) —w| < 1@ [|l2@) —z@)||, teJ
On considére 'opérateur U : J — 2% défini par

Ut) ={w e R: for(t) — w| <IU(t)[|lz(t) — z(@)]}-

D’aprés un résultat de Castaing et Valadier (voir Proposition I11.4 [26]), 'opérateur
multivoque V' (t) = U(t) N F(t, z(t)) est mesurable et par suite il existe une sélection
mesurable vy de V', va(t) € F(t,Z(t)) et

or(t) = va(D)] < 1) ]l2(t) = 2O, ¢ € J.

Pour chaque t € J, on définit

hg(t):xo+/()tv2(s)ds+ S L),

0<trp<t

Alors, pour tout ¢t € J, on a

t
|ha(t) — ha(t)] < / loi(s) —vals)llds + > [Iu(x(ty)) — In(z(t; )]
0 O<trp<t
D’ou ¢ m
() =l < [ 16)lxls) = a(s)llds + 3 dillz = 2l
k=1
< [lUs)ler + - dilllz — @l
k=1
Par une relation analogue, obtenue en interchangeant les roles de z et z il suit que

Hy(N(z), N(z)) < [[|lt]lx + ki dill|z =zl

Par conséquent N est une contraction et D’aprés le Lemme 1.3.5, N posséde un
point fixe x qui est solution du probléme (5.21)-(5.23).

® On appliquera maintenant le théoréme du point fixe de Schaefer combiné avec un
théoréme de sélection de Bressan et Colombo.
Introduisons les hypothéses suivantes :

A)) F :[0,T] x IR — 2% est une application multivoque a valeurs non vides et
compactes telle que

a) (t,x) — F(t,x) est LR B mesurable;
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b) x — F(t,x) est s.c.i p.p. t € [0,T].
A,) Pour chaque ¢ > 0 il existe une fonction h, € L'([0,T],IR") telle que
|E'(t,z)|| :==sup{|v| : v € F(t,z)} < hy(t) p.p. t€[0,T] et x € IR avec |z| <gq.

Théoréme 5.2.2 On suppose que Ai),As) et

A3) Pour chaque k= 1,... m, il existe une constante dy, > 0, telle que |I.(x)| < di,
pour chaque x € IR ;

A,) Il existe M € L'(J,IR) et ¢ : (0,00) — (0,00) continue et croissante tel que
[EE o)l < M(#)(|z]), te ], xR

et - o ds
/OM(t)dt< e

ou c = ’330‘ + de,
k=1
sont satisfaites. Alors le probleme (5.21)-(5.23) posséde au moins une solution sur J.

Preuve : (1) D’aprés Ay), Ay) et le Lemme 4.3.1, F est de type s.c.i. Le Lemme 1.3.6
affirme qu’il existe une fonction continue f : C((J,IR)) — LY([0,T],IR) telle que
f(z) € F(z) pour tout x € C((J,IR)).

On considére le probléme suivant :

'(t) = f(z(t), ted, t#t, k=1,...,m, (5.24)
Ax(ty) = I(x(ty)), k=1,...,m, (5.25)
z(0) = xo. (5.26)

Il est clair que si z est solution de (5.24)-(5.26), alors x est solution de (5.21)-(5.23).

(2) Considérons opérateur N : C((J,IR)) — C((J,IR)) défini par
N(z(t)) = xo + /Ot f(x(s))ds + i > L(z(ty)).

On peut montrer facilement que N est continu, complétement continu et que l'en-

semble
E(N) = {x € Qz = AN(z) pour un certain 0 <\ <1}

est borné.

Le théoréme de Schaefer (Théoréme 1.2.1) affirme que N posséde un point fixe = qui
est solution de (5.21)-(5.23).
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5.2.2 Inclusions différentielles impulsives du premier ordre avec
conditions périodiques

Dans cette partie, on s’intéresse a ’existence des solutions du probléme

' (t) — \x(t) € F(t,x(t), ted, t#t, k=1,...,m, MA€IR, (5.27)
Ax(ty) = I(x(t,)), k=1,...,m, (5.28)
z(0) = z(T). (5.29)

L’approche qu’on va utilisés est basée sur
1°/ Le théoréme du point fixe de Covitz-Nadler.

2°/ Le théoréme du point fixe de Schaefer combiné avec un théoréme de séléction de
Bressan et Colombo.

Lemme 5.2.1 Une fonction x € Q est une solution du probléme (5.27)-(5.29) si et
seulement si x € Q et il existe v € Sp, telle que

T n
2(t) = [ Gt 9)u(s)ds + 3 Gt ) u(w(ta), L €
0 k=1
ot G c’est la fonction de Green associée au probleme périodique :

{x’(t) —Xx(t) =0 ,t e
z(0) = z(7T).

18re meéthode

Théoréme 5.2.3 On suppose que les conditions suivantes

Hi/ F:[0,T] x IR — Py(IR) a la propriété que pour chaque z € IR :
F(,x):J— Py(IR) est mesurable;

Hy/ II existe une fonction | € LY([0,T],TR) telle que Hy(F(t,z), F(t,z)) < I(t)|z—1Zz|,
pour tout t € J et x,z € IR et d(0, F(t,0)) < I(t), pour tout t € J ;

Hs/ Pour chaque k =1,... ,m, il existe une constante dy > 0, telle que

|1 (x) — Ix(Z)| < dg|x — |, pour chaquex, T € IR,

T m
sont satisfaite. Soit I* = / [(t)dt et My = sup |G(t,s)]. Si My[l* + > di| < 1,
0 (t,s)edxJ k—1
alors le probléeme(5.27)-(5.29) posséde au moins une solution sur [0,T].
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Preuve : On défini l'opérateur multivoque N : Q — 29 par

N(z)={heQ:h(t) = /OT G(t,s)v(s)ds + ki G(t,tg) I (z(tr)), v € Spa}-

Il est clair que les points fixes de N sont les solutions du probléme (5.27)-(5.29).

D’aprés Hy/ F posséde une sélection mesurable. On doit vérifier que N satisfait les
conditions du Lemme 1.3.5.

On peut comme précédemment montrer que N € P ().

Il reste & montrer que N est une contraction, c’est & dire qu’il existe une constante
0 <~ <1 telle que

Hy(N(x(t)), N(z(t))) < v||lx(t) — z(t)|| pour chaque x,z € Q.

Soit x, T € Q et hy € N(x). Alors il existe vy(t) € F(t,z(t)) telle que, Vt € J,

ha(t) = /T G(t, shords)ds + 3 Gt b)) Tu(a(t)).

0 k=1
D’aprés Hsy/, on a pour tout ¢t € J,
Hy(F(t,2(1)), F(t,2(t))) < 1) ||l2(t) — z(1)]].
Donc il existe w € F(t,z(t)) telle que
01 (t) — w[ < 1) [lx(t) —2@)], t € J.
On considére U : J — 2% défini par
Ut) ={w e R |ur(t) —w] < IU(t).[|=(2) — ()]}

D’aprés un résultat de Castaing et Valadier (Proposition I11.4 |26]), 'opérateur multi-
voque V (t) = U(t) N F(t, z(t)) est mesurable, et donc il existe une sélection mesurable
vo(t) de V, va(t) € F(t,z(t)) et

01(8) = va(B)] < LBz — 2|, teJ

Pour tout ¢ € J, on définit

ho(t) = /OT G(t, s)vads)ds + i G(t, tg) Ik(z(ty,)).

k=1
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Alors, pour t € J, on a

[ (£) = ha(t)] </ (£, 8)]-[oa(s )—v2(8)|d8+ki |Gt )| (e (ty ) — Te(Z(ty)]-

< My [ 16)lms — Fallds + Mo S dila(t) — (1)

k=1
Donc

Par une relation analogue, obtenue en mterchangeant les roles de x et 7, il suit que

Hy(N(@), N(@) < Moll* + 3 di. o =

k=1

Par conséquent N est une contraction et D’aprés le Lemme 1.3.5, N posséde un point
fixe = qui est solution de (5.27)-(5.29).

2€mMe éthode
On utilise les conditions suivantes :

A1/ F : [0,T] x IR — 2B est une application multivoque, non vide et a valeurs
compactes telle que :

a) (t,x) — F(t,x) est LQ B mesurable;
b) x — F(t,x) est s.ci p.p. t € J.
Ajy/ Pour chaque ¢ > 0, il existe une fonction h, € L'([0,T],IR") telle que
|F(t,x)| :==sup{|v(t) : v € F(t,z)|} < hy(t) p.p. t € Jet x € IR avec |z| < q.
Lemme 5.2.2 Soit F : J x IR — 2® une application multivoque & valeurs non vide
el compacte. On suppose que les hypotheéses Ay et Ay/sont satisfaites. Alors F est
de type s.c.i.
Théoréme 5.2.4 On suppose que Ay/,As/ et les conditions suivantes :
Asz/ Pour chaque k = 1,...,m, il existe une constante dy > 0, telle que
|Ix(x)| < di pour chaque z € IR.
Ay/ Il eziste une fonction M € LY(J,IR) telle que pour tout x € Q et p.p. t € J,
[1F @, x(t))|] = sup{lv| : v € F(t, z(t))} < M(2),

sont satisfaites. Alors le probleme (5.27)-(5.29) posséde au moins une solution sur J.
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Preuve : D’aprés A;/, Ay/ et le Lemme 5.2.2) F est de types s.c.i. Alors D’aprés
le Lemme 1.3.6,il existe une fonction f : C(J,IR) — L'(J,IR) telle que f(z) €
F(z), Vo € Q. On considére le probléme :

Z(t) = f(z(t), ted, t#te, k=1,.,m, (5.30)
Ax(ty) = I(xz(t;)), k=1,..,m, (5.31)
z(0) = z(T). (5.32)

Il est claire que si z € Q est solution de (5.30)-(5.32), alors x est solution de (5.27)-
(5.29). On considére 'opérateur N : 2 — Q défini par

N(z(t) = /0 Gt ) fla(s))ds + g G(t, ) Iu(2(t))).

On peut montrer comme précédemment que N satisfait les conditions du théoréme
de Schaefer le Théoréme 1.2.1.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce mémoire, nous avons appliqué quelques méthodes topologiques (Trans-
versalité topologique de Granas, la méthode des sous et sur solutions, 'argument du
point fixe combiné avec les estimations a priori, tel que le théoréme du point fixe de
Covitz-Nadler pour les applications multivoques contractantes, le théoréme du point
fixe de Schaefer combiné avec un théoréme de séléction dii a Bressan et Colombo)
pour 'étude de certaines classes d’équations et inclusions différentielles ordinaires et
d’autres soumises & des impulsions en des temps fixes avec des conditions initiales,
périodiques ou non linéaires. Pour le cas d’un second membre multivoque, nous avons
étudié le cas convexe et le cas non convexe. L’étude du cas non convexe vient d’étre
initiée récemment par Benchohra, Henderson et Ntouyas dans [18]. Ces derniéres
années, quelques travaux généralisant les équations et les inclusions différentielles im-
pulsives en des temps variables ont été obtenus (|19, 20]). Dans un future proche, on
compte entamer 1’étude de certaines classes d’équations et inclusions différentielles
fonctionnelles impulsives en des temps variables de la forme

y'(t) € F(t,y), ppted, t#m(y(t)), k=1,...,m, (5.33)

y(t") = L(y(t7)), t=mnly(®), k=1,...,m, (5.34)

ot F:J x D — 2B" est une application multivoque & valeurs non vides compactes,
D = {¢:[-r0 — IR";¢ est continue presque partout sauf en un nombre fini de
points ¢ en lesquels (t) et (f1) existent et (™) = ¢¥(¢)}, ¢ € D, 0 < r < o0,
7 : IR" — IR, I, : IR" — IR", £k =1,2,...,m sont des fonctions données. Pour toute

fonction y définie sur [—r, T'] et pour tout ¢ € J on note par y, ’élement de D définit
par

w(0)=yt+40), 6|0

y:(+) représente I'histoire de 1’état du systéme du temps t —r, jusqu’au temps présent
t.
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