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CHAPITRE .I. INTRODUCTION.

Soit 9 = C{x} I’espace des germes de fonctions holomorphes a 1’origine ( = les séries
convergentes d’une variable ) , ¢’est en particulier un anneau de valuation discréte
relativement a la valuation v définie sur son corps des fractions

K=9[x"] = {f=x".g;:peZ;ge9 } (=corps des germes en 0 de fonctions méromorphes)
par :

Pourtout fe K ; f#0 , v(f) = infz{p; f=x".g et g(0)=0}
je. v: K—>Z , avec v(K)=2Z |,

et v(x)=1 (= générateur du groupe Z ) signifie que la variable x définie une uniformisante

pour la valuation v .

Si fed,alors fix) = 2, {f®©0)p!}x" et onabien v(f)=infu{p; T 0)=0}>0.

P>0

Dénotons par 9 et K~ les formalisés respectifs de 9 etde K (i.e. leurs complétés

x-adiques pour la valuationv ) .

Soit Q'x = Q le K-espace vectoriel de rang 1 des 1-formes différentielles sur K et
d: K—— Q [D’application différentielle ; c’est une dérivation non triviale , i.e. une
application additive non nulle vérifiant 1’identité

d(a.p) = a.dp + B.da  pourtous a,P €K;



on a alors pourtout a € K, da = (da/dx).dx = B.dx , avecP €K ;

et dx estun générateur de Q.

L.1.DEFINITIONS.

Soit E un espace vectoriel de dimension n>1 sur K ; on définit une connexion sur E

comme ¢étant une application additive
0:E— Q®E
K
satisfaisant a 1’identité de Leibnitz :

da.e) =da®e + ade , pourtoutaeK et ecE.

Si Q' =Hom(Q,K) dénote le K-dual de Q, la base duale de dx est la forme linéaire 1/dx
définie par le crochet de dualité

<odx,l/dx>=aoa |, pour tout aekK
et tout élément de Q" est de la forme o /dx avec o €K, puisque Q" est aussi un K-espace

vectoriel de rang 1.

Maintenant, pour tout T €Q" , on pose

d:(a) =<da,t> quiestunélémentde K, pourtouta eK ; et

O-(e) = <0Oe,t> quiestunélémentde E , pourtout e €E ; onaalors

d:(a.p) = <o.df + Bda,t > = ad:f + Bdix ; Va,B €K,

i.e. d; : K——> K estune dérivation dans K ; et

O:(ae) = <da®e + a.0e, 7> = <da®e,T> + < ade,t >

= di(a).e + o.0:e ;. VYV aeK,VecE,



1e. 0. : E——>E estuneapplication C-linéaire ;

en particulier , pour t=1/dx , on notera 0. = 0 et onaura

(™) da.e) =da/dx.e + a.de ; VaeK, VeecE ,

et c’est ce que I’on entendra par une connexion donnée sur E .

Notons que pour t=x"dx € Q' ; keZ ,ona

81(6)=<6e,xk/dx> = x*<de,1/dx> = x"0e , VecE

etdonc, pourtout o €K et 1 €Q’ : Ou(e) = a.0(e) ; VeeE.

DEFINITION.1.1.

La connexion O donnéesur E estdite «réguliére » s’il existe une

base (e)=(ei,...,en) K" = E ; de E surK; dans laquelle la

matrice M de la connexion définie par

oe; = z ai.¢ ; 1<1<n, et (dey...,08) = (€1,...,6a )M ;

1<j<n

M= [ai,j]i’j ,aun pdle simple , i.e. M € X L. My(9) , o Mn(9) est’ensemble

des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans I’anneau 3 = C{x} .

Autrement , 0 est dite « irréguliére ».



La classification dans le cas régulier est supposée connue ; voir a ce propos
[Mn],[D1],[K],[M1], ... ; elle se réduit a la classification formelle et revient a 1’étude de

la monodromie attachée a la connexion .

On se propose d’exposer le cas irrégulier .

Le principe de cette classification remonte au mémoire fondamental de Birkhoff [B] qui traite
le cas ou , dans une base convenable , la partie la plus polaire de M a ses valeurs propres
distinctes ; sur ce cas voir aussi [B-J-L].

Dans le cas général , une étude détaillée se trouve dans Jurkat [J].

6n donnera ici une version de la classification due a Deligne [D2], qui s’appuie sur des

remarques antérieures de [S2] et [M2] .

Dans toutes ces méthodes , un ingrédient essentiel est un théoreme de matrices holomorphes
inversibles de Sibuya [S1] ; il s’agit du « Fundamental lemma » cité dans [B-J-L] ;pp.88-89.,
et que 1’on retrouve dans [S2] ,Théorémel. ; dont une variante se trouve déja essentiellement
dans [B] ; il s’agit du « Preliminary theorem » , pp.533-34;

et pour nous est le THEOREME.3.5.



1.2. TRADUCTION EN TERME D’EQUATION DIFFERENTIELLE.

Avec les mémes notations que ce qui précede ;

¢tant donnée une connexion 0 sur E , le choix d’une base (e) de E sur K ,identifie , pour tout
1eQ’, I’application ( = connexion ) 0; a un opérateur différentiel sur K" de la maniére
suivante :

Les coefficients de la matrice M de la connexion 0. sont uniquement déterminés par les

équations

0. € = Z aji.¢ ; aiekK , I<i,j <n; ie. oO(e)=(€)M ; M= [aij] ij -

I<j<n

Si f estunvecteurde E,ona f = Z fie; ; fi eK, 1<i<n, et

1<i<n

O:f= 2 {dfie+fi.0ce} = 2 {dfiei+ .2 aj.e }

I<i<n I<i<n I<j<n
= 2 {dfi + 2 ayfte
I<i<n I<j<n

donc , avec ce choix d’une base , on déduit I’application
(a-[)(e) . Kn —> Kn N

définie pourtout f= T(f,....f,) eK" par

@)e (f) = (de+ M)E 5 M= [ay]ij e M(K).

Pour obtenir une Equation Différentielle , on a d’abord besoin d’un vecteur g de E qui soit
cyclique pour &; ; i.e. tel que le systéme { g, d:g, 8:°g,...., &"'g } soit libre sur K ,
donc constitue une base (g ) de E sur K ; vecteur dont I’existence est assurée par

le Lemme suivant :



LEMME.1.1. ([D1],11.1.3.)
Sous les hypothéses précédentes , et si K est de caractéristique 0

(ce qui est le cas ), il existe un vecteur cyclique g de E pour 0 .

Ainsi donc , on aura pour tout f € E |

f= 2 fog ; feK,0<i<nl,

0<i<n-1
[ 6.(dlg) = a"g 5 0<i<n-l,

et
\ 0'g = Z ai.arig ; a, €K, 0<i<n-1 ,
0<i<n-1

d’ou

o:f= 2 {dfidig+ .8 gt = 2 {defi+fy+a.f }og ; £4=0,

0<i<n-1 0<i<n-1

ce qui fournit , en notation matricielle , I’opérateur différentiel
(81)(Q)EV : K' — K" ,

qui a la représentation en coordonnées

fl—> (d:+N)f ; avecf ="(fo,fi,....f)) e N= |01 o

Notons qu’alors , si S désigne la matrice de passage de la base (e) a la base () ,

ce quis’écrit (g)=(e)S , onaura

Vf=(d+S'MS+S'd.S).f : pourtout f eK" ,



1.€. N=S'1.M.S+S'l.dTS ;en effet :

(e)=(g)S' et O(e)=(e)M par hypothése , alors

oL (@S") = (9).d:S" + 3(9).S" = (9)-(-5".d:S.8" +(9)".049).8") = (@).5'M
d’ou S'TM.S+S".d.S=(9)".6:9) , ce quis’écrit

o9) = (9).(S'TM.S+S5".d.S)= (g).N .

Maintenant , en considérant ’espace dual E' = Hom( E, K) de E que I’on munit de la

connexion duale ;" de 0, définie par le crochet de dualité

<f,0; 0> = d<f,¢o>—- < df,p> , pourtous feE , ¢ €E’,

on a relativement a la base duale (g)': K" =— E' de (g) ; avec la notation

(0 )gv =V" ; leproduit scalaire dans K" :

(VVe).f =d(fe) — ¢.Vf ; pourtous f,e eK",

avec , d’une part
d( fo) = fdio + o@.d.f

et e.VE = @.((d+N)f) = @df + @.(N£)

ce qui donne (VVe)f = fdio — ¢.(N.f) ,

et d’autre part o.(N.f) = z Qi .{ fia+ a.fo1} ; fiu=0

0<i<n-1

= 2 oifi + { 2 ¢ b

0<i<n-1 0<i<n-1
=( N )f ; ol 'N=Transposée de N ;

d’ou
vVV: K' — K"

f —— d.f - 'Nf ;  pourtout feK".



Lenoyau Ker (V") de cet opérateur différentiel est le sous-espace vectoriel de K"

des vecteurs f ; dits horizontaux ; qui vérifient I’équation

cequi,avec f = '(fy,f),...., f..1), constitue un systéme de n équations différentielles

du 1% ordre
[ dfi = £y ; 0<i<n-l ,
]

| d.for = 2 a.f

0<i<n-1

dont la dérniére fournit I’équation différentielle linéaire et homogéne du n°™ ordre sur K

i fy, = 2 adify, ; fyeK .

0<i<n-1

En correspondance avec la Définition 1.1 , avec d. = d/dx ; ie. t=1/dx , ona:

DEFINITION.1.2.

x =0 est un point singulier « régulier » de I’équation différentielle

(dV/dx"y = 2 ax).(d/dx)y |,

0<i<n-1

si les fonctions x"".a;(x) appartiennenta 3 , ou encore , aprés

multiplication par x ", 1’équation devenant

(x.ddx)"y = > bi(x).(x.d/dx)'y ,

0<i<n-1

avec bi(x) €9; Vi (i.e. enprenant T = x/dx ).

Autrement, x =0 est un point singulier « irrégulier » , i.e. il suffit que I’un des

bi(x) soit dans K—-9 .



1.3. VECTORIEL A CONNEXION.

Dans tout ce qui suit , on dénotera par ( E ,0) un espace-vectoriel E de dimension finie
sur K muni d’une connexion 0.

Deux vectoriels a connexion ( Ej, 0) et ( E,, 0;) seront dits « isomorphes » s’il existe
un isomorphisme des K-vectoriels E; et E; qui commute aux connexions 0; et 0, ;

1.€.

3¢ € Homg(E;, Ey) /820(p = @o0; ; onaalors (p'1 € Homg( E,, E;) et
0100 1= [0} 100, , d’ou 0 =0 08,0 o
et on ecrira simplement 0,p = @0,
On dit dans ce cas que ¢ est une « section horizontale inversible » de Homg(E;, E;) .
Les objets de type ( E,0) forment une catégorie abélienne avec pour morphismes les
sections horizontales ( non nécéssairement inversibles ) ; cette catégorie posséde
un produit tensoriel défini par :

(E,01) ® (Ez0:) = (Ey (1? Ey.,o0) ,
ou 03(e1®ey) = 01e1®e, + e1®0e;, ; pourtout e €E; et e, ek,
et chaque objet (E, 0) défini un foncteur interne Hom
(Ei, 01) — Homk((E,0),(Ei,01)) = (Homk(E,E;),0:)
ou
(0,0 )(e) = Oi(p(e)) — o(Ce) ; pour tout ¢ eHomg( E,E)) et e cE

en particulier pour ( Ei,01) = (K, d) etde I’isomorphisme de définition E'=Hom( E, K)
on retrouve la connexion duale 0" = 0, (déja définie ) et usant de I’isomorphisme

de K-espace-vectoriels
HOH’IK(E ,El) = EV® E1
K

défini par : ('®e)(e) = e'(e).e; ; pourtout € €E , €, €E; et €' €E" ,

on obtient un isomorphisme de K-vectoriels a connexion .



CHAPITRE II. CLASSIFICATION FORMELLE.

II.1. EXTENSION.

Le changement de variables t=x p ; PE N , défini sur K une extension totalement
ramifiée LK de degré p dont t est une uniformisante .
En effet, P(X) =X?—x estun polyndme d’Eisenstein de K[X] dont t est une racine,

d’ou
L=K[X]/(P(X)=K[t] =C{t}[t"] et [L:K]=p

d’autre part, si pour u €L on dénote par Nip|x (u) le déterminant de I’ endomorphisme

du K-espace vectoriel L défini par la multiplication par u ,i.e.

sipour (B):K’P=— L unebasede LK , my:L —> L esttelle que
my(PB) = BM ; MeM(K) ,

alors Npjg(u) = det(M) eK avec Np|gx (L*)= K* (ouX*=X-{0},X=L,K);

la formule vi(u) = 1/p .v(Np|x(u)) définit 'unique valuation sur L qui prolonge celle
donnée sur K puisque

vi(L*)=1/p v(K*)=1/p.Z et vi(x)=1/p v(x") = Vv(x) ;
I’unicité provenant du fait de I'indice [ vp(L*): v(K*)]=p=[L:K] ,
et vi(t)=1/p.v(x)= 1/p signifie que t est une uniformisante
On normalise alors vi sur L ;i.e. on définit une valuation équivalente ; en posant

vi(t)=1, cequi donnera vi(x)=p.v(x).

10.



Maintenant, la dérivation continue d/dx sur K s’étend de maniére unique a la dérivation
t sur L déterminée par lacondition +t|K = d/dx , et larelation

t(n) = &(t).du/dt ; pourtout p L ;ou &(t) doit vérifié 1=1(x)=1(t")= g(t).p.t"" ,
etdonc t:L——> L esttelle que

T(u) = l/p.t/x.dudt ; pourtout peL;
ie. T =1/p t'"P.d/dt ;

et la connexion 0 supposée donnée sur E s’étend de maniére uniquea EQ L = F
K
(extension des scalaires) par :

0®1t)a®e) =ta®e + a®0e ; pourtout o €L et e €E ;

en identifiant E au K-sous-espace { 1®e ;ecE } de F , onabien (8®T)|E =0,

etsionpose 0®t =0 ,onaura pour BelL et f=a®e €F:

oaPBf) =tPa)®e + (PB.a)® e

(Brta + atP)®e + P.(a®e)

T.(a®e) + B(tra®e +a®de) ;

ie.
op.f) =tpf + B.of ; pourtout PeL et feF;

on normalise 0y sur L ; i.e. on définit une connexion équivalente au sens qu’elle posséde

exactement le méme noyau Ker (F,0.); enposant & = p.t™'.0. de sorte que

(**) oB.f) =dp/dt.f + B.of ; pourtout BelL et feF ;

et c’est ce qu’on entendra par la « connexion extension »de 0 a F.

Si () :K"=—E estunebasede E sur K relativement a laquelle la matrice de la

connexion O estdonnéepar M e My(K) , ie. d(e) = (e)M , alors

A1



(f)=(e)®id. : K"QL = E®L =F
K K
estune base de F sur L relativement a laquelle la matrice de la connexion J; est donnée

par :
M = p.tP'M(t) e My(L) ; car ona

o(f) =ptPloy((e)®idy) = ptPa) ®id. = ptP(F)M() = ()M,

11.2. VECTORIEL A CONNEXION UNIDIMENTIONNEL.

Soit ;' = L®dt le vectoriel derang 1 sur L des 1-formes différentielles sur L .
Pour o €' ondénote par F* un L-vectoriel de rang 1, L.f , muni de la connexion
0% définie sur le générateur f par :
. 0%t =% af = (a/dt)f = f(a/dt) ,
Le.

0% = o |Lf e F*=(Lf,a0%) .

Ainsi, pour a et B dans ' onaura:

F* = FP sietseulement siil existe ¢ € Isom (L.f,L.g) tel que 8 P(o(f)) = (8 “f),
On développe :

o(f)eLg = 3T Arel* telque o(f)= A.g , et donc

oP(p(f) = aP(hg) = dvdt.g + A(B/dt).g = A(A'.dudt + P/dt).g ;

et
e(0%f) = o((o/dt).f) = (a/dt).e(f) = A(o/dt).g , dou
F* =~ FP = a=p+ Ahdr ;A elL*
& o—B  estune 1-forme différentielle a pole simple , avec le

coefficient de t ' entier ;

A2,



en effet,
A =A(t) eL* implique que A = th o avec o eC{t} et w(0)#0 ,keZ;
et di = (kt"o + t"dw/dt).dt implique A'.dA = kt'dt + deo/o avec

do /o € C{t}®dt puisque vi(do/dt) > vi(o) , ie. vi(o .do/dt) >0.

L’ensemble dl,L* = {y'dy ; y eL*} estun sous-groupe invariant du groupe
additif (Q.',+) puisque

a'da—b'db = (a/b) 'd(a/b) ; pourtous a,b eL* ;

on peut alors parler de congruence , dans Q' , modulo dl,L* ; et
un L-vectoriel a connexion de rang 1 est entierement déterminé par un élément

de ;' modulo dl, L* , l.e.

. . . . . N . N 1
« F%est unique a isomorphisme de vectoriels & connexion prés pour tout o € Q;~»

Rappelons briévement la classification formelle d’un vectoriel a connexion

réguliere ( [Mn],$ 6. Théoréme 4. pp.121-123.).

Soit (E,d) un K  -vectoriel a connexion réguliére de dimension finie n .
Alors il existe des éléments ay,....,a.s dans Q" modulo dl, (KA)"< ; s<n, et des

entiers naturels non nuls nj,....,ng tels que

E= @ G*

I<k<S

G =E*®E™ ¢étant indécomposable ,ie. E™* est I'unique K -vectoriel
K

g . o N o
unidimensionnel contenu dans G “* ; avec ng = dimg* G k , et

13.



n A AN n;
EX = Z K.eki ;o ou (ekl,...,eknk) - KK =5 E % estune base telle que

8eik = eki+] ;o I<1 < -1, et Geknkz
De plus, cette décomposition est unique au sens du Théoréme de Krull-Schmidt.

Cela se traduit en terme d’opérateur différentiel sur K™ par ([W].Théorémes 5.1 et

5.2.p.21 ; [M1].Proposition 6.1. p.160 et Corollaire 6.4. p.163 ) :
Dans une base convenable (e) : K™ = E, ona

x.O)e=xd/dx +M ,avec M= @ M* ¢ Mn(9"), ou* = x.0ou

1<k<S
ok* * . .

et M = oy*Ing + Nng ; Nng matrice nilpotente de Mn, (C).

En conclusion , les classes des éléments ., ... ,o0s et les dimensions ny, ... ,ng forment

un systéme complet d’invariants du K -vectoriel & connexion ( E, 0) .

I1.3. VECTORIEL A CONNEXION IRREGULIERE.

Le Théoréme suivant est classique ( Fabry (1885) , Hukuhara (1942) et

Turrittin (1955) : [T1] .Théoréme.l.) .

On trouvera aussi une démonstration dans [W] et d’autres plus récentes dans [M1] ,

[L] et [R].

14.



THEOREME .2.1

. . . . A
Soit ( E, 0 ) un vectoriel muni d’une connexion sur K .

Aprés éventuellement une ramification t” = x , on a une décomposition

EQL = @ (F*®G*) ,
K» o L~

ou les F* ont la signification donnée précédemment avec L remplacé

par L', et ou les G“ sont réguliers .

En décomposant les G “ suivant leurs facteurs indécomposables , on obtient alors

les facteurs indécomposables de E @ L .
K/\

Démonstration : ( [T1] + [K]).

Soit n=dimg+E ; sin=1 iln’yarien a démontrer ; avec n > 2.

Soit e un vecteur cyclique de E pour la connexion @ ; ie. (€) = (e, de,...., 0" "e)
est une base (cyclique) de E sur K’ : alors il existe des éléments aj, a, ...., a, dans KA;
tels que

o"e = Z a.0" e ;

1<i<n

et relativement a la base (e) , la matrice de la connexion 0 est

[00 ... 0 an(x) |
[10.......... 0 an1(x) |
M=]01 . | e My(K)
|, 0 . |
[0 o 01 ax)]

ie. a@e) = (€)M

Considérons le nombre rationnel de Katz
r= sup(—-v(a)/i) -1 =m/q ;meZ ,q=21 et (mq)=1;
1<i<n

onaalors v(aj) > —i(r+1) pourtout i=12,....n.

15.



Maintenant, si m<0 , r+1<1 et v(aj))>—1 pourtout i ,on considere alors la base
(f) =(e).S, ou S =diag(l,x,x,...,x""), relativement a laquelle la matrice de la

connexion O est

[00....0 x"a, | [00 ...... 0 |
110....0 x"'a,| 1010.....0 |
MS=SMS+S'ds/idx =x'.lo1. .. |+ x'.02...0 |
. 0. | | o
10....01 xa; | L0 ...0 n-1]

avec v(x.aj) =1 + v(a) = 0 ; pourtouti;

ie. MSex'My(9") , et (E,0) estrégulier (cf. Définition 1.1.).

On ne s’occupera donc que de I’hypothése m > 0 ( cas irrégulier ) .

Soient KtA = KA[t] lextension de K telle que t% = x , & laconnexion extension de

0 a3 EQK, dematrice M= qt?'M e My(K,), u=m+qeN (u>1) et
K/\
S = diag (1,t ™, ..., t®" ") e My(K,) .
Considérons labase (f) = (e).S de EQK, sur K, ;ie (f)=(fi.fh,....f)
K/\

i—1). i-1 . . . . \
avec £.=t0"D¥ 5ile 1<i<n ; et lamatrice de la connexion &, relativement a

cette base donnée par

[0 ....... 0 tayt?) | [00 ....... 0 |
110 .....0 ™ Da @D [ou .
M3 = S'™MS +S'dS/dt=qt ™ '.Jo10..... . |+t 02u o
|, 0 | [ 0 |

l0... 01 .t“al(tq) ] 10...0 u(n-1) |

avec vi(t".ai(t9)) = wi+tqv(a) = uwi —q(ui/q) = 0 pour touti ,et égalité pour au

moins un indice i, .

.16.



Posons bi(t)=t".a(t9) ,1<i<n , etconsidérons la connexion (t™/q).5,= V
de matrice

™ PM® =B e My(9) : 9= C[[t]] .

Du fait que vi(bi,)=0 , ona b;(0) # 0 et B(0) est nonnilpotente ; i.e.

det(T.I,— B(O)) = T"- 2 b0).T""' = T",

I<i<n

cela signifie que B(0) posseéde au moins une valeur propre non nulle .

Faisons une premiére réduction ; deux cas se présentent :

ler%‘
Si B(0) posséde au moins deux valeurs propres distinctes , au moyen d’une

transformation linéaire constante et inversible de matrice P € M,( C ) , on peut

obtenir la matrice de la connexion V relativement & la base (g) = (t*'/q).(f ).P donnée par
C=P'BP =C(0) + tD ; avec DeMy9,) et C@0)=P'BO).P=CDC, ;
ou C; posseéde I'unique valeur propre , disons p;, de multiplicité I’ordre n; de C,;

(n;>1)et C, estlamatrice d’ordre n—n; possédant les autres valeurs propres .

On aura besoin du Lemme de relévement de Sibuya (1958) suivant :
LEMME.2.1. ([W].Théoréme.11.1. ; [M1].Proposition.8.4. + Remarque.8.5. )
Soit un opérateur différentiel D = M ddt + M 3 k=1 et M e My( C[[t]]).
Supposons qu’on ait une décomposition de M(0) en deux blocs
M(0) = M, DM, ; Mj d’ordre nj>1 et M, d’ordre n—n = m
avec M; et M, sans valeurs propres communes .

Alors il existe une matrice inversible A dans M,( C[[t]] ), avec A(0)= I, telle quela
transformation Y —— AY ; Y eC[[t]]n transforme 1’opérateur D en
D= td/dt + N ; avec N = ATMA + AT dA/E = Nl@ N, ;

Ni € Mn;( C[[t]]) et Ni0) = M; , pour i=1,2.
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Ainsi donc , d’aprés ce Lemme il existe une matrice inversible A eM,(9) telle que

relativement a la base (h)= (g).A la matrice de la connexion V soit

C* = ATCA + (1/.At™ dA/dt = NND N, e My(9),avec Ny(0)=C, possédant

I’unique valeur propre p; € C de multiplicité n; >1.

Les vecteurs coordonnés hy, hy, ..., hygy (ou n(l)=n; ) delabase(h) engendrent

le sous-espace F; de E® K, surlequel la connexion
K/\
at,l 58t|F1 cFr— Fy

est de matrice .t 7™ '.N; € Mny( K, '), et onabien 8,( F))c F; puisque &, est additive .

Si Np(0) posséde une unique valeur propre , la 1 réduction est terminée , alors avec

A
F, = <(hn+1, ..., hy) >k on aura

E®K, = F®F,.
K/\
Sinon on refait le 1% cas avec B(0) remplacé par N(0) .

En poursuivant ce processus , on arrivera nécéssairement a une base ( Z ) relativement a
laquelle la matrice de la connexion V estdelaforme N = @ N; ;
1<i<s$

avec Nj(0) possédant I’unique valeur propre p; eC ;

et en considérant les sous-espaces
Fi = <(Zni+1, .....,7Znj) >k 5 1<i<s, no=0 et ng=n
on a une premicre décomposition

EQK = ® F . ()
KA

1<i<S



2eme %

Si B(0) possede une unique valeur propre p €C , nécéssairement p # 0 et de plus

tous les bj(0) =0 a cause de I’identité

det( TI,-B0)) = (T-p)" = 2 (M.T".(¢Dp" ;ou (") =nl/Gl.(n-i));

0<i<n
ie. bi(0)=(-1)"""G".p' # 0 ; pourtouti;
il s’ensuit que vi( bi(t)) = iu + q.v(a)) = 0 , Vi ; mais comme (m,q) =1 implique
(m,u) =1 et qu’en particulier pour i=1 ona v(a;))=—u/q €Z ,nécéssairement

q=1,t=x,v(a) = —iu ; Vi , avec u=m+1 et byx) = x “ai(x), Vi.

Relativement a labase (f) = (e,x"de, ... ,x"® D" 'e) : K® => E |,

Ona &(f) = (f)M® avec

[00......... 0 by(x) | [00......... 0]
10........ | |0u |
MS=x" 0., . |+x7L]. . | e Mn(K")
T 0. | .. .0l
l0...... 01bi(x) ] 10 ....0 (n-1)u

Considérons la transformation :

(g) =(H).T ;avec T=exp(—px "/m)l, ;
on a alors

a(g) = (F)dT/dx + a(F).T = (g)[px "I+ M%]

et si on dénote par (E, &) le vectoriel a connexion sur K de matrice M 5.

ie. 8g) = (g)M?® ; onauralidentité

0=8&+px "id ; id = identité de E ,

et on devra décomposer (E, é-).

Pour cela , on va d’abord définir une base « cyclique » de E pour é&.
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Ona 0=&+px"id implique 8% = 600 = doé + &( px “id)
=&+ px e+ (—p.u.x_u_l.id +px .8+ px "id))

=&+ 2px "8 + (pP—uwpx")x *id

enposant Pio(x)=(%).p' ; 0<i<1, et Pyo(x)= p*—pux.t’

on obtient
0% = 2 Pux)x “ari.

0<i<2
Faisons I’hypothése de récurrence sur I’entier k > 2

okl = D Pua(x)x ek
0<i<k-1

ou Piy 1(x) estun polyndme enx , 1<1<k-1 et Pox1=Poor=1,

et calculons 0°=000'. Ona

F=0( 2 Pua(x)x™&Hy = X a(Puax)x &), avec

0<i<k-1 0<i<k-1

O (Pigi(x).x M8y = &(Pua(x).x &) + px U (Pici(x).x e

Il
~
[oN
~
o,
>
~
o
i
=
>
.\/
><I
-
\../
></‘\
7
=
_|_
©
o
w
=
[
A
—
NI
7
| E/
©))
o
_|_
o
w
=
b
y
NI
&
)
o)

alors
k= 2 { A& + Bx).& }
0<i<k-1

= 2 AT+ Au®d  + Byx).& + D Bix).e<

0<i<k-2 1<i<k-1

= Byx).8" + 2 { A +Bin® }.8"" + Aux).id :

0<i<k-2
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avec Bo(x) =Pox1=1;

et en posant
Pox=Pox1 ,

Piu(x)= { Au(x) + Bi(x) }x™ ; I<i<kl
et Prx(x) = Axi(x).x ku ,
on obtient

ok = Z Pix(x).x dughk-io pour tout k>0 .

0<i<k
En particulier , par exemple , pour k=3 on aura
Po3= Ppr=1
P13(x) = { Ap(x) + Bi(x) }.x " = {d/dx(P2(x)).x" + p.Po2(x)} + Pja(x)
= p+2p=3p =Cop ,
P3(x) = {Ai(x) +Bay(x) }.x ™
= {d/dx(P12(x).x )X * + p.P1o(%) } + Paa(x)

= (-2upx "Hx™ + 27 +p —uwpx "= 3p* - 3upx "t

et P33(x) = Ax(x) . x "

= d/dx (P22(x).x 2).x " + p.Pra(x) = p’=3up’ X" Hu(ut+1)p.x" ",

On voit que plus généralement , ona pour 0 <i<k

Pix(x) = (X)p' + polynéme en x™ ; m=u-1>0
et donc P;x(0) = (ki)pi #0 ; par conséquent pour k=n-1 , les éléments

Pi,n_l(x).xfi'u de K , 0<i<n-1, nesontpasnuls; et larelation

e = 2 Paax)x M& e =z 0g

0<i<n-1

montre que
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{e, ée, éze, ,é“'l e } estune famille libre et maximale de E sur K , d’ou

une base cyclique pour €.

Maintenant , I’équation donnée % = 2, ai(x).0"'e , s’écrira
I<i<n

Fe= 2, ax).{ 2 Piai(x)x .8 }

1<i<n 0<j<n-i

- 2 { Z 2i(X).Pijn(x).x0V0 } @M e = Y Pia(x).x avie

I<i<n  1£j<i 0<i<n
1e.

Fe = 2 { 2 a()Puai()xt —Piu()x M fet e

I<i<n  I<j<i

Z { Z (aj(X),Xj'u),Pi_j’n_j(X) — Pi,n(x) }.X *i.u.é_n—ie

I<i<n  1<j<i

Y oc()x MaMe = D di(x).8"e ;

I<i<n I<i<n

posons alors
r=sup(—v(d)/i)—-1=my/qy ; meZ,q=1 et

I<i<n
et comparons T et ;.
Ona c(x) €9 ,1<i<n, car a(x).x"" = byx) €9 et
Pij(x) e C[x" cC[x] ,0<j<i<n; alors

ci(0)= 2. bi(0).Piyni(0) = Pin(0) = 2 (-1.(.p.(p)p = ()p!

1<j<i 1<j<i

= { 2 DL - O

1<j<i

et les relations

b

(m,q)=1;

). = (D) et > -1y".() =1  montrent que

1<j<i

ci(0)=0 , pour tout i;1<1<n , ie. v(ci(x))>0; Vi, par suite

v(di(x)) =-1.u + v(ci(x))>-iu ; Vi , et donc r, < r ouencore m;< qi.m .
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Sir <0, ie m <0, alors v(di(x))>-1 ; Vi, et comme précédemment , il existe une
base de E sur K' dans laquelle la matrice de la connexion & a un pdle simple ;
ie. ilexiste (f) = (&)S : K" =5 E ,ou (e)= (e,ée,8%¢,..,6e) et

S = diag (1,x,x% ..., x"") tel que

[00........ 0 x"dyx) |

110.....0 . |
B(F)=(&+px"id).(£) = (O.{px "L+ x". | 012. . . | }

I n-2 x%.dx(x) |

[0...... 01 n-l+x.di(x)]

Soient alors G*=(E,8);ou a=p.x “dx €Q , f I’undes vecteurs coordonnés de la

base (€) , E*=(K .f,0%);ou 0 %estla connexion définie par & *f = (a /dx).f ,

E® gi) G*=(K'f gi)E ,0%® &) ; et considérons le K -isomorphisme de vectoriels
H=f®ids : E => K\f %E :

on a alors un isomorphisme de vectoriels a connexion (E,0) ~H_, g“ IC?A G* ;

ie. (0“®é&)H = Hoo ;

eneffet,si veE alors H(v) = f®v et
O ®&)HWV) =0 f®v + f®av = (a /dx).f Qv + f ®0v — f ®(a. /dx).v=f®dv = H(OV).
Ce qu’on dénotera (par abus de notation) par E = E*®G* ;

K/\

d’ou le théoréme pourlecas r,<0<r , avec B(0) avaleur propre unique .

Si 1, >0, on considére le vectoriel a connexion G*® K, = (E ®K, , &,)
KA KA
avec t1 = x, auquel on réapplique la 1°° réduction , ce qui dans le 1%cas fournit

G*®K, = @ F, ; s<n , (**)

K» I<i<S
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et E®K, = @D [( E“®K, ) ® F; ] ; les Fi, 1<i<s, ayant la méme signification
KA K~ KA

1<i<S

que ceux de la 17 décomposition (***) qui précéde ;

et dans le 2™ cas , en considérant les vectoriels a connexion
HBZ(E,é);oﬁ B=Ax"dx , A #0,v=m+tl et &=&—(B/dx).id ; et

EP=(K'.g,0") ,onobtient G*=EP®@HP ; et avec
K/\
E“®EP = (K'.f®g,0% ") = E**P  on aboutit a E = E* PP
KA b

Si HP est régulier , c’est fini ; sinon on a encore un 1¥cas

HO®K = @F ; t*=x, qu>lets<n . (%)
K/\

1<i<S

La seconde réduction consistera en la réapplication de tout ce qui précede aux facteurs

directes F; de @ F; des divers cas (*¥**) .

1<i<S

Prenons arbitrairement 1= 1, et considérons la connexion 0;; obtenue sur F; de matrice
qt ™" IN; el\/lnl(KtA) relativement a la base (2);=(z, ....,Zn) de F; sur K, = KA[t]

avec t1=x;00 q=q,qiouq, et m=mmyoum, , selonlecas (***) considéré .

Pour la connexion V;= (l/q).tmﬂ.ﬁt,l de matrice N; eMnl(StA) avec

dét (T.I, —Ni(0)) = (T—-py )nl , par le lemme du vecteur cyclique de F; pour V,,

il existe une matrice inversible A € Mn;( 9, ) telle que

[0.......... 0 cny(t) |
10 |
NA = ATNLA + (Vg™ AT dA/dt = | 0 . | e Mn(8))
| 0o . |
Lo ....... 01 ¢(t) ]
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avec N;™(0) = A"(0).N;(0).A(0) , car (t"".A".dA/dt)0) =0;Vm>1;

etdonc dét( T.I, — NyA©0)) = (T-pp)™.

lere

Maintenant , si p; #0 on applique le 2" cas de la réductiona N,;(0) 4 la place de

B(0), d’ou pour
G"'=(F,84); avec oy =qpit " Ldt, 8¢ = 8- (ouw/dt)ide et

F* = (KA, 00™) Sonobtient  (Fi,04) 2 Y ®G™ ;
K[t

. , .. (053]
et on poursuit le processus de décomposition avec G; ... etc.

Sinon, p;=0 et la matrice N,"(0) est nilpotente , i.e. ¢i(0)=0 pourtoutj €{1,2,...,n1}
Ou encore Viny (cj(t)) >0, V) ; onconsidere alors les nombres

r3=sup (- Vkrp(ci(t)/j) =1 = mz/qs <0 (enfaitrz+1<0 ) et u3 = mz+q3<0.
1<j<y

L’extension des scalaires
A A A
FI®K, ; K. =K [t], avecrq3=t,q321 ;
K[t
et la connexion extension

01 ® (1/q3).11'q3.d /dt  normalisée en 0;; de matrice

Q = q.q3.rfq3'm_1 N*(t) e Mn(K,') , et la transformation

S = diag (1, rm3, ey rm3'(n‘_1)) fournissent la matrice
[0........ 0 dpi(1) | [00......... 0]
l10. .. | | 0us |
QS = qqr ™ o, ol |
| . o . | | 0|
Lo....0o1d, L 0...0 (ny-1).us
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avee

Vicno(di()) =2 v ( TJ'u3-Cj 1)) = jus + Q- V(G (1)) = Jous —qs.(Jus/q3) =0

pour tout j , et il existe un j, tel que dj,(0)=0.

Si us<—qzm , alors Q;° et .Mn(9: ) et (F;® K. ,0.,) estrégulier , et
KAt
par suite ( Fy, 01) estaussirégulier ( voir par exemple [K] .Proposition 11.11.) comme

on peut le voir par calcul direct :

i+l =u/qs et Vkyy(Ci(t)) = —jus/qz = jm ; V) , en prenant

-, -1

S = diag(l,t*m,....,t )'m) , on obtient

0.0t ™" el To......... 0 1
1. | |0 —-m |
NS =STNLAS+ (1/g)t ™S ds/dt =t 10 .. . [+t |
| 0. | | |

qui est visiblement une matrice dans t".Mn;(9; ) ; d’ou

qt ™ L(N'™?® (=matrice de 8, relativealabase (2)1.A.S) et . Mn;(9) .

q;m+u,+1

Sinon , u3 > -q3.m et on considére alors la connexion (1/q.qs3).T 011

q; M+U5+1

de matrice (1/q.q3).T Q,° = B, eMny(9; ) ; avec B(0) non nilpotente , pour

1 ere

laquelle on applique la 17 réduction .

Ce qui dans le 1* cas fournit une décomposition F,® KTA = @ Fij 5 Si1<m
KA 1<j< Sy

avec les vectoriels a connexion ( Fij,0.1;) sur K; de matrices

_q..m_u,_1 A .
q.93.T G- Hj; HeMniS:),nj<n;Vj et 0<@mtuz<qgem ;
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et dans le 2" cas ; i.e. une unique valeur propre A#0 de Bj(0); onaura q; =1,

_(Mm+my)_2

G)'=(F1,8u1); ou y = qAt dt et 6= 0y — (y/dt).adr

d’ou
(Fl,at,l) = F'®G) .... etc .
KA
On poursuivra ce processus de décomposition (il n’y a qu’un nombre fini d’étapes ne
dépendant que n et m donnés , puisques le 1% cas fournit des q; €{1,2,....,n} qui
décroissent j'usqu’a 1, etle 2" donne toujours 11 <71 et par suite il existe un 1,> 2
tel que 1, <0 <rj,-;.) jusqu'a aboutir a des facteurs du type :

FY“® G* avec o = 2, ak(oci).xldpi.dx : L = KX x" Pi); G* régulier ;

Lin -hij<k<-1

Pi=q.u ; hj = up(m+ 1), uy; = le degré de I’extension du corps K, ;out?=x ,et ona

(hi—ui)/P; = m/q = r = Dinvariant de Katz ; pour tout i €{l,...,a} avec s<a<n.

On prend alors u = ppem {u; ; I<i<a}, P=qu < n! et L' =K' (x"") etonaura
pour tout i

o = z ak(oci).xldp.dx ; o h=u(m+1).
h<k<-1

D’ou le théoréme .

En conclusion , les invariants formels sont le nombre rationnel de Katz r , et les classes

modulo din L des divers o Q.

Une solution générale formelle sera alors de la forme Z aq.f, ; avec a, section
o

horizontale de F* =(L".f,0%);1i.e. a, est solution de 8 *(ax.f)=day/dx .f +a,.0*f =0

donc de la forme a, = exp(—f a); et f, section horizontale de G* .
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CHAPITRE IlI.  DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES .

Si (E,d) estun vectoriel & connexion sur K , on dénotera par (E,d) le K -vectoriel

E'= E® K munidelaconnexion & de E étenduca E.
K

Soient (E, 0) et (E’,0) deux vectoriels a connexion sur K, et soit

o : (E,0) => (E,0) unisomorphisme des formalisés .

Si E,etdonc E’, est régulier on sait que o provient d’un isomorphisme

a:(E,0) => (E,0)

( voir par exemple [M1].Proposition 6.3. appliquée a (Homg(E’,E), ) ;

ou 0(hy=0h—-h.0 (=0 pourh=a ), oubien [W].Théoréme 5.3 ) ; c’est-a-dire que toute
section horizontale de Homg~( E’", E") pour & est aussi une section horizontale de
Homk ( E’,E ) ; ou bien, en considérant I’opérateur différentiel associ¢ a ( E,0 ) dans une
base de E sur K, que toute solution formelle est convergente , entendre par solution

« systeme fondamental de solutions ».

Ceci n’est plus vrai en général si ( E,0 ) n’est pas régulier ; plus précisement , on peut voir

qu’il existe des o qui ne redescendent pas si et seulement si ( Endg E ,0) est irrégulier .

Pour obtenir une classification analytique , il faut faire intervenir d’autres invariants , dits
« invariants analytiques » ; une premiere version de ces invariants ( [S]; [M2] ) fait intervenir

les développements asymptotiques sectoriels , qu’on définit de la maniére suivante :
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On se place au voisinage de 0 € C ; on fait un éclatement réel de O ; i.e. on passe en
coordonnées polaires (p,0) € RixT;ou T dénote le tore R/2nZ muni de la topologie-

quotient évidente ; on dénote par S I’image réciproque {0}xT de 0 (= cercle des directions),

et on fabrique un faisceau @ sur S de la manicre suivante :

Soit U un ouvert de S (= espace topologique dont les ouverts sont de la forme {0}xV , avec

V image d’un ouvert de R dans T par la surjection canonique ) , et U* le secteur angulaire de

C associé¢,i.e. U*={(p,0);p>0et 6eU } ;soit &U) I’ensemble des germes en 0 de
fonctions holomorphes f dans U* , admettant en 0 un développement asymptotique de

Laurent ; de facon plus précise , on demande qu’il existe une série formelle

Y anx" €K' telle qu’on ait , pour tout p € Z, et x voisinde 0
n>n,

[fx) = 2 anx" | < CplxP] ; Cy>0

n<p

Le systeme { &(U) ; Uc S } défini un préfaisceau d’ensembles sur S ,i.e. un foncteur

contravariant de la catégorie des ouverts de S dans la catégorie des ensembles , qui attache a
tout ouvert U de S un ensemble &(U) et , pour tout couple d’ouverts Uc V défini une
application Ry" : &(V) —— a&(U) dite de restriction , vérifiant :

Ry" = identité sur a(U) ; pour tout U, et Ry" = RyYoRWW ; pour Uc Ve W.

Un théoréme classique de Ritt (1916) assure que ,si U # S, ’application « série de Laurent »
a(U) — K

est surjective ( pour une démonstration voir [W].Théoréme 9.3.) mais non injective .

Notons que si U =S alors &( U) = K ; dans la suite , on notera cette application
T:f— .
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DEFINITION.3.1.

On désigne par A le faisceau associé au préfaisceau U — a(U).

Montrons comment on le construit .

Pour tout 0 € S, on dénote par &g =lim_,&( U ) la limite inductive suivant I’ordonné
U>6

filtrant décroissant des voisinages ouverts U de O et on munit ’ensemble A = U &g
0eS

de la topologie engendrée par les parties de @ de la forme

[s;U]={s@)etg; sea(U) et 6 €U } ;

on définit alors naturellement un homéomorphisme local w: a —> S,

i.e. pour tout f €a , il existe un voisinage [s;U] de f et le voisinage U de m( f)
tels que la restrictionde © a [s ;U] soit un homéomorphisme de [s ;U] sur U.

a est alors le faisceau associé au préfaisceau U —— @&( U ) défini par la donnée :

Pour tout ouvert U de S est associé I’ensemble
a(U) ="“Tr(u,a)=""{s:U—>a ;s continue et mos = idy }

des sections continues de @ au-dessusde U ; et pourtout® €S, ag = lim,a(U)
Us0

est I’ensemble (ou espace) des germes de sectionsde den 6 ,i.e. des f €dg tels qu’ il
existe une section s au-dessus d’un voisinage de 0 vérifiant s(0) =f , et deux sections
jouissant de cette propriété coincident dans un voisinage de 0 .

De la, on déduit que 1’axiome de recollement suivant est vérifié :

Pour tout recouvrement { U;} d’un ouvert U de S par des ouverts non vides , et toute
famille { fi} d’éléments f; ea( U;) telle que

RUi,jUi f, = RUi,jUj f; ; pour tout couple (i,j) tel que Uij = UinU; = &, il existe un
fea(U) etunseul tel que Ry'f = fi ;pourtouti.
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Notons que les applications f —» -f , (f,g) > f+g et (f,g) — f.g étant continues
pour tous f,gea telsque n(f) = nw(g), A estun faisceau d’anneaux , i.e. dg estun
anneau pour tout 6 €S ; et K=a(S) est un sous-faisceau (constant) du faisceau a ,

I’¢lément unité étant 1 €K ; pour tout O €S, par suite @ est naturellement muni d’une

structure de K-Module , i.e . est un faisceau de K-modules ; on peut alors considérer ,
E étant un K-espace vectoriel donné, le produit tensoriel des K-modules ag et E pour
tout® €S , a9 ®E ; et cela défini le préfaisceau U — QU)X E sur S auquel est

K K

associé le faisceau @ ®E qu’on munit de la connexion O donné sur E ;
K

d’autre part , ce dernier contenant & ®1g = @ peut étre regarder comme un a-Module ,
K

par suite , pour tout autre K-espace vectoriel E’ est défini le préfaisceau de groupes
abéliens U — Homyy) (A(U)XE’, A(U)Q E ) auquel est associé le faisceau
K K

de @a-modules Hom,( a®E’, a®E ).
K K

De plus , I'application T ® idg: a®E — K'®E = E est encore surjective puisque le
K K

foncteur A — A®E est exacte a droite ; pour tout K-module A .
K

Cela posé , le premier résultat sur lequel on va s’appuyer est le théoréme fondamental

suivant :

THEOREME.3.2. ( Hukuhara-Turrittin ).

Soit ( E,0) un vectoriel a connexion sur K .

Alors , pour tout 6 €S [D’application (notée encore)

T: Ker(9,29®E) —> Ker(0,E")  est surjective .
K

Une démonstration de ce théoréeme se trouve dans [W].Théoremel2.1.

31



A noter que les énoncés usuels sont en apparence plus forts , puisqu’on démontre le résultats
précédent dans tout secteur d’ouverture < m/r , r étant I’invariant de Katz de (E, 0).

En fait , il est connu que des arguments cohomologiques joints a la théorie formelle exposée
au $.II. suffisent a récupérer ce résultat a partir de ( 3.2 ). On verra des arguments de ce type
au $.V.

Dr’ailleurs , pour le cas ou la partie la plus polaire de la matrice de la connexion 0 a toutes
ses valeurs propres distinctes et pour des secteurs d’ouverture > 1t/r on a le résultat plus
précis du a Sibuya (cité dans [B-J-L].ThéoremeA.) :

Pour toute section horizontale X (x) de Homg+( E,E') = Endg(E") il existe un &
suffisament petit (0 <6 < m/r), 2.r secteurs ouverts U;* donnés pour tout x satisfaisant

n(j-1)/r — 6 < argx < mj/r ; x| >0 , 1<) < 2r
et 2.r sections horizontales Xj(x) du faisceau Endy( @®E ) sur Uj*, 1 <j<2.r telles que

T(X(x)) = X'(x) quand x >0 , x € Uj*

et qui sont uniquement déterminées par les Ui* ; 1< j < 2r

Fixons-nous maintenant un ( E ,0).
On va utiliser le résultat précédent pour étudier les vectoriels a connexion ( E’,0 ) munis d’un

isomorphisme des formalisés

o : (E,0) => (E.9)
(on reprend ici le raisonnement de [M2] ) ; pour cela , on applique le théoréme précédent (3.2)
a o considéré comme section horizontale d¢ Homg~(E*,E") = Homg(E’,E)" ; il existe
donc un recouvrement fini U = {U;} de S par des ouverts connexes et =S tel que,
dans U;, o se représente par o , section horizontale sur U; du faisceau
Homy( ag@E’ a ?E) 5
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du fait que ociA =0 est inversible , on en déduit facilement qu’il en est de méme de o

(voir par exemple [W].Théoréme8.5) .

Alors, V (i), aiocj'l = Bij estune section horizontale inversible sur UinU; du faisceau

End,(a ®E) = a ®Endk(E ) puisque d’une part la composée de deux sections inversibles est
K K
encore inversible et que d’autre part on a I’horizontalité par ( 3.2)
oo; = 0,0 et Gocj'l = oaj'lﬁ ; Voi,]

et B = 80Liaj'] = ociaotj'] = aiaj'lé = B;0 ; deplus, comme o; = o et

aiAO(,jA-l = (X,iAO(,j-l "= (O(,i(x,j-l ) (voir par exemple [W].Théoréme8.3. .... ) on a alors
Bif = id (= élément neutre du groupe multiplicatif des inversibles de Endg(E )" ).

Désignons alors par A(E) le faisceau des sections inversibles de @ ®Endk(E) ; en prenant
K
une base (e): K" = E , A(E) s’identifie au faisceau Gl (n, a ) des matrices carrées

inversibles d’ordre n a coefficients dans le faisceau a .

Soient A.( E) le sous-faisceau des éléments de A( E) asymptotes a I’identité ; i.e.
BeA(E) et P'=1id; et Ay(E,d) le sous-faisceau des sections horizontales pour & de

A(E) ;ie. BeAs(E) et Op = B0 .

Si on désigne par :

C%U ;A(E,0)) = ll_I (Ui, Ao(E,0)) = {{si} ; si e['( Ui, Ao(E,0))} le groupe multiplicatif des
0-cochaines de U a valeurs dans A( E, 0) ;

C!(U ;A4(E,0)) = 11;[ I'(UNUj, Ao(E,0)) = {{sij} ; sij e[ (UiNU;,Ao(E,0)) ,UiNU; = U;; 20 }
le groupe des 1-cochaines de U a valeurs dans A,(E,0) ; et

CH(U; Ao(E,0)) = i1J1kr( UiNUjNUy , Ao(E,0) ) = { {sii} ;sections sur Uy = UinUjnUy }

et que I’on définit les applications « cobords »
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§: C"=C"U;A(E,0)) —>C'= C(U;A(E))
{Si} E— {SiSj-l}
et

§7: C'=C(U;A(Ed)) —>C*= CHU;A(E))
{si} ——> {sisic'si}

on a un complexe

C’ > C! > C? 1.e. on a la relation
{les cobords}= B'= B (U ;:A4(E,0)) =8’ (C°) < & '({id}) = Z'(U ;A4(E,d)) = Z' = {les

cocycles} ; ouencore 8’0’ = [D’application constante id .

On considére ’action du groupe C° sur ’ensemple Z' définie par I’application :
c: Cxz!' —— 7!
({bisi}) — {usyh ) s
on a alors

o (C°xB') = 6 (C"x {id}) = 6 (C’x {s;} ) =B' ; pour tout {s;;} dans B' .

En passant a I’espace-quotient relativement a la relation d’equivalence R induite par ’action
o sur Z' eten considérant la classe de transitivité B' comme étant triviale , on définit
I’espace des classes de cohomologies du recouvrement U a valeurs dans le faisceau A,( E,0)

qu’on dénote par H'(U, Ao(E,0)) =€ ZUR ;e
BeH(U A(E0)) < 3 {Bi}eZ ;i p=0c(C'x{By}) ;
et si {By} € B' alors B =B' =% 0, .

On définit ensuite H'('S, Ao( E,0)) = lim_, H'( V, Ao(E,0)) en passant a la limite inductive
V<U

suivant I’ordonné filtrant des recouvrements V plus fin que U, ce qui a un sens pour notre

cas puisque S étant paracompact, tout recouvrement posséde un recouvrement localement

fini plus fin .
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Ce qui précéde donne un cocycle {B;j} de A ( E,0) pour le recouvrement U= {U; },

d’ou par passage au quotient une classe de cohomologie dans H'(U,Ao(E.d)) .

Si (V={V;};{Aj}) estunautre couple de recouvrement de S et de relévements de o,
on aura un cocycle de A,( E,0) pour V ; alors en considérant le recouvrement
W=UnV = {UnNV; }ijets = { Wk }xek qui est a la fois plus finque U et V,

et les restrictions

Rw'{ai} = {o’x} et Rw' {X} = {A«},
onaura {0k Ak} € CUAYW;AW(ED)) et {avan'} =0 ({0 A LV ),

i.e. une méme classe de cohomologie dans H'( W, Ao( E,0)) et par suite une unique classe
de cohomologie v (o) dans H'(S, Ao( E,0)) quine dépend ainsi que de o et non

du couple choisi (U ; {ai} ).
Posons la définition :

Les triplets (E’,0,0") et (E’",8,a”") sont équivalents si I’isomorphisme

nécéssairement unique a cause de la commutativité du diagrame

(E,0)—>(E”,0)
ot 4 Vi)
(E,0) =(E,0)

On a alors le résultat suivant :

LEMME.3.3.

(E’0,0a") et (E”,0,a”) sont équivalents si et seulementsi v (o) = y(a’).
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Preuve :
Supposons qu’on ait y(a') =y(a’") ; quitte & raffiner les recouvrements , on peut supposer
que les relévements {a;} et {a’;} sont définis sur le méme recouvrement {U;}
et qu’il existe des Bi € I' (Ui, Ao( E,0)) tels qu’on ait sur U;NU;
o’ oc’j'l = Bioy OCj-l Bj-l ;
on a alors a’j_lﬁj o = oc’{IBi o ; Viyj

ces fonctions se recollent donc en une section globale sur S de a®Homy( E’,E”") ,
K

section qui sera nécéssairement méromorphe ( A(S) = K ), on aura donc
0={ Ot,i_IBi o;} € Homg(E’,E”);
d’autre part O sera visiblement inversible et horizontale pour 0, et vérifiera en passant

aux développements asymptotiques

donc (E’0,a) et (E”,0,0°") sont équivalents .

Réciproquement , si on a équivalence , il existe un isomorphisme 6 : (E’,0) =—> (E’,0);
soit {a’;} unrelévement de o’  donné sur un recouvrement U= {U;} de S, et posons

ai = a’;d sur Uj ; Vi,onaalors {o;} quiestunrelévementde o surle méme
recouvrement U ( o6 = (a’i8) = a ), et

OLiOLj_l = Ot’is 8_1 Ot’j_l = OL’iOL’j_l sur UiﬁUj = ,

d’ou trivialement une méme classe de cohomologie dans H'(S,A4(E,d)) ; i.e. y(a)=v(a’).

Désignons enfin par CL( E,0) ’ensemble des ( E’,0,a ) a équivalence prés ; ce qui précéde

donne une application injective
Y- CL(E:8)—> Hl(sto(Esa)) >

i.e. la condition nécéssaire du Lemme3.3. montre que y est bien définie , et la condition

suffisante qu’elle est injective .
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THEOREME.3.4.

L’application y: CL(E.,0) —> H'(S,A(E.0)) est bijective .

Reste a démontrer la surjectivité .

Elle résulte du théoréme suivant :

THEOREME.3.5.

L’application H'(S, Ao( E)) —> H'(S,A(E)) a pour image z¢ro .

C’est-a-dire , tout cocycle de A,( E) estun cobordde A(E).
Ce dernier résultat est du a Sibuya [S1] . Avant d’en donner une démonstration , montrons

comment il entraine (3.4) .

Soit B € H'(S,Ao( E,0)) ; pour un recouvrement convenable {U;} de S, B est représenté par
des Bj € I'(UinUj, Ao( E,0)) ; d’apres (3.5) on peut écrire
Bij = (X,iaj-l , avec a; e I'(Uj, A(E)) .
Du fait de I’horizntalité de ; pour 0, ona Of; = B0 , sequis’écrit
oo ocj'1 = o ocj'16 ou encore oc{lﬁ o = oaj'lﬁ (0% (**)

les 0% =% o, "0 a; sont des sections de a®Endc( E ) sur U; ;i.e. des connexions sur les
K

restrictions du faisceau Aa®E aux Uj , et les relations (**) implique que ces connexions se
K

recollent pour donner une connexion ¢’ sur E , on peut aussi s’en convaincre en prenant
une base et en recollant les matrices des connexions ainsi définies .

D’autre part,,ona o, = (Xj/\ car Bif = id ; Vij , doncles o; définissent un isomorphisme
o : E—>E ;dufaitque o '0a’ = & ona o = a'@ et donc o estun
isomorphisme ( E',0°) = (E,0) etil estalors clair par construction qu’ona y(o. )=p ;
d’ou le Théoréme 3.4.
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Démonstration du Théoréme 3.5.

Soit @’ le sous-espace de @ formé des f dont le développement asymptotique est

sans pole;ie. @’ = T'(9"); soit GL%(n,a’) le sous-faisceau de groupes de GL(n,a’)

formé des matrices asymptotes a I’identité.

(e)
En prenant une base (e) de E sur K, ona A, (E) = G_Lg(n,a) = G_Lg(n,a’) ,

il suffit évidemment de démontrer 1’assertion suivante :

PROPOSITION.3.6.
L’application H'(S, ig(n ,a’)—> H'(S,GL(n,a’)) a pour image zéro.

On va d’abord trivialiser la situation « en C “ » ; i.e.

on plonge @’ dans 1’ espace des germes en 0 de fonctions C * au voisinage de 0 de C

dont le développement asymptotique est sans pole .

Soit I le faisceau sur S défini ainsi :

Les ¢léments de Jp sont représentés par des matrices d’ordre n dans un petit secteur
fermé¢ Vo= {l|argx—-0|<¢e, |x|<e } U {0} de C (¢>0) delaforme id + M ,
M étant de classe C” ( par rapport a Re(x) et Im(x) ) et plateen 0 , i.e. toutes ses

dérivées par rapport a Re(x) et Im(x) sontnullesen 0.

LEMME.3.7.
H'(S,3)=0.

Preuve.
Cela découle du fait que I’application restriction Ry: I'(S,3) —> I'(U, 3J)

est surjective pour tout U < S ; en effet, soit c € I' (U, I ) et pour tout x voisinde 0 eC
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posons

[ 6(B)(x) si 6eU(=argxeU),
c’(0)(x) = ] ; alors c’eI'(S,3) et Ry(o’)=oc.
| id(x) =id(0) siargx ¢U,V0eS,

Soit B € H'(S,3) et {Bij } un cocycle le représentant sur le recouvrement suivant :
U = {Ui}ier est tel que pour tout triplet ordonné (i,j,k) de I={1,2,...,p,q} ona
Uik = UnUNnUc = UnNUg=Uyx #J e Uj= 9 ; V ijklel.
On a par hypothése , pour le 1% triplet (1,2,3), Biz = P12PB2; sur Uiz ; soient les
relévements o, €['(U},3) et azel(Us,3) tels que Ry’ o = PPz et Ruis”>asz= Pz Pus,

on a alors

q a . _ ,
et P2 a1= Puaz sur Up = Uon Uy ;

Biz = ouas
soit ap € I'(U,3) lerecollement sur U, Uy = U,

. 1
1.€. RU12U2 oy = B]z oy et RU23U2 oy = B23 o3 , on a alors

Br=aia' et  Bu=aay’ .

. _ _ -1 . . -1 _ -1 .
Ensuite , B24— B23 B34 = 003 B34 sur U24 1mp11que B34 o3 = B24 Ol Sur U24 N
. -1 . .
soit ag e I' (U4, I ) tel que Rus oy = B3a a3 , alors Uy < Uss implique
Us _ Usza Ua _ Usz4 -1 _ -1 \
Ruza "4 = Ruxn “oRuss ‘a4 = Rua *B3s a3 = Poa o2 ; d’ou

1 1
Baa=0ap04 et Bi=0304" .
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On poursuit cette construction ,i.e. on passe a P3s= P34 Pas = o3 oc4'IB45 ... pour aboutir a

Bog = poty avec o, e I (U,,3) et ogel (Uy,J).

Reste alors a trivialiser les €léments B, Bq1 et Bq2 ; pour cela on considére les équations

aux inconnues ;e ' (U,J3) et el (U, 3J)
U _n -l Us -1
Rug '@1= Bqi  0q e Run’ o =B o

-1 a1 A1 A1
onaura By =0® =0, ,1e. o ®=0dy  sur Up, et (0,02) = (0;,02) estun

couple de solutions telles que ﬁgl_ﬂggl’l , Ba2 =BqiBi2= gggg'l et Boi= Bpq Bq1 = gp_gl'l )
d’ou le Lemme .

Notons qu’alors , si J={1,3,...,2k+1,..., q impair ou g-1 si q pair }c I, on a encore une

trivialisation du cocycle {2 }je; quireprésente B sur le recouvrement (moins fin)
U’ = {Uj}jes avec Uijjr # D, Uy = Dsik {j-2,jt2} ;],-2,12 €J et (q+2 ou (g-1)+2) =I.

On se servira de ce type de couple (U’ ; {Bi} ) pour la trivialisation « analytique ».

Maintenant , si f € io(n , a’y ); 0 €S, par définition ,un domaine de définition de f est
We = { largx-0l<n ; O<|x<m } (=germedesecteur) , et f =id en 0 C
implique que pour tout sous-secteur ouvert Upgc Wy

f € C” [ Yy =adhérence de Updans C ; GL(n,C) ] et

' [ f sur Yy
f’ :def % c SO :
L£°(0) = id

ie. feC®[Vg= Heu{0} ; GL(n,C)] et f =id.
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Alorssi f’=h.g ; h,ge 39 onaura f|Uy =f’|Ug = h.g| Uy et la trivialisation C

des ¢léments de I se prolonge a ceux de ﬂg(n ,a%).

Soit donc B € H'(S, GL°n,a’)) et {Bij} un cocycle le représentant dans le recouvrement
U= {Uj;} tel que U; ne rencontre que Ui; et Uiy , V 1;le Lemme précédent montre qu’il
existedes oa;e ' (U;,3) telsqu'onait ;= o; ocj'l sur Uiz=O.

Soit {B’;} le prolongement C* de {B;} a {T (U;,3I) } et pour tout j

( B,ij Q; Ssur Uij
& = 1 e T(U,3)
L Q surUj—Uij

obtenu en relevant a I' (U;,3 ) le prolongement (3’ de B;; qu’on multiplie a gauche par
o e ' (Uj,J);onaalors Uji—U;j DU #d et B’jxox= oj sur Uy implique

Rui’* 8 = Ry ™% oy = Ry & sur Uy et donc

(o' BBy .0 /0x.04= 0y .D/Ex%.0; sur Uj
8. 0/ox.8; =1 = o;".0/6x.0; sur U; pourtout]j.
L (Xj-l.a/(aX.OLj sur Uj—Uij

Posons alors Pi =a;d;' ; Vi, cesontdes fonctions holomorphes ( i.e. Bi(0) ;V0 €U; )

dans I'intérieur de leurs domaines de définition puisque

DIo%.Bi = (8/6%.05)d" — oy &7 (0/0%.8:)8 = oy {ou ! (B/ox.0u) — &7 (B/exd) } & = 0 ; Vi,
et

Bi Bj-l = Q4 6{1 5j Otj-l = Q0 (Xj-l = Bij sur Uij * ; Vi,j puisque 512 8j sur Uij * ;Vi,j .
D’ou la Proposition.
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CHAPITRE IV.  STRUCTURES DE STOKES.

On va traduire les résultats du paragraphe précédent en termes de développement

asymptotiques des solutions sectorielles des équations considérées ; on suit ici Deligne [D2].

Soit ( E, 0 ) un vectoriel a connexion sur K. Soit V le faisceau localement constant sur S
des sections horizontales sectorielles de E (= systéme local des sections horizontales de E )

défini ainsi :

Pour 6 €S, Vy est’espace des sections horizontales de ( E, 0) sur un petit secteur

{0<|X|<8}m {|argx—9|<s}.

Appliquons le Théoréme?2.1. : aprés éventuellement une ramification t? = x ,

on peut trouver un isomorphisme formel

A E®L = B, avec E; delaforme @ (F*® G%“);

K a €A L

en appliquant le Théoréme3.2. a Homy( E ®L , E;), on obtient un isomorphisme sectoriel
K
au voisinagede 0 , U : E®L =— E,; , donné par un élément inversible
K

de 2o ® Hom(E®L,E;) , qui transformera donc Vo en Vg
L K
( 'V, étant le systéme local des sections horizontales de E; ) ;

d’autre part, V; s’explicite immédiatement : les sections horizontales de E; sont de la forme

~Ja \ . . D C ey
z e fq , ou fg estsolution d’une équation a singularités régulieres ;
o €A
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par Ug, on en déduit I’allure asymptotique des sections horizontales de ( E, 0 ) dans un
secteur voisin de 0 ; en particulier , on peut mettre un ordre partiel sur Vg en fonction de

celles des exponentielles qui interviennent dans ledit comportement asymptotique .

Cela conduit a la construction suivante :

Soit I le systéme local suivant sur S : sur un secteur on prend les formes

0

2 ag.X P dx p n’importe quel entier > 0 modulo [)6165 d’ordre <1.
3 2
k=-n

Sur 3 , on définit I’ordre partiel suivant :

(a—-P)

. _ N . . N
Pour® eS,ona a < si e ] est & croissance lente ; i.e. o(|x|™) pourunN>0;

0

dans un petit secteur autour de 0 ; ce qui s’écrit encore

Lim |x|N.|e 7P| = Lim [x|NeRCI@=P) = ¢ dans {x ;largx —0l< ¢ 1.
[x] >0 [x] >0
A noter que , pour a et B donnés ; o # [, il existe un nombre fini de points 6 de S
(ou plus exactement ,d’un revétement d’ordre p de S) tels que o et 3 soient incomparables
au voisinage de 0 ; danscecas, pour £€>0 assezpetit et 0°=0=*¢,

d’un c6té on aura a < 3 ; de ’autre coté onaura B <o (onécrit < pour < et = ).
0 0

En effet ; soient

o =2 ao)xPdx , B= 2 aPB)xP.dx ;avec o # B dans I ,
k=n k=-n

alors o
oa-B = z(ak(a)—ak(B)).p.tk+p'l.dt ;avee tP=x et r=—-vi(a—p)>1.
k=-r

Notons by(o,p) = (a(a) —a(B)) et y(t)= —J(a—PB);onaura

p-1 o

() :kz (p/p + k)b B+ p.by(ap). logt + kzl (p/pk).by(o,B)-t P
=-T =-p+

= qx@® + pbpa,p). logt + o(l) au voisinagede t = 0
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ou () = (p/p-1).b . (o,B)tL".(1+ o(l)) au voisinagede t = 0,

avec p<r (carsinon, p=>r = o =f dans J ) ; onaalors enposant

b_:(a,p) =a.e b b_p(a,B) = ced avec a,c>0et bdeR et t= p.e 1 Ja variable
Re(y(pe™)) = (p/p-r)ap® ".cos(b+(p—r)n) + o(p® "),

et pour ne {o=(l/p-r)(w2-b); 1=(1/p—-1)(31/2-b); modulo 2nZ } on aura

cos(b+ (p—r).m) =0 etalors pourtout ¢ >0 assez petit, il existe 6 € {c, 1} tel que

Lim Re(y (p.e “® %)) = LimRe(- y(pe*®" %)) = -0,
p—0 p—0

et Re(y(p.e'®)) < -p.c.logp

ce qui implique qu’il existe un N =[c]+1 tel que
Re(y(p.e?®)) < —N.oglx| ; pour tout p voisinde O ;
et donc dans le secteur {0 << 6 +¢ ,0<p<e } onaura
Lim e NogP gReCY(D) = o . je. B <o avec 00 =60+ /2 ;
p—0 0’
et danslesecteur {0 —e<n <0 ,0<p<e } onaura
Lim eNleP gRe () = o je. o <P avec =6 —-¢c/2
p—0 Gk
¢’est-a-dire que , globalement , dans le secteur { largt — 0 |< &, 0<|t| <e }ona
simultannement o <f et B <a pour O voisinde O ; deplus I’ensemble
0 0

{0+(k/r—=p)m ; 0<k <2(r—p)—11} détérmine les seules directions au voisinage

desquelles o et B sont incomparables sur le revétement d’ordre p de S.

Les demi-droites correspondantes s’appellent traditionnellement les « lignes de Stokes »

relatives a la paire (o, ).
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DEFINITION 4.1.

Soit V un systéme local ( = un faisceau localement isomorphe a C" ) sur S .
Une structure de Stokes , ou J-filtration de V est une famille
de sous-faisceaux V *, indexée par I, admettant la propriété suivante :

Pour tout 6 €S, il existe une décomposition Vg = @ Vv, 0

aed

telle qu’on ait , pour tout 6’ voisin de 6

(N.B. les V * ne sont pas des sous-faisceaux au sens usuel , ils sont indéxés par un

systéme local et non un ensemble).

Ainsi , pour tout 6 € S, on aura un morphisme surjectif

Vo=@ Veg —> T(Vo)= @E% ; oo E% = T(Vay),

~

e

|

aes

T est I’application « Série de Taylor » ; et pour tout 6’ voisinde 0 ettout y € I on aura

Vo'= @ Vgo= 2 Vol et T(Vo?) = T(®Vip) sie TIVe'( 2 Vol ) =0

B<y B<vy hE B<y
0’ 0’ 0’

en effet, soit s € Vo' ,alors s = D e _JB.fﬁ et pour tout < y
o
P=y
p

T(e P )= > (1/k(Lim dvdx(e TPy x* |
k>0 x—0

( voir par exemple [W].Théoréme.9.1 ) car les limites existent et valent
Lim d“dx"(e *J(ﬁ*”) = Lim P(x " ''P).e Sl — g ; V k>0, du fait de la croissance

x—>0 x—0
exponentielle qui I’emporte sur celle des polyndmes Py( x ™ 1 ) ;

45.
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donc T(s) =T( X e K.fx) e ®E% ; par conséquent , T ‘VesY induit un isomorphisme
A=y A=y

(relatif a la 3-filtration ) Vo ! / z Vo b~y an ;
p <Y

d’ou une J-graduation associée a la J-filtrationde V ; grV définie par :

pourtouto €3, (grV)e® = @D Vi / 2 Vel ;
Y <a B <y
0 0

~

de plus, la propriété 4.1. assure que les (grV )* forment une famille indéxée par 3
de systemes locaux .

Ceci posé , soit (E,0) un vectoriel a connexion sur K , et V le systéme local de ses solutions ;
la construction du début de ce paragraphe fournit une structure de Stokes sur V , qu’on peut
d’ailleurs se contenter d’indexer par les a qui interviennent dans la décomposition de E; , les
autres ne jouant aucun role .

Ce qui précéde donne un foncteur @ :

( vectoriels a connexion sur K ) ——— ( systémes locaux J-filtrés ) ,

la fleche sur les « Hom » étant les morphismes horizontaux méromorphes.

Le résultat est alors le suivant .

THEOREME 4.2.

@ est une équivalence de catégories .

A). Montrons d’abords que @ est pleinement fidele .

Pour cela , considérons deux vectoriels a connexion (E,0) et (E;,0) , etsoit

F= Homg(E,E;), munide 0; posons V=®(E,0),V,=®(E|,0) et W=DO(F,0);
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on vérifie immédiatement que , si I’on désigne par ¥ le systéme local V ou ’on a oublié la
filtration , on aura pour tout @ €F, ®(p) =0 |V et pour tout (e): C" =— ¥
la commutation 0@ (e) = @0 (e)= 0 implique ¢(e)=(f):C'=> ¥, ,

donc o=(f)e)': ¥ 2> ¥, ; ie. W-=Hom(V-¥)

D’autre part , si on définit
Wp_ao =Hom( Voo ;Vige) et WoP % =@ Wy,
y<a

W est muni de la filtration définie par
Wo P~ (Ve ®) = Vi P

En particulier , pour les B = o dans A ; i.e. B=oa [dln K*], on aura
wW'= @ Hom(Vy; Vig) =Hom(V;V)) et pourtout 6 € S, Wo<? = W@ wy~°
a=f

ou Wy " =@ Wg_0.0

B<a

Maintenant, pour ¢* = idg ® @ définie sur K@gV cE ,onapourtous a €K et s eV
0p*(a®s)=0(a®op(s))=da/dx ®o(s) +a®o(p(s)) =da/dx.o(s) ;
et
0*0(a®s) = o¢p*(da/dx®s + a®0s) = ¢*(da/dx®s) =da/dx® ¢ (s) =

= da/dx .o(s);

ie. O|K®V = d/dx®idy et ¢* € Homg( KOV, K®V,) « F=Homk(E, E));
C C C

réciproquement, d/dx ® idy étant bilinéaire , le prolongement ; via le supplementaire de V
dans E ; de (K®V, d/dx ® idy) a (E, d) estunique, d’ou I’identification ( = bijection)
(F,0) «——> W°
¢ —> 0 AY
dg®y «—— vy ;

et la pleine fidélité.
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B) Pour démontrer que @ est essentiellement surjectif, on a besoin d’introduire un autre

A , . .
foncteur @ qu’on va définir maintenant .

LEMME.4.3.
Soit (E’,@) un vectoriel a connexion sur K~ ; il existe (E;,0) sur K dont le

formalisé soit isomorphe a ( E0).

Preuve .

AN A~

Prenons une base de E', soit (ey, ... ,en) = (8): K" = E" | etsoit M
la matrice de 0 dans cette base , i.e. d(€) =(e)M ; le changement de base (e) = (f}, ... ,f,).S
transforme M en N, vérifiant N = SM.S! + ds/dx.S™ ,ouencore dS/dx =S.M—-N.S;
dans cette situation , on dira que N est équivalente @ M ; side plus, S est de la forme

id + (termes d’ordre > 0 ) , on dira que N est strictement équivalente & M, dans ce dérnier
o0

casonaura S =1+ Q avec Q e xMy9') et S7' = > (-l)i.Qi e My(8"),
i=0

alors

N =MS'+ QM.S' - dS/dx.S' = M + M(S'-1)+ QMS' — dS/dx.S™

N T

I’idée serait alors d’avoir TT € My(9") de sorte que N soit congrua M dans

M.(K'/8"), et I’isomorphisme K'/9" = K/8 fournira une congruence dans M,( K/9 ).

Si M e x ".My(8"), c’est fini ; sinon , en supposant que M = a.I + M*, avec o €K,
v(o) < -1 et M* ex '.My9") ,onaura

N=M+a(S'—1)+ aQS" + M*(S'-1) + QM*S! — dQ/dx.S™,

etleterme o.(S' -1) + a.Q.S" = a. Z(-l)i Q' + a. > (-1)i Q! nestnul que si

ix1 i20

Q est nilpotente ; i.e. il existe m > 1 tel que Q™ = Oyun ;
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or la réduction formelle (2.1) permet un tel état de faits aprés eventuellement une ramification t* = x
et pour redescendre a la situation initiale , il suffira de garder dans la matrice Q ( donc S) obtenue
les puissances entiéres de X .

Plus précisemment , pour chacun des facteurs F @G“ : L"=Kt] , t? =x; du Théoréme

2.1., il s’agit de poursuivre la décomposition du facteur régulier G* jusqu’a (au plus)

Pordre ng = dimps( F* ®G*) de sorte qu’on ait un nouveau facteur
L/\

FPRGP avec B = a + Y antidt, ng—1 <m < n,; et relativement a une base cyclique
L~ -1<i<m

(f) = (f,03f,.....,6" 'f), ot m = ng, G représenté par la matrice t™ N*

avec N*(0) = ply: p#0 et N* € My (9[t]) (si p=0, faudra passé de m a m+1),
i.e. relativement a la base () =" fQ(f) = (fQf,f@&f,...,f®FH"'f),

la matrice de la connexion 0 = " ® Op sera M = By + t™.N*.

On utilise alors la transformation T = exp(p.t™ "'/ m+1).Iy qui va fournir une connexion
g = 0p — p.t".id (i.e. une décomposition de Jg indépendamment de la base ), et une

itération 9 = dpo d*"' fournit des coefficients P;j(t) e t.C[t] définis par

= 2 Pu(t)& 5 Pox=1,Vk; Pi(0)=0 pour ISi<k<m’-1;

0<i<k
qui ne sont autres que les coefficients de la matrice de passage de la base (f) a la nouvelle

base (£) = (f,é&pf,....,8" 'f) définiepar (f) = (£).S, avec

|_1 Pl,l(t) ......... Pm’-l,m’-l(t) —|

lo 1 .

S=I,+Q=10 0 . . . | e Mu(97t])
| . .01 Pt |
Lo ....... .01

Q est visiblement nilpotente d’ordre au plus m’ =ng = dimpA( FP®GP) |, et la matrice
L/\

de la connexion 0 = &’ ® Op relativement a la base () =f® (f) sera par construction

N=M + II; avec II =t™N*(S'-1)+ Qt™N*S' - dQ/dx.S" € M(97[t]),

d’ou le Lemme.
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Soit alors (E’,0) un K -vectoriel a connexion , et soit (E;,0) sur K, muni d’un
isomorphisme A, : (E,d) & (E,,0) .

Onpose @ (E,0) = gr®(E;,0) ;

si ’on a un autre systtme ( E,,0,4,); avec Ay : (E,0) = (E,,0), onaun

isomorphisme bien détérminé  gr ®( E;,0) = gr ®(E;,0) défini ainsi :
dans un secteur assez petit U, A,A;" se représente par une section horizontale p  de

a(U) ® Homg( E;,E;) , d’ou une flecche Vi——>V, sur U (Vi= ®(E;,0));
K

sil’onchange pu en p’ , alors p-—p est asymptote a 0,
i.e. appartient & Hom(V,V2)™", doncinduit 0 sur les gradués associés .
Parsuite @ (E’,0) «ne dépend pas» de (E;,d); i.e. posséde une unique structure

J-graduée .

On définit la fleche sur les « Hom » par le méme procédé . Finalement , on obtient un

diagramme commutatif de foncteurs :

o
( Vectoriels a connexion sur K) ———— ( Systémes locaux J-filtrés )

| formalisé | ar
2 o 2

( Vectoriels & connexion sur K') ——— ( Systémes locaux J-gradués ).
C) On va d’abord démontrer le Théoréme suivant .

THEOREME 4.4.

A I3 . y .
@ est une équivalence de catégories .

Le fait que @ est pleinement fidéle se voit facilement par le méme type d’arguments que

pour @ .
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Reste a démontrer que @ est essentiellement surjectif .

Soit alors V un systéme local J-gradué; si les o€ 3 pourlesquels V*#0 sont

non ramifiés, le résultat est immédiat ; il suffit de prendre E = @ (F* ® G%),
o K
les F* ayant la méme signification qu’au Théoréme 2.1. et les G* étant a singularité réguliére

de monodromie égale a celle de V *, car on rappel que la monodromie est un classifiant des

vectoriels a connexion « réguliére » , plus précisémment on a une équivalence de catégories
((E,0) régulier sur K ) ——— ( Monodromie associée a ( E,0))

les fleches sur les « Hom » étant pour I’une les morphismes horizontaux , et pour 1’autre
1’égalité des classes de similitude dans Gl(n,C) des V'.V° ,ou V désigne le

271

systéme local associ¢ a ( E,0 ) et ¢ I’application x — x.e™" ' ( = un tour complet autour de 0).

Dans le cas général , soit p tel que, apres le changement de variable t? =x, les o pour

lesquels V * # 0 soient non ramifiés ; soit T le revétement de degré p de S et © la

projection T — S définie par m — p.n =06 ; alors par le résultat précédent 1I’image

réciproque m*( V') ; définie par: V 0 €S, n*( Vg) = Vg, ; est représentée par un vectoriel a

connexion (F, &) sur K'[t] = L, et n induisant la projection LK

définie par t—>tP =x,

permet de considérer I’action du groupe de Galois G = Gal(T/S) =%Gal(L"/K") sur

L (C>§ n*( V) définie par le fait que pour tous a el’, ven®(V) et 6 € G onait
c((d/dx®id)(a®v)) = (d/dx®id)(c(a®v)) = o(da/dx®vVv),

et la relation
c(da/dx®v) =da/dx ®v

détermine,par définition , le sous-espace de F~ sur K invariant par G , noté [L'®mn*( V e .
c
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Mais comme @ est pleinement fidéle , on a par prolongement une action de Gal(L/K")
sur (F,8,) ; on voit alors qu’il suffit d’en prendre les invariants pour représenter V ;

i.e. on aura Iexistence d’un (F,3,)% =*' (E",0) sur K .

D’ou le Théoréme 4.4.

D) Montrons finalement que @ est essentiellement surjectif ;
pour cela , il suffit de remarquer ceci ;
soit V un systeme local J-filtré; par (4.3) et (4.4) on peut déja supposer qu’il existe un

(E;,0) sur K;avec V;= ®(E;,0), telque grV; soitisomorphea grV.

Par suite,il suffit de voir que @ est une bijection entre CL( E;,0 ) (notation du Théoréme3.4.)

et les systémes locaux J-filtrés V> munis d’un isomorphisme grV’ =— grV,.

Or, lesdits systémes se classent par H'('S, Aut,(V1)),en désignant par Aut,( V) le faisceau

des automorphismes de V; qui induisent I’identité sur le gradué associé.

D’autre part , Aut,( Vi) est le faisceau des sections de W = ®( Endk(E,) ,0 ) qui sont de la

forme id + A ;avec A eW™"; ce faisceau est donc égala A,(E;,0) eton conclut parle

Théoréme 3.4 .

D’ou le Théoréme 4.2.
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CHAPITRE V. UN EXEMPLE.

Pour rendre les constructions précédentes plus concrétes , on va regarder explicitement la

classification des vectoriels a connexion sur K qui sont formellement isomorphes a

E=®(F®G"); acAcl, o= 2 a(o)x.dx (r>1donné), et
o K -r <k<0

G" a singularité réguliére ;

on supposera que les a (o) sont distincts pour les divers o .

On s’inspirera ici de la méthode de [B-J-L] ; une méthode différente se trouve dans Birkhoff

[B] ; cette derniére a été étendue au cas général par Jurkat [J] .

Soit V =®(E) ; on a ici une décomposition V=@V, , Vo= ®(F*®G%), c’est-a-dire
un relévement canonique grvV —— V.

Soit W un systéme local A-filtré , muni d’un isomorphisme A" : grW =— grV.

Les lignes de Stokes sont ici les demi-droites sur lesquelles on a Re[(a(a) —a(B)).x"]1=0;

pour chaque paire (o), a # 3, on a donc 2.r telles demi-droites , faisant chacune avec la

précédente un angle m/r ; on les notera DkaB s k=1,...2r .

On n’exclut pas le cas ou deux telles lignes , correspondant a des paires distinctes , sont

confondues .

On appellera « bon » un intervalle ouvert Uc S (ou le secteur correspondant) qui possede la

propriété suivante :
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pour toute paire (a,f3) , U rencontre une et une seule des demi-droites Dla[}, ooy Dy, B -

I1 existe évidemment de bon intervalles ( prendre n’importe quel intervalle de longeur n/r

dont les extrémités n’appartiennent a aucune ligne de Stokes ) .

LEMME.S.1.
Sur tout bon intervalle U, I'isomorphisme A" : gr W =— grV se reléve

d’une maniére et d’une seule en un isomorphisme A (U) : WU =— V|U.

Preuve.

L’unicité de A(U) est immédiate : en effet , puisque une des droites DkaB rencontre
U, quelle que soit la paire (a.,) , o # B, o et B sont globalement incomparables sur U ;

1.e. il existe O €S tel que pour tout ¢ assezpetitonait o < et B < a.
O+e 0-¢

Supposons que A;(U) soit un autre relévement de A", alors &(U) =*"A(U).1,(U) ' e Aut(V|U)
et £EU) = A" =id gvy d’ou EU) = id + ¢(U) avec ¢(U) e Aut(V|U)~°;
maisalors P 7*(]10-¢e0[) = C* P(10,0+c[)=¢C(]10—¢€,0+¢[) implique
nécéssairement ((U)=0 puisque a#p et e >#e°, V ££0; il en résulte que le

seul automorphisme de V|U qui induise 1’identité sur gr V est I’identité .

Pour démontrer 1’existence , prenons un intervalle ouvert Ujc U et un relévement

AUt WU => V|U; de A" (cela existe par le Théoreme 3.2., car U, est d’ouverture < 1/r),

et soit O une extrémité de U; ;51 0 ¢ U, c’est términé ; sinon il y’a deux cas a considérer .

1 Cas.
0 n’appartient pas a une ligne de Stokes .
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On va voir qu’alors A se prolonge au-dela de 0 , ce qui permet par connéxité d’atteindre la

prochaine ligne de Stokes .

Soit en effet , U, < U un petit intervalle autour de 6 , ne rencontrant aucune ligne de Stokes ,

et prenons un relévement A(U,) : WU, =— VU, de A" .

Numérotons o < o <...<o, l’ordre des a dans U,,avec p=card A .

Ng

Soit e, unebasede V, sur UjulU;; i.e. eq: C 7 = V JUUU,; ne<n

posons f, = AUp) eq , 2o = MU e ;3 ie. (F)=(fur, ... .fp): C => WU,

et (9) = (8aut, ---- »Lap) - c' = W|U, sont deux bases de solutions ;
sur UinU,, (f) et (g) sont deux bases du méme espace W|U;NU, , il existe donc une matrice

M eGl(n,C) telle que (f) = (9).M , ce qui s’écrit aussi :

Pour tout 1 € Ny ={1,2,...,p } , ona dans W|UNU,

fu= 2 gami = MUY AUD.gai

1<j<p

m;; des matrices constantes , et en passant aux développements asymptotiques

(ei =idg-®ce; ; Vi) on obtient
£ = 2 gaj/\.mji dans grWy ,
1<j<p

ce qui, d’une part fournit m; = I, et d’autre part z gqj.mj;  est asymptote a zéro
jeNp—{i}

dans W% sur U;nUs, , (un relévement de gr W, étant W* = W, D (D Wg )

B<a

d’ot m;i=0 pour j>1 et fui= gyt Z 2,.m;;  est un élément de W“i|UmU2

J<1

qui se prolonge sur U, du fait que I’ordre des a est préservé dans U, ;
ainsi  fy; € W“i|U2 et (f) estunebasede W sur UjuU, avec
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|— In((l]) mip2 ...coovenn.. mlp —|

| 0 In(0L2) . . |

(f) = (@:)l| .0 . : 1 ;
| 0 0 .. In((xp-l) mp_l,p|
Lo 0 . 0 Iyopl

et le relévement est donné par (e).( ) =def AMUUU) ou  (8) = (€als---Cap) »

d’ou le résultat cherché .

2°"Cas.
0 appartient a une ligne de Stokes ; soit encore U, un petit intervalle outour de 6 ,

ne rencontrant pas d’autre ligne de Stokes ; on va voir qu’on peut trouver un autre relévement
A’(Up) de A" quise prolonge a U;uU, .

En combinant avec le 1¥ Cas , on obtiendra finalement le résultat .

Notons encore  oj <02 <.... < 0, l’ordredes o sur U; au voisinage de 0 .
Enun point 0°c S, 'ordre des o est donné par Re(a_ (a).x ") ; argx = 0,
les o distincts pour lesquels cette expression est égale étant incomparables en 0’ ; il en
résulte de la qu’il existe dans N, des intervalles disjoints 1, ...., Is tels que pour 6’

voisin de 0, 0°¢ U;, I"ordre des o soit le suivant :

1) dans chaque intervalle I; , ’ordre initial ( = dans U, , prés de 6 ) est inversé ;
2) toutes les autres relations d’ordre sont consérvées .
Choisissant alors un relévement A(U,) : W|U, =— V|U, de A , et soient f,, gq
définis comme dans le premier cas .

Sur U;NU, , on a encore

(5.2) foi = gui + 2 Zoj-Mji ;

j<i
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on modifie le relévement A(U;) en A’(U;) de la maniére suivante :

Si i¢Lu....Uls,onprend k’(Ul)'l.em —dét 0 = fu
Si 1 appartienta I  on prend
(5.3) 0= fu + 2 foym -
j<isjelg

Ceci donne bien un relévement de A~ sur U; quels que soient les m;; choisis , car U
ne rencontre par hypothése aucune ligne de Stokes relative aux paires (i,j) appartenant au

méme intervalle I . En effet,

s -1 Z _déf s -1

fu = MUD'{ ew + eopMii § =" W (U ew
j<i ;jEIk

= K(Ul)-l.{ id + Z eaj.nji.em'l }.eai .
j<ijely
et comme —det eaj.nji.ea{l: Vo =—> ch 5 gl o~ Voj estde la forme

A

générale §; = e_J“j_“i.gaj.gafl, onaalors & =0,V j<i ;dou A =21,

Maintenant , en combinant (5.2) et (5.3), on obtient pour i €li

flai = 8o t Z oj-myi t Z {g(xj + Z ok M }-T]ji
j<i j<i;jelg k<j

= 8ui T Z gaj-{ m;; t ;i t Z Mk Nki }+ Z gaj-{ m;; + Z mjk-nki}
j<i;jelg j<k<i j<i el j<k<i

VU MU .gei

A A . . . . . . J
et f7 i = go 1mplique, sur Uy, il existe un unique choix des mj donné par les

équations :
mi + i+ 2 mgn = 0 j<i L el
i.e. Nili = -Mii

Ni-2i = -Mj2,i — Mj2;i-1-MNi-1,i >
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et ona encore,sur U,, £’y € w ; 1eNp.
Le relévement est alors donné par  A’(U;UUs) = (e) (F)! ou (f); définie suivant

I’ordre des o dans U, ; fournit la matrice triangulaire définie par

r
| m;; + Z Mk Nki
(f’)=<g>.|l L

| 0 | i |
L .

- 1

Ceci démontre le Lemme .

On dira qu'un recouvrement de S par des intervalles ouverts {Uj,...., Uy, } est « bon »
s’il possede les propriétés suivantes :

(1) les U; sont bons ;
(i1) U; rencontre seulement Ui et Uiy (onpose Uz =Uj )

(i11) Ui+ = UjNnUis ne contient aucune ligne de Stokes .

On peut toujours trouver de bons recouvrements ; il suffit de prendre le recouvrement de S
par les fermés [0, + k.n/r, 6, + (k+1).7t/r ], 0, étant choisi distinct des directions de

Stokes modulo /r , et d’élargir un peu les intervalles précédents .

Pour chaque Uj, il existe un relévement unique A(U;) : W[U; =—> V|U; de A .

La structure de Stokes de V est donnée par le choix des MUD MU e dépend du
recouvrement choisi ; ceux-ci sont des automorphismes de V|U;;;; induisant I’identité
sur le gradué associé¢ gr V ; en effet

pour tout s € V|Ujj 7\«(Ui+1)-1.s =t € WU

et W étant A-filtré, il existe o €A tel que t eW* sur U ;. ; mais alors

MUt = MUDAUir) s € V|Uis et At =s  impliquent s e MU;).W* =% y*
sur Ui .
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Sous cette seule réstriction , leur choix est arbitraire .

Pour r>2, UnUj, est un secteur ; par rapport a la décomposition V = @D Vo ,
o

MU)MUis)" s’exprime par une matrice triangulaire stricte par rapport a ’ordre des a
dans Ui+ ;

si r=1, U, estlaréunion de deux secteurs opposés , i.e. U;»=VU{V+ nt},

qu’on regardera donc comme deux secteurs distincts puisque I’ordre des o dans V est

completement inversé dans {V = m} .

Finalement , en prenant des bases des V,, sur Ui, les automorphismes A(U;).A(Uir;)™
sont entierement détérminés par les coefficients Cpi ( =%es facteurs de Stokes ) des
matrices m; (1 <h <j* 1 <k <1i*) exprimant les relevements de )" par rapport aux bases

des Vo, , ou i*=dimVy .

Ona card{Cp;1<h<j*,1<k<1*}= dimcVy.dimcVy , et sur chacun des 2.r

secteurs distincts , le nombre d’invariants est alors

2. dimV,.dimVy = 1/2. ), dimV,.dimVj

I<j<i<p a#p

d’ou un nouvel invariant analytique N = r.y dimV,.dimVg et un isomorphisme d’espaces
a#f

affines CL(E,8) =—> CN.

N est appelé I’irrégularité de Malgrange ([ M1]) de (Endk (E,0)).
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