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Introduction :

Sur Q — le corps des nombres rationnels — il existe plusieurs valeurs absoluestelle que la

valeur absolue ordinaire ||. définitpar: |X|.= sup(Xx - x) et la valeur absolue

o

p — adique définit pour tout x de Q par: x = pa% , (ap)=1 (bp =1, |xXlp=p

Considérons I’application n® n!, il est bien connu gqu’il existe une fonction méromorphe
notée G telleque XxC(x) = CG(x + 1) qui prolonge cette application aC — |’ extension de
complété de Q — pour lavaleur absolue ordinaire , on peut également compléter Q pour la
valeur absolue p —adique et on obtient le corps Qp, on se propose de faire I’ analogue et
prolonger la fonction précédente a Q, mais ceci est impossible car elle n'est pas
uniformément continue pour latopologie p—adiquede N ; pour celaMorita et en 1975 a

ol
modifié cette fonction en posant : G,(n)=(-)" O j et il amontré que cette fonction
j=1
(i.p)=1

s étend en une fonction continue sur I'ensemble Z | :{XT Qp;|x|p £J} et qui satisfait des

relations fonctionelles analogues a celles satisfaites par gamma d’ Euler .
Voici un court résumé de ce travail :

v Dans le premier chapitre on arappelé quelques propriétés de la fonction gamma
complexe et donné la formule de Stirling de log G

Vv Dans le chapitre 2 on aintroduit I existence de la fonction gamma p — adique et donné
ces principales propriétés et son développement de Mahler.

v/ Dans le chapitre 3 on a &udié lafonction G, et log, Ganalytiquement.

v Dans le quatrieme chapitre on s est intéresse a la fonction log gamma p — adique de
Diamond et étudie laversion de larégularisation de cette fonction par Koblitz en
utilisant les mesures p — adiques.

v/ Dans le dernier chapitre et permis les applications de G, on a présenté une nouvelle
démonstration de la formule de Gross — Koblitz et comparé entre G, et la factorielle

de Roman.
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Notation et définitions de base

N : I’ensemble des nombres naturels

Z : I'anneau des entiers rationnels

Q : le corps des nombres rationnels

R : le corps des nombres réels

C : le corps des nombres complexes

Z, . I'anneau des entiers p — adiques

Qp : le corps des nombre p —adiques

Cyp : le complété de la cloture algébrique de Qp

Soit xT Q, et Q a,p" son développement de Hensel , on définit la valuation p —

n30

adique (resp. valeur absolue p —adique) de x par

Vp(X) = Min{n: a,#0}

(resp. x| = p Yr )

enparticulier; pour xI Q ilexise nab# 01 Z (ap)=1,(bp)=1(a, b)=1

telque x= p“% et danscecas ona

Vh(X) = n e ||
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Chapitre |

Note sur la fonction gamma complexe

| - 1 Définition :
la fonction gamma complexe est définie sur I'ensemble { zT C, Rez >0} par :

¥
\

G(z) = Q e 't dt

Une intégration par parties donne larelation fonctionnelle vérifiéepar G etona:

G(z+1) =2zG(2) .. (1)
Il en résulte:

G(zy=Sz*m) (2)
Ou (Z)m = z(z+1)(z+2)...(z+ m=1)

(z)m sont appelésles nombres d'Appell et ils vérifient
() = k' P20 E2TA0

®ez+k-10
ekg é k g, & k @,

Plus généralement s on note par m, leplus petit entier positif tel que Re(z+ m,) >0
g U=C-{0 -1, -2, ...} larelation (2) permetuneextensionde G a U etona:
Pourtout z1 U

G(z) =

| -2 Lemme:

Lafonction G(z) est holomorphe sur U et pour tout n de N, G a despoles smples

aupoint z=- n avecrésiduégal a (- 1|) = Res G(2z2)
n!

z=-n
Preuve:

Pour Re z > 0, ona

¥
\

G(z) = § e 't* tat
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L’intégrale convergepour t® ¥ a causede e”', epour t® 0 ona

't | @ t™*' etdoncl'intégrale ¢ t ** "t convergepour Rez >- 1
D’ autre part :
Pour Rez>0, $a bl R tel que O<af Rez £Db<¥

Donc;

“t -1 jtet pour 0O <t£1

et " | £ § L
fth e pour 1<t£ ¥
1

et lesintégrales Qta'ldt & Q¥ tPte ot sont finis

Par suite (z) est une fonction continue pour Rez>0, e de méme on montre

guelle est deplus indéfiniment dérivable pour Rez>0 e ona:
G"(@) = e 't*'(og t)"ct

Cequi montreque (z) est holomorphe pour Rez>0
Pour Rez<0, soit N un entier positif fixé tel que Rez>-N ona

C(z+N) _ C(z+ N)

G(z) =
(Z2)n z(z+1)--(z+ N - 1)

Et d’ apréslapremiere partie de lapreuve onamontré que G(z+ N) est holomorphe de

lavariable (z+ N) pour Re(z+ N)>0, (i.e pour Rez>- N) & comme

(z)n est un polyndbme qui admet lespoints 0,-1,- 2,...- N+1. comme zéros

simples aors que lequotient w est holomorphe dansle demi plan
z N

Rez >- N avecdes plles simples lespoints 0,-1,-2,...- N+ 1.

N éant un point arbitraire donc on peut le choisir assez grand pour quelafonction G

soit holomorphe avec des poles simples aux points  0,-1, - 2, ... .

Soit maintenant ni N, ona G(z) = G(z(+)n *1) e le résidu de pole
z n+1

simple (- n) est donné par :

im (z+n)G(z) = lim Clz+n+1) - 1)

z® - n z® - n Z(z+1)...(z+n_1) n!

| - 3 Proposition : (formule des compléments)

Pour tout z1 C Rez>0, ona
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G(z)G(1-z) = Siin

Preuve:
\¥ -ty z-1
ona G(z) = Q et dt
en remplacant t pa t? onobtient I'intégrale de Gauss suivante:
2,271
G(z):ZQe t~dt Rez>0

Doncpourtout p, g de C telsque Rep>0, Req>0 ona

G(p) = 256“2 u*du

G(q) =29 e vV dv
ce qui donne

G(p)G(q) = 4(‘;}¥ (5 e (v 21\ gy dv

passant aux cordonnées polaires enposant u=rcosg €& Vv =rsnq onaura:

G(p)G(a) = 4Q ¢ e r2¢ M tcs?lq §n?9"q dg o
= 2Q¥e"2 r2Pra)-1 gr 2 6/2 cos?P~1qsin?71q dq
= G(p+ q) 28" cos***qsin?ilq dg

donc on obtient
Clpcla) . 26/2 cos?P™'q sin®?"*q dq

G(p+aq)
modifions cette derniérerelation en posant cos’q =t, etcomme cos’q + sin’g = 1

ontrouve

C(p)C(a) _ &  p- -
G(prg) OO

etpour p=12z, q=1- z onobtient

1

A z2)GLl-2 =t =l - )77 dt

enposant t=u/(1+u) b dt=1/(1+u’du onaura
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z-1
N

C;(Z)C;(l' Z) = Q Wdu

calculons cette intégrale par la méthode des résidus

rappelons que si C un contour associé & undomaine D e F un ensemble fini de points

{z, 2, z,... z,} tel que lafonction f soit holomorphe dans une partie ouverte contenant

D/F aors

O f(z)dz =2ip SRes(f, z)) s *\
considérons le contour C suivant

/7
C. estlesegment [r +ie R+ ie] / C >
4_
C, estlecerclederayonR centré en 0deR+ie ® R-ie
C; estlesegment [R—ie, r - i€
C, estlecerclederayon r centréen O der -ie®r+ie
Avec O<e<r<1<R, et r=+r2-e? |, R= +R%-¢g?
z-1
Posons f(u) = 1u+_ qui admet un pole simple lepoint u = -1 de
u

résidu égale a:

: - : z-1 _ z-1 _ ip(-1

Im DT = m = (1) =
d autre part :

4

y f(u)du = § f (u)du

Q ~ Q
et donc

S fU)du = & f(x+ie)dx % TBEV® & X d
u)du = X +ie)dx X
Ql Q 4 /4 474 Q 1+ N

et Q f(u)du = 0 lorsque R® ¥
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z-1

r' R' . ¥ X
et Ay f(u)du =0 f(x-ie)dx=-¢ f(x-ie)dx %3 %I2® - e* ) ——dx
QS (u) Q ( ) Q ( ) 494 a4 Ql+x
et Q f(u)du =0 lorsque r ® O
donc
o i du = (1- ez”’z)‘¥ u du = 2ipRes outt 19: 2ipelP =V
Qi+y Q1+ 1+ u
ce qui donne
Joutt - 2ipe'®? 2i P
du = - = - _ =
Q 1+ u 1 - elez p e|pz _ e-lpz s-n pz
d ou la formule des compléments G(z)G(1-2 = sinpp
2

et pour z=% ona QW) = p*?
| -4 Remarque:
La fonction gamma complexe peut étre définit par la formule d’ Euler- Gauss

suivante:

G(z) = lim (n-1)in Cm (n - 1) n-”
ne ¥ z(z+1)---(z+n-1) ne ¥ (z) .

| -5 Proposition : ( formule de multiplication de Gauss - Legendre)

Pour mi Z ona

w1 ..
G(mZ) — (2p)(l-m)/2mmz—l/2 O G(i:%Z'f' r_g
r=0 e m g

et pour m= 2, onalaformule de duplication

GRz) = 2% pY?2 qz) Gz + %)

preuve:
m-1 ..
m™ O Ggez + 19
on pose A(z) = r=0 € LI
mG(mz )
comme
- | z
z) = im M- rn
ne ¥ (Z)n

10

PDF created with pdfFactory trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

on peut écrire

m-1 - | m
m™ 0 lim (n 1) n
T_, N® ¥ P r o
¢z + —~
A(Z) = ell m gn:‘z
m lim (nm - 1) (nm )
ne ¥ (mz )nm

m 2+ X 2+ M1
m™ lim [(n-2)]".nZn ™ ..on” m
m 1 & m - 16
" (z)ngez+—9 gez+ Q
— e m g, e m g,
m lim (nm - ) (nm )™
n@Y¥ mnmaengéaemz +19"'83mz +m-19
emg, e m g, e m Dn
m-1
- m M (n-ap]"a
ne ¥ (nm - 1)!

cette derniere relation montreque A(z) ne dépend pasde z, donc une constante on
valacalculer en posant z = 1/m

ona
el o_ X' a@l+ro_ XK' em-r10
Ac—== (0 Gg =0 G¢ 4
em 1] r=0 e m 1] r=0 e m %]
et donc
2
el ou- _ K' _eer o re_ pmt
AT =0 GG - —2= — ,
e -1 €eMg e Mg Osin&p—rg
r=1 emg
d’'autrepart; pour tout m de N ona :
ﬂ] Z . AN
x*" - 2x"cosmg +1=0 gxz - 2XCOS€%] + 2(r - 1)p_9+13 o (*)
r=1 € e mg u
e cos2q = cosq - sn’q = 1- 2sin?g
pour x =1 I‘équation(*) Sécrit comme
N A RN
*) b 2-2cos mq =0 g2- 2cos &g + 2(r - 1) 22
r=1 € e m au

11
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. i
b 2. 28 - 2sn?MIO- A Sl 8. 2sm2$‘zq p(r-1) 9ol
e 2 g L1a g e2 m  gg
.2 4 0 _
P 8825in mg 9 - go 2 sin 85q_+ (r-1)ou
e 2 g 8 =1 e2 m oU
_sin gemzq e a - s
2m- mq q q r=1 e 2 m (%]
sn —
2 2
et pour q ® O onaura
R -1
: pr m
sin =
Cr):1 m 2 Mot
donc
é,@lou _ p™' _p (2p)""
eAC— 1 T w1 =
€ em g O sn pr m m
r=1 m 2m-l
ce qui implique
el o n >
Ag—= = (2p ) 2 m 2
em g
et donc
me r 0
m11 ) GGZ* o
A(z):(zp)ZmZ: =0 2
mG(mz)
d'ou la formule de multiplication
1-m r O
G(mz)=(2p) 2 m™ 10 G 7+ —
r=0 e mﬂ
| —8 Théoreme: (sériede SirlingdeG) (cf [10] )
Pour z ® ¥ el|agz|< p-d d>0ona
S B ) e 1l 0
log G(z z-——Io z-z+—|o 2 a —2—z2""+o0 k4
9 6(2) @7~ 5 ~log o(2p)*+ & ot ¢ i s

Ou B, etxle n iéme nombrede Bernoulli

12
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Chapitre: Il

Définition et propriétés générales de la fonction gamma p —adique

On avu dans le premier chapitre que la fonction gamma complexe peut ére vue comme étant
le prolongement de lafonction n — n! aC. Pour lafonction gamma p — adique on peut
penser a prolonger laméme fonctiona Z, mais ceci est impossible car cette fonction n’est
pas uniformément continue pour latopologie p —adique, pour cela Morita en 1975 a
propose la modification suivante :
Il - 1 Définition :

pour un entier naturel n nonnul et pun nombre premier on définit sur

N lafonction G, par
Rl
G,(n)=(-1)° ,(1) J
(i.p)=1
et pour montrer que cette fonction peut se prolonger a Z, on abesoin de la
proposition suivante :
Il - 2 Proposition : (Théoréme de Wilson généralisé)

RSt
i)- Pour pt2 ni Z, siN ona: Q (n+ j) ° -1 (modp°)
{ior=1
251
ii)- Pour p=2, s33 ona: Om+j) ©° 1 (mod2°)
j=0
(i.2)=1

Preuve:

on sait que lesnombres n, n+ 1,.. n+ p°-1 forment un systéme
complet de représentants des classes mod p°, et ceux qui sont premiers a p
(ie n£EjEn+p° tqg (j,p)=1) forment un systéme complet de représentants
des éléments inversibles de Z/p°Z

on note
G=@2/p®°Z) ={nf£jE£n+p tq (j,p)=1}, G est le groupe

multiplicatif des élémentsinversiblesde Z/p°Z ,
donc

13

PDF created with pdfFactory trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

s

RS -1

O (n+ ) =0 g (*)
(JJ':,OD)=1 or e

or

gl G P $hl G tdque gh=1
et donc dansle produit (* ) il nereste que les élémentsdordre2 ( les éléments qui ont
leursinverses lui-méme) car les autres ééments sont éliminés dans le produit méme par

leursinverses.( ie s g est un éément de G dorssoninverse g 'est aussi dansG

1

et lamultiplication de g avec g™~ donne 1) Donc:

o1

O (n+ i)=0 9g-=

~
j?O G gZ:]_
(i.p)=1

g gl G

Déterminons les éléments de G d'ordre 2,
1¥cas:si  pt2

it g unéémentde G tdque g =1 b ¢g*-1 =0

P (9-1D@+1)=0
supposons par I'absurdeque g *1 e g?' -1, aorsque(g-1) e (g+ 1) sont
desdiviseurs de zé&rodans Z/p°Z et puisque p est le plus petit diviseur de zéro dans Z/p°Z
onaura :

p divise (g-1) e p dvise (g +1)
P g °1modp et g° -1mod p
par suite
1°-1modp U 2° 0modp

Contradiction avec lefaitque p * 2

donc nécessairement g=1 ou g-=-1,
conclusion :
~ Sl
Og=1"-1=-1 U Q(+j) ° -1 modp®
g2=1 j=0
(i.p)=1
™casp=2 e s 3 3

montrons par récurrence que lesreprésentants des éléments inversiblede G d'ordre2
sont: 1, 2°- 1, 25 1. 1, 25141,

14

PDF created with pdfFactory trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

en effet ;
Pour s = 3, les éléments inversibles de Z/2°Z = Z/8Z sont:
1, 3=2%1.1 5=2%%1 7=231,

Supposons que I'hypothese de récurrence est vraie jusqu'al'ordre s - 1, et montrons
guelle reste vraie al'ordre s.

soit g unélément de G tlque @=1b ¢ ° 1 mod2° b ¢g°° 1 mod2°*
donc par hypothése gl {1, 252-1, 252+1, 25* 1} mod2°! |

1)- s g°1mod2°t' b $ki12Z g=k2°'+1

b o = K22051) + k2%5+1 = 2°(K2° %2+ k) +1,

or O£ g £ 251 ce qui nousdonne

O0f k2t +1 £ 251 b -1<k<2 & kiz
dou k=0 ou k=1
k=0 p g=1
k=1 pb g=2°%"

2)- s g°-1mod2%* b g = k2%1'-1, ki z

b @ = k2205 k2541 =25(k2%° 2.k +1
or 0£g £2%' cequi nousdonne
0f£ k2' -1 £2%* O 0£1/2' £ k £ 2
dod k=1 ou k =2
k =1 p g=2%'-1
k =2 b g =2°%-1.

3- s g° (2%+1) mod25' Pp g = k25t +2%%+1

mais ceci nedonnepas g2°1mod2° donc cecasest exclu.

4)- s g° (2%%-1)mod2° onauraitpas g2°1mod2° e cecasest aussi exclu.

15
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Donc les élémentsinversibles de G dordre 2 sont:{ 1, 2°- 1, 25! -1, 25'+1} «

I'nypothése de récurrence est vraie al'ordre s. et ona:

O g = 1(2%-1(2%-1(2% +1)
= (2%-1)(2°2%%-1)
° 1 mod2®
Il -3 Conségquence:
2 0
s onpose (n!) =g O j- ondéduitdecequi procéde:
&b

(n+pp ©°-1 (n), mod p° s pt2
(n+29YH, ©° (n)2mod 2° s p=2

et donc on peut montrer que lafonction G, (n) défini précédemment  satisfait :
G,(n+p®)° G,(n)mod p°
et plus généralement
G,(n+kp*)° G, (n)mod p° "kl Z
Ce qui montre quelafonction G, estuniformément continue sur N pour latopologie
p — adique
Deplus si (an)ni n est une suite de Cauchy d’élémentsdansN alors G, (( an)ni n )est aussi
de Cauchy
En effet ;
Soit € >0,$h>0, " h ki N |h=kjp<h b |G(h)-G(k)|p,<e
Car G, est uniformément continue

()i n est de Cauchy alors$ NoT N etpour e’ =h
"nmiI N n>m>Ng P |an—anp < h P %G5(a) -G (an)¥< e

ce qui donne que G, (a,) est de Cauchy.

16

PDF created with pdfFactory trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Et on déduit finalement que G, peut se prolonger par continuité a Z, et on ale théoreme
suivant :
II- 4 Théoreme ( Morita) :

Lafonction n— G, (n) est larestriction a N d' une fonction continue de Z, a
valeursdans Z, notée G, ( x) appelée fonction gamma p — adique

ets (an) nin €st une suite de Cauchy d’'élémentsdans N tend vers x, alorson écrit :

GX) = lm  G(a-1) = lim(D" ((@-1)
n® ¥ n® ¥
Cette fonction est bien définie, elle ne dépend pas de la suite choisie, car si (a,) et (b,) sont
deux suites de Cauchy de limite commune x alors Gy(a,) et Gy(b,) ont aussi la limite
commune Gy(X) on va étudier maintenant ses principales propriétés
II-5 Proposition :
Soit p un nombre premier, alors G, posséde les propriétés suivantes :
i)- larelationfonctionnelle Gy(x+ 1) = hy(X). G X)
: X s [x[p=1
ou hp(x):{ S [x[,< 1
|
ii)-
(1)- s pt 2 alorspourtout xy de Z, ona:|GX-GWh £ |X-Yp
(2)- s p=2 aorspourtout x y de Z, ona

i : 1
i:|x_ y|2 S |X_ y|zlz
G()- G(Y), £i ]
%2|X_ y|2 S |X_ y|2 :Z
i)- G(0) =1, G(1)=-1, Gy(2) =1, etpourtout xde Z,, |G(x)|p=1

Preuve:

v : itnl N, G(n+1)= (-1"*% 6]

j=1
(i,p)=1

=(-D" Oj.h(n) =G(n)h(n)

j=1
(i,p)=1

17
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- n s (np=1 ]
o hy(m= S i
% 1 s pdivisen % 1 s |nlp, <1

donc il suffit de montre que la fonction h, peut se prolonger aZ, ,c'est-a-dire de montrer
que hy, est uniformément continue pour latopologie p — adique
en effet ;
. o 1
soit e >0 dorsilexiste s deN telque — <e,
p

Loy m-= n+ k p°,on aura aors
p

soient n,m de N telque: |[n—-m |, <

S

les deux cas suivants :

1% cas, s |nlp = 1, comme ||, et ultrametrique dors

In+p%p =max (|nl p°l) = max (L, |p°ly) =1, et par récurrence on déduit que pour
tout entier k |n+ k.p°|, etdonc:

ho(m) = hy(n+ kp) =- (n+kp®) © (- n)modp® © hy(n) mod p°
. 1
cequi donne [hy(m) - hy(n)l, £ — < e
p

2™ cas si|n|, < 1
adors |n+p°p £ max(Inl,|p°l) <1 e demémeparrécurrenceon déduit que

pour tout entier k, |n+ k.p%, < 1, cequi donne

hy(m) = hy(n+kp) =-1 =hyn)

par suite:
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1

S

[ho(Mm) —hp(n)[p = 0 <

donc dans les deux cas on a montré que :

1 <e " nmiN
p

Im-nlp< h P |h(M-h(n)p <e

"e>0,$h>0,h =

S

ce qui montre que h est uniformément continue sur N

montrons de plus quesi (a.)ni v €st une suite de Cauchy tend versx alors hy(a,) est de
Cauchy tend vers h, ( x),

en effet :

soit € >0, " stI N, $h >0, |s—tlp<h P |hy(9—-h(t)p < e carhyest U.C.

or (a)nin est deCauchy, donc” n,m TN

m>n>Ng P |an—an|p< h =e P |hy(an)—he(a)|p < €

ce qui montre que h, (a,) et de Cauchy

et deplus s i(a)nin, (bn)nin sSONt deux suitesde Cauchy de mémelimite x alors
(ho(@n)nin), € (hy(bn)nin) ont la méme limite hy(X) .

de tous de ce qui procede on déduit que hy, peut seprolonger a Z, etona pour tout entier
p — adique X

i- X s x| =1
|

i s xp <1
|

Montrong(ii) ,

1)- sp'2 |GX-GY £ [x=Ylp

soient m,n deN

§ s |m-n|,=1 ona

G, (m) - Gp(n)|p £ max QGp(m), |Gp(n)||)£ 1=|m-n|

19
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§ i |m—n|p:is<1 P $kiI N, m=n+kp’ e (kp) =1 donc
p

— kp®) = n+kp® n+kps-l- - n+ kp® R nH&‘ps-'l
G(m) = G(n+kp’) = (-1) O i =9 O | O i
(iop)=1 o= ()=t

koS n-1+k.p®
=0 O (- Ol
lim (i p=1
‘ n- 1tkp® )
=G((n) (-0 O] car p impair.
(o=
D’ou
é n+jp °-1 l:l
G (M) - G(n) = Gp(n)g(- 1)~ 'O j - 1“
2] (7.py=1 Q
par suite
nﬂgp
|G (M) - G(n) | p=|(- D" OJ-
(JP)—l p
ca |G (n)|p =1 par définition de G,
écrivons :
n+kp °-1 n+JS-l- n+2ps-1 n+kp °-1
O i= O | O | O |
i=n =n1 j=p%+n j=n+(k-1)p°®
(j.p)=1 (j.p)=1 (j,p)=1 (j.p)=1

le théoreme de Wilson généralisé implique que chaque facteur de produit précédent satisfait :

n+kp°-1 pS-1

O j=0(+k-1ps+i)o-1mod p° " k21
j=n+(k-1)p° i=0
(i.p)=1 (i,p)=1
donc
n+lp°-
O i°( D(-1) - (-Ymod p*°° (- 1) mod p°
(J: kf0|s
et

PDF created with pdfFactory trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

é n+kps-1 l;'
&-nx O j-le [ ¢ 1* - 1]mod p=° omod p*
A j=n l:I
e (i.p)=1 u
ce qui implique
n+kp®-1 1
YG(M) - G =% (- 1)° . j -1 £ — =|m-nj|,
j=n p
(i.p)=1

par continuité cette propriété reste vraie pour les élémentsde Z,
2)- p=2 montronsque
|&(x)- G(y)l £ [x=yl s [X-y} * %

|&(x)- G(Y)l £ 2|x=yl 8 |[x=y} =%
montrons d’ abord ces relations pour les entiers naturels,
en effet ;
soient mn T N onsuppose n < m
1¥cas:si Y»m-n% =1 ona

G, (m) - G,(n)|, £ max (G,(m)[,,[G,(M)],) £ L=[m=n,

®Meas: s Yom-nYe = 2—15 <1bPb $kiINmM=n+k2 e (k2 =1

ona
n+k2°-1
s ]
Gm= G (n+kF) = (-1)" O
(i.2=1
-1 n+K2°%-1 n+k,.2°%5-1
: n . r ;
=(-D" O i*x 0 ] =6&mn. O i
j=1 i=n j=n
(j.2)=1 (i.2)=1 (j.2)=1
Ce qui implique
n+k2%-1 n+kp2%-1
vG(m- G = G|, O i-1 =0 j-1
——— | j=n j=n
=1 (i.2)=1 ) (i.2)=1 )
Ecrivons
n+xK2°%-1 n+2°%-1 n+22°%-1 n+k,2°%-1
= 0O | ] j
j=n j=n j=n+2° j=n+(k-1).2°%
(j.2)=1 (i.2)=1 (j.2)=1 (i.2)=1

PDF created with pdfFactory trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Le théoreme de Wilson généralisé implique que pour s 3 3 chague facteur de produit
précédent satisfait :

n+k2%-1 251

Oi =0 (+k-1n2°+i)o1mod 2° " k 21
j=n+(k-1)2° i=0
(j,2)=1 (i,2)=1

on obtient alors

n+k2°-1
Oj-1°1-1mod2° ° 0 mod?2°

j=n
(i.2)=1

ce qui implique

An+lggs-_1 ~ 1 ~ ~
|G&(m)- G(n)l, =6 Q] - 162 £ 2 =0 m-nb,
(121
R R 1 "
Pour s=0,0m—-nb6, = le (le cas précedent )
Pou s =1,0m-nd, = % g 0G(Mm) - &(n)62°1- 1mod2 ©° 0 mod?2

donc 6G(m)- G (n)d, £ % —6m=no,

- R R 1 R R R R
donc pour st 2, mnl N ,6m-nb,= > ona 0G(m)- G(n)é, £ 6M—nod»

n N 1
Pour s = 2, 6m—-nd. :Z ona :
n+22-1 22;1 3
Oi= Om+a)= O(n+a) °1° 3mod2° ° - 1mod 2°
j=n a=0 a=0
(j,2)=1 (a,2)=1 (a,2)=1

car n e (n+2) sontdemémeparité ainsique(n+ 1) e (n+3).

de méme pour

n+k2°%-1

Oj °1°3mod2?° - 1mod?2

j=n+(k-1)2°

(i.2=1
donc

n+k2°%-1

jo(-1(-1)--(-)mod 2> ©° (- 1)* mod2? g (k2) =1
(Jj:g):l kfois
° . 1mod2?

par suite:
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n+k2°-1
Oj-1° -1-1mod2*> ©° 2 mod?2

j=n
(i,2=1

ce qui implique

n+k2°-1 ~ ~ 1
6 OQj - 16, =026, =3
(.21
1 1
et donc G, (m) - Gz(n)|2:?:2.22 = 2|m - nj|,

par passage a lalimite ontrouve que la propriété reste vraie pour lesentiers p — adiques.
iii)- Calculons quelques valeursde G,, ona
G(2)=(- )*.(1), =1
D’autre part ; larelation fonctionnelle implique
G(2) =G(D.h(1) P G(1) =- (1) =-1.

& (1)=h(0)&(0)=-G(0) P G(0)=1
II- 6 Lemme: (formule des compléments)

pour tout entier naturel n, on a

énu
n+l+a—y 1

G(-m = (n P

. éenu ., . . . n
ou g designelapartieentierede —
ePu p

et plus généralement ; pour tout x de Z,

pt2 ona G,(X)G,(1- x)=(-1)" avec R(x)° x mod p

p=2 ona G()G(L- x)=(-1°""
% 0 .3 » .
avec s¢g a;2'i=a, 9§ Qa;2' estledeveloppement de Hensel de x
i=0 (%) j=0
Preuve:
Larelation fonctionnellede G, implique

G,(0)=G,(0-1)h,(0-1)=G,(-)h,(-1) =G,(-2)h, (- 2)h, (- 1)
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G,(-mh,(-n)h (-n+1)--h (-1

Y -
O h,(- NG, (- n)

or
in s |nlp, =1
ho(- N)= j P
(- 1) %- 1 s Infp 1
ce qui donne
Gp(0) = OJ .Gp(- (- 1)
(JJ,lp):
ou d est lenombrede multiple de pentre 1 & n ,donc d= eﬂz
ePu
et on obtient

énu

I~ &u
1=26Gp(0)= O j G(-n) (2™

(j.p)=1
Autrement dit
G(-n) = (-1) - m
et on déduit de cetterelation que les entiers négatifs ne sont pas des pbles pour la
fonction G..
posons maintenant n+l=m U -n = 1-m dorsona

Gp(m)Gp(l- m):Gp(n+1)Gp(_ n) =(-1) &l

écrivons n en base p

énu
n=n0+nlp+-~-:n0+pé_a
ebu
s p'2 onaurait:
énu énu
n+1l-a—p=nNg+(p-1lag—+1
epu ‘;;;Jepu
et donc
n+i 2%3 ng+1
(-1) SRh=(-1)"
D’autre part ;
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m=n+1=n + 1mod p
et il suffit doncdeprendreR(m)=np+1= mmodp etilestclarque 1<R(m)<p
Donc s m,n sont deux entiersnaturels vérifiant n © mmod p° P n °© m modp
on aurait :
R(n) =R(m) (car R(n)=nmodp )
Ceci est équivaut adire
R(m)= R(n) modp
C'est adire que R est uniformément continue sur N
doncsi (a))nin  €st une suite de Cauchy tend vers x alorsR ( (an)qi n ) est aussi de Cauchy
tend vers R (X) ce qui montre que lafonction R peut se prolonger aZ, etona:
R(x) ° x modp
Et s onpose X :5 a,p' onauwait R(x) = a
i=0
S p =2 onaurait

GG A- n=(-1 ¢2

développons n en puissancesde 2 ontrouve:

c

ot )

n = a+ a.2 + k2, ag,,as 1 {0, 1},

ce qui donne

Raisonnement sur ag :

_ T .
1¥ cas s ag = 0 dors go 3 € ll'J:-letdonc:
e 2 o & 24

én- 10 _ éa, - 1u
o= ~+a, +2k=a

e u 1 1- 1+ 2k

g2 H & 2 ¢

par suite;

- (_ 1)a1.2+k.22- a; +1- 2.k

1
—
1
[
~
o
IN)
o

&(n)&(1-n)

:(_1)a1+1+2k — (_1)a1+1

a, - 10 _é1- 10 _

A 0 donc
2 4 &2 4H

2" cas s a =1 dors &
6

25
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G(N) G(1-n) = (-DlErEIal 2 e

il suffitdoncdeprendre s (n) =&

soiet m nT N tdlque: m° nmod2> b m=n+k2 b s(n)=s(m)
c'est adireque s est localement constante . donc uniformément convergente pour la
topologie p — adique de N

deplus s (an )ni n €st unesuite de Cauchy tend vers x alorss ((an )ni n ) €st aussi de

Cauchy tend vers s ( x), et on déduit que s peut se prolonger aZ, et ona

La fonction gamma p — adique satisfait une relation similaire a celle de la gamma complexe,
¢’ est laformule de multiplication de Gauss— Legendre, etona:
Il —7 Théoréme: (formule de multiplication)

Soit m un entier non nul premier ap, alors:

m

w1 - -
86,1+ H0meum " o 6, o

3
@
()
|?B
o

Ou: e = .
j=o0 emg

R(y)T {1,2...p} tedque R(y) ° ymodp

s(y) =Y g g,

p
Preuve:
Posons
_1 -
)= (=0 G, B+ L2
i=o e meg
fn (X)
a G(X) :Gm(x) = —mr 7
G, (mx )

Calculons le facteur de Gauss G (x), nousavons:

-1 H . N PR

O Gpgex+ ]+ 10 O Gpgex+i9

c& 4 L 06_ -o e m o _ j=1 e m g
g m g G, (mx +1) G,(mx +1)
= 1 €, (x+ 1) rn;lG gex+i9
Gp(rnx)hp(rnx) Gp(x) j=0 pe m g
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= uG(x) =1 (x)G(x)

h, (mx)
ou
h,(x) 11 s [xp =1
()= =t ——==1m
o (Mx ) %1 s x| <1
par suite:
Xx=0b GSELQ_l(O)G(O)
(%]
x=—p c&82%= 0y EL% (o)
m emg em
j -1 2jo_ X' @io
= p c&l? 1 & 26 (0
X m gmﬂ icz)o Qm (0)

Comme (m, p) =1, ( Cest adire |mx|p=|x[p) onobtient:
e

1 y u(i)
el 0 16
O 1g2=¢-2
ic<o €Mg emg
. éj-1u . .
Ou u(j)=1j-1- ¢4 g estlenombred élément entre O et j—1 qui nesont
e P u

pasdivisible par p.
Trouvons une forme convenable a cette exposant, écrivons d’ abord :

. . €j-1u . . éj-1u
1-1:(]-1)0+péj L'JID ]:(]-1)0+1+péJ q
e P u e P u

posons R(j) = (j—1) +1 e donc R(j) °© jmod p et ona

) ) éj- 1u
u(i)=(i-1- S =R(j)- - el
e P 0 1]
on obtient alors:
. e o. g 6d-10
61| (i;%l_g: é%l_QR(J) 1+ (p 1)g o H
-0 em g em g

j-t1a
- 1- R(j)- (m -)épg
ml-R(j)(mp-l)S(”

27
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. ) éj-1u R(j) - |
ol S(j)=-éj 0= (1) J
e P u p
m -1 "
or G(0)=0 G gek_g
k=0 em [}
on obtient alors
U G RE W 2
emg k=0 2
par suite
mx rn'-j_ .
G(X):ml—R(mX)(m p—l)s( )O Gp?Lg
k=0 emg

Q I-O:

- 1 % J
G X + —
Cj):o P g m

p (M)

Cette relation est vraie pour tout x de Z, car lesfonctions R(j) et S(j) sont
uniformément continue pour latopologie p—adique de N, donc elles se prolongent aZp, .

On va donner maintenant le théoréme de Mahler pour les fonctions continues de Z, puis

calculer les coefficients de Mahler de G, et de Gi dabordona :

p

Il —8 Définition :
- N . a0
pour X I Zp, nl N ondeflnltlewmboleg = par :
Ng

X

€0

L1 B0 ox(X- 1. x- 2).( x- n+1)
gnB n!

Q-0

et il est clair que
gx +16 _ a0

T T pour tout n 3 1
gn fa n g n-1

0
]

Notonsques f est uneapplicationde Z, dansunanneau A

Di(n)=f(n+1) - f(n)
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donc D’f (n) = f(n+2)- g—f(n+1)+f(n)

e WHM—a(D“§4mﬂ)

on aalors le théoréme de Mahler :
Il —9 Théoreme: (Mahler)

Soit f  Z,® C, unefonction continue, posonsai = DX f(0)alors | ax | p
. - J X 0 : )
tend verszéro etlasérie g akgk; converge uniformément vers f deplus;
k=0 4]
fll=sup |f(x = sup |a
It11= s [T (0], = 2p Jau],
Preuve:

Soit f Z,® C, une fonctioncontinue;si f* O on peuttoujours supposer

sup|f(x)| =1

xIZ
. . (X
(sinon onraisonne sur g(x) =——- tel que sup|f(x)| = f(x,))
(%) Xz,
ona
‘ 8 ;eep’ o )
DY t(y)=a (1" g?ifw+1)
= l o
=f(y+p")- f(y)+ pk
° f(y+p")- f(y)mod p
or

f es continuesur Z, U  uniformément continue

([a)

|f(y+ p’) - f(y)|p % YE® 0

par suite ‘Dp' f(y)‘ £pt "yl Z,
p

e
Remplagons  f paré

Q- I-0:

méme travail sur cette nouvelle fonction nous obtenons:

. &DP f 0

Dpé . ;(y)

£Ept0 DPPT f(y) £ p2
p
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ri

et par récurrencesur p "' trouvons

D p'1+ p'Z 4o+ p'i

f(y)l] £ p'U Ilim D"f(y)=0 "yl z,
p n® ¥

En particulier pour y = 0 ona |D"f(0)|p Y% ® 0

. . &0
Montrons maintenant quesi f(x) = aan ? dors ax = D¥f(0)
n30 ﬂ
En effet ;
. 0 16
Soit f(x) = Qape b f(x+1)= § ? ::
n30 nﬂ n30 4]
x+10 g etg. 2 S nel
Or iz.%nb n- 1y
n g 11 s n=0
|
Donc
&eX 0 o exX 0
f(x +1)= a1+aa =+ a a, x
n31 g ﬂ n31 gn = 1@
o —f(x)
et
aeX 0 X 0
Df (x) = f(x+1)- f(x)=4 a, T=Q a,.f =
n31 n' 1@ n3 o ng
par récurrence on aura
X 0
Df(x)=Q a,. =
ns1 kgnﬂ
\ a0
pour X = 0 ontrowve ax = D*f (0) = § (- ¥ —f(j)

=0
passons maintenant a calculer les coefficients de Mahler de G, pour cela nous avons
besoin de ces deux lemmes
Il —10 Lemme:
soit f Z,® C,, unefonction continue et § a“aen(% son dével oppement de
n 0 o}

Mahler alorsona:

n3 o nso n!

preuve:
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n

Comme (exp.x) = @ — -x)= 4 (-1°" XI onaura:
nso M n!
; o avn ey
ep (- ) & 1% = oo g eq U TG,
n3 o n: o n! n3 o nl naoéj;o (n' J)IJI 0

_ o éon (- 1)”'jf(j).n!l‘:l hno_ 9 éon %10 U "
= a éea .I.Ilu-X—aea g: u
naoéj;o (n' J) Jn 0 naoé: g 0
o x" egn h. i eeno u o x "
=a —eéa (-1) ‘g zf(ha=a a,—
ns o n! @iji=o0 Jg 0 ns o n!
I —11 Lemme:

Pour tout entier positif n ona

+ n!
G(n+1 = (-1)"""
ei B
&P
enparticulier pour n = mp + j , 0 <] <p
. +j)!
mp+j+1) = 1”‘|°+J+1(mp—J
G(mp +j+1) =(-1) "
preuve:
soit nT N, par définition de G, ona
+1 n!
G,(n+1)=(-1)°" O d
(J p) 1 )
ou
d, et leproduit desnombresentre 1 et n qui sont divisibles par p
énu
or le nombredesélémentsdivisiblespar p entre 1 & n et &
ePu
| _éna i o
cequidonne d, = é—a.p et onamontré que:
ePa
+ n!
Gb(n+1) = (_1)”1. én u
ei B
&pu
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- . u_é ju .
enparticulier pour n = mp+j dors &~ =g g=m (j <p
u e u

D:D> D~

donc :

G(mp+j+1) = (—1ymeri (0 * IR
mLp"
Le théoréme suivant donne les coefficients de Mahler de lafonction gamma p —adique,

[l -12 Théoréme:

X 0 . .
posons G, (x +1) = § ang = alorslescoefficients “a, ~ verifient la
n3 o nﬂ
relation :
xP o 1- xP - n
exp( X + —). = 4 (-1)" =ox
p 1- x ns 0 n!
preuve:

on vaappliquer lelemme précédent alafonction: x ® G,(x +1),

posons :
g(x) = a G,(n+1) );I gtpour n = mp+j,tdque O£j<p onpeutécrire
n3 0 .
5t G +j+1 . Ly (.q)™ritl N '
0() =8 § 2D e 2 B LD e
izom=0 (mMp + j)! zom=0 (Mp + j)l.p"m!
Bt o cia@xP o x! 2t & (- x)? 0 (- x)!
= (-m™ = T .
J’a=0ma:0 g p g ml EOma:og P g m!
_ - x)P 0"
=- exp za (-x)’
g p gij=0
par suite
(- %) PO a&x® 01- x° (*)
g(-X) =- eXph—=za X =- eXpi——= *
g P gi-=o g Ppgl-x
lelemme 11 -10 implique:
o] x" o x"
g(x) = a G,(n+1). - = exp Xx.a a, :
n3 o0 n n3 o n!
donc

32
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ﬂ

&ex?P0o1- x°?
g(-x) = exp( - x).Q a,(- 1)— = -eng T (**)
n3o pgl-X
de(*)et (**) ontrouve :
® x?PQ01- xP o x"
+ . = _1”+1a
expgx P g l-x ,iaao( ) " n!

. A . 1 . N
On va montrer maintenant que méme la fonction o est continue et possede donc un
p

développement de Mahler, d'abord on abesoin de

Il — 13 Définition :
L’ opérateur de Atkin noté U, est défini sur les sériesformelles de Laurent par
:é a, T" Alors Up(f):é a,T"
et il satisfait les propriétés suivantes :
- TIUp(f) = U, (TP )
i)- g(T)Up(f) = Up (g(THF)

o B )
iii)- Upga aT"=+ ga anT”g pour OEf£afp-1

Il — 14 Théoréme: (coefficient de Mahler de )

1
GP
Soiet O£af p-1, e mi N

mml
Posons G, (m) = (-1)" _pm
(a+ pm)!
Alors G, admet un prolongement continu a Z, qui est

(_ 1)a+l
G,(a+ px +1)

G, (x)=

o Aa+ X..
Etlasérie de Mahlerde G, et G, (x) = § o1 &2

k :
k30pa+ kg

Ou
1

p ed uneracinede xP'+p (pPt=-p)

8 Ax" = e
n

n3o0
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Preuve:

_ a+pm+1 |
Onawvu que Gp (a+ pm+1) = (-1 m(a+ pm)!
p ml
Ce qui donne
_ a+l
G (m)= 3

G,(a+ pm +1)

s N . _ (_ 1)a+1
Donc G, (m) estlaredrictiona N delafonction G, (x)

C G,(a+ px +1)
es pt 2 laformule G(x)G(1-x) = (- 1) o0 R(x)° xmod p
montre que Gai(Xx) =G (- a—pXx).

p
Soit p T Cp uneracine non nulle de x+% (ie pPt=-p)

tP
+

t
Notons q,(t)=e ° (appelée  exponentielle d'Artin — Hasse)

e Q,(t)=e”"'")  (appeléeexponentielle de Dwork)

Remarquons que

(e (PO

— P p — p(t-tP) _—
q,(t) =e = e = Q , (1)

Notons A, les coefficient de Taylor de gp(t)

Lapropriété (ii) del'opérateur dAtkin pour f= eP'f e g=e P’ implique:
ePTUp(ePTf) = U (e e’Tf)=U _(Q,(T)f)

Pour f =G, etenremplacant I'indéterminé T par p T, lelemme Il - 10 implique:

) o me o kak
e"36,mP—— =8>~ . *)
o m oy <k
AVGC Ga(x) = é Ckgxg
K3 0 k &

D’autre part ; en utilisant la propriété (iii) deU, calculonsle coté gauche de (*)

TR G p"T" _ ot o (- 1)”‘p"‘m!.p"‘Tm
© go (M © go (a + pm)! m!
_ prg (- P)P T e
© maao (a + pm ) @ P &
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o7 8 p(p-l)mp m-I-m

= e
maao (a + pm )
pm
- e-pT é p I-I- m
mso (@ + pm )
3 e-pTU %é p.51+m ng
8 Grm)y b g
_ e-pTU %é pn-l-n-ag
P&m:0 NI p 5
- ety By RTINS
P@M n! R
& &0
= epTUpgepT Tpa ;
® T 20
) Ungp(T)paE
Xo A T"20
= U a — T
pgnﬁo p 4]
x 9 An+a n O
= U Pga a T
€n3s-a P
_ X0 An+a no
_U Pga a T 5
€nso P %]
— é Aa+akp Tk
kso P
k k
o a+kp p T
= a — I o (%)
0 k k!
De (*) e de(**) ondéduit que
k k A k k
é Ck p T - é aa++kE klp T
k30 k! kso P k!
A,
e ¢ = 0K
p

On va utiliser ces résultats dans la suite pour la démonstration de la formule de Gross — Koblitz.
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Chapitre Il

L’ étude analytique delafonction gamma p —adique

On va présenter dans ce chapitre quelque propriétés analytiqguesde G, et de log, G,, pour
celaona:
Il —21 Définition :
La somme indéfinie d’ une fonction continue f de Z,® K (K E Qp) notée &
n-1
est le prolongementde  n® § f ()
j=0
e on a:
()= Im & f(j)
n ® X X
nl N i=0
Il —2 Proposition : (propriétéde &)
Pour f1 C'(Z® K) ona:
i)- F(x+1)-FX = f(x) g S0 =0
0

o X 0 o X
ii)- s f (X)= a = aors S$(x) = a :
-8 T=8 a = () =8 ag =

Preuve:

- pour nT N, on a:

n n-1

Sm+D-sf(nM =4 f(i)-a f(i)= f(n)

j:O j:O

Donc par passage ala limite on trouve le résultat.

. . X 0 -
ii)- soit a a,f =z | asériedeMahlerde f,
n3 o nﬂ

Alorssi on pose:

n3 0

S(¥ =8 bngﬁ

QIO

On aura
bp =0 cdk S(0)=0
X +10 axXo
Et comme T = =
gn @ ng

X 0 - : -
+§ =, eendutilisant (i) on peut écrire:
n- 1@

36
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_ o ®&X 0 o @&X + 10 o &X 0
f(X)_a ang = a bng - a bng =
n=o0 n g n=1 n [1] n=1 n g
d  €aX0 ax o0 &  aX 0
=a bneg =t - a bn =
n=1 géNg n-lgﬂ n=1 n-lg
¥
o X o]
=a bng 1%
n=1 n - 4]
_s, &0
- bn+l§:
n=0 nﬂ

Par identification ontrouve que b1 = a,, donc  S(x) = § a, o

n3 0 gn

Q-0

[1l —3 Définition :

un groupe abédien (G, -) est divisbles pour toutgl G, nl N, il existe xT G

telque: g = X"
Il —4 Lemmes: (cf. [14])
1)- le groupe C," = {x1 C,, i11—xXip< 1} est divisible
2)- s G,Y sont deux groupes abéliens tel que Ydivisible, et X unsousgroupede G,
alors tout homomorphisme h: X® Y peut s éendre en un homomorphisme hGcey
tel que saredtriction & X estégal a h
Il =5 Corollaire:
Lafonction log: C,"® C, seprolonge en un homomorphisme continue de
C, ® C, onlenote “LOG”
Il —6 Théoreme:
soient f,g: C, ® C, deuxextensions de log: C," ® C,, alorsil existe un
dément ¢ de C, tq f(X) =g(x)+ cvp(x) pourtout x de Cp,
Preuve:
Soit xT C, tq |x|p =1 adors x1 Cf ={x1Cp|l-x]p<1}
Ca |1-XJp< max(|1ll, |X[p)=1 cequidonne:
f(x") =logx"=n.logx =n.f(x)
P f(x)=(f(X"))/n = (logx")/n = (g(x))/n =g(x)
car larestriction de f e g a C,’ égaa log, e onamontréque:
x1C, teque [x[p=1 P f(x)=g(x)

Soit maintenant x1 C, , alorsona:
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xI C, b |xlp=p",r1Q, edonc v(x)=r =t/n, aectnl Z
Cequi impligueque x" = p'y ol |y} =1,
et d'apréslapremiere partie du preuve on déduit que f(y) = g(y)
Par suite:
f(xX") = f(py)
g(x") = g(py)

tf(p) + f(y)
tg(p) +9(y) = tg(p)+f(y)

D'ou:
fF(x)-g(x)=[f(x)-g(x)]/n=(t/n)(f(p)-9(p))
= CcWw(x) , avec c=f(p)-g(p)
Il =7 Corollaire:
Il existe une seule fonction f vérifiant :

i)- f estuneextensionde log:C, ® C,

ii)- f(x.y) ="f(x)+f(y) " xyl Cp
iii)- f(p)=0
Preuve:
Soit LOG C, ® C, uneextensionde log: C,"® C,,
Posons : f(x)=LOG x — v (x).LOG p,
il est clair que f satisfait (i) (ii) et (iii), reste & montrer que f est unique,
En effet ;

Supposons qu'il existe une autre fonction g Vvérifie ces hypothéses, alors d’ aprés le

théoreme précédent (111-6) ona:
f(x)=g(x) + cw(x) ae c=f(p)-g(p),
or f(p) = g(p) =0, edonc onobtient f(x) =g(x)
Il —8 Définition :
lafonction du corollaire précédent est par définition le logarithme d lwasawa

sur C, et ilestnoté par log,
et il vérifie les propriétés suivantes :

Il est localement analytique au voisinage detout point a! 0 etona

_ k-1 _ .k
Iogpx:Iogpa+a(1) - ag

¢ pour Ix—al<[al
., k e a g

¥
o
K=

Pourtout x deZ, ona

1

log , x =

38
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11 —9 Définition :
Soit f une fonction continuede Z,® K, on définit I'intégrale de Volkenborne

delafonction f par:

0,108 = im 281 () = (/(0)

j=0

Etonnoteques f1 C'(U® K),dors:

\

Q f(x)dx = ng(x)dx

i f(x) s xI U

Ou =
9(x) {0 s x1 z /U

Il =10 Proposition :
Soit f1 C'(Z,® K), alorsona:

g Tlx+nd - g f(x)d = (S ) (1)

P

i-of (- x)dx = Q f(x + 1)dx
2 b
Preuve : On note par :
(Nf)(x) = f(x+1) —f(x)
D : I'opérateur différentiel  (Df)(x) = f (x)
Po : une projection définit par ( Pf)(x) = f(0)
S: lasommeindéfinie Sf (défi Il —1)
Alors ona:(prop Il —2)
§ (NSH(x)= SF(x+1)=SF(x) = f(x) p KNS =1d

5 (sW(n) =& DF() =& [F(i+D- 1(})]

~

=f(n)-f(0) p SN = Id-Pp
par suite:
SD = SD.Id g Id =NS
= SD.NS = SNDS = DS -P,DS

et avec ces formule on peut écrire:

9 f(x+tydx - ¢ f(x)dx (S (t) = (S (0) = DSf(t) — DSf(0)

P

SDf(t) + PDSf = SDf(t)
Sf/(1).

39
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Montrons (ii), ona:

. 1 Rt . 1 .
0 f(-x)dx = lim —. 3 f(-j) = I%n¥ —a f(j)
p n® ¥ p i=0 p j=1- p"
e 6! ~u
= Ii(r@n¥ 1n§f(0)+ a f(j)g
" P8 j=1- p" g
. 1 ]
= im, —rls - s a-en)
. g 1)- & (1- n
- |I(£)T1¥ ( ) ( . p ) - (S )/(1)
n 1- (- p")
Donc on atrouvé :
Q f(- x)dx = () (1) e (M)

D’autre part :

Q f(x+1)dx

P

de(*) et (**) on déduit que:

Q f(-x)dx :Q

P

Remarque:

O (Lyf)(x)dx

(S4f) (0) avec Lif(x) = f(x+1)
DS, f(0) = L;DSf(0)

DSf(0+1) = (&) (1) e (%)

f(x + 1)dx

P

Cette derniére relation pour une fonction impaire s écrit :

\

\

Q f(-x)dx:Q - f(x)dx:Q f(x+1)dx

=qQ f()dx + f'(0)

Ce qui implique:

\

Q f (x)dx

Il =11 Proposition :
Pour f1 C'(Z,® K),

\

P

Preuve:

Ona

Qg fi+px)dx =1p"qQ,

1,
=- > 1/(0)

ni N, O£j£p'-1 ona:

nzpf(x)dx = p“qnz f(x+ j)dx

P
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Q+pnz f(x)dx = an f(x+ J)dx
= lim p™f(j) +f( + P )+ +f(+ (" -1).0")]

Enposant h(x) =f(x+ p".x), on peut écrire cette limite comme :

(*) = lim p™[h(0) + h(1) +..+ h(p"-1)]
c-m "9 p
— -n q; -(s—n 2 :
=p LI(;T]¥ p : iazo h (i)
= p"Q h(Xdx = p "y fF(j+p"x)dx

*)

On vautiliser ces résultats pour éudier I'analyticité de G, et de log, G,, rappelonsd abord

(prop 11 —5) quelafonctiongamma p—adique vérifie larelation fonctionnelle :

G(x+1) =G(x).he(%)
Ou

ho( X) = - X s [x[p=1 & ho(x)=-1 s |x|p<1

Appliguons le logarithme d’ lwasawa aux deux membres de I’ égalité on obtient :
logy G(x +1) = logyGu(x) + logp hp( x)
Par suite :
(N10gs Gy )(x) = logyGy(x + 1) — logyGy(x) = logy hy( )
et l0gpG(0) = logpl = O

et comme I'opérateur de lasomme indéfinie S vérifie Sf(x +1) — Sf(x) = f(x)

et

Sf(0) = 0, ondéduit que log,G, est lasomme indéfinie de la fonction log, hy( X)

définit par :
tog , x§jxfy =1
log , h,(x) = i |
1o s x| <1
|

Remarquons que cette derniere est ladérivée d’unefonction f définit par :

f(X)_‘!xlog X- X S |xX]p =1
{0 .
s |x|p <1
Rappelons (prop 11 —10—i ) que:
Q f(x+t)dx - Q f(x)dx = (S )/(t)

P

Par suite:

O lx+t)1og ,(x+1)- (x+t)dx- ¢ [xlog, x- x|ax = log , G, (1)
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Comme f(x)=xlogy X — X estimpaire alorsd aprés laremarque précédente on a

g f(x)dx = -% f/(0) =0 car fl(x) =0 pour |x]p <1
On obtient :
logy G(t) = @ [(x+1t)log ,(x+1)- (x+1)]dx
Pour |xfp<1 |slp=1 ona |x/s|p< 1 et donc:
X X
log ,(x +t) = log p(t(1+T)) =log ,(t) +log ,(1+ T)
Y (-1)"taexo
—log t+§ ! —:
g na:1 n gt
Il =12 Théoréme:
logy G, est analytique sur pZ, etona:
¥
I
log . G, (X) =1 ,x- 3 m D
95 G (X) ° ma:12m(2m+1)
o)y I, =Q log , tdt & o= gt “"dt
Preuve:
Ona
log , G, (X) = [(x+t)|og (x +1)- (x+1)]dt
e n- I%XO
:(x+t)(log t+a( 1) (x+t)udt
z,@ s
n-1.n
= ), xlog  tat + . (tlog t-t)dt+0§ x+(x+t)a(1)—t'XEgt
n30 . u
=l =0
Calculons le terme restant, on a:
n-1 n- l n+1 n-1 n
(x+1.8 U X _ g (1) N x
na1 n.t” nal n.t” ma1  nt™
n-1 n+1 n- l n
(- 1) fxe g OO
nal n.t n32 n.t
n-1 n+1 n-1 n+1
(- 1) +X-§[(1) .xl
ns 1 n.t a1 (n+1).t"
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= x+Q (-1

n3l

- x+8 LU

n+1
n-1 X

tﬂ

1
n+1

A
n

1)ﬂ-l Xn+l

ns1 N(n +1) t°

Remplagons dans la formule de log,G, ontrouve:

(_ 1)n-l Xn+l 0

l0g:Gy(x) = x(). log tdt + C\QEE X+ X+ g

= xQ.log ,tdt + @

Or pour n impar lafonction

1

n

I - —
i s th =1
ut)= i
est impaire et donc

1

\

i N(n+1) t"

(' 1)n-l x 11 A idt
1 n(n+1) ot

t
10 s [t < 1

. PO AR RSO
Q u(dt =g S-dt =- Zu'(0) =0

Par suite pour n =2m onaura:

_ 1)2m-lX2m+l 1
log G _(x)=x0.lo tdt+°( A dt
95 Gp () Q, %9 %1 2m(2m +1) 5 t2"
o X2m+l 1
= x@. log . tdt - e dt
Q, 9o glzm(2m+1) Q, {2m
_:I._O_/ _:{__/
B I « . o I mX2m+l
° %12m(2m+1)
Ce qui achéve la preuve du théoreme.
Remarque:
En effet ;
lob = |g.log, | = [(1ogG) (O}
P p
G (O | G, (0) £1 car Giz
G, (0) P i
p

et d on définitlanormede f  par
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If1 = sup{f(x),xT Zp}

Alors
ol = |Q.tU%"dt| £ plt™] =p
P p
[l —13 Lemme:
lafonction t(x) = lox - § |

analytique sur ledisqueunitéde C, et de plus:

o 2n(2n +1)

est unefonction

)- pt 2 alors t appliquel’ensemble { xT C,, |x|L,£ p~'} surlui méme.

ii)- p=2 alors t applique I'ensemble { xT Cy, |x|: £272} sur lui méme

Preuve:

Il est clair que t(x) converge pour tout x de Cp, [X[p<1, et on peut

facilement montrer que:

"nlN, [2n(2n+1) |, = |2n|, ou |2n+ 1],

et Inj, 3 m™*!

pt 2 soit xi C, telque |x|, £ p~*

Alors  |lox], £ p~* etdonc:
|
(X)) = |l ox- § ——=o——x2"*t
[t(x) |p 0 %12n(2n+1) p
e |
£ max (;;|| 0X| ’ n 2n+1
nlNg P12n(2n + 1)
p
5
£ max Eei,IO(2n+1)|O"2'””i£i
nNgp g P

car |lanlp £ p et [2n(2n+1) |,

pour p =2, soit xI C, telque |x|, £ 277

Alorsona:

|
t(x)], =l gx- § =——"——x2""
1l ° glzn(2n+1)

2
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l n 2n+1 9
£ max | 0X|2’ T
ni N 2n(2n + 1) 5
£ max ?%,2(2”).2_2(&”'1)9: 2_2
nl N ez .

11 -14 Lemme:
*)- pour p ! 2 lafonction G, estanalytiquesur { xT Qp, |x|p<1}
*)- pour p = 2, lafonction f définitpar :
1G (%) x|, < =
=i
RTINS
Est analytiquesur { x1 Q. |x]. £ 272}

Preuve:

Rappelonsd'abord ques f,g sont deux fonctions telsque:
f :D1® D, edandytiquesur D; & g:D,® K est analytiqguesur D, aors que
lecomposé gof est analytique sur Ds.
*)- Pour p t 2
lafonction t du lemme précédent (111-13) applique I'ensemble{ x1 C,, |x|, £ p~*}
sur lui méme, et donc :

t: {xI Co|x| £ p'} ® {xICp|x|£ p '}

et exp: {x1Cpunl|x| £ p'}®C,
sont analytiques d'ou de méme pour lafonction la fonction expot.
Comme
t(x) = logoGy(x)  pour x1 pZp,
Alors

exp.logy G, est analytique sur pZ, et il suffit de montrer que exp.log,G, = G

En effet ;
ona [G(x)- G(0)|p £ [x-0f =[x} <1
Ce qui implique::
1G(x)-1p <1 P G(x) T 1+E
Oou

E désignelerayon de convergencede exp
Par suite:

45
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G(x)=expLog,G, ca explogp,G 1 1+E
d'ou l'analyticité de G, sur pZ,
*)- pour p=2 ona
logof(X) = log2G(X)  pour tout  |x|, £ 272
et d'apres le lemme précédent on déduit que lafonction expot est analytique sur
I'ensemble{ x1 Q., |x|. £ 272 }, deplusla propostion Il - donne:
X Qulxlz < oy P IG(X)- G(0)]2 < [x-0k <

1
P 1GM-112 < 5

b G 1 1+E

Pour xT Q. |X|2 :Ziz ona |-GX)-1) £ Ziz
Et donc pour tout X1 Qo |x| £ ZLZ f) T 1+E
Par suite lafonction f égal & exp.log,f est analytique sur { xT Qo |X|2 £ 2%

1l —15 Définition :
soit hi N, ondit queunefonction f de Z,® C, estlocalement analytique

dordre h s la restrictionde f a tout disquederayon p~" estanalytique
Il —16 Théoreme:
*)pt 2, dorslafonction G, est localement analytiqued'ordre 1 sur Z,, et elle nest
pas analytique sur Z,
*)p =2, alors la fonction G, est localement analytique d’'ordre 3 sur Z,, et elle n’est pas
localement analytique d'ordre 2 sur Z;
Preuve:
*) pt 2 lelemme I1l1-14 et larelation fonctionnelle  Gy(x+1) = Gy(X) hp(X)
montre quelafonction Gy(x + 1) est analytiquesur pZ,, et par récurrence on peut
montrer que :

i1{123..p-1}

G(x+]) = h(x) hp(1+ X)... hy(j =1+ X)G(X)

cequi montreque Gy(x+j) estanalytique sur pZp

46
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et ondéduitque G, est aussi analytique sur chaque sous ensemble de I'anneau Z, dela

forme: 1+pZ, 2+pZpy,..(p—-1)+pZ,

or ces sous ensemble sonttousderayon p ', et donc lafonction est localement
analytique d’'ordre 1 sur Z,.

Pour montrer qu’elle n’est pas analytique sur Zp,, supposons par I'absurde qu’elle soit
analytique et puisque

G(¥).G(1-x) = (DR avec R(x) ° x mod p, ptl2
on aura I'analyticité de la fonction (- 1)°*® sur Z, cequiest impossible car cette
derniére est localement constante et elle ne peut &re analytique sur Z,

*) p=2, deméme lelemme (II-14) montre que G est analytique sur |'ensemble
{x1 Qy, |X|2< ziz} doncsur 2°7,,

etcommepourtout 1 £ j £ 2°-1 =7 :
G(x+j)) = h(X)h(1+X) ...h2(j—1+ x). &(X)

Donc

Gy x+]j) estanalytique sur 2°Z,,
Par suite

& est analytique sur chaqgue sous ensemblede Z, de la forme 1+ 2°Z,,
2+2%2,, ..., 7+2°Z, qui sontdesdisque derayon 2°

etdonc G est localement analytique d’ ordre 3.

47
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Chapitre IV

La fonction log —gamma p — adique de Diamond

Onvaétudier dans cette section lafonction de Diamond, ses principales propriétés puison

donne laversion de larégularisation étudier par Koblitz, ellen’est paségal a logy,G, mais

elle prend le nom “ log gamma p — adique’”.

IV —1 Définitions et propriétés:

IV —-1-1 Définition :
Pour xT C,—Z,, on déinit lafonction log gamma p —adique de Diamond
notée G, par :

k
-1
pO

a ((x+ n)log ,(x+n)- (x+ n)) pour xI Cp—2Z,

n=0

k

Gp(x) = lim p°

On définit auss sur C,—Z, lafonction la fonction G, par:

-1

G,= lim p* @ (x+n)log (x+n)- (x+n)
k® ¥ n=0
p°n

On peut auss définir la fonction de Diamond comme:

Go(¥) = Ol(x +u)log ,(x+u)- (x+u)hu

V —-1-2 Proposition :
Pour tout xT Cp,—Z, ona:
)- Go(x+1) — Go(¥) = logy(x)
ii)- Gp(Xx) + Gy(1-x) = 0
Preuve:
Pour x T Cp—Zp, ul Z, on pose
f(x,u) = (x+u)logg(x+u)- (x+u
Al est clair que: f(x+Lu = f(xu+1l)
Donc par définition de I'intégrale de Volkenborne ona

of(x+Lu)- f(x,u)du = f(x,u+1)- f(x,u)du

z, z

= O(Dg)(u)du = (SDf)’(0)

z

P

P
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ol g(u) =f(x u
Or on amontré (prop I11-10)  que D = Id-FR

Donc

Gy(x+1) = Gy(x)= O(Dg)(u)du = (g - g(0))'(0)

Zp

= g'(0) =’”§1+“)(0)= log , (x)

Ce qui montre (i).
Pour (ii),
Comme logy(-1) = logp(l) = O aors f(-xu =-1(x -u)
D’aprés (prop 111-10) ona :
of (- x)dx =- gf (x +1)dx

ZP ZP
Par suite :
Go(-x) = of(-x,u)du = - f(x,-u)du
ZP ZP
= - of (x,u+1)du = - of (x+1,u)du
ZP ZP
=- Gp(x+1)
Donc Go( X)+ Gp(1-x) = 0. cequi montre (ii).

V —-1-3 Théoréme ( sériede Sirling p—adique de Gp)
pour tout X, |X[p>1 ona

y B

Gu(x) = (x—%) logy X — X + élﬁx'j
Ou
B, est le n'®™ nombre de Bernoulli définit par
Koq
B, = II(i(gn¥ plk :ézox” = Zc‘gx”dx
Preuve:

Soit xI Cp—Z,, telque:|x|p,>1 dorsona:

C(x+n)log ,(x+n)- (x+n)

0 .

1

k

P

Go(x) = II(i(gn¥
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pk-1
= lim iea (x+n)log ,(x+n) - a(x+n)u

k® ¥ p @no =0
_ 1 6ot 6 o p(p*- 10
B II<®¥ p_ga: X+n)§og p(X)+|ng(1+H)B (p X #)a
Donc :
-1 i 1% n,o
Gp(¥) = > -X + !(|(gn¥F n:0(x+ n)?og o X + log p(1+;)5
_ 1 . Py L
=50 K +olim o= ?0(X+n)|ogpx+(x+n)log 1+ )
= l £y I | %’ log . (1
= —=- X + m X 10 X+n 0 X+ X+n 0 +
2 k|®¥ pk gnao 95 9, nao( ) Jd, ( )E

or lasuite u, = xlogy, X+ nlog, X est une suite arithmétique deraison log, X €t de

premier terme Up = xlogp X, donclasommedeces n premiers termes égal a:

1

é’i Ug = D(2Uo+(n- 1r). et donc:
k=0 2
1 1 Epk
Go( X) = rl X + ||<'<E>n¥ — é—(2xlog, X+ (p" - Dlog, x)+a(x+n)|og a+ )u
p @2 n=0 g

1 . LA n l;l
- X+ (x- E)Iogpx+ |k|<£)n¥ a: (x+n)log ,(1+ ;)u

I
N

@>CD> CD

Comme | x|, > 1 alors |D|p<1 et Iogp(1+ﬂ):a AT A
X X

epk 1 1 m+1 m Uy
Go(x) = 1 X+ (X- —)Iogpx + I|m ikeé (x+n)a -1 —1
2 ¥ P° @n-o m=1 M g

1 1 . 1 €' & (-)™n"0 & & (-1)™ n" ol

= - -x+ (Xx- Z)logpx + lim —-a Xa —+gng —

2 2 ko ¥ P B w1 M X" g mr M X" g4
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= . X + (X 1)'09 X+ lim 1 gl% é¥ ( 1)m+1 ml O+&i’]é¥ (_ 1)m+1nm d;l
2 2 pr D 1
2 2 P k ¥ pk nzg m0(m+1)x 1g g . X m
— X + (X )lOg X + || 1 'glgn ag ( 1) m+l m+1 f)+ ¥ (_ 1) m+1 . m+1 CU
= _ _ _ 1 : +u
2 P ¥ pk n=0 @ gmzl (m+1)x 5 &met P
epk 1 pk.l ¥ _ m+1 m+1 1 1 u
== - X +(x- —)Iogpx+ll iéél +aa (1)—mn8e__ %
2 ¥ p é: n=0 m=1 X em m_}_lgg
—_ 1 1 . 1 (pk _ 1)pk A 1 pok 134 ( 1)m+1nm+1
=5 - X+ (X- §)|ngx+ I|(|<|;)n¥ FT + I'('(';)n¥ L a: 3

P° nzom=1M(mM+21)x™

_ m+1 pc:-l
Go(x) = % - X+ (x- —)Iogpx- %+ lim (- 1)

§°¥ nm+ll;I
N R TCESIFLl W
g (-1m . 1 Pt
—x-—onx+ . lim nm*tt
( )logp [alm(m+1)x lim_ na:0 ]

¥

1 g (_ 1)m+1
= (x- =)logp x—x + R
( 2) gp ma:lm(m+1)xm m+1

Ou Bmi et le(m +1)iéme nombre de Bernoulli.

et comme Bn+1 =0sS m pair
et pour m impair Byt 0 et (- )™ =1 on aura
Gp(x)= (x )Iogx x+a B

P P m= 1m(m+1)x

Cest lasériede Stirling p - adique de G,. ce qui achéve la preuve de théoréeme

V —1—-4 Théoréme (laformule de multiplication de Gauss de Gp)
Pour tout mi Z* ona

Preuve:

Soit m un entier positif, alors G, peut sécrire comme
Gu(x) = lim 1 Y - (x+n)
P B k® ¥ n=0
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. 1 Rplg!
= lim - a (x+a+mn)log ,(x+a+mn)- (x+a+mn)
ke ¥ mp n=0 a=0
k
. 1 R'mlt +a . o ®gx+a 00 _ax+ad
= lim ~8 4 m&2 4 n0g gmd +n=x- m
kK@ ¥ MP" nspaz0 € M a e m gg € M g
k
: 1 o't éex+a o o ex+ta &
= lim -aa(x+a+rm)log, m+még, +n=log,¢ +NnE- 6 - Ny
o v mp oo o m gém &
1 Rpip .
= lim - a (x+a+mn)log , m + lim
k® ¥ mp n=0 a=0 k® ¥
1 X+ a 0 X+ a 0 ax+a 0
~amy & +nZlog & +n:- ¢ +n7
mp m €MX + a [} e m g e m 2
1 D;-lrgl
= lim - a (x+a+mn)log ,m+alog ,m) +
ke ¥ mp n=0 a=0
k
. 1 %' Blgex+a o) @& + a O a&x+a o)
lim -—a ma ¢ +n-=log ,¢ +n- ¢ +n=
k®¥ mMP " n-o az0€ M a e m g e m 2
k
: 1 Rt :
= lim - a ((x+nm)|og m+alog , m) lim
k® ¥ mp n=0 a=0 k® ¥
1 Blaex + a 5 +a +a "
~ 8 ma &I %4nQ0g B2 B2
MP " oengpk-1 a=0€ 7] e m g e mm 7]
k
. 1 Rt 3o
= lim - Sg—n(Z(x+nm)logpm+(m Dlog ,m)= + g lim
k® ¥ mp nzoez azp KO ¥
k
1 % 'ax+a ) a, £ 0 ex+ta_ , 0
= 8 %4 n0g BT 240l +n=
P" n=0e M a e m g e m a

PDF created with pdfFactory trial version www.pdffactory.com

52


http://www.pdffactory.com

. 1 Pt e  m-16 Bl ax+ag
=lim —Qg log, 6 m¢x+ s+nmlog m+g G -
N 2 g 9oMTa e
. 1 ép* O, U B! ax+ajp
=lim —a— Blog . m(x + ++ -1).mlog_ mp+q G -
K® ¥ pk ez g gp ( )g (p ) gp H 20 pg m p
—aex-m—_lglog m- —mlog m+glG ¢ rag
g ﬂ P P a=0 Pe m (%]
& 1 Bt . ex+ad
=¢Xx- —*log ,m+ 3 G s
g P a=0 Pg m %]
V—-1-5 Corollaire:
Pour tout entier positif r ona:
1 &ex+ab
G,(x)=a G, —
a=0 p %]
Preuve:
Lethéoréme précédent pour m = p° implique
& 106 Bl ex+ad
G,(x)=¢x- —*log , p'"+Qa G, g——=
P g 2@ P a=0 pg p ﬂ
5 Bl @Ex+ad
:rgex- —glog o P+ é Gpgx rai
e QT a=0 p 4]
'l @ex+ad
=a G —
a=0 pg p %]
V —-1-6 Théoreme:
Lafonction G, définie précédemment satisfait
. . B X
I)-Gp(x)_Gp(X)- Gp(?)
_ ¢ &ex+aod
“)-GP(X)_aGP r I
a?l p %]
p°a
Preuve
&0 1 Ryt .
G,(x)- Gpggg— LI(E)n¥ Fn:0(x+n)logp(x+n)- (x+n) - ||<'<£>n¥
1 Po leex X X
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L %" (x + n)log J(x+n)- (x+n)-

= ||<i<£)n¥ pk o

. 1 Po 1 el o 1

lim —— a —(x+pn)log ,e—(x+ pn)z- —(x+ pn)

@y pt & & p g P

. 1 €t Pt Y

= lim, Fga (x+n)log ,(x+n)- (x+n)- g (x+ pn)log ,(x+ pn)- (x+ Dn)g
n=0 n=0

= i L B s m)lo X+1n)- (X+n)

= i FEO( )log , (
p'n

o , cequi montre (i)

pour (ii), ona

@X 0
6 0=6,00- 6 B8 Rle a0 g cp =
p p nga a0 p pr B a0 Pg pr 1 :
& 5
Rl @x+ pald Po ' @+ pad
=a G —- a G I
a=0 pg p (%) a=0 P p (%)
®ex 0 _ex .0 §  ax+ad _@&x06 _ e 0 % . ax+pa
G f2-G e +12+3 G o —2- G f—3+G 6 +12- § G
"&p' 5 &P zazlpgpzppzpp raazlpg
3 @&x+ad % . @&+ pad
= aGP r :- a GP r I
a=1 p g a=1 p 1]
' ®&x +ab
=a G, P
?J':%a p %]

V —1-7 Proposition (lien entre G, et logy &)

Pour toutx1 Z, ona
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1

0G0 = & ©,f

ji=o
‘x+]‘p—l

Preuve:

lelemme (111- ) implique

log , G, = Q G(x+u)du = Q*(x+u)log o (X+Uu)- (x+u)du
ou
ixlog , x- x s Ixlp = 1
i
G(x) =i
%o S Ix|, <1
Posons

f(x,u) = (x+u)logp(x+ u)- (x+ u),

Alors laproposition (111-11) et le fait que Z, peut S écrire comme

p-1
Z,=J (a+ pz ,)

a=0
impliquent
%-1
Iongp(x):QpG(x+u)du = aa:0Q+psz(x+u)du
—5-11—‘ G (x + a+ pu )du
a=0 p OZ"
gt 1
= B f(x + a, pu )du
531 o O, ( pu )
|a+x|p:1
= 5-1 o X a ugdu
a=0 OZ" g p ’ 5
la+ x| =1
! &x + a0
= a 6, =
a=20 p (%]

de cette derniére proposition et dethéoréme précédent il en résulte que pour X proche

de zéro la fonction log, G, coincide avec la fonction de Diamond G,
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IV —1 -8 Définition:

Soit DI C,, onditque f(x) est un éément analytique p—adiquesur D (ou
analytique au sensdu Krasner ) s et seulementss f est lalimite uniformesur D d une
suite de fractions rationnelles f,(x) de C, sans pdles dans D
IV —1-9 Définition :

Soit DI Cp,on dit que D estunquas —connexe s pour tout x,y deD il existe
0<r1<r1;<...<r,<|x-ylp, telsquesi xI D e |z-X[p<|X-VY}

Alors $LEITEN; |z-X|p=r
IV —1—10 Théoreme ( Diamond )
La dérivée seconde delafonction log gamma p — adique de Diamond Gg est
analytique au sensde Krasner sur C,—Z,
Preuve:
On pose Am:{xT C,.|x- a|p>n," al Zp}
Alors Ay par construction est un quasi connexe de plus
¥
Ua,.=¢,-2,
m=1
Donc pour montrer que G, est un élément analytique sur  Cp—Z, il suffit de montrer

qu'elle est analytique sur chaque A,

En effet ;
Laformule de la multiplication de Gauss pour G, implique que pour tout mde N, x de
CIO_ZIO
1 Pyt ,@x+ad
Go(¥)= —57 a Gofg—muz
p pZm 2 aso Pg pm 1 ﬂ
et pour x 1 A . ona |x—al, > p ™
+ -m
& X m+? > F-:)(m+l) =P >1 talz
p o p

on peut alors appliquer la formule de Stirling p —adique et on obtient :

G,,aex+a9:§ B,
p pm+1a < [(X+a)/pm+l]r+2

°¥ B p(m+1)(r+2)
r

- A T(x* a)

r+ 2

56
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qui est uniformément convergente pour latopologie p-—adique sur A _,

Donc G, est un éément analytiquede chaque A,

D'ou elleest analytique au sens de Krasner sur Cp,—Z,

IV —2 Reégularisation delafonction log gamma p —adique:

Koblitz a représenté et éudié la fonction de Diamond G, enutilisant la mesure de
Bernoulli —Mazur

Notons que tout sous ensemble ouvert de Qp peut s écrire comme réunion des intervalles de

1

type a+ p'Z, ={xI Qpu|x-al £ o }

IV —2—1 Définition :

soient X, Y deux espacestopologiques, unefonction f X® Y est localement
constantes pour tout point x de X il existeunvoisinage U de x; f(U) est un éément
deY.
IV —2 -2 Définition :

unedistribution p—adique sur X est une application linéaire de |’ espace vectoriel
des fonctions localement constantesde X vers Qp,et s f X ® Q, est unefonction loc.
cteonécrira u(f) souslaformeplusparlante ofu

etpour U I X onécrit u(U) =01y (X) u(x)

Exemples:
. D N a 1
i)- La distributionde Mazur: U ., (a+ p"Z ) = S
p
.u N - - - -, n _ ﬂ(k-l) % a 9
i)-La kiemedistributiondeBernoulli: ug, , (a+p"Z )= p Bkg —
P g
Ou
Bc(x) estle kieme polynbmede Bernoulli définit par larelation :
t.e™ of t 1
_— = B X) —, Bo(X) = 1, Bi(x) = x - =
N — io « ( )k! o(X) 1(X) >
Doncpour k=1,0na
&a 0 a 1
u a+p"z = B T = - —=u a+p"z

IV —2—-3 Définition :

Une distribution p—adique u sur X estunemesure S
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"UIl X, $BT R tdque |ulU)l, £B
Dansle resedetravail onvas intéressé aladistribution de Bernoulli —Mazur  ug; ,
Koblitz a montré qu’elle n’est pas une mesure car elle n’est pas bornée et a proposé la
régularisation suivante pour larendre une mesure;

onnotepour a 1 Z,, Ul Qp
(amU)=a.nU)

au ={xi Qp,aii u)

{a}, [Ientierrationnel entre 0 e¢ p"—1 tel que {a}, ° a mod p"
Pour al 1+pZ,, a!1, Ul Q, ondéinit

Mg, (U)=mg, (U) - al_msl(au )

Pour lasimplicité onnote m, etpour al Qp, nl Z, ona

n n 1 n
ma(a+p ZP) = mBl(a+p Zp)-a_mBl(a(a+p Zp))
a 1 1
= - — - —m a + nz7z
7 a .fa}.,+p"z))
_a 1 1z}, 19
p" 2 ag p" 2

. . a
Et il suffit donc de montrer que =

En effet ;

{aa}, =aa+ kp implique {aa}n =24 i

pﬂ

et comme
O£ {aa}ln £p'-1

on aura
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- n n £ - k £ n - n
p p P P
. aa aa
Implique -1+ —< -k £ .
P P
ce qui donne - k = Sa ?E
epP a

IV —2—-4 Proposition :
m, est une mesure sur Zp, de plus pour tout compact U deZ, |m(U)| £ 1

Preuve:
Ona
1tali+pz, i zip L7z p ¥2-17 7
a 2
e u - .
o goil z i z,
epP U
il en résulte que m@+p"zy) 1 z
D’ou

Im @+ p"Zp|£1
et comme tout ouvert compact U de Z, s écrit comme réunion des intervallesde |, dela
forme a+ p"Z, aors
M (U) [p£ max|m (In) | £1
Donc m, est une mesure appelée la mesure de Bernoulli — Mazur

Remarque:
ph-1
comme Z, = U (a+ p"Zp) on peut définir une mesure en ne connaissant que
a=0
lesintégrales ¢) 1,, ., u(x) al Z, ni N qui seronsnotées n(a+ p"Zp)
op p

et commede plus (a+ p"Z,) et la réuniondisiointedes a+jp"+ p"“'Z, pour
0 £ J£p-1ona

-1
ma+ p'Z) = & u(a+ jp’+ p™) et commelt
j=0 ’

=1 adorsqueles
¥
m(a+ p"Z,) sont bornées et si f est unefonction continuesur Z, dors

o f0Om() = lm & f(anta+ p'Z,)
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Et pour tout sous ensemble X de Z, on définit

Y

Q, fm = Q fl, m
Ou 1x = caractéristique de X
IV —2-5 Proposition :

Pour m = m, (mesure deBernoulli -Mazur) ona:

) gIm ) =m(Z;,)=0

ii)- Q kn;l(t) @ “?-1na- p) "*10 ol le By est le k iéme nombre de Bernoulli
]

Onavuquepour |x|,>1 lafonction G, Vvérifie la formule de Stirling suivante

B .
Go(x) = (x——)log X —X+ S L
i i ?1 j(j+1)

-

Onpose | (x) = (x—%)logpx—x et pour a ! Oondéfinit les opérateurs

(Tof)(x) = f(%) &  (Taf)(x)=a 'f(ax) & D =dldx

Alors ona:
)-(1- TGy () = Gp

ii)- (1- Ta)(1- Tp)I(X) = - ga ———xlog
iii)- DTy =a TaD & DT,=p 'T,D
En effet ;

)- (1- Tp) Gp(x) = Gp(x)- TpGp( x) = Gy(X) - Gp(%) =Gy

i)-(1- Ta)(1-THl(X) [(X) - Tpl (X) - Tal(X) - TaTpl(X)

1(x) - 1) - ati@x +a &%
p p

- Eel igxlog a

Pg

iii)- DT, f(x) = g*% :—4m)§ ::%nofu)

QIIO

et
D(T.f(x)) = D(a*f(ax) = a ' D(f(ax)
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=ata((Df(ax) = a Ta Df(x)

On note

A ={xl C, |x-a|p, >r pourtout al Z,}

Alors pour r =1ona

A ={xl C|x-al|, >1 " al Z,} = {x1 Cy,|x|p> 1}

Pour al 1+ pZ,,a * 1 on définit sur A; lafonction Gy, par

Gpa(x) = (1-Ta)(1-Tp)(Gp- )(X)
- (- Ta)Gp*(x)+§el- 1 %0g ,a
Pg
Alorson ale théoreme suivant:
IV —-2-6 Théoreme:
Pour tout x de Ajona

)- G, (x)= Q; log , (x - t)m, (1)

.. r r Y a t
i) DG, ()= (D (-1, pour
=(1-a'T,)(1- p 'T,)G (x) pour

Preuve:
par définitionde  Gpa =(1- Ta) (1- Tp) (Gp - | )(x) &
Stirling p - adique de G, ona

laformule de

- ¥
x (0] o B
G (x)=¢Xx- ==lo X)- X+ r+l
o (X) =¢ ggp() ilr(r+1)x
— e —
on obtient
%o¥ B 0
G X)=@Q-T 1-T S . & S—
o (0= (- T TR s
é 0 e
¢ B, 0% B, YUi1ér B, o 184
—_ r+1 r+ r+
=ed . a4 —U-—aa —— - ——gt—ad
galf(r+)x' g €= XU agar(r+h@x) g a 3=
& r(r +1) -0 e
€ u &
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) rg:l ;fliris(a-ml) - 1)(1_ pr)ri‘ ) 5:1 r;* Q;t'ma (1)

t o
= ‘*|0 a?l_- —=m, t
Q.09 »¢l- 5= (t)

Q. 0g pg‘%(x- DM () = g log,xm (1) & log,(x- m ()

log , XQ; m, (t) - Q;Iog o (X - t)ym, (1)

log , xm, (Z,)- Q.log ,(x- t)ym, (t)

=0

= - Q*Iog p(X- t)ma (t)
ce qui montre (i)

Pour (ii), on calcule par récurrence les dérivées de Gpa
r =1, ona

DGya( X = Q;ﬁma (1) vraie.

On suppose que

D16, ()= (1) (-1 g,

Alors

D ""'Gp.a(x) = D(D'Gyp,a(X))

— r by B r(X' t)r-l
= G- Dy, T (O

- m, (t) .
= (-1)"t'r1y. —2—-—~2_ doncvraiepour r + 1
(-1) Q, x- 1) p
Pour la deuxiéme relation de (ii);
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D'Gpa(x) = (1-a T, )(1- p 'T,)G " (x) r 32

Ona
Gpa(X) = (1- Ta)Gy(X) + Eel- 1 %0g ,a
P g
et
DTo = a T.D , DT, = p*T,D
Par suite

DGpa (X) = E‘i %%Iog Ja +(D- DT,)(D - DT,)G,(x)

= Eel %%Iog ca +(1-aT,)(1- p'T,)G,(x)

@ D?Gpa(x) = D((1-aTa)(1-p 'Tp)Gp (X))
et lerésultat se déduit immediatement par récurrence
IV—-2-7 Corollaire:

pour tout X de Ag

p

G,/ (x)- G (ax) = -gl-

Preuve:

D’ aprés ce qui procéde on avu que

1-T,)G,(x)=G,,(x)- E?L igxlog ,a

Pg
donc
D(A- T.))Gi(x) =G (x)- G/ (ax) = DG ,, (X) - Dge(l- %)xlog as
a

hY ma (t) _ % 1

5
. 1- —=zlog ,a
p X -t P g

ona montré que Gg est un élément analytique au sens de Krasner et que Diamond a
montré que ni Gy ni Gg sont analytiques, or pour notre régularisation, Gg,a méme

est analytique
IV —-2—-8 Théoréme:
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DG,. est analytique au sensde Krasner sur C,—Z,

Preuve:

Notonstoujours A, = {xT C,.[x-al >r" al Zp}
¥
Alors UAp,m:Cp- Z
m=0

il suffit alors de montrer que pour m fixe f(x) = - DG |, (x) est unelimite uniforme

des fractions rationnelles sans polessur A,

En effet;
D’ aprés le théoréme précédent on a

<ou, (1) Pt u, (t)
f(x) = - DG X) = == = —a '/
) s 002 Q, 077 A Qs %oy
poons t = a+ p™*lts , sl z, dors
1 1 B 1
X-t x-a- p"tls e mlg G
g (x - a)gl- Bt
X - a I}
j
1 o & p" 0 D
X - a %ng - ag P
donc
j
N Ua (t) 1 o % pm O i i m+1
= < s'u, (a + S
ez, X -t x-a%ogx-ag P Q, ( P )
Comme P <1 sur A, et Q <1
X - ap P P p
u, (t) . . . .
—_— est une limite uniforme des fractions rationnelles

Alors que Q+ -
p

sans polessur A -

IV —-2-9 Corallaire:
Pourtout x 1 C, -2, e r 32 ona

_ r *(r) - _ _ \ ua(t)
C-a T e 00 = (O - DNy

Preuve:
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par définitionde G,a  pour tout x de A; ona

Gp,a(x)z(l-Ta)G;(x)+§el 1 9% og ,a
P g
en dérivant on obtient
& 10
DG ,.(x)=(1-aT, )G (x)+§1- —zlog , a
P g
D*G ,,.(x)=(1-a?T,)G "
D'G ,.(x)=(-a " 'T,)G ("
et un théoréme précédent montre que pourtout X de Aq
: LU, (1)
G Xx)=(-1 r - 1)! —a =
o (0 = G- DHY, 2
Ce qui donne
t) R
1-a T )G W (x)= (-1 (r-1)0g. e vy
( )G (x) = (-1)7( )Q;(x-t)f 1

et I'égalitésur tout C, — Z,  sedéduit dufait que Diamond a montré |’ analyticité au
sensde Krasner de G/ donc de G’ et toutesses dérivées supérieuressur Cp —Z

Donc
. u, (t)

1-a'T,)G (" (x et -1 (r - D —2——

( )G 7 (X) (-1)°( )Qp(x_t),
Sont analytiques au sens de Krasner et coincident sur Ay, nécessairement elles sont égaux
sur tout C,—

Koblitz voulu savoir si le dernier corollaire restevraipour r = 0,1

Cestadireestcequona:

G;(x)- a ‘G’ , (ax) = Eel ——xlog pa - Q*Iog o (X - thu, (1)
et

. . N 1 1 ¢
Gy ()= GL@x) = - Q. ¢+ o ()

Pour tout x1 Cp—
Estceque G, (x)- G.'(ax) estanaytiqueau sens de Krasner sur Cp—Z, ?

Et il aobtenu unrésultat partiel donné par le théoreme suivant :
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IV —2—-10 Théoréme:

G, (x)- G, (ax) estanalytiqueau sensde Krasner sur A,

a-l\p
et pour xI A, ona
. ® 10 L U, (1)
Crlo-EEn =gl T 0,50
Preuve:
Pusque A, , = [J A,

Alorsil suffit d’écrire f(x) =G ' (x) - G ,'(a x) comme limite uniforme de
fractionsrationnellessur A, pour tout r >|a - 1|p

par définitionde G, ona

. . I L
G (x)- G (ax) = lim — a log ,(x+n)-log ,(@ax+n)
p r;):ln
. 1 Pl ®eXx +nl/a o
= lim - lo a - lo +
K® ¥ na:1 9 g pg X+ n g
p’n
pk'l +n
= -ael-iglogpa-llm a Iogpaex fa 9
g pﬂ n?l X +n 1]
p
;L 1
On pose a =1-—
a
& a'n o
Bt f._(x) pgl- -
X+ n g
on aura
g 10 1 %t
f(x) = g ?alog o - II(|<r@n¥ 0¥ nazo f.o(x)
et comme
/ a -1
a’'n | | s <1
X+ n| r
f 1leza'n o
il en résulte que chaque f.(x)=-a —¢ ks
j=1 JeX+ nﬂ

est une limite uniforme des fractions rationnelles
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Donc

G, (x)- G,/(ax) estanalytiqueau sensde Krasner sur A 1] honseulement

P
sur Ay commeon avu précédemment.

IV—-2-11 Corollaire:
Pour [x|p < 1 ona

/ * |/ < O¥ XJ
G (x)- Gi@ax)= . & —pru. ()
PJ:]_
Preuve:
Ona
. & 10 u, (t)
G'/'(x)- Gi(ax)=-¢g1- —=log .a - Q. 42
(0 - Gh(ax) =-gl- —Slog o
= -ai-iglog a+‘l§l¥ aeigju (t)
g IOB P Q;’tjzlgtﬂ :
- -?-i%ogpa+‘ 8 2 u,
Pg Pj+1t

Remarque:
Tous cesrésultats ont éé démontrés par Diamond [ui méme - le constructeur dela

fonction log gamma- avant Koblitz par des méthodes différentes.
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Chapitre V
Applications de lafonction gamma p —adique

On va étudier dans cette section quelques résultats concernant la fonction G, c'estla

formule de Gross—Koblitz et le prolongement de la factorielle de Roman g,

V —1 laformulede Gross— Koblitz
V —1 —1 Définition:

Soient p un nombre premier, K un corps contient Gp et IF,= é
y (IFp,+) ® K caractére additif
c (IFy,” )®K caractére multiplicatif
Alors la somme de Gauss associé a ses deux caracteres est définit par

Gly,c) = - a vy (x)c(x)

X1 IF g

et comme IF, est ungroupecycliqued p éément alors pour a de Z, lalimitede

a” exise lorsque n tend vers ¥ car IF :’EEZAZ% @SEZ%Z 0
e P @

et on a

. n+l . n \P . n
lim a° = lim (ap ) = |im a"
n® ¥ n® ¥ n® ¥
Et sinote  wa) = lim a”
n® ¥

On aurait  wP@ = w(a)
Ce qui montre que W(a) est uneracine (p—1) ieme del’unité.
Puisque

w(@b) = w@) w(b)

Alors on peut considéerer w comme éant un caractére multiplicatif sur IR,

(w Sappelle le caractére de Teichmuler)

D’ autre part;

S X et une racine pieme de 1 adors x ® x* es uncaractére additif

sur IFp e de mémepour x® x?* pourtout (a p) = 1
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onpose y (X)=x*, y@x)=x?*, c(x)= wix) aors lasomme de Gauss associé
aces caracteres est :

G(y .c)=- ay (x)c(x)

et G (Y a,c)=- T‘émy a(x)c (x) =- T‘éle (ax )c ()

a c(ax)y (ax)c -¥a) =c-Ya)G(y.c)

Xl IF g
V—-1-2 Lemme:
Soit nunentier naturel et p unnombrepremier, écrivons n enbase p

nN=n+mp+mnp’+..+ np‘ et posons SM)=n+m+m+..+n

Alors
_n-Sp(n)
Intjp=p **
Preuve:
. énu n-n
le nombre de multiplesde p entre 1 e n et g— = 2
epPad p
. €énu_n-n,-n
le nombre de multiples de p* entre 1 e n et g >0 = i 1P
eP U p
. K e n u
le nombre de multiples de p°" entre 1 & n est e— 4 = Ny
epP 0
Calculons alorslavaluation p—adique de n!
V()—é”@.}.én@_}_ +§nl;l
“é . uté o &«
i &pd &p’0 &p* 0
_ n-n0+n-n0-nlp n-n,-nmp--- nk-lpk-l
p p’ p"
= _A+£+.. + 1‘_13_ &g‘]_-}-i-}-...-}- ?(-13' ﬁg‘]_+£+...+ g‘_zg_ . _h
pe P P~"a Pe P P4 Pe P P a p
1 1 1
1- k 1- k 1- k-1
O S L I B L
p,. p,1t p 1 p
p p p
69
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— n _ n _ Ny + Ny _ n, + n o nk-1+ My
p-1 p“(p-1) p-1 p(p-1) p-1 p“(p-J p-1 p(p-1)
- n-ng-mn----- nk-l'nk+ Ny - kn + kno + kln1 Feet My
p-1 p-1 p“(p-D) p(pP-D p“(p-2) p(p- 1)
n-S (n e u
= p( )' k . t— . éno+nlp+n2p2+-~+nkp"a
p-1 p"(p-1 p(p-Dg H
=0
_n- Sp(n)
- —
Donc
_n-Sp(n)
_ -vp(n!) _ -1
nf, = p =p °

V —1 —3 Définition :
Soit p estuneracinede X'+ p = 0 dans Cp, I"exponentielle de Dwork

est par définition lasérieformelle
Q,(x)=e” 1 Q(p)[[x]]
etona Qp(1) estuneracineprimitive p ieme de 1 notée x, Vvérifie
X, ° 1+ p mod p?

V-I-4 Théoréme ( Dwork)
¢ g AT" la
n3 o

Soient p uneracinede xP™' +p (e pPt=- p)

sériede Taylor de I'exponentielle de Dwork  Qp(T) alorson a

p-1 .
v,(A,)3 n 2 ie |A

et le rayon de convergence de cette série est p

Preuve:
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Définissons d'abord la série d’ Artin —Hasse par

2
N xP xP
X+ ——t

e p p

RN

R
AH (Xx) = exp éa

¥
Soit g ,(x)=-¢€ ° :é a_ x"

et pour montrer le théoreme il suffit de monter que

v(a)3-—§e2+

p- 1@
En effet ;
On peut écrire :
x+ X0 o &
e P = AH (0O ep & X2
ns 2 p ﬂ
On pose
e Xp" o) o o Xpnm
o &= G bt =a (" .
p [} k30 m30 m
Comme
m- S_(m
v,(m!) = (M)
p-1
Ou S (m) est la somme des chiffres de m écrit en base p
Alorsona pour k=mp"
m- S, (m n 5
Vp(bk,n):Vp(bmp"n) g nm) g—-nm p( )3_mF:1 §1+ 1 gs_
| prmy p-1 p p-1g
or
min_5§n+ 1 g:-g'%_}_ 1 *
n3 2 - 1g p p_ 1@
il enrésulte
Kk 1 6
Vp(bkn) '—ZEEZ'F x
p p-1ly

Donc lescoefficients a, de e P satisfont laméme relation

v,(a,)? piéem

Q
]

Pour la série de Dwork ; on a
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- )
a (a,p")x" =q,(px) =exp§%><+ (px) %=Qp(x) =a Ax"

n3o p 4] n3o
Donc
Vo (An) = Vp(ap") = Vp(an) + nv(p)
- nae2+ 1 9+nael an(p-l)
ng p-1g gp-lé p*
1
car v, (p)=

Soit p une racinede X’ *+p (e pPt=-p) @& x = Q1)
Donc y (X) = x,° € lasomme de Gauss associé a ce caractére et

Gl ,.C)=- a@x,w(x)=t(w?)% W'%he =t (w*)

X IF
on va exprimer dans la suite cette somme a |'aide de la fonction gamma p —adique,
d’abord ona:
V-1 -5 Lemme:

La somme de Gauss précédente  t (w™?) est égale a

t(w?)=- §e?Q,(e)

eP=e10
Preuve:
on a vu que pour X1 IFp* W(X) lecaractére de Teichmuler est uneracine

(p—1) iéme del'unité et lorsque x varie dans (Z,./pZ,) »(Z/pz) , wWx) décrit

toutes les racines (p—1) ieme del

on a
Ix=w(x) |, < p~* box X = x %00
donc
Q,(x) =x, =x,""=Q (w(x)) avec X, =Q,(1)
Par suite
t(w?) = - g xJjw 2 = - aQ,(xw(x)
xTIF xR,
= - A Q,(wx)w*(x) =- & Q,(e)e’*®
MIF; eP=e1 0
V—-I-6 Lemme:

72
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Soit  Q ,(T)=eT ™"

deTaylor alorsona

t(w?)

eP=et0
Preuve:

D’ aprés le lemme précédent on a

I'exponentielle de Dwork e § A T" sasérie

n30

A Q,@e®=1- PA Auciry

k30

t(w?)=- geQ,e) =- 4 e *aq A,e
eP=et0 eP=et0 n3 0
= - é An é eﬂ-a
n3 0 eP=e10
or
o \I _ 1 . _ .. _
aenazig s (p-1) divise (n—a)
°f=e ! s (p—1) ne divise pas (n—a)
ce qui donne
t(w ®)=(1- P)Aa Asir i
k30
V—-I-7 Lemme:
Sit Q,(T)=erT ™Y a A.T" alors les coeficients A, Vérifient
n3 0
NA, = pA-1 pour 1£n<p
& NA, = p(An-1 - PA-p) pour tout n?3 p
Preuve:
On différencie l'identité
Q,(T)=¢er "7 a AT’
n3 0
On obtient
Q,(T) =4a m T " =e T T (1- pT **)
n3 0
= a AT"(p -pT ™" = ZPpAT- 3 ppA, T
n3 0 n3 0 n3 0
= APAT"™™- 4 ppA, ,T"" = & pA.T" - @ ppA, T
n3 0 nd p n3 Ooul n3p
ce qui donne
NAY = P(An-1 - PAn-p) n3p
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e pour n<p An.p=0 P nNA, =pAn_1

Définissons pour al N lafonction G, par

g [o}

G, (x)= 8 Pere y(x-1)(x- 2)

k30

Rappelons que nousavons montré que

(x - k +1)

- 1 arl O a+ %)(O
G.(x) = Y = a+ti’, '€\ 2
Gp (1 +a+t pX ) k30 ﬂ
Remarquonsque s O £ a £ p-1 la fonction G, = p? éa
V —1 -8 Théoreme
Pour a 2 O, notons a. = 1a_ alorsona
- P
N 1
(1- p)a Asip-pk = G (a.) - a+N(p 1)(3- - N)
Preuve:
Démontrons cette relation par récurrence sur N
pour N = 1, ondoit montrer que éa (a.) - §a+(p-l) @a.-1)=(@1- p)A,
Calculons d'abord IetermeG (x)- G,up.y(x-1)
Pour cela écrivons §a +(p.1) comme:
< 0 (x-1 (x-1)
Ga+(p-1) (X_l) = a Aa+(p-1)+kp—kk Aa+(k+l)p 17 _k N
k30 p p
Utilisons le lemme précédent
n
An-lzp_An+pAn-p pour ns p
et il vient
~ éa +(k +1 u(x-1)
Ga+(p-l) (x-1) = é g ( )pAa+(k+1)p+ pAa+ka—kk
k3 0 p
a + (x-1),. 0 (x-1)
= é kp Aa+kp k-lk =+ a pAa+kp —kk
k31 p k30
Donc
g iy o Aa+k o a+kp ( 1) o (X 1)
Ga (X)' Ga+(p-l)(x- 1) = Aat a pkp (X)k - a Ah+kp = a Ah+kp :
k31 k31 k30
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(xX- D (x- k)

o Aa+ ]
= Aa+ Q20 - @+kp)(X- D) 1) - 8 PAL :
k1 P k3 0 p
o A o x-1, . (x-k
= AR TR (k- k) & pAL, O DX k)
k31 P k30 p
Pour x=a. = a on a
1-p
&aa. a 0 & a a 0
X-a-k=a.-a-k =pg—-—-kz=p - —- k=
P p @ gp(p-l) p @

Et donc
Ga (a*)- Ga+(p-1)(a* - 1) =

o a.-1),. o a.-1),.
= A +3 Aa+kp(p#(a*-a k) & pAa+kp(p%<a*- K)

k31 k30

o) a.-1 o a.-1),
A e A, B @ - 8 e, B

k31 k3 0

I
>
b2

a — (1 - p)Aa
on suppose que la propriété est vraie jusqgu'a N-1
i.e. éa (a) - éa+(N-l)(p-l)(a* - (N - 1)) = (1' p)(Aa + Aa+(p-l) toee ¥ Aa+(N-2)(p-l))

Posons b = a+ (N-1)(p—1) aors dapres ce qui procéde nous avons
CA;da+(r\|-1)(p-1)(x) - éa+N(p-l)(X - 1) = éb (X) - Gb+(p-1)(x - 1)
0o X - 1 _ o] X- 1 -
= A A Ay S (kb - k)= & PA, L KD (x- k)
k20 p k20 p

Remplagons b par savaleur nousavons:

~

G0 Coops 0 D= Ao + B Ao oy (- @ N+D- pN- 1- )
8 PP e S (- K)
ks 0 p
Pour x = a--N+1 onaura
(x- (@a- N+1)- p(N-1-k) =a~- N+1- a+ N- 1- p(N-1- k)
= p(@a- (N-1- k)

En remplagant dans larelation précédente on obtient
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~

Ga+(N-l)(p-l)(a* - N +1) - Ga+N(p-l)(a* - N) = Aa+(N-l)(p-l) +

) a.- N),.
+oa PALN-1(p- Do %(a* -(N-1- k))

k31
3 @.- N),
-a PALvypyie @ - (N-1- k)
k30 P
= (1- PAs+N- -
D’ autre part

Ga (a*) - Ga+N(p-1)(a* - N) = Ga (a*) - Ga+(N-l)(p-l) + (1' p)Aa+(N-l)(p-l)
Utilisons I'hypothése de récurrence sur éa (a.) - §a+(N_1)(p_1) (a. +(N - 1)

on obtient

~ ~

Ga (a*)' Ga+N(p-l)(a* - N) :(1' p)(Aa +Aa+p-1+"'+Aa+(N-2)(p-1))+(1' p)Aa+(N-l)(p-l)
= (1- p)(A, + Agipa to Aa+(N-1)(p-1))

V —-1-9 Corollaire:

Pour O £ a < p, a*:L ona
1-p

(1- PA Asipy =Gal@) - lIm Guypp(a - N)
k3 0
Preuve:
Rappelons que nous avons noté par A, lescoefficients de lasérie del'exponentielle

de Dwork définie par Q (T)=efT ™ =3 AT" et que cette fonction
p a n

n3 0
converge pour la topologie p- adique dans une boule de rayon superieur a 1,

cequi implique que Ii®rQAn =0

Donc I'écriture é A, aunsens, etlethéoréme précédent pour a = a montre que

n30

- - N-1

G.(a)- Ganpn(@ - N)=(1- PA Auvio-n

k=0

Passant a la limite pour n assez grand, on obtient

S ~ .=
(1' p)kao Aa+k(p-1) :Ga(a*)' L'[@n¥Ga+N(p-1)(a* - N)

V—-1-10 Lemme:

Pour p!2 ona [im . ||G~ a || = 0
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Plusprécisément sionnote  r, = p ' (*™1) = |p]|,

a

a B a
p — p(p-1)
I’p = p

Alors ||§ a

o |G .

_wpp u”

x| z

Preuve:

Comme

_ ) Aa+ )
G,(x)=a o g2
k3 0 p K g

Alorsque le théoreme de Mahler implique

Aa + kp ‘

||§a p k!

=
k30

k-S, (k)

o  |K=p P!
Ou S (k) somme des chiffres de k écrit en base p
Donc

k k
— rp — rp _rSp(k)Erk
= p_vp(k!) - rk-Sp(k) ~'p p
p p

p X
i

Car k3 S(k) e rp<1 cequiimpligue r;>% 3 rf
D’autre part ;

Lescoefficients de Taylor A, de la serie de Dwork Q  (X) = eP - x") = é A X"

n30
_n(p-1) L(p-1)?
vérifient A, Ep P =, 0
On obtient
(p-1)?
(a +kp)—F5— 2 2
A o rp i p (a+kp)%-sp(k) (a+kp)%-k
2t = P £r P
p k / k! ; rpsp(k) P p
- 1
Comme pt 2, adorsque p2 ! > 3
Donc
2 2 ~
- - 0
@+ P’ g (P D) +k§p D 2
p* p p a
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(p_1)+k(p-3)3ai
2p 2 p

3 a

Ce qui donne

A a
__{LLEL_ £r P
p /k!p

p

=

:a']p

V —1 —11 Théoréme: (Gross-Koblitz)
Pour O0Of£a £p-1 ona

o a & a 0
- e *Q ,(e)=p > e
epqelo P pg p-1lg
Preuve:
Lelemme V-I-5 implique
- 4 Q,(e)e *=(1- PA Ay
eP=et0 k30
Avec § A x" = eP (xx")
n30
Rappelons que
A+ a+l
G.(0=8 Tk o-_ D G,(-a- px)
k5 G (ar xrD)
a
Et pour x = a. = ona
1-p
o) 5 (a.
G(a)—G(a-pa)—Gg := a(a)
p-1lg
D’autre part ;
(1- P)A Asipy =Ga(@)- MG, (@ - N) = G,(a.)
0 —ocar |G, % #%0 0
2 a 0
= p°G,(a.)=p°G =
pgp' lg
S.(a) a o
=p G =
pg p-1lg

S@ =a ca af£p-1
Commelesvaleursde G, sont des unités de Z, e |G =1 ona
V —1 —12 Corollaire: ( Stickelberger )

Pour O£ a€f p-1, lavaleur absolue p-adique de la somme de Gauss
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& etQ,e) et P

e e P

V -1l Leprolongement delafactoriellede Roman :

On commence par donner la définition de généralisation de la factorielle n! qui donne un

sens alafactorielle des entiers négatifs aussi
V —11 —1 Définition :
Pour tout entier n on définit lafactorielle de Roman notée g par
in s n30
gn) =1 (-n™
Yn-1y

n<o0

on peut également définir la factorielle de Roman par la relation fonctionnelle
suivante :
90 =0
et gn) = r(n)gn-1)
Ou « Roman n » r(n) estdéfini par

in pou n?toO
}1 pour n=0

r(n) =

comme pour les fonctions gamma complexe et p—adique qui prolongent la factorielle

den, g(n) satisfait laformule des compléments suivante:
V —11 —2 Proposition (Knuth)
Pour tout entier n, ona
: (- 1)° s n<o0
gma(-n-1)= |

I n +

P(-1)""  § nso
Preuve:

sn3 0 dos (-1-n) <0 donc

pe_ D

g(n) =n' & gln- T (-(-n-1)- n!

Par suite:
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gmgen-1)= nED =gy
s n<0 dors(-n-1)2%0 donc
3 (_ 1)n+1 B ] ]
g(n)—m g(-n-1)=(-n-1)!
Par suite
— (' 1)n+l _ _ - (. n+1
g(nNg(-n-1)= m( n-1) = (-1)

Par ailleurs lafonction gamma p — adique est bien définiesur Z,E Z et onad aprésle

lemme 1l -
n+1+g£g
G,(n+1)G,(-n)=(-1) " *)
Por m=-nl-N  ona 1+n=1-m
()P G,(M)G,@- m)=(-1 ¢t
1ome g T 1 g T e
-1 € u -1 <] a 1) ¢ a
b G, (m)= Y . (Y D
Gy m) -y m(@- m-n),  (-my),
donc pour tout entier n on peut écrire
T(-1)" (), 4 n3o
I
| € n+lu
+ é-
Gp(n 1) : (_ 1)e PG -
. <
f(-n-1), & n=<0
Sachant que G, est continue sur Z, on alaproposition suivante :
V-1l - 3 Conséquence:
i(nt), S| ns3o
F) —_ l n+1
oons g, (n) =0 (-1) s n<o
P ((-n- 1)),
Alors n® g(n) est larestriction d’ une fonction continue de Z, a valeursdans Q,
En effet :
D’ aprés ce qui procéde on a
1(-1)""G,(n +1) s nso
g p(n) = % n+l+e n+1u

[(-1) ¢ rlig (n+1) 8 n<o
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Comme pour toutes les fonctions qui prolongent la factorielle d’ un entier, g, satisfait une
relation fonctionnelle,
V —11 —4 Proposition :

O veérifie larelation fonctionnelle suivante :

& (n+ 1) =rp(n + 1) gy(n)

in S In], =1
ol r,(n) :}
1 .
1 s Inj,< 1
Preuve:
1 cas s n+1>0
}L"’l . ~N .
eM+D=(+D% = O j= 0 jr,(n+1)
(iloy=1 (ih=1

=g (N r(n+1)

€ cas § n+1<0

_ (- I G L G ) R G N
g,(n+1) = ((n+D- 10, = n- 20). = -62]' = 6lj r,(-(n+1))
(jj:,lp)zl (jj:,p)zl
= %rp(n+l) :gp(n)rp(n+1)
(ol
(Jj:,lp)zl
V —11 -5 Proposition :

o satisfait larelation suivante

}('1)” s n>0
g,(n)g,(-n-1)=|
,:\(_1)n+1 S n<0
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