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Introduction : 
 

Sur Q – le corps des nombres rationnels – il existe plusieurs valeurs absolues telle que la 

valeur    absolue   ordinaire  | | ∞  définit par :  | x |∞ =   sup ( x, − x ) et   la  valeur  absolue       

p – adique définit pour tout  x   de  Q  par :  
b
apx α=  ,  (a, p) = 1,   (b, p) = 1 ,  | x |p = p− α . 

Considérons l’application  n → n ! ,  il est bien connu qu’il existe une fonction méromorphe  

notée  Γ  telle que  )1()( +Γ=Γ xxx qui prolonge cette application à C –  l’extension de 

complété de Q –  pour la valeur absolue ordinaire , on peut également compléter Q pour la 

valeur absolue  p – adique  et on obtient le corps Qp ,  on se propose de faire l’analogue  et 

prolonger la fonction précédente à Qp mais ceci est impossible car elle n’est pas 

uniformément continue pour la topologie  p – adique de N ;  pour cela Morita et en 1975 a 

modifié cette fonction en posant : ∏
−

=
=

−=Γ
1

1),(
1

)1()(
n

pj
j

n
p jn     et  il  a montré que cette fonction 

s’étend en une fonction continue sur  l’ensemble  { }1; ≤∈=
ppp xQxZ  et qui satisfait des 

relations fonctionelles analogues à celles satisfaites  par gamma d’Euler . 

Voici un court résumé de ce travail : 

v Dans le premier chapitre on a rappelé quelques propriétés de la fonction gamma 

complexe  et donné la formule de Stirling  de   log Γ  

v Dans le chapitre 2 on a introduit l’existence de la fonction gamma p – adique et donné 

ces principales propriétés et son développement de  Mahler. 

v Dans le chapitre 3 on a étudié la fonction Γp  et  logp Γ analytiquement. 

v Dans le quatrième chapitre on s’est intéressé à la fonction log gamma p – adique de  

Diamond  et étudie la version de la régularisation de cette fonction  par Koblitz  en 

utilisant les mesures p – adiques. 

v Dans le dernier chapitre et permis les applications de Γp on a présenté une nouvelle 

démonstration de la formule de Gross – Koblitz  et comparé entre  Γp et la factorielle 

de Roman. 
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Notation et définitions  de base  
 

N : l’ensemble des nombres naturels  

 

Z : l’anneau des entiers rationnels  

 

Q : le corps des nombres rationnels   

 

R : le corps des nombres réels 

 

C : le corps des nombres  complexes  

 

Zp : l’anneau des entiers p – adiques  

 

Qp : le corps des nombre  p – adiques  

 

Cp : le complété de la clôture algébrique de  Qp   

 

Soit   x ∈  Qp   et     ∑
≥0n

n
n pa  son développement de Hensel , on définit la valuation p – 

adique  (resp.  valeur absolue p – adique ) de  x par  

 

                         vp (x )  =  Min { n :   an ≠ 0  }  

 

  (resp.              )( xv
p

ppx −= ) 

 

 

en particulier;  pour  x ∈  Q   il existe  n, a, b  ≠  0  ∈ Z    (a, p ) = 1 , ( b, p ) = 1 ( a ,  b ) = 1  

tel que       
b
apx n=      et dans ce cas  on a   

 

                         vp (x )  =  n     et          n
p px −=  
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Chapitre  I 

                        

                              Note sur la fonction gamma complexe  
 

I - 1  Définition :  

           la fonction gamma complexe  est  définie sur l’ensemble  { z ∈C,  Re z  >0}  par : 

                                        ∫
∞ −−=Γ

0

1)( dttez zt  

 

Une intégration par parties donne la relation fonctionnelle vérifiée par  Γ   et on a : 

                               Γ ( z + 1 )    =   z .Γ ( z )                                        ……    ( 1 ) 

 

Il en résulte :  

                                 
mz

mzz
)(

)()( +Γ
=Γ                                   ……..  ( 2 ) 

Où                           ( z )m    =    z ( z  + 1 ) ( z  + 2 )… ( z + m – 1) 

( z )m   sont appelés les nombres d'Appell  et  ils vérifient 

                ( z )n k    =    k n k  
nnn k

kz
k

z
k
z







 −+







 +
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Plus généralement  si  on  note par  mz  le plus  petit entier  positif  tel    que  Re(z + mz) > 0   

et    U  = C – { 0,  -1,  -2,   … }  la relation    ( 2 )   permet une extension de  Γ  à  U  et on a : 

Pour tout     z ∈ U  

                                   Γ ( z )   =  dtet
z

tmz

m

z

z

∫
∞ −−+

0

1

)(
1  

I - 2   Lemme :  

      La fonction  Γ ( z )  est holomorphe  sur  U  et pour tout  n  de  N,  Γ  a  des pôles simples 

au point   z  = − n   avec résidu égal à   )( Res
!
)1( z

n nz

n

Γ=
−

−=
 

Preuve :  

           Pour  Re  z  >  0 ,  on a       

                                                   ∫
∞ −−=Γ

0

1)( dttez zt  
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L’intégrale converge pour       t → ∞       à     cause de    e – t  ,       et pour     t → 0     on a                                              

| e-t tz-1 |  ≅   tRe z-1     et donc l’intégrale    ∫ − dtt Rez 1      converge pour    Re z  > − 1   

D’autre part :  

             Pour    Re z > 0 ,    ∃  a,  b  ∈  R           tel que           0 <  a  ≤    Re z   ≤  b  <  ∞  

Donc ; 

                 | e – t  tz – 1  |   ≤  






∞≤

≤
−−

−

tet
tt

tb

a





1pour       

10pour           
1

1

 

et les intégrales         dtt a∫ −1

0

1           &           ∫
∞ −−

1

1 dtet tb            sont finis  

Par suite   Γ( z )     est une  fonction  continue  pour    Re z > 0 ,   et  de  même  on montre  

qu’elle  est  de plus  indéfiniment  dérivable  pour      Re z > 0    et    on a : 

                                    Γ(n) (z)  = ∫
∞ −−

0

1 )(log dttte nzt   

Ce qui montre que   Γ(z)     est holomorphe  pour     Re z > 0    

Pour     Re z < 0 ,   soit     N   un   entier   positif   fixé   tel que        Re z  >  − N      on a  

                        
)1()1(

)(
)(

)()(
−++

+Γ
=

+Γ
=Γ

Nzzz
Nz

z
Nzz

N 
  

Et d’après la première partie de la preuve   on a montré  que   Γ ( z + N )  est  holomorphe   de    

la variable  ( z + N)     pour    Re ( z  +  N ) > 0 ,      ( i.e.   pour    Re  z  >  −  N  )   et  comme   

( z ) N    est   un   polynôme  qui  admet  les points      0, −1, − 2,… −  N + 1 .    comme zéros 

simples   alors      que   le quotient     
Nz
Nz

)(
)( +Γ         est  holomorphe  dans le   demi   plan   

Re z  > − N   avec des   pôles  simples  les points   0, −1, −2, … − N + 1.  

 

 N    étant un point arbitraire   donc  on  peut  le  choisir  assez  grand  pour  que la fonction   Γ  

soit holomorphe  avec des pôles  simples  aux points      0, −1,  − 2, …  . 

Soit maintenant      n ∈ N ,     on  a   Γ ( z )   =   
1)(

)1(

+

++Γ

nz
nz        et   le   résidu  de   pôle 

simple  ( − n )   est  donné par :  

nz −→
lim  ( z  +  n ) Γ ( z )    =    

nz −→
lim   

)1()1(
)1(

−++
++Γ

nzzz
nz


   =   

!
)1(

n

n−  

I - 3  Proposition : (formule des compléments)   

                 Pour  tout      z  ∈ C      Re z  > 0 ,    on a  
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                                              Γ ( z ) Γ (1 –  z )  =  
zπ

π
sin

 

 

Preuve :  

             on a          Γ ( z )   =  ∫
∞

0
e-t t z-1 dt        

en   remplaçant     t     par    t 2    on obtient   l’intégrale  de Gauss suivante : 

                           Γ ( z ) = 2 ∫
∞ −

0

2te t2z-1dt                Re z > 0  

Donc pour tout     p,  q   de   C       tels que    Re p > 0 ,   Re q > 0   on a  

                      Γ ( p )  =  2 ∫
∞ −

0

2ue u2p-1du       

                      Γ ( q )  = 2 ∫
∞ −

0

2ve v2q-1 dv  

ce qui donne  

                     Γ ( p ) Γ ( q )    =    4 ∫ ∫
∞ ∞ +−

0 0

)( 22 vue u2p-1 v2q-1 du dv  

passant  aux  cordonnées  polaires   en posant       u  = r cosθ       et     v  =  r sinθ       on aura : 

 

              Γ ( p ) Γ ( q )    =     4 ∫ ∫
∞ −

0

2

0

2π re r 2 (p + q ) – 1  cos 2 p – 1 θ   sin 2 q – 1 θ  dθ  dr  

                                       =    2 ∫
∞ −

0

2re r2(p + q ) – 1  dr  2 ∫
2

0

π
cos 2 p – 1 θ sin 2 q – 1 θ  dθ 

                                       =   Γ ( p  +  q )  2 ∫
2

0

π
cos 2 p – 1 θ sin 2 q – 1 θ  dθ  

donc on obtient 

                            
)(
)()(

qp
qp

+Γ
ΓΓ  =  2 ∫

2

0

π
cos 2 p – 1 θ  sin 2 q – 1 θ   dθ       

modifions  cette dernière relation  en   posant   cos2θ  = t,     et comme     cos2θ  +  sin2θ  =  1 

on trouve 

                           
)(
)()(

qp
qp

+Γ
ΓΓ     =  ∫

1

0
t p – 1 ( 1 – t ) q – 1   dt  

et pour     p  =  z  ,    q = 1 −  z     on obtient 

                              Γ(  z ) Γ(1 − z)    = ∫
1

0
t   z – 1 (1  −  t) – z   dt     

en posant     t  =  u / (1 + u )     ⇒    dt  = 1 / (1 + u)2 du       on aura  
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                                 Γ( z) Γ(1 − z)  =  ∫
∞ −

+0

1

)1(
du

u
u z

 

calculons cette intégrale par la méthode des résidus 

 

rappelons  que  si  C  un  contour  associé  à  un domaine  D  et  F  un  ensemble fini de points 

{z1, z2, z3,… zn}  tel que  la fonction   f   soit holomorphe   dans  une  partie ouverte contenant  

D/F  alors  

                         ∫C
f( z ) d z    =  2 i π  Σ Res( f ,   z j  ) 

 

considérons le contour  C  suivant                                       

 

C1      est le segment   [ r’ + iε,  R’+ iε ]  

 

C2   est le cercle de rayon R  centré  en  0 de R’+ i ε  →  R’ – i ε  

 

C3    est le segment     [R’ – iε ,  r ’ − i ε] 

 

C4    est le cercle de rayon   r  centré en  0  de  r ’ − i ε  → r’ + i ε  

Avec     0 <  ε  <  r <  1 <  R ,              et             r’  = 22 ε−r   ,   R’  =  22 ε−R  

Posons    f ( u )  =  
u

u z

+

−

1

1

         qui  admet  un  pôle   simple  le point   u  =  − 1     de  

résidu égale à : 

                       
1

lim
−→u

 (u + 1) f ( u )   =   
1

lim
−→u

  u z – 1    =   (− 1 )  z – 1    =  e i π  (z  −  1) 

d’autre part : 

                          ∫ ∑ ∫
=

=
C

j
C j

duufduuf
4

1

)()(  

et donc  

               ∫∫ ∫
∞ −

∞→→

+
 →+=

0

1' ,0

1
)()(

1

dx
x

xdxixfduuf
z

C

R

r

Rrε  

 

et              ∫ =
2

0)(
C

duuf      lorsque    R → ∞   
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et             ∫ ∫ ∫ ∫
∞ −

→∞→

+
− →−−=−=

3

'

'

'

' 0

1
20,

1
)()()(

C

r

R

R

r

z
zirR dx

x
xedxixfdxixfduuf πεε  

 

et             ∫ =
4

0)(
C

duuf               lorsque     r  →  0  

donc      

               ∫ ∫
∞ −

−−−

=







−

+
=

+
−=

+C

zi
zz

zi
z

ei
u

uResidu
u

uedu
u

u
0

)1(
11

2
1

21,
1

2
1

)1(
1

ππ ππ  

ce qui donne  

                     ∫
∞

−

−

=
−

=
−

−
=

+0 2

1

sin
2

1
2

1 zee
i

e
eidu

u
u

zizizi

ziz

π
π

π
π

πππ

π

 

d’où la formule des compléments          Γ ( z ) Γ (1 − z)  =  
zπ

π
sin

 

et  pour    z = ½       on  a        Γ(½)  =  π1/2  

I - 4  Remarque : 

                          La fonction gamma complexe peut être définit par la formule d’Euler- Gauss 

suivante : 

       Γ ( z )  =  
∞→n

lim  
)1()1(

)!1(
−++

−
nzzz

nn z


    =  

∞→n
lim  

n

z

z
nn

)(
)!1( −   

I - 5  Proposition : (  formule de multiplication de Gauss - Legendre ) 

                 Pour  m ∈ Z    on a  

                        Γ ( m z )   =   (2π)(1 - m) / 2 m m z  –  1 / 2   ∏
−

=






 +Γ

1

0

m

r m
rz  

et  pour    m  =  2,   on a la formule  de  duplication 

  

                     Γ (2  z )   =   22 z - 1  π-1 / 2   Γ( z )  Γ(z  +  ½ )  

preuve:  

on pose                             A( z )    =    
)(

1

0

mzm
m
rzm

m

r

mz

Γ







 +Γ∏

−

=       

comme    

                                          Γ( z )    =  
∞→n

lim  
n

z

z
nn

)(
)!1( −   
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on peut écrire       

             A ( z )      =      

nm

mz

n

m

r

n

m
rz

n

mz

mz
nmnmm

m
rz

nnm

)(
)()!1(lim

)!1(lim
1

1

−







 +

−

∞→

−

=

+

∞→∏

   

 

                             =       

[ ]

nnn

nm

mz

n

nn
n

m
mz

m
zzm

n

mz

m
mmz

m
mz

m
mzm

nmnmm

m
mz

m
zz

nnnnm







 −+







 +









−







 −

+





 +

−

→∞

−
++

→∞

11.

)()!1(lim

11)(

...)!1(lim

11







 

 

                             =       
∞→n

lim  [ ]
)!1(

)!1( 2
1

1

−
−

−
−

nm
nnm

m
mnm

  

cette  dernière  relation montre que   A ( z )   ne  dépend   pas de  z ,   donc  une constante  on 

va la calculer  en  posant    z  =  1 / m 

on a                 

                       ∏ ∏
−

=

−

=






 −

Γ=





 +

Γ=





 1

0

1

0

11 m

r

m

r m
rm

m
r

m
A  

et donc  

                      
∏

∏ −

=

−−

= 







=





 −Γ






Γ=
















1

1

11

1

2

sin
11

m

r

mm

r

m
rm

r
m
r

m
A

π
π  

d’autre part ;   pour   tout   m   de  N  on a  : 

          ∏
=









+






 −+−=+−

m

r

mm

m
rxxmxx

1

22 1)1(2cos21cos2 π
θθ     … (*)  

et       cos 2θ    =  cos2θ  −  sin2θ    =   1  −  2 sin 2θ   

 

pour     x  = 1     l‘équation (*)     s‘écrit   comme  

(*)    ⇒          ∏
=















 −+−=−

m

r m
rm

1

)1(2cos22cos22 π
θθ   
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⇒  ∏
=























 −

+−−=





 −−

m

r m
rm

1

22 )1(
2

sin2122
2

sin2122 πθθ  

 

       ⇒           
2

1

2 )1(
2

sin2
2

sin2 













 −

+=





 ∏

=

m

r m
rm πθθ  

 

⇒      

2
sin

2

2

2
sin

2 1 θ

θ

θ

θ

m

m
m
m









−
      =      ∏

−

=






 +

1

1 2
sin

m

r m
rπθ  

et        pour    θ  → 0       on aura    

                   ∏
−

=
−=

1

1
12

sin
m

r
m
m

m
rπ    

donc  

                   
mm

m
rm

A
m

m

m

m

r

m 1

1

1

1

1

12
)2(

2
sin

1 −

−

−

−

=

−

===















∏
ππ

π
π   

ce qui implique  

                  2
1

2
1

)2(1 −
−

=





 m

m
A

m

π  

et donc  

                              
)(

)2()(

1

02
1

2
1

mzm
m
rzm

mzA

m

r

mz
m

Γ







 +Γ

==
∏

−

=
−

−

π  

d‘ou la formule de multiplication  

 

              ∏
−

=

−
−







 +Γ=Γ

1

0

12
1

)2()(
m

r

mz
m

m
rzmmz π                ♦       

I – 8 Théorème :  (série de Stirling de Γ )  ( cf   [ 10 ]  )  

                         Pour  z  → ∞     et | arg z | <   π − δ         δ  >  0  on a   

    





+

−
++−






 −≅Γ −

∞

=

+−∑ 12
1

122 1
)12(2

)2log(
2
1log

2
1)(log n

n

nn

z
z

nn
Bzzzz οπ   

 

Où         Bn  est le      n    iéme  nombre de Bernoulli  
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Chapitre : II 
 

                   Définition  et  propriétés  générales  de  la  fonction  gamma  p – adique   

 

On a vu dans le premier chapitre que la fonction gamma complexe peut être vue comme étant 

le prolongement de la fonction     n  →  n !  à C .  Pour la fonction gamma p – adique on peut 

penser à prolonger la même fonction à  Zp    mais ceci est impossible car cette fonction n’est 

pas  uniformément continue pour la topologie  p – adique ,  pour cela  Morita  en 1975    a 

proposé la modification suivante  : 

II - 1  Définition :  

                             pour un entier naturel   n   non nul  et  p un nombre premier  on définit  sur 

N la fonction  Γp par  

                               ∏
−

=
=

−=Γ
1

1),(
1

)1()(
n

pj
j

n
p jn      

et   pour  montrer  que  cette  fonction  peut  se  prolonger  à   Zp    on  a besoin   de  la 

proposition  suivante :  

II - 2  Proposition : (Théorème de Wilson généralisé) 

 i ) -    Pour     p ≠ 2,   n∈  Z ,    s ∈ N      on a :   ∏
−

=
=

+
1

1),(
0

)(
sp

pj
j

jn   ≡  − 1  (mod ps )   

ii ) -    Pour    p = 2,    s ≥ 3,    on  a :          ∏
−

=
=

+
12

1)2,(
0

)(
s

j
j

jn    ≡   1  ( mod 2s ) 

Preuve :  

            on   sait  que   les nombres     n,  n  +  1,...    n  +  ps  − 1      forment    un   système    

complet   de  représentants     des   classes   mod  ps ,    et    ceux  qui  sont  premiers  à    p                 

( ie    n  ≤  j  ≤  n +  ps     tq    ( j, p )  =  1  )   forment  un  système  complet  de  représentants 

des éléments inversibles  de  Z / p s Z 

on note  

        

               G  = (Z / p s Z )∗     =  { n  ≤  j  ≤  n +  ps     tq    ( j, p )  =  1  },    G   est  le  groupe  

multiplicatif  des éléments inversibles de Z/psZ ,  

donc 
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                              ∏
−

=
=

+
1

1),(
0

)(
sp

pj
j

jn   =   ∏
∈ Gg

g                       ( * ) 

or       

                  g ∈ G   ⇒    ∃ h∈ G    tel que:     g.h  = 1    

et  donc dans le produit ( * )  il ne reste que les éléments d'ordre 2    (  les  éléments qui ont 

leurs inverses lui-même)  car  les  autres  éléments  sont éliminés  dans  le  produit même par 

leurs inverses.(   ie    si   g   est   un  élément  de  G  alors son inverse   g – 1  est    aussi dans G  

et la multiplication   de  g   avec   g – 1    donne  1)    Donc : 

 

                             ∏
−

=
=

+
1

1),(
0

)(
sp

pj
j

jn  =    ∏
∈ Gg

g  = ∏
= 12g

g                 g ∈ G 

Déterminons les éléments de G d'ordre 2, 

1er cas : si      p ≠ 2   

                soit     g     un élément de   G     tel que   g2   =  1     ⇒     g2  − 1   = 0  

 

                                                                                                  ⇒   (g  − 1)(g  +  1)  =  0 

supposons par l’absurde que     g  ≠ 1     et   g  ≠  − 1   ,    alors que  (g  − 1)   et  (g  +  1)  sont  

des diviseurs  de  zéro dans    Z/psZ   et puisque  p  est le plus petit diviseur de zéro dans Z/psZ 

on aura  : 

         p    divise  (g − 1)     et       p   divise  (g  + 1)  

      ⇒     g   ≡  1  mod p          et         g  ≡  −1 mod  p  

par suite  

                   1   ≡  − 1 mod p         ⇔     2   ≡   0  mod p   

Contradiction avec le fait que   p  ≠ 2  

donc nécessairement               g  = 1        ou       g  =  −1,      

conclusion : 

                ∏
=12g

g  = 1  × −1 =  −1              ⇔    ∏
−

=
=

+
1

1),(
0

)(
sp

pj
j

jn    ≡   −1  mod ps. 

2éme  cas  p = 2      et    s   ≥   3,   

montrons   par   récurrence  que les représentants  des éléments    inversible de   G  d'ordre 2   

sont :     1,      2 s − 1,         2 s − 1 −  1,         2 s − 1 + 1.  
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en  effet ; 

 Pour    s  =  3,        les éléments  inversibles    de      Z / 23Z   =   Z / 8Z    sont :                      

1,   3  =  2 3 − 1  − 1,     5  =  2 3 − 1 + 1,      7  =  2 3 −1,       

 

Supposons  que  l'hypothèse de  récurrence est vraie jusqu'à l'ordre    s  − 1,   et   montrons 

qu'elle  reste  vraie  à l'ordre  s. 

soit   g  un élément  de  G   tel que  g2  =  1  ⇒     g2  ≡  1  mod 2 s   ⇒   g2  ≡  1  mod 2 s − 1,  

donc par hypothèse     g ∈ {1,   2 s − 2 − 1,   2 s − 2  + 1,  2 s − 1 − 1 } mod 2s – 1   ,   

 

1)-     si   g   ≡  1 mod 2 s – 1     ⇒   ∃ k  ∈ Z,    g  =  k.2 s  − 1  + 1  

 

                                               ⇒  g2   =  k2 2 2 ( s − 1 )    +  k 2 s   + 1    =   2s  ( k2 2 s  − 2  +   k )  + 1 ,     

 

or          0  ≤   g   ≤   2 s – 1       ce  qui nous donne  

 

             0  ≤   k.2 s − 1   + 1    ≤    2 s −1     ⇒   −1  <  k   < 2        et      k ∈ Z  

d’où      k =  0     ou    k  = 1 

k  = 0    ⇒   g   =  1 

k  = 1    ⇒   g  = 2 s − 1   

 

2)-   si   g  ≡  −1 mod 2 s − 1     ⇒    g     =    k.2 s − 1  −1,            k ∈Z  

            

                                                ⇒    g²    =    k² 2 ² ( s − 1 )  −  k 2 s   +  1   =  2 s ( k ²2 s  − 2   − k)  + 1 

or         0  ≤  g   ≤  2 s − 1      ce qui nous donne  

                             0  ≤    k 2 s − 1    − 1    ≤   2 s − 1       ⇔      0   ≤  1 / 2 s − 1     ≤     k     ≤   2   

d’où         k  =  1    ou      k   =  2 

k   = 1   ⇒   g   =  2 s −1   −1 

k   = 2   ⇒   g   =  2 s  − 1  . 

 

3)-     si      g  ≡   (2 s − 2   + 1)   mod 2 s − 1       ⇒    g   =   k 2 s – 1   + 2 s – 2   + 1     

mais ceci ne donne pas   g ² ≡1 mod 2 s     donc ce cas est exclu .                                                               

4)-     si     g   ≡  (2 s − 2  − 1) mod 2 s       on aurait pas  g ² ≡1 mod 2 s   et ce cas est aussi exclu. 
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Donc les éléments inversibles  de   G   d'ordre  2  sont : { 1,  2 s  − 1,  2 s − 1  −1,  2 s −1 + 1 }  et   

l'hypothèse  de   récurrence  est  vraie  à l'ordre     s .   et  on a : 

 

                         ∏
1=

∈
²g

Gg

g       =   1 ( 2 s − 1) ( 2 s − 1 −1) ( 2 s − 1  + 1)       

                                             =   ( 2 s − 1) (2 s 2 s −2 − 1)   

 

                                            .≡   1  mod 2s        

II - 3   Conséquence :   

                            si on pose  















= ∏

=
=

n

pj
j

jn
1),(

1

)!(      on déduit de ce qui procède :   

(( n + ps)!)p    ≡ − 1  (n!)p mod ps            si      p  ≠  2  

 

((n + 2s)!)2       ≡  (n!)2 mod 2s               si      p = 2  

 

et donc on peut montrer que la fonction    Γp ( n ) défini précédemment   satisfait : 

                      s
p

s
p pnpn mod)()( Γ≡+Γ  

et plus généralement 

                       s
p

s
p pnkpn mod)()( Γ≡+Γ              ∀  k ∈ Z              

Ce   qui  montre  que la fonction    Γp    est uniformément continue  sur N  pour la topologie   

p – adique  

De plus  si ( an)n∈N  est une suite de Cauchy d’éléments dans N  alors Γp (( an)n∈N  )est aussi 

de Cauchy 

En effet ; 

Soit  ε  > 0 , ∃ η > 0 ,  ∀  h, k ∈ N  | h – k |p <  η   ⇒  | Γp( h ) - Γp( k ) | p  <  ε 

Car  Γp  est uniformément continue  

( an)n∈N  est de Cauchy alors ∃ N0 ∈ N  et pour   ε /  = η 

 

∀   n, m  ∈ N,   n  >  m > N0    ⇒ |  an – am|p  <   η     ⇒  Γp (an) – Γp (am) <  ε 

 

ce qui donne que Γp (an) est de Cauchy. 
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Et on déduit finalement que Γp peut se prolonger par continuité à Zp et on a le théorème 

suivant : 

II- 4   Théorème  ( Morita) : 

              La fonction  n → Γp ( n ) est la restriction à N d’une fonction continue de Zp à 

valeurs dans  Zp notée Γp ( x ) appelée fonction gamma p – adique 

et si  (an) n ∈N   est une suite de Cauchy  d’éléments dans  N   tend vers  x,  alors on écrit :  

 

Γp(x )   =   lim        Γp (an – 1)   =   lim (-1)
na

((an – 1) !)p   
                 n ∞→                            n ∞→  

Cette fonction est bien définie, elle ne dépend pas de la suite choisie, car si (an) et (bn) sont 

deux suites de Cauchy de limite commune  x   alors  Γp(an)  et  Γp(bn) ont aussi la limite 

commune  Γp(x)  on va étudier maintenant ses principales  propriétés 

II- 5   Proposition :  

                   Soit  p  un nombre premier, alors Γp    possède les propriétés suivantes :  

i)-  la relation fonctionnelle    Γp( x + 1) = hp( x ). Γp( x )     

       où                              








−

−
=

1
)(

x
xhp      

ii)-  

     ( 1 )-   si    p  ≠  2,    alors pour tout     x, y      de    Zp   on a : | Γp(x) − Γp(y)|p   ≤    | x – y|p 

     ( 2 )-   si    p  =  2,      alors pour tout      x,  y   de  Z2   on a  

                          










=−−

≠−−
≤Γ−Γ

4
1   si    2

4
1   si     

)()(

22

22

222

yxyx

yxyx
yx   

iii)-   Γp(0) =1,   Γp(1) = −1,    Γp(2)  =1,  et pour tout  x de    Zp ,     | Γp ( x )| p  =  1. 

 

Preuve :  

v :      soit  n ∈ N ,    Γp ( n  + 1 )  =   ( − 1) n + 1. ∏
=

=

n

pj
j

j
1),(

1

 

                                                  =  ( − 1) n. ∏
−

=
=

1

1),(
1

n

pj
j

j  . hp ( n )       =  Γp ( n ) hp ( n )       

 
 si    | x |p  =  1 
 
si     | x | p <  1 
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  où             








−

−
=

1
)(

n
nhp                                                       =       









−

−

1

n
              

 

donc il suffit de montre que  la fonction hp peut se prolonger à Zp  ,c'est-à-dire  de montrer 

que  hp  est uniformément continue pour la topologie p – adique 

en effet ; 

soit      ε  > 0    alors il existe    s  de N    tel que   sp
1  < ε,    

soient    n, m    de  N   tel que :   | n – m  |p   <  sp
1   ⇔   m  =   n + k. ps , on  aura   alors  

 

les deux cas suivants : 

 

1er cas,  si  | n |p  =  1 ,   comme  |.| p   est   ultrametrique    alors   

 

| n + p s|p   = max ( | n |p,| ps |p)    =  max (1, | ps |p)  = 1 , et par récurrence on déduit que pour  

 

 tout entier k   | n + k .ps | p    et donc :  

 

hp(m)  =  hp ( n + k.ps)  = − ( n + k.ps )  ≡  (− n ) mod ps   ≡ hp(n) mod ps 

 

ce qui donne   | hp(m) − hp(n)|p      ≤ sp
1  <  ε  

 

2éme cas, si | n |p  <  1   

alors      | n + p s |p   ≤   max (| n |p, | ps |p)   <  1    et de même par récurrence on   déduit   que  

pour  tout entier  k,      | n + k .p s|p  <  1 , ce qui donne  

 

                hp(m)  =  hp( n + k.ps)    =  − 1  = hp(n)   

par suite : 

si     (n, p) =  1 
 
si     p divise n                             
 

si   | n |p    =   1  
 
si   | n |p    <  1 
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               | hp( m) – hp ( n ) |p    =   0    <    sp
1  

donc dans les deux cas on a montré que : 

 

∀ ε > 0,  ∃ η > 0 , η  = sp
1    <  ε      ∀    n, m  ∈ N  

                    | m – n |p   <   η     ⇒    | hp (m) – hp ( n ) |p   <  ε  

 

ce qui montre que h est uniformément continue sur N  

 

montrons  de plus  que si (an)n∈N   est une suite de Cauchy tend vers x  alors   hp(an)  est de 

Cauchy tend vers  hp ( x ),  

en effet : 

soit   ε  > 0,  ∀  s, t ∈ N,    ∃ η  >  0  ,   | s – t |p  <  η  ⇒ | hp(s) – hp( t)|p    <   ε    car hp est  U.C. 

 

or   (an)n∈N   est  de Cauchy,  donc ∀ n, m  ∈N    

 

 m  > n > N0     ⇒  | am – an | p  <  η  =  ε1  ⇒ | hp (am) – hp(an) | p  <  ε  

 

ce qui montre que hp (an) est de Cauchy 

et  de plus   s     i (an)n∈N,     (bn) n∈N     sont deux suites de Cauchy   de même limite   x    alors  

(hp(an) n∈N) ,    et     (hp(bn) n∈N )   ont  la  même  limite   hp(x) . 

de tous de ce qui procède on déduit que  hp peut se prolonger à   Zp    et on a  pour tout entier 

p – adique x  

                                     








−

−
=

1
)(

x
xhp      

Montrons(ii) , 

1)-    si  p ≠2,   | Γp(x) − Γp(y) |p    ≤    | x – y | p,         

soient   m, n  de N  

§ si  | m – n | p   =  1     on a 

            ( )
pppppp nmnmnm −=≤ΓΓ≤Γ−Γ 1)(),(max)()(   

  si     | x |p   =  1 
        
  si     | x |p   <  1  
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§  si   | m – n |p = sp
1  <  1   ⇒    ∃  k ∈ N ,  m = n + k.ps     et    (k, p) =  1  donc 

Γp( m )   =    Γp( n + k ps )   =   (−1) n + k  p
s
 ∏

−+

=
=

1

1),(
1

skpn

pj
j

j     =  (−1) n +  k p
s
 ∏

−

=
=

1

1),(
1

n

pj
j

j   ∏
−+

=
=

1.

1)(

spkn

jp
nj

j      

                                     = (−1)n. ∏
−

=
=

1

1),(
1

n

pj
j

j   .( − 1)k.p
s
  ∏

+−

=
=

spkn

pj
nj

j
.1

1),(

          

 

                                     =  Γp ( n )  ( − 1)k    ∏
+−

=
=

skpn

pj
nj

j
1

1),(

             car  p  impair. 

D’ou     

                Γp (m) − Γp(n)    =  















−−Γ ∏

−+

=
=

1

1),(

1)1()(
skpn

pj
nj

k
p jn    

par suite 

                      | Γp (m) − Γp(n) | p =

p

kpn

pj
nj

k
s

j∏
+

=
=

−−

1),(

1)1(     

 car   | Γp ( n ) | p   = 1  par définition  de  Γp  

écrivons : 

                             ∏∏∏∏
−+

=
−+=

−+

=
+=

−+

=
=

−+

=
=

×××=
1

1),(
)1(

12

1),(

1

1),(
1

1

1),(

s

s

s

s

ss kpn

pj
pknj

pn

pj
npj

pn

pj
nj

kpn

pj
nj

jjjj    

le théorème de Wilson généralisé implique que chaque facteur de produit précédent satisfait :    

         

                           ( )∏ ∏
−+

=
−+=

−

=
=

−≡+−+=
1

1),(
)1(

1

1),(
0

mod1)1(
s

s

skpn

pj
pknj

p

pi
i

ss pipknj     ∀  k  ≥ 1 

donc 

                  sks
kpn

pj
nj kfois

ppj
s

mod)1(mod)1()1)(1(
1

1),(

−≡−−−≡∏
−+

=
=

  
            

et 
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                      [ ] sskk
kpn

pj
nj

k ppj
s

mod0mod1)1()1(1)1(
1

1),(

≡−−−≡
















−− ∏

−+

=
=

         

ce qui implique  

        Γp(m) −  Γp(n)p  =   ( − 1 )k  . ∏
−+

=
=

1

1),(

skpn

pj
nj

j    − 1p    ≤  sp
1  =  | m – n | p   

par continuité cette propriété reste vraie  pour les éléments de Zp   

2)-    p = 2    montrons que  

                                     | Γ2( x ) − Γ2( y ) |2      ≤      | x – y |2         si    | x – y |2      ≠  ¼  

                                                 

                                     | Γ2 ( x ) − Γ2 ( y ) |2     ≤   2  | x – y |2        si   | x – y |2   =  ¼  

montrons d’abord ces relations pour les entiers naturels,  

en effet ;   

               soient   m, n   ∈   N    on suppose    n  <  m  

1er cas : si      m – n 2    =  1   on a   

( )
2222222 )(,)(max)()( nmnm ΓΓ≤Γ−Γ   ≤    1  = | m – n |2   

2ème cas :    si   m – n 2    =  s2
1   <   1   ⇒      ∃   k  ∈ N,  m = n + k.2s     et   (k, 2)  =  1   

on a   

Γ2(m) =   Γ2  ( n + k2s )  =   ( − 1 ) n + k 2
s

 ∏
−+

=
=

12

1)2,(
1

skn

j
j

j     

                                       = ( − 1) n   ∏∏
−+

=
=

−

=
=

⋅
12

1)2,(

1

1)2,(
1

skn

j
nj

n

j
j

jj    =   Γ2( n )  . ∏
−+

=
=

12.

1)2,(

skn

j
nj

j     

Ce qui implique  

                  Γ2(m) −  Γ2(n)2       =    

2

12

1)2,(2

12

1)2,(1

22 11)( −=−Γ ∏∏
−+

=
=

−+

=
=

=

ss kn

j
nj

kn

j
nj

jjn


  

Ecrivons  

                     ∏∏∏∏
−+

=
−+=

−+

=
+=

−+

=
=

−+

=
=

×××=
12

1)2,(
2).1(

12.2

1)2,(
2

12

1)2,(

12

1)2,(

s

s

s

s

ss kin

j
knj

n

j
nj

n

j
nj

kn

j
nj

jjjj                                            
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Le   théorème  de Wilson  généralisé implique que pour  s  ≥  3   chaque facteur de produit 

précédent  satisfait  : 

                  ( ) s

i
i

s
kn

j
knj

ss

s

iknj 2mod12)1(
12

1)2,(
0

12

1)2,(
2)1(

≡+−+= ∏∏
−

=
=

−+

=
−+=

     ∀  k   ≥  1 

on obtient alors  

                   ∏
−+

=
=

12

1)2,(

skn

j
nj

j   − 1   ≡  1  − 1  mod 2s   ≡  0   mod 2s   

ce qui implique   

                  | Γ2 ( m ) − Γ2 ( n )| 2   =   ∏
−+

=
=

12.

1)2,(

skn

j
nj

j   −  12  ≤    s2
1   =  m – n 2      

♦ Pour   s  = 0, m – n 2   =  02
1  = 1   (le cas précédent  ) 

♦ Pour  s  =  1, m – n 2    =    
2
1     et   Γ2(m)  − Γ2(n)2  ≡ 1 −  1 mod 2    ≡  0  mod 2      

donc  Γ2 ( m ) − Γ2 ( n )2   ≤     
2
1    = m – n 2  

donc   pour   s  ≠ 2,    m, n ∈ N  , m – n2 =  s2
1      on a  Γ2( m ) − Γ2 ( n )2   ≤  m – n2  

♦ Pour  s  =  2,   m – n2  = 
4
1          on a   :   

             ∏
−+

=
=

12

1)2,(

2n

j
nj

j  =  ∏∏
=

=

−

=
=

+=+
3

1)2,(
0

12

1)2,(
0

)()(
2

α
α

α
α

αα nn   ≡ 1 × 3 mod 2s   ≡  − 1 mod 2s   

car    n    et    (n + 2)   sont de même parité   ainsi que ( n + 1)    et    ( n + 3 ).  

de même pour  

                 ∏
−+

=
−+=

12.

1)2,(
2)1(

s

s

kn

j
knj

j     ≡ 1 ×3  mod 22 ≡  − 1 mod 22       

donc    

                 2
12.

1)2,(

2mod)1()1)(1(
  


kfois

kn

j
nj

s

j −−−≡∏
−+

=
=

    ≡   ( − 1)k  mod 22          et     ( k, 2 )   = 1       

                                                                                  ≡ − 1 mod 22                                                

par suite :  
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           ∏
−+

=
=

12

1)2,(

skn

j
nj

j   − 1  ≡   − 1  – 1  mod 22     ≡  2  mod 22      

ce qui implique    

                  ∏
−+

=
=

12

1)2,(

skn

j
nj

j   −  12   = 22   = 
2
1                        

et donc             
22222 2

2
1.2

2
1)()( nmnm −===Γ−Γ  

 par passage   à  la limite  on trouve que la propriété reste vraie  pour les entiers  p – adiques.  

iii)- Calculons quelques  valeurs de   Γp ,  on a  

   Γ2( 2 ) = ( − 1)2 .(1 !)2    =  1   

D’autre part ;   la relation fonctionnelle implique 

Γ2( 2 )   = Γ2(1). h2(1)      ⇒   Γ2( 1 )    = −  Γ2( 1 )   =  − 1 .  

 

Γp ( 1 ) =  hp ( 0 ) Γp ( 0 ) =  − Γp ( 0 )    ⇒    Γp( 0 ) = 1 

II- 6 Lemme :  (formule des compléments) 

 pour tout entier naturel n , on a  

                      Γp ( − n )       =     








++

− p
n

n 1

)1( .  
)1(

1
+Γ np

 

où       







p
n  désigne la partie entière de   

p
n   

et plus généralement ;   pour tout x de Zp    

• p ≠ 2       on a      )()1()1()( xR
pp xx −=−ΓΓ     avec   R ( x ) ≡  x  mod  p 

• p = 2     on a  1)(
22 )1()1()( +−=−ΓΓ xxx σ    

avec  1
0

2 aa
j

j
j =








∑

∞

=

σ        si      ∑
∞

=0

2
j

j
ja  est le développement de Hensel de  x  

Preuve : 

La relation fonctionnelle de   Γp    implique  

)1()2()2()1()1()10()10()0( 2 −−−Γ=−−Γ=−−Γ=Γ ppppppp hhhh  
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∏

=

−Γ−=

−+−−−Γ=
n

j
pp

pppp

njh

hnhnhn

1

)()(

)1()1()()( 

 

or         

         hp( − n ) =   



−1
n

                     

ce qui donne  

                     Γ p ( 0 )  = ∏
=

=

n

pj
j

j
1),(

1

  . Γ p ( − n) ( − 1)d                                                                           

où  d   est   le nombre de multiple  de  p entre  1  et  n  , donc   d = 







p
n    

et on obtient  

     1   =   Γ p  ( 0 )  =   ∏
=

=

n

pj
j

j
1),(

1

      Γp ( − n )  









− p
n

)1(                                                                     

 Autrement dit                 

 Γp ( − n )       =     








++

− p
n

n 1

)1( .  
)1(

1
+Γ np

     

 et  on  déduit  de  cette relation  que  les  entiers  négatifs  ne  sont pas  des  pôles  pour  la 

fonction  Γp.  

posons maintenant          n + 1 = m    ⇔    − n    =    1 − m   alors on a  









++

−=−Γ+Γ=−ΓΓ p
nn

pppp nnmm
1

)1()()1()1()(  

écrivons  n  en    base   p   

           







+=++=

p
npnpnnn 010    

• si    p   ≠ 2    on aurait : 

                   1)1(1 0 +







−+=








−+

p
npn

p
nn

pair


       

       et donc 

                1
1

0)1()1( +








−+

−=− np
n

n
 

D’autre part ; 

 si      | n |p     =    1  
 si      | n | p    <   1                                 
 

PDF created with pdfFactory trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 25 

m = n + 1  ≡  n0  +  1 mod  p       

et il suffit donc de prendre R ( m ) = n0 + 1 ≡  m mod p    et il est clair que   1 ≤ R ( m ) ≤ p  

Donc  si   m, n   sont deux  entiers naturels  vérifiant  n  ≡  m mod  ps      ⇒   n   ≡   m  mod p   

on aurait : 

                        R( n )   = R ( m )     ( car  R ( n )  ≡  n mod p   )      

Ceci est équivaut  à dire  

                           R ( m ) ≡  R (n ) mod p  

C’est à dire que R est uniformément continue  sur N   

 donc si (an)n∈N    est une suite de Cauchy tend vers  x  alors R ( (an)n∈ N  ) est aussi de Cauchy 

tend vers R (x) ce qui montre que  la fonction   R  peut se prolonger à Zp  et on a : 

                            R ( x )  ≡  x   mod p 

Et si on pose   ∑
∞

=

=
0i

i
i pax   on aurait      R (x )  =   a0 

• si   p  = 2   on aurait 





 −

−

−=−ΓΓ 2
1

22 )1()1()(
nn

nn  

développons  n  en  puissances de 2  on trouve :  

                  n   =   a0  +  a1.2  +  k.22 ,              a0, ,  a1   ∈  { 0 ,   1} ,  

ce qui donne  

                   ka
an 2

2
1

2
1

1
0 ++

−
=

−  

Raisonnement sur     a0    :  

♦ 1er  cas    si  a0   =  0     alors     1
2
1

2
10 −=



 −=




 −a
 et donc  : 

         kaka
an

2111
0 2
2

1
2

1
+−=++




 −
=



 −  

par suite ; 

     Γ2 ( n ) Γ2 (1 – n )  = ( − 1 )
ka

a
kaa .2

2
1

2.2. 1
02

10 −−






 −
−++

 =  ( − 1 ) kaka .212.2. 1
2

1 −+−+  

 

                                   =   ( − 1 ) ka 211 ++         =     ( − 1 ) 11 +a   

♦ 2éme cas    si     a0  =  1   alors     0
2

11
2

10 =



 −

=




 −a
     donc  
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Γ2 ( n )  Γ2 ( 1 –  n )      =   ( − 1 ) kaka .22.2.1 1
2

1 −−++      =   (-1) 11 +a     

il suffit donc de prendre   σ ( n )  = a1     

soient   m,  n  ∈ N   tel que :    m   ≡   n  mod 2s     ⇒ m  =  n  + k.2s      ⇒ σ ( n )  = σ ( m )   

c’est à dire que  σ  est localement constante . donc uniformément convergente pour la 

topologie p – adique  de N  

de plus   si  ( an  ) n∈ N  est une suite de Cauchy tend vers  x   alors σ (( an  ) n∈ N  ) est aussi de 

Cauchy tend vers σ ( x ), et on déduit que  σ  peut se prolonger  à Z2  et on a  

                         






 ∑
∞

= 0
2

n

n
naσ  =   a1                                                 ♦ 

La fonction gamma p – adique satisfait une relation similaire à celle de la gamma complexe, 

c’est la formule de multiplication de Gauss – Legendre,   et on a : 

II – 7  Théorème : (formule de multiplication )   

                  Soit  m  un  entier non nul premier à p , alors : 

              ( )∏
−

=

−− Γ=





 +Γ

1

0

)(1)(1 )(
m

j
p

mxSpmxR
mp mxmm

m
jx ε  

Où :        ∏
−

=







Γ=

1

0

m

j
pm m

j
ε  

               R ( y )  ∈ {1, 2, … p}      tel que        R ( y )   ≡  y mod p  

              S ( y )    = 
p

yyR −)(
   ∈ Zp  

Preuve :    

Posons   

                          ∏
−

=







 +Γ==

1

0

)()(
m

j
pm m

jxxfxf     

  et                    G (x)  = Gm (x )  =     
)(

)(
mx

xf

p

m

Γ
    

Calculons le facteur de Gauss   G ( x ),   nous avons : 

)1()1(

1
1 1

1

0

+Γ







 +Γ

=
+Γ







 +

+Γ
=






 +

∏∏
=

−

=

mx
m
jx

mx
m

jx

m
xG

p

m

j
p

p

m

j
p

 

                            ∏
−

=







 +Γ

Γ

+Γ

Γ
=

1

0)(
)1(

)()(
1 m

j
p

p

p

pp m
jx

x
x

mxhmx
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                           =  )()()(
)(

)(
xGxxG

mxh
xh

p

p λ=  

où                 

                     






==
1

1

)(
)(

)( m
mxh

xh
x

p

pλ                  

par suite : 

               

)0(1

)0(1)0(21

)0()0(10

1

0
∏

−

=






=






⇒

−
=







=






⇒=

=





⇒=

j

i
G

m
i

m
jG

m
jx

G
mm

G
m

x

G
m

Gx

λ

λλ

λ



  

Comme       ( m,  p )  =  1,   (   c’est  à dire    | m x |p = | x |p  )      on obtient :  

                     ∏
−

=






=






1

0

)(1j

i

ju

mm
i

λ  

Où     u ( j )  = 






 −
−−

p
jj 11   est le nombre d’élément entre   0  et   j – 1   qui ne sont 

pas divisible par  p.    

Trouvons une forme convenable à cette  exposant, écrivons d’abord : 








 −
++−=⇒







 −
+−=−

p
jpjj

p
jpjj 11)1(1)1(1 00  

posons   R ( j )  =   ( j – 1)0   + 1      et  donc  R (  j )   ≡   j  mod  p  et  on a  








 −
−+−=







 −
−−=

p
jpjR

p
jjju 1)1(1)(1)1()(  

on obtient alors : 

                ∏
−

=








 −
−+−







=






1

0

1)1(1)(1j

i

p
jpjR

mm
i

λ  

                                             
( )

( ) )(1)(1

1
11)(1

jSpjR

p
j

pjR

mm

mm

−−








 −
−−−−

=

=

 

si     | x |p    = 1 
 
si     | x |p  < 1 
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 où        
p

jjR
p

jjS −
=







 −
−=

)(1)(  

or                      ∏
−

=






Γ=

1

0

)0(
m

k
p m

kG  

on obtient alors  

                    ( ) ∏
−

=

−− 





Γ=






 1

0

)(1)(1
m

k
p

jSpjR

m
kmm

m
jG  

par suite  

                      ( ) ∏
−

=

−− 





Γ=

1

0

)(1)(1)(
m

k
p

mxSpmxR

m
kmmxG  

                                   
)(

1

0

mx
m

jx

p

m

j
p

Γ







 +Γ

=
∏

−

=  

 Cette  relation est vraie pour tout   x   de   Zp  car les fonctions   R ( j )  et   S ( j ) sont 

uniformément continue pour la topologie   p – adique  de N,  donc elles se prolongent à Zp . 

 

On va donner maintenant le théorème  de  Mahler pour les fonctions continues  de  Zp   puis 

calculer les coefficients  de Mahler de  Γp  et de      
pΓ

1   d’abord on a  : 

II – 8  Définition : 

                 pour  x  ∈ Zp,   n ∈ N    on définit le symbole 







n
x

 par : 

          
!

)1)...(2).(1(1
0 n

nxxxx
n
x

et
x +−−−

=







=








     

 

et il est clair que  

                







−

+







=







 +
1

1
n
x

n
x

n
x

      pour  tout    n  ≥  1.  

 

Notons que si    f    est une application de   Zp  dans un anneau A  

 

                    ∆f (n ) = f ( n + 1 )  −  f ( n )  
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donc            ∆2 f  ( n )  = )()1(
1
2

)2( nfnfnf ++







−+  

et                 ∆k  f ( n ) =  ∑
=

− +







−

k

j

jk jnf
j
k

0
)()1(  

on a alors le théorème de Mahler : 

II – 9 Théorème : (Mahler) 

               Soit   f     Zp → Cp  une fonction continue,  posons a k    =   ∆ k  f ( 0 ) alors  |  a k  | p  

tend vers zéro  et la série     ∑
∞

=









0k
k k

x
a   converge uniformément   vers   f    de plus ; 

                    
pk

k
p

Zx
axff

p 0
sup)(sup

≥∈
==  

Preuve : 

              Soit  f   Zp → Cp    une  fonction continue ; si    f  ≠ 0     on peut toujours   supposer  

1)(sup =
∈

p
Zx

xf
p

  

   (sinon  on raisonne  sur  
)(
)()(

0xf
xfxg =     tel que  )()(sup 0xfxf

p
Zx p

=
∈

) 

on a   

              ∑
=

− +







−=∆

r
rr

p

j

r
jpp jyf

j
pyf

0
)()1()(  

                                  
pyfpyf

pkyfpyf

r

r

mod)()(

)()(

−+≡

+−+=
 

or   

        f    est  continue sur  Zp        ⇔      uniformément continue 

                                                   ⇔   0)()(  →−+ ∞→r

p

r yfpyf   

par suite        1)( −≤∆ pyf
p

p r

                  ∀  y  ∈ Zp   

Remplaçons     f     par  








 ∆
p

f
rp 1

  qui est aussi uniformément continue  et refaisons le  

même  travail  sur cette nouvelle fonction  nous  obtenons : 

                    21 )()( 21
1

2 −+− ≤∆⇔≤








 ∆
∆ pyfpy

p
f

p

pp
p

p rr
r

r
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et par récurrence sur  irp   trouvons 

0)(lim)(21 =∆⇔≤∆
∞→

−+++ yfpyf n

n

i

p

ppp irrr            ∀  y  ∈ Zp   

En particulier   pour     y  =   0      on a         0)0(  →∆
p

k f  

Montrons maintenant que si  f ( x )  =   ∑
≥










0n
n n

x
a    alors    a k    =   ∆ k  f ( 0 )   

En effet ; 

Soit  f ( x )  =   ∑
≥










0n
n n

x
a       ⇒      f ( x + 1 )  =   ∑

≥







 +

0

1

n
n n

x
a     

Or      















−

+







=







 +

1
1

1
n
x

n
x

n
x

          

Donc  

                   ∑∑
≥

=

≥








−

+







+=+

1

)(

1
0 1

1)1(
n

n

xf

n
n n

x
a

n
x

aaxf
  

 

et               

                   ∑∑
≥

+
≥









=








−

=−+=∆
0

1
1 1

)()1()(
n

n
n

n n
x

a
n
x

axfxfxf  

par récurrence  on aura  

                   ∑
≥

+ 







=∆

1
)(

n
kn

k

n
x

axf  

pour  x  =  0          on trouve      a k   =   ∆ k  f  ( 0 )   =  ∑
=

−








−

k

j

jk jf
j
k

0
)()1(  

passons maintenant à calculer  les coefficients de Mahler  de  Γp , pour cela  nous avons 

besoin de ces deux lemmes  

II – 10  Lemme :  

                    soit  f    Zp → Cp , une fonction continue  et  ∑
≥










0n
n n

x
a    son développement de 

Mahler  alors on a :  

                         
!

)(
0 n

xnf
n

n
∑

≥

    =     (  exp.   x  )  
!0 n

xa
n

n
n∑

≥

    

preuve :     

 si      n   ≥  1  
 
 si     n  =  0 
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Comme     ( exp. x )  =  ∑∑ −=−⇒
≥ !

)1()exp(
!0 n

xx
n
x n

n

n

n

       on aura : 

 exp ( − x ) ∑
≥0 !

)(
n

n

n
xnf    =   ∑∑

≥≥

−
00 !

)(.
!

)1(
n

nn

n

n

n
xnf

n
x    =   ∑ ∑

≥ =

−









−

−

0 0
.

!)!.(
)()1(

n

n
n

j

jn

x
jjn
jf  

 

           =  ∑ ∑∑ ∑
≥ =

−

≥ =

−

















−=









−
−

0 00 0
.

!
)(.)1(.

!!.)!.(
!).()1(

n

n
n

j

jnn

n

n

j

jn

x
n

jf
j

n
x

njjn
njf  

         =  ∑∑ ∑
≥≥

=

=

− =















−

00 0 !
)()1(

! n

n

n
n

a

n

jj

jn
n

n
xajf

j
n

n
x

n

  

      

II – 11  Lemme :  

              Pour tout entier positif  n    on a 

                     Γp  ( n  + 1)     =   ( − 1 ) n  + 1. 
















 p
n

p
p
n

n

!.

!
    

en particulier  pour  n   =  m p   +   j    ,     0   ≤   j   <  p   

                     Γp ( m p  + j + 1)    = ( − 1 ) m p + j +1 . mpm
jmp

!.
)!( +   

preuve :   

soit  n ∈ N , par définition de  Γp on a  

                
n

n

pj
j

n
p

njn
δ

!)1()1(
1),(

0

1 =−=+Γ ∏
=

=

+   

où     

                δn   est le produit des nombres entre     1   et   n  qui sont divisibles par p                     

or   le   nombre des éléments divisibles par    p    entre    1    et    n    est   







p
n ,  

ce qui donne     δn     =   
















 p
n

p
p
n !.            et  on a montré  que : 

Γp  ( n + 1 )   =   ( – 1  ) n +1. 
















 p
n

p
p
n

n

!.

!
     

PDF created with pdfFactory trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 32 

en particulier pour    n   =  m p + j      alors     m
p

jmp
p
n

=






 +
=







             (  j  <  p)   

donc :  

         Γp ( m p + j + 1 )   =  ( – 1 ) m p + j +1 . mpm
jmp

!.
)!( +   

Le théorème suivant donne les coefficients de Mahler de la fonction    gamma    p – adique, 

II - 12  Théorème :  

          posons   Γp  ( x  + 1 )  =  ∑
≥










0n
n n

x
a     alors les coefficients   « an  »   vérifient  la  

relation : 

                
x

x
p

xx
pp

−
−

+
1

1).exp(       =      n

n

nn x
n
a∑

≥

+−
0

1

!
)1(   

preuve : 

    on va appliquer  le lemme précédent  à la fonction : )1( +Γ→ xx p ,                               

posons : 

       g ( x )  =   ∑
≥

+Γ
0 !

)1(
n

n

p n
xn     et pour     n  =  m p + j ,  tel que   0 ≤ j < p   on peut écrire           

g ( x )   = ∑ ∑
−

=

∞

=

+

+

++Γ1

0 0
.

)!(
)1(p

j m

jmpp x
jmp
jmp

   =   ∑ ∑
−

=

+
∞

=

++

+
+−1

0 0

1

.
!)!.(

)!()1(p

j

jmp

m
m

jmp

x
mpjmp

jmp  

            =  ∑ ∑ ∑ ∑
−

=

∞

=

−

=

∞

=

++ −







 −
−=








−

1

0 0

1

0 0

1

!
)(.)(

!
.)1(

p

j m

p

j m

jmpjmp
jmp

m
x

p
x

m
x

p
x  

            = − ∑
−

=

−






 − 1

0
)(.)(exp

p

j

j
p

x
p
x                      

par  suite :  

            g ( − x  )   =  −  
x

x
p

xx
p

x ppp

j

j
p

−
−









−=








∑

−

= 1
1.exp.exp

1

0

               ( * )   

le lemme   II – 10   implique : 

             g  ( x )   =     ∑ ∑
≥ ≥

=+Γ
0 0 !

.exp
!

).1(
n n

n

n

n

p n
xax

n
xn    

donc   

PDF created with pdfFactory trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 33 

                g ( − x )  =  ∑
≥

−−
0 !

)1().exp(
n

n
n

n n
xax        =   − 

x
x

p
x pp

−
−









1

1.exp          ( **)            

de ( * ) et  ( ** )  on trouve  : 

              ∑
≥

+−=
−

−








+

0

1

!
)1(

1
1.exp

n

n

n
n

pp

n
xa

x
x

p
xx             

   

On va montrer maintenant que même  la fonction   
pΓ

1    est continue et possède donc un 

développement  de Mahler,  d'abord on a besoin de  

 

II – 13 Définition :   

             L’opérateur de Atkin   noté   Up   est défini  sur les séries formelles de Laurent  par 

             ∑= n
n Taf        Alors     ∑= n

pnp TafU )(  

et il satisfait les propriétés suivantes : 

i)-   T j Up ( f )   =  Up  (T p j  f  ) 

ii)-   g (T ) Up ( f )  =  Up ( g (T p) f ) 

iii)-   Up 






 ∑
∞

−= an

n
nTa   =   







 ∑
∞

= 0n

n
np TaU       pour      0  ≤  a  ≤  p – 1   

II – 14 Théorème : (coefficient de Mahler de    
pΓ

1  )  

Soient      0  ≤  a  ≤   p – 1,  et   m ∈ N   

Posons    
)!(

!)1()(
pma
mpmG

m
m

a +
−=     

Alors     Ga    admet  un prolongement continu à Zp qui est       

               
)1(

)1()(
1

++Γ
−

=
+

pxa
xG

p

a

a  

Et la série  de  Mahler de   Ga   est        ∑
≥

+
+









=

0
!)(

k
ka

kpa
a k

x
k

A
xG

π
   

Où    

                π   est  une racine de       x p – 1  + p      (   π p – 1   =  –  p  ) 

         et      

                ∑
≥

−=
0

)(

n

xxn
n

p

exA π  
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Preuve :  

On a vu  que            
!

)!()1()1(
1

mp
pmapma m

pma

p
+−

=++Γ
++

  

Ce qui donne   

                      
)1(

)1()(
1

++Γ
−

=
+

pma
mG

p

a

a  

Donc   Ga ( m )  est la restriction à    N   de la fonction         
)1(

)1()(
1

++Γ
−

=
+

pxa
xG

p

a

a   

et  si   p  ≠  2    la formule   Γp ( x ) Γp ( 1 – x )  =  ( − 1 )R ( x )       où      R ( x )  ≡  x mod  p     

montre   que   Ga ( x )  = Γp ( − a – p x ). 

Soit  π  ∈Cp  une racine non nulle  de   
p

xx
p

+          ( ie     π p – 1    =  − p  ) 

Notons         p
tt

p

p

et
+

=)(θ             (appelée     exponentielle  d'Artin – Hasse) 

         et       )()(
ptt

p et −=Θ π       ( appelée exponentielle de Dwork) 

Remarquons  que  

                         )()( )(
)(

teet p
ttp

tt

p
p

p

Θ=== −
+

π
π

π

πθ   

Notons    An     les  coefficient de  Taylor  de   θP ( t ) 

La propriété  ( ii ) de l'opérateur d'Atkin   pour    f  =   e π T  f        et      g = e − π T      implique : 

                 e− π T  Up ( e π T  f  )   =   ))(()( fTUfeeU pp
TT

p
p

Θ=− ππ  

Pour    f  = Ga    et en remplaçant l’indéterminé  T  par   π T,     le lemme  II - 10 implique : 

                           ∑ ∑
≥ ≥

− =
0 0 !!

)(
m k

kk

k

mm

a
T

k
Tc

m
TmGe πππ                        ….. (*) 

Avec                ∑
≥









=

0
)(

k
ka k

x
cxG          

D’autre part ;  en utilisant la propriété ( iii )  de Up    calculons le coté gauche  de  (*) 

     ∑
≥

−

0 !
)(

m

mm

a
T

m
TmGe ππ       =     ∑

≥

−

+
−

0 !
.

)!(
!)1(

m

mmmm
T

m
T

pma
mpe ππ  

                                                    =    ∑
≥

−

+
−

0 )!(
)(

m

mmm
T

pma
Tpe ππ     (et    π p – 1  = −  p) 
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                                                    =    ∑
≥

−
−

+0

)1(

)!(m

mmmp
T

pma
Te πππ    

                                                   =    ∑
≥

−

+0 )!(m

m
pm

T T
pma

e ππ  

                                                  =   







+∑

≥

+
−

0
.

)!(m
a

mma

p
T T

ma
Ue

π
ππ              

                                             =    






 ∑
≥

−
−

0 !n
a

ann

p
T T

n
Ue

π
ππ     

                                           =   






 ∑
≥

−
−

0 !n
a

ann

p
T T

n
TUe

π
ππ      

                                          =     






 −
−

a

a
T

p
T TeUe

π
ππ  

                                         =     







Θ

−

a

a

pp
TTU
π

)(            

                                        =     







∑

≥

−

0n
a

an
n

p
TAU

π
 

                                        =    






 ∑
−≥

+

an

n
a

an
p T

A
U

π
                  

                                       =  






 ∑
≥

+

0n

n
a

an
p T

A
U

π
  

                                       =      ∑
≥

+

0k

k
a

kpa T
A

π
                 

                                       =       ∑
≥

+
+

0 !
!

k

kk

ka
kpa

k
Tk

A π
π

            … (**) 

De   (*)   et  de (**)   on déduit que   

                                     ∑
≥ 0 !k

kk

k k
Tc π      =     ∑

≥
+

+

0 !
!

k

kk

ka
kpa

k
Tk

A π
π

 

i.e.         ka
kpa

k

A
c +

+=
π

k !                                              ♦ 

 

On va utiliser ces résultats dans la suite pour la démonstration de la formule de Gross – Koblitz. 
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Chapitre III               

 

                           L’étude  analytique  de la fonction  gamma  p – adique 

 
 On va présenter dans ce chapitre quelque propriétés analytiques de Γp   et de   logp Γp ,  pour 

cela on a : 

III – 1  Définition :  

                   La somme indéfinie d’une fonction continue  f  de   Zp→ K    ( K  ⊇ Qp)  notée  Sf 

est  le  prolongement de        n  → ∑
−

=

1

0

)(
n

j
jf           

et     on  a : 

                         Sf  ( x )   =    
Nn

xn
∈
→

lim  ∑
−

=

1

0

)(
n

j
jf  

III – 2  Proposition : (propriété de Sf )    

Pour  f  ∈    C1 (Zp→ K)    on a : 

i)-    Sf ( x + 1) – Sf (x)  =  f(x)         et       Sf (0)  =  0 

ii)-   si   f  (x) = ∑
≥










0n
n n

x
a      alors       Sf( x )  =  ∑

≥








+0 1n

n n
x

a  

Preuve :  

i)-  pour  n ∈ N,  on  a :    

                          Sf (n + 1) – Sf (n)    =  )()()(
1

00

nfjfjf
n

j

n

j
=− ∑∑

−

==

 

Donc par passage à la limite on trouve  le résultat. 

ii)- soit         ∑
≥










0n
n n

x
a  l   a série de Mahler de  f ,  

Alors si on pose :   

                     Sf ( x)  = ∑
≥










0n
n n

x
b    

 On aura   

                     b0  =  0       car      Sf ( 0 )  =  0    

Et  comme   







−

+







=







 +
1

1
n
x

n
x

n
x

,   et en utilisant   (i)  on peut écrire :  
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f( x)   =   ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=








−







 +
=









110

1

n
n

n
n

n
n n

x
b

n
x

b
n
x

a  

                                              = ∑∑
∞

=

∞

=








−

−















−

+








11 11 n
n

n
n n

x
b

n
x

n
x

b  

                                             = ∑
∞

=








−1 1n

n n
x

b  

                                             = ∑
∞

=
+ 









0
1

n
n n

x
b       

Par identification on trouve  que    bn+1  =  an ,     donc       Sf( x)  =  ∑
≥










0n
n n

x
a  

III – 3  Définition :  

                un groupe abélien  (G, •)  est divisible si pour tout g ∈ G,   n ∈ N,   il existe  x ∈ G    

tel que :    g  =  xn  

III – 4   Lemmes : (cf. [14]) 

1)-  le  groupe Cp
+ = {x ∈Cp,  1 – xp < 1}  est  divisible  

2)-  si   G ,Y  sont deux groupes abéliens  tel que  Y divisible , et  X  un sous groupe de  G , 

alors  tout  homomorphisme  h : X→ Y peut  s’étendre  en un homomorphisme  ĥ  G → Y     

tel que  sa restriction  à   X   est égal à  h  

III – 5   Corollaire :    

  La fonction  log : Cp
+→ Cp

  se prolonge   en  un homomorphisme   continue  de       

Cp
×  → Cp

     on  le note    « LOG » 

III – 6  Théorème : 

  soient  f , g : Cp
×  → Cp   deux extensions  de  log :  Cp

+  → Cp ,  alors il existe  un  

élément   c   de  Cp    t.q    f( x)  = g( x ) +  c vp( x )    pour tout   x  de  Cp   

Preuve :   

          Soit    x ∈ Cp      tq   | x |p   = 1       alors     x  ∈  Cp
+  = { x ∈Cp, | 1 – x |p  < 1  }  

Car   | 1 – x |p  <  max ( | 1 |p,  | x |p ) =  1       ce qui donne :  

f ( xn )   =  log xn  = n .log x  = n. f ( x )  

⇒       f ( x ) = ( f ( xn ) ) / n   =  ( log xn ) / n    =  ( g( xn) ) / n  = g( x ) 

car   la restriction   de    f    et   g     à   Cp
+    égal à   log  ,  et on a montré que : 

           x ∈Cp     tel que  | x |p = 1       ⇒     f ( x ) = g ( x )  

Soit  maintenant  x ∈Cp
× , alors on a :  
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x ∈  Cp
×    ⇒   | x |p  =  p-r  , r ∈Q,     et  donc    vp ( x )  =   r   =   t / n ,     avec  t, n ∈ Z 

Ce qui implique que       xn    =   pt y    où      | y |p  = 1 , 

et d’après la première  partie  du preuve on déduit que  f ( y )  =  g ( y )   

Par suite :  

                f ( xn )  =   f ( pt y  )    =    t. f ( p )   +   f ( y ) 

               g ( xn )  =   g ( pt y )    =     t. g ( p )  +  g ( y )     =    t. g ( p ) + f ( y )   

D’ou :          

                         f ( x ) – g ( x ) = [ f ( x ) – g ( x ) ] / n  = ( t / n ) ( f ( p ) – g ( p ) ) 

                                                =  c .vp ( x )   ,                         avec  c = f ( p ) – g ( p ) 

III – 7  Corollaire :   

         Il existe une seule fonction  f  vérifiant : 

i)-  f    est une extension de     log : Cp
+ → Cp  

ii)-   f ( x . y )  =  f ( x )  +  f ( y )           ∀   x, y ∈ Cp 

iii)-  f ( p ) = 0  

Preuve:    

       Soit    LOG   Cp
× → Cp  une extension de   log : Cp

+ → Cp ,   

Posons :               f ( x ) = LOG  x  –  vp ( x ) .LOG  p , 

il est clair que  f  satisfait  (i)  (ii)  et  (iii),    reste  à  montrer  que    f     est unique , 

En effet ; 

          Supposons qu’il existe une autre fonction   g  vérifie ces hypothèses, alors d’après le 

théorème précédent (III-6 )  on a : 

                     f ( x ) = g ( x )  +  c vp ( x )     avec     c = f ( p ) – g ( p ),                                                                

or                   f ( p )   =   g ( p )  =  0,     et donc   on obtient     f ( x )  = g ( x ) 

III – 8  Définition :   

               la fonction du corollaire précédent    est  par définition  le   logarithme  d’Iwasawa    

sur   Cp
×     et   il est noté   par    logp  

et il vérifie les propriétés suivantes : 

• Il est localement analytique au voisinage de tout point  a ≠  0  et on a  

                  ∑
∞

=

−







 −−

+=
1

1)1(loglog
k

kk

pp a
ax

k
ax        pour        | x – a |p < | a |p  

• Pour tout  x    de ∗
pZ    on a  

                   ∑
∞

=

−−
−

=
1

1 )1(
1

1log
k

kp

p k
x

p
x         
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III – 9  Définition : 

                      Soit  f une  fonction continue de   Zp→ K,   on définit l’intégrale de Volkenborne   

de la fonction    f   par : 

                    ∫
pZ

dxxf )(    =    ∑
−

=
∞→

1

0
)(1lim

np

j
nn

jf
p

   =     ( Sf )/ ( 0 ) 

Et on note que si  f  ∈  C1 ( U → K), alors : 

                           ∫∫ =
pZU

dxxgdxxf )()(  

Où                 






∈

∈
=

     si           0
   si     )(

)(
U /Z

U

p

p

x
xxf

xg   

III – 10  Proposition :   

                        Soit     f  ∈ C1 ( Zp  → K ) ,   alors on a : 

i)- )()()()( / tSfdxxfdxtxf
pp ZZ

=−+ ∫∫  

ii)- ∫∫ +=−
p

p
Z

Z

dxxfdxxf )1()(  

Preuve : On note par : 

                                     (∇f)( x )   =    f ( x + 1 )  –  f ( x ) 

                                      D : l’opérateur différentiel    ( Df )( x )   =  f ’ ( x ) 

                                      P0 : une projection définit par    ( P0f )( x )   =  f ( 0 )  

                                      S :  la somme indéfinie  Sf  (défi III – 1 ) 

Alors  on a :(prop III – 2 ) 

§ ( ∇Sf)( x ) =  Sf ( x + 1 ) – Sf ( x )  =  f ( x )                    ⇒      ∇S   =  Id  

§ (S∇f)( n )  = [ ]∑∑
−

=

−

=

−+=∆
1

0

1

0

)()1()(
n

j

n

j
jfjfjf    

                                              =  f ( n ) – f ( 0 )             ⇒      S∇    =   Id – P0  

par suite : 

              SD  =   SD. Id            et      Id   =  ∇S  

              =   SD.∇S    =   S∇DS    =   DS  – P0DS                                                                                                        

et avec ces formule on peut écrire : 

∫∫ −+
pp ZZ

dxxfdxtxf )()(     =    (Sf)/ ( t )   –  (Sf)/ ( 0 )  =    DS f ( t )  –  DS f( 0 )  

                                                             =    SD f ( t )  +  P0DS f     =     SD f ( t )                         

                                                             =    S f / ( t ). 
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Montrons (ii),   on a :  

      ∫ −
pZ

dxxf )(    =     ∑
−

=
∞→

−
1

0
)(.1lim

np

j
nn

jf
p

   =   
∞→n

lim   ∑
−=

0

1

)(1
npj

n jf
p

 

                       =     
∞→n

lim   











+ ∑

−

−=

1

1

)()0(1
npj

n jff
p

       

                       =     
∞→n

lim   [ ])1()1(1 n
n pSfSf

p
−−  

                       =     
∞→n

lim  )1()(
)1(1

)1()1( /Sf
p

pSfSf
n

n

=
−−

−−  

Donc on a trouvé :  

                                  )1()()( /Sfdxxf
pZ

=−∫                   …     (*)    

D’autre part : 

                   ∫∫ =+
pp ZZ

dxxfLdxxf ))(()1( 1  

                                                     =    ( SL1f )/ ( 0 )       avec     L1f( x )   =   f ( x + 1 ) 

                                               =   DSL1 f( 0 )   =   L1DS f( 0 )  

                                               =   DS f ( 0 + 1 )   =  ( Sf )/ ( 1 )              ... (∗∗) 

de (∗ )  et ( ∗∗) on déduit que : 

                                ∫ ∫ +=−
p pZ Z

dxxfdxxf )1()(  

Remarque : 

                Cette dernière relation pour une fonction impaire  s’écrit :  

              ∫ ∫ ∫ +=−=−
p p pZ Z Z

dxxfdxxfdxxf )1()()(  

                                         = )0()( /fdxxf
pZ

+∫  

Ce qui implique :        

                               )0(
2
1)( /fdxxf

pZ
−=∫  

III – 11  Proposition :   

                  Pour   f  ∈ C1 (Zp→ K),     n ∈ N,    0  ≤  j  ≤  pn – 1,       on a :   

∫∫ +
=+

p
n

p Zpj

n

Z

n dxxfpdxxpjf )()(    =  dxjxfp
p

n Zp

n ∫ + )(  

Preuve :       

             On a   
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 ∫∫ +=
+ ZpZpj n

p
n

jxfdxxf )()( dx 

                             =   
∞→s

lim p – s[ f ( j )  +  f( j  +  pn ) + … + f ( j + (ps – n  – 1 ).pn )]     …   (*) 

 En posant   h( x ) = f ( x +  pn.x ), on peut écrire cette limite comme :  

 (* )      =    
∞→s

lim   p – s  [ h( 0 )  +  h( 1 )  + …+  h( ps – n  – 1 ) ]   

            =    p – n  
∞→s

lim  p- (s – n). ∑
−

=

− 1

0
)(

nsp

i
ih  

            =  ∫−

pZ

n dxxhp )(     =   ∫ +−

pZ

nn dxxpjfp )(           

On  va utiliser ces résultats pour étudier l’analyticité de  Γp  et de  logp Γp ,  rappelons d’abord 

(prop  II – 5) que la fonction gamma    p – adique  vérifie la relation fonctionnelle : 

                                              Γp( x + 1 )  = Γp( x ).hp( x)    

Où 

              hp( x ) =  − x         si    | x |p  =  1         &       hp( x ) =  − 1        si     | x |p < 1 

Appliquons le logarithme d’Iwasawa  aux deux membres de l’égalité on obtient :  

                              logp Γp( x  + 1 )  =  logp Γp( x )  +  logp  hp( x ) 

Par suite :  

                   (∇ logp Γp )( x )   =   logp Γp( x  +  1 )  –  logp Γp( x )    =   logp  hp( x )       

et                 logp Γp( 0 )   =   logp 1    =   0 

et comme l’opérateur de la somme indéfinie  S    vérifie     Sf( x  + 1 )  –  Sf( x )  =  f( x )    et  

Sf( 0 )  =  0,   on déduit que   logp Γp    est  la somme  indéfinie  de  la  fonction   logp  hp( x ) 

définit par : 

          








=
0

log
)(log

x
xh

p

pp  

Remarquons que cette dernière est la dérivée  d’une fonction    f    définit par :  

                           f ( x )  = 


 −

0
log xxx

 

Rappelons  ( prop  III – 10 – i  ) que : 

                     )()()()( / tSfdxxfdxtxf
p pZ Z

=−+∫ ∫  

Par suite : 

             [ ] [ ] )(loglog)()(log)( tdxxxxdxtxtxtx ppZ pZ p
pp

Γ=−−+−++ ∫∫  

si    | x |p     = 1 
 
si     | x |p   <  1 

si      | x |p    =  1 
      
si       | x |p   <  1 
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Comme  f( x ) = x logp x  –  x    est impaire  alors d’après la remarque précédente on a 

                    ∫
pZ

dxxf )(    =   - ½  f / ( 0 )   = 0      car     f /( x )  = 0     pour   | x |p  <  1 

On  obtient :  

                   logp Γp( t )   =  ∫ +−++
pZ p dxtxtxtx )]()(log)[(   

Pour     | x |p < 1,   | s |p = 1       on a     | x / s |p  <  1   et  donc : 

                     )1(log)(log))1((log)(log
t
xt

t
xttx pppp ++=+=+  

                                             =  ∑
∞

=

−







−

+
1

1)1(log
n

nn

p t
x

n
t                       

III – 12  Théorème :      

               logp Γp   est  analytique sur  pZp         et on a : 

                        ∑
∞

=

+

+
−=Γ

1

12
0 .

)12(2
)(log

m

mm
pp x

mm
xx λ

λ  

Où              ∫=
pZ p tdtlog0λ                    &               ∫ −=

pZ

m
m dtt 2λ  

Preuve :     

       On a  

                   [ ]∫ +−++=Γ
pZ ppp dttxtxtxx )()(log)()(log  

                                        = ∫ ∑











+−






−++

∞

=

−

pZ n

n
n

p dttx
t
xttx

1

1 )())1()(log(  

                                     = dt
tn

xtxxdtttttdtx
n

n

nn

Z pZ p
pp

∫ ∑∫∫ 






 −
++−+−+

≥

−

==
0

1

0

.
.)1().()log(log

*

0

*

  
λ

                   

Calculons le terme restant, on a : 

                              ∑∑ ∑
≥

−

−

≥ ≥

+−− −
+

−
=

−
+

1
1

1

1 1

111

.
.)1(

.
.)1(

.
)1().(

n
n

nn

n n
n

nn

n

nn

tn
x

tn
x

tn
xtx  

                                         

                                                                   = ∑∑
≥

−

−

≥

+− −
++

−

2
1

1

1

11

.
.)1(

.
.)1(

n
n

nn

n
n

nn

tn
xx

tn
x

 

                                                              

                                                                   = ∑∑
≥

+−

≥

+−

+
−

−+
−

1
1

11

1

11

).1(
.)1(

.
.)1(

n
n

nn

n
n

nn

tn
xx

tn
x  
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                                                              =    ∑
≥

+
−

+
−−+

1

1
1 )

1
11()1(

n
n

n
n

nnt
xx     

                                                             =    ∑
≥

+−

+
−

+
1

11

)1(
)1(

n
n

nn

t
x

nn
x  

Remplaçons dans la formule de  logpΓp    on trouve : 

logpΓp(x)    =   ∫ ∫ ∑ 







+

−
++−+

≥

+−

* *
1

11

)1(
)1(log

p pZ Z
n

n

nn

dt
t

x
nn

xxtdtx  

                  =   ∫ ∑ ∫
≥

+
−

+
−

+
* *

1

1
1 1
)1(

)1(log
p pZ

n
Z n

n
n

p dt
t

x
nn

tdtx  

Or     pour   n     impair    la fonction     

                                 u( t ) =  






0

1
nt  

est impaire et donc 

                           ∫∫ =−==
*

0)0('
2
11)(

pp Z nZ
udt

t
dttu  

Par suite      pour    n  = 2.m    on aura : 

∫ ∑ ∫
≥

+−

+
−

+=Γ
* *

1
2

1212 1
)12(2

)1(log)(log
p pZ

m
Z m

mm

ppp dt
tmm

xtdtxx  

                        = ∑ ∫∫
≥

=

+

=

+
−

1
2

12

*

0

*

1
)12(2

log
m

Z m

m

Z p

m

pp
dt

tmm
xtdtx


λλ

 

                       =  ∑
≥

+

+
−

1

12

0 )12(2m

m
m

mm
xx λ

λ    

Ce qui achève la preuve du théorème.                   ♦ 

Remarque :   

              On a     | λn |p    ≤    p        et              | λ0 |p    ≤  1 

En effet ; 

           | λ0 |p     =   
pZ p

p
tdt∫ *

log    =    | ( logp Γp )/ ( 0 )|p   

                        =    1)0(
)0(
)0( '

'

≤Γ=
Γ

Γ
pp

pp

p              car     Γp ∈Zp 

et    si   on  définit la norme de    f      par   

si       | t |p   =  1   
 
si        | t |p  <  1 
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                    || f ||    =   sup { f( x ) , x ∈ Zp }  

Alors 

          | λn |p    =   
pZ

n

p
dtt∫ −

*

2   ≤     p. || t – 2n ||   =  p 

III – 13  Lemme :  

              la fonction    t ( x )    =    λ0 x   ∑
≥

+

+
−

0

12

)12(2n

nn x
nn

λ
          est    une fonction  

analytique  sur le disque unité de     Cp    et   de  plus : 

i)-    p   ≠   2   alors    t   applique l’ensemble  { x ∈ Cp,    | x |p ≤   p – 1 }   sur lui même . 

ii)-   p = 2   alors   t   applique  l’ensemble  { x ∈C2,  | x |2  ≤ 2 – 2  }   sur lui même  

Preuve :    

           Il est clair que    t ( x )  converge  pour  tout  x   de    Cp,  | x |p < 1,  et  on  peut  

facilement   montrer que :  

∀ n ∈N,                        | 2n(2n + 1 ) |p  =  | 2n |p   ou    | 2n + 1 |p,   

                      et             | n |p   ≥   m – 1           

 

• p ≠ 2,   soit  x ∈ Cp    tel que   | x |p    ≤   p – 1     

 

Alors       | λ0.x |p   ≤   p – 1    et donc : 

| t( x ) |p   =  
pn

nn x
nn

x ∑
≥

+

+
−

1

12
0 )12(2

λ
λ  

               














+
≤ +

∈
p

nn
pNn

x
nn

x 12
0 )12(2

,max λ
λ  

              
p

pnp
p

n

Nn

1)12(,1max )12( ≤







+≤ +−

∈
     

car      | λn |p  ≤    p                     et           | 2n (2n + 1 ) |p      ≥    
12

1
+n

 

• pour  p   =  2 ,    soit     x ∈ C2    tel que   | x |p   ≤   2 – 2                                 

 

                Alors on a : 

              
21

12
02 )12(2

)( ∑
≥

+

+
−=

n

nn x
nn

xxt λ
λ  
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2)12(2

2

2

12
20

22).2(2,
2
1max

)12(2
,max

−+−

∈

+

∈

=





≤












+
≤

n

Nn

nn
xNn

n

x
nn

λ
λ

 

III – 14  Lemme : 

∗)-    pour   p  ≠  2,   la fonction   Γp   est analytique sur  { x ∈ Qp ,  | x |p < 1 } 

∗)-  pour   p  =  2,  la fonction    f   définit par :   

                                  








Γ−

Γ
=

)(

)(
)(

2

2

x

x
xf  

Est analytique sur   { x ∈ Q2,     | x |2   ≤   2 – 2  } 

Preuve :  

         Rappelons d’abord   que si    f, g      sont deux fonctions  tels que : 

f   : D1 → D2    est analytique sur  D1   &    g : D2 → K     est  analytique sur D2     alors  que  

le composé       g ο f      est  analytique sur D1. 

∗)-  Pour       p   ≠  2,                                                                                                                                      

la fonction    t   du  lemme précédent  ( III-13)   applique  l’ensemble { x ∈ Cp, | x |p  ≤  p – 1  }  

sur lui même, et donc : 

                  t :   { x ∈ Cp, | x |   ≤   p – 1  }  →  { x ∈Cp, | x |  ≤   p – 1  } 

et               exp :   { x ∈Cp, | x |   ≤   p – 1  } → Cp    

sont analytiques    d’où   de même pour la fonction  la  fonction   exp ο t . 

Comme   

                   t ( x )   =   logp Γp( x )         pour      x ∈ pZp , 

Alors  

            exp.logp Γp    est  analytique  sur   pZp   et  il suffit de montrer que     exp.logpΓp    =   Γp 

En effet ;  

        on a  | Γp( x ) − Γp( 0 ) |p  ≤  | x  − 0 |p   =  | x |p  <  1 

Ce qui implique : 

                             | Γp( x ) – 1 |p   <  1      ⇒        Γp ( x )   ∈   1 + E  

Où     

              E    désigne le rayon de convergence de    exp  

Par suite : 

22

22

2
1

2
1

=

<

x

x
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                Γp( x ) = exp Log p Γp       car     exp.log p Γp   ∈ 1 + E       

d’ou  l’analyticité   de   Γp   sur      pZp    

*)-     pour    p = 2     on a  

                         log 2 f(x)   =   log 2 Γ2 ( x)       pour  tout        | x | 2     ≤   2 – 2   

et d’après  le  lemme précédent on déduit que la fonction   exp ο t     est  analytique  sur 

l’ensemble { x ∈ Q2 ,  | x |2   ≤   2 – 2   },  de plus la  proposition     II -   donne : 

x ∈ Q2 , | x | 2   <    22
1      ⇒     | Γ2( x ) − Γ2( 0 ) | 2    <   | x – 0 |2   <  22

1   

                                           ⇒     | Γ2(x) – 1  | 2   <   22
1   

                                           ⇒     Γ2   ∈  1 + E 

Pour   x ∈Q2,   | x |2  = 22
1       on a      | – Γ2(x) – 1 |2   ≤    22

1  

Et donc pour tout     x ∈ Q2,    | x |2  ≤  22
1 ,          f (x)  ∈ 1 + E 

Par suite   la fonction  f   égal  à     exp.log2 f    est  analytique  sur  { x ∈ Q2,  | x |2  ≤  22
1 }   

III – 15  Définition :  

              soit  h∈ N,  on dit que une fonction     f  de   Zp → Cp  est localement analytique  

d’ordre   h    si   la  restriction de   f    a  tout  disque de rayon   p – h    est analytique 

III – 16  Théorème :  

*) p ≠ 2,   alors la fonction  Γp  est localement  analytique d’ordre  1   sur  Zp ,  et   elle  n’est 

pas  analytique  sur   Zp    

*) p  = 2 ,  alors  la  fonction  Γ2  est localement analytique  d’ordre 3  sur Zp, et elle n’est pas 

localement analytique  d’ordre   2   sur  Z2 

Preuve : 

*)   p  ≠  2,  le  lemme  III-14   et  la relation fonctionnelle      Γp(x + 1)   =    Γp(x) hp(x)  

montre  que la fonction   Γp(x + 1)  est analytique sur   pZp  ,  et   par récurrence  on peut 

montrer que : 

∀   j  ∈ { 1, 2, 3,… p – 1 }   

                              Γp( x + j )  =  hp( x) hp(1 +  x)… hp( j – 1 +  x )Γp(x)       

 

ce qui montre que     Γp( x + j )     est analytique  sur    pZp  
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et  on déduit que     Γp   est  aussi analytique  sur chaque sous ensemble de  l’anneau Zp de la 

forme :   1 + pZp,    2 + pZp , … ( p – 1) + pZp  

 

or    ces  sous  ensemble  sont tous de rayon   p – 1,  et  donc  la fonction  est localement 

analytique d’ordre  1  sur  Zp . 

 

Pour montrer qu’elle  n’est pas analytique sur Zp,  supposons  par l’absurde  qu’elle  soit 

analytique et  puisque  

                      Γp(x).Γp(1 – x)   =  (-1)R ( x )        avec    R ( x )   ≡   x  mod  p ,          p  ≠  2  

on  aura  l’analyticité  de  la  fonction     ( − 1) R(x)     sur   Zp   ce qui est impossible  car cette 

dernière est localement constante et elle ne peut  être  analytique sur  Zp  

*)   p = 2,    de même    le lemme  (II-14)  montre  que   Γ2    est   analytique  sur  l’ensemble  

{ x ∈Q2,  | x |2 < 22
1 } donc sur   23Z2 ,  

et comme pour tout        1   ≤     j     ≤    23 − 1   =  7   : 

                                Γ2( x + j )  =  h2 (x) h2 (1 + x) ...h2 ( j – 1 +  x ). Γ2(x)   

Donc  

              Γ2( x + j )  est analytique  sur   23Z2 ,  

Par suite   

            Γ2      est analytique sur chaque sous ensemble de Z2   de   la            forme   1 + 23Z2 ,     

2 + 23Z2 ,  …,  7 + 23Z2      qui   sont des disque  de rayon    2-3     

 

et donc     Γ2 est localement analytique d’ordre 3. 
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Chapitre IV 

 

                          La fonction  log – gamma  p – adique de Diamond  
 

On va étudier  dans  cette section  la fonction  de Diamond, ses  principales propriétés  puis on 

donne  la version de la régularisation étudier par    Koblitz,   elle n’est pas égal à  logpΓp mais 

elle prend le nom “ log gamma p – adique”. 

IV – 1  Définitions  et  propriétés : 

 

IV – 1 – 1   Définition :    

               Pour  x ∈ Cp – Zp  ,    on  définit  la fonction  log gamma p – adique de Diamond  

notée Gp par : 

                  Gp( x ) =   ( )∑
−

=

−

∞→
+−++

1

0
)()(log)(lim

kp

n
p

k

k
nxnxnxp        pour      x ∈ Cp – Zp 

On définit aussi   sur Cp – Zp
*     la fonction    la   fonction   Gp

*   par : 

                       =*
pG   

∞→k
lim p-k  ∑

−

×
=

+−++
1

0
)()(log)(

kp

np
n

nxnxnx  

On   peut  aussi  définir  la  fonction  de  Diamond  comme :  

                         Gp(x) = [ ]duuxuxux
p

p∫
Ζ

+−++ )()(log)(      

V – 1 – 2   Proposition : 

                   Pour tout    x ∈ Cp – Zp      on a : 

i)-   Gp(x + 1)  –  Gp(x)     =   logp(x) 

ii)-  Gp( x )  +   Gp(1 – x)  =  0 

Preuve :  

        Pour  x  ∈ Cp – Zp,     u ∈ Zp    on  pose   

                          f ( x, u )   =  ( x + u ) log p( x + u ) − ( x + u)   

.il est clair que :         f (x + 1, u)    =   f ( x, u + 1) 

Donc  par  définition  de  l’intégrale  de  Volkenborne    on a  

∫ −+
pZ

uxfuxf ),(),1( du   =   ∫ −+
pZ

duuxfuxf ),()1,(                        

= )0()())(( /fSduug
pZ

∆=∆∫               
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Où      g( u)   =  f ( x,  u)  

Or        on    a montré  ( prop  III-10)       que        ∆S    =    Id  – P0   

Donc 

                Gp( x + 1)  –  Gp( x ) = )0())0(())(( /ggduug
pZ

−=∆∫  

                          =    g /( 0 )  = )(log)0(),( x
u

uxf
p=

∂
∂       

 Ce qui montre (i). 

 Pour (ii), 

 Comme       log p( − 1)   =   log p(1)   =   0        alors     f ( − x, u)   =  − f( x,  − u) 

D’après  (prop  III-10 )   on a  : 

                            ∫ ∫ +−=−
p pZ Z

dxxfdxxf )1()(      

Par suite  : 

                     Gp( − x )    =  ∫ ∫ −−=−
p pZ Z

duuxfduuxf ),(),(  

                                       =  ∫∫ +−=+−
pp ZZ

duuxfduuxf ),1()1,(  

                                      = −  Gp(x + 1) 

Donc        Gp(  x) + Gp(1 − x)    =     0 .    ce qui montre    (ii).  

V – 1 – 3   Théorème  ( série de Stirling    p – adique   de  Gp ) 

pour   tout  x,      | x |p  >  1       on a  

                      Gp( x )   =   ( x – 
2
1 )  logp x  –  x  + ∑

∞

=

−+

+1

1

)1(j

jj x
jj

B
   

Où     

           Bn     est   le   n ième   nombre   de   Bernoulli   définit par  

                Bn    =   
∞→k

lim   ∫∑ =
−

=
p

k

Z

n
p

n

n
k dxxx

p

1

0

1    

Preuve :   

.     Soit  x ∈ Cp – Zp,   tel que : | x | p  > 1    alors  on a : 

Gp( x )  =  
∞→k

lim ∑
−

=

+−++
1

0
)()(log)(1

kp

n
pk nxnxnx

p
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           =  
∞→k

lim  











+−++∑ ∑

−

=

−

=

1

0

1

0

)()(log)(1
k kp

n

p

n
pk nxnxnx

p
 

            =  
∞→k

lim










 −
−−






 +++∑

−

=

1

0

)
2

)1(()1(log)(log)(1
kp

n

kk
k

ppk

ppxp
n
xxnx

p
 

Donc : 

Gp(x)  =  
2
1  - x  +  ∑

−

=
∞→







 +++

1

0

)1(loglog)(1lim
kp

n
ppkk x

nxnx
p

 

           =  
2
1  −  x  +  

∞→k
lim   ∑

−

=

++++
1

0
)1(log)(log)(1

kp

n
ppk x

nnxxnx
p

 

           =  
2
1

−  x  +   
∞→k

lim   











++++∑ ∑

−

=

−

=

1

0

1

0

)1(log)(loglog1
k kp

n

p

n
pppk x

nnxxnxx
p

  

 

or   la suite    un  =  x logp x + n logp x  est une suite arithmétique  de raison    logp x    et de  

premier  terme    u0 = x logp x,   donc la somme de ces    n   premiers  termes  égal à : 

                               

                               ∑
−

=

1

0

n

k
ku  =  

2
n  (2u0 + (n − 1) r ).                et    donc : 

Gp(  x) =  
2
1  − x  + 

∞→k
lim












+++−+ ∑

−

=

1

0

)1(log)()log)1(log2(
2

1
kp

n
pp

k
p

k

k x
nnxxpxxp

p
  

          

           =  
2
1  −  x  +  (x − 

2
1 )logp x  +  

∞→k
lim












++∑

−

=

1

0

)1(log)(1
pp

n
pk x

nnx
p

  

 Comme  | x |p  >  1    alors    |
x
n |p< 1      et         logp (1 + 

x
n  ) = ∑

∞

=

+







−

1

1)1(
m

mm

x
n

m
 

Gp(x)   =   
2
1  −  x  +  (x − 

2
1 )logp x  +  

∞→k
lim    











 −
+∑ ∑

−

=

∞

=

+1

0 1

1)1()(1
kp

n m
m

mm

k x
n

m
nx

p
 

 

         = 
2
1  − x  +  (x − 

2
1 )logp x  +  

∞→k
lim



















 −
+







 −∑ ∑∑
−

=

∞

=

+∞

=

+1

0 1

1

1

1 )1()1(1
kp

n m
m

mm

m
m

mm

k x
n

m
n

x
n

m
x

p
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        = 
2
1  − x  +  (x  − 

2
1 )logp x +  

∞→k
lim ∑ ∑∑

−

=

∞

=

+∞

=
+

++
















 −
+








+

−
−

1

0 1

1

0
1

11

.
)1(

)1(
)1(1

kp

n m
m

mm

m
m

mm

k xm
nn

xm
nx

p
 

        

      = 
2
1  −  x + (x − 

2
1 )logp x  + 

∞→k
lim ∑ ∑∑

−

=

∞

=

++∞

=

++
















 −
+








+

−
−

1

0 1

11

1

11

.
)1(

)1(
)1(1

kp

n m
m

mm

m
m

mm

k xm
n

xm
nn

p
 

 

      = 
2
1  − x  + (x − 

2
1 )logp x + 

∞→k
lim  




















+
−

−
+ ∑ ∑∑

−

=

∞

=

++−

=

1

0 1

111

0 1
11)1(1

kk p

n m
m

mmp

n
k mmx

nn
p

 

        

     = 
2
1  − x  + (x − 

2
1 )logp x +  

∞→k
lim  

2
)1(1 kk

k

pp
p

−  + 
∞→k

lim ∑ ∑
−

=

∞

=

++

+
−1

0 1

11

)1(
)1(1

kp

n m
m

mm

k xmm
n

p
 

 

Gp( x )   = 
2
1  − x  + (x − 

2
1 )logp x − 

2
1  + 

∞→k
lim













+
−∑ ∑

∞

=

−

=

+
+

1

1

0

1
1

)1(
)1(1

m

p

n

m
m

m

k

k

n
xmmp

 

             = (x − 
2
1 )logp x – x  +  [ ∑

∞

=

+

+
−

1

1

)1(
)1(

m
m

m

xmm
 . 

∞→k
lim   ∑

−

=

+
1

0

11
kp

n

m
k n

p
]   

             =  (x − 
2
1 )logp x – x  +  ∑

∞

=
+

+

+
−

1
1

1

)1(
)1(

m
mm

m

B
xmm

   

 Où     Bm+1  est  le ( m  + 1 ) ième  nombre de Bernoulli.    et  comme  Bm + 1  = 0 si   m  pair   

et  pour  m  impair  Bm+1 ≠ 0  et  ( − 1)m +1 = 1  on  aura : 

                       Gp ( x ) =  (x − 
2
1 ) logp x – x  + ∑

∞

=

+

+1

1

)1(m
m

m

xmm
B  

C’est la série de Stirling    p − adique  de Gp.  ce qui achève la preuve de théorème.    

V – 1 – 4  Théorème (la formule de multiplication de Gauss de Gp)     

Pour tout   m ∈ Z+  on a  

                    ∑
−

=

+
+−=

1

0

)(log)
2
1()(

m

a
ppp m

axGmxxG        

Preuve:    

           Soit  m  un  entier  positif,  alors   Gp   peut   s’écrire   comme  

Gp( x )  =  
∞→k

lim ∑
−

=

+−++
1

0
)()(log)(1

kmp

n
pk nxnxnx

mp
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      =  
∞→k

lim  ∑ ∑
−

=

−

=

++−++++
1

0

1

0
)()(log)(1

kp

n

m

a
pk mnaxmnaxmnax

mp
 

 

      = 
∞→k

lim  ∑ ∑
−

=

−

=






 +

−













 +

+






 +

+1

0

1

0
log1

kp

n

m

a
pk m

axmn
m

axmn
m

axm
mp

 

     

     = 
∞→k

lim   ∑∑
−

=

−

=














 −

+
−






 +

+






 +

+
+++

1

0

1

0
loglog)(1

kp

n

m

a
ppk n

m
axn

m
axn

m
axmmmnax

mp
 

          

     =  
∞→k

lim   ∑ ∑
−

=

−

=

++
1

0

1

0
log)(1

kp

n

m

a
pk mmnax

mp
       +                    

∞→k
lim   

 

∑ ∑ 





 +

+
−






 +

+






 +

+
+ n

m
axn

m
axn

amx
axm

mp m
pk log1  

 

      =  
∞→k

lim  ∑ ∑
−

=

−

=

+++
1

0

1

0
)loglog)((1

kp

n

m

a
ppk mammnax

mp
   +      

 

∞→k
lim ∑ ∑

−

=

−

=






 +

+
−






 +

+






 +

+1

0

1

0
log1

kp

n

m

a
pk n

m
axn

m
axn

m
axm

mp
 

 

=  
∞→k

lim    ( )∑ ∑
−

=

−

=

++
1

0

1

0
loglog)(1

kp

n

m

a
ppk mamnmx

mp
 +  

∞→k
lim  

          ∑ ∑
−≤≤

−

=






 +

+
−






 +

+






 +

+

10

1

0

log1
kpn

m

a
pk n

m
axn

m
axn

m
axm

mp
 

 

=  
∞→k

lim  ∑
−

=






 −++

1

0
)log)1(log)(2(

2
1

kp

n
ppk mmmnmxm

mp
     +   ∑

−

=

1

0

m

a ∞→k
lim   

 

∑
−
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 +

+
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0
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n
pk n

m
axn

m
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m
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= 
∞→k

lim  ∑ ∑
−

=

−

=






 +

++





 −

+
1

0

1

0
log.

2
1log1

kp

m

m

a
pppk m

axGmmnmxm
p

 

= 
∞→k

lim ∑
−

=






 +

+







−+






 −

+
1

0

log).1()
2

1(log2
2

1 m

a
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k
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= ∑
−

=






 +

+−





 −

−
1

0

log
2
1log

2
1 m

a
ppp m

axGmmmmx  

= ∑
−

=






 +

+





 −

1

0

log
2
1 m

a
pp m

axGmx                             ♦ 

V – 1 – 5   Corollaire: 

        Pour  tout  entier  positif     r   on a : 

                                  ∑
−

=







 +
=

1

0

)(
rp

a
rpp p
axGxG  

Preuve:  

           Le théorème précédent pour      m  =  pr    implique 

∑
−

=







 +
+






 −=

1

0

log
2
1)(

rp

a
rp

r
pp p

axGpxxG  

              = ∑
−

=
=








 +
+






 −

1

0
0

log
2
1

rp

a
rpp p
axGpxr


 

            ∑
−

=







 +
=

1

0

rp

a
rp p
axG  

V – 1 – 6   Théorème: 

             La fonction *
pG    définie précédemment satisfait  

i)- )()()(*

p
xGxGxG ppp −=  

ii)- ∑
×
=








 +
=

rp

ap
a

rpp p
axGxG

1

* )(  

Preuve:  

=







−

p
xGxG pp )(  

∞→k
lim      ∑

−

=

+−++
1

0
)()(log)(1

kp

n
pk nxnxnx

p
 − 

∞→k
lim        

 

∑
−

=
−
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+−








+








+

1

0
1

1

log1
kp

n
pk n

p
xn

p
xn

p
x

p
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=    
∞→k

lim  ∑
−
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+−++
1

0
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pk nxnxnx

p
−  

 

∞→k
lim ∑
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0
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p
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k kp

n

p

n
ppk pnxpnxpnxnxnxnx

p
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−

×
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1

0
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n

pk nxnxnx
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= *
pG         ,    ce qui montre  (i) 

 

pour (ii),  on a  

∑ ∑
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a
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a
p
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a
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p
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1
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a
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p

a
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paxG
p
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p
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          =   ∑ ∑
= =








 +
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 +
−r rp

a
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p

a
rp p

paxG
p
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1 1

1

 

          = ∑
×
=








 +
rp

ap
a

rp p
axG

1

                          ♦ 

V – 1 – 7  Proposition         ( lien  entre  Gp     et   logp Γp ) 

Pour  tout x ∈ Zp  on a  
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                          logp Γp(x)   =    ∑
−

=+
=








 +1

1
0

p

jx
j

p

p

p
jxG        

Preuve:   

            le lemme  ( III-  )  implique 

 

duuxuxuxduuxG
Pp Z pZpp ∫∫ +−++=+=Γ
*

)()(log)()(log   

où       

         






 −

=
0

log
)(

xxx
xG

p

                                                                                               

Posons        

                      f (x, u)   =  (x+ u) logp (x + u) − (x + u),  

Alors  la proposition ( III-11) et le fait que   Zp   peut  s’écrire  comme             

                        Zp  = 
1

0

)(
−

=

+
p

a
ppZa    

impliquent   

∫ +=Γ
pZpp duuxGx )()(log     =     ∑ ∫

−

=
+

+
1

0

)(
p

a
pZa p

duuxG  

                               

∑

∑ ∫

∑ ∫

∑ ∫

−

+
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−

=+
=
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=
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=
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=
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),(1

)(1
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xa
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Z

p
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a

Z

p

a
Z

p

p

p

p

p

p

p
axG

duu
p

axf

dupuaxf
p

dupuaxG
p

 

de cette  dernière  proposition  et  de théorème  précédent  il en  résulte  que pour   x   proche 

de zéro la fonction logp Γp  coïncide avec la fonction de Diamond *
PG  

si         | x | p  =   1 
 
 
si         | x | p   <  1 
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IV – 1 – 8  Définition: 

             Soit   D ⊂ Cp ,   on dit que  f (x) est un élément analytique  p – adique sur D ( ou  

analytique au sens du  Krasner ) si et seulement si    f   est la limite uniforme sur D   d’une 

suite de fractions  rationnelles  fn(x) de   Cp sans pôles dans D  

IV – 1 – 9   Définition :  

 Soit   D ⊂ Cp , on  dit  que   D  est un quasi – connexe  si  pour tout  x, y  de D  il existe   

0 <  r1 <  r2 < … <  rn <  | x − y| p    tels que  si    x ∉ D     et      | z − x |p < | x − y |p  

 Alors             ∃   1  ≤   i  ≤  n  ;    | z − x |p  = ri 

IV – 1 – 10 Théorème ( Diamond )  

 La dérivée seconde  de la fonction  log  gamma p – adique de Diamond //
pG  est 

analytique au sens de Krasner  sur   Cp – Zp  

Preuve:   

 On pose          Am  = { }*,, ppp ZanaxCx ∈∀>−∈   

Alors   Am  par construction est   un quasi  connexe  de plus  

                               pp
m

p ZCA m −=
∞

=
−

1

 

Donc  pour montrer que //
pG  est un élément analytique sur    Cp – Zp    il  suffit  de montrer 

qu’elle est analytique sur chaque MPA −   

En effet ; 

  La formule de la multiplication de Gauss pour Gp  implique  que pour tout m de N,  x   de   

Cp – Zp 

                         ∑
−

=
++

+








 +
=

1

0
1

//
22

//
1

1)(
mp

a
mpmp p

axG
p

xG  

et   pour mp
Ax −∈     on a         | x – a | p   >   p−  m    

&                                                 1)1(1 >=>
+

+−

−

+
p

p
p

p
ax

m

m

p
m                ∀ a ∈ Z    

on  peut  alors  appliquer  la  formule  de  Stirling  p – adique et  on obtient : 

                [ ]∑
∞

=
+++

+
=







 +

0
211

//

)(r
rm

r
mp

pax
B

p
axG  
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)2)(1(

)(r
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qui est uniformément convergente pour la topologie   p – adique  sur   MPA −  

Donc //
pG    est  un  élément  analytique de  chaque MPA −   

D’où  elle est analytique au  sens  de  Krasner  sur   Cp – Zp                         ♦ 

IV – 2   Régularisation de la fonction log gamma p – adique :  

Koblitz  a  représenté  et  étudié  la  fonction  de   Diamond  Gp   en utilisant  la  mesure  de 

Bernoulli – Mazur 

Notons que tout sous ensemble ouvert de  Qp   peut s’écrire comme réunion des intervalles de  

type     a  +  pn Zp  = { x ∈  Qp, | x – a |p   ≤   np
1   } 

IV – 2 – 1  Définition : 

          soient   X, Y  deux espaces topologiques,   une fonction     f    X → Y  est   localement 

constante si  pour tout point  x   de    X    il  existe un voisinage  U   de  x ;  f(U) est un élément  

de Y. 

IV – 2 – 2  Définition :  

         une distribution  p – adique  sur  X  est une application linéaire de l’espace vectoriel 

des fonctions localement constantes de    X   vers  Qp , et  si    f   X → Qp est une fonction loc. 

cte on écrira   u( f )    sous la forme plus parlante   ∫ f u   

et pour    U  ⊆  X    on écrit   u (U) = ∫ 1U  (x)  u(x)                                                           

Exemples: 

i)- La  distribution de  Mazur :     
2
1)( −=+ np

n
Mazur p

aZpau   

ii)-La   k ième distribution de Bernoulli:   







=+ −

nk
kn

p
n

kB p
aBpZpau )1(

, )(  

Où    

                Bk ( x )    est le    k ième  polynôme de  Bernoulli  définit par la relation : 

                       ∑
∞

=

=
− 0 !

)(
1

.
k

k

kt

xt

k
txB

e
et

,          B0(x) = 1,         B1(x) =  x 
2
1

−  

Donc pour   k = 1, on a  

         )(
2
1)( 11, p

n
Mazurnnp

n
B Zpau

p
a

p
aBZpau +=−=








=+  

IV – 2 – 3   Définition :            

Une  distribution   p – adique   u  sur    X     est une mesure  si  
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             ∀ U  ⊆  X,     ∃  B ∈ R       tel que     | u(U) |p   ≤  B 

Dans le    reste de travail on va s’intéressé à la distribution de  Bernoulli – Mazur    uB,1  ,   

Koblitz  a  montré  qu’elle n’est pas une mesure car elle n’est pas bornée  et a  proposé   la 

régularisation suivante  pour la rendre une mesure;  

on note pour  α  ∈ Zp , U ⊆ Qp  

(α µ)(U) =  α . µ( U ) 

αU   = { x ∈ Qp, 
α
x  ∈ U } 

{α }n    l’entier rationnel entre  0  et   pn – 1   tel que   {α}n  ≡ α mod pn  

Pour    α  ∈ 1 + pZp ,    α  ≠ 1, U ⊆ Qp    on définit  

                  )(1)()( 111 UUU BBB αµ
α

µµ α −=  

Pour  la simplicité  on note  µα,   et pour  a ∈ Qp   n ∈ Zp  on a  

)( P
n Zpa +αµ     =     ))((1)( 11 p

n
Bp

n
B ZpaZpa +−+ αµ

α
µ  

                                     

{ }

{ }

2
111

1
2
1

2
1

2
11

2
1

)(1
2
1

−
+








=

















−−+−=









−−−=

+−−=

αα
α

αα
αα

α
α

αµ
α α

n

nnn

n
n

n

p
n

nn

p
a

p
a

p
a

p
a

pp
a

Zp
p
a

            

Et il suffit donc de montrer  que       
{ }









−= nnn

n

p
a

p
a

p
a ααα

 

En effet ; 

            {α a}n  =  α a  +  k p       implique     
{ }

k
p

a
p
a

nn
n +=

αα
   

et comme 

                                0  ≤  {α a }n  ≤  pn  − 1   

on aura     
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                              nnnn

n

pp
ak

p
a

p
p 01

−≤−≤+
−

−
αα  

Implique                                            nn p
ak

p
a αα

≤−<+− 1          

ce qui donne           







=− np

ak α   

IV – 2 – 4   Proposition : 

             µα   est une mesure sur Zp,  de  plus  pour tout compact U  de Zp   | µα( U ) |  ≤  1 

Preuve:  

 On a 

pppp ZZZpZ ∈−⇒∈⇒⊆+∈≠
2

11111 * α
α

α                 

 et     pn ZZ
p

a
⊆∈







 α  

il  en résulte que            µα (a  +  p nZ p)   ∈  Zp    

D’où             

                              | µα (a  +  p n Z p) |  ≤  1  

et comme tout ouvert compact U de   Zp  s’écrit comme réunion des intervalles de In de la 

forme  a + p n Z p   alors  

                                  | µα ( U ) | p ≤  max | µα (In) |n  ≤ 1 

Donc   µα   est   une  mesure appelée  la  mesure de Bernoulli – Mazur    

Remarque: 

comme          Z p   =   
1

0

−

=

np

a

 ( a + p n Zp) on  peut définir une mesure en  ne connaissant que 

les intégrales ∫ +
op p

n
Z Zpa xu )(1         a ∈ Z p,   n ∈ N         qui serons notées   µ(a +  p n Zp)  

et  comme de   plus   (a + pnZp)  est  la  réunion disjointe des      a + j p n  +  p n + 1 Zp   pour   

0   ≤   J  ≤  p – 1  on a  

µ (a  +  p n Zp)  =  ∑
−

=

+++
1

0

1 )(
p

j

nn pjpau           et  comme 
∞

+ p
nZpa1 = 1    alors que les  

µ (a + pnZp)  sont  bornées  et  si   f   est  une fonction  continue sur  Zp   alors  

               ∫
pZ

xxf )()( µ   =   
→∞n

lim  ∑
−

=

+
1

0
)()(

np

a
p

n Zpaaf µ   
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Et pour tout sous ensemble X de Zp  on définit  

                          ∫ X
f µ   =  ∫

pZ Xf µ1       

Où                 1X   =  caractéristique  de X 

IV – 2 – 5  Proposition :  

          Pour  µ  = µα  ( mesure  de Bernoulli -Mazur)   on a : 

i)- ∫ ==
*

0)()(1 *

pZ pZt αα µµ  

ii)- ∫ 





 −

−−= ++−
*

1)1( )1)(1()(1
pZ

kkk
k k

B
pt

t
αµα      où   le  Bk est le k ième nombre de Bernoulli 

On a vu que pour  | x |p > 1     la fonction Gp  vérifie  la  formule de Stirling suivante    

                           Gp( x )    =   (x – 
2
1 ) log p x – x + ∑

∞

=

−+

+1

1

)1(j

jj x
jj

B
 

On pose      l ( x )  =  (x – 
2
1 ) log p x – x    et  pour    α  ≠  0 on définit les opérateurs  

( Tp f )( x )    =     f (
p
x )        &           (Tα f )( x )  = α − 1  f ( α x )        &        D  =  d / dx 

Alors  on a : 

i)- (1 −  Tp) Gp (x)  =   Gp
*      

ii)- ( 1 − Tα )( 1 − Tp ) l ( x )   =   − αpx
p

log11 







−  

iii)- DTα  = α TαD                         &                      DTp = p− 1 TpD 

En effet ; 

i)-  (1 − Tp) Gp ( x )   =   Gp( x ) − TpGp(  x )   =  Gp( x ) −  Gp( p
x )  =  Gp

* 

ii)- (1 − Tα)(1 −Tp)l(x)   =   l(x) − Tp l (x)  − Tα l(x)  −  TαTp l(x) 

                                       =    l ( x )  −  l (
p
x )  −  α - 1  l (α x)  +  )(1

p
xl α

α −  

                                      =       αpx
p

log11 







−−  

iii)-     DTp  f ( x )    =    D 















p
xf      =    )(1)(1 xDfT

pp
xDf

p p=







 

et       

             D(Tα f ( x ))    =   D( α - 1  f (α x))    =   α - 1  D ( f (α x)) 
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                        =   α - 1  α  (D f) (α x)     =     α  Tα  D f ( x )  

On  note           

                          Ar     =  { x ∈ Cp,  | x – a | p    >  r       pour tout     a ∈ Zp
* }  

Alors   pour            r   = 1  on a  

                     A1   =  { x ∈ Cp  | x – a | p   > 1      ∀   a ∈  Zp
* }     =   { x ∈ Cp , | x | p >  1 } 

Pour  α ∈ 1 + pZp , α   ≠  1   on   définit   sur   A1     la fonction Gp,α   par  

           Gp,α ( x )    =   ( 1 − Tα ) ( 1 − T p ) ( Gp  −  l ) ( x )    

                             =   (1 − Tα) Gp
*( x ) + αpx

p
log11 








−   

Alors on a le théorème suivant: 

IV – 2 – 6   Théorème : 

         Pour  tout   x   de  A1 on a  

i)-    ∫ −=
*

)()(log)(,
pZ pp ttxxG αα µ  

ii)-  ∫ −
−−=

* )(
)(

)!1()1()(,
pZ r

r
p

r

tx
trxGD α

α

µ
   

                               = )()1)(1( )( xGTpT r
pp

rr −−− αα  

Preuve: 

par définition de     Gp,α  = (1 − Tα) ( 1 − Tp ) ( Gp  − l  )( x )          &          la formule de 

Stirling p − adique  de  Gp  on a  

                          ∑
∞
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+

=

+
+−






 −=

1
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)1(
)(log

2
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r
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pp xrr
BxxxxG

  

               -                                                                   

on obtient  
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∞
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+ ∑∑∑∑

∞

=

+
∞
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+
∞
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+
∞
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+

1

1

1

1

1

1

1

1

)1(

1
))(1(

1

)1()1( r
r

r

r
r

r

r
r

r
r

r
r

r

p
xrr

B
xrr

B

p
xrr

B
xrr

B

αααα
 

            =      ( )∑
∞

=

+−+−+ +−−
+1

)1()1(1 1
)1(r

rrrr
r

r pp
xrr

B
αα  

         

pour        r  ≥ 1  
 
pour         r   ≥  2            
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            =      ( )( ) r
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r

r
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p

r
B 111

)1(
)1(

1

1 −−
+

− +−
∞

=

+∑ α       =       ∑ ∫
∞

= 1
*

)(1
r

Z

r
r

p
tt

rx αµ  

             

           =       
( )

∫ ∑
∞

=
/*

1
)(

pZ
r

r

t
r
xt

αµ                =     ∫ 





 −

*
)(1log

pZ p t
x
t

αµ  

             

          =       ∫ 





 −

*
)()(1log

pZ p ttx
x αµ           =   ∫ ∫ −−

* *
)()(log)(log

p pZ Z pp ttxtx αα µµ  

            

          =        ∫ ∫ −−
* *

)()(log)(log
p pZ Z pp ttxtx αα µµ  

            

          =           ∫ −−
=

*
)()(log)(log

0

*

pZ ppp ttxZx αα µµ


    

             

         =  ∫ −−
*

)()(log
pZ p ttx αµ        

  ce   qui montre (i) 

Pour (ii),  on  calcule  par récurrence   les  dérivées   de    Gp,α  

r    =  1,     on a    

                        D G p , α (  x)   =   ∫ −*
)(

)(
1

pZ
t

tx αµ               vraie. 

On   suppose que     

                    ∫ −
−−=

* )(
)(

)!1()1()(,
pZ r

r
p

r

tx
trxGD α

α

µ
 

Alors 

                    D  r + 1 G p , α ( x )    =     D( D r  G p , α  ( x ))  

                      

                                                  =     )(
)(

)()!1()1(
* 2

1

t
tx

txrr
pZ t

r
r

αµ∫ −
−−

−−
−

 

                                                 =  ∫ +
+

−
−

* 1
1

)(
)(

!)1(
pZ r

r

tx
tr αµ

      donc vraie pour   r  +  1 

Pour la deuxième relation de (ii);   
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D r G p,α( x )   =  )()1)(1( )( xGTpT r
pp

rr −−− αα                       r   ≥  2  

On a       

                         G p , α ( x )   =   (1 − T α ) Gp
*( x )  +  αpx

p
log11 








−    

et       

                       D T α     =   α   T αD     ,      D T p   =   p – 1  T p D      

Par suite   

                   DGp,α ( x )    =   )())((log11 xGDTDDTD
p ppp −−+








− αα  

                                        

                                       =    )()1)(1(log11 '1 xGTpT
p ppp

−−−+







− ααα  

et         D 2 G p , α ( x )     =    D ( ( 1 − α  T α ) ( 1 – p – 1 T p ) G p 
' ( x ) )   

  

et  le résultat se déduit immédiatement par récurrence 

IV – 2 – 7   Corollaire:    

          pour tout  x  de    A1 

                        ∫ −
−








−−=−

* )(
)(

log11)()( /*/*

pZppp tx
t

p
xGxG αµ

αα  

Preuve : 

            D’après ce qui procède on a vu que  

            ααα ppp x
p

xGxGT log11)()()1( ,
*









−−=−   

donc                                            

( ) 







−−=−=− αα αα ppppP x

p
DxDGxGxGxGTD log)11()()()()()1( ,

/*/**
 

                                                     =    α
µ α

pZ ptx
t

p
log11

)(
* 








−−

−
− ∫  

on a  montré  que  //
pG   est un élément analytique  au  sens  de   Krasner   et que   Diamond  a 

montré  que   ni    Gp   ni   /
pG  sont analytiques,  or   pour  notre régularisation , /

,αpG  même   

est analytique  

IV – 2 – 8  Théorème : 
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 DGp,α  est analytique au sens de  Krasner   sur   Cp – Zp
*    

Preuve:  

Notons toujours    Ar   =   { }ppp ZaraxCx ∈∀>−∈ ,,    

  Alors        *

0
pp

m
p ZCA m −=

∞

=
−    

il  suffit alors de montrer que pour  m   fixé   f ( x )  =  )(, xDG p α−  est  une limite uniforme 

des fractions rationnelles  sans  pôles sur  A r    

En  effet;  

D’après le théorème précédent  on a  

                      f (x)  = ∫ ∑ ∫
+

=
+

+

+ −
=

−
=−

*

1

1

1

1
,

)()(
)(

p

m

p
mZ

p

a
Zpap tx

tu
tx

tu
xDG αα

α  

posons     t   =    a  +  p m  +  1  s    ,    s ∈ Zp      alors 

                       









−

−−
=

−−
=

− ++

ax
spax

spaxtx mm 11

1)(

111  

                                 =    ∑
≥









−− 0

1
j

jj
jm

sp
ax

p
ax

 

donc 

           ∫ ∑ ∫++
≥

++







−−

=
−p

m
pZpa

j
Z

mjj
jm

spausp
ax

p
axtx

tu
1

0

1 )(1)(
α

α  

 

Comme 1<
− p

m

ax
p         sur    mp

A −        et             1<∫
pZ p

 

Alors que     ∫ ++ −p
m Zpa tx

tu
1

)(α       est  une limite uniforme des fractions  rationnelles  

sans  pôles sur mpA −  

IV – 2 – 9  Corollaire :  

 Pour tout     x   ∈   Cp  –  Zp      et    r   ≥  2     on a   

                  

                             ( ) ∫ −
−−=−

pZ r
r

p
r

tx
turxGT
)(
)(

)!1)(1()(1 )*( α
αα  

Preuve :  
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par définition de Gp,α      pour  tout   x   de  A1   on a  

                            ααα ppp x
p

xGTxG log11)()1()( *
, 








−+−=  

en dérivant on obtient  

αα αα ppp p
xGTxDG log11)()1()( /*

, 







−+−=  

//*2
,

2 )1()( pp GTxGD αα α−=  

                                  
)*(

, )1()( r
p

r
p

r GTxGD αα α−=    

et  un  théorème précédent   montre  que   pour tout   x   de  A1   

                     ∫ −
−−=

* )(
)(

)!1()1()(,
pZ r

r
p

r

tx
turxGD α

α  

Ce qui donne  

                   ∫ −
−−=−

* )(
)(

)!1()1()()1( )(

pZ r
rr

p
r

tx
turxGT αα

αα           ∀ x ∈ A1   

et l’égalité sur  tout  Cp  –  Zp
*     se déduit  du fait  que   Diamond  a   montré l’analyticité au 

sens de Krasner   de  //
pG   donc  de  //*

pG  et  toutes ses  dérivées supérieures sur  Cp  – Zp
*  

Donc        

            )()1( )*( xGT r
p

r
αα−                 et          ∫ −

−−
* )(

)(
)!1()1(

pZ r
r

tx
tur α   

Sont analytiques au sens de Krasner et coïncident sur A1 ,    nécessairement  elles  sont  égaux  

sur  tout Cp – Zp
*              ♦ 

Koblitz  voulu savoir si le dernier corollaire  reste vrai pour    r  =   0, 1  

C’est a dire est ce qu’on a : 

∫

∫









−
+−=−

−−







−−=− −

*

*

)(11)()(

)()(loglog11)()(

*/*

*1*

p

p

Zpp

Z pppp

tu
rxr

xGxG

et

tutxx
p

xGxG

α

α

α

ααα

 

Pour tout  x ∈ Cp – Zp
*   

Est ce que   )()( /*/* xGxG pp α−   est analytique au  sens  de  Krasner   sur  Cp – Zp
* ? 

Et  il  a obtenu un résultat  partiel  donné  par  le  théorème suivant : 
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IV – 2 – 10 Théorème :         

 )()( /*/* xGxG pp α−   est analytique au sens de Krasner  sur  
p

A 1−α   

et  pour  x ∈
p

A 1−α   on a   

                          ∫ −
−








−−=−

*

)(
log11)()( /*/*

pZppp tx
tu

p
xGxG αα  

Preuve :   

         Puisque       
p

A 1−α    = 
pr

rA
1−≥ α

 

Alors il suffit d’écrire     f (x)  = )()( /*/* xGxG pp α−   comme  limite  uniforme  de 

fractions rationnelles sur     Ar    pour    tout   r  > | α  − 1 | p   

par définition de *
pG  on a  

∑
−

×
=

∞→
+−+=−

1

1

/*/* )(log)(log1lim)()(
kp

np
n

ppkkpP nxnx
p

xGxG αα  

                                         =   ∑
−

×
=

∞→








+
+

−−
1

1

/loglog1lim
kp

np
n

ppkk nx
nx

p
α

α    

                                        =    ∑
−

×
=

∞→








+
+

−







−−

1

1

/loglimlog11
kp

p
n

pkp nx
nx

p
α

α  

On pose                  
α

α
11/ −=  

                    Et     







+

−=
nx

nxf pn

/

1log)( α  

on  aura  

                            ∑
−

=
∞→

−







−=

1

0
)(1limlog11)(

kp

n
nkkp xf

pp
xf α    

et comme 

                    1
1/

<
−

<
+ rnx

n p

p

αα  

il en résulte que chaque        ∑
∞

=








+
−=

1

'1)(
j

j

n nx
n

j
xf α  

est une limite uniforme des fractions rationnelles 
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Donc   

)()( /*/* xGxG pp α−     est analytique au sens de Krasner  sur 
p

A 1−α   non seulement 

sur A1    comme on  a vu précédemment. 

IV – 2 – 11   Corollaire :    

        Pour  | x |p  <  1   on a  

                          ∫ ∑
∞

=
+=−

*
1

1
/*/* )()()(

pZ
j

j

j

pp tu
t
xxGxG αα  

Preuve : 

      On a  

               ∫ −
−








−−=−

*

)(
log11)()( */*

pZppp tx
tu

p
xGxG ααα  

                                                    =     ∫ ∑
∞

=






+








−−

*
1

)(1log11
pZ

j

j

p tu
t
x

tp αα   

                                                   =    ∫ ∑
∞

+
++








−−

*
1

1 )(log11
Pz

j
j

j

p tu
t
x

p αα          ♦ 

Remarque :  

Tous ces résultats  ont  été démontrés  par  Diamond   lui  même - le constructeur  de la 

fonction  log gamma -  avant  Koblitz   par des méthodes   différentes.              
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Chapitre V  
                          

                         Applications  de  la fonction   gamma  p – adique 

 

On  va  étudier dans  cette  section  quelques  résultats  concernant  la  fonction  Γp,   c’est la 

formule  de    Gross – Koblitz    et   le  prolongement  de  la   factorielle  de  Roman  γp 

 

V – I   la formule de Gross – Koblitz 

V – I – 1   Définition :   

      Soient  p un nombre premier, K un corps contient pQ    et   IFp = pZ
Z  

ψ   ( IFp, +)  → K*           caractère additif           

χ     ( IFp
*, × ) → K          caractère  multiplicatif  

Alors   la   somme  de  Gauss  associé   à  ses  deux  caractères  est définit par  

                       G(ψ, χ)   =  ∑
∈

−
*

)()(
PIFx

xx χψ   

et   comme  IFp
*  est  un groupe cyclique à   p  élément    alors   pour  a  de  Zp   la limite de  

npa  existe  lorsque   n   tend   vers    ∞      car     
**

* 





≅





=

P

P
p pZ

Z
pZ

ZIF      

et  on  a   

             lim 
1+npa        =            lim ( )ppn

a      =       lim  
npa   

 

Et  si note         w(a)     =    lim  
npa                      

On  aurait        w p(a)   =   w (a)       

Ce qui montre que w(a) est une racine   ( p – 1 )  ième   de l’unité .  

 Puisque      

               w(ab)    =   w(a)  w(b)     

 Alors  on   peut   considérer     w     comme    étant    un  caractère   multiplicatif     sur     IFp   

( w    s’appelle   le    caractère   de   Teichmuler )  

D’autre part;   

                si    ξ    est   une    racine  p  ième  de  1    alors    x  →  ξ x    est  un caractère  additif  

sur  IFP    et    de  même pour   x → ξ a x       pour tout     (a,  p)  =  1  

n → ∞ n → ∞ n → ∞ 

n → ∞ 
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on pose     ψ (x) = ξ x  ,    ψ(a x) = ξ a x  ,  χ(x) =  w a(x)   alors   la somme  de  Gauss  associé 

à ces  caractères  est : 

                         ∑
∈

−=
*

)()(),(
pIFx

xxG χψχψ
            

et                     ∑
∈

−=
*

)()(),(
pIFx

aa xxG χψχψ   ∑
∈

−=
*

)()(
pIFx

xax χψ  

                                              ∑
∈

−−=
*

)()()( 1

pIFx
aaxax χψχ   ),()(1 χψχ Ga−=  

V – I – 2  Lemme :  

               Soit   n un entier naturel  et   p    un nombre premier ,    écrivons    n    en base    p 

n  =  n0 + n1 p + n2 p2 +… +  nk pk     et   posons   Sp (n) = n0 + n1 + n2 + … + nk  

Alors  

                  | n! | p = 1

)(

−

−
−

p
nSn p

p   

Preuve : 

le    nombre   de  multiples de   p    entre   1    et   n     est    
p

nn
p
n 0−

=







 

le   nombre   de  multiples  de   p2   entre  1    et    n      est    2
10

2 p
pnnn

p
n −−

=







 

                                                       

le   nombre   de  multiples  de   pk   entre   1    et    n     est       kk n
p
n

=







 

Calculons  alors la valuation   p – adique   de  n !  









++








+








= kp p

n
p
n

p
nnv 2)!(  

             =   k

k
k

p
pnpnnn

p
pnnn

p
nn 1

110
2

100
−

−−−−−
++

−−
+

− 
      

           =   
p

n
ppp

n
ppp

n
ppp

n k
kkk

1
2

1
1

0
1

111111111 −
−−− −−








+++−








+++−








+++   

           =    
p

n

p

p
p

n

p

p
p

n

p

p
p
n k

kkk
1

1
10

11

11

11

11

11

11
−

−

−−
−

−
−

−

−
−

−

−
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         =    
)1(1)1(1)1(1)1(1

11
1

1100

−
+

−
−−

−
+

−
−

−
+

−
−

−
−

−
−−

− pp
n

p
n

pp
n

p
n

pp
n

p
n

pp
n

p
n kk

kkk            

 

       =    
)1()1()1()1(11

1
1

10110

−
++

−
+

−
+

−
−

−
+

−
−−−−− −

−
−

pp
n

pp
n

pp
n

pp
n

p
n

p
nnnnn k

kkk
kkk 


 

 

      =   

  
  



0

2
210)1(

1
)1(1

)(

=

= 










++++

−
+

−
−

−

−

n

k
kkk

p pnpnpnn
pppp

n
p

nSn
 

      =  
1

)(
−

−

p
nSn p  

 Donc  

                              1
)(

)!(! −

−
−

− == p
nSn

nv
p

p

p ppn  

V – I – 3  Définition :   

               Soit  π  est une racine de   xp – 1 + p  =  0    dans   Cp,   l’exponentielle  de  Dwork  

est  par  définition   la série formelle   

 

                       [ ][ ]xQex p
xx

p
p

)()( )( ππ ∈=Θ −  

 

 et on a    Θp ( 1 )   est une racine primitive   p  ième  de  1   notée   ξπ   vérifie    

 

                              ξπ    ≡  1 + π  mod π2  

 

V-I-4   Théorème (  Dwork)  

            Soient     π  une racine de    x p – 1   + p     (ie    π p – 1  = −  p )     et    ∑
≥ 0n

n
n TA   la 

série de Taylor  de  l’exponentielle  de  Dwork     Θp( T )    alors on  a  

                      2

1)(
p

pnAv np
−

≥                  ie             
2
1

p
pn

pn pA
−

−

≤  

et le rayon de convergence de cette série est      
2
1

p
p

p
−

   > 1 

Preuve : 
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     Définissons d’abord  la série d’Artin – Hasse  par 

                
+++∞

=

=









= ∑

2

2

0

exp)( p
x

p
xx

n
n

p
pp

n

e
p

xxAH    

Soit       ∑
∞

=

+

==
0

)(
n

n
n

p
xx

p xaex
p

θ  

et  pour montrer  le  théorème  il  suffit  de  monter  que  

                           







−

+−≥
1

12)( 2 pp
nav np  

En effet ;  

On peut écrire : 

                          ∏
≥

+











−=

2

exp)(
n

n

p
p

xx

p
xxAHe

np

 

On pose  

                        ∑∑
≥≥

−==









−

00
, !

)1(exp
m

nm

mp
m

k

k
nkn

p

mp
xxb

p
x

nn

 

Comme  

                     
1

)(
)!(

−
−

=
p

mSm
mv p

p  

Où           Sp (m)    est  la  somme  des  chiffres  de     m     écrit    en   base    p  

Alors on a   pour     k = m p n      









−

+−≥







−

+−≥
−

−
−−=







 −
==

1
1

1
1

1
)(

!
)1()()( ,, p

n
p
k

p
n

p
mp

p
mSm

nm
mp

vbvbv nn

n
p

nm

m

pnmppnkp n

or   

                         







−

+
−

=







−

+
−

≥ 1
121

1
1min 22 ppp

n
p

k
nn

 

il en résulte  

                         







−

+−≥
1

12)( 2, pp
kbv nkp  

Donc   les coefficients      an      de     p
xx

p

e
+

   satisfont la même  relation  

                          







−

+−≥
1

12)( 2 pp
kav np  

Pour la série de Dwork ;  on a   
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            ∑∑
≥≥

=Θ=







+==

00

)()(exp)()(
n

n
np

p

p
n

nn
n xAx

p
xxxxa π

ππθπ  

Donc 

                    vp ( An )     =       vp ( an πn)     =     vp ( an )  +   n vp( π )  

                                     22

)1(
1

1
1

12
p

pn
p

n
pp

n −
=








−

+







−

+−≥  

car         
1

1)(
−

=
p

v p π  

Soit    π    une   racine  de   xp – 1 + p         (   ie    πp – 1  =  −  p  )     et       ξπ     =   Θp (1) 

Donc     ψ (x)  =  ξπ
x      et     la somme   de  Gauss   associé  à   ce  caractère  est  

 )()()(),(
*

* anotationaa

IFx

wwxwG
p

ττξχψ ππ = →=−= ∑
∈

 

on  va  exprimer  dans  la  suite   cette  somme  à   l’aide  de  la  fonction  gamma   p – adique, 

d’abord  on a : 

V – I – 5  Lemme : 

         La somme de Gauss précédente     τ (w – a)   est égale  à 

                             ∑
≠=

−− Θ−=
0

)()(
εε

εετ
p

p
aaw  

Preuve : 

             on  a  vu  que    pour  x ∈ IFp
*       w(x)   le caractère   de  Teichmuler  est une racine 

(p – 1) ième  de l'unité   et   lorsque    x   varie   dans    ( ) ( )** pZZpZZ PP ≈    ,   w(x)   décrit  

toutes  les  racines  (p – 1)  ième  de 1  

on  a     

             | x – w ( x ) |p  <  p – 1              ⇒        )( xwx
ππ ξξ =    

donc      

           ))(()( )( xwx p
xwx

p Θ===Θ ππ ξξ               avec        )1(pΘ=πξ  

Par suite  

               )( aw −τ      =    ∑
∈

−−
*

)(

pIFx

xax wπξ                =      ∑
∈

−Θ−
*

)()(
pIFx

a
p xwx  

                                 =   ∑
∈

−Θ−
*

)())((
pIFx

a
p xwxw       =   ∑

≠=

−Θ−
0

)(
εε

εε
p

a
p  

V – I – 6   Lemme :  
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          Soit     )()(
pTT

p eT −=Θ π      l’exponentielle    de   Dwork     et   ∑
≥ 0n

n
nTA  sa série  

de Taylor   alors on a  

 

                           ∑∑
≥

−+
≠=

−− −=Θ−=
0

)1(
0

)1()()(
k

pka
a

p
a Apw

p εε

εετ  

Preuve : 

D’après le lemme précédent on a  

                  ∑
≠=

−− Θ−=
0

)()(
εε

εετ
p

p
aaw      =  ∑ ∑

≠= ≥

−−
0 0εε

εε
p n

n
n

a A  

                                 = ∑ ∑
≥ ≠=

−−
0 0n

an
n

p

A
εε

ε  

or      

                              


 −

=∑
=

−

0
1p

p

an

εε

ε                                                                 

 

ce qui donne  

                            ∑
≥

−+
− −=

0
)1()1()(

k
kpa

a Apwτ  

V – I – 7   Lemme : 

         Soit     )()(
pTT

p eT −=Θ π    =  ∑
≥ 0n

n
n TA    alors  les  coefficients   An  vérifient  

                      n An   =   π An – 1                                      pour       1  ≤  n  <  p 

&                   nAn   =   π(An – 1    −   p An – p )                    pour   tout       n  ≥  p 

Preuve : 

         On différencie  l'identité 

                )()(
pTT

p eT −=Θ π     =   ∑
≥ 0n

n
n TA   

On obtient  

 /)( TpΘ    =   ∑
≥

−−− −=
0

1)(1 )1(
n

pTTn
n pTeTnA

p

ππ  

                            =   ∑
≥

−−
0

1 )(
n

pn
n TTA ππ      =     ∑∑

≥

−+

≥

−
0

1

0 n

np
n

n
n TpATA ππ  

                            =   ∑ ∑
≥ ≥

−
−

+− −
0

111

n pn

n
pn

n
n TpATA ππ      = ∑ ∑

≥ ≥

−
−

−
− −

10

11
1

oun pn

n
pn

n
n TpATA ππ  

ce qui donne  

                           nAn   =   π(An – 1    − p An – p )                      n  ≥  p 

si   ( p – 1 )   divise  (n – a ) 
 
si  (p – 1 )  ne  divise   pas  (n – a ) 
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et   pour      n < p            An – p  =  0       ⇒            n An   = π An – 1   

Définissons  pour     α ∈ N    la fonction  aG~    par   

                      ∑
≥

+ +−−−=
0

)1()2)(1()(~
k

k
KP kxxxxAxG 

π
α

α  

Rappelons  que  nous avons  montré  que 

                      ∑
≥

+
+

+









=

++Γ
−

=
0

1

!
)1(

)1()(
k

kpa
kpa

p

a

a k
x

k
A

pxa
xG

π
 

  Remarquons que   si      0  ≤  α  ≤  p – 1         la fonction        Gα  =   π α aG~     

V – I – 8   Théorème   

        Pour   α  ≥  0,    notons     
p−

=
1*

α
α    alors on a  

                     )(~)(~)1( *

1

0
)1(*)1( NGGAp

N

k
pNkp −−=− ∑

−

=
−+−+ αα ααα  

Preuve : 

 Démontrons   cette relation par   récurrence  sur  N 

♦ pour    N  =  1,  on doit  montrer que    ααα αα ApGG p )1()1(~)(~
*)1(* −=−− −+  

Calculons d'abord le terme )1(~)(~
)1( −− −+ xGxG pαα  

Pour cela  écrivons  )1(
~

−+ pG α  comme: 

                    )1(
~

−+ pG α (x – 1 )     =    ∑
≥

+−+

−

0
)1(

)1(
k

k
k

kpp
xA
πα     =   ∑

≥
−++

−

0
1)1(

)1(
k

k
k

pk
xA

πα   

Utilisons le lemme précédent  

                    pnnn pAAnA −− +=
π1                 pour      n  ≥  p 

et il vient  

                    )1(
~

−+ pG α (x – 1 )   =  ∑
≥

+++

−




 +

++

0
)1(

)1()1(
k

k
k

kppk
xpAApk

ππ
α

αα  

                                                  =  ∑ ∑
≥ ≥

+−
−

+

−
+

−+

1 0
1

1 )1()1(
k k

k
k

kpk
k

kp
xpAxAkp

πππ
α

αα  

Donc  

)1(~)(~
)1( −− −+ xGxG pαα   =  Aα  + ∑∑ ∑

≥
+

≥ ≥
−

−
+

+ −
−

−+
−

01 1
1

1 )1()1(
)(

k
k

k
kp

k k
k

k
kpkk

kp xpAxAkpx
A

πππ
α

π αα
α  
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                           =    Aα  + ( )∑
≥

−
+ −+−

1
1)1)(()(

k
kkk

kp xkpx
A

α
π
α  − ∑

≥

−
+

−−

0

1 )()1(
k

k
k

kp
kxxpA

πα  

                          =   Aα  + ∑
≥

−
+ −−−−

1
1 )()1(

k
kk

kp kpxx
A

α
π
α ∑

≥

−
+

−−

0

1 )()1(
k

k
k

kp
kxxpA

πα  

Pour    
p

x
−

==
1*

α
α  on  a  

       







−−

−
=








−−=−−=−− k

ppp
pk

pp
pkpkpx αααα

ααα
)1(

*
*  

                                                           =  ( )kpk
p

p −=







−

− *1
α

α  

Et donc  

            )1(~)(~
*)1(* −− −+ αα αα pGG     =       

  =  ∑ ∑
≥ ≥

−
+

−
+ −

−
−−−

−
+

1 0
*

1*
*

1* )(
)1(

)(
)1(

k k
k

k
kpk

k
kp kpAkpAA α

π
α

αα
π

α
ααα  

=   )()1()()1(
*

1 0

1*
*

1* kpAkpAA
k k

k
k

kpk
k

kp −
−

−−
−

+ ∑ ∑
≥ ≥

−
+

−
+ α

π
α

α
π

α
ααα  

=  ααα AppAA )1( −=−  

♦ on suppose que la propriété est vraie jusqu'à     N – 1   

i.e.     ( ))1)(2()1(*)1)(1(* )1())1((~)(~
−−+−+−−+ +++−=−−− pNppN AAApNGG ααααα αα   

Posons     β   =  α + (N – 1)(p – 1)     alors   d'après  ce  qui  procède   nous  avons  

)1(~)(~)1(~)(~
)1()1()1)(1( −−=−− −+−+−−+ xGxGxGxG ppNpN ββαα  

                            =   ∑ ∑
≥ ≥

−
+

−
+ −

−
−−−

−
+

0 0

11 )(
)1(

)(
)1(

k k
k

k
kpk

k
kp kxxpAkpxxAA

π
β

π βββ  

Remplaçons     β    par sa valeur  nous avons : 

( )∑
≥

+−−+−−+−+−−+ −−−+−−
−

+=−−
1

)1)(1()1)(1()1()1)(1( )1()1(
)1(

)1(~)(~
k

k
k

kppNpNpNpN kNpNxxAAxGxG α
παααα

                                                     ∑
≥

−
+−−+ −

−
−

0

1
)1)(1( )(

)1(
k

k
k

kppN kxxpA
πα  

Pour    x  =  α*  − N  + 1    on aura 

(x − (α −  N + 1) − p(N − 1 − k) )   =  α*  −  N  +  1 −  α  +  N  −  1 −  p (N − 1 −  k )    

                                                        =   p (α*  −  (N  − 1 −  k) ) 

En remplaçant dans la relation précédente on obtient  
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+=−−+− −−+−+−−+ )1)(1(*)1(*)1)(1( )(~)1(~
pNpNpN ANGNG ααα αα  

+   ( ))1(
)(

*
1

1*
)1)(1( kN

N
pA

k
k

k
kppN −−−

−∑
≥

−
+−−+ α

π
α

α                

∑
≥

−
+−−+ −−−

−
−

0
*

1*
)1)(1( ))1(()(

k
k

k
kppN kNNpA α

π
α

α  

                                         =    (1 −  p) Aα + (N  −  1) (p  − 1)   

D’autre part , 

)1)(1()1)(1(**)1(* )1(~)(~)(~)(~
−−+−−+−+ −+−=−− pNpNpN ApGGNGG ααααα ααα  

Utilisons l'hypothèse de récurrence  sur   ))1((~)(~
*)1)(1(* −+− −−+ NGG pN αα αα  

on  obtient  

( ) )1)(1()1)(2(1*)1(* )1()1()(~)(~
−−+−−+−+−+ −++++−=−− pNpNppN ApAAApNGG αααααα αα   

                                                =  ( ))1)(1(1)1( −−+−+ +++− pNp AAAp ααα       ♦                        

V – I – 9   Corollaire :     

             Pour   0  ≤  a  <  p,         
p

aa
−

=
1*    on a  

                             ∑
≥

−+∞→−+ −−=−
0

*)1(*)1( )(~lim)(~)1(
k

pNaNapka NaGaGAp  

Preuve : 

          Rappelons que nous avons noté  par    An   les coefficients de  la série  de l'exponentielle  

de  Dwork    définie  par       ∑
≥

− ==Θ
0

)()(
n

n
n

TT
p TAeT

ππ        et  que cette  fonction 

converge  pour la   topologie   p − adique  dans  une  boule   de  rayon   superieur  à  1 , 

ce qui  implique que      
∞→n

lim An  =  0        

Donc  l'écriture  ∑
≥0n

nA  à un sens ,  et le théorème précédent  pour  α  =  a    montre que  

                          ∑
−

=
−+−+ −=−−

1

0
)1(*)1(* )1()(~)(~ N

k
pkapNaa ApNaGaG  

Passant  à  la  limite  pour   n   assez grand,  on obtient 

                          )(~lim)(~)1( *
0

)1(*)1( NaGaGAp
k

pNaNapka −−=− ∑
∞

=
−+∞→−+                 ♦ 

V – I – 10  Lemme :  

                    Pour      p ≠ 2      on a           0~lim =
∞→ αα

G  
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Plus précisément  si on note       rp  =  p− 1 /  ( p – 1 )    =  | π |p         

Alors              p
prG
α

α ≤
~    =   )1( −

−
ppp
α

 

Où          
pZx

xGG
p

)(~sup~
αα

∈
=    

Preuve : 

Comme      

               ∑
≥

+









=

0
!)(~

k
k

kp

k
x

k
A

xG
π
α

α   

Alors que  le théorème de Mahler implique 

                            
p

k
kp

k k
A

G
!/

sup~
0 π

α
α

+

≥
=  

Or          | k! |p   = 1

)(

−

−
−

p
kSk p

p     

Où              Sp ( k )  somme   des  chiffres  de   k   écrit   en  base   p  

Donc  

             k
p

kS
pkSk

p

k
p

kv

k
p

p

k

rr
r

r

p

r
k

p

pp
≤=== −−

)(
)()!(!

π     

Car            k   ≥   Sp( k )        et        rp  <  1      ce qui implique      k
p

kS
p rr p ≥)(    

D’autre part ; 

Les coefficients  de  Taylor     An    de  la  série  de  Dwork    ∑
≥

− ==Θ
0

)()(
n

n
n

xx
p xAex

pπ   

vérifient          
2

2

2
)1()1(

p
p

n

p
p
pn

pn rpA
−−

−

=≤   

On obtient  

                    
k

p
pkp

p

kS
p

pkp

pkS
p

p
pkp

p

p
k

kp rr
r

r
k

A p

p

−
−

+−
−

+

−
+

+ ≤=≤
2

2

2

22

2

)1()()()1()(

)(

)1()(

!/

αα
α

α

π
  

Comme     p ≠ 2,     alors que      
2

1−p  >  
2
1   

Donc 

              







−

−
+

−
=−

−
+ 1)1()1()1()(

2

2

2

2

2

p
pk

p
pk

p
pkp αα  
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p

pk
p

p 1
2

)3(
2

)1(
αα ≥

−
+

−
≥  

Ce qui donne  

                   p
p

p
k

kp r
k

A
G

α
α

α π
≤= +

!/
sup~                     ♦ 

V – I – 11 Théorème : (Gross-Koblitz ) 

          Pour      0  ≤  a   ≤  p − 1     on a  

                         ∑
≠=

−








−

Γ=Θ−
0

)(

1
)(

εε

πεε
p

p

p
a

p
aS

p
a    

Preuve : 

         Le lemme  V-I-5   implique 

                    ∑∑
≥

−+
≠=

− −=Θ−
0

)1(
0

)1()(
k

pka
a

p Ap
p εε

εε   

Avec    ∑
≥

−=
0

)(

n

xxn
n

p

exA π  

Rappelons que   

                     )(
)1(

)1(!)(
1

0
pxa

pxak
x

k
A

xG p
p

a

k
ka

kpa
a −−Γ=

++Γ
−

=







=

+

≥
+

+∑ π
 

Et  pour   
p

aax
−

==
1*   on a  

                







−

Γ=−−Γ=
1

)()( ** p
apaaaG ppa    =   a

a aG
π

)(~
*  

D’autre part ; 

                  ∑
≥

 →=

−+−+

∞→

−−=−
0

0~0

*)1(*)1( )(~lim)(~)1(
k

Gcar

pNaapka

a
a

NaGaGAp
  

      =   )(~
*aG a  

                                                  =   







−

Γ=
1

)( * p
aaG p

a
a

a ππ  

                                                  =  







−

Γ
1

)(

p
a

p
aS pπ  

Sp(a)  =  a    car     a  ≤  p − 1                                       ♦ 

Comme les valeurs de   Γp   sont  des  unités  de   Zp        ie    | Γp(x) |p   =  1        on a  

V – I – 12  Corollaire : ( Stickelberger ) 

               Pour       0  ≤  a  ≤  p − 1 ,   la valeur absolue   p – adique  de  la  somme  de  Gauss  
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   ∑
=

− Θ
εε

εε
p

p
a )(          est        1

)(
)()(

−== p
aS

p
aS

pp

aS p
pp prπ  

 

V - II   Le prolongement de la factorielle de Roman : 

On commence par donner la définition de généralisation de la factorielle    n!    qui donne un 

sens à la factorielle  des entiers négatifs  aussi 

V – II – 1  Définition : 

         Pour tout entier   n   on définit la factorielle  de   Roman  notée    γ     par  

                   








−−
−= +

)!1(
)1(

!
)( 1

n

n
n nγ   

on  peut   également   définir  la  factorielle  de  Roman  par  la  relation  fonctionnelle  

suivante : 

                                  γ (0)  = 0  

      et                         γ(n)  =  r(n) γ(n – 1)  

Où  «  Roman   n  »      r ( n )    est défini par  

    




=
1

)(
n

nr     

comme pour les fonctions  gamma  complexe  et   p – adique  qui  prolongent   la  factorielle 

de n,   γ( n ) satisfait  la formule des compléments  suivante : 

V – II – 2   Proposition (Knuth ) 

              Pour  tout  entier  n,  on a  

                              γ (n) γ (−n – 1 ) = 








−

−

+ 1)1(

)1(

n

n

 

Preuve : 

♦ si  n  ≥  0    alors    (− 1  –  n )  <  0    donc  

                                γ ( n )  =  n !           et       
!
)1(

)!1)1((
)1()1(

nn
n

nn −
=

−−−−
−

=−−γ  

Par suite : 

      si      n  ≥ 0 
 
      si      n  < 0 

pour       n   ≠  0 
pour      n  =  0  

si      n  <   0 
 
 
si      n   ≥  0 
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                    γ (n) γ (−n – 1 ) =  
!
)1(!

n
n

n−    = ( − 1 ) n   

♦ si    n < 0     alors  ( − n − 1 )  ≥  0           donc  

                               
)!1(

)1()(
1

−−
−

=
+

n
n

n

γ           et        γ ( − n − 1 )  =  ( − n − 1 ) !     

Par suite  

                               γ (n) γ (−n – 1 ) =  )!1(
)!1(

)1( 1

−−
−−

− +

n
n

n

  =   ( − 1 ) n + 1         ♦ 

Par  ailleurs   la fonction gamma  p – adique est bien définie sur   Zp ⊃ Z   et  on a d’après le 

lemme  II -    

                        








++

−=−Γ+Γ p
nn

pp nn
1

)1()()1(                        (*) 

Pour    m  =  − n ∈ − N*        on  a        1  +  n   =  1  –  m   

(*)  ⇒   








−+−

−=−ΓΓ p
mm

pp mm
1

)1()1()(  

⇒ ( ) ( ) p

p
m

p
m

p
mm

mp

p
mm

p mm
m

)!(
)1(

)!11()1(
)1()1()( 1

1

)1(

1

−
−

=
−−−

−
=

Γ
−

=Γ








−

−









−+−

−









−+−

 

donc pour tout entier    n   on peut écrire  

                   

( )









−−
−

−

=+Γ 






 +
−

+

p

p
n

p
n

p

n

n

n

)!1(
)1(

)!()1(

)1(
1

1

 

Sachant  que  Γp  est continue sur   Zp   on a la proposition suivante : 

V-II - 3  Conséquence :   

                      Posons        
( )








−−
−= +

p

n

p

p

n

n

n
)!1(

)1(

)!(

)( 1γ  

Alors   n →  γp( n ) est la restriction d’une fonction continue de Zp  à valeurs dans Qp   

En effet : 

             D’après ce qui procède  on a  

                                








+Γ−

+Γ−
=








 +
−++

+

)1()1(

)1()1(
)( 11

1

n

n
n

p
p

nn

p
n

pγ  

si          n  ≥ 0 
 
 
si          n  <  0    

si          n  ≥ 0 
 
si          n  <  0 

si          n  ≥ 0 
 
si          n  <  0 
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Comme pour toutes  les fonctions qui prolongent la factorielle d’un entier, γp satisfait une 

relation fonctionnelle , 

V – II – 4  Proposition : 

              γp  vérifie la relation fonctionnelle suivante : 

                    γp (n + 1) = rp(n + 1) γp(n)   

où            






=
1

)(
n

nr p  

Preuve : 

♦ 1 er  cas    si    n + 1  >  0  

γp (n + 1) = ((n + 1) !)p   = ∏ ∏
+

=
=

=
=

+=
1

1),(
1

1);(
1

)1(
n

pj
j

p

n

j
j

nrjj  

                                    = γp (  n)   rp ( n  + 1 ) 

♦ 2ème cas      si   n + 1 < 0   

 

( ) ))1(()1()1(
))!2((

)1(
)!1)1((

)1()1( 1

1),(
1

2

1),(
1

11

+−
−

=
−

=
−−

−
=

−+−
−

=+

∏∏
−−

=
=

−−

=
=

++

nr
jjnn

n pn

pj
j

n

n

pj
j

n

p

n

p

n

pγ  

                   =  )1()()1()1(
1

1),(
1

1

+=+
−

∏
−−

=
=

+

nrnnr
j

pppn

pj
j

n

γ                      ♦ 

V – II – 5   Proposition :    

 

            γp  satisfait la relation suivante  

                

    








−

−
=−−

+ 1)1(

)1(
)1()(

n

n

pp nn γγ    

 

 

 

 

 si          | n | p   =  1 
 
si           | n | p   <   1 

si      n  >   0 
 
si      n  <  0 
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