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Introduction Générale

Une série chronologique est un ensemble d’observations qui est obtenu de
facon séquentielle a des intervalles de temps réguliers ou non. La modélisa-
tion et la prévision des séries chronologiques est un enjeu important dans de
nombreux domaines, elles ont été utilisées en astronomie (‘on the periodicity
of sunspots’, 1906), en météorologie (‘time-series regression of sea level on
weather’, 1968), en théories du signal ("Noise in FM receivers’, 1963), en bio-
logie ('the autocorrelation curves of schizophrenic brain waves and the power
spectrum’, 1960), en économie (’time-series analysis of imports, exports and
other economic variables’, 1971) ...etc.

Les astronomes ont été les premiers a utiliser I’analyse de Fourier pour des
séries chronologiques. Leur but était de détecter des saisonalités cachées au
sein de leurs données. Ainsi, Lagrange a utilisé ces méthodes pour détecter
de la périodicité cachée en 1772 et en 1778. Un demi siecle plus tard, en
1847, Buys et Ballot, dans 'Les changements périodiques de températures’ont
proposé des méthodes pour étudier la périodicité de données astronomiques.

Toutefois, il a fallu attendre 1889 pour que Sir Arthur Shuster introduise
le périodogramme, qui constitue la base des méthodes spectrales d’analyse
de séries chronologiques.

L’étude des séries temporelles semble avoir atteint sa maturité au cours
des années 70 ou des développements signi. .. catifs sont apparus. En 1965,
Cooley et Tukey ont beaucoup aidé I’étude spectrale des séries.

La nature intrinséque d’une série chronologique est telle que les va-
leurs observées sont généralement dépendantes et I'objectif est d’identifier
et de modéliser la structure de dépendance temporelle. Les séries chrono-
logiques linéaires peuvent étre divisées en deux principales catégories. Les
processus a mémoire courte et les processus & mémoire longue. Nous dirons

qu’un processus linéaire est & mémoire courte si sa fonction d’autocovariance

est absolument sommable c-a-d »,_, |v(h)| < oo ot y(h) «f cov(Xo, Xp).

On dit que le processus est & longue mémoire si ), _, |7(h)| = oco. & mé-
moire courte sont largement utilisés dans de nombreux domaines et de mul-



tiples modeles ont été proposés : AR, ARMA (Yule [1927], Walker [1931],
Box and Jenkins [1976], Azencott and Castelle [1984], Brockwell and Davis
[1996] ...). Par contre, les modeéles permettant de représenter les processus
a mémoire longue ne sont apparus qu’au début des années 50, historique-
ment pour ’étude du comportement inhabituel des niveaux du feuve Nil en
Egypte (Hurst [1951], Mandelbrot [1965]). Les processus & mémoire longue
occupent une place de plus en plus importante dans la littérature des séries
chronologiques (Granger et Joyeux [1980]). En effet les processus & mémoire
longue s’averent plus adaptés a 1’étude des séries chronologiques issues par
exemple de ’hydrologie, I’économie, la climatologie, les trafics informatiques
et I’économétrie financiére.

Dans ce mémoire, nous nous intéréssons a I’étude des processus sta-
tionnaires & mémoire longue (ARFIMA). Les modéles ARFIMA permettent
de rendre compte des dépendances a long terme avec parcimonie, en ajou-
tant un terme d aux paramétres du modeles ARMA classiques. Un avantage
considérable de ces modeéles est qu’ils peuvent rendre compte a la fois des
dépendances & court terme via les paramétres p et g, mais aussi des dépen-
dances a long terme via le parametre d, tout en déterminant leurs contribu-
tions respectives. De plus, les parameétres du modéle peuvent étre estimés par
la méthode du maximum de vraisemblance, permettant ainsi de déterminer
si le parameétre d est significativement dimérent de 0. La modélisation AR-
FIMA peut étre utilisée afin d’apporter la preuve statistique de la présence
de dépendance a long terme dans les séries.

Dans notre travail, nous adoptons le test de A.Mokkadem, dont le but est
de tester la présence de dépendance a long terme, afin de tester 'hypothése
que le processus observé soit un bruit blanc fractionaire (Voir la définition
page 30), contre l'alternative que le processus soit un ARFIMA.

Notre travail est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre on présente les notions et préliminaires de bases
et quelques notations utilisées en séries chronologiques, nous présentons les
processus linéaires stationnaires ainsi que les fonctions d’autocovariance et la
fonction d’autocorrélation. Nous introduisons par la suite la notion d’analyse
spectrale et nous donnons les densités spectrales de quelques processus. A la
fin nous présentons les processus non stationnaire.

Le second chapitre est consacré a I’étude des processus & mémoire longue,
en particulier les processus ARFIMA. Nous présentons une étude des pro-
priétés spectrales de cette classe de processus.

Dans le troisiéme chapitre, nous abordons I’étude fréquentielle des sé-



ries chronologiques par 'analyse spectrale, nous donnons les propriétés de la
densité spectrale de quelques processus (Bruit blanc, ARMA, AR, MA), la
méthode de calcul de I'autocovariance & partir de la densité spectrale, I'inter-
prétation de cette derniére et son estimation par le périodogramme, et afin
de tester la mémoire longue, nous présentons le test de mesure d’informa-
tion proposée par A.Mokkadem, que nous élargissons aux processus a longue
mémoire afin de tester lesure d’information proposée par Abdelkader Mok-
kadem, que nous élargissons aux processus a longue mémoire afin de tester
I’hypothése que le processus observé est un bruit blanc fractionnaire.contre
I’alternative que le processus observé est un ARFIMA ; afin de détecter la
présence de mémoire longue.



Chapitre 1

Généralités sur les processus
stochastiques

Sommaire

1.1 Introduction . . . . ... . ... .. 4
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1.4 Fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation . . . .. 9
1.5 Présentation spectrale du processus ARMA.................... 11
1.6 Présentation des processus linéaires non stationnaires 14
1.7 CONCIUSION. ...eviii i 21

1.1 Introduction

La théorie des séries temporelles est appliquée de nos jours dans des do-

maines aussi divers que l’économétrie, la médecine, la démographie... Une
série Chronologique est une suite d’observations au cours du temps. Ce cha-
pitre est consacré a la définition des notions de base utilisées pour I'étude
des séries temporelles.



1.2 Deéfinitions et notations

Définition 1 Un processus stochastique est une famille de variables aléa-
toires notée (Xy;t € T') et défini sur un méme espace (2, F, P), ces variables
peuvent représenter une certaine grandeur qui varie dans le temps de fagon
aléatoire dont 'indicateur représente le temps.

Définition 2 La prévision d’un processsus stochastique est la détermination
de ce qui se passera prochainement, avec plus au moins de certitude.

Définition 3 Une série chronologique (ou série temporelle) est une suite
d’observations d’une certaine grandeur, effectuées a intervalles réguliers, prises
séquentiellement dans le temps, débutant a un instant t.

Définition 4 Un processus () i.i.d (indépendantes identiquement distri-
buées), constitue un bruit blanc de moyenne 0 et de variance o ssi il est
d’espérance nulle E(e;) = 0 et de fonction d’auto-covariance définie par iy (t)
la fonction moyenne du processus X;. :

o?si h=0
) = cortened ={ ¢ o 7 (11

Définition 5 (Processus linéaire) Un processus X, est dit linéaire si on
peut l’exprimer en fonction du bruit blanc o travers un filtre linéaire(voire la
déffinition page 60 ).

Cela dit, qu’on peut représenter les processus linéaires de deux fagons équi-
valentes :

a/ Le processus X; en fonction du bruit blanc

Xt = &t + wlgtfl 4+ ... (12)
= Z¢j€t—j = ¥(B)e;
=0
Ou ¥(B) =37, Q/Jij et 1y =1

5



b/ Le processus X; en fonction de son passé avec bruit additif

Xt = &+ 7T1Xt,1 + 7T2Xt,2 + ... (13)
= &+ Z 7Tth_j
j=1
& & =1(B)X,
OUTI(B) =1 - Y%, 7, B

— Equivalence des deux représentations (a) et (b)

Cette équivalence découle du fait que
(a) A (b) = ¥(B)II(B)X, = X,

— U(B)I(B) =1

et par suite,

= g =(B)X, (1.4)

Définition 6 (Stationnarité stricte) Le processus stochastique X; est
dit stationnaire au sens strict, si pour toute valeur de n les caractéristiques du
n—uple (X, ..., Xy,) sont invariantes par rapport a n’importe quelle transla-

tion suivant l'axe du temps, c-a-dire, les lois de (Xy,, ..., Xy,) et (Xiyvny ooy Xt 1)
sont identiques pour tout h € Z.



Définition 7 (Stationnarité faible) Le processus Xy est dit stationnaire
au sens faible (ou du second ordre), si ses deuxr moments de premiers ordre
sont finis et invariants dans le temps, autrement dit s’ils vérifient les deux

propriétés suivantes :

- La moyenne 14 (t) < +o0o est indépendante du temps t.

- La covariance vx(r,s) = vx(h) est indépendante du temps t, Vh = r—s
ou (r,s) € Z*%

Définition 8 (Causalité) Un processus stochastique X; est dit causal s’il
eziste une suite de constante {@Z)j }j>0 tel que :

+o00 4o
Z ‘w3| <ooet Xy = ijgtfj out=0,%1,%2, ..
Jj=0 =0

On note par :

- pix () la fonction moyenne du processus Xj.

cyx(rs) = cov(X,, Xs) = E[(X, — E(X,))(Xs — E(X,))] la fonction
d’autocovariance du processus X;.

- px(k) = 1; Egg la fonction d’auto-corrélation du processus X.
- Xy = X — pix(t) le processus centré avec piy(t) = E(X;)

- &4 le bruit blanc.

- B l'opérateur de retard (B'X; = X;_;).

- L(B) la fonction de vraisemblance.

- §2(.) la somme des carrées des erreurs.

AMV , : AMC

- B, lestimateur du maximum de vraisemblance et 3,  ’estimateur
des moindres carrées pour les coéfficients des deux polyndémes du processus
ARM A pour un échantillon de taille n.

- | T’horizon de prévision.

- X,() la fonction de prévision.



1.3 Présentation des processus linéaires sta-
tionnaires (AR, MA, ARMA)

1.3.1 Processus autorégressifs AR(p)

Soit X; un processus stochastique de fonction moyenne puy (t). S’il existe
un polynéome ¢ d’ordre p et un bruit blanc ¢; de moyenne nulle E(g;) = 0
et de variance var(e;) = o? vérifiant ®(B)X; = &;, alors X; est un processus

autorégressif.

Autrement dit, si ®(B) = 1— ?:1 quBj et ®(B)X; = ¢ le processus X, est
un AR(p) et il peut étre représenté sous la forme :

Xt = ¢1Xt—1 + ...+ ¢pXt—p + & (15)

Remarque 9 Cette appellation (autorégressive) vient du fait que l’expres-
ston du processus est une régression multiple de sa valeur courante et de ses
p valeurs précédentes, c-a-d on peut utiliser ce modéle dans le cas ot l’actuelle
valeur du processus dépend de ses p valeurs précédentes.

1.3.2 Processus moyenne mobile MA(q)

S’il existe un polynéme © d’ordre g et un bruit blanc ¢; de moyenne nulle et
de variance o2 (vérifiant X; = O(B)g;) alors X; forme un processus moyenne
mobile.

Autrment dit, si ©(B) = >, 0,8 et X; = O(B)g; le processus X, est un
M A(q) qui se présente sous la forme :

Xt = U + &+ 91€t_1 + 925,5_2 + ...+ qut—q (16)

<~ Xt = Xt — =&+ 91815,1 + 025}72 + ...+ qut,q

On utilise ce modele dans le cas ou les valeurs du processus constituent des
perturbations autour d’une valeur moyenne pu.



1.3.3 Processus autoregressif moyenne mobile ARMA (p,q)

Pour mieux représenter le processus stochastique, il est parfois utile de
combiner deux processus : le processus autorégressif AR(p) et le processus
moyenne mobile M A(q), ce qui donne le processus autorégressif moyenne

mobile ARMA(p, q).

Donc pour que le processus X; soit un ARM A(p, q) il faut et il suffit qu’il
existe deux polynomes ®,© et un bruit blanc ¢;, de sorte que ®(B)X; =
@(B)gt

Autrement dit, si O(B) = Y1, 0;B7, ®(B) = 1 ->"_ ¢,B et X; =
@(B)gt.

Le processus X; est un processus ARM A(p, q) qui se représente sous forme :

Xt = ¢1Xt—1 +¢2Xt—2 + ... +¢pXt—p +6t +916t—1 +926t—2 + ... +9q5t—q (17)

Si en outre le processus X; est centré (u = 0), alors :

Xt = ¢1Xt71 + ...+ ¢pXt7p + &+ 918,5,1 =+ ...+ Hqgt,q

Autrement, on modélise le processus X; = X; — p au lieu du processus X; et
I'on écrit :

Xi =0 Xe1 4o+ 0, X p+e+ 0161+ 0250+ ..+ 0450

1.4 Fonctions d’autocovariance et d’autocor-

rélation

Supposons dans ce qui suit, X; est un processus stationnaire centré de fonc-
tion d’autocovariance vy .



1.4.1 Fonction d’autocovariance d’un processus AR(p)

Si X, est un processus autorégressif, alors : Vk > 1,

vx (k) = cov(Xipr, Xy)
= E(Xi1Xy)
- E(thkXt)

(& cause de la stationnarité du processus).

X X = Oy Xy, X1 + 0o Xy Xyo + oo + 0, Xy 1 Xy + Xy i8y

— E(Xt,k.Xt) == ¢1E(thkthl>+¢2E(Xt7kXt72)+-'-+¢pE(thkthp)—i_E(thkgt)

= 1x(k) = d1yx(k = 1) + doyx(k = 2) + .. + &, 7x (k= p)
(relation entre auto-covariances).

En divisant cette dernieére relation par 7, on obtient

px (k) = ¢1ox(k — 1) + dopx(k —2) + ... + d,px(k —p)

La quantité ¢, notée ¢, en tant que fonction de k, est appelée fonction
d’autocorrélation partielle. Cette fonction constitue alors un outil utile pour
reconnaitre 'ordre p d’un processus AR(p) puisque la fonction d’autocorré-

lation est la derniére pondération d’un processus AR(p).

La quantité ¢, définit alors, ’ordre du processus autorégressif et l’on a :

G 70 st k=p

1.4.2 Fonction d’autocovariance d’un processus MA (p)

Si X, est un processus moyenne mobile, alors :
Vx (k) = cov(Xipr; Xi)

10



= F( X Xe)

() 5

q q
Yx (k) =Y 0,0:E(eicrin )

’7X<k) =F

=0 =0
02> 0,0, si k<
_ =007 Oj1i <q
) ={ ¢ ik (18)

Dans le cas ot X; n’est pas centré on le remplace par Xt =X, — E(Xy) et
vx sera égale & 5.

1.4.3 Fonction d’autocovariance d’un bruit blanc

A partir de la définition du bruit blanc, sa fonction d’autocovariance est
alors :

o? st h =
i ={g aa " (19)
1.5 Présentation spectrale du processus ARMA

Définition 10 (Densité spectrale) Soit X; un processus stationnaire de
moyenne nulle et de fonction d’autocovariance yx(.), satisfaisant 3= __|yx(h)| <
0.

La densité spectrale du processus X; est alors définie par :

) =5 3 e h) (1.10)

ol —oo < A< 400
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1.5.1 Densité spectrale pour un bruit blanc

Le bruit blanc étant un processus stationnaire de moyenne nulle, alors sa
densité spectrale s’écrit sous la forme :

1 &

FA) =52 > e ™ (h)

fe(\) = —o (1.11)
Proposition 11 Soit X; un processus stationnaire de moyenne nulle et de

densité spectrale fx(\). Si (wj)j>0 est une suite numérique vérifiant Z;F:og Wj‘ <

00, alors le processus Y; = ;“:ioo Y, Xi—j est stationnaire de moyenne nulle
et de densité spectrale :
Fr) = [2e™) fx(3) = W) (M) fx (V) (1.12)

1.5.2 Densité spectrale pour les modéles linéaires

Etant donné le modeéle linéaire :

avec WU(B) =31 B

j=—o00
et compte tenu de la proposition 11, la densité du modéle a pour fonction :

Fx(A) = 0= | ()| (1.13)

1.5.3 Densité spectrale des processus ARMA, AR, MA

Dans cette partie, nous supposons que le processus X; est centré.
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1.5.3.1 Le processus ARMA

Le processus ARM A(p, q) peut s’écrire sous la forme :

®(B)X, = ©O(B)e
— X,=® YB)O(B)g
X, = Y(B)g avec ¥(B)=d(B)O(B) = fijj

+o00
X, = (Z ijj) 2
j=0

Il en résulte alors, compte tenu de la proposition 11, la densité spectrale du
processus ARMA

2

o? |O(e™™)
\) = — : 1.14
Fx () 21 | ®(e=) (1.14)
1.5.3.2 Le processus AR(p)
Le processus AR(p) peut s’écrire sous la forme :
(I)(B)Xt = Et
— X,=®YB)g
+oo ) oo .
X, = UY(Be= (Z %Bﬂ) g, avec U(B) =& }(B) = Z%Bﬂ
=0 7=0

Il en résulte alors, compte tenu de la proposition 21, la densité spectrale du
processus AR :

o2 1

~ e o (1.15)

fx (A)
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1.5.3.3. Le processus MA(q)

Le processus M A(q) peut s’écrire sous la forme :

Xt = @(B)Et
< X; = 0O(B)e (sous la condition ®(z) # 0,Vz, |z| <1
= U(B)e; avec ¥(B) = 0O(B)

q q —+00
= > 0B =) "¢;B+ > ¢;Blavect); =0;,Vj=0,...qet; =0VYj>q
=0 =0

J=q+1
+oo ‘
= X, = (ijBJ> &

J=0

Il en résulte alors, compte tenu de la proposition 21, la densité spectrale du
processus M A :

fx() = o= 6™ (1.16)

1.6 Présentation des processus linéaires non
stationnaires (ARIMA)

On a étudié précédemment les modeles AR, MA, ARMA qui sont des
modeles linéaires stationnaires (les moments d’ordre 1 et 2 sont invariants
dans le temps) et qui peuvent donner une bonne représentation de certaines
séries chronologiques d'une part. D’autre part, il existe d’autres séries ou I'un
des deux premiers moments ou les deux & la fois varient dans le temps, ce
qui provoque la non stationnarité, et ’on pourra pas utiliser les modeles AR,
MA, ARMA pour les représenter.

Une classe des séries chronologiques dont I'un des deux premiers moments
ou les deux varient avec le temps, exhibe une homogénéité dans la variation
du niveau dans le sens ol des parties de la série ont la méme moyenne ou la
méme moyenne avec tendance.

Dans le cas ou la non stationnarite est causée par ’existence des racines
unitaires et les digérences stationnaires, au lieu de modéliser le processus on
modélise ses différences.
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Ce changement dans le processus crée alors, un nouveau processus (pro-
cessus des disérences). Ainsi, la présentation du processus des différences par
un modele ARM A est devenu une présentation du processus initial par le
modele ARIM A.

1.6.1 Présentation du processus ARIMA

S’il existe deux polynémes ®;,© d’ordre p, q respectivement, un entier d
et un bruit blanc &, de moyenne nulle et de variance o vérifiants :

®(B)(1-B)'X, =0 (B)g
Alors X, est un processus autorégressif moyenne mobile intégré (ARIM A).
Autrement dit, si ®1(B) = Y_]_,¢1;B7 et © (B) = > 1_,0;B7 avec

& (B)(1-B)'X, =6 (B)g

tel que les racines de ®;(B) sont a I’extérieur du disque unitaire, le processus
X; et un ARIM A(p,d, q).

Les différences d’ordre d pour un processus ARIM A(p, d, q) représente alors,
de nouveaux processus ARM A(p, q).

®(B)X, = ©O(B)g
— & (B)(1-B)"'X,=0(B)g
— &, (B)Y,=0O(B)e;, avecY, = (1—B)"X, et &, (B)#£0,VB,|B| <1

D’ou Y, représente un processus ARM A(p, q) stationnaire.

1.6.2 Relation entre le processus et ses différences
En posant, V; = (1— B)'X, — X, = (1-B)""Y; e S=(1-B)"

On écrit
X, = S%,

Le développement fini d’ordre m est alors pour d =1 :
Xi=Y+Yia+..+ Y+ X,
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Preuve.
Sachant que :

m—1
S, = X:BJ':1+B+B2+...+Bm*1
=0
_1-B"
~ 1-B
et
1
X, = I_BYt
(1— B=™)
= X, = Y,
Ca-ma-p
Stfm
Xp=——F—
T (1-Btm)t
On trouve

(1 - Bt_m) Xt - St—m}/;

D’ot le processus X; s’écrit en tant que somme de nomre fini de termes d’'un
processus stationnaire plus une valeur initiale X,,. m

1.6.3 Formes explicites du processus ARIMA

En ce qui concerne la présentation du processus ARIMA, on peut consi-
dérer trois formes explicites pour le modéle général ot chacune de ces formes
présente un aspet spécial utile dans 1'un des problémes statistiques, ou 'ac-

tuelle valeur du processus peut s’exprimer :

1. en fonction des précédentes valeurs du processus et ’actuelle valeur du
bruit blanc, ainsi que ses précédentes valeurs X ; = H(X;_;, €1, 61— j)p>i>1,4>5>1-

2. En fonction de 'actuelle valeur du processus et les précédentes valeurs
du bruit blanc X; = H (g4, £1—4)i>1-

3. En fonction des précédentes valeurs du processus et de ’actuelle valeur
du bruit blanc X; = H(X:—;, &) g>i>1-
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1.6.3.1 Forme d’équation différentielle du modéle

Dans cette forme, on exprime les X; en fonction des X;_; et g, avec
j>1et k>0, cequi donne la représentation suivante :

®,(B)(1 - B)*X, = O(B)e; (1.17)
avec ®1(B) = Z ¢y, B

q
et O(B) =) 0,5
§=0

ptd

et ®(B) =y(B)(1—B)' =) ¢,B’
i=0
Ou sous forme plus explicite selon la relation
Xt = QplXt—l + ...+ spp—‘,—dXt—p—d + & — 018,5_1 — .. qut—q

1.6.3.2 Forme du processus en fonction du bruit blanc

On sait que tout modele linéaire peut étre écrit sous la forme :

+oo
Xi=c+ Y e (1.18)
j=1

et puisque le processus ARIMA est un modeéle linéaire, on peut alors le re-
présenter sous la forme précédente qui est elle méme celle d’un processus en
fonction du bruit blanc.

- Expression générale des poids 1),
En écrivant :
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X, = U(B)e,
{ ®(B)X, = ®(B)W(B)e, (1.19)
— ®(B)¥(B)s, = O(B)g,
— ®(B)¥(B) = O(B)
p+d +o0 q
= | WBJ) (Z ka’f) => 0,8’
§=0 k=0 i=0
p+d +oo q
= ) > e B =) 0B
7=0 k=0 1=0

et en généralisant les coéfficients similaires des deux polynomes terme a
terme, on trouve :

Y, =0t oot o+ Opaipg — 0;
Sachant que ¢y = 1,9, =0 Vj <0et 0, =0Vj >qg+1
- Forme tronquée du modéle de choc aléatoire

La forme d’équation différentielle du modéle ARIM A étant :

®(B)X; = O(B)gy
C’est une équation différentielle de solution :
Xy =Cr(t — k) + I(t — k) (1.20)
Ou Ck(t — k) est une solution générale de 1'équation :

O(B)Cu(t — k) =0
et ou I(t — k) est une fonction quelconque, vérifiant la relation :
O(B)Ix(t—k) = ©O(B)g
t—k—1
— ]k(t—]{?): Z Qﬁj&ft_j Vi>k+1
=0

J
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D’ou
t—k—1

Xt = Z 2/1]-6157]' + Ck(t — k)

Jj=0
- La fonction complémemtaire en tant qu’espérance condition-
nelle

Une des propriétés de la fonction complémentaire C, est qu’elle varie en
changeant d’origine £ :

k
Crlt —k) = Chm(t—k+m)+ > b e

j=k—m+1
Preuve. D’apreés la relation 1.18 on a :
+o00 t—k—1
Xt = Z¢j€t —j Z Q,D S —j + Z @Z) St —j (121)
7=0 7=0 j=t—k

Or la représentation p(B)X; = 0(B)e; est une équation différentielle de so-

lution :
t—

= Cip(t — k) +

—1
b€y (1.22)

M?r

Il
o

J
D’ou a partir d'une comparaison des relations 1.21 et 1.22 on a :

k)= e (1.23)

j=t—Fk

Or, la relation 1.18 peut s’écrire sous la forme :

t—k—1 t—k+m—1
Zwem Z¢5t]+ S e+ Z Ve (1.24)
Jj=t—k j=t—k+m

On tire a partir de 1.23 et 1.24

k
Crlt —k) = Com(t —k+m)+ D e (1.25)

j=t—m-+1

Il en résulte que C) change avec 'origine k. m
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Une autre propriété fournie par la forme tronquée est celle que la fonction
complémentaire coincide avec I’espérance conditionnelle de X; sachant X et
I'on a :

E (X | Xi) = Cr(t — k)

Preuve.

t—k—1 +o00
E(Xt | Xk) = F <0k<t — k)) + wjgt—j | Z¢j€k_j>

= E(Ci(t—k) | {ex—jyzo0}) + ;B (et | {er—jii>0))
= Oyt —k) careg iid ~ N(0,0%)

1.6.3.3 Forme inversée du modéle

La forme inversée du modeéle est ’expression du bruit blanc en fonction des
termes du processus qui s’écrit :

- L’expression général des {7;}
Partant de :

{ ®(B)X; = O(B)z (1.26)

e; = I(B)X,

Apres substitution, on obtient

®(B)X, = O(B)I(B)X,
— &(B) = O(B)I(B)

p+d . q 400 '
= 1-) @B = <1 = 9k3k> <1 - ij@>
i=1

j=1 k=1

Ce qui permet d’écrire :

T = 0171']',1 —+ 9271']‘,2 + ...+ eqﬂ'ij + ®w; pour ] >0
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avec m; =0,Vj <0,90;, =0,Vj>p+d

Or, pour j > p + d A q les poids 7; représentent les solutions de ’équation
différentielle :

@(B)T('j =0

Remarque 12 Le processus auto régressif moyenne mobile ARM A posséde
les trois représentations précédentes en remplagant seulement, les ¢;,5 > 0
par les ¢;,5 > 0.

1.7 Conclusion

Dans ce premier chapitre nous avons présenté les notions et préliminaires
de bases et quelques notations utilisés en séries chronologiques, nous présen-
tons les processus linéaires stationnaires ainsi que les fonctions d’autocova-
riance et la fonction d’autocorrélation.

Dans le chapitre suivant, nous allons aborder une classe importante des
processus, qui est les processus & mémoire longue.
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Chapitre 2

Processus a mémoire longue

Sommaire

2.1 INtroducCtion ...cooeeeiiiiiiiiiiee e 22
2.2 Processus & mémoire longue.............ooeevvvviiiiiiiiiiiiinnnnns 23
2.3 La mémoire longue............cccoeeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii 24
2.4 Les processus ARFIMA............coiiiiiiii, 29
2.5 Quelques exemples de processus & mémoire longue.. 42
2.6 CONCIUSION. .. eeiiiiiiiiiiee e et eeeeeeaes 45

2.1 Introduction

L’étude des modeéles a « longue mémoire » et leurs applications consti-
tuent actuellement un des domaines populaires de la recherche statistique.

Depuis une vingtaine d’années, la littérature est abondante et riche en ré-
sultats. On peut citer les ouvrages généraux de Beran (1994), Deniau, Douk-
lan, Oppenheim et Renault (2000), Doukhan, Oppenheim et Taqqu (2003)
et Robinson (2003). Les domaines d’applications utilisant ces modéles n’ont
cessé de se développer ces derniéres années, touchant des domaines variés.
Citons quelques travaux couvrant un large spectre : Hurst (1951), Hosking
(1984) en hydrologie, Mandelbot (1962), Lo (1991), Willinger, Taqqu et Teve-
rovsky (1999) en finance, Hassler et Wolters (1995) en macroéconomie, Graf
(1983), Beran et Terrin (1996) en géophysique, Taqqu, Willinger, Sherman
et Wilson (1997) en télécommunications.
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D’autres domaines d’applications plus récents ont fait également 1’objet
de la modélisation & « longue mémoire » : la psychologie, Wagennakers, Far-
rel et Ratcli (2004), Tore, Delignieers et Lemoine (2006) et la démographie,
Gil-Alana (2003) et Mishra (2008).

Dans ce chapitre, nous nous intéréssons & une classe de processus a mé-
moire longue dont la fonction d’autocovariance varie réguliérement & 1’infini,
et nous nous intéréssons principalement au plus classique des modéles uti-
lisés dans un cadre paramétrique le modele ARFIM A(p;d;q), qui est une
extension des modeéles ARIM A ; ces modeéles possedent un pole fractionnaire
au point z = 1 qui introduit une structure de vraisemblance & longue por-
tée. Une autre classe de modéle, moins populaire, le mouvement brownien
fractionnaire noté FBM et le bruit Gaussien fractionnaire FGN .

2.2 Processus a mémoire longue

Soient (€2, F, P) un espace de probabilité, 7" un ensemble d’indices et (£,
€) un espace mesurable. On appelle processus aléatoire une famille X =
{X},t € T}, de variables aléatoires a valeurs dans (F, ¢) indexées par t € T..

Le parameétre t ici représente le temps. Lorsque 1" C Z, nous dirons que
le processus est a temps discret ou encore que le processus est une série
chronologique et lorsque 7" C R, le processus est a temps continu. Dans la
suite,on ne s’intéresse qu’aux séries chronologiques.

Quant & (E;e), on considérera tout au long de ce mémoire (R?; B(RP))
avec p > 1, o B(RP) est la tribu de Borel de R?.

2.2.1 Décomposition de Wold

Soit X un processus stationnaire et centré. On appelle M = S p{X;,t € L},
I’enveloppe linéaire du processus (’adhérence dans L*(2, F', P) des combinai-
sons linéaires finies Y 7| a; Xy,

On note de fagon similaire M,, = STp {Xi,—o<t<n}let M_,, =N

n=—oo

M,,.

Pour tout n, M,, est un sous espace vectoriel fermé de ’espace de Hibert M.
Le processus X est dit déterministe si et seulement si, pour tout ¢t € Z, X; ap-

partient & M_ .. Ces processus sont aussi appelés processus singuliers. Ainsi,
un processus sera dit purement non déterministe ou régulier si et seulement
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si M_o, = {0}.

Théoréme 13 (Décomposition de Wold). Tout processus stationnaire X est
la somme de processus réqulier et de processus singulier; ces deux processus
sont orthogonaux et la décomposition est unique. Ainsi, un processus station-
naire purement non déterministe peut s’écrire sous la forme

Xt = Zwkzt*k (21)
k=0

ot 1Py = 1,5, , i < 00,Z; ~ BB(0,0?), et Z,

2.3 La mémoire longue

D’une maniere générale, un processus est appelé processus a mémoire
longue si ce processus est stationnaire au sens large et si sa fonction d’auto-
covariance n’est pas absolument sommable.

Meéme s’il semble y avoir un accord général selon lequel pour avoir la
mémoire longue, les séries chronologiques doivent présenter une décroissance
lente de la fonction d’autocovariance, la condition > ;> _ |y(h)] = oo est

trop générale pour pouvoir développer une théorie statistique pertinente.
Certaines restrictions sont donc nécessaires sur la forme de la décroissance
de la fonction d’autocovariance a l'infini. Ces restrictions peuvent porter soit
directement sur la fonction d’autocovariance, soit sur les propriétés de la
densité spectrale dans un voisinage de la fréquence nulle. Ces deux types de
conditions ne sont pas équivalentes.

Définition 14 Un processus stationnaire (X:)i>o de fonction d’auto-covariance
vx €est a mémoire longue au sens de la covariance si :

Yx(h) ~ Ly (h)**! quand h — oo, (2.2)

ou d est le parameétre de mémoire, L;(-) est une fonction a variation lente
a 'infini, i.e si pour tout a > 0,lim; o Li(ah)/Li(h) =1 et d < 1/2.

Une autre définition de la longue mémoire tres utilisée dans le domaine
spectral est donnée par :
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Définition 15 Un processus stationnaire (X;)i>o de densité spectrale fx est
un processus a mémoire longue st

Fx(N) ~ A Lo(1/1A) quand A — 0 (2.3)

ot Lo(-) une fonction a variation lente o Uinfini et d < 1/2.

(Voir la définition de la densité spectrale page 49).

On remarque donc que quand d > 1/2 la fonction fx définie en 2.3 n’est
pas intégrable et ne correspond donc pas a la densité spectrale d’un processus
stationnaire.

Ce cas sera exploré dans la suite a travers I'introduction des M (d) pro-
cessus et la notion de densité spectrale généralisée introduite par Yaglom
[1958] (VOiI‘ réf[14]).

Une troisiéme définition est basée directement sur la décomposition de
Wold du processus 2.1.

Définition 16 Soit (X;)i>0 un processus régulier et soit X; = Z;io V2

ou {Z }i>0 est un bruit blanc sa décomposition de Wold. Nous dirons que le
processus (Xi)i>o est a mémoire longue si

¥y~ j7 Ls(4), quand j — oo (2.4)

ot Ls(+) est une fonction a variation lente a l'infini et d < 1/2.

Ces trois définitions de la longue mémoire ne sont pas équivalentes & moins
de rajouter des hypothéses supplémentaires.

Théoréme 17 Soit (X;);>0 un processus stationnaire régulier de décompo-
sition de Wold donné en 2.1

Xe =) Zis
k=0
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ot {Z;} est une sequence de bruit blanc. Si on suppose que 0 < d < 1/2
alors

— Si le processus (Xy)i>o satisfait 2.4 alors il satisfait aussi 2.2.
— Si la fonction L1(-) est quasi-monotone et & variation lente, alors 2.2
entraine 2.3.

La preuve se trouve dans [Palma, 2007, Page 40]. Un ensemble de défini-
tions alternatives sont obtenues en imposant des conditions supplémentaires
sur le choix des fonctions a variations lentes L1(); L2() et L3(). Voir Palma
[2007] et les références qui s’y trouvent.

Nous opterons dans la suite pour une classe plus générale de processus pas
nécessairement stationnaires mais qui peuvent étre rendus stationnaires en
leur appliquant un nombre fini de dimérentiation. Cette classe de processus
comprend & la fois les processus a longue mémoire, les processus & racine
unité et les processus & courte mémoire. Nous appelons dans la suite ce type
de processus M (d) ou d est le parameétre de mémoire.

2.3.1 Définition des M(d) Processus

Soit X = {X;,t € Z} un processus a valeurs réelles pas nécessairement
stationnaire.

On note par I 'opérateur identité et par B 'opérateur retard définis respec-
tivement par

[IX]t £ X, et [BX], wf X, t€Z (2.5)

Nous définissons récursivement pour un entier X > 1, B¥ = Bo BX~!. En
outre, notons

[AX]; Vopérateur de différentiation :

AX, Y X, - X, tez (2.6)

De méme, nous définissons récursivement, pour un entier K > 1, la différen-
tiation d’ordre K comme : AKX = A o AKL

Définition 18 Un processus X est dit stationnaire au K — iéme ordre si le
processus
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([AKX],) est stationnaire.

Soit f une fonction positive sur [—7, 7] symétrique tel qu’il existe un entier
K satisfaisant la condition,

/ 11— e 2K F(A)dA < oo

—T

Définition 19 Le processus X admet comme densité spectrale généralisée f
si ([AK X];)est stationnaire.

f(A) = 1= e P F() (2.7)

Cette classe de processus inclut non seulement les processus a mémoire
courte et les processus & mémoire longue, mais également les processus ARIMA
et les processus ARFIMA .

Nous allons maintenant définir les processus admettant le paramétre de
mémoire d, plus simplement les processus M (d) (nous parlerons aussi de
M (d)-processus). On définira d’abord cette notion pour les processus sta-

tionnaires, o d < 1/2 et ensuite on étendra cette définition pour d € R.

Soit f* une fonction positive, paire, bornée sur (—7, 7) et minorée par une
constante strictement positive dans un voisinage de l’origine. Un processus
stationnaire X est un processus M(d) de paramétre de mémoire d, —oco <

d < 1/2 et de densité spectrale courte mémoire f*, si sa densité spectrale est

donnée par :

FOO S 1 — e A2 (), N e (=, 7). (2.8)

Pour d > 1/2, on considére les processus non-stationnaires et on étend la
définition précédente, valide pour les processus stationnaires de la maniére
suivante.
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Définition 20 On dit que le processus X de paramétre de mémoire d € R est
un M (d)-processus de densité spectrale courte mémoire f*, si f* est positive,
paire, bornée sur (—m, ) et minorée par une constante strictement positive
dans un voisinage de l'origine et pour n’importe quel entier K > d—1/2, son
K —iéme ordre de différentiation ([AXX];)

est stationnaire de densité spectrale

FOEX(N) =1 —e— i E=Df()), Ne(—m,7) (2.9)

Nous excluons par cette définition la présence de composantes & variations
lentes dans la densité spectrale 4 la fréquence nulle. Observons que fAX X ())
dans 2.9 est intégrable

si —(K —d) < 1/2. Observons q'un processus M (d) est stationnaire unique-
ment si d < 1/2.

Pour d > 1/2, un processus M (d) n’est pas stationnaire, mais nous pouvons
néanmoins lui associer la densité spectrale généralisée

fx(N) = 1= e 75 (N) (2.10)
Le processus X sera dit :
— & longue mémoire si 0 < d < 1/2,
— a courte mémoire si d = 0,

— & mémoire négative si d < 0; dans ce cas, le processus est non inversible

sid< —1/2,

— Si d > 1/2, le processus est non stationnaire.

Remarque 21 La définition des M (d)-processus a été proposée par Hur-
vich and Ray [1995] (voir ref[15]). Une définition alternative pour les M (d)-
processus a été introduite par Robinson [1994] et utilisée plus récemment
par d’autres auteurs (voir Tanaka [1999] (voir ref{16]), Shimotsu and Phillips
[2005] (voir ref{ 17]), Shimotsu and Phillips [2006] (voir ref{18]) ). Leur définition
ne repose plus sur le fait qu’il faille différencier plusieurs fois la série mais
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plutét sur une troncature de l’opérateur d’intégration/différentiation fraction-
naire. Les processus ainst construits ne sont plus stationnaires mais asympto-
tiquement stationnaires. Les deux approches présentent des avantages et des
mconvénients.

Le parameétre de mémoire d joue un roéle trés important dans la définition
des M (d)-processus car il caractérise le comportement de la densité spectrale
généralisée f(A) aux basses fréquences. En effet, si on suppose que f* est

continue en zéro, alors (2.10) implique que f()\) ~ [A|72¢f*(0) quand X\ — 0.

Permettre a d de prendre des valeurs non entiéres produit un changement
fondamental dans la structure de corrélation d'un processus fractionnaire
comparativement & la structure de corrélation d’une série chronologique stan-

dard telle que les modeles ARM A. L’étude des M (d)-processus a récemment
attiré 'attention parmi les théoriciens et les praticiens. En économétrie, les

M (d)-processus avec d > 0 fournissent des modeles pertinents pour de nom-
breuses séries macro-économiques (inflation, taux d’intérét, taux de change,
qui ne sont pas stationnaires . . .) aussi bien que certaines séries financiéres

(modélisation de la volatilité des rendements des actifs financiers, modeéles
de taux,...).

2.4 Les processus ARFIMA

Dans cette section, nous étudions les processus ARFIMA qui sont les
modéles les plus simples présentant la longue mémoire.

Le processus & mémoire longue trés répandu est le processus autorégressif
fractionnaire intégré et a moyenne mobile dit processus ARFIM A(p;d;q)
ou p représente le nombre de coefficient de la partie AR, d le paramétre de
mémoire et ¢ le nombre de coefficients de la partie M A. Ce processus est
devenu trés populaire depuis son introduction au début des années 1980,
principalement & cause de sa structure mathématique relativement simple
et de ses nombreux points communs avec les modéles ARM A, qui restent
le modeéle prédominant pour I’analyse des séries chronologiques linéaires. Le
processus a été originellement proposée par Granger and Joyeux [1980] et
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Hosking [1981] comme une extension des modeles ARIMA au cas ou les
valeurs de d appartiendrait a (—1/2;1/2).

L’approche ARFIM A permet en ce sens d’atténuer les contraintes pesant
sur les paramétres du modeéle qui devaient modéliser le comportement & la
fois de court terme et de long terme de la série. Avec les processus ARFIMA,
le comportement de court terme des séries peut étre saisi par les parameétres
ARM A et le comportement de court terme et long terme par le paramétre
d’intégration fractionnaire d.

2.4.1 Le processus ARFIMA(O, d, 0)

Le processus ARFIMA(0,d,0) noté (X;) encore appelé bruit fraction-
naire FN(d,c?) ou d est le paramétre de mémoire ou parameétre de différen-
ciation fractionnaire et ¢? la variance de I'innovation est une classe parti-

culiere de processus ARFIM A(p,d, q) dans laquelle les polyndomes ¢(B) et
0(B) des parties AR et M A sont reduits a 'opérateur identité /. Ainsi, il se
définit par

Définition 22 soit d € |—3,1[, (X;) est un processus ARFIMA(0,d,0)
s’il satisfait I’équation
(I — B)'X, =¢

g~ bb(0,0?) et B est lopérateur retard (B’ X, = X;_;)

Remarque 23 On a

(I -B) ™= ;)ijj
]:

ou

d(d—1)...(d—j+1)

7!
I'(j—d)
I'(j+d)T(—d)
—1—

0<k<j
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[ (x) étant la fonction Gamma définie par

Jot e, sia >0
00, stx =0
' T(1+z), siz<O0

I'(z) =

Un processus (X;),., est dit inversible s’il existe une suite de constantes

(0.9}
(m;) telle que Zoﬂ'? < oo et
]:

o0
&= X1
i=0
Pour un processus fractionnaires (I — B)"?X; = &;, on a :

I'(j—d
(=)' (j+d+1)

Un processus (X;),., est dit causal s’il existe une suite de constantes (wj)

7Tj:

telle que 1/15 < 00 et
7=0

X, = (I-B)%,
= Zwﬁt*j
7=0

Si (X¢),cy est un processus fractionnaire ARIMA (0, d, 0), on a le déve-
loppement en série de

(I-B)y =Y ¢,B
=0
ou

v = (_d”_d_”ﬁ'(_d_‘j“) (=), 7=0,1,2,..
I'(j+d)

LT (+1)

k—14+d

Y
0<k<j k

j=0,1,2, ..
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et

(F (d+j+1)

7»/1]‘—1 J

d+j—
VO s )]
J

Le processus (I — B)?X; = &; est causal et inversible si et seulement
1 d 1
—3<d<j.

ol

Vi

a.Fonction d’autocovariance v(h) d’un processus ARIMA (0,d, 0)
Soit (X}) un processus ARIM A(0,d,0), on a

ViX, =g, &V i =X, = Zoz/}jst_j
]:

11 est clair que le processus (X;) est centré et on a pour i > 0,

v(h) = E(XiXpn) — E(Xy) E(Xein)
v(h) = E(XinXy)

= FE <§: %&j) (i ¢k€t+hk>
§=0 §=0

o
2
= 0 Z% Vivin
]:

L& T(+d  T(G+h+d
v(h) = o ;F(j+1)F(d)F(j+h+1)F(d)

b. Densité spectrale d’un processus ARIMA (0, d, 0)
On a

VdXt = &t

ou (g;) est un processus de bruit blanc de variance o?.
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Xt = Vﬁdé‘t
= (I - B) %,
= > ¢j€t—j
j=0
= ¢ (B)
(X;) est stationnaire de deuxiéme ordre, donc la densité spectrale fx ()

du processus (X;)
s’ecrit :

Fx ) = [ (™) £ )

ou )
o
€ A) = —
=2
est la densité spectrale du processus de bruit blanc (), donc
—iN|—2d 0'2
2 A A A M\ |
= ;_77 cos? 5 + sin? 5~ (COS2 (5) —1sin?2 (5))
comme
A A A
COSA = cos?2 (5) = cos? (5) — sin? <§)
A A A
sinA\ = sin?2 (§> = 2cos <§> sin (§>
d’ou
2 A A A A A —2d
fx(\) = ;—W cos? 3 + sin? 5 cos” <§> + sin? (5) + 92 cos B) sin 5
e T WA WD S
= — |2sin— | 72cos = + sin —
2w 2 2 2
= — |2sin — Sin — + 72 Cos —
2w 2 2 2
2 —2d
- 2 2sin —
2 2
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donc la fonction d’autocovariance v (h) s’écrit

v (h) = / "y () dA

—Tr
2sin —

™ 2
_ i 9
v(h) = /_ e 5
2 T A —2d
= 0—/ cos (hA) <QSin —> dA
T Jo 2

—2d

A X

et en utilisant ’égalité

meos (B) T (n+1)2

" oon—1 _
/0 cos (kx) sin" (z) do = n T (n+l2€+1) T (n—l2c+1)

on obtient

(=1)"T' (1 —2d) 2
LA R s v ) L

h=0,1,2

La mémoire d’un processus peut-étre caractérisée par les propriétés de sa
fonction d’autocovariance ou de sa densité spectrale.

1. Un processus est dit a longue mémoire si

RO = 4
f(0) = 4.

L’autocovariance entre des observations éloignées du processus n’est
pas négligeable.

2. Un processus a courte mémoire sera caractérisé par la propriété suivante

o0

> Gl < +oo

j==o00

f(0) < +oo.

Sid e }—l, %[ alors il existe un unique processus stationnaire (X;),.,

solution de (I — B)™?X; = ;,Vt € Z.Il est

[\
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défini par
Xt = Z bjEtfj
j=0
ou .
I'(j+4d)
F@rG+1)
Soit f,~, corr, corrpart les fonctions de la densité spectrale, autocova-
riance, autocorrélation partielle associées au processus (X;), on a alors

bj:

[\

o _in|-2d
fA) = %|1—€ |
2 —2d
= 2 |2sin (3>
27 2
~1)"T' (1 -2d
’}/(h) — ( ) ( ) 0_2’
TA+h—d)T(1—h+d
I'(h+d)T'(1—4d) kE—1+d
By — _ AT 10
corrh) = Fh—arur oL, Fod .
corrpart (h) = d/(h—d), h=1,2,..,
Preuve. Montrons que d € ]—%, % [ & 1l existe un unique processus (X;),.;,

solution de (I — B)™?X; = &;,Vt € Z tel que
Xt = Z bjgt—j‘
=0

1¢ Cas : 0 < d < 3
Les coeffcients b; sont ceux du développement de (1 — 2)". s appar-
tiennent & L?; et d’ou Y bje~™ converge dans L? (]—m, 7, \) .

7=0
De plus, par un théoréme de Carleman, cette série de fonctions converge

[e.e]

ponctuellement presque partout vers (1 — e")‘) - > bje—j converge dans
j=0

L? et est stationnaire.

Si €; est représenté par

£ = / eMdW (N)

—T
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ou {W (A),— m < A <7} est un processus a valeurs complexes et a ac-
croissements orthogonaux, alors

(I — B) e, = / e (1 - e_i’\)_d dW (\)
Si (aj), ey est la suite des coeffcient du développement (I — Z )4, alors
(@));en € 1'. On peut
appliquer Popérateur (I — B)? au processus (I — B) %, et

(I-B)Y(I-B) %, = / T e (1 e e ()

—T

= / ’ eMAW (N)

—T

= Et

Le processus X; = (I — B)~%¢; est donc bien solution du probléme.
Montrons I'unicité de cette solution. Soit y (h) = [7_e*dZy (X)une autre
solution stationnaire, ot {Zy (\), — 7 < A < 7} est un processus a valeurs

complexes et a accroissements orthogonaux.
(I — B)Y, =¢
Or la solution calculée est X; = (I — B) ‘¢,
X, = (I-B)I - B,
_ / TN (1 - e (1 - e ) azy ()

—T

= / eMdZy (N)

—T

= Y

QemeCas:—%<d<0

La démonstration est similaire a cela prés qu’on applique a ¢; d’abord
le filtre dans ' (obtenant ainsi un processus & densité spectrale continue
bornée) puis le filtre inverse a coeffcients dans (2.

Cas d = 0 : Il ne présente pas d’intérét.
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La densité spectrale de (X}), se calcule directement par

Q
no

fx(\) = 1— e

% ¥

2sin —
2

[\
=)

d’ou 'autocovariance :

(-D'ra-2a)

vhEN, OOU(h)ZF(1+h—d)F(1—h+d)U

L’application de I'algorithme de Durbin —Levinson donne pour l'autocorré-
lation partielle d’ordre h :

 T(h—-d)T(1—d)
Corrpart (h) = T (h—dil)
d
- h_d

2.4.2 Le processus ARFIMA (p, d, q)
Soit d € |—1, 1], (X¢),cy est un processus ARFIMA (p,d,q) si (X;),.y, est

202
une solution stationnaire de ’équation

o(B)(I — B) X, = 0(B)z, (2.11)

ol ¢ et A sont des polyndémes premiers entre eux de degré respectif p et ¢
et &, un processus de bruit blanc (0, c?).

On voit immédiatement que (X;),., est un processus ARFIMA(p,d, q)
si et seulement si Y; = (I — B)4X; est un processus ARM A(p, q).

On peut remarquer aussi, que si de plus 6 (z) n’a pas de zéro dans le disque
unité fermé, alors le processus Y; = ¢ (B) 67 (B) X, vérifie (I — B)Y; = ¢,,et
¢(B)X; = 0(B)Y;, on peut donc voir un processus ARFIMA (p, d, q) comme
un processus "ARMA (p, q)" conduit par un bruit fractionnaire.
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a. Propriétés d’un processus ARFIMA (p,d,q)

Soit d € ] 11 [ , ¢ et O deux polyndmes sans racines communes.

202
1. Si ¢(z) # 0 pour chaque |z| = 1l,alors il existe une unique solution
00 00 )
donnée parX; = 3> ¢, (1 — B) e outp(z) = 2 Y = %.
j=—00 j=—00

2. La solution de (X;) est causale si et seulement si ¢ (z) # 0 pour |z| < 1.
3. La solution est inversible si et seulement si 0 (z) # 0 pour |z| < 1.

4. Sila solution (X}),., est causale et inversible, alors si d # 0, la fonction
d’autocorrelation

p(h)=o (") quand h — oo

et sa densité spectrale

02

fF) = o

™

i (672‘)\)
gb (e—i/\

L’existence et I'unicité d’une solution (X;),., d'un modele ARIM A(p; d; q)
se montrent de maniére analogue a ceux des modeles ARM A classiques et a
ceux d’un processus fractionnaire ARIM A(0, d,0) du Théoréme 1 précédent.

Montrons les propriétés de la fonction d’autocorrélation p (h)

Si (X}),ez est causale ¢ (2) # 0, ]z| < 1, on écrit :

1= e

~—

o0

thqﬁ(B)Yt: ; ¢th—j
ou
Y, = (1-B) "¢
et
b = X
_ ()
o(2)



Soit 7y (.) la fonction d’autocovariance de (Y;) et vy (.) celle du processus

(Xt)iez- On a:

Yx (h) = cov(Xipn, Xi) = E(XpynXy) — B (Xeqn) B (Xy)

(i_ 1/1]Yt+h—j> <ki_ %Yt—k>

= lim Zn: i V0B (Yeen—Yi )

= j—_nk=—n

E (Xt+h7 Xt) = lim F

n—:aoo

Comme

EYVin—Yer) = cov(Yien—j, Yir) + E (Yipn—j) E (Yier)
= W (h—j+k)+[EX),

donc

E(XunX) = 5 5 i [ry (h—j+ k) + [E (D]

j=—00 k=—o00

et
Tx (h) = cov(Xipn, Xi)
= 5 % vty (- 4k
= j_ioo k:ioo ¢j¢j+k7¥ (h—k)
S RICEUEE
ou vy (k) = i V0,4 est la fonction d’autocovariance d’un processus

j=—o00

ARM A dont le bruit blanc a pour variance 02 = 1. Donc

7 (k)] < er

avec 0 < r < 1 (Comportement de la fonction d’autocovariance d'un

processus ARM A classique).
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Ainsi, la quantité.

h'=24 S 5 (k)] — 0 quand h — oc.
|k|>Vh

Par ailleurs,

W25 (h) = W72 F(k)vyy (h—F)
|k|>Vh

+R2NT F (k) vy (h— k)
k| <Vh

Le premier terme du deuxiéme membre tend vers zéro car 7y (h — k) reste
toujours bornée.

Or

b=k = of(h-k")
_ 0(h2d*1)

quand h — oo uniformément pour tout k tel que |k| < V.

h*=1y (h) converge vers C Y. 7 (k) quand h —

k=—o00

On en déduit que

+00.
Donc, la fonction d’autocorrélation

p (k) =o ("), quand h — +oo.
La densité spectrale de (X;) satisfaisant le modeéle
Xy =v(B)Y,,

s’écrit
fx ) =0 (™) fr (V)

ol fx (A) est la densité spectrale du processus (Y;),.,, -
Comme (Y}),.,, est un processus fractionnaire ARIMA (0, d, 0) vérifiant

(1-B) Y, =¢

ol g ~ bb(0,0?),
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par ailleurs
U (z) =0(2)/0(2)

2

: I1- e_"’\‘ﬂd

g

fx()\)zg

0 (=)
¢ (e7)

et quand A — 0

ey (50)

b.Exemple de processus ARFIMA
On représente 1000 observations simulées d'un ARFIM A(1,d,0) avec

d=0.4, = 0.5 et la variance d’innovation ¢ = 1. On observe une décrois-

sance lente de I’auto-corrélogramme empirique.
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Fig. 2.1 - 1000 observations d’un processus
ARFIMA(1, d, 0)

2.5 Quelques processus a mémoire longue

Dans cette section, nous étudions successivement le mouvement brownien
fractionnaire (FFBM) et le bruit Gaussien fractionnaire (FGN).

2.5.1 Le Mouvement Brownien fractionnaire (FBM)

Le FBM noté¢ BY(t) et défini sur R est un processus Gaussien a trajectoires
continues centré et de fonction d’auto-covariance

0.2

E (B"(t)B"(s)) = 5 ([t + s — |t = s*), t,s € R
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ou H € (0,1), est le paramétre de Hurst et o2 la variance d’innovation. La
valeur de H détermine la nature du FBM. Ainsi,

— si H = 1/2, le processus est en fait un mouvement brownien standard ;
— si H > 1/2, les incréments du processus sont positivement corrélés;
— si H < 1/2, les incréments du processus sont négativement corrélés.

Ce processus a été introduit par Mandelbrot and Van Ness [1968] pour expli-
quer le phénoméne de Hurst (persistance des périodes de crue et de décrue
des débits du fleuve Nil) observé par Hurst [1951] sur les données du Nil. Le

FBM est un processus auto-similaire i.e
B (at) £ |a|fBH(t), ott £ signifie égalité des lois fini-dimensionnelles.

Notons (B (k)), k € Z, les échantillons du FBM B (t), t € R aux instants
entiers avec H € (0,1). Les incréments du processus B (k) sont station-

naires ; sa densité spectrale généralisée est donnée & une constante multipli-
cative prés par (voir Samorodnitsky and Taqqu [1994]).

FroarO) Z N A+ 2k 2 A€ (—m7)

k=—o0

On peut 'exprimer sous la forme 2.10,

fren(N) = 11— e 72 fLpn V), (2.12)
en posant d = H +1/2 € (1/2,3/2) et

2H+1
+[2sin(A/2)]P Y TN+ 2k (2.13)
k#0

2sin(A/2)

f;BM(A> = \

2.5.2 Le Bruit Gaussien Fractionnaire (FGN)

Un processus X = {Xj,k € Z} est un FGN ¢'il se définit comme les
incréments d’'un F'BM aux instants entiers a savoir

ou (B (t)) est un mouvement Brownien fractionnaire de paramétre de Hurst
He|0,1).
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C’est un processus Gaussien centré stationnaire dont la fonction d’auto-
covariance y(h) = F(X;Xy4p) est donnée par

2
() [+ 1P+ = 1P - 2B he Zo (2.14)

ot H et 0% sont définis comme précédemment. Le comportement asympto-
tique de la fonction d’auto-covariance v d'un FFGN est donné par la relation

v(h) ~ 0c*H(2H + 1)h*" 1 as h — oo (2.15)

quand H # 1/2. Si on note d le paramétre de mémoire, alors, d = H — 1/2;
d’ou dans le cas du FGN, d appartient a (—1/2,1/2) et de fagon équivalente
2.15 se réecrit

v(h) ~ o2d(2d + 1) |h*""  as h— oo

Comme ~y(h) = 0 pour h > 1 quand H = 1/2 ou de fagon équivalente quand
d = 0, le processus X, est un bruit blanc dans ce cas. La densité spectrale
du FFGN est donnée par

o0

DA 1 1-2H
f()\) = OH (2 sin 5) o m ~ OHl)\| quand A— 0,
(2.16)
ou C'y est une constante. Comme application, on représente 1000 observations

simulées d’'un FGN avec 02 = 1 et d = 0.4. On observe une décroissance lente
de la courbe d’autocorrélogramme empirique comme attendu.
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Fig. 2.2 - 1000 observations d'un FGN(0.4)
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons discuté une classe importante de processus,
qui est la classe des processus a longue mémoire. Nous nous sommes intéréssé
en particulier au processus ARFIM A.Pour un premier temps, nous avons
définie les M (d) — processus admettant le paramétre de mémoire d < 1/2
pour les processus stationnaire, puis pour d € R.Par la suite nous avons
donner quelques exemples de processus & mémoire longue, soit, le mouvement
Brownien fractionnaire (FBM), le bruit Gaussien fractionnaire (FGN).
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Chapitre 3

Analyse spectrale

Sommaire

3.1 Introduction. ... ...... ... ... . . ... 23
3.2 Suites et sériesde Fourier . . .. ................. 24
3.3 Densitéspectrale . . .. ... ... 26
3.4 Périodogramme . . .. ... .. 33
3.5 Utilité de la densité spectrale . . . .................... 37
3.6 Lesfiltres........... ... ... ........ 37
3.7 Conclusion . . ... . . 39

3.1 Introduction

Depuis de nombreuses décennies, I’analyse spectrale est un des axes ma-
jeurs du traitement des séries chronologiques. Les méthodes et les outils as-
sociés ont considérablement évolué, initialement basées sur la transformée de
Fourier puis reliées & des modélisations paramétriques, ces techniques se sont
adaptées pour suivre ’évolution de signaux non stationnaires. Ainsi, I’analyse
spectrale continue d’intéresser les chercheurs en traitement du signal.

Ce chapitre a pour but de présenter les principes de cet axe du traitement
du signal.
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3.2 Suites et séries de Fourier

Soit x; une série chronologique mesurée en temps discret a des dates
équidistantes. Faire une décomposition de Fourier de x; consiste a la projeter
sur une base, composée de fonctions élémentaires et orthogonales entre elles.

Un ensemble de fonctions f; = 0,...,00 est appelé systeme orthogonal de
fonction si :

ffj dx—()j;ém Jjym=20,...,00
( fm ) d # 0 Va ) (3:1)

Ce systéme est dit complet s’il n’existe pas de fonction g (x) telle que :

/|mex=oagmwu@=OV¢ (3.2)

Dans le cas d’une décomposition de Fourier, on choisit le systéme de fonctions
orthogonales :

cos (w;t) ,sin (w;t); j=0,...00;w; € [—m,7|

Décomposer z; en série de Fourier consiste alors a trouver les coefficients a;
et b; tels que :

Z a; cos (wt) + b; sin (wt)) (3.3)
=0
En pratique, on mesure le processus discret x; sur N périodes (t =0,..., N — 1)

, comme on a /N observations, on va vouloir les projeter sur un total de N
fonctions de type (a; cos (w;t), b; sin (w;t)).

— Si N est impair donc (N — 1 pair), on consideére les fréquences

21y — 0. N -1
wi= IOy

On peut alors construire le systéme de fonctions :

N-—-1 N-—-1
{sinOt,...,Sin %t,cos()t, .err, COS %t}

48



N-1)

. Il y a exactement + 1 fonctions sinus et le méme nombre de
fonctions cosinus, soit un total de (N + 1) fonctions.

Cependant, pour j = 0,le sinus est nul V¢. On considére alors le sys-

teme :

Fhein T oy

qui comporte alors N fonctions.

. 27 . m(N—-1)
sin —t, ..., sin ————=t, cos 0t, ...., cos

— Si N est pair, on obtient le systéeme :

{sin 0t, ..., sin 7rt, cos O¢, ..., cos wt }

mais pour j =0et j = % les sinus sont nuls, par conséquent le systéme

est
_ 27Tt _ 7T(N—2)t 27rt ;
sin —t,...,sin ——— ¢, cos —¢, ....,COS T

N ) ) N ) N ) )

on a au total N fonctions.

On a donc la décomposition de x; en série de Fourier :x; = Zfi](\)[) (aj cosS (2%) + b; sin (2%))

o L(N) =% si N est pair, et L (N) ==L si N est impair.
Pour le calcul des coefficients a; et b; on utilise la méthode des moindres
carrés, qui donne :

A
bj:

7 =0,.., % si N est impair et si IV est pair, les résultats ne sont pas
tres différents. Simplement, les fréquences w; sont définies, pour j =0, ..., %
pour les termes en cosinus, et j = 0, ..., % — 1 pour les termes en sinus. La
valeur des Zj ne change donc pas, tandis qu’il faudra rajouter un 6% qui vaut

—T.

Définition 24 (Transformée de Fourier) Etant donné une fonction g (z)
définie sur une infinité de points discrets, on appelle transformée de Fourier
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de g (x) la fonction f (w) définie par :

F@)= 5 glme (3.4)

3.3 Densité spectrale

La densité spectrale, dans le domaine fréquentiel, est I’équivalent de la
fonction d’auto-covariance dans le domaine temporel. Elle permet de mettre
en évidence les phénomenes périodiques (cyclique ou saisonnier) et les phé-
nomeénes d’avances et de retard entre plusieurs séries. Considérons une série
univariée {Y;};° __, stationnaire et d’espérance . L’auto-covariance d’ordre j
s’écrit :

v; = E[(Yi —p) (Yiej — )] (3.5)

En supposant que la fonction d’auto-covariance soit absolument som-
mable, on définit la fonction génératrice des auto-covariances comme :

g (2)= Y 7# (3.6)

j=—o00

En divisant g, (z) par 27 et en 'évaluant en z = e~ on obtient la densité
spectrale de y en w :

sy (W) = 59 () = o Z yje (3.7)

Notons que la densité spectrale est une fonction de w, en donnant une
valeur particuliére a w et une séquence d’auto-covariance {’Yj};.;foo’ on peut
calculer la valeur de s, (w) .

En manipulant un peu la formule de Moivre et les propriétés des fonctions

trigonométriques, il vient :
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sy (w) = i Z 7, cos wj] (3.8)

27
Lj=—00
1 .
(@) = o %+2Zvjcos<w>]
L Jj=1

3.3.1 Propriétés de la densité spectrale

Les propriétés de la fonction densité spectrale sont :

Sy (W) est une fonction continue.

w) est a valeurs réelles.

Sy

(w)
(w)
sy (w) = ()
(w) =
(

<

1
2.
3.
4

W

Y2
<

5. 8y w)est une fonction périodique, de période 2.

Des lors, on se contentera d’évaluer cette fonction sur l'intervalle [0, 7.

3.3.2 Densité spectrale de quelques processus

Considérons un processus M A (co) donné par :
Yi=p+9¢(L)e

avec ¢ (L) = Z;’io 1/1ij, Z;io |¢j| < 00, F (g5) = {

La fonction génératrice d’auto-covariance est donnée par :

o2 t=s
0 st non

gy (2) =V (2) ¥ (=) (3.9)

D’ow, de 3.7, la densité spectrale pour un processus M A (00) est donnée par :

5y (w) = %0277/} (e7) v (e) (3.10)
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3.3.2.1 Processus bruit blanc

Soit un bruit blanc ¢, défini par :
g — N (0, 02)

La fonction d’auto-covariance d’un tel processus y; est nulle pour tout j # 0,
et vaut 02 en j = 0. Sa densité spectrale peut donc facilement étre calculée :

sy (w) = i

2T 21

70+227j cos(wj)] =2 (3.11)

j=1
On voit donc que la densité spectrale reste constante sur toute la bande de
fréquence d’ou le nom de bruit blanc.

3.3.2.2 Processus moyenne mobile

Supposons que Y; suit un processus M A(1),
Yi=¢e +0e

Ici,i (2) = 14 0z donc la densité spectrale est
sy (W) = (2m)7'o? (1+60e7™) (1 + 6e™)
= (2n) 'o? (14 6e™ + 0™ + 6%)
On utilise alors I'identité trigonométrique

e +0e ™ =2cosw

Et on obtient

sy (w) = (2m) ' o? [1+ 6 + 20 cos (w)] (3.12)

On voit que, si 6 est positif, s, (w) est une fonction monotone décroissante
de w, pour des fréquences situées dans l'intervalle [0,27] , et une fonction
monotone croissante dans le cas contraire
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3.3.2.3 Processus autorégressif

Supposons que Y; suit un processus AR (1) donné par :
Yi=c+oYi1+e

Ona®(z) = ﬁ avec |¢| < 1.

Donc, la densité spectrale est

1 o? 1 o?
sy (W) = 5= =

21 (1 — ge ) (1 — ge) 21 (1 — pe—iv — e + ¢°)

On trouve :
1 o?

Sy (W) = —
v (@) 21 (14 ¢* — 2 cos (w))
On voit alors que la densité spectrale est une fonction monotone croissante

en w lorsque ¢ < 0, et en est une fonction monotone croissante dans le cas
contraire.

(3.13)

3.3.2.4 Processus ARMA (p,q)

En général, pour un processus ARM A (p, q)

Yt =c+ ¢1}/t—1 + ¢2Y;5_2 + ...+ gbpyt—p +&+ ..+ let—l + ...+ ‘9q5t—q

La densité spectrale est donnée par :

02 (146167 4 Oge™ 2 + .. 4 ,e7'W) y (14 601e™ + 02 + ... + 0,')

Sy W) = — - - - - X -
ZJ( ) 21T (1 o ¢1€—zw + ¢2€—12w 4o+ ¢pe—zqw) (1 _ (blezw + ¢2612w 4+ .+ ¢p€zqw)

(3.14)
Si les polyndmes autorégressif et moyenne mobile sont factorisés comme suit :

L+ 01246022+ ..+ 0,27 = (1—m2) (1—1n2)... (1 —n,2)
1—012— 022" — ... — 0,27 = (1—X\2)(1—X2)...(1—),2)

Donc la densité spectrale peut étre écrite
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o2 Hll [14 73 — 21, cos ()]
sy(w)= Tt (3.15)
2 H 1A =2 cos (w)]

7=1

3.3.3 Calcul de Pauto-covariance a partir de la densité

spectrale

Si on connait la valeur de I'auto-covariance {’yj };i_oo, on peut calculer
la valeur de s, (w) pour n’importe quelle fréquence w. L’inverse est toujours
vrais, si on connait la valeur de s, (w) pour tout w dans [0,7] , on peut

calculer la valeur de la k%*™¢ auto-covariance k*™¢, Vv,. Cela signifie que
la densité spectrale s, (w) et la séquence d’auto-covariances contiennent la

méme information. La proposition suivante fournie une formule pour le calcul
de n’importe quelle auto-covariance a partir de la densité spectrale.

Proposition 25 Si la fonction d’auto-covariance vy, est absolument som-
mable, et si

 — wi 1
Sy(w):%'z 7€ ]:g

j=—o00

Yo +227j cos (wj)] (3.16)

J=1

Alors, on peut inverser cette derniére formule, ce qui donne :

o= [ swre = [, (o) cos(uk) o

—T —T
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Preuve

" —iwj 1 RS —iwk Jiwj
/ Sy (w)e ™™dw = %/ﬂ Z v e e dw

j=—o0

1

= o 7j/:[cos(w(k—j))+isin(k—j)]dw

j=—o0
Si on évalue cette derniére intégrale en k = j :

/7r [cos (w(k —j)) +isin(k — j)] dw =27

—T

Par contre, pour k # j, cette intégrale est nulle. On reste donc avec :

/ sy (W) e“Fdw = 7, (3.17)

—Tr

Pour dériver la seconde égalité, il faut se souvenir que s, (w) est symé-
trique autour de w = 0. Dés lors,

/ sy (W) edw =

-7 -7
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3.3.4 Interprétation de la densité spectrale

En posant £ = 0 dans I’équation 3.17, il vient :

| swdo=r,

—T

En d’autres termes, I’aire en-dessous du spectre représente la variance du pro-
. Py w1 o w1
cessus Y; concerné. Plus généralement, la grandeur [ s, (w)dw = 2 [ s, (W) dw

Représente la partie de la variance du processus qu’on peut attribuer a des
cycles de fréquences inférieures ou égale & w;. Par extension, la grandeur 7,
représente la portion de la variance de Y; qu’on peut attribuer a des cycles

de fréquence w.

Que signifie t-il d’attribuer une certaine portion de la variance de Y aux
cycles de fréquences inférieurs ou égale & wy ?

Pour explorer cette question, on considére le processus stochastique suivant,
supposons que la valeur de Y a la date t est déterminé par :

M
Y, = [ajcos (wjt) + & sin (w;t)] (3.18)
j=1
Ou o et 9, sont des variables centrées, ce qu'il veut dire que E (Y;) = 0 pour
tout ¢. Les séquences {aj}j]\il et {(53-}?11 sont non corrélées telle que :

2 .:k
E(ozjozk):{ 003 jj#k
E((Sjak) =0

La variance de Y; est alors :

E(Y?) =M [E(a?) cos? (wit) + E (67) sin? (w;t)]

=1

= Zj\il 02 [cos? (wjt) + sin® (w;t)]
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= Zg]\il o 32
Donc pour ce processus, la portion de la variance de Y due aux cycles de
fréquences w; est donnée par a?.
Si les fréquences sont ordonnées 0 < w; < wy < +++ < wy < m, la portion
de la variance deY” due aux cycles de fréquences inférieure ou égale & w; est

donnée par 07 4 05 + ... + 07,

3.4 Périodogramme

3.4.1 Construction et interprétation du périodogramme

On a estimé les coefficients de Fourier a; et b; en utilisant une régres-
sion par moindres carrés. Dans une analyse de régression classique, 1’étape
suivante consiste a effectuer une analyse de la variance. On a vu que la dé-

composition de X; en série de Fourier est :

X, = Z [aj cos (wjt) + b sin (w;t)]

J=0

La part de ) 27 expliquée par cos (w;t) vaut (§) a?, la part de ) 27 expli-
quée par sin (w;t) vaut (%) b?, et la part globale de 27 expliquée par les
N

cycles a la fréquence w; vaudra (3) (ajz + b?)

Cette proposition justifie la construction et la représentation d’une fonction

périodogramme, définie par :

I(Wj)—g

(af + 7). (3.19)

La découverte de pics dans cette fonction indique que les fréquences pour
lesquelles ces pics apparaissent sont les fréquences qui expliquent le mieux la
dynamique de X;. En remplagant les coefficients de Fourier par leurs valeurs,

on obtient :

I(wy) = % (Z zycosw; (t — 1)) + ( Tsinw; (¢ — 1)) (3.20)

t=
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1NN iwj(t—1)
G =N Zt:l Tye

Et donc

On peut se server du périodogramme pour repérer les périodicités dans les
données, comme on a montré ci-dessous, mais aussi pour épurer ces données
d’un certain bruit. Par exemple, on peut éliminer toutes les fréquences pour
lesquelles la valeur du périodogramme n’atteint pas un certain pourcentage
de la valeur maximale du périodogramme. Pour emectuer la transformation
inverse, repasser du périodogramme & une série chronologique, il suffit de
reconstruire la somme en annulant les coefficients de Fourier pour les fré-
quences «parasites », et de garder les coe¢ cients de Fourier correspondant
aux fréquences «significatives » .

3.4.2 Estimation de la densité spectrale
3.4.2.1 Estimateur « naturel »

L’idée la plus immédiate pour estimer la densité spectrale consiste & rem-
placer la fonction d’auto-covariance estimée dans la formule de la densité
spectrale. On commence par estimer la fonction d’auto-covariance :

L1 - S
fyj:TZ(Y;—Y)(Y;,j—Y) j=0,..,T-1
t=j+1

on obtient alors 'estimateur :

T T-1
~ 1 PO T P ~ :
Sy (w) = T E ve = 5 | o +2 E 7; cos (wj)] (3.21)
t=j+1 t=1

Examinons & présent les propriétés de cet estimateur :

1. On peut montrer, comme précédemment, que : 5, = |75, (w) dw =
2[5, (w) dw
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2. Distribution asymptotique. Fuller (1976) a montré qu’asymptotique-
ment,
25y (w)
sy(w) .
pour des fréquences différentes.

— X2 De plus, ces statistiques sont mutuellement indépendantes

3. Par conséquent, 'estimateur « naturel » est asymptotiquement sans

biais.En effet, comme 1’espérance d’'une x3 est 2,F [25;1(&"))] = 2. Ou

encore, E [5, (w)] = s, (w)

4. Le probléme est qu’une X2 a une variance bien trop large : ses quantiles a
95% sont [0.05, 7.4]. Notre estimateur naturel s’avére donc non efficace,
et son utilisation entraine trop d’imprécision.

3.4.2.2 Estimation paramétrique

On suppose que les données peuvent étre modélisées par un processus ARM A (p, q)
Yt =W + ¢1Y;5—1 + ¢2Y;f—2 +o Tt ¢pY;‘—p + e+ elEt—l +...+ qut—q-

Une excellente fagon pour estimer la densité spectrale est d’estimé d’abord
les parametres 1,01,04,9,,01,0, et o? par la méthode du maximum de vraisem-

) ) ) s s
blance. L’estimateur du maximum de vraisemblance (qﬁl,¢2,...,¢p,61,02,...,9q,0 )

va étre remplacé dans (3) pour estimer la densité spectrale s, (w) a n’importe
quel fréquence w.

Si le modeéle est correctement déterminé, plus la taille de I’échantillon est
grande, plus 'estimateur du maximum de vraisemblance va étre proche de la
vraie valeur; donc, I'estimateur de la densité spectrale doit avoir les méme

propriétés.
3.4.2.3 Estimation non paramétrique

Nous allons essayer de trouver un nouvel estimateur plus efficace en se
basant sur '’hypothése que s,(w) sera proche de s,(\) si w est proche de
A. Sous cette hypothese, on se conduit & penser qu'on peut estimer s,(w)

par une moyenne pondérée des 5,(w;), avec des A choisis dans un voisinage
de w. Cette supposition forme la base d’une autre classe d’estimateur de la
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population spectrale connue sous estimateur non paramétrique ou estimateur
par kernel. On calcul le nouvel estimateur 5,(w;) comme suit :

h
8y (W) =Dk (Wims w7) 5y (@Wjigm) (3.22)

m=h
Ou h est le paramétre bandwidth, qui indique combien de fréquences
différentes sont jugées utiles pour estimer s, (w;) . La fonction k(.) . est un
Kernel, appelée fenétre spectrale, c’est-a-dire une fonction de pondération

symétrique autour de 0, avec un maximum en m, et qui a la propriété :

Notons que cette technique ne délivre d’estimateur que pour certaines
fréquences définies & priori (celles pour lesquelles on peut estimer le pé-
riodogramme). Une approche est de prendre k (wjtm,w;) proportionnel a

h+ 1 — |m|. On peut montrer que

St h+1—|m|] = (h+1)

m=—h

Donc pour satisfaire la propriété (5), le kernel est

_ h+1—|m|
k(wj+m7wj)_ (h+1)2
S htl=ml= ) (h+1)= ) |m]
= (h+1)°

Et lestimateur (4) devient

5, (@) = Z [%‘1)'7”'} 5 (@5m)

m=—
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3.5 Utilité de la densité spectrale

L’analyse spectrale est une opération de moyenne sur le périodogramme.

Elle détermine I’évolution de la variance d’un processus stochastique aux
différentes fréquences. Elle décompose de fagon distincte I'information conte-
nue dans la fonction d’auto-covariance et permet d’identifier clairement les
influences qui président la conduite de chaque série, pour ensuite adopter
une spécification correspondante aux phénomenes cycliques (ou périodique)
et la recherche des composantes périodiques d’une série. Le principal objectif
de 'analyse spectrale est, donc, l'identification d’une série temporelle aux
principales fréquences, sachant que cette analyse doit se faire sur des séries
stationnaires (détendanciées).

L’intérét des représentations spectrales est, ainsi, la mise en évidence de
cycles et/ou de fluctuations d’une série. En emet les variances associées aux
différentes fréquences ont des amplitudes décroissantes au fur et a mesure
que l'on passe des basses fréquences aux hautes fréquences. Pour interpréter
la densité spectrale, en termes de cycle, on s’intéresse aux pics les plus im-
portants. Si la densité spectrale est paralléle & 'axe des abscisses, il n’y a
aucun pic et donc il n’existe pas de cycle : c’est le cas du bruit blanc.

3.6 Les filtres

Filtrer une série chronologique consiste a esectuer des opérations sur cette
derniere. En particulier, lorsqu’on remplace la valeur présente d'un proces-
sus Y; par une somme pondérée des valeurs passées, présentes et futures de
Y;, on dit qu’on applique un filtre linéaire a la série. De maniére générale,
considérera qu’'un processus X; entre comme input dans une « boite noire »

Celle-ci applique un filtre A a la série X}, et délivre un processus Y; comme
output. Si le filtre A est linéaire, on écrira :

Y, = Z antfj

j=—o00

En utilisant I'opérateur de retard, on obtient
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Le filtre A est défini par les coefficients {a;} , qui sont aussi les coefficients
du polynome A(L). Si le filtre ne prend en compte que les valeurs passées ou
futures, on dira qu’il s’agit d’un filtre unilatéral. De maniére générale, si les
a; sont absolument sommables, on peut montrer que :

sy (wy) = (2m)% 55 (w;) Sa (w;) 57 (w))

Ou s, (w) est la transformée de Fourier des a; :
1 iy
Sq (W) = — Z aje” "™’ (3.23)

Et s} (w) est le complexe conjugué de s, (w) . On peut également formuler
ce résultat en utilisant la notation polynomiale A(L) = Y a;L7. Dans ce cas,
il suffit de remarquer :

(27) 84 (w) = L Z aje™ = A(e™™) (3.24)

Sy (w) = s, (W) A (e7) A (") (3.25)

3.6.1 Effet d’un filtre linéaire

Pour analyser les effets d’un filtre linéaire, nous examinons ici les mo-
difications que ce dernier apporte & une série parfaitement périodique et
déterministe. Soit donc un filtre linéaire A dans lequel on injecte une série

X, définie par
X; = 2acos (wt + )

Il en ressort une nouvelle série Y; :
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o0

i = g A;Tt—j

j=—o00
= Z a;2acos [w(t — j) + O]
j=—00
QD) S g [ 4 el S g s
p—— j=—o0

Mais alors, on définit s, (w) comme

1 - —iwj
Sa(W):% Z aje”"

j=—00
Et donc,

27 84 (W) = Z aje”"

j=—o0

Cette derniére grandeur est un nombre complexe, qu’on peut représenter en
coordonnées polaire.

3.7 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a I’étude fréquentielle des séries temporelles,
qui est ’analyse spectrale. Nous avons donné la densité spectrale de quelques
modeéles, et nous avons estimé cette derniére par le periodogramme. Et afin de

tester la mémoire longue, nous avons présenté le test de mesure d’information.
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3.8 Test d’une mesure d’information

Dans ce test on présente une nouvelle méthode proposée par A. MOKKA-
DEM [voir réf.5] pour le probleme de tester le caractére randomness contre
Palternative de la dépendance du processus ARMA. Il donne la loi asympto-

tique de sa statistique sous 'hypotheése nulle et sous ’hypotheése alternative.
Sa méthode est basée sur une nouvelle mesure d’informations entre les deux

processus stochastiques stationnaires. Comme application, il tire aussi un test
pour une simple hypothése dans le cas autorégressif et dans le cas ARMA.

Afin de comparer deux densités spectrales ¢ et ¢, on définit un nouveau

parametre :
1 [t -
— log (2/) dw — log/ (2/) dw (3.26)
2 —00 @ —00 ¥

On utilise ce parameétre pour construire un test de bruit blanc pour séries
temporelles en posant ¢’ = 1.

A. MOKKADEM [voir réf.5] utilise une statistique associées a ce parameétre
pour tester un bruit contre I'alternative ARMA.

Le probleme de tester le bruit blanc contre d’autres types de dépendance dans
lanalyse des séries temporelles a été étudié par Hotlling et Pabst (1936) et
Wald et Wolfowitz (1943). La premiére étude systématique du probléme dans

un contexte de séries chronologique est due a Bell, Woodroofe et Avadhani
(1970).

L’approche ici [voir réf.5] est un peu différente, A. MOKKADEM teste le
bruit blanc contre I'alternatif ARMA et on suppose de plus dans 'hypothése
alternative que les ordres sont limités par des nombres entiers p et q donnés.

La statistique utilisée ici est une fonction de ’estimateur spectrale du proces-
sus AR classique. De plus, les hypothéses sont moins restrictives en particulier
on ne suppose pas que 'innovation posseéde une densité.
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3.8.1 La mesure d’information

Soit deux densités spectrales ¢ et ¢’ sur le cercle unité, on définit (quand les
intégrales existes)

1 [ o(e™) 1 / © (™)
M (0. ¢) = log — dw— — [ 1 . d 3.97
(7,) =log o ro (@)™ T 2 Jp 8 ey ™ (3.27)

Cette quantité introduite par A. Mokkadem [voir réf.5] est comme une mesure
d’information et apparait comme l'information de Kullback modifiée dans le
cas gaussien ; toutefois elle est adaptée pour obtenir des tests utiles.

Certaines des propriétés fondamentales de M (i, ¢') sont les suivantes :

L. M (@, ') est non négative et M (p,¢") = 0 si et seulement si
/@' = est presque partout en particulier pour ¢’ =1, M (p,¢’) si et
seulement si ¢ = cst, cette propriété est le principal outil pour obtenir
un test de bruit blanc.

2. Pour tout réel positif s et s M (sps’,¢') = M (p,¢’) . Cette pro-
priété est utile pour les calculs.

3. M(p, ') =M (%, 1> . Cela signifie que des tests pour comparer

v et ' peuvent étre reliés a des tests de bruit blanc, nous allons utiliser
cette propriété pour donner un test pour un processus AR et ARMA.

Soit e;,t € 7Z une suite de v.a réelles de moyenne 0 et i.7.d de variance

finie 02 et de moments d’ordre 4, y, = E (¢}). On considére un processus
ARMA(X) = (X) 4ez) défini par :

P q
Xt = Z akXt,k =&t — Z katfk (328)
k=1 k=1

Ici on suppose pas que a, # 0 ou b, # 0, donc p et ¢ sont seulement limités
pour lordre du processus ARMA. on note respectivement par

P(z) = 1—a1z—...—aqy?
Et
Q(z) = 1—bz—...—byz?
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Les polynomes autorégressif et moyenne mobile.

3.8.2 Hypothéses

On suppose que toutes les racines de P/Q) sont a 'extérieur du cercle unité
donc (X) est causal. On note par v(k),k € Z la fonction d’autocovariance
du processus (X)

v(k) = E (XoXx) (3.29)

Et par I, la matrice d’autocovariance

Lr=[y(i- j)]i,j:l ..... r (3.30)

Ou r =mazx (p,q+1)

Soit a = (o, ..., ar)t et 72 les solutions des équations de Yule Walker

Ia=nr, (3.31)
et

72 =7(0) - a'y, (3.32)

Ou 7, = (v (1) ..y (r)’
On appelle le polynéome R (z) = 1 — a1z — ... — a,2", le polynome de Yule
Walker d’ordre 7 du processus (X)) et la fonction

2

T _
o(2) = |IR(2)” (3.33)
m
la densité spectrale d’ordre r de (X).
On pose également |R| > = 1

Si on remplace les covariances 7 (k) dans 3.31 et 3.32 par les covariances
empiriques correspondantes 7 (k) = Zf\;k X; X, basées sur les N ob-
servation X1, Xs,..., Xy ,on obtient les estimateurs de Yule Walker & de «,

72 et 72 le polynome d’ordre r de Yule Walker estimé est :

R(z)=1—Gyz—..— 2" (3.34)
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Et les estimateurs correspondants p et @AD de ¢ et 1. Dans le cas spectral ou
g=0et r=p, aest'estimateur de Yule Walker de oo = (v, ..., ap)t.

Nous avons besoin d’autres notations. Soit

Pp = / ey (™) dw (3.35)
T
et
D = / ek (e") dw (3.36)
T
2w (k)

Plus précisément p, = =~ pour k = 1,0, ...,7. De 3.31 et 3.32 on voit que p
est une fonction rationnelle de  ((0),...,v(r)) =12: p=G(1?).

On note par J la matrice Jacobienne de G et par J; la premiére ligne de J.

3.8.3 Test

On note par Hy I'hypothése nulle qui est « la suite (X;) est une suite de
variables aléatoires i.i.d (bruit blanc) » et par Hy « (X;) est un processus

ARMA d’ordres bornés (p,q)».
La construction du test pour Hy contre H; est basée sur ce qui suit.
Comme le processus (X;) est causal et (&) sont i.i.d on a :

- Le processus (X;) est un bruit blanc si et seulement si sa densité
spectrale est constante et y(k) =0, k > 1

Comme r = max (p,q + 1) on a I’équation de Yule-Walker

yk)=ary(k—1)+ay(k—2)+...+ayy(k—p), k> (3.37)

Donc v (k) =0 pour k =1,2,...,r

On revient au polynéme R défini dans 3.33, on note que (k) = 0 pour
k=1,2,...,r si et seulement si R =1 donc si et seulement si 1) = cst.

En conclusion on obtient :

Hy est vraie <= M(¢,1) =0 (3.38)
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On note que M (v,1) = M(p, 1) par la propriété 2.
pour simplifier M (1), 1) est notée par la M et ]\//7(90, 1) par M.

Le test est maintenant évident : on rejette Hy si M >4 pour un certain
o> 0.

Proposition 26

i. M = log(7(0)) —log (7 (0) — a'7,) (3.39)
ii. M = —leogu—%jj)
=

-~

o, ¢;;est l'autocorrélation partielle éstimée au retard j.

Preuve. (i) est une conséquence de la définition de M. Par I’algorithme de
Durbin-Levinson ( voir réf.2), il en résulte que :

/7\ (0) Jj=1
g (?(o% - )aa) _ Z log (1-4,,)
g (7/(0)) ~ o (70) ~'5,) = L log (13,

Donc (i7) résulte de (i). m

Théoréme 27 Sous Hy [voir 1.22]

NM ~ X2 (3.40)

— r ~9
Preuve. Par la proposition 26, ona: M = — ) log <1 — gbjj), et en utilisant
j=1
la formule de Taylor, on obtient
~4

NJ\?:NzajjJrNZL
j=1

= (L —ey)?

(3.41)

68



~2
Ou 0 <¢j; < ¢,;; donc

1 1
1< < (3.42)

T (1-gy)? (1 _52)2

~2
Sous I’hypothese nulle, les N¢,; sont standards asymptotiquement normales
(voir réf.2) et asymptotiquement indépendante (Box et al., 1994,P68), ainsi

ro~2
N> ¢jj ~ X72~-
j=1

Il reste a examiner le second terme & droite de la formule 3.41. Puisque
le processus est ergodique, il s’ensuit, par la loi forte des grands nombres,

donc lim&;jj = 0 p.s, Sous I’hypothése nulle, puis en utilisant 3.42, on a

~2 ~2
limg,; (1 - 54jj)2 = 0 p.s, car N¢,; suit la loi X3 asymptotiquement, donc

.
Him N > ( lfgjj)Q = 0 p.s en probabilité, ce qui termine la preuve du théoréme.
i=1
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Chapitre 4

Simulation et illustrations

» °
numériques
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons présenter et simuler quelques exemples simples
de chroniques satisfaisant les modeles traités dans les chapitres précédents.

On présente dans ces exemples les graphiques des chroniques, des densités
spectrales et des fonctions d’autocorrélation, pour les processus a courte et
a longue mémoire.

Puis nous généralisons le test de mesure d’information de A. MOKKA-
DEM [voir réf.5] pour les modeéles ARFIMA et nous présentons le test pour
quelques exemples simulés de modeles ARFIMA.
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4.2 Simulation de modele de séries chronolo-
giques

Dans les exemples suivants on prend N = 300 , et ¢, ~ N(0,1)

4.2.1 Exemple A : ARMA(1,1).

Soit le modéle & mémoire courte suivant :
(1-0,7B)Y; = (1 —0,4B)¢;
dans ce cas la densité spectrale est donnée par :

1|1 —0.4e=N]2
A) = — 1 <A<
J) = o Togemmp ~TSASHT

4.2.2 Exemple B : AR(1).

Soit le modele & mémoire courte suivant :

(1-0,7B)Y; = ¢
dans ce cas la densité spectrale est donnée par :

1
© 271 — 0.7e(=iN)]

f) 5 —T <A< 47
4.2.3 Exemple C : ARFIMA(1, 0.4, 1).

Soit le modeéle a longue mémoire suivant :

(1—B)**(1+0.7B)Y; = (1 —0,4B)e,

dont la densité spectrale est :

1|1 — 0.4e=)2
Foy = = |

—ix) |08
_27r|1+0.7e(*i/\)|2|1_6( | —m< A<
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4.2.4 Exemple D : ARFIMA(1,-0.2,0).

Soit le modele & longue mémoire suivant :

(1-B) " (1+07B)Y, =¢
dont la densité spectrale est :

1
© 27|14 0.7e(=iN |2

fn) ‘1—6(_i>\)‘ — <A< 47w
4.2.5 Exemple E : ARFIMA(O, 0.4, 0).

(1 — B)OA}/; = &

dont la densité spectrale est :

L =

Fig. 4.1 - Les chroniques simulées des modéles ARMA et AR
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Fig. 4.2 - Les chroniques simulées des modéles ARFIMA

4.3 Interprétation des graphiques

4.3.1 Les chroniques

D’apres les Figures 4.1 et 4.2, nous constatons que toutes les chroniques
fluctuent autour de zéro. Ajoutant & ceci que les modeles ARMA et le modele
AR fluctuent plus rapidement que les modéles ARFIMA.
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4.3.2 Les fonctions d’autocorrélations
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Fig. 4.3 - Les fonctions d’autocorrélations

La Figure 4.3 indique que les fonctions d’auto-corrélations du modéele ARMA
et le modele AR antipersistant décroient d’une maniére exponentielle, alors
que celle du modeéles ARFIMA a longue mémoire persiste et décroit lente-

ment.
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4.3.3 Les périodogrammes

A medide ARMA
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£ 21
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Fig. 4.4 - Les périodogrammes des modeles ARMA et AR
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Fig. 4.5 - Les périodogrammes des modeles ARFIMA

D’aprés les Figures 4.4 et 4.5 on remarque, pour le modéle ARFIMA
d’apres les valeurs différentes de (d) que le graphe du périodogramme change
en fonction de (d), si d est négative on a une courbe parabolique positive et

elle se stabilise & chaque fois que d s’approche de 0.5, par contre on obtient
une courbe parabolique négative pour les modeles a court terme.

On remarque que l'autocorrélation des séries a longue mémoire décroit
plus lentement par rapport a celle des séries a court terme, et leurs périodo-
gramme, est plus corrélé que celui des séries a court terme.

Dans ce qui suit, nous allons présenter un test pour détecter la mémoire
longue dans les exemples précédents, le test de mesure d’information.
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4.4 Application du test basé sur la mesure
d’information

On applique le test sur des exemples simulés pour tester la possibilité de
détection de mémoire longue.

Dans les exemples simulés, on se donne un mécanisme qui décrit un pro-
cessus Y; et on veut simuler une trajectoire, t = 1,- - -, N, de la série obéissant
a ce mécanisme.

On a z; est un bruit blanc fractionnaire , z; ~ ARFIMA(0,0.2,0),
t=1,...,N et N =300,

a. Application du test d’un bruit blanc fractionnaire contre un
ARFIMA (1,0.2,1)

On a simulé n variables aléatoires i.i.d z; ~» N (0, 1) et en utilisant I’équa-
tion

(1-B)"*(1+0.8B)Y, = (1+0,4B)e,

on obtient un échantillon yi, s, ..., ¥, d'un processus ARFIMA (0,0.2,1)

avect =1,..., N et N = 300.

— Test

On teste ’hypothese nulle Hy « la suite Z(t) est une suite de variables
aléatoires i.i.d (bruit blanc fractionnaire) » contre Hy « (Y;) est un processus
ARFIMA(p,d, q)».

On sait que sous Hy, NM ~ X2 , et nous avons r = max (p,q+ 1) = 3,
d'ou K = NM ~ X2. D’apres la table du x?, on a x3 = 7,8147, et donc on
rejette Hy si K > 7 au seuil § = 5%.

— Algorithme de programmation en R

z=rnorm(n,1)

y=fracdiff.sim(n , ar = ¢(-0.8), ma = ¢(-0.4), d = 0.2,innov= z )
S1=spec.pgram(g$series)

Specl=S1$spec

bbf=fracdiff.sim(n ,d =0.2 ,innov=z )

Spec2=bbf$spec

dw=(S1$freq[2]-S1$freq[1])*2*pi

M=(log(abs(sum(Specl /Spec2)*dw))/pi)-(sum(log(abs(Specl/Spec2)))*dw /pi)
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k=(n)*M
k

On obtient pour ARFIMA(1,0.2,0), K = NM = 144.9863 > 7.8147.

On remarque que la valeur de K est supérieur a la 2, par conséquent on
rejette Hy donc Y n’est pas un bruit blanc fractionnaire et on accepte H;
donc (Y;) est un processus ARFIMA(p,d, q).

b. Application du test sur un bruit blanc fractionnaire et AR-
FIMA(1,0.2,0 )

On a z est un bruit blanc fractionnaire ARFIMA (0,0.2,0), et le proces-
sus ARFIM A(1,0.2,0) simulé, le modele s’écrit (1 — B)*? (1—0.9B)Y; = ¢, ,
t=1,...,N et N = 300.

— Hypothése

On note par Hy ’hypothése nulle qui est « la suite (Z) est une suite de
variables aléatoires i.i.d (bruit blanc fractionnaire) » contre Hy « (Y') est un
processus ARFIMA(p,d, q)»

Sous Hy ,N]\/Z ~ X2 on rejette Hy si M>ao pour un certain o > 0.

r=max(p,q+1)=2, K= NM ~ X3, o =5.9915.

— Algorithme de programmation en R

z=rnorm(n,1)

h=fracdiff.sim(n , ar = ¢(0.9), d = 0.2,innov=z )

S1=spec.pgram(h$series)

Specl=h$spec

bbf=fracdiff.sim(n ,d =0.2 ,innov=z )

Spec2=bbf$spec

dw=(S1$freq[2]-S1$freq[1])*2*pi
M=(log(abs(sum(Specl/Spec2)*dw))/pi)-(sum(log(abs(Specl/Spec2)))*dw/pi)
k=(n)*M

k

pour ARFIMA(1,0.2,0), k = NM = 268.1551 > 5, 9915.
On remarque que la valeur de k est supérieur a la khi (2), par conséquent
on rejette Hy donc Y n’est pas un bruit blanc fractionnaire.
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c. Application du test sur un bruit blanc gaussien et ARFIMA (0,0.2,
1).

On a z est un bruit blanc fractionnaire ARFIMA (0,0.2,0), et le proces-
sus ARFIM A(0,0.2,1) simulé, le modele s’écrit (1 — B)**Y; = (14-0,7B)e, ,
t=1,...N et N = 300.

— Hypothése

On note par Hy ’hypothése nulle qui est « la suite (Z) est une suite de
variables aléatoires i.i.d (bruit blanc fractionnaire) » contre Hy « (Y') est un
processus ARFIMA(p,d, q)»

Sous Hy ,N]\//.T ~ X2 on rejette Hy si M>ao pour un certain o > 0.

r=max(p,g+1)=2, K= NM ~ X3, o =59915

— Algorithme de programmation en R

z=rnorm(n,1)

k=fracdiff.sim(n , ma = ¢(-0.7), d = 0.2,innov= z )

S1=spec.pgram(k$series)

Specl=S1$spec

bbf=fracdiff.sim(n ,d =0.2 ,innov= z )

Spec2=bbf$spec

dw=(S1$freq[2]-S1$freq[1])*2*pi
M=(log(abs(sum(Specl/Spec2)*dw))/pi)-(sum(log(abs(Specl/Spec2)))*dw/pi)
k=(n)*M

k

pour ARFIMA(1,0.2,0), k = NM = 147.5624 > 5,9915.
On remarque que la valeur de k est supérieur a la khi (2), par conséquent
on rejette Hy donc Y n’est pas un bruit blanc fractionnaire.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons donné une étude comparatif entre les proces-
sus & mémoire courte (AR, M A, ARM A) et les processus & mémoire longue
(ARFIMA,FARIMA), en comparant les graphiques des chroniques, des
densités spectrales et des fonctions d’autocorrélation, obtenues par simula-
tion en prenant N = 300; et on remarque la possibilité de détection de
mémoire longue.

Et afin de tester la mémoire longue, nous avons appliqué le test de mesure
d’information et on a détecté la présence de la mémoire longue par ’appli-
gation du test sur des modeles simulés.
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Conclusion Générale

Au cours de ce mémoire, nous avons présenté une étude basée sur I'aspect
spectrale des prcessus ARFIMA nous avons étudier le périodogramme de ces
modeles, et la possibilité de détecter la mémoire longue.

Les résultats de ce travail se résument principalement en les points sui-
vants :

Dans le premier chapitre nous avons présenté les notions et préliminaires
de bases et quelques notations utilisés en séries chronologiques, nous présen-
tons les processus linéaires stationnaires ainsi que les fonctions d’autocova-
riance et la fonction d’autocorrélation.

Dans le deuxiéme chapitre nous avons discuté une classe importante de
processus, qui est la classe des processus a longue mémoire. Nous avons défi-
nie les M(d) — processus admettant le parameétre de mémoire d < 1/2 pour
les processus stationnaire, puis pour d € R et nous nous sommes intéréssé
principalement au modeéle ARFIM A(p, d,q).Par la suite nous avons don-
ner quelques exemples de processus & mémoire longue, soit, le mouvement
Brownien fractionnaire (FBM), le bruit Gaussien fractionnaire (FGN).

Nous avons consacré le troisiéme chapitre & 1’étude fréquentielle des sé-
ries temporelles, qui est ’analyse spectrale. Nous avons donné la densité
spectrale de quelques modeéles, et nous avons estimé cette derniére par le

periodogramme. Et afin de tester la mémoire longue, nous avons présenté le
test de mesure d’information.

Enfin,dans le dernier chapitre nous avons donné une étude comparatif
entre les processus & mémoire courte (AR, M A, ARMA) et les processus a
mémoire longue (ARFIMA, FARIMA), en comparant les graphiques des
chronique, des densités spectrales et des fonctions d’autocorrélation, obtenus
par simulation en prenant N = 300; et on a remarqué la possibilité de
détection de mémoire longue.

Et afin de tester la mémoire longue, nous avons appliqué le test de mesure
d’information et on a détecté la présence de la mémoire longue par I'appli-
gation du test sur des modeles simulés.
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