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INTRODUCTION 
 
 

En physique nucléaire et atomique, on a constamment besoin de mesurer des 

sections efficaces ainsi que de faire des prédictions théoriques sur ces mesures. 

 

 Plusieurs travaux [1-7] ayant porté sur l’étude des collisions avec des forces de 

courte portée à l’aide de la théorie du champ moyen indépendant du temps - TIMF -  

ont montré la validité de cette approche pour le calcul des amplitudes des collisions. 

 

On sait, à travers les travaux de Giraud et collaborateurs [1,8], que le principe 

variationnel de Schwinger permet d’obtenir des résolvantes. Ces travaux ont aussi 

montré que l’utilisation de la théorie du champ moyen indépendant du temps - TIMF - 

basée sur ce principe variationnel, facilite l’étude des collisions. Cette théorie 

microscopique semble particulièrement adaptée à l’étude des collision aux énergies 

intermédiaires. 

 

 Kessal [9-12] s’est penché sur le cas des potentiels à courte portée, illustré par 

des exemples de physique nucléaire. Il a testé la validité de la TIMF pour ce type de 

potentiels. 

 

Dans sa thèse, Mekideche [7] s’est intéressée au problème Coulombien à trois 

corps tel qu’il se pose pour la description de l’atome d’Hélium. Elle a testé l’approche 

TIMF et a montré que l’interaction coulombienne peut facilement être  introduite dans 

le formalisme de la TIMF. 

 

Yekken [13], dans son travail, s’est aussi intéressée à l’étude des collisions avec 

des forces à  longue portée toujours à l’aide de la théorie TIMF. Elle a appliqué cette 

théorie générale à deux cas particuliers de forces à longue portée. Son travail a testé 

l’efficacité de l’approche TIMF et a montré que les forces Coulombiennes conservent 

le caractère de bonne approximation qu’elle avait déjà montré pour des systèmes de 

forces à courte portée. 
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Dans son mémoire, Kadem [14] a présenté une simplification des équations  de 

Faddeev [15-18] pour le problème à trois corps c’est-à-dire réduire la dimension de ces 

équations pour rendre leur résolution possible numériquement. La résolution exacte de 

ce système de trois équations étant très difficile, il était donc nécessaire de faire appel 

à des méthodes approximatives [19-20]. 

 

          Dans une première partie, nous rappelons le formalisme de cette théorie ainsi 

que le procédé itératif menant à la résolution du système d’équations variationnelles 

self-consistantes. 

 

          La TIMF satisfait à la condition de réduction de dimension et remplace 

l’inversion de l’opérateur à N corps  par N inversions à un corps. Mais, cela présente  

un paradoxe qui est la non linéarité de la TIMF qui approxime  un problème 

initialement linéaire. Ceci est dû à la structure de couplage entre les 2N inversions 

réduites. Malgré ce paradoxe, plusieurs tests numériques portant sur la validité de la 

TIMF dans le cas de N =2, 3, 4 ont été satisfaisants [7,21]. 

 

Dans une seconde phase, nous étendons le champ d’application de la TIMF en 

traitant une étude sur l’antisymétrisation entre les fermions constitutifs des noyaux qui 

est un problème traditionnel assez ardu de la théorie des collisions. 

 

 Pour valider cette méthode approximative, il est important de ne pas esquiver 

cette question et donc d’introduire le principe de Pauli dans le formalisme de la TIMF 

[22,23]. 

 

Pour cela, une forme plus adaptée de l’opérateur de transition est définie par 

l’introduction d’un opérateur d’antisymétrisation. En réécrivant toutes les relations de 

base qui sous tendent la TIMF, on arrive à un nouveau formalisme celui de la TIMF 

antisymétrisée. 

 



 7 

Dans une troisième partie nous illustrons l’importance de certaines symétries 

élémentaires comme le renversement du temps, la parité, qui jouent un rôle 

fondamental en physique. Leur connaissance permet souvent de simplifier 

considérablement la solution de certains problèmes.    

 

Dans une quatrième partie, nous passons à l’application de la TIMF 

antisymétrisée, nous traitons en particulier le cas de la diffusion  à l’avant (α-α) [23]. 

C’est précisément un cas où des symétries supplémentaires entre bras et kets 

(renversement du temps), entre projectile et cible (parité) et entre nucléons eux-mêmes 

(renversement de spin et isospin) permettent de réduire le nombre d’équations 

indépendantes à résoudre.  

 

Nous avons choisi de tracer le terme de Born antisymétrisé et non antisymétrisé 

pour différentes valeurs de l’impulsion et pour diverses valeurs β  de la largeur de la 

fonction de voie gaussienne.  

 

Nous terminons par une conclusion, ainsi que la présentation de perspectives 

futures.  
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Formalisme général de la théorie du champ moyen indépendant 

du temps 

 

I-1 Introduction  

 

Dans la théorie des collisions, l’équation centrale est l’équation de Lippmann 

Schwinger  qui exprime l’état du système /ψ >  [24]: 

 

                                                / / /k GVψ ψ> = > + >
r

                                        (I-1) 

 

où  l’opérateur de Green  G = (E-H)
1−

 joue un rôle important avec E l’énergie du 

système et H son hamiltonien.k
r

est le vecteur d’onde initial. Notons que le calcul de 

G s’avère ardu lorsque le nombre de particules N est  grand (N ≥ 2) [25, 26]  

Considérons un système à N particules régi par un hamiltonien H qui s’écrit : 

               

                                                  i i j
i j i

H t v
>

= +∑ ∑                                               (I-2) 

où it représente l’énergie cinétique à un corps et i jv l’énergie d’interaction  à deux 

corps. Précisons que seul ce type d’interaction à deux corps est considéré dans notre 

étude. 

 

Parmi les grandeurs caractéristiques de la collision de deux corps, citons les 

sections efficaces différentielle et totale. La section efficace différentielle par rapport à 

l’ongle de solide Ω  est théoriquement donnée par la relation suivante [24] : 

 

                                             22
/ / ( )i f

i f f
i f i

d
T E

d

σ π ρ
ϑ

→
→

→

=
Ω h

                                        (I-3) 

                            

où iϑ est la vitesse relative initiale et( )f Eρ  désigne la densité des états finaux [24] . 
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L’amplitude de transition i fT → , entre les voies initiale (i) et finale (f), est définie 

comme suit [23,24]: 

                                             ' / /i fT Tψ ψ→ = < >                                         (I-4) 

 

                                             ' 'T V V G V= +                                      (I-5) 

 

ψ   et  'ψ   sont respectivement les fonctions d’ondes  des voies initiale  et  finale. V et  

V’ sont les potentiels de ces mêmes voies respectivement. 

 

Ces deux équations (I-4, I-5) nous donnent le terme de Born : 

    

                                              ' / ' /BT Vψ ψ= < >                                               (I-6) 

 

Ainsi que l’amplitude de propagation :  

 

                                              ' / ' /D V GVψ ψ= < >                                              (I-7) 

       

En posant 

 

                                        / / , / ' ' / 'V Vχ ψ χ ψ> = > > = >                                     (I-8) 

 

les fonctions de voies, l’amplitude de propagation D devient : 

 

                                                 >=< χχ //' GD                                                 (I-9) 

 

En général, beaucoup d’efforts sont consacrés au calcul de l’amplitude de propagation. 

A cet effet, nous nous sommes particulièrement intéressés aux deux méthodes les plus 

utilisées, à savoir la méthode de diagonalisation et la méthode d’inversion. 
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I-2 Méthode de diagonalisation 

 

 De nombreux travaux [27,30] ont été consacrés à la diagonalisation de 

l’hamiltonien H du système. Parmi les méthodes utilisées, citons les approches de 

Hartree et Hartree-Fock. Pour cela, considérons la fonctionnelle de Rayleigh- Ritz 

donnée par [24]:                                                      

                             ( , ' ) '/( ) /F H Eφ φ φ φ=< − >                             (I-10) 

 

où  , 'φ φ  sont  respectivement  des fonctions  flexibles  et  E  un multiplicateur de 

Lagrange. 

 

On obtient l’équation de Schrödinger si les stationnarités de F par rapport à  /φ >  et 

' /φ< sont vérifiées; à savoir : 

 

                                          0
'/

F

φ
∂ = ⇒

∂ <
         ( ) / 0H E φ− > =                           (I-11.a)                                      

 

                                          0
/

F

φ
∂ = ⇒

∂ >
        '/( ) 0H Eφ< − =                           (I-11.b)                                      

                                                                                    

Les approches de Hartree et Hartree-Fock se basent sur une expression particulière des 

solutions des équations précédentes. Il s’agit de décomposer  les  fonctions  d’ondes 

φ et 'φ   en produit d’orbitales individuelles indépendantes iϕ  (Hartree)  [24] : 

                                 

                                          / / , '/ ' /i i i iφ ϕ φ ϕ> = Π > < = Π <                             (I-12)                                      

                                                                                                  

 ou sous forme de déterminant de Slater de ces mêmes orbitales (Hartree Fock) [24]. 
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 En considérant le développement (I-12),  la fonctionnelle F devient : 

 

                  

'

[ '/( ) / ]

'/ / ' /

' ' / / ' / /

i i ij ii
j i

i i j i j j
i

j i i j k i k k i i i
k jj i

F t v E

t

v E

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

>

≠

≠
≠>

= < + − >

= < > Π < >

+ < > Π < > − Π < >

∑ ∑∏
∑

∑

     (I-13)   

 

En minimisant la fonctionnelle F par rapport aux orbitales '/iϕ<  où 1,...,i N=  , on 

obtient  les conditions de stationnarités( )/ ' / 0iF ϕ∂ ∂ < =  :   

 

                    

' / / ' '/ /
[

' / '/ '/

'/ /
] / 0

'/

j j j k j k
i

j i k jj j j j k k

j j
i

j i j j

t v
E t

v

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ

≠ >

≠

< > < >
− − −

< > < >< >

< >
− > =

< >

∑ ∑

∑
              (I-14a)                                 

 

et  par rapport à / >iϕ , les conditions de stationnarité ( / / 0 , 1,...,iF i Nϕ∂ ∂ > = = ) 

donnent : 

 

                

' / / ' '/ /
' / [

' / '/ '/

'/ /
] 0

'/

j j j k j k
i i

j i k jj j j j k k

j j

j i j j

t v
E t

v

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ

≠ >

≠

< > < >
< − − −

< > < >< >

< >
− =

< >

∑ ∑

∑
             (I-14b)                                                                                      

                                                                                                                             

Ces deux relations (I-14a) et (I-14b)  peuvent s’écrire sous les formes suivantes : 

 

                                             ( ) / 0i i i it uη ϕ− − > =                                         (I-15a)                                       

 et 

                                            ( )' / 0i i i it uϕ η< − − =                                    (I-15b) 
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avec  les iη  qui sont les self-énergies de Hartree :  

 

                             

,

'/ / ' '/ /

'/ '/ '/
j j j k j k

i
j i k jj j j j k k

j i k i

t v
E

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
η

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ≠ >
≠ ≠

< > < >
= − −

< > < >< >∑ ∑                        (I-16) 

 

et  iu  ,  les champs moyens  self –consistants : 

 

                                   
*'( ') ( ')

( ) ' ( ')
' /

j j
i

j i j j

r r
u r dr v r r

ϕ ϕ
ϕ ϕ≠

= −
< >∑∫

r r
r r r r

                                   (I-17) 

 

I-3 Méthode d’inversion : 

 

Intéressons-nous maintenant à la seconde méthode qui est l’inversion. Pour inverser 

(E-H) de façon un peu analogue à la diagonalisation de l’hamiltonien H, B.G Giraud et 

M.A Nagarajan [1-8] ont proposé la théorie du champ moyen indépendant du temps 

TIMF pour la description des collisions. Cette théorie est principalement basée sur :  

 

1. Un principe  variationnel  pour le calcul de l’amplitude de collision. Ce 

principe devient très utile lorsque le nombre de particules N du système  est 

grand.  

 

2. Une représentation des états de voies par des paquets d’ondes indépendants du 

temps. Ceci facilite en pratique les calculs car nous nous  retrouvons avec des 

fonctions d’onde de carré sommable. 

 

3. Une énergie totale complexe z=E + i Γ avec E sa partie réelle et  Γ sa partie 

imaginaire finie. Ce choix est adopté dans le but d’avoir un propagateur G  

borné, et d’éviter ainsi les problèmes  de singularités qui peuvent apparaître 

lorsqu’on travaille sur couche (Γ=0). 
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4. Une restriction des fonctions des voies et des fonctions d’essai à des  produits 

de fonctions individuelles (ou à des déterminants de  Slater dans le cas d’une 

antisymétrisation). 

 

L’amplitude physique du propagateur D  sera obtenue lorsque on fait tendre Γ vers 

zéro  (limité sur couche), c’est à dire : 

 

                                   ><= χχ //' GimD l                                   (I-18)                        

                                           Γ        0                                                     

avec  

                                                        G = (E + iΓ - H) -1                                                                (I-19) 

 

χ  et 'χ sont les fonctions de voie initiale et finale respectivement. 

 

Nous pouvons montrer qu’une légère modification des équations de Hartree (– Fock) 

définie une approximation non perturbative des éléments de matrice de 

1)( −−= HEG pris entre l’état initial / χ >  et final ' /χ< . 

 

Vérifions que l’amplitude >=< χχ //' GD est égale à la valeur stationnaire d’une 

fonctionnelle 

                              ( )1 , ' ' / ' / '/ ( ) /F z Hφ φ φ χ χ φ φ φ= < > + < > − < − >                   (I-20) 

 

En effet, les conditions de stationnarité de F1 par rapport à /φ > et '/φ<  nous donnera 

les équations d’Euler- Lagrange qui s’écrivent comme : 

 

                                    1 / / 0 '/ '/( ) 0F z Hφ χ φ∂ ∂ > = ⇒ < −< − =                           (I-21a) 

et  

                                    1 '/ 0 / ( ) / 0F z Hφ χ φ∂ ∂ < = ⇒ >− − >=                          (I-21b) 
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 En prenant  / χ >  et ' /χ< dans l’espace de Hilbert, et tant que l’énergie z est 

complexe, G est borné, alors ces équations nous donneront des solutions /φ >  et '/φ<  

qui appartiennent  à l’espace de Hilbert [7, 24]. Les expressions de/φ > et '/φ<  qui 

nous donnent les  stationnarités de F1 sont alors : 

 

                                             GG /'/';// χφχφ <=<>=>                                  (I-22)    

                                                                                            

 En injectant l’expression de /φ > et de '/φ<   dans la fonctionnelle F1 , on trouve : 

     

                                                1( ) '/ /F sta G Dχ χ= < > =                                       (I-23) 

 

On peut aussi montrer que  D  peut-être  également obtenu comme la valeur 

stationnaire d’une autre fonctionnelle 2 ( , ')F φ φ  définie par : 

 

                                            ( )2

' '
, '

'/ ( ) /
F

z H

φ χ χ φ
φ φ

φ φ
< >< >

=
< − >

                                   (I-24) 

 

L’avantage de cette fonctionnelle F2  est qu’elle présente un intérêt supplémentaire par  

rapport  à  F1  dans la mesure  où elle est indépendante des  normes  des fonctions φ  

et 'φ . En effet, F2  reste inchangée si on multiple φ  et 'φ  par des constantes λ et 

'λ  par exemple : 

 

                                             2 2( , ' ' ) ( , ' )F Fλ φ λ φ φ φ=                                      (I-25) 

 

 Cette propriété nous permet de nous affranchir des normes des fonctions 

variationnelles  φ  et  'φ .                                                                                                                                                                          
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 En général nous imposons des restrictions sur les fonctions d’essai φ  et 'φ  et la 

valeur stationnaire des fonctionnelles F1  et F2  nous  donnera  une approximation D  

de l’amplitude de propagation D. Cette  approximation D sera meilleure  et  proche de 

D,  si les fonctions d’essai  φ  et  'φ  seront bien choisies.  

  

Considérons les états des voies initiale et finale / χ >  et '/χ<  respectivement comme 

des produits des orbitales individuelles :  

 

                                         / / , ' / ' /i i i i iχ χ χ χ>= Π > < = Π <                              (I-26) 

et                

                                          / / , ' / ' /i i i i iφ ϕ φ ϕ>= Π > < = Π <                               (I-27) 

 

D’après l’équation (I-22),  Il est clair que /φ >  et '/φ<  contiennent des corrélations 

entre les particules.  

 

En tenant compte des développements de / χ > , ' /χ< , /φ >  et '/φ< :   

     

                     

( )1

'/
, ' ' / ' / ' / /

' /

'/
' ' ' /

' / '

i i i i i i i i
i i i

i j i j i i i
i j i j j j

F t

v z

φ φφ φ ϕ χ χ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

φ φϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ>

< >=Π < >+Π < >+ < >
< >

< >+ < > − Π < >
< >< >

∑

∑
       (I-28)                                           

 

avec: 

                                                   '/ ' /i i iφ φ ϕ ϕ< >= Π < >                                   (I-29a) 

                                                    

                                                    '/ ' /i i iφ χ ϕ χ< >= Π < >                                  (I-29b) 

 

                                                   '/ ' /i i iχ φ χ ϕ< >= Π < >                                   (I-29c) 
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On calcule la stationnarité de 1F  par rapport à ' /iϕ< , ( )1 / ' / 0iF ϕ∂ ∂ < =  et on 

trouve : 

            

' '''/

' / ' / ' / ' /

'/ / '/
/ / 0

'/ ' /

j k j kj j

j i j ki i j j j j k k

j j
i i

j i j j i i

vt
z t

v

ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕφ φ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ φ χϕ χ
ϕ ϕ ϕ χ

≠ <

≠

 < >< >< > − − −
< > < > < >< >

< > < >− > − > =
< > < >

∑ ∑

∑
                   (I-30a) 

                                                                                                                                 

et la stationnarité de 1F  par rapport à >iϕ/ , ( )1 / / 0iF ϕ∂ ∂ >= donne: 

 

           

'

' '''/
' /

' / ' / ' / ' /

'/ / '/
' / 0

'/ /

j k j kj j
i

j i j ki i j j j j k k

j j
i

j i j j i i

Vt
z t

v

ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕφ φ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ χ φ χ
ϕ ϕ χ ϕ

≠ <

≠

 < >< >< > < − − −
< > < > < >< >

< > < >− − < =< > < >

∑ ∑

∑
         (I-30b)           

                                                                                                                                 

On obtient finalement 2N équations d’Euler-Lagrange à un corps couplées : 

 

                                 ( )1 ' / 0 / /i i i i i iF hϕ η ϕ λ χ∂ ∂ < = ⇒ − >= >                          (I-31a) 

                                                                                                           i = 1,…N 

                                 ( )1 / 0 ' / ' / 'i i i i i iF hϕ ϕ η χ λ∂ ∂ > = ⇒< − =<                        (I-31b) 

 

avec  les ii ', λλ  qui s’écrivent :                  

                               

                                              
><
><

><
><=

ii

ii
i χϕ

ϕϕ
φφ
χφλ

/'

/'

/'

/'
                                        (I-32a) 

 
 

                                             
'

'
'

/'/

'/ /
i i

i

i i

ϕ ϕχ φλ
φ φ χ ϕ

< >< >=
< > < >

                                       (I-32b)    
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iu

iη  est  la self- énergie complexe  définie par : 

 

                                 
' / / ' ' / /

' / ' / ' /
j j j k j K

i
j i j kj j j j k k

t v
z

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
η

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ≠ <

< > < >
= − −

< > < >< >∑ ∑                        (I-33)   

                                       

L’hamiltonien self- consistant à une particule    ih  s’écrit comme :  

 

                                                    i i ih t u= +                                           (I-34)  

 

avec le champ self- consistant        donné par la relation :          

       

                                   ( )
* ' ( ') ( ')

( ) ' '
' /

j j
i

j i j j

r r
u r dr v r r

ϕ ϕ
ϕ ϕ≠

= −
< >∑∫

r r
r r r r

                                (I-35)    

                    

La valeur stationnaire de la fonctionnelle étant indépendante de la norme des fonctions 

d’essai, les facteurs iλ et ' iλ  peuvent  être pris égaux à 1. Il suffit de prendre la 

fonctionnelle 2 ( , ' )F φ φ et éviter ainsi les normes des fonctions d’essai. La condition 

de stationnarité de 1F  par rapport à ' /iϕ< et >iϕ/ devient respectivement : 

 

                                           ( ) >=>− iiii h χϕη //                                      (I-36a) 

et 

                                          ( ) /'/' iiii h χηϕ <=−<                                       (I-36b) 

 

que nous pouvons réécrire sous les formes: 

 

                                                 / /i i igϕ χ> = >                                               (I-37a) 

 

                                                  iii g/'/' χϕ <=<                                             (I-37b) 
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où ig  est un propagateur à une particule : 

 

                                                       1)( −−= iii hg η                                                     (I-38) 

 

Nous nous retrouvons donc avec l’inverseig , un opérateur à un corps plutôt que celui 

de G   l’opérateur à N corps.  

  

       Nous pouvons affirmer, comme nous l’avons fait pour la diagonalisation, équation 

(I-15), que les équations variationnelles non linéaires et non homogènes(I-36) sont une 

généralisation des équations de Hartree, dirigées  par des termes de source. Donc 

comme les équations de Hartree sont résolues par des méthodes itératives, il semble 

tout à fait logique de résoudre ces équations de la TIMF par des méthodes itératives 

jusqu’à convergence. 

 

 Alors que le résultat exact de notre problème linéaire est unique, l’approximation 

TIMF qui est non linéaire, peut engendrer  plusieurs solutions. Il faut donc, dans 

chaque cas de collision, sélectionner la bonne solution physique qui se rapprochera le 

plus du résultat exact.   

 

 Dans ce sens, nous faisons appel à une théorie asymptotique [31] quand la partie 

imaginaire  Γ de l’énergie totale est grande : quand  Γ → ∞ on prend >φ/ → >χ/ . 

 Il s’agit donc, pour résoudre ces équations variationnelles, de poser au début de notre 

étude numérique, pour une grande valeur de la partie imaginaire  Γ  de l’énergie, 

>=> ii χϕ //  et ' / ' /i iϕ χ< =< . Lorsque la self-consistance est atteinte, les fonctions 

d’ondes / iϕ > et ' /iϕ< obtenues seront utilisées comme de nouvelles fonctions de 

départ pour une valeur de Γ légèrement réduite, et ainsi de suite jusqu’à atteindre la 

limite sur couche (Γ= 0) où l’énergie totale devient réelle z = E. 

 

       En cas des solutions  multiples, on utilise divers critères de bon sens : continuité 

par rapport à des cas où la solution est connue, nature retardée de la solution, ...etc 
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       Quand la solution multiple est sélectionnée et que les self-consistences des 

orbitales individuelles  / iϕ > et ' /iϕ<  sont atteintes, leur insertion dans la 

fonctionnelle 1 2( )F ou F  nous donnera une approximation D  de l’amplitude exacte 

D.   

 

      Nous venons de voir que la TIMF satisfait la condition de réduction de dimension 

et remplace l’inversion de l’opérateur à N corps  par N inversions à un corps. Mais 

cela présente  un paradoxe qui est la non linéarité de la TIMF qui approche  un 

problème initialement linéaire .Ceci est dû à la structure de couplage entre les 2N 

inversions réduites. 

 

      Malgré ce paradoxe, plusieurs tests numériques portant sur la validité de la TIMF 

dans le cas de N =2, 3,4 ont été satisfaisants [7,13,21,32]. 
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Formalisme général de la théorie  

du champ moyen indépendant du temps antisymétrisée 
 

 

II-1 Introduction  

 

De nombreux travaux ont montré que le principe variationnel de Schwinger 

permet le calcul pratique de résolvantes et que la TIMF basée sur ce principe 

variationnel facilite les calculs correspondants. Cette théorie microscopique semble 

particulièrement bien adaptée à l’étude des collisions nucléaires aux énergies 

intermédiaires. 

 

Afin d’étendre le champ d’application de la TIMF, nous présentons dans ce 

travail une étude sur l’antisymétrisation entre les fermions constitutifs des noyaux qui 

est un problème traditionnel assez ardu de la théorie des collisions. Pour valider cette 

méthode approximative, il est important de ne pas esquiver cette question et donc 

d’introduire le principe de Pauli dans le formalisme de la TIMF [22,23]. 

 

Pour cela, une forme plus adaptée de l’opérateur de transition est définie où un 

opérateur d’antisymétrisation  A  est introduit [22]. 

 

Nous  définissons pour cela l’opérateur de transition [23]: 

 

                                                      T = V’ A + V’ A  GV                                          (ΙΙ-1) 

 

Ici, V et V’ représentent les potentiels d’interaction des voies initiale et finale, 

respectivement, G est l’opérateur de Green et A est la somme usuelle sur toutes les 

permutations (p) entre les nucléons [24] :  

 

                                                       1( !) ( ) p

p

N P− −= −∑A                                       (ΙΙ-2) 
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Soit une collision  entre deux particules a et b : 

 

                                           a + b         →                c + d 

 

L’hamiltonien qui décrit cette collision, si l’on néglige les interactions à trois corps (ou 

plus), s’écrit : 

                                                        i i j
i j i

H t v
>

= +∑ ∑                                        (ΙΙ-3) 

 

Les potentiels qui désignent les voies initiale (i) et finale (f) sont, respectivement 

définis comme [23] : 

                                              
,

i j
i a j b

V v
∈ ∈

= ∑    et    
,

' i j
i c j d

V v
∈ ∈

= ∑                               (ΙΙ-4) 

 

où  les nucléons du projectile (a) et de la cible (b) sont distincts, de  même pour les 

nucléons  de l’éjectile (c) et de la cible résiduelle (d). 

 

L’amplitude de transition s’écrit comme un élément de matrice T entre une onde  

initiale   χ et une onde finale    'χ . 

 

Pour valider cette méthode approximative qui porte sur l’antisymétrisation, il est 

important d’adopter l’approche définie par Austern [22] qui consiste à : 

 

1/  Calculer l’amplitude de transition T en tenant compte de l’anti-symétriseur, donc 

d’introduire le projecteur A dans son expression : 

 

 

                                               ' / ' ' /T V V GVχ χ=< + >A A                                     (ΙΙ-5)  

 

Où 

                                                    ' / ' /BT Vχ χ=< >A                                            (ΙΙ-6) 

 

représente le terme de Born antisymétrisé  
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et 

                                              1' / ' ( ) /D V z H Vχ χ−= < − >A                                (ΙΙ-7) 

 

est l’amplitude de propagation, z est l’énergie complexe retardée du système et H 

l’hamiltonien du système. 

 

2/  Introduire les fonctions des voies χ  et 'χ  comme des fonctions normalisées et 

non antisymétrisées. Ces fonctions sont choisies comme des produits de déterminants 

de Slater :  

                                         1 2 1 2( , ,......, ) ( ' , ' ,......, ' )
Na Naa Na b Nr r r r r rχ χ χ + += r r r r r r

                 (ΙΙ-8)       

           

                                         1 2 1 2' '( , ,......, ) '( ' , ' ,......, ' )
Nc Ncc Nc d Nr r r r r rχ χ χ + += r r r r r r

                 (ΙΙ-9)                

 

c'est-à-dire que l’on considère une antisymétrisation interne pour les noyaux (a) et (b) 

séparément dans le cas de la fonction de voie χ  et pour les noyaux (c) et (d) 

séparément dans le cas 'χ . 

 

ΙΙ-2 Fonctionnelles variationnelles antisymétriques  

 

Nous allons montrer que D est la valeur stationnaire de chacune de ces trois 

fonctionnelles suivantes dépendantes de deux fonctions d’essai ψ et 'ψ [23] :  

 

                           ( )1 , ' '/ / '/ '/ '/( )/F V V z Hψ ψ ψ χ χ ψ ψ ψ= < >+< >−< − >A         (ΙΙ-10a)       

                                                                                                            

                         ( )2 , ' '/ / '/ ' / '/( )/F V V z Hψ ψ ψ χ χ ψ ψ ψ= < >+< >−< − >A        (ΙΙ-10b) 

et           

 

                         ( )3 , ' '/ / '/ ' / '/( )/F V V z Hψ ψ ψ χ χ ψ ψ ψ= < >+< >−< − >A A      (ΙΙ-10c)  
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Ces trois expressions des fonctionnelles1 2,F F  et 3F  diffèrent  entre elles par de 

légères différentes insertions du projecteur A .      

 

Nous pouvons voir que le calcul des conditions de stationnarités de ces 

fonctionnelles permet d’arriver aux expressions des fonctions d’essai et d’obtenir à la 

fin l’expression de l’amplitude de propagation D. 

 

� Pour la fonctionnelle 1F  : 

Les conditions de stationnarités 1 / ' / 0F ψ∂ ∂ < =  et  1 / / 0F ψ∂ ∂ > =  donnent 

respectivement : 

                                                   / ( )/ 0V z Hχ ψ> − − > =A                                   (ΙΙ-11a)      

                                                  '/ ' '/( ) 0V z Hχ ψ< −< − =                                   (ΙΙ-11b) 

 

� Pour la fonctionnelle 2F    

Les conditions de stationnarités 2 / ' / 0F ψ∂ ∂ < =  et  2 / / 0F ψ∂ ∂ > =  donnent 

respectivement : 

                                                    / ( ) / 0V z Hχ ψ> − − > =                                 (ΙΙ-12a)      

                                                   '/ ' '/( ) 0V z Hχ ψ< −< − =A                                (ΙΙ-12b)    

                                                

� Pour la fonctionnelle 3F   

Les conditions de stationnarités 3 / ' / 0F ψ∂ ∂ < =  et  3 / / 0F ψ∂ ∂ > =  donnent 

respectivement : 

                                                 / ( ) / 0V z Hχ ψ> − − > =A                                    (ΙΙ-13a)      

                                                '/ ' '/( ) 0V z Hχ ψ< −< − =A                                    (ΙΙ-13b)                                                                     

 

Pour l’énergie z complexe, la résolvante totale 1( )G z H −= −  est un opérateur borné, 

défini de manière unique. Son action sur les vecteurs de carrés sommables ( >χ/V , 

/V χ >A , ' / 'Vχ<  et '/ 'Vχ< A ), où le potentiel est pris local, donne toujours des 
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vecteurs de carrés sommables qui appartiennent à l’espace de  Hilbert [7,24]. Donc la 

stationnarité est atteinte pour une paire unique des fonctions d’essai, et  à partir des 

équations (II-11, 12, 13), on déduit : 

 

� Pour la fonctionnelle 1F , les fonctions d’essai prennent les formes suivantes :   

 

                                                        / /G Vψ χ>= >A                                    (ΙΙ-14a)      

                                                        '/ '/ 'V Gψ χ< = <                                      (ΙΙ-14b)  

 

� Pour la fonctionnelle 2F , elles s’écrivent :  

                                                      

                                                          >=> χψ // VG                                  (ΙΙ-15a)     

                                                   '/ '/ 'V Gψ χ< = < A                                    (ΙΙ-15b)   

    

� Et pour la fonctionnelle 3F , les fonctions d’essai auront comme expressions :  

 

                                                          / /G Vψ χ> = >A                                (ΙΙ-16a)   

                                                         '/ '/ 'V Gψ χ< =< A                                  (ΙΙ-16b)     

                                                                  

En réinjectant ces expressions de ψ et 'ψ  dans la fonctionnelle correspondante, 

nous trouvons alors la valeur stationnaire pour chaque fonctionnelle: 

 

                           
1( ) ( '/ ' ) / '/ '( / )

( '/ ' )( )( / )

F stas V G V V G V

V G z H G V

χ χ χ χ
χ χ

= < > +< >

− < − >

A A

A
               (ΙΙ-17)      

 

                           
2( ) ( '/ ' ) / '/ ' ( / )

( '/ ' )( )( / )

F stas V G V V GV

V G z H GV

χ χ χ χ
χ χ

= < >+< >

− < − >

A A

A
                (ΙΙ-18)    
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  et 

                           
3( ) ( '/ ' ) / '/ ' ( / )

( '/ ' )( )( / )

F stas V G V V G V

V G z H G V

χ χ χ χ
χ χ

= < >+< >

− < − >

A A A A

A A
             (ΙΙ-19) 

 

en tenant compte du fait que A  commute avec H et G [23,24] :     
 

                                                [A , H]  =  0   et    [A , G]  =  0                               (ΙΙ-20)      

 

ainsi que  A
2

= A , il en résulte que la valeur stationnaire de chaque fonctionnelle 

donne l’amplitude de propagation D, alors:   

            

                                    1 2 3( , ' ) ( , ' ) ( , ' )F F F Dψ ψ ψ ψ ψ ψ= = =                    (ΙΙ-21)    

   

Comme nous l’avons déjà vu dans le chapitre1, en pratique l’utilisation des fonctions 

ψ  et 'ψ  dans le calcul de l’amplitude de propagation D(z) n’est pas chose  aisée. En 

effet  pour des calculs réalistes, c'est-à-dire à la limite sur couche ( 0)D E i+ , la 

présence de l’opérateur de Green G [7,32] complique ces calculs. Pour cette raison, et 

afin de contourner cette difficulté,  il est proposé une approche approximative où les  

fonctions des voies et les  fonctions d’essaiψ et 'ψ   sont remplacées respectivement 

par des produits d’orbitales individuelles ou bien des déterminants de  Slater de ces 

mêmes orbitales même dans le cas d’une antisymétrisation [23]. 

 

En analysant de plus près les expressions des trois fonctionnelles, nous remarquons 

que:  
 

- La fonction  'ψ    de la fonctionnelle 1F , Eq.(ΙΙ-10a), possède la même 

antisymétrisation partielle  que  celle contenue  dans 'χ . La fonction  'ψ   peut alors 

s’écrire  comme  un produit de deux déterminants de Slater  séparés dc '' ψψ . Par 

contre, la fonction  ψ   est complètement antisymétrisée du fait de la présence de 

A devantχ . Par conséquent ψ doit être un déterminant de Slater.  
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Cette approximation s’écrit alors : 

 

                      ( )1 , ' ' ' / / '/ '/ ' ' /( )/c d c dF V V z Hψ ψ ψ ψ χ χ ψ ψ ψ ψ=< >+< >−< − >A     (ΙΙ-22)     

 

- De la même façon, la fonction ψ de la fonctionnelle 2F , Eq (ΙΙ-10b), possède 

la même antisymétrisation partielle que celle contenue dansχ . Donc la fonction ψ  

peut s’écrire comme un produit de deux déterminants de Slater séparés ba ψψ . Par 

contre, la fonction  'ψ   est complètement antisymétrisée du fait de la présence de 

A devant 'χ . Par conséquent 'ψ  doit être un déterminant de Slater. Cette 

approximation s’écrit alors :  

              

                    ( )2 , ' '/ / '/ ' / '/( )/a b a bF V V z Hψ ψ ψ χ χ ψ ψ ψ ψ ψ= < >+< >−< − >A         (ΙΙ-23)    

 

- Enfin, dans  le  cas  de  la  fonctionnelle3F , Eq(ΙΙ-10c), nous  remarquons que 

les fonctions d’essai ψ  et  'ψ  doivent être entièrement antisymétrisées. Pour cette 

raison, ψ  et 'ψ  sont toutes les deux des déterminants de Slater. L’approximation de 

la fonctionnelle 3F  s’écrit alors: 

 

                ( )3 , ' '/ / ' / '/ '/( )/F V V z Hψ ψ ψ χ χ ψ ψ ψ= < > + < > − < − >              (ΙΙ-24)  

 

où les insertions de A  présent dans l’équation (ΙΙ-10c)  sont inutiles puisque ψ et  'ψ  

sont tout les deux des déterminants de Slater.  

 

Nous montrons que le premier terme du membre de droite de l’équation (ΙΙ-22) 

( ' ' / /c d Vψ ψ χ< >A )  et le second terme de l’équation (ΙΙ-23) ( ' / ' / a bVχ ψ ψ< >A )  

contiennent explicitement l’opérateur A qui projette les produits de déterminants de 

Slater a bψ ψ , ' 'c dψ ψ , en des déterminant complets , 'ψ ψ , respectivement. 

 La même propriété est valable au troisième terme de l’équation (ΙΙ-22), car l’opérateur 

A implicitement contenue dans ψ  commute avec H et conduit à une antisymétrisation 
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totale dans le bra. Un argument similaire est donné pour le troisième terme de 

l’équation (ΙΙ-23). Or pourrait conclure que 1 2,F F  et 3F , qui sont équivalentes 

quand ψ  et 'ψ sont des fonctions d’essai complètement flexibles, restent toujours 

équivalentes quand on tente une séparation en degrés de liberté des particules 

individuelles.  

 

ΙΙ-3 La théorie du champ moyen indépendant du temps antisymétrisée 

 

Nous nous proposons d’appliquer la TIMF au cas de la fonctionnelle 3F  définie dans 

l’équation (ΙΙ-10c).  

 

Afin de simplifier les calculs, les fonctions des voies initiale et finale sont écrites sous 

les formes suivantes [22,23] : 
 

                                                    
1 1

/ / /
N a

N a N

α β
α β

χ χ χ
= = +

> = > >∏ ∏%                             (ΙΙ-25a)    

                                                   
1 1

'/ ' / ' /
N c

N c N

γ δ
γ δ

χ χ χ
= = +

< = < <∏ ∏%                             (ΙΙ-25b)    

 

comme des purs produits d’orbitales individuelles, avec les orbitales : 

 

, 1,..., aNαχ α = , qui sont des fonctions d’onde accélérées pour les nucléons du 

projectile a. 

 

, 1,...,aN Nβχ β = +  sont les fonctions d’onde accélérées pour les nucléons de la cible b. 

 

' , 1,..., cNγχ γ =  sont les fonctions d’onde accélérées pour les nucléons de l’éjectile c.  

 

' , 1,...,cN Nδχ δ = +  sont les fonctions d’onde accélérées pour les nucléons de la cible 

résiduelle d. 
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On approche les fonctions d’ondes ψ  et  'ψ  respectivement par les 

déterminants de Slater 
1 / 21

( )
!N

φ φ= % et  
1 / 21

' ( ) '
!N

φ φ= %  avec :    

 

                                                    { }/ det / iφ ϕ> = >%                                          (ΙΙ-26a)    

                                   

                                                    { }' / det ' /iφ ϕ< = <%                                         (ΙΙ-26b)      

                            

La nouvelle expression de  la fonctionnelle 3F  peut s’écrire sous la forme suivante:  

 

                                                  3  'F C C D= + −                                        (ΙΙ-27)    

 

où les contributions C, C’ et D  sont données par :                                                     

 

                                           1/2 (( ! !) !) '/ /    a bC N N N Vφ χ= < >% %                          (ΙΙ-28a)    

 

                                         1/ 2' (( ! !) !) '/ ' /c dC N N N Vχ φ= < >%%                           (ΙΙ-28b)    

et 

                                                    ' / ( ) /D z Hφ φ= < − >                                     (ΙΙ-28c)  

   

Rappelons que l’hamiltonien du système H s’écrit comme la somme d’un opérateur  à 

un corps   ( ∑=
i

itT ) et d’un opérateur à deux corps   ( ∑
〉

=
ji

jivV ). Les expressions 

des  contributions C, C’ et D  de la fonctionnelle 3F  contiennent alors des actions des 

opérateurs à  un  corps et à deux corps sur  les fonctions d’ondes 1 2( , ,..., )Nr r rφ r r r
 et 

*
1 2'( , ,..., )Nr r rφ r r r

 qui s’écrivent sous la forme d’un déterminant de Slater [24]. 

 

                                      1/2
1 2 1 2( , ,..., ) ( !) det , ,... /N N ir r r N r r rφ ϕ−= < >r r r r r r

                   (ΙΙ-29a)    
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et 

                                     * 1/2
1 2 1 2'( , ,..., ) ( !) det ' / , ,...,N i Nr r r N r r rφ ϕ−= < >r r r r r r

                (ΙΙ-29b)     

 

 

Nous définissons les matrices de recouvrement des orbitales 

individuelles , 'i j i jα α et i jβ   comme [23] :     

                     

                                                     ><= jiji χϕα /'                                         (ΙΙ-30a)    

 

                                                     ><= jiji ϕχα /''                                         (ΙΙ-30b)    

et 

                                                    ><= jiji ϕϕβ /'                                          (ΙΙ-30c)    

 

et leurs matrices inverses R , R 'i j i j  et i jB  respectivement par : 

 

                                                1 1R ( ) ' /i j i j i jα ϕ χ− −= =< >                                      (ΙΙ-31a)    

 

                                               ' 1 1R ( ' ) ' /i j i j i jα χ ϕ− −= =< >                                     (ΙΙ-31b)  

           

                                             
11 /')( −− ><== jijijiB ϕϕβ                                 (ΙΙ-31c)    

  

Ainsi que les cofacteurs jiM , i j l kM , i j k n m lM ,… 'i jM ,… lmnkjiN  respectivement 

définis par [23] :  

                                       
' / det( ' / )

' /

i j

i j i j
j

M

φ χ ϕ χ

ϕ χ

< > = < >

= < >∑

% %

                                 (ΙΙ-32a)       

avec : 

                                               ' / Ri j i jM φ χ=< >% %                                           (ΙΙ-32b)          

                     

                                          ' ' / 'i k j l i j l k
l

M Mχ ϕ= < >∑                           (ΙΙ-32c)       
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avec : 

                                ' ' / (R ' R ' R ' R ' )i j l k k i l j k j l iM χ φ=< > −%%                           (ΙΙ-32d)    

 

                                    ' /i j m l k n i j k n m l
n

N Nϕ ϕ= < >∑ ,                                (ΙΙ-32e)   

avec: 

                   
'/ (

)

i j k nml l i m j nk l i mk n j l j mi nk

l j mk ni l k mi nj l k m j ni

N B B B B B B B B B

B B B B B B B B B

φ φ=< > − −

+ + −               (ΙΙ-32f)    

 

par conséquente, on obtient les dérivées : 
 
                                       

                                            '/ ' /i j i jNφ φ ϕ ϕ∂< > ∂< > =                                  (ΙΙ-32g)       

 

                                           ' ' / 'kl i j k i j lM Mχ ϕ∂ ∂ < > =                                (ΙΙ-32h)       

 

                                         ' /k l nm i j k l i j n mM Mϕ χ∂ ∂ < > =                           (ΙΙ-32k)   

     

Les expressions de C, C’ et D de la fonctionnelle 3F se construisent alors aisément à 

l’aide de telles matrices densités et cofacteurs.     

 

1/  Développement  du  terme ' / /Vφ χ< >% %  apparaissant dans l’équation (ΙΙ-28a)  

 

On développe d’abord l’action de l’opérateur à deux corps  ( )V vα β
α β

=∑ sur le 

déterminant 1 2* ' ( , ,..., )Nr r rφ r r r% . Pour cela on introduit des relations de fermeture : 

 

                                     1 2 1 2
1

/ , ,....., , ,....., / 1
N

k N N
k

dr r r r r r r
=

>< =∏∫
r r r r r r r

                          (ΙΙ-33)    
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ainsi, nous pouvons réécrire 1 2( , , ..., )Nr r rφ r r r% : 
 
 

                                 1 2 ( , ) ( , )( , ,..., ) ( ) ( )N i i i i
i

r r r r y r yα α α α
α

φ ϕ ϕ= =∑ ∑
r r r r r%                     (ΙΙ-34a)     

                                                
ou 
                                                                                         

                           
( , ) ( , )

1 2
( , ) ( , )

( , ,..., ) ( ) ( ) ( ) ( )j j
N i j i j

i ii j

r r r r r J r r Jβ β
α β α β

α αα β
φ ϕ ϕ ϕ ϕ

≠ ≠
= =∑ ∑

r r r r r r r%             (ΙΙ-34b)     

 

avec : ),( αiy  étant le niveau de l’élément ( )i rαϕ r
 dans le développement  du 

déterminant, et 
),(

),(

β

α

j

i

J  le niveau de l’élément ( )j rαϕ r
dans le développement de 

l’élément ( )j rβϕ r
dans le  déterminant. 

                                                    

Le terme ' / /Vφ χ< >% % s’écrit alors :                                                                                                                             

   

                         '/ / (1/ 2) ' ' / /i j i j
i j

V v Mα β βα
α β

φ χ ϕ ϕ χ χ< >= < >∑% %             (ΙΙ-35a)   

 

2/ Développement du terme '/ ' /Vχ φ< >%%  apparaissant dans l’équation (ΙΙ-28b)  

 

De la même manière, on écrit: 

 

                        '/ '/ (1/ 2) ' ' / / 'i j j i
i j

V v Mγ δ γ δ
γ δ

χ φ χ χ ϕ ϕ< >= < >∑%%             (ΙΙ-35b)    

 

où les indices δγβα ,,, appartiennent aux nucléons a, b, c et d 

respectivement, et les indices i et j varient de 1 à N. 
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3/ Développement du terme
'/( )/z Hφ φ< − > apparaissant dans l’équation (ΙΙ-28c)   

 

D’après l’expression de l’hamiltonien de notre système, Eq. (ΙΙ-3), on peut écrire : 

 

                   '/ ( )/ '/ '/ / (1/2) '/ /i i j
i i j

z H z t vφ φ φ φ φ φ φ φ
≠

< − > = < > − < > − < >∑ ∑       (ΙΙ-36)    

 

Pour connaître  l’expression finale deD , il faut d’abord  calculer les expressions des 

trois termes suivants : 

 

i) le produit scalaire '/φ φ< >  apparaissant dans l’équation (ΙΙ-36) : 

 

Introduisons une relation de fermeture de l’espace, ce produit scalaire s’écrit : 

                   

                            1 2 1 2
1

1
'/ * '( , ,..., ) ( , ,..., )

!

N

k N N
k

dr r r r r r r
N

φ φ φ φ
=

< > = ∏∫
r r r r r r r% %                  (ΙΙ-37)    

 

D’après les équations ((ΙΙ-32g, ΙΙ-34a), on arrive à écrire : 

 

                                               ji
ji

ji N><=>< ∑ ϕϕφφ /'/'                                (ΙΙ-38)    

 

ii)  la valeur moyenne d’une observable à un corps ' / /i
i

tφ φ< >∑  apparaissant dans 

l’équation (ΙΙ-36) : 

 

D’après les équations (ΙΙ-32g, ΙΙ-34a), la valeur moyenne de >< ∑ φφ //'
i

it  peut 

s’écrire comme : 

                                     jiji
jii

i Ntt ><=>< ∑∑ ϕϕφφ //'//'
,

                    (ΙΙ-39)    
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iii)  la valeur moyenne d’une observables à deux corps ∑
≠

><
ji

jiv φφ //'  

apparaissant dans l’équation (ΙΙ-36) : 

Notons que jiv  est un opérateur agissant sur chaque couple possible de nucléons 

numérotés (i, j). En introduisant une relation de fermeture de l’espace dans cette 

expression, ainsi à l’aide des triples cofacteurs lmnkjiN  définis dans Eq (ΙΙ -32f), on 

déduit l’expression de ∑
≠

><
ji

jiv φφ //'   comme : 

 

                                 '/ / ' ' / /i j i j k l i j l k
i j i j k l

v v Nφ φ ϕ ϕ ϕ ϕ
≠

< > = < >∑ ∑                 (ΙΙ-40) 

    

avec les indices i, j, k, l  variant  de 1 à N. 
 

Finalement, d’après les équations (ΙΙ-38, 39, 40), l’expression de la contribution D  

s’écrit : 

                        

{ }'/( )/ det ' / ' / /

(1/4) ' ' / /

i j i j i j
i j

i j k l i j l k
i jkl

z H z t N

v N

φ φ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

< − > = < > − < >

− < >

∑

∑
            (ΙΙ-41)    

 

Revenons maintenant  aux conditions de stationnarité de la fonctionnelle 3F , pour 

cela  on doit minimiser d’abord les dérivées des trois contributions C, C’et D par 

rapport à >iϕ/  et /' iϕ< ,  i = 1, 2, …, N : 

 

En utilisant les équations (ΙΙ-32g, h, k), on écrit : 
         

o Dérivée deC par rapport  à /' iϕ<  : 

                      

1/2( ! ! ( !)
' /

. ' / /

(1/2) ' ' / / /

a b
i

j i j
j

m n m n i j j
jm n

C
N N N

v M

v M

α β βα
αβ

α β βα
α β

ϕ

ϕ χ χ

ϕ ϕ χ χ χ

∂ =
∂ <


× < >



+ < > >



∑

∑

     (ΙΙ-42a)    
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o Dérivée de C  par rapport à  / jϕ >  :  

 

il est clair aussi d’après l’équation (ΙΙ-35a)  que :  

 

                                               / 0jC ϕ∂ ∂ > =                                    (ΙΙ-42b)    

 

o Dérivée de 'C  par rapport  à / jϕ >  :  

 

                    

1/2'
( ! ! !)

/

' ' / / . '

(1/2) ' ' / / ' ' /

c d
j

i i j
i

m n i j n m i
i m n

C
N N N

v M

v M

γ δ γ δ
γ δ

γ δ γ δ
γ δ

ϕ

χ χ ϕ

χ χ ϕ ϕ χ

∂ =
∂ >


× < >



+ < > < 



∑

∑

       (ΙΙ-43a)    

 

o Dérivée de 'C  par rapport à ' /iϕ<  :  

 

il est clair d’après l’équation (ΙΙ-35b)  que : 

             

                                                ' ' / 0iC ϕ∂ ∂ < =                                         (ΙΙ-43b) 

 

o Dérivée de D   par rapport à / jϕ >  : 

 

                  

' / ( ) ' / / ' /
/

(1/2) ' ' / / .

(1/4) ' ' / / ' /

i i j k l k i j l i
i ik lj

i k l i k l j
ikl

m n k l m n i jl k i
imnkl

D
z t N t N

v N

v N

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

∂ = < − − < > <
∂ >

− < >

− < > <

∑ ∑

∑

∑

  ¨  (ΙΙ-44a) 
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o Dérivée de D  par rapport à ' /iϕ<  :  

 

                    

( ) / ' / / /
' /

(1/2) . ' / /

(1/4) ' ' / / /

j i j k l k i j l j
j jk li

k j l i k l j
jkl

m n k l m n i jl k j
jmnkl

D
z t N t N

v N

v N

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

∂ = − > − < > >
∂ <

− < >

− < > >

∑ ∑

∑

∑

   (ΙΙ-44b) 

 

On introduit maintenant les potentiels des voies  du champ moyen S et S’, 

définis par leurs actions sur >jχ/ et /' jχ<  [23] :  

 

                           
1. / / '/ . ' / /b j j

j

S v Mα α β β
β

χ φ χ ϕ χ χ−< > = < > < >∑% %            (ΙΙ-45a) 

 

                          1. / / '/ . ' / /a j j
j

S v Mβ β α α
α

χ φ χ ϕ χ χ−< > = < > < >∑% %            (ΙΙ-45b) 

 

                           1' / ' / . '/ ' ' / / . 'd i i
i

S v Mγ γ δ δ
δ

χ χ φ χ χ ϕ−< > =< > < >∑%%            (ΙΙ-45c) 

 

                           1' / ' / . '/ ' ' / / . 'c i i
i

S v Mδ δ γ γ
γ

χ χ φ χ χ ϕ−< > =< > < >∑%%           (ΙΙ-45d) 

 

Ainsi que le potentiel du champ moyen U  définis par son actions sur  / jϕ > et ' /jϕ< :  

 

                          
1. / / '/ . ' / /j k j l k l

k l

U v Nϕ φ φ ϕ ϕ ϕ−< > = < > < >∑             (ΙΙ-45e) 

      

                          
1' / / . '/ ' ' / / .i i k l k l

k l

U v Nϕ φ φ ϕ ϕ ϕ−< > = < > < >∑           (ΙΙ-45f) 
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L’antisymétrisation des éléments de matrice est de rendre ces potentiels strictement 

analogues à des potentiels de Hartree-Fock [24]. Notons aussi que ces potentiels S, S’ 

et U  sont insensibles au réarrangement interne des orbitales iϕ  et i'ϕ . 

 

A partir de ces définitions, on réécrit les dérivées des contributions ', CC et 

D  avec une forme qui fait apparaître de manière explicite les potentiels du champ 

moyen , 'S S e t U  nous avons : 

 

                   

1/ 2( ! ! !) '/
' /

' / / /
2

' / / /

a b
i

k l l k j j i
j k l

k l l i j k j
j k l

C
N N N

S
S R R

S R R

φ χ
ϕ

ϕ χ χ

ϕ χ χ

∂ = < >
∂ <

  
× − < > >  
  


− < > >



∑ ∑

∑

% %

      (ΙΙ-46a) 

 

et 

              

1/ 2'
( ! ! !) '/

/

'
' ' / ' ' / / '

2

' / '/ ' ' ' /

c d
j

j i i k l l k
i k l

k l l i j k i
i k l

C
N N N

S
R S R

S R R

χ φ
ϕ

χ χ ϕ

χ ϕ χ

∂ = < >
∂ >

  
× < + < >  
  


− < > < 



∑ ∑

∑

%%

         (ΙΙ-46b) 

 

ainsi 

 

'/ ' / ( ) / /
' / 2

' / ( ) / ]/

k l lk j ji
j k li

k l l i jk j
j kl

D U
z t U t B B

t U B B

φ φ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ

  ∂ = < > − − − < + > >  ∂ <   


+ < + > >



∑ ∑

∑

     (ΙΙ-47a) 
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et 

          

'/ ' / ' / ( ) /
/ 2

' / ( ) / ] ' /

j i i k l l k
i k lj

k l l i jk i
i k l

D U
B z t U t B

t U B B

φ φ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ

  ∂ =< > < − − − < + >  ∂ >   


+ < + > < 



∑ ∑

∑

      (ΙΙ-47b) 

 

Dans ce formalisme de la TIMF, on montre que les calculs des conditions de 

stationnarités d’une fonctionnelle permettent d’arriver aux expressions des fonctions 

d’essai. Pour cela, en admettant la considération où les orbitales self-consistantes  

{ }ji ϕϕ ,'  satisfaisant la condition suivante [23] : jiiiji BB δ=  (choix pour 

simplifier les calculs numériques).  

 

Si on pose alors : Uth +=  les expressions de la dérivée de la contribution 

D par rapport à >jϕ/  et par rapport à ' /iϕ<  deviennent : 

 

            
' /( )/ '/ /'/ 2'/

/ ' / ' / ' /

k k
j j

j
kj j j k k j j

U
t hD

z h
ϕ ϕ ϕ ϕφ φ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

 < + > < > ∂ < >= < − − + ∂ > < > < > < > 
 

∑      (ΙΙ-48a) 

 

et 

           
'/( )/ ' / /'/ 2 /

' / ' / ' / ' /

k k
i i

i
ki i i k k i i

U
t hD

z h
ϕ ϕ ϕ ϕφ φ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

 < + > < > ∂ < >= − − + > ∂ < < > < > < > 
 

∑      (ΙΙ-48b) 

        

Finalement, en analysant les équations (ΙΙ -42b, ΙΙ -43b, ΙΙ- 46, ΙΙ- 48), on écrit alors les 

conditions de stationnarités de 3F , par rapport à /'iϕ<  et / jϕ >  comme :  

 

                                     0/')( =<∂−∂ iDC ϕ  et 0/)'( =>∂−∂ jDC ϕ                        (ΙΙ-49) 
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et les 2N équations variationnelles de la TIMF pour ce problème d’antisymétrisation, 

elles se présentent finalement sous la forme suivante :  

 

                  

1/2 '/ ' /
( ) / ( ! ! !)

'/

( ' / / ) /
2

' / / /

i i
i i a b

k l lk j j i
j k l

k l l i jk j
jkl

h N N N

S
S R R

S R R

φ χ ϕ ϕ
η ϕ

φ φ

ϕ χ χ

ϕ χ χ

< >< >
− > =

< >


× − < > >



− < > >



∑ ∑

∑

% %

          (ΙΙ-50a) 

 

et 

                     

1/2 '/ ' /
' /( ) ( ! ! !)

'/

'
' ' /( ' ' / / ' )

2

' / '/ ' ' ' /

j j
j j c d

ji i k l lk
i kl

k l l i jk i
i kl

h N N N

S
R S R

S R R

χ φ ϕ ϕ
ϕ η

φ φ

χ χ ϕ

χ ϕ χ

< > < >
< − =

< >


× < + < >



− < > < 



∑ ∑

∑

%%

        (ΙΙ-50b) 

 

où la self-énergie iη s’écrit : 

 

                                 
' /( ) / ' / /2

' / ' /

k k
i i

i
k k k i i

U
t h

z
ϕ ϕ ϕ ϕ

η
ϕ ϕ ϕ ϕ

< + > < >
= − +

< > < >∑                         (ΙΙ-51) 

 

 

 

 

 

 

 

 



 41 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

CHAPITRE III 
 

Les symétries 
self-consistantes 



 42 

Les symétries self-consistantes 

 

 

III-1 Introduction 

 

         Les symétries  jouent un rôle fondamental en physique et leur connaissance 

permet souvent de simplifier considérablement la solution de certains problèmes.  

 

         Dans la pratique, on utilise souvent des fonctions ayant une certaine symétrie. On 

peut donc choisir des fonctions d’essai ayant la même symétrie que les fonctions de 

voies, sans détruire la self-consistance des équations du champ moyen. Si certaines 

relations de commutations sont (vérifiées), on peut alors  réduire énormément le 

nombre d'équations du champ moyen couplé.  

 

        Il est possible de montrer de façon générale d’après le théorème de Nother [33] 

que tout opérateur de  transformation quelconque représente une opération de 

symétrie : qui peut être soit unitaire, c’est-à-dire tout produit scalaire est alors 

invariant, soit anti-unitaire, c’est-à-dire  tout produit scalaire est  transformé en son  

complexe conjugué.  

 

        Dans ce chapitre3, nous voulons montrer que les équations traduisant la condition 

de stationnarité ( ) '/ 0iC D ϕ∂ − ∂< =  et ( ' ) / 0jC D ϕ∂ − ∂ >=  sont invariantes par les 

transformations des opérateurs : unitaire P et anti-unitaireY , c'est-à-dire, garde la même 

forme analytique d’après l’action de ces opérateurs. 

 

ΙΙΙ-2 Opérateur unitaire 

 

      Nous considérons un opérateur unitaire P caractérisé par le paramètreθ , et qui 

transforme l’état de la particule individuelle iχ  en  )( iσχ  par la relation :       
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                                                       ( )/ /ii

i iP e
θ

σχ χ> = >                                          (ΙΙΙ-1a) 

                                                                                                                                                                                                                               

                                              ( )' / ' / ii

i iP e θ
σχ χ −+< = <                                 (ΙΙΙ-1b)     

                                                                                                                                                                                                                           

où )( iσ  indique les permutations entre les orbitales, et iθ  représente la i-ème phase 

arbitraire. 

 

 De même, on définit  l’action de P sur les fonctions d’essai individuelles par : 

 

                                               ( )/ /ii

i iP e
θ

σϕ ϕ> = >                                   (ΙΙΙ-2a)                                                                                      

                                 

                                                  ( )' / ' / ii

i iP e θ
σϕ ϕ −+< = <                                     (ΙΙΙ-2b)                  

                                                                                                                                      

Une fois que nous avons défini l’opérateur P. Les matrices de recouvrements i jα , 'i jα  

et i jβ   peuvent alors s‘écrire :    

 

                                               
( )

( ) ( )
j ii

i j i je
θ θ

σ σβ β−=                                          (ΙΙΙ-3a)   

    

                                                 
( )

( ) ( )
j ii

i j i je
θ θ

σ σα α−=                                          (ΙΙΙ-3b)   

et 

                                                
( )

( ) ( )' 'j ii

i j i je
θ θ

σ σα α−=                                       (ΙΙΙ-3c)         

 

ainsi d’après les équations (ΙΙ-38, ΙΙΙ-2), on écrit : 

 

                                   
( )

( ) ( )

' / ' /

' /j i

k i i j k j
j

i

i j k j
j

N

e Nθ θ
σ σ

δ φ φ ϕ ϕ

ϕ ϕ−

< >= < >

= < >

∑

∑
                   (ΙΙΙ-4a)        
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En effet, le produit scalaire >< φφ /' est invariant par cette transformation unitaire P,  

et en comparant avec : 

                                       

                                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

' / ' /k i i j k j
j

Nσ σ σ σ σ σ
σ

δ φ φ ϕ ϕ< > = < >∑                      (ΙΙΙ-4b)                                             

 

on trouve : 

                                                  
( )

( ) ( )
j ii

i j i jN e Nθ θ
σ σ

− −=                                    (ΙΙΙ-5)                                             

 

ainsi pour l’inverse de la matrice de recouvrement : 

 

                                                
( )

( ) ( )
j ii

i j i jB e
θ θ

σ σβ− −=                                     (ΙΙΙ-6)                                             

 

de même, on déduit les transformations des cofacteurs i jM et ' i jM  par : 

 

                                             
( )

( ) ( )
j ii

i j i jM e Mθ θ
σ σ

− −=                                     (ΙΙΙ-7a)       

 

                                             
( )

( ) ( )' 'j ii
i j i jM e Mθ θ

σ σ
− −=                                       (ΙΙΙ-7b)                      

                                                                                                                                                                                          

Si (t et v) sont des opérateurs hermitiens, alors : 

 

                                                [ , ] 0 , [ , ] 0t P v p p= ⊗ =                                      (ΙΙΙ-8)     

                                          

donc, à l’aide de cette dernière relation de commutation et de l’équation (ΙΙΙ-2), nous 

arrivons à écrire :                                             

                                        
( )

( ) ( )' / / ' / /j ii

i j i jt e tθ θ
σ σϕ ϕ ϕ ϕ−< > = < >                           (ΙΙΙ-9)                                             

 

   et 

                               
( )

( ) ( ) ( ) ( )' ' / / ' ' / /j l k ii

i k j l i k j lv e vθ θ θ θ
σ σ σ σϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ − −< >= < >       (ΙΙΙ-10)                                             
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Nous remarquons qu’il existe une relation entre les opérateurs self-consistants U, h et 

les opérateurs hermitiens t, v. Notons aussi que les  vecteurs des états des particules 

individuelles appartiennent à l’espace de Hilbert. En effet,  on généralise par 

l’extension de l’espace de Hilbert, les relations de commutations définie dans l’équation 

(ΙΙΙ-8), se traduisent par :  

                                               0],[ =⊗ ppU  ,   0],[ =ph                               (ΙΙΙ-11)                                                                                           

 

Les expressions des opérateurs self-consistants U et h s’écrivent alors :  

 

                                          
( )

( ) ( )' / / ' / /j ii

i j i jU e Uθ θ
σ σϕ ϕ ϕ ϕ−< > = < >                     (ΙΙΙ-12a)       

 

                                            
( )

( ) ( )' / / ' / /j ii

i j i jh e hθ θ
σ σϕ ϕ ϕ ϕ−< > = < >                     (ΙΙΙ-12b)                                                        

  

Finalement nous devons montrer que les équations traduisant la condition de 

stationnarité ( ) '/ 0iC D ϕ∂ − ∂< =  et 0/)'( =>∂−∂ jDC ϕ  sont invariantes par la 

transformation unitaire P, c'est-à-dire, garde la même forme analytique après la 

transformation. 

 

On  remarque  d’après  les équations (ΙΙΙ-6, 9, 10, 12) que  l’expression de ' /iDδ δ ϕ<  

Eq. (ΙΙ-47a) peut s’écrire :  
 

                    
( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

' / ' /

' / / /

i ji

i

j i
j

k l l i j k j
i k l

D e

z h B

h B B

θ θ

σ σ

σ σ σ σ σ σ

δ δ ϕ φ φ

η

ϕ ϕ ϕ

−< = < >


× − −



+ < > >



∑

∑

      (ΙΙΙ-13)    

                                                      

η est la partie de la self-énergie indépendante de l’indice (i) : 

 

                           ( ) ( ) ( ) ( )' / / ' / /
2 2k l lk k l l k

kl kl

U U
t B t Bσ σ σ ση ϕ ϕ ϕ ϕ= < + > = < + >∑ ∑           (ΙΙΙ-14)                                                     
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En effet, lorsque on fait tourner l’action de l’opérateur P sur l’expression 

de ' /iDδ δ ϕ< , on déduit :       

    

                                       ( )' / ' /ii

i iP D e D
θ

σδ δ ϕ δ δ ϕ< = <                             (ΙΙΙ-15)   

        

Finalement nous remarquons que l’action de l’opérateur P assure l’invariance de 

l’expression ' /iDδ δ ϕ< de l’équation (ΙΙ-47a). 

                                                

        Nous traitons  maintenant l’inhomogénéité du terme ' /iCδ δ ϕ< , Eq.(ΙΙ-46a), 

pour cela nous définissons )'.( ρρ resp  comme des matrices, avec des éléments nuls 

si les orbitales iχ  et jχ (respectivement ' iχ et ' jχ ) appartiennent aux mêmes 

fragments et égaux à 1 s’ils appartiennent à des fragments  différents. Si P satisfait : 

 

                                        ( ) ( )i j i jσ σρ ρ=  et  ( ) ( )' 'i j i jσ σρ ρ=                             (ΙΙΙ-16)    

 

nous avons alors, les propriétés de commutation suivantes :  

 

                                    . /[ , ] / 0iS P χ< > =  , ' /[ ', ] / . 0i S Pχ< > =                         (ΙΙΙ-17)    

                                                    

Ceci nous permet d’écrire les potentiels du champ moyen S et S’ comme: 

 

                               
1. / / '/ . ' / /i i l k i l k l

k l

S v Mχ φ χ ρ ϕ χ χ−< > = < > < >∑% %                 (ΙΙΙ-18a)    

 

                                
1' / '/ . '/ ' ' ' / / . 'i k i i k l k l

k l

S v Mχ χ φ ρ χ χ ϕ−< > = < > < >∑%%             (ΙΙΙ-18b)     

                                                                         

 

 

 

 



 47 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    

De même, d’après les équations (ΙΙΙ-1, 2, 18), l’expression ' /iCδ δ ϕ< définie dans 

l’équation (ΙΙ-46a) donne :  

 

                

( ) 1/2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

' / ( ! ! !) '/

( ' / / )
2

' / / /

i ji

i a b

k l l k j i
j kl

k l l i j k j
jkl

C e N N N

S
S R R

S R R

θ θ

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

δ δ ϕ φ χ

ϕ χ

ϕ χ χ

−< = < >


× − < >



− < > >



∑ ∑

∑

% %

          (ΙΙΙ-19)     

                                                                                                                                                                                                      

ainsi lorsqu’on fait tourner l’action de l’opérateur P sur l’expression ' /iCδ δ ϕ< on 

déduit que :                                                                                                                                       

                                      ( )' / ' /ii
i iP C e Cθ

σδ δ ϕ δ δ ϕ< = <                          (ΙΙΙ-20)                                                                                                                            

                                                                

Finalement, nous avons montré à partir des équations (ΙΙΙ-15, 20) que l’invariance des 

conditions de stationnarité 0/')( =<∂−∂ iDC ϕ  et 0/)'( =>∂−∂ jDC ϕ  sont vraies dans 

cette transformation unitaire P. Ce qui nous permettra d’écrire : 

 

                                   3 3 ( )' / ' /ii

i iP F e F
θ

σδ δ ϕ δ δ ϕ< = <                        (ΙΙΙ-21)      

 

ΙΙΙ-3 Opérateur anti-unitaire 

 

Dans ce second cas, on considère la symétrie discrète de renversement du 

temps, qui présente  un intérêt exploitable en mécanique quantique. Cette dernière est 

définie par l’opérateur anti-unitaire  Y  tel que : 

 
 

                                                   *( / ) /Y Yλ ϕ λ ϕ> = >                                        (ΙΙΙ-22)      

 

                                           
*( ' /( / ) ( ' / ) / )Y Yϕ ϕ ϕ ϕ< > = < >                              (ΙΙΙ-23)      
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Dans ce type de transformation, on a 1Y Y Y Y+ += = , alors : 

 

                                         *( ' / ) [( ' / )( / )]Y Yϕ ϕ ϕ ϕ+< > = < >                            (ΙΙΙ -24)    

                                                                                                                                                                                                       

L’action de l’opérateur Y transforme l’état de la particule individuelle iχ  en l’état 

)( iσχ  comme suit :  

                                                ( )/ / 'ii
i iY e θ

σχ χ> = >                                   (ΙΙΙ-25a)       

                                                                                                                                                                                                    

                                               ( )' / / ii

i iY e
θ

σχ χ −+< = <                                   (ΙΙΙ-25b)       

 

Aussi,  on écrit : 

                                                 ( )/ / 'ii

i iY e
θ

σϕ ϕ> = >                                    (ΙΙΙ-26c) 

 

                                                     ( )' / / ii

i iY e θ
σϕ ϕ −+< = <                                     (ΙΙΙ-26d) 

 

Une fois que nous avons défini l’opérateur Y, les matrices de recouvrements i jα , 'i jα  

et i jβ   peuvent alors s‘écrire :                                                                                                                                                   

                                               
( )

( ) ( )
i ji

i j j ie θ θ
σ σβ β−=                                  (ΙΙΙ-27a) 

 

                                               
( )

( ) ( )
i ji

i j j ie
θ θ

σ σα α−=                                       (ΙΙΙ-27b) 

                            

                                               
( )

( ) ( )' 'i ji

i j j ie θ θ
σ σα α−=                                      (ΙΙΙ-27c) 

                                                                                                                                                                                                  

ainsi, le produit scalaire se  transforme en son  complexe conjugué, alors : 

 

                            

( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

det ' / det '

' 'i j

k i i j k j k i
j

i

j i j k
j

M

e M

σ σ

θ θ
σ σ σ σ

δ α ϕ χ δ α

α−

= < > =

=

∑

∑
                (ΙΙΙ-28)                           
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par conséquent, nous pouvons conclure:         

                           

                                               
( )

( ) ( )'i ji
i j j iM e Mθ θ

σ σ
− −=                                   (ΙΙΙ-29a)      

 

                                                   
( )

( ) ( )' i ji

i j j iM e Mθ θ
σ σ

− −=                                    (ΙΙΙ-29b)                                                                                                                                  

 

De même : 

                                               
( )

( ) ( )
i ji

i j j iN e Nθ θ
σ σ

− −=                                      (ΙΙΙ-29c)     

 

                                               
( )

( ) ( )
i ji

i j j iB e Bθ θ
σ σ

−=                                      (ΙΙΙ -29d)                                                                                                                                 

 

Partons de la définition de l’opérateur anti-unitaire Y, on obtient les relations des  

transformation des observables t, v : 
 

                                          Y t t Y+=   ,  ( ) ( )Y Y v v Y Y+⊗ = ⊗                              (ΙΙΙ-30)    

                                                                                                                                                                                                                                                                             

En effet nous déduisons : 
 

                                    
( )

( ) ( )' / / ' / /i ji

i j j it e tθ θ
σ σϕ ϕ ϕ ϕ−< > = < >                           (ΙΙΙ-31)    

    

ainsi pour v :                                                                                                                                                                                                  

                                 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

' ' / /

' ' / /

i k l ji

i k j l

j l i k

v e

v

θ θ θ θ

σ σ σ σ

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

+ − −< > =

×< >                     (ΙΙΙ-32)   

                                                                                                                                                                                                                       

par conséquent, U et h s’écrivent : 

 

                                    
( )

( ) ( )' / / ' / /i ji

i j j iU e Uθ θ
σ σϕ ϕ ϕ ϕ−< > = < >                         (ΙΙΙ-33)         

                                                                                                                                                                                               

                                    
( )

( ) ( )' / / ' / /i ji

i j j ih e hθ θ
σ σϕ ϕ ϕ ϕ−< > = < >                            (ΙΙΙ-34)     
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De même, d’après ces équations, l’expression ' /iDδ δ ϕ< définit dans 

l’équation (ΙΙ-47a) donne : 

                                                                                                                                                                                                           

                    ( )* * *
( ) ( )

* *
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

' / '/

' / / /

ii j
i

i j
j

k l i l k j j
jk l

D e

z h B

h B B

θ θ

σ σ

σ σ σ σ σ σ

δ δ ϕ φ φ

η

ϕ ϕ ϕ

−

+

+

< = < >


× − −



+ < > >



∑

∑

     (ΙΙΙ-35)     

    

En effet, on dit que l’action de l’opérateur Y assure l’invariance de ' /iDδ δ ϕ<  : 

 

                                          ( )' / ' /ii

i iY D e D
θ

σδ δ ϕ δ δ ϕ< = <                            (ΙΙΙ-36)                                                                                                                                   

 

Revenons maintenant à l’inhomogénéité du terme ' /iCδ δ ϕ< , nous 

définissons aussi )'.( ρρ resp comme des matrices, avec des éléments nuls, si les 

orbitales iχ  et jχ (respectivement i'χ  et j'χ ) appartiennent au même fragment, 

des éléments égaux à 1 s’ils appartiennent à des fragments différents. Si Y satisfait à:  

 

                                            )()(' ijji σσρρ =  , ( ) ( )'i j j iσ σρ ρ=                                (ΙΙΙ-37)                    

   

Ceci nous permet  de relier les potentiels du champ moyen S et  S’  par :       

                                           

                                        
( )

( ) ( )' / / ' / '/i ji
i j j iS e Sθ θ

σ σϕ χ χ ϕ−< > = < >                     (ΙΙΙ-38a)      

 

 

                                      
( )

( ) ( )' / '/ ' / /i ji

i j j iS e Sθ θ
σ σχ ϕ ϕ χ−< > = < >                (ΙΙΙ-38b)   
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avec les relations de commutations de S et S’ et U, h avec l’opérateur Y  s’écrivent :      

 

                                                 ,Y U U Y Y h h Y+ += =                                    (ΙΙΙ-39a)   

                      

                                           . / ( / ) . / ( ' / )i iY S S Yχ χ+< > = < >                            (ΙΙΙ-39b) 

 

                                         ( ' / ')/ . ( ' / ' )/ .i iY S S Yχ χ +< > = < >                          (ΙΙΙ-39c)                               

  

De la même manière, on déduit que l’action de l’opérateur Y assure l’invariance de 

l’expression ' /iCδ δ ϕ< , Eq.( ΙΙ-46a), et on écrit : 

 

                                             ( )' / ' /ii

i iY C e DC
θ

σδ δ ϕ δ δ ϕ< = <                     (ΙΙΙ-40)                                                                                                                            

 

Finalement, nous avons montré que l’invariance de la condition de stationnarité  

0/')( =<∂−∂ iDC ϕ   et  0/)'( =>∂−∂ jDC ϕ  est vraie dans cette transformation anti- 

unitaire. Ceci nous permettra donc d’écrire la relation de transformation de la condition 

de stationnarité de 3F comme: 

 

                                   ( )' / ' /ii

i iY F e F
θ

σδ δ ϕ δ δ ϕ< = <                              (ΙΙΙ-41)                                                                                                                            
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Chapitre IV 
 

Diffusion nucléaire (α-α) 
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Diffusion nucléaire (α-α) 

 

ΙV-1 - Introduction  

 

 Le choix d’une diffusion élastique à l’avant (α-α) a été dicté par le fait que c’est 

une collision souvent traitée par plusieurs auteurs [34-37] car elle reste un très bon test 

pour les théories  microscopiques de collisions. De plus, c’est précisément un cas où 

des symétries supplémentaires entre bras et kets (renversement du temps) entre le 

projectile et la cible (parité) et entre les nucléons eux-mêmes (renversement de spin et 

isospin) permettent de réduire le nombre d’équations indépendantes à résoudre. 

 

Comme application réaliste de la TIMF antisymétrisée, nous avons traité le cas 

de la diffusion à l’avant α-α [23]. 

 

ΙV-2 Application numérique : diffusion élastique  (α-α): 

 

 Notre intérêt s’est porté sur le calcul numérique des termes de Born non 

antisymétrisé : 

                                                             ' / /BT Vχ χ=< >                                     (ΙV-1) 

 

et antisymétrisé : 

 

                                                  '/ /B
anti symT Vχ χ− = < >A                                (ΙV-2) 

 

Nous avons considéré  pour cela, un potentiel à courte portée : la somme d’une 

répulsion à courte portée et d’une attraction à portée un peu moins courte :  

 

                                    
2 2

2 2

/ '/ / '/
( , ') exp( ) exp( )a r

a r

r r r r
v r r V V

r r

− −= − + −
r r r r

r r
                 (ΙV-3) 

avec comme valeurs des potentiels aV , rV , des portées ar , rr , les paramètres de  
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Volkov [38 ]: 

                                 MeVVa 34.83−=   ,      MeVVr 86.144=                         (ΙV-4)         

                                           fmra 6.1=  ,    fmrr 82.0=                                      (ΙV-5) 

 

remarquons que les deux termes qui composent le potentiel, Eq.(ΙV-3) sont des 

gaussiennes. 

 

Les fonctions de voies sont aussi approchées par des gaussiennes pour chaque nucléon 

individuel avec des facteurs de phase pour décrire leurs accélérations [23] : 

 

                                        
2

3/ 4 3/ 2
2

( , ) exp .
2

r
r k i k rχ π β

β
− −  

= − 
 

r r rv
                         (ΙV-6) 

 

aveck
r

l’impulsion de la particule individuelle. 

 

Nous noterons1r
r

, 5r
r

 les coordonnées des protons avec spin en haut dans le 

projectile et la cible, respectivement. Les coordonnées des protons de spin en bas, des 

neutrons de spin en haut et de neutrons de spin en bas sont respectivement notés 

2 6 3 7 4, , , ,r r r r r
r r r r r

et 8r
r

. 

 

 La fonction de voie pour ces huit particules peut donc se mettre sous la forme 

suivante : 

                               
1 8 1 1 4 4

5 5 8 8

( ,..., , ) ( , ) ... ( , )

( , ) ... ( , )

r r k r k r k

r k r k

χ χ χ

χ χ

= × ×

× − × × −

r r rv v v v

r rv v                            (ΙV-7) 

 

Comme indiqué dans l’introduction de ce chapitre, les différentes symétries qui 

interviennent dans cette diffusion (α-α) permettent d’écrire les relations suivantes : 
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1- les symétries spin et isospin entre nucléons eux-mêmes : 

 

                                      1 2 3 4χ χ χ χ= = =                                         (ΙV-8a) 

et  

                                                5 6 7 8χ χ χ χ= = =                                         (ΙV-8b) 

 

2- les symétries bra-ket dans un choix d’une diffusion élastique à l’avant : 
 

                                                      ( ) ' ( )i ir rχ χ=                                                (ΙV-9) 

 

3- diffusion à l’avant avec renversement  du temps : 
 

                                       1 5 5 1* ( ) ' ( ) , * ( ) ' ( )r r r rχ χ χ χ= =                                (ΙV-10) 

 

 4/ la parité : 
 

                                       1 5 5 1( ) ( ) , ' ( ) ' ( )r r r rχ χ χ χ= − = −                               (ΙV-11) 

                                               

ΙV-3 Résultas numériques et discussion :   

 

Nos calculs numériques ont été fait à l’aide du logiciel Mathematica. Nous 

avons utilisé l’instruction NIntegrate qui emploie habituellement un algorithme 

adaptatif, qui subdivise périodiquement et adéquatement la région d'intégration. 

 
Nous avons choisi de tracer les termes de Born non antisymétrisé, Eq.(ΙV-1), et 

antisymétrisé, Eq.(ΙV-2),  pour différentes impulsions k et pour diverses valeurs de la 

largeur β  de la fonction de voie gaussienne, Eq.(ΙV-6).  

 

Sur les figures, Fig.1, Fig.2 et Fig.3,  sont tracés les termes de Born 

antisymétrisé (en tirets) et non antisymétrisé (en traits pleins) en fonction de 

l’impulsion k et pour différentes valeurs de la largeur β de la gaussienne qui représente 

la fonction de voie. 
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L’analyse des trois figures montre que le comportement de ces deux termes 

diffère totalement pour des faibles valeurs de k.  

 

Ceci vient du fait,  bien connu, que les termes d’échange s’annulent pour des 

grandes valeurs de k, en raison du contraste entre leurs composantes de Fourier 

(accélérations en directions opposées). Il n’y a qu’à basse énergie (pour des faibles 

valeurs de k) que les composantes de Fourier des orbites de projectile ressemblent 

suffisamment à celles de la cible pour créer un encombrement de Pauli dans l’espace 

de phase. 

 

Ceci illustre bien l’importance des termes d’échange à basses énergies (faibles 

valeurs de k), alors qu’à hautes énergies (grandes valeurs de k), le principe de Pauli 

peut être négligé. Donc l’effet de l’antisymétrisation est important à basses énergies. 

 

Nous pouvons aussi analyser l’influence du paramètre β sur ces deux termes de 

Born. 

 

Il est utile de parler brièvement de  l’importance de la largeur β du paquet 

d’onde. En effet, la finalité de l’étude d’un cas physique réaliste de collision est 

d’arriver à comparer les résultats théoriques et expérimentaux à travers le calcul des 

sections efficaces par exemple. Pour cela, il faudrait utiliser dans les calculs des ondes 

planes qui sont des fonctions qui n’appartiennent pas à l’espace de Hilbert du fait de 

leur extension infinie. Leur utilisation conduit à des calculs divergents. L’utilisation 

des paquets d’onde dans les théories approximatives s’est révélée être d’un grand 

intérêt pratique. La largeur de ces paquets d’onde peut être prise aussi petite que l’on 

veut de façon à se rapprocher le plus possible du cas des ondes planes. Il faut aussi se 

rappeler que dans l’espace des impulsions, une onde plane est représentée par la 

fonction delta de Dirac. Le passage de l’une à l’autre des représentations se faisant par 

la transformation de Fourier. 
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 Il ressort clairement des trois figures que le rapprochement entre les deux 

termes de Born se fait pour des valeurs de k plus grande lorsque β augmente donc 

l’influence du principe de Pauli est plus importante, toujours à basses énergies, avec la 

diminution de β. 

 

 

                                                                                                                                                                                                             
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1 : Les termes de Born antisymétrisé (tirets) et non antisymétrisé 

(traits pleins) en fonction de l’impulsion k, avec β =1.5fm  

 pour la diffusion élastique (α-α) 
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Figure 2 : les termes de Born antisymétrisé (tirets) et non antisymétrisé 

(traits pleins) en fonction de l’impulsion k, avec le paramètre β =1fm  

pour la diffusion élastique (α-α) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3 : les termes de Born antisymétrisé (tirets) et non antisymétrisé 

(traits pleins) en fonction de l’impulsion k, avec le paramètre β =0.5fm  

 pour la diffusion élastique (α-α) 
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CONCLUSION  

 
 

Ce travail que nous avons développé a porté sur l’utilisation de la théorie du 

champs moyen indépendant du temps -TIMF- pour l’étude des problèmes de collision  

 

Cette théorie est principalement basée sur un principe  variationnel  pour le 

calcul de l’amplitude de collision, une énergie du système complexe, une 

représentation des états de voies par des paquets d’ondes indépendants du temps, une 

restriction de ces fonctions de voies, et des fonctions d’essai à des  produits des 

fonctions individuelles. 

 

 Cette approche TIMF satisfait, tout comme la théorie d’Hartree, à la condition 

de réduction de dimension et remplace l’inversion de l’opérateur à N corps par N 

inversions à un corps. 

 

        Toujours dans le but d’étendre le champ d’application de la TIMF, nous avons 

inclus l’antisymétrisation entre les fermions constitutifs des noyaux. On arrive à un 

nouveau formalisme celui de la TIMF antisymétrisée, où la restriction des fonctions de 

voies, et des fonctions d’essai en produits d’orbitales individuelles est remplacée par 

des déterminants de  Slater. 

 

L’antisymétrisation entre les fermions constitutifs des noyaux qui est un 

problème traditionnel assez ardu de la théorie des collisions.  Pour valider cette 

méthode approximative, il était important de ne pas esquiver cette question et donc 

d’introduire le principe de Pauli dans le formalisme de la TIMF. 

 

Pour cela, une forme plus adaptée de l’opérateur de transition est définie par 

l’introduction d’un opérateur d’antisymétrisation. En réécrivant toutes les relations de 

base qui sous tendent la TIMF, on arrive à un nouveau formalisme celui de la TIMF 

antisymétrisée. 
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Nous avons aussi illustré l’importance de certaines symétries élémentaires 

comme le renversement du temps, la parité, qui jouent un rôle fondamental en 

physique. Leur connaissance permet souvent de simplifier considérablement la 

solution de certains problèmes. 

 

  Comme application réaliste de la TIMF antisymétrisée, nous avons traité le cas 

de la diffusion à l’avant α-α. Le choix d’une diffusion élastique à l’avant (α-α) a été 

dicté par le fait que c’est une collision souvent traitée par plusieurs auteurs car elle 

reste un très bon test pour les théories  microscopiques de collisions. De plus, c’est 

précisément un cas où des symétries supplémentaires entre bras et kets (renversement 

du temps) entre le projectile et la cible (parité) et entre les nucléons eux-mêmes 

(renversement de spin et isospin) permettent de réduire le nombre d’équations 

indépendantes à résoudre. 

  

Nous avons choisi de tracer le terme de Born antisymétrisé et non antisymétrisé 

pour différentes valeurs de l’impulsion et pour diverses valeurs β  de la largeur de la 

fonction de voie gaussienne. Les résultats obtenus montrent que le comportement de 

ces deux termes diffère totalement lorsque k diminue. Ceci vient du fait,  bien connu, 

que les termes d’échange s’annulent pour des valeurs de k plus grand, en raison du 

contraste entre leurs composantes de Fourier (accélérations en directions opposées). Il 

n’y a qu’à basse énergie que les composantes de Fourier des orbites de projectile 

ressemblent suffisamment à celles de la cible pour créer un encombrement de Pauli 

dans l’espace des phases. 

Ceci illustre bien l’importance des termes d’échange à basses énergies, alors 

qu’à hautes énergies, le principe de Pauli peut être négligé. Donc l’effet de 

l’antisymétrisation est important à basses énergies. 

 

Nous avons aussi analysé l’influence du paramètre β sur ces deux termes de 

Born. Nous avons rappelé brièvement l’importance de la largeur β du paquet d’onde. 

En effet, la finalité de l’étude d’un cas physique réaliste de collision est d’arriver à 
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comparer les résultats théoriques et expérimentaux à travers le calcul des sections 

efficaces par exemple. Pour cela, il faudrait utiliser dans les calculs des ondes planes 

qui sont des fonctions qui n’appartiennent pas à l’espace de Hilbert du fait de leur 

extension infinie. Leur utilisation conduit à des calculs divergents. L’utilisation des 

paquets d’onde dans les théories approximatives s’est révélée être d’un grand intérêt 

pratique. La largeur de ces paquets d’onde peut être prise aussi petite que l’on veut de 

façon à se rapprocher le plus possible du cas des ondes planes. Il faut aussi se rappeler 

que dans l’espace des impulsions, une onde plane est représentée par la fonction delta 

de Dirac. Le passage de l’une à l’autre des représentations se faisant par la 

transformation de Fourier. 

  

Il ressort clairement à travers les résultats obtenus que le rapprochement entre les deux 

termes de Born se fait pour des valeurs de k plus grandes lorsque β augmente donc 

l’influence du principe de Pauli est plus importante, toujours à basses énergies, avec la 

diminution de β. 

 

 A partir des conclusions auxquelles nous sommes parvenus, il est justifié de 

penser que, l’introduction du principe de Pauli dans les théories microscopiques de 

collision ne peut qu’améliorer  les résultats théoriques et les rapprocher un peu plus 

des résultats expérimentaux surtout à basses énergies. De plus, nous pouvons 

envisager une extension du champ d’application de la théorie TIMF en l’utilisant pour 

le traitement d’autres cas physiques réalistes et pour le calcul, en plus du terme de 

Born, d’autres paramètres importants et indispensables dans une diffusion. 
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