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Introduction

Les déplacements isotopiques sont d'un intérét particulier car ils constituent un trait
d’union entre les propriétés électroniques et nucléaires d'un atome. En effet, le dépla-
cement isotopique d’une transition est la contribution d’un déplacement isotopique de
masse et d’un déplacement isotopique de volume [1]. Le premier provient de la différence
entre les masses des deux isotopes, alors que le deuxiéme a pour origine une différence
dans la distribution de leur charge nucléaire. Par conséquent, les liens des déplacements
isotopiques avec les propriétés nucléaires sont la masse nucléaire et le rayon de la charge
nucléaire.

Le déplacement isotopique de masse est lui méme la contribution de deux effets. Le
premier est obtenu lorsqu’on remplace la masse de électron par la masse réduite du sys-
téme; il s’appelle déplacement normal de masse (Normal Mass Shift). Le deuxiéme effet
s’appelle déplacement spécifique de masse (Specific Mass Shift). Il est dit au mouvement

corrélé des différentes paires d’électrons sous 'effet du mouvement du noyau et il est re-
N

présenté par le terme i Z(pl -p;), ot M est la masse nucléaire. Sur le plan théorique,
ce dernier terme est trészgénsible aux effets de la corrélation électronique. Son calcul,
généralement trés difficile, constitue en revanche un trés bon test de fiabilité pour les
modeéles théoriques destinés aux calculs de fonctions d’onde électroniques.

La motivation principale de ce travail est une expérience de spectroscopie laser réalisée
en 2004 [2]|, qui a permis d’extraire le rayon de la charge nucléaire de l'isotope ®He a
partir du déplacement isotopique de la transition (1s2s) 3S; — (1s3p) 3P, de la paire ®*He
-‘He. 1l est en effet intéressant de calculer un tel déplacement afin de bien comprendre

les effets de corrélation dans ’atome d’hélium.

L’atome d’hélium est un systéme & trois corps dont les études théoriques ont commencé



depuis 'apparition de la mécanique quantique [3|. Il a beaucoup servi au développement
des méthodes d’approximation. Aujourd’hui, parmi ces méthodes, la méthode variation-
nelle utilisant les fonctions d’Hylleraas comme fonctions de base, obtient des résultats
considérés comme exacts pour 'état fondamental et beaucoup d’autres états excités
[4, 5, 6, 7].

Dans ce travail nous avons utilisé la méthode non-relativiste multiconfigurationnelle
Hartree-Fock [8] pour calculer les fonctions d’onde électroniques associées aux états des
transitions étudiées, ainsi que leurs énergies. Les fonctions d’onde corrélées sont obtenues
par la méthode de I'espace actif en incluant toutes les simples et doubles excitations pos-
sibles. Le calcul des énergies des états est indispensable, afin d’évaluer le déplacement
normal de masse. Nous avons utilisé une stratégie de calcul qui consiste & introduire
progressivement les effets de la corrélation. L'importance de ces effets est alors estimée
grace au degré de convergence des énergies calculées. Nous avons utilisé la méme straté-
gie pour calculer les paramétres spécifiques de masse des états. A partir de ces derniers
et des énergies nous avons déduit les déplacement isotopiques des transitions étudiées.
Le plan de la thése se présente comme suit :

Dans le premier chapitre nous décrivons les méthodes de calcul des fonctions d’onde,
basées sur l'approximation Hartree-Fock et ’approche multiconfigurationnelle Hartree-
Fock.

L’application de ces méthodes aux états de I'hélium que nous avons étudiés fait 'objet
du deuxiéme chapitre. Nous décrivons également le modéle de corrélation, basé sur la
méthode de 'espace actif, qui nous a permis de construire les fonctions d’onde.

Les bases théoriques des déplacements isotopiques sont présentées dans le troisiéme cha-

pitre, alors que le dernier chapitre est consacré aux résultats et discussions.



Chapitre 1

Méthode de calcul des fonctions d’onde

1.1 Introduction

Le calcul d’'une propriété atomique P revient souvent a un calcul d’éléments de matrice

de type :

P = (V|0

ou ¥ et ¥ sont les fonctions d’onde associées aux états quantiques de l'atome et O
est 'opérateur qui représentant la propriété. La précision du calcul dépend donc de la
qualité des fonctions d’onde ¥ et ¥’ qui sont solutions de I’équation de Schrodinger.
Cependant la complexité de 'hamiltonien des atomes polyélectroniques ne permet pas
de résoudre exactement 1’équation de Schodinger. Des méthodes d’approximations sont
alors nécessaires pour approcher au mieux les fonctions d’onde exactes des atomes po-
lyélectroniques. Parmi ces méthodes nous pouvons citer des approches non relativistes,
comme l'approximation multiconfigurationnelle Hartree-Fock (MCHF) [9, 8] et la mé-
thode perturbative ‘Many Body Perturbation Theory’ (MBPT) [10]. Pour les systémes
ol les effets relativistes sont dominants, la méthode variationnelle Multiconfiguration-
nelle Dirac-Fock (MCDF) est la mieux adaptée [11].

Dans ce chapitre nous allons décrire la méthode MCHF que nous avons utilisée pour cal-
culer les fonctions d’onde associées aux états (1s2s) 35, (1s2p) 3P et (1s3p) 3P de 'atome
d’hélium. Auparavant nous présentons (paragraphe 1.2) 'approximation du champ cen-

tral qui est le point de départ de toutes les méthodes de résolution de I’équation de



Schrodinger relative aux atomes polyélectroniques. Dans le paragraphe (1.4) nous don-
nons les éléments de base de ’approximation Hartree-Fock qui permettent de comprendre
le calcul des fonctions d’onde dans une approche monoconfigurationnelle. Dans le dernier
paragraphe nous introduirons ’approximation MCHF.

L’approche non-relativiste de la méthode que nous utilisons est justifiée par le fait que

les effets relativistes dans ’hélium sont faibles.

1.2 Approximation de champ central

L’hamiltonien non-relativiste d’'un atome a N électrons, possédant un noyau de charge

ponctuelle Ze et de masse infinie, s’écrit en unités atomiques :

N
1 1
H = (——V? -~ rg) +y — (1.1)
i=1 ‘ '

ou r; désigne la distance entre I’électron i et le noyau alors que 7;; est la distance entre
le i%m¢ et le j¢™ électron (|r; — 7j]).

Dans cette expression, les trois sommes représentent respectivement ’énergie cinétique
des électrons, leur énergie potentielle due a I'attraction du noyau et I’énergie de répulsion
entre les paires d’électrons.

La résolution exacte de 1'équation de Schrédinger tenant compte de ’hamiltonien (1.1)
est impossible en raison de la présence du dernier terme, représenté par une somme
d’opérateurs a deux corps.

Dans une premiére approximation, appelée modéle des électrons indépendants, on sup-
pose que chaque électron i se meut dans un potentiel V(r;), crée par les (N — 1)
autres électrons. Ce potentiel est ensuite supposé a symétrie sphérique de sorte que

V(r;) = V(r;). 1l s’agit alors de 'approximation du champ central.

L’hamiltonien qui en résulte est alors donné par :

H,. = Z <—%v3 - g + V(ri)> . (1.2)

L’équation de Schrédinger



H, b = Ed (1.3)

est maintenant & variables séparables; elle admet comme solution la fonction d’onde de

Hartree qui est un produit d’orbitales mono-électroniques, appelées spin-orbitales :

D = 0, (q1) 90 (q2) 00, (@;) - Pun (qn) (1.4)

ou q; = (r;,0;) représente les coordonnées de position et de spin de ’électron i. v; est
I'ensemble des nombres quantiques (n; [; m;, ms,) qui caractérisent 1’état de I’électron i

associé a la fonction d’onde ¢,,, solution de I’équation mono-électronique :

1 A
hivuw,(q;) = (—§V? o + V(Tz‘)) ©u,(q;)

= civu(a) (1.5)

ol €; est la valeur propre de h;. Elle représente 1’énergie de 'électron ¢ et dépend des
nombres quantiques n; et [;.

Les valeurs propres de h et H,. sont reliées entre elles par la relation suivante :

E=Y ¢ (1.6)

Une spin-orbitale peut alors s’écrire comme un produit d’une partie radiale, d'une partie

angulaire et d'une fonction de spin :

Pnl(T‘)

(@) = = Y5, (0:6) Xom, (1.7)

ot P, (r) est solution de 1’équation radiale :

{% o) - W;” +26}Pnl(r) —0. (18)

Ynl” est ’harmonique sphérique, fonction propre de 1% et I, ; xom. est la fonction de spin,
fonction propre de s? et s,.
L’approximation du champ central nous conduit dans une premiére étape a la fonction de

Hartree ¢, dont les fonctions d’onde radiales monoélectroniques F,;, sont les inconnues.



La fonction d’onde de Hartree ® ne vérifie pas la propriété d’antisymétrie imposée par
le principe d’indiscernabilité aux fonctions d’onde électroniques (systémes de fermions).
En lui appliquant l'opérateur d’antisymétrisation A, nous obtenons la fonction d’onde

antisymétrique ® 44 :

Pus = AHSD(%') (1.9)

=1

qui peut se mettre sous la forme d’un déterminant, appelé déterminant de Slater :

o Q1) nlg2) - wulgy)
Pry (ql) Pry (q2) <o Puy (qN)

B ag = % (1.10)
Puy (ql) Pun (QQ) cee Yoy (QN)

oil le coefficient (N!)71/2 est un facteur de normalisation reflétant la dégénérescence

d’échange.

1.3 Au dela de Papproximation du champ central : les

fonctions d’état de configuration

Il s’agit maintenant de tenir compte de I’écart a ’hamiltonien non relativiste (1.1) quand
on utilise I'approximation du champ central. Cet écart est donné par :
1
ey
i Tij -
J K3

Pour peu que le potentiel V(r;) soit convenablement choisi, W serait alors traité comme
une perturbation. Dans ce schéma, ’hamiltonien H qui s’écrit comme la somme de H..
et W :

H=H.+W

est invariant par rotation du moment cinétique orbital total L. Comme par ailleurs il

est indépendant des spins électroniques et donc du moment cinétique total de spin S,



il commute avec les opérateurs L?, S2, L, et Sy. Ces relations de commutation sont
intéressantes puisqu’elles nous indiquent que les fonctions propres de H que nous re-
cherchons sont aussi fonctions propres de ces opérateurs. La caractérisation des états
quantiques, fonctions propres de H peut donc étre réalisée par I'attribution des nombres
quantiques associés aux opérateurs LQ, S2 Ly et Sy Un tel état quantique sera noté
|vLSMp Mg > ou v représente la configuration et tout autre nombre quantique permet-
tant de désigner complétement le terme LS considéré, comme par exemple la séniorité. La
fonction d’onde correspondant a l’état quantique |yLSMpMg >, notée »(yLSMpMsg),
est appelée fonction d’état de configuration (CSF : Configuration State Function). Les
CSF sont généralement des combinaisons linéaires de déterminants de Slater. Cependant
leur construction est grandement simplifiée par 'utilisation des techniques de couplage
des moments angulaires (algébre de Racah). Ces techniques font intervenir notamment le
modele des coefficients de parenté fractionnelle (cfp) ainsi qu'une procédure d’antisymé-
trisation adéquate [12, 13, 14]. L’algebre de Racah qui simplifie le calcul des éléments de
matrice est utilisée dans la librairie de programmes MCHF' qui nous a permis d’effectuer
le calcul des fonctions d’onde.

Dans le chapitre suivant nous donnerons quelques exemples de construction de CSF cor-
respondant & des états de ’hélium que nous avons étudiés.

Le calcul des fonctions d’état de configuration revient a celui des fonctions radiales P,
monoélectroniques qui sont les seules inconnues. Nous présentons dans le paragraphe

suivant une méthode d’approximation qui permet de les calculer.

1.4 L’approximation Hartree-Fock

1.4.1 La méthode variationnelle

En mécanique quantique la méthode variationnelle consiste en une nouvelle formulation
du probléme aux valeurs propres. En d’autres termes, résoudre ’équation de Schrédinger
pour les états liés est équivalent de trouver les fonctions v qui laisse la fonctionnelle

énergie

10



_ <YlH[$ >
<Yl >

stationnaire par rapport aux variations 0 de 1.

E[) (1.11)

Si la fonction v est une fonction normalisée, la méthode variationnelle devient alors un
probléme d’optimisation sous contraintes. Selon ce dernier il existe des paramétres A,

appelés parameétres de Lagrange, tels que la fonctionnelle

F() = E(W) + A {[y) (1.12)

est stationnaire par rapport aux variations d de 1.
Pratiquement, la méthode variationnelle consiste & choisir une fonction d’essai v, qui
dépend d’'un certain nombre de paramétres a = (v, ..., o, ). Ensuite ces parameétres sont

déterminés a partir de la condition de stationnarité de la fonctionnelle

Flo) = E(e) + A (eltbe)

par rapport aux variations de ces mémes parameétres :

IF(ax)

5@1'

=0, i1=1,..,n

1.4.2 Les équations Hartree-Fock

La méthode Hartree-Fock [15] est basée sur la méthode variationnelle dans laquelle on
prend comme fonction d’essai, en accord avec ’approximation du champ central et le
principe de Pauli, une fonction d’état de configuration ¢ (yLS) (CSF). Les paramétres
variationnels de cette fonction sont les fonctions d’onde radiales monoélectroniques.

Nous pouvons donc écrire que la fonction ¢ (yLS) est telle que I’énergie correspondante

(W(yLS)|H | (vLS))
(W(YLS) (v LS))

soit une quantité stationnaire pour toute variation infiniment petite de chaque fonction

Ep(yLS)] = (1.13)

radiale.

Supposons que le terme yLS correspond & une configuration électronique de type

11



(nlll)wl (nglz)wQ (nlll)wl (nmlm)wm (114)

ol w; est le nombre d’électrons équivalents dans la sous couche (n;l;).

En tenant compte des conditions d’orthonormalisation entre les fonctions radiales

(nil|n;ly = / Pra(r)Pp,i(r)dr
0
Snem, (1.15)

et en appliquant les régles de Slater-Condon [16, 17|, nous obtenons ’expression de

I'énergie de 'état |yLS) [18] :

m 1 m m (57,
i=1 i=1 j=1 k=|l;—l;| 1

I(n;l; , n;l;) est 'intégrale radiale représentant 1’élément de matrice de I'opérateur mono-
électronique L associé a 1’énergie cinétique de ’électron et a son énergie potentielle due

a 'attraction du noyau :

Cd* 27 I+

L=—+— 1.17
dr? r T2 (L.17)
Elle s’écrit de maniére générale comme suit :
1 oo
I(nil, njl) = —5/ Pra(r)LP, () dr . (1.18)
0

Les autres termes de F(yLS) proviennent de 1'élément de matrice de 'opérateur bi-

1
électronique — qui s’écrit sous la forme d’un développement de polyndémes de Legendre :

T12
1 = 7k
— =) = P¥(cosw) (1.19)
12 o >
ou 7~ = man(ry, re), v~ = max(ry, ry) et w est Pangle formé par les deux rayons

vecteurs 71, 7o.

12



F* et G* sont des intégrales radiales qui correspondent & des cas particuliers de I'intégrale

généralisée de Slater R* définie par :

oo [e§) ’I“k
Rk(nzlz , njlj ) nsls s ntlt) = / / Pm.li (rl)Pn]-lj (Tg) Tk_il Pnsls (rl)Pntlt (’I"Q)d?”l dT’Q
o Jo >
(1.20)
Elles sont définies par les relations suivantes :
F*(nly ) nily) = RF(nily ) njly 5 nals , nyly)
3% 3% 3 (1.21)

G*(nily , nily) = RF(ngli, nyly 5 gl naly)
Les coefficients fi et g, sont le résultat du calcul des intégrales angulaires par rapport
aux coordonnées , ¢ et de spin. Leur calcul est grandement simplifié grace a 'utilisation
de l'algebre des moments angulaires [19].
Connaissant l’expression de I’énergie E(yLS) nous pouvons maintenant appliquer le prin-
cipe variationnel en tenant compte des conditions d’orthonormalisation des orbitales nl.
Celles-ci sont introduites dans la procédure variationnelle par la méthode des multipli-
cateurs de Lagrange.
Soit A;; le multiplicateur de Lagrange associé a la condition d’orthonormalisation entre
les fonctions radiales ¢ et j ayant les mémes moments angulaires électroniques [; = [;. Le
principe variationnel s’applique alors a la fonctionnelle :
m o)
FOLS) = E(LS)+Y wiks /0 P2, (r1) dry
i=1

+ Z Z 5lilj wiwj)\ij /0 Pnili (rl)Pnjlj (7”1) dT’l (1.22)

i=1 ji
qui doit rester stationnaire pour toute variation infinitésimale des orbitales radiales. La
variation résultante de F(yLS) pour une variation de l'orbitale P, est alors donnée

par :

13



03 K

.k
+ (1 =03) gr(li ;) 6G*(nil; ”jlj)}
+ 2w /\z‘z‘/ OP,,1,(r1) Py, (1) dry
0

+ 2 Z W;W; 511.1]. )\ij / 6Pnili (rl)Pnjlj (7"1) d?“l (123)
j#i 0

Si on remplace les variables (ry,r3) par (r, s) et que 'on introduit les fonctions

o] k
YEidinglys 1) = v / rz; Pos(3)Pay (5) ds
0

>

N /OT (;)kpnili(s)Pnﬂj(s) ds + /TOO <£>k+1pnili(s)P"jlj(S) ds
(1.24)

de sorte que

> 1
FF(nily,myly) = / P2, (r) (—) Y¥(nily,n l;; ) dr
0 T

-~ ] (1.25)
Gk(’nll“ ’I’lej) = / Pnili (T)Pnjlj (T) (—) Yk(n,lz, njlj ] T‘) dr
0 r
les variations des différentes intégrales de 1'équation (1.23) s’écrivent alors :
Sl mb) == [ 5P ()P (1) dr (1.26)
0

o 1
(5Fk(nili, n;lj) =2(1+ 5nili»njlj)/ OP,1, (1) Py, (1) (;) Yk(njlj,njlj ;1) dr
0
o 1
SG*(nil; , nyl;) =2 / 8Pt (1) Py, (1) (—) Y*(ngli, nyly 5 r) dr (1.27)
0 T

En remplagant ces expressions dans 1’équation (1.23), on peut voir que celle-ci se met

sous la forme :

SF(YLS) = / T P (1) Qu, (r) dr (1.28)

14



Imposer la stationnarité de F(yLS) pour toute variation 6P, (r) revient & imposer

Qn,1;(r) = 0. Nous obtenons alors I’équation Hartree-Fock pour l'orbitale P, (r) :

2 Ll +1
(ﬁ + ;[Z — Y(nzlz, 7")] — % — gnilhnili) Pnili (T)
2
= ;X(nzll, T) + Z 5lilj€nili,njljpnjlj (7”) 5 (129)
ji

ou (2/r) Y (nil;;r), appelé potentiel coulombien, est tel que :

5,
Y(?’Llll,T') = Zug( — w—j>fk(ll,lj)Yk(njl],njl],r) (130)
jik /

et ou (2/r) X (n;l;;r), appelé potentiel d’échange, s’écrit :

X(nzl“ 7“) = Z U)j gk(lu l]) Yk(nzlz, ’I’lej; T)Pn]-lj (’I“) (131)
J#Lk
Les parameétres d’énergie diagonal €1, ., et non-diagonal €, ,,1; sont reliés aux para-

meétres de Lagrange par les relations suivantes :

Engly,nily = 2)‘2'2' , Enily,njl; = 2wj)‘ij : (1'32)

A chaque fonction radiale P, (r) correspond une équation de type (1.29) qui dépend
des autres fonctions radiales P,;,(r) (i # j). L'ensemble des équations Hartree-Fock
forment alors un ensemble d’équations couplées non-linéaires, intégro-différentielles qui
vérifient les conditions aux limites (P,,;,(0) = P,,;,(c0) = 0 Vi). Pour résoudre ce systéme
d’équations on utilise une procédure itérative car les potentiels Y et X dépendent des
distributions radiales recherchées. On commence par choisir un ensemble de spin-orbitales
de départ qui nous permettent de calculer les potentiels X et Y, estimer les parameétres
d’énergie €,,1, n,1, puis de résoudre les équations (1.29). Ce processus est répété jusqu’a
I’'obtention d’'un champ auto-cohérent.

Dans la suite, la fonction d’état de configuration obtenue a partir de ’approximation

Hartree-Fock sera notée 7 (yLS) et I'énergie correspondante EAF.
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1.5 Approche multiconfigurationnelle

1.5.1 La corrélation électronique

Les propriétés atomiques calculées a partir des fonction d’onde, solutions des équations
de Hartree-Fock sont souvent en désaccord avec les valeurs expérimentales. Ce n’est
pas surprenant dans la mesure ot la solution Hartree-Fock est une approximation de la
solution exacte de ’équation de Schrodinger. La correction au modéle Hartree-Fock est
appelée corrélation électronique, alors que I’énergie de corrélation électronique est définie
par la quantité E°" = FHF — E_ ... Pour comprendre la maniére dont il faut inclure

la corrélation électronique, on peut utiliser un traitement perturbatif.

Théorie des perturbations appliquée aux atomes

Si 'on opére le changement de variable p = Zr dans ’hamiltonien (1.1) nous pouvons le

mettre sous la forme :

H=7*Hy+ Z'V) (1.33)
ou
1 2 1
2 i pi i<y Pii

sont respectivement 1’ensemble des opérateurs monoélectroniques indépendants et la
somme des opérateurs a deux corps correspondant aux interactions biélectroniques. Z~*
est le paramétre naturel de perturbation et I'on peut développer la fonction d’onde exacte

décrivant I’état correspondant et son énergie en puissance inverse de la charge nucléaire :

Y=o > +Z by > +Z72 by > +... (1.35)

E=7*Ey+Z'E +Z%E,..) (1.36)

En introduisant (1.35) et (1.36) dans Hy = Et et en égalisant les termes de méme

puissance en Z~!, on trouve a 'ordre zéro et aux ordres k > 1 les équations suivantes :
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Ho|vpg >= Epltho > (1.37)

k
(Ho — Eo)lths > +V |ty >= Y Eilth—y > (1.38)

=1

Tenant compte de la forme de Hy, les solutions de la premiére équation sont un produit
de fonctions hydrogénoides en ce qui concerne la fonction d’onde a 'ordre zéro et une
somme d’énergies hydrogénoides pour FEy. Soit alors la fonction d’état de configuration
|(nl)nLS > construite a partir de ces fonctions hydrogénoides. Dans cette fonction (nl)
représente 'ensemble des N nombres quantiques (nily, nsls, ..., nyly) et n tout autre
nombre quantique additionnel, tel que le schéma de couplage ou la séniorité, permettant
de distinguer entre elles les différentes CSF. Nous pouvons donc réécrire I’équation (1.37)

comme suit :

Ho|(nl)nLS >= Ey|(nl)nLS avec

L\Dlr—t

|
2
L’énergie Ej est indépendante des nombres quantiques angulaires, elle est donc dégéné-
rée. Autrement dit, toutes les CSF qui possédent le méme ensemble de nombres quan-
tiques principaux correspondent a la méme énergie. Soit (|(nl’)n'LS >) l'ensemble de

ces CSF. Selon la théorie des perturbations au premier ordre, appliquée aux états dége-

nérés, la fonction d’onde a l'ordre zéro 1y est une combinaison linéaire de CSF de type

(I(nd")n'LS >) :

Yo=Y cayyl(nl)n'LS > (1.39)
(m
ot les coefficients cq),y sont obtenus en diagonalisant la matrice d’interaction

< (nl"Yny LS|V |(nl)nLS >.
A partir de I’équation (1.38), en posant k = 1, on peut déduire la correction au premier

ordre 1 en fonction de 1)y. Tenant compte de (1.39), nous obtenons :
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WIS >< 3 LS|V ¢ >
DD Eo— Eo, 15
v LS >< v, LS|V |(nl")n'LS >
_ Z cwm Z et 7 VIl )n

1.40
E%LS ( )

@
Structure de ¢,

On voit alors que la correction au premier ordre ; est une combinaison linéaire de
fonctions d’état de configuration v, LS, fonctions propres de Hy mais n’appartenant pas
a lensemble (|(nl)n'LS) >
La formule (1.40) nous permet de préciser la structure de v, c’est a dire les CSF de
type (7,LS) qui peuvent interagir avec 1y a travers l'opérateur de perturbation V. En
premier lieu les CSF interagissant entre elles doivent avoir la méme parité et la méme
symétrie LS. En outre, 'opérateur V' étant un opérateur a deux corps, les configurations
qui interagissent entre elles sont de deux types : celles qui différent par un électron
(monoexcitation) et celles qui différent par deux électrons (double excitation).
Désignons par (aq, as, ...) les orbitales occupées ou spectroscopiques et (af, aj, ...) celles
qui sont inocuppées (orbitales virtuelles ou de corrélation) dans une CSF.
Une monoexcitation a; — a; implique alors deux CSF qui peuvent différer :
— par un nombre quantique principal, mais en gardant le méme schéma de couplage.
On parle alors de corrélation radiale.
— par un nombre quantique principal et schéma de couplage différent. Souvent il
s’agit d’un recouplage de spins, auquel cas on parle de polarisation de spin.
— par un moment cinétique orbital et un schéma de couplage différent. Il s’agit alors
de polarisation d’orbitales.
Dans le cas d'une double excitation a;a; — aj.a;, les CSF considérées rendent compte
également de plusieurs effets de corrélation :

— a;a; sont deux électrons de valence, on parle alors de corrélation de valence.

. En effet, les CSF appartenant a 'ensemble (|(nl’)n’ LS >) correspondent au méme état d’énergie
Ey. Si une des CSF (v, LS) appartient a cet ensemble, on aura alors E,, s = Ep; ce qui annule le

dénominateur de (1.40)
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— a; est un électron du cceur et a; est un électron de valence, 'effet s’appelle alors
polarisation du cceur ou corrélation cceur-valence.
— lorsque a;a; sont deux électrons du ceeur, l'effet de la double excitation s’appelle
corrélation du cceur.
En résumé, le traitement perturbatif nous montre que le calcul de la fonction d’onde
d’ordre un et celui d’ordre zéro dans le cas dégénéré requiérent 1'utilisation de la super-
position de configurations.
L’approximation Hartree-Fock revient & représenter la fonction d’onde exacte par une
fonction mono-configurationnelle que nous avons notée ¥ (yLS). Par rapport a I’étude
basée sur la théorie des perturbations, nous pouvons considérer ¥ (yLS) comme la
fonction d’onde a l'ordre zéro 1. La fonction d’onde W(yLS) permettant d’inclure les

effets de corrélation peut alors s’écrire comme suit :

U(yLS) = P (yLS) + Z (v LS) (1.41)

ot les fonctions v(7;LS) sont les CSF qui interagissent ! avec ¥ (yLS). C’est juste-
ment 'approche utilisée par la méthode multiconfigurationnelle Hartree-Fock que nous

développons dans le paragraphe suivant.

1.5.2 La méthode multiconfigurationnelle Hartree-Fock (M CHF)

Dans cette méthode la fonction d’onde totale W(yLS), appelée fonction d’état atomique
(ASF) ou MCHF, est décrite par une combinaison linéaire de CSF ¢ (yLS) formant un

ensemble de fonctions orthonormées linéairement indépendantes :

M M

U(LS) = Y cb(yiLS) avee S E=1 et (S(3LS)(3,LS) =35, (142)

7 %

M représente le nombre de configurations. Dans W(vLS), les inconnues sont les fonctions
radiales {P,,;,} et les coefficients {¢;}. Ils sont déterminés en appliquant la méthode va-
riationnelle, comme dans ’approximation Hartree-Fock, mais en optimisant cette fois-ci

t. Les CSF qui interagissent entre elles sont celles qui vérifient les conditions énumérées dans le sous

paragraphe Structures de
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I'énergie F(yLS) simultanément par rapport aux distributions radiales {P,,;,} et aux

coeflicients {c¢;}.

Expression de I’énergie

L’expression de 'énergie est donnée par :

E(yLS) (W(yLS) R (vLS))

= ) et (W(LS) HY (4 LS))

= § Cs CtHst

st

= Z C?HSS + 2 Z CsCtHst (143)

s s<t
L’élément de matrice H,; de ’hamiltonien non-relativiste H est non nul si les fonctions

d’état de configuration ¥ (v, LS) et (v LS) :
1. difféerent au plus de deux orbitales?t
2. posseédent la méme parité et les mémes moments cinétiques angulaires L et S.

Comme Hy = Hy, la somme sur s et ¢ dans 'équation (1.43) peut étre limitée aux
¢éléments diagonaux et ceux qui se trouvent en dessous de la diagonale de la matrice H =
(Hg), appelée matrice d’interaction. Les éléments de la matrice d’interaction peuvent étre
représentés par une combinaison linéaire d’intégrales généralisées de Slater et d’intégrales

mono-électroniques pondérées par des coefficients provenant de 'intégration angulaire :
Hy = Zq I(a,b) + Z Vibear R (ab, cd) (1.44)
abced;k

ou a ,b ,c et d sont les couches interagissantes nl des configurations s et t.
Les éléments diagonaux H,, sont équivalents a ’expression de 1’énergie trouvée dans I’ap-

proximation Hartree-Fock (équation 1.16) pour chaque configuration ;. En substituant

1. En raison du fait que tous les termes de 'hamiltonien H sont des opérateurs mono-électroniques

et bi-électroniques
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I'expression de Hy dans I’équation (1.43), nous obtenons :

E(yLS) = qul(a.b) + > vapeanRF(ab, cd) (1.45)
ab abed;k
ou
dab = Z CsCtC]ZZ et Vabed;k = Z Csctvgicd;]@ (146)
st s,t

Equations MCHF

Comme pour la dérivation des équations Hartree-Fock, nous pouvons appliquer le prin-
cipe variationnel & une fonctionnelle F(yLS) qui inclut des multiplicateurs de Lagrange

pour tenir compte de toutes les contraintes d’orthogonalité et de normalisation :

F(YLS) = EGLS) + Y b, aplalb) — €Y ¢ (1.47)

a<b
La somme sur a et b a lieu sur I’ensemble des orbitales occupées de chaque configuration.
Aap est le paramétre de Lagrange associé a l'orthonormalisation des fonctions radiales
P,(r) et By(r), et € est le paramétre de Lagrange associé a la normalisation des coefficients
Ci-
En exprimant d’abord la stationnarité de la fonctionnelle F par rapport aux variations

des coefficients ¢;, nous obtenons pour chacun d’eux ’équation suivante :

ci(Hi — &) + Z cjHij =0 (1.48)
J#
Le paramétre de Lagrange &£ est alors identifié a ’énergie totale E de ’atome.

L’ensemble des équations (1.48) constitue le systéme séculaire qui permet de déterminer

les coefficients ¢; et que 'on peut mettre sous la forme :

(H — ES)C =0 (1.49)

H et S sont respectivement les matrices hamiltonien et de recouvrement dont les élé-

ments sont :

Hij = (W (vLS)H|w(y; LS)) et Siy = (b(wLS)|(y;LS))
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La matrice C est composée des M vecteurs orthonormés (cy, ca, ..., cpr), alors que E est
une matrice diagonale dont les éléments sont les M valeurs des énergies correspondant
aux M fonctions propres issues du calcul.

La deuxiéme étape consiste a imposer la stationnarité de la fonctionnelle F pour toute
variation des distributions radiales. En suivant la méme procédure de calcul que dans le
paragraphe (1.4.2) nous obtenons, pour chaque fonction d’onde radiale P,;(r), ’équation

suivante :

2
(a5 2z -y} - w2 ) = 2ot + )

+ Y e Pui(r)  (1.50)

n'#n

L’ensemble des équations (1.50) constituent les équations multiconfigurationnelle Hartree-
Fock (MCHF). Elles ont la méme forme que les équations Hartree-Fock (1.29) mis & part
le terme %Inl(r). Ce terme contient les contributions a la fonction @, (r) (définie par
'équation (1.28)) provenant des interactions entre configurations. Ces contributions sont
des combinaisons linéaires des termes Y*(n;l;, n;l;;7) et rLP, ,(r) o la fonction Y et
l'opérateur £ sont définis respectivement par les équations (1.24) et (1.17). Nous présen-
tons dans le chapitre suivant un exemple détaillé d’équations MCHEF.
Dans les équations MCHF, €,,;.,,; et €11 sont les paramétres d’énergie diagonal et non-

diagonal. Ils sont reliés aux multiplicateurs de Lagrange par les relations :

- 2/\nl,nl . - /\nl,n’l_
Enlnl = ’ Enln/l = )
ninl ninl

Les équations MCHF (1.50) et aux valeurs propres (1.49) sont couplées par I'intermé-
diaire des coefficients d’interaction de configurations qui apparaissent dans les deux
systémes d’équations. En effet les contributions Y*(n;l;, nili;r) et Y*(n;l;, n;l;;r) aux
potentiels de Coulomb (2/7) Y (nl;r) et d’échange (2/r) X (nl;r) sont pondérées par les
coefficients diagonaux cf /@nini, alors que dans la fonction 1, elles sont pondérées par les
coeflicients d’interaction ¢;c;/qu n. D’autre part les coefficients ¢; obtenus par la résolu-
tion du systéme séculaire (1.49) dépendent de la base d’orbitales {P,,;,} employée pour

la construction de la matrice d’interaction de configurations. A cause de l'existence de
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ce couplage entre les deux systémes d’équations, la résolution des équations MCHEF se

fait par itération, chaque cycle étant composé de deux étapes :

1. A partir d'une base d’orbitales radiales {P,,;,(r)}, on résout le systéme séculaire

(1.49) pour obtenir les coefficients {c¢;}

2. Connaissant cet ensemble de coefficients {¢;}, on détermine ensuite les fonctions

radiales {P,,;,(r)} en résolvant les équations radiales MCHF (1.50)

Ces deux étapes sont répétées jusqu’a convergence de I'énergie totale, des vecteurs

propres et des distributions radiales.
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Chapitre 2

Calculs MCHF des fonctions d’onde
des états (152s)3S, (1s2p) 3P et
(1s3p) 3P de ’atome d’hélium

2.1 Application de ’approximation Hartree-Fock aux
calculs des fonctions d’onde associées aux états

(1525)39, (1s2p) 3P et (1s3p)>P

2.1.1 Equations Hartree-Fock

Pour obtenir les équations Hartree-Fock correspondant aux états (1s2s) 39, (1s2p) 3P et
(1s3p) 3P, on suit la procédure expliquée dans le paragraphe (1.4.2). Nous commengons
par exprimer leurs énergies en fonction des intégrales radiales I, F* et G*. Comme les
états que nous étudions sont du type (l;l2) LS, I'expression de 1'énergie donnée par la

formule (1.16) devient :

2 l1+l2

E(l41,LS) = Zf(nili) + Z {fk(lla L)F*(naly , nala) + ge(ly, 1) GF(nyly , naly)
i=1 TN

(2.1)
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ou les coefficients angulaires f et g, pour une paire d’électrons non-équivalents, sont

donnés par [20] :

ll k ll lg k l2 ll l2 L
fro = (D5 @2L +1)(2, + 1) (2.2)
000 00 0 l I, k
2
L kI L Iy, L
g = (=1)°/(2l +1)(2ly + 1) (2.3)
00 0 L 1y k

Les énergies sont alors :

E(1s25*S) = I(1s,1s) + 1(2s,2s) + F°(1s,2s) — G°(1s, 25)
1
E(1s2p3P) = I(1s,1s) + I(2p, 2p) + F°(1s,2p) — gGl(1s, 2p)
1
E(1s3p3P) = I(1s,1s) + I(3p, 3p) + F°(1s,3p) — gGl(ls, 3p) (2.4)
L’étape suivante consiste a introduire pour chaque état la fonctionnelle F qui inclut les

contraintes d’orthonormalisation entre les différentes orbitales (voir équation 1.22). Ainsi

pour létat (1s2s) 35, F s'écrit
F(1s25%8) = B(1s25%S) + )\15,15/ P (r)dr + )\23725/ Py (r)dr
0 0
—f- 2)\18725/ PlS(T)PQS(T’>dT (25)
0

En imposant la stationnarité de F pour toute variation des distributions radiales Py4(r)
et Pys(r), on obtient les équations Hartree-Fock :

pour l'orbitale 1s

d? 2 2
{ﬁ +2(Z - YY(25,28;7)) — 815,13} Pig(r) = {——Yo(ls, 2s;1) + 813723} Pys(r) (2.6)
2 or r

et pour 'orbitale 2s

d? 2 2
{ﬁ + (2 - YO(1s,1s;7)) — 525725] Pay(r) = {—;Yo(ls, 2s;7) + 5154 Py(r) (2.7
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Dans les équations Hartree-Fock ci-dessus 15,15 et €2525 sont les parameétres d’énergie
diagonaux, alors que €525 est le parametre d’énergie non-diagonal. Ils sont liés aux

multiplicateurs de Lagrange Ais1s, A2s2s €t Ais25 par les relations :

E1s,1s = 2>\15,1s ) €25,25 = 2)\25,% ) €1s,2s = 2>\18,28 . (28)

Les fonctions Y9(1s,1s;7), Y%(2s,2s;7) et Y%(1s,2s;7) sont définies par la relation
(1.24).

La fonctionnelle F pour I'état (1s2p) 3P s’écrit :

F(1s2p3P) = E(1s2p *p) + )\13,15/ Pfs(r)dr + )\2p72p/ ng(r)dr (2.9)
0 0

On déduit alors les équations Hartree-Fock pour l'orbitale 1s :

d? 2 2
[W + ;(Z —Y°(2p, 2p;7)) — 515,15] Piy(r) = —3—TY1(137 2p; 1) Poy (1) (2.10)

et pour 'orbitale 2p :

2 2
[W + ;(Z —Y°(1s,18;7)) — €2p,2p} Pyy(r) = —§Y1(15> 2p; ) Prs(r) (2.11)
On obtient les équations Hartree-Fock pour 1'é¢tat (1s3p)3P, en remplacant dans les

équations (2.10 et 2.11) Porbitale 2p par I'orbitale 3p.

2.1.2 Reésolution des équations Hartree-Fock

Les équations Hartree-Fock sont un ensemble d’équations intégro-différentielles que 1’on
résout par une procédure itérative. La premiére étape consiste a choisir un ensemble de
fonctions P, (r) de départ qui sont dans notre cas des fonctions hydrogénéides. Elles sont
ensuite utilisées , dans une deuxiéme étape, pour calculer les fonctions Y*(n,l;, njl;; )
apparaissant dans les équations Hartree-Fock. Les paramétres d’énergie diagonaux et
non-diagonaux peuvent alors étre calculés. En effet, si on prend par exemple 1’équation

Hartree-Fock (2.6) :
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d? 2 2
e + 2(Z - Y (2s,25;7)) — 618,15] Pi(r) = {——Yo(ls, 25;7) + 1525 | Pas(r)
r2 r r

on multiplie ces deux membres par la fonction Pi4(7), puis on intégre sur tout l'espace

on obtient la parameétre d’énergie diagonal €4, 15 :

* d? 2
€1s,1s = / PlS(T){ [ﬁ -+ —(Z — YO(QS,QS;T)) PlS(T‘)
0 r T

2
+ ;Yo(ls, 25;7) Pyg(1) }dr (2.12)

Le paramétre d’énergie non-diagonal est obtenu en multipliant cette fois-ci les deux
membres de I'équation par Ps(r). L’intégration par rapport a r sur tout ’espace nous

donne alors €152 :

o 2 2
E1s2s = / PQS(T){ [ﬁ + 2(Z —Y°(2s,2s;7)) | Pis(7)
0 r2 or

2
+ ;Yl(ls, 25;7) Pyg(1) }dr (2.13)

La troisiéme étape consiste alors a résoudre ces équations pour obtenir un nouvel en-
semble de fonctions P, ,;,(r). Ces trois étapes sont répétées jusqu’a ce que la différence
entre les fonctions radiales ainsi que la différence entre les énergies totales obtenues entre
deux itérations soient inférieures aux seuils de convergence préalablement fixés.

Les équations Hartree-Fock sont résolues numériquement par la méthode des différences
finies [15]. Cette derniére consiste & définir les fonctions radiales ainsi que les opérateurs
de différenciation et d’intégration sur un réseau(grille) de points r;, j = 1, ..., P; chaque
équation Hartree-Fock peut alors étre résolue en chacun de ces points.

Cette méthode est d’autant plus précise que le pas h du réseau est petit. Mais une aug-
mentation du nombre de points de la grille implique un accroissement proportionnel du
temps de calcul . Cependant, il existe un réseau de points logarithmiques défini par la
transformation

p=log(Zr) = r= (2.14)

el
Ea
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qui constitue un bon compromis. En effet, cette grille est plus dense aux petites valeurs de
r, ol la fonction d’onde radiale change rapidement, et comprend des points plus espacés
dans les autres régions. Par cette transformation, I'intervalle de variation de la variable
p est [—o0, 00]. Afin d’éviter le point & —oo il est plus judicieux de séparer le domaine de
variation de r en deux intervalles [0, r;] et [r1, 0o], ot 71 est choisi trés proche de zéro, et
de transformer uniquement le dernier en fonction de la variable p. Dans les programmes

de calcul utilisés, les points de la grille sont obtenus avec les paramétres suivants :

pj:;fﬂj_l)hj:Lz,...,M (2.15)
=
avech=1/16et r, = e */Z .
Les figures (2.1, 2.2 et 2.3) montrent les allures des fonctions d’onde radiales Py (r),
Pay(r), Pyy(r) et Ps,(r) respectivement pour les états (1525)3S, (1s2p) 3P et (1s3p)3P.
Pour calculer ces fonctions nous avons utilisé le programme Hartree-Fock de Charlotte

Froese Fischer [8].
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FIGURE 2.1 — Fonctions radiales P4(r) et Pyy(r) pout Détat (1s2s)3S
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FIGURE 2.2 — Fonctions radiales Pi4(r) et Py,(r) pour I'état (1s2p)3P
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FIGURE 2.3 — Fonctions radiales Py4(r) et Ps,(r) pour I'état (1s3p)3P
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2.2 Méthode MCHF

2.2.1 Sélection de ’espace des configurations

La fonction d’onde MCHF est une combinaison linéaire de fonctions d’état de configura-
tion. L’application de la méthode multiconfigurationnelle Hartree-Fock est alors précé-
dée par la construction de ’espace de configuration comprenant I’ensemble des CSF, de
mémes parité (7 = (—1)=:%) et symétrie LS, qui interviennent dans le développement
de la fonction d’onde MCHEF. Nous présentons ci-dessous les deux méthodes que nous

avons utilisé pour la construction de I’espace des configurations.

Espace actif complet (CAS)

La premiére méthode, appelée méthode de l'espace actif [21, 22| consiste a construire
I’espace des configurations par des excitations électroniques a partir d’une ou plusieurs
configurations de référence vers d’autres configurations, formant un espace actif d’orbi-
tales noté AS (Actif Space). Ce dernier symbolisé par n, le nombre quantique principal
le plus élevé, comprend I’ensemble des orbitales 1s,2s,2p, ..., nlyae avec lyge = n — 1.
Lorsque toutes les excitations possibles sont envisagées a partir d'une configuration de
référence vers un ensemble d’orbitales actives, I’ensemble des CSF générées constitue
un espace actif complet (CAS : Complete Active Space). En d’autres termes, un "CAS"
contient toutes les fonctions d’état de configuration qui interagissent avec la configiration
de référence. Ainsi par exemple le "CAS" obtenu & partir de 1'état (152s) 35 vers I'espace
actif d’orbitales correspondant & n = 4 contient 10 CSF, alors qu'’il est de 165 CSF pour
n = 10. La taille de I’espace des configurations croit donc trés rapidement lorsque nous
augmentons ’espace actif des orbitales, mais aussi avec le nombre d’électrons.

Dans les tables (2.1), (2.2), (2.3) et (2.4) nous avons donné des exemples de "CAS" pour
n = 3 et n = 4 pour les deux états (1525)3S et (1s2p) 3P de I'hélium. S’agissant d’un
atome a deux électrons, les deux "CAS" n = 3 et n = 4 sont le résultat de simples et
doubles excitations a partir des configurations de référence (1s2s) pour le premier et

(1s2p) pour le second.
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TABLE 2.1 — Ensemble de CSF cor- TABLE 2.2 — Ensemble de CSF cor-

respondant a l’espace actif n = respondant a lespace actif n =
3 de la configuration de référence 4 de la configuration de référence
1525 38. 1525 38.
1s(1)2s(1) 3S 1s(1)2s(1) 3S
1s(1)3s(1) 3S 1s(1)3s(1) 3S
2s(1)3s(1) S 1s(1)4s(1) 3S
2p(1)3p(1) 3S 2s(1)3s(1) 3S
2s(1)4s(1) 3S
2p(1)3p(1) °S
2p(1)4p(1) *S
3s(1)4s(1) 3S
3p(1)4p(1) °S
3d(1)4d(1) 3S

Forme réduite

La fonction d’onde de type "CAS" pour un systéme bi-électronique s’écrit :

U(nhnalbLS) = Y cb, &(nin'I'LS) (2.16)
e
ou la sommation a lieu sur toutes les configurations pouvant engendrer un état LS de
parité (—1)1Tz,
Il est possible de réduire le nombre de termes dans le développement (2.16) et par

conséquent la taille de I'espace de configurations correspondant. Pour cela réécrivons la

fonction d’onde 2.16 selon le type de couplage (I’ :

U(nhnaloLS) =) (Z e @(nzn’z’LS)> (2.17)

w

nn’

Chaque somme correspondant & un couplage I’ est appelée fonction de corrélation de
paire (PCF).
Ainsi par exemple les fonctions d’onde associées aux états (1s2s) S et(1s2p) *P s’ex-

priment en fonction des différentes PCF comme suit :
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TABLE 2.4 — Ensemble de CSF cor-

TABLE 2.3 — Ensemble de CSF cor-

respondant a lespace actif n =

respondant a l’espace actif n =

4 de la configuration de référence

(1s2p) 3P.

3 de la configuration de référence

(1s2p) 3P.

o o o o T T T R e TR = e o o B o o W o P oY

™ e} e} e} ™ e} e} el ™ ool ™ 3} ™ e} el 2l ™ e e} ™
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®(ndn'd?S) + ...

dd
nn'

nn’

nn’

, ®(nsn's39) + ZCZZ/ d(npn'p3S) + Zc

SS
nn

nn’

U(1s2539) = Z c

(2.18)

®(ndn' f3P) + ..

®(nsn'p®P) + Z & D (npn'd®P) + Z v,

Sp
nn'

U(1s2p3P) = Z c

(2.19)

nn'

nn'

nn'
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On peut envisager deux types de sommation sur les nombres quantiques principaux n et

n'

LY b o(ninTLS) st 1£T
2. Y diye(ninILS) si 1= (2.20)
n<n’
C.F. Fischer a démontré 23] qu'il existe des transformations orthogonales des distribu-
tions radiales P, ;. () — P, () permettant la réduction des sommes données par (2.20).

Ces derniéres peuvent en effet s’écrire :

1. Z Z A d(nin'l'LS) = Z n ®(nIN'I'LS) avec n' =n+ (m' —m)

n>mn’/>m/ n>m
2. Z Z & d(nin/ILS) = ch (ID(TALVZQLS) pour L +.S pair (2.21)
n n'>n n

3. Z Z A d(nin/ILS) = Z cnq)(glﬁ\’/lLS) avec n' =n+let L+ S impair

n n'zn An=2

ott les nl sont les orbitales transformées, appelées orbitales naturelles.

A partir de (2.21) on peut voir que les deux derniéres transformations préservent 1’or-
thogonalité des orbitales , mais pas nécessairement dans le premier cas.

Tenant compte de (2.21), les formes réduites des fonctions d’onde associées aux états

(1525) 35, (1s2p) 3P et (1s3p) 3P sont :

U(1s2539) = 5 D(1525 39) + 5 (3545 °9) + ...
+ AP D(2p3p3S) + & ®(4p5p 29) + ...

+ A ®(3d4d *S) + 34 D (5d6d 2 S) + ... (2.22)

33



U(1s2p3P) = c? ®(152p; *P) + c5f ®(2s3p; *P) + ...
+ AT D(2py3dy P P) + &L B(3pyady PP) + ..

+ Fo3doaf, 2P) + ¥ D(4dy5f1 2P) + ... (2.23)

U(1s3p>P) = c? ®(1s3py *P) + cF ®(253ps *P) + ...
+ c’l’dCI)(Qp?)dl 3P) + c§d®(3p34d1 SP) + ..
+ & ®3dyaf, 3P) + ¥ d(4dy5 11 °P) + ... (2.24)

L’indice inférieur qui apparait devant les orbitales nl permet de distinguer entre deux

orbitales naturelles caractérisées par le méme couple de nombres quantiques nl.

2.2.2 Equation MCHF

Nous allons dans ce paragraphe illustrer a partir d’'un exemple I’établissement des équa-
tions MCHF afin de mieux comprendre la procédure de leur résolution.

Considérons la fonction d’onde MCHF associée a I'état (1s2s)3S telle que :

YMOHE(152538) = ¢; B(15255) + o ®(2p3p>9) (2.25)

On rappelle que les étapes qui conduisent aux équations MCHF sont :
— La dérivation de I'énergie de 1'état (1s2s)3S en fonction des intégrales radiales
correspondantes.
— Ecrire la fonctionnelle donnée par (1.22).
— Exprimer la stationnarité de cette fonctionnelle par rapport aux orbitales radiales
Pis(r), Pys(r), Psy(r) et Psy(r), ainsi que par rapport aux coefficients ¢; et cs.

e A partir de la formule (1.43), I'énergie de D'état (1s2s)3S s’écrit :

E(1828 35) = C% Hll + Cg H22 -+ 2(3162 H12 (226)

Les éléments de matrice de H s’expriment en fonction des intégrales radiales I, F*, G*

et RF comme suit :
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Hip = (1s2s°S|H|1s2s°S) = I(1s) + I(2s) + F°(1s,2s) — G°(1s, 2s)
3 3 0 2 2 0 2 2
Hao = (2p3p°S|H|2p3p>S) = 1(2p)+1(3p)+F°(2p, 3p)+5F (2p, 3p)—G"(2p, 3p)—gG (2p, 3p)

3 3
Hi = <1325 35|H|2p3p35> = —%Rl(ls,Qs;Qp, 3p) + %R1(13,25;3p, 2p)

D’ou 'expression de 1’énergie :

E(1s25%S) = ¢ I(1s) + A 1(2s) + c3 1(2p) + c5 1(3p) (2.27)
+ c F°(1s,25) + 5 F°(2p, 3p) + %e@ F2(2p, 3p)
— AG"(1s,28) — 2 G°(2p, 3p) — gcg G*(2p, 3p)
— 2?0102 R'(1s,2s;2p, 3p) + 2\/730102 R'(1s,2s; 3p, 2p)

e La fonctionnelle F(1s2s35) qui inclut les contraintes d’orthogonalité des orbitales

est :

F(152538) = E(152538) 4+ A1 (18| 1s) + Aos(25(25) + Aop(2p]2)
+ A3p(3p|3p) + A1s2s(1s|2s)
+ opap(2p[3p) — 5(0% + C%) (2.28)
e En imposant la stationnarité a cette fonctionnelle F par rapport a la variation de

chacune des fonction radiale Py4(r), Pas(r), Pap(r) et Ps,(r) nous obtenons les équations

MCHEF, respectivement pour chacune d’elles :

|:W + ; (Z -Y (252877’)) — ?:| P15<7’) =
2 A
{——Yo(lsZS;r) + 182281 Pyy(r)
r 3
1 1
pY3al Y'Y (253p; 1) Poy(r) + V3l Y'1(252p; 1) Psy(r) (2.29)
3 ¢r 3 ar
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d? 2 295
|:W + ; (Z — Yo(]_S 18,7")) — ?:| P25<7“) =

2 A s2s
{——YO(LSQS;T) 4 2l } Pig(r)
r c

2
\/§021

1

\/502]_

—2? a ; Yl(ls 2p7 7") ng(r) + 2? C_1 ; Y1<183p7 T) PQP(T) (230)
a2 2 0 2 5 29
{W + - (Z = Y (3p3p;r) — Y (3p3p; 7“)) 2 Pyp(r) =

2 4 A
[—;YO(Qp 3p;r) — 5Y2(2p 3p;T) + %} Py, (1)

3¢ 1 3¢l
_2\/__ ﬂ _ Y1(23 3p’ r) Pls(’r’) + 2£ 0_2 - Y1(282p; T) PQS(T) (231)
3 ey 3 ¢ r

d? 2 ( 2 2\
— + = Z-Y2p2p;7) — ZY*(2p 2p; T’)) - —p] P3,(r) =
{dﬂ r 5 e p

2 4 A
{—;YO(Qp 3p;r) — ng(Qp 3p;r) + —ngp} Py, ()

2
3 1 3 1
—2£ acz Y (1s2p,7) Pas(r) + 2£ 22 Y (1s2p;7) Piy(r) (2.32)
3 ey 3 ar

e [l reste enfin & exprimer la stationnarité de F par rapport aux coefficients ¢; et cs.

Tenant compte de (2.26 et 2.28), nous obtenons les deux équations séculaires :

Cl(HH — 8) + 02H12 =0
C1H12 -+ CQ(HQQ — (C:) =0 (233)

On voit bien que les quatre équations MCHF et les deux équations séculaires sont liées
entre elles par I'intermédiaire des coefficients ¢ et ¢y, d’ot1 alors la procédure de résolution
que nous avons déja présentée a la fin du paragraphe (1.5.2).

Notons enfin que nous avons dans ce cas quatre parameétres d’énergie diagonaux qui sont
E1s, €25, E2p €L €3p et deux parametres non diagonaux €525 et egp3,. Ils sont reliés aux

multiplicateurs de Lagrange A;; par les relations données par (1.5.2), soit :

B 2)\15 B 2)\28 B 2>\2p . 2)\3p o >\152s _ >‘2p3p
fls="3 5 Es="5, Ep=-5, Ep=-5, Eflas= "5, Eupyp=
i ci 5 5 1 1
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2.3 Programmes de calcul des fonctions d’onde

Les programmes de calcul utilisés appartiennent a la librairie MCHF-ASP (MCHEF-
Atomic Structure Package) de Charlotte Froese Fischer [9]. La librairie MCHF-ASP
constituée d’un ensemble de programmes, permet de calculer les fonctions d’onde et plu-
sieurs propriétés atomiques telles que des probabilités de transition, des déplacements
isotopiques, des structures hyperfines etc...

Le calcul des fonctions d’onde se fait a l'aide des programmes HF[24], NONH|25],
MCHF|26], alors que l'espace des configurations est construit a ’aide du programme

LSGEN [27].

1. Le programme NONH effectue 'intégration angulaire des éléments matriciels de
I’hamiltonien non relativiste pour une superposition de CSF et produit une liste
symbolique d’intégrales radiales mono-électroniques I (1.18) et bi-électroniques F*,

G* et R* (1.20-1.21), accompagnées de leurs coefficients angulaires de pondération.

2. Le programme MCHF utilise la liste d’intégrales de NONH pour construire la
matrice de 'opérateur hamiltonien en couplage LS. Il résout numériquement les
équations intégro-différentielles MCHF (1.50) et détermine les coefficients de mé-
lange ¢; de la superposition de CSF ainsi que les distributions radiales P, (r) des

orbitales constituant les fonctions d’état de configuration ¢(v;LS).
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Chapitre 3
Théorie des déplacements isotopiques

Dans le chapitre 1, les différents hamiltoniens atomiques présentés considérent un modéle
de noyau ponctuel et de masse infinie. En réalité, quand on tient compte de la masse
finie du noyau et de la distribution de charge dans un volume fini qui, pour un élément,
varient d’un isotope a l'autre, un niveau d’énergie est déplacé par rapport a sa position
dans le premier modéle.

En effet un niveau atomique est caractérisé par un moment cinétique de valeur fixe, de
sorte quand on change la masse atomique du systéme en lui substituant un autre isotope
son énergie doit changer. Ce déplacement du niveau d’énergie lié au changement de la
masse est appelé déplacement isotopique de masse (MS : Mass Shift) .

D’autre part 1’énergie d’un niveau atomique dépend de la taille et de la forme de la
distribution de charge nucléaire. Les isotopes d’un élément donné ne possédent pas la
méme distribution de protons dans ’espace, affectée par le nombre de neutrons dans le
noyau. Cette différence dans les champs électriques produits par les noyaux d’isotopes
d’un élément donné entraine un déplacement du niveau d’énergie, appelé déplacement
isotopique de volume (F'S : Field Shift).

Le déplacement isotopique total (IS : Isotope Shift) d’un niveau d’énergie est la somme

de ces deux effets :

IS =MS+ FS (3.1)

Il est évident que le déplacement isotopique de masse est dominant dans les atomes légers,
alors que le déplacement isotopique de volume est plus important dans les systémes lourds

[1]. Notre travail ayant porté sur un atome léger (hélium), nous avons complétement
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négligé le déplacement de volume. Nous nous limiterons dans ce chapitre a présenter

uniquement la théorie du déplacement de masse.

3.1 Déplacement isotopique de masse

L’hamiltonien non-relativiste H défini par I’équation (1.1) correspond a un atome a
plusieurs électrons de charge nucléaire ponctuelle et de masse nucléaire infinie. Dans la
suite de ce chapitre, il sera noté H,. Si on tient compte de la masse finie du noyau, celui-
ci n’est plus le centre de gravité du systéme noyau-électrons. Dans ce cas 'hamiltonien

H, * du systéme s’obtient en ajoutant I'énergie cinétique du noyau a H, soit :

HJVI = %ipz Z Z_+_ (32)

ou p, et p,, sont respectivement les impulsions de I’électron 7 et du noyau, alors que m
et M sont dans l'ordre les masses électronique et nucléaire.

En I’absence de champ extérieur, le mouvement du systéme (noyau + électrons) s’effectue
autour de son centre de masse. Un tel systéeme obéit donc a la loi de la conservation de

la quantité de mouvement total [28, 29|,

Py + Zpi =0 (33)
=1

De I’équation (3.3) nous pouvons déduire le carré de la quantité de mouvement nucléaire

en fonction des quantités de mouvement électroniques :

Zpl + Z (3.4)

i#]
En substituant cette derniére expression dans I’équation (3.2), on obtient ’expression de
I’hamiltonien d’un atome de masse nucléaire M, en fonction uniquement des moments
électroniques p; :

Hy = Zpl Z + Z r_ + = Z(pz ' D;) (3.5)

z<]

*. En unités atomiques la masse de 1’électron m = 1. Mais par souci de clarté, sachant le roéle joué
par la masse électronique dans les déplacements isotopiques, nous écrirons explicitement m dans toutes

les formules qui vont suivre.
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ol u est la masse réduite du systéme noyau-électrons, définie par

mM
m+ M

ILL:

L’opérateur associé a 1’énergie cinétique interne d’'un atome & plusieurs électrons dont la
masse nucléaire est finie devient alors :
1 — 1 &
Hein = Z ZP? + Wi Z(pz ;) (3.6)
i=1 i<j
En le comparant a 'opérateur énergie cinétique d’'un atome de masse nucléaire infinie,
nous déduisons que le déplacement isotopique de masse est la contribution de deux
corrections. La premiére correction est due au remplacement de la masse électronique m
par la masse réduite p. Le déplacement qui en résulte s’appelle déplacement normal de
masse (NMS : Normal Mass Shift) t. L’apparition du deuxiéme terme dans H,;, conduit a
une deuxiéme correction connue sous le nom de déplacement de masse spécifique (SMS :
Specific Mass Shift) ou correction de polarisation de masse. Ce dernier, représenté par
un terme a deux corps n’existe pas dans les systémes hydrogénoides.

L’équation de Schrodinger correspondant & 'hamiltonien H,, donné par I'expression (3.5)

s’écrit :
N 9 N N
: A 1 1
S (B -2)+ 2 g e n) V) = Buur) (3)
i=1 i<j Y i<j

Un changement approprié de facteur d’échelle permet d’évaluer exactement ’énergie
associée au déplacement normal de masse, en négligeant dans un premier temps le dé-
placement de masse spécifique [30, 29]. En traitant ensuite, dans cette nouvelle échelle,
Iopérateur spécifique de masse comme une perturbation au premier ordre, on déduit la
correction qui lui est associée [31], [29].

Soient les nouvelles variables :

r=Lr
m
, (3.8)
/ m
D,=—D;
L

1. Dans certaines littératures, le déplacement normal de masse est appelé déplacement de Bohr ou

encore effet de masse réduite.
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définissant une nouvelle échelle de longueur et d’impulsion.

L’équation aux valeurs propres (3.7) devient alors :

I Yoo, 9 Yz K1 w1 N, m
{E [;%m) _;T_JFZ;E -i-EM_{_m;pi-pj}\PM(;T)
= E, U, () . (3.9)
que l'on peut mettre sous la forme :
[+ H ™) ‘I’M(%r’) = EM\IJM(%T") : (3.10)

ot HYM® est 'hamiltonien du systéme en négligeant le déplacement de masse spécifique,

3 A A SMS
alors que ce dernier est représenté par H{Y5.

3.1.1 Déplacement normal de masse

Comme nous ’avons mentionné plus haut, le calcul de la correction en énergie corres-
pondant au déplacement normal de masse peut se faire de maniére exacte. En effet,
réécrivons ’équation (3.9) en omettant le terme lié au déplacement de masse spécifique

m
et multipliant ces deux membres par —

N N
1 / Z 1 ’ /
PO DR el RGO G ICRRY

i=1 i=1 i< p

La comparaison de (3.11) avec I’équation aux valeurs propres de I'opérateur hamiltonien
He :
HooVoo(r) = ExuVoo(r) (3.12)

permet aprés identification, rendue possible de part ’aspect muet des variables moments
et positions, de déduire les deux relations liant les valeurs propres et fonctions propres

associées aux deux hamiltoniens :

(3.13)



Le rapport % étant supérieur a un, on constate donc une dilatation de la fonction d’onde
et une diminution de I’énergie de liaison par rapport aux solutions du probléme de masse
nucléaire infinie. Cette diminution est d’autant plus importante que la masse nucléaire
est petite.

La correction en énergie associée au déplacement normal de masse, que l'on notera

NMS A .
AETM® est donnée par :

AE}\]\/’[MS — E}JC;MS _ Eoo

m
- [e'e}

m+ M

= —% EiMs (3.14)

Cette correction, toujours positive, a pour effet de destabiliser le niveau de I'isotope M
par rapport a celui de 'atome de masse nucléaire infinie. Son calcul revient & celui de
E+ que 'on obtient par la résolution de I’équation ordinaire de Schrodinger (3.12).

L’énergie de I’hamiltonien normal de masse E " est parfois approchée par ’énergie
expérimentale de 'isotope M [29] mesurée par rapport a la limite d’ionisation compléte
de l'atome (ENY® = E$). Dans ces conditions, le déplacement de Bohr est donné par :

m

AE]J\\;JWS o~ _M

ECP (3.15)

Notons enfin qu’on écrit souvent la correction en énergie associée au déplacement normal

de masse en fonction de la constante de Rydberg de I'isotope M

R . (3.16)

3.1.2 Déplacement de masse spécifique

Le terme représentant le déplacement de masse spécifique est un opérateur a deux corps :
HEMS  — H 1 Z .
M - mm + M D; pj

i<j
M
= m Z p; P (3.17)
i<j
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Il est extrémement sensible & la corrélation électronique. Son calcul représente un vrai
défi pour les théoriciens, d’autant plus qu’il permet de tester la qualité des fonctions
d’onde, destinées & évaluer d’autres propriétés atomiques.

L’évaluation de la correction en énergie AETM® associée au terme spécifique de masse se
fait a l'aide de la théorie des perturbations au premier ordre.

Une premiére approche consiste & prendre comme fonctions d’onde & l'ordre zéro, les
fonctions propres de I'hamiltonien non perturbé HYM* et de traiter le terme spécifique
de masse comme une perturbation.

Nous avons alors :

m M

m
AEG" = (Wi (g?") | M+ m)? Y pip | U (g?”» (3.18)
1<j

Tenant compte des résultats donnés par (3.13), on peut évaluer la valeur moyenne de

cette perturbation a partir des fonctions propres de 'hamiltonien H, :

AP = (s ()| g 20 P13 | ¥ () (3.19)

Une deuxiéme approche consiste a considérer I'hamiltonien H,; (équation 3.5) et a
prendre comme fonctions d’onde d’ordre zéro, les fonctions propres de H,,. Cela signifie
que les contributions mono-électroniques et bi-électroniques de 'opérateur de déplace-
ment de masse sont du méme ordre de grandeur et en particulier, elles peuvent s’annuler
mutuellement de maniére significative [32]. Le déplacement total de masse dans ce cas,
est donné par :
1 1
By = Ew = (Voo () | 577 D 0] Ve (1) + (Yoo (1) | i > pipi| Ve (1)) (3:20)
i<j 1<j

En mettant le déplacement total de masse obtenu a l’aide de la premiére approche

(équations 3.14 et 3.19) sous la méme forme :

EM - Eoo -

1 2 M
20m = M) Zpi|\1100(r)>+<\1100(r)|mZpi‘pj|\lfoo(’l“)>

i<j 1<j

(Voo (7) |

(3.21)
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ou le premier terme, représentant le déplacement normal de masse, est obtenu en appli-
quant le théoréme de Viriel [20] & 'équation (3.13).

Nous remarquons alors que la différence entre (3.20) et (3.21) est tout a fait négligeable,
I'effet de la masse de I’électron au dénominateur étant plus petit que la précision ex-
périmentale méme pour les éléments légers. Dans notre travail, nous avons adopté la
premiére approche (cf. équation 3.19).

Pour le calcul de la différence dans la contribution du déplacement de masse spécifique

entre deux isotopes, il est commode d’introduire le parameétre spécifique de masse S,

S= (Voo ()] D Pi 2y | Vec (7)) (3.22)

i<j
qui ne dépend uniquement que de la fonction d’onde électronique. Le déplacement de

masse spécifique est alors donné par :

M

AESMS — S
M (M + m)Q

(3.23)

3.1.3 Calcul du déplacement de masse spécifique

Forme tensorielle de H3M*

Le calcul du déplacement de masse spécifique a 'aide des fonctions propres V., qui dans
notre approche sont des fonctions d’état de configuration (voir équation 1.42), exige que
I'on mette 'opérateur spécifique de masse H:* sous une forme tensorielle.
L’opérateur impulsion p, dont la forme vectorielle en unités atomiques (h = 1) est
—iVW | possede la forme tensorielle suivante [33] :

iv/2

r

{cW e - 9 cm (3.24)

p= or

ou I est 'opérateur moment cinétique orbital alors que CW est un opérateur tensoriel
de rang 1 agissant sur la partie angulaire de la fonction d’onde. Chaque composante Cél)

(¢ = 0,£1) est liée & ’harmonique sphérique Y;(G, ¢) par la relation :

Ar\ 1?2
1 1
qp:(_g) Y.

1. Le rapport de I'énergie totale a ’énergie cinétique est égal a -1
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En utilisant les techniques des opérateurs tensoriels [34], on montre que les éléments de

matrice réduits du produit tensoriel {C'Y ® 1} peuvent s’exprimer comme suit :

(+1)—2=1(1+1)
22

L’opérateur impulsion peut alors s’écrire comme le produit d’un opérateur purement

({Cc e 3O = ey - (3.25)

radial, soit V,., et de 'opérateur angulaire cW .
p=—iv,CY (3.26)

avec
o Il+1)—2-1(1+1)

VTZE_ 2r

Finalement, en remplacant les opérateurs impulsions par leurs expressions ci-dessus dans
I'équation (3.17), nous obtenons la forme tensorielle de I'opérateur spécifique de masse,

connue dans la littérature sous le nom de forme gradient :

SMS __
HM -

M
Gremp 2 V(@76 (3.27)

i<j
Notons qu'il existe une autre forme tensorielle de H37¥ introduite par Vinti [35], appelée

forme Slater :

M rk
sSMS  __ < (k) (k)
HM - W Z [Z ,r,k—l-l C’t ’ Cj ]

i<j k >
M W A~ (11
1<J ? J

Les deux formes de 'opérateur spécifique de masse donnent le méme résultat par rap-
port & des fonctions d’onde non-relativistes exactes. Cependant, elles différent par leurs
résultats pour des fonctions d’onde approximatives. Dans beaucoup de cas, il apparait
des effets d’annulation entre les deux termes de la forme Slater qui conduisent & des
valeurs imprécises du déplacement total [36]. La forme gradient qui donne des résultats

beaucoup plus fiables est celle que nous avons utilisée dans notre travail.
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Eléments de matrice de H;M*

L’évaluation de la correction en énergie liée au déplacement de masse spécifique revient

donc a calculer les éléments de matrice suivants :

M
AEG" = (¥(vLS)| - W Z anrj(cl‘.” : Cg-l))|\lf(7LS)>
1<J
NCSF M N
= 2wl uLS) = s 2 Vne(C - CR L))
P,q i<j

(3.29)

L’opérateur V, n’agit que sur la partie radiale des orbitales mono-électroniques de la
facon suivante :

o d Li(l;+1)—2-=10;(;+1
VT’anlj> = / ranili |:— — ( + ) j( J + ) Rn].ljdr (330)
0

R,
(i, dr 2r

Cette intégrale, connue sous le nom d’intégrale de Vinti [37], est notée J(n;l;, n;l;).
L’élément de matrice de 'opérateur Cél) entre deux états mono-électroniques s’exprime

en appliquant le théoréme de Wigner-Eckart [38] :

L1

(L, | CP |ma,) = (=)™ ]| CW]|E) (3.31)

—my, g my

ou I’élément de matrice réduit, indépendant des nombres quantiques magnétiques, est

donné par :
) ) Li 1 1
WICWIIL) = (~1)"y/ (2 + D)2, + 1) (3.32)
000
L1
La présence du symbole 3 impose, grace a la relation triangulaire A(l;17;)
000

et a la condition de parité (somme (I; + 1 + ;) paire), les régles de sélection suivantes :
Al = l; — l; = £1. Par conséquent, le déplacement de masse spécifique ne contiendra
que des contributions d’intégrales de Vinti impliquant des orbitales dont les nombres
quantiques azimutaux différent d’une unité.

En exprimant I’élément de matrice entre deux fonctions d’état de configuration en fonc-

tion des intégrales de Vinti, nous obtenons la relation suivante :
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(VW LS)H (g LS)) =
> " Coef f(1,nlia, nlaa, nlsa, nlia)pg (Rhia, nlsa)J (nloa, nlie)  (3.33)

ol la somme sur « a lieu sur tous les ensembles de quatre orbitales nli., nlsq, nlzq, Nlsq,
les deux premiéres appartenant a la configuration +,, alors que les deux autres appar-
tiennent a .

En reportant la relation ci dessus dans 1’équation (3.29), nous pouvons écrire le dépla-

cement de masse spécifique sous la forme suivante :

M
AESHS — ~Grmy ; COEF () J(nlya, nlse)J (nlag, nlsa) (3.34)
ou
NCSF
COEF (o) = Z cic; Coef f(1,nli4, nloa, nl3a, Nlaa)pg (3.35)
P

En comparant la forme tensorielle de 'opérateur HM° (3.27) et celle de 'opérateur
d’interaction électrostatique entre les électrons :
Y =YY el el .30
i<j Y i<j ko>
Stone [39] a remarqué que le coefficient Coef f (1, nlia, Nloa; Nl3a, Nlia)pg €st le méme que
celui qui pondére I'intégrale de Slater R! (nlyanlog; nlzanly,), intervenant dans 1’expres-

1
sion de I’élément de matrice de — entre deux fonctions d’état de configuration :
Tij

B R (nlianlon; nlzanlyy) «—— — B J(nlig, nlsa)J (nlag, nlss) (3.37)

Ainsi les coefficients angulaires de 'opérateur spécifique de masse sont directement reliés
aux coefficients des intégrales R! et peuvent donc étre directement extraits & partir de
la liste symbolique d’intégrales bi-électroniques produite par le programme NONH (voir

paragraphe 2.3)

3.2 Déplacement isotopique de transition

La mesure expérimentale des déplacements isotopiques ne peut se faire qu’entre différents

isotopes et sur une raie spectrale. A partir des déplacements isotopiques de masse et de
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volume des niveaux, nous pouvons alors évaluer ce type de déplacement. Par définition
le déplacement isotopique de transition (TIS : Transition Isotope Shift) est la différence
des énergies de transition entre deux isotopes (voir figure 3.2).

Pour un isotope de masse nucléaire M, I'énergie AE,, de la transition entre le niveau

supérieur (2) et le niveau inférieur (1) est :
AE, = E{ — B/ (3.38)

avec

Ey = Eo + AENYS 4 AESMS (3.39)

Soit en tenant compte des expressions de AEY® et AESM® données respectivement par

les équations (3.14) et (3.23), nous obtenons :

M M

E, — Bot ——0 5
Y M+m +(M+m)2

(3.40)

qui est I'énergie totale d'un niveau incluant le déplacement isotopique de masse total,
mais sans tenir compte du déplacement isotopique de volume.

L’expression de AFE,, devient alors :

M M
= ~[5® — 5] (3.41)

AE, VYV EENRY)
(M +m)

B2 B0+

Le déplacement isotopique de transition AFE entre deux isotopes M et M’ tel que

’
MM’

M > M’ est alors donné par la relation suivante :

AE, . = AE, —AE,,

MM

M M
_ _ @) _ (1)
(m+M m4+ M’ (B — B
M M ) .
+<( e ,+m)2)[s<>—s<>] (3.42)



Dans la deuxiéme égalité, chaque facteur entre crochets, dans I’équation ci-dessus, définit
le déplacement isotopique du niveau supérieur pour le premier et celui du niveau inférieur
pour le second. Le déplacement isotopique de transition est donc tout simplement la

différence entre les déplacements isotopiques des niveaux supérieur et inférieur.

ags |

FIGURE 3.1 — Déplacement isotopique d’une transition
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Chapitre 4

Résultats et discussion

4.1 TFonctions d’onde et énergies des états (1s2s)°S,

(1s2p) 3P et (1s3p)°P.

Comme nous 'avons mentionné dans le paragraphe (2.2.1) , nous avons utilisé deux ap-
proches multiconfigurationnelle Hartree-Fock pour la résolution de I’équation de Schro-
dinger. Dans la premiére méthode, la fonction d’onde MCHF contient 1’ensemble des
fonctions d’état de configuration qui interagissent avec la configuration de référence.
L’espace des configurations correspondant s’appelle "CAS" (Complet Actif Space). La
deuxiéme méthode utilise une fonction d’onde MCHF simplifiée, car elle est basée sur
les formes réduites. Nous présentons dans ce paragraphe les résultats des calculs MCHF

des fonctions d’onde et des énergies que nous avons obtenus a ’aide des deux approches.

4.1.1 Approche MCHF avec un espace actif complet

Etat (1s25)3S

A partir de fonctions d’onde radiales hydrogénoides Pis(r) et Pag(r), on résout les équa-
tions Hartree-Fock pour 'état (1s2s)3S. On obtient alors les fonctions d’onde radiales
PHE(r) et PHI¥(r) avec lesquelles nous calculons I'énergie Hartree-fock a I’aide de (1.16).

On trouve EfF (1525 35) = —2.174250776 H *.

La premiére fonction d’onde MCHF correspond au "CAS" n = 3. Elle s’écrit :

*. H est le Hartree, représentant 1'unité atomique des énergies. 1H = 2R, = 2 x 109737.31534cm !
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U(1s2529) = c1 ®(15253S) + ¢ ®(1535 29)

+ 3 ®(2535%S) + ¢y P(2p3p °S) (4.1)

Dans cette expression les inconnues sont les distributions radiales Py4(r), Pas(r), Pss(7),
Py,(r) et Ps,(r), ainsi que les coefficients de mélange ¢;. A noter que les deux premiéres
orbitales (1s et 2s) qui forment la configuration de référence sont des orbitales spectro-
scopiques alors que les trois autres sont les orbitales de corrélation.

Au début de la procédure MCHF on choisit comme fonctions d’onde de départ les fonc-
tions PI¥(r), PHIF(r) et des fonctions hydrogénoides pour Pig(r), Pay(r) et Ps,(r). L’ap-
plication des étapes de résolution des équations MCHF conduit alors aux nouvelles fonc-
tions radiales Pi4(r), Pos(r), Pss(r), Pap(r) et Ps,(r) optimisées et aux coefficients ¢;.
Nous avons représenté sur la figure (4.1) les cing fonctions radiales.

Les valeurs des coefficients de développement sont telles que :

U(1s2539) = 0.99980 ® (1525 *S) + 0.00487 ®(1s3s 9)

+ 0.00018 ®(2s3s *S) — 0.01920 B(2p3p 25) (4.2)

On peut alors déduire & partir de la formule (1.43) Iénergie de I’état (1s2s)3S; on ob-
tient EMCHE (n = 3) = —2.175156508 H.

Les valeurs des coefficients de mélange ¢; dans I'expression (4.2) montrent que parmi
les trois fonctions d’état de configuration interagissant avec la configuration de référence
(1525)3S, la configuration (2p3p)3S posséde une contribution relativement importante
aux effets de corrélation. Notons que cette configuration est la seule qui correspond a
un couplage angulaire /I’ = pp, les trois autres étant le résultat d’un couplage de type
= ss.

La différence entre les énergies Hartree-Fock et MCHF représente la contribution de
la corrélation électronique a l'énergie de l'état (1s2s)3S. Sa valeur EHF(1s2535) —
EMCHE(n = 3) = 905,7puH = 198.8cm™! est considérable. Aprés le calcul MCHF

correspondant & n = 3, la tailleT de espace actif est augmentée progressivement afin de

1. On rappelle que le taille de I'espace actif représente le nombre de CSF qui interviennent dans le
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suivre la convergence des distributions radiales et des énergies calculées. Dans la table
(4.2) nous avons reporté pour les différents espaces actifs n, les coefficients d’interaction
parmi les plus significatifs de certaines configurations. Pour I'état (1s2s) 39, la configu-
ration (2p3p) semble avoir la plus importante contribution a la corrélation électronique.
Remarquons que les signes des coefficients d’'une configuration changent parfois de signe
le long d’une séquence, comme c’est le cas de la configuration (1s3s).

Les énergies Hartree-Fock et MCHF en fonction de la taille de I'espace actif sont don-
nées dans la table (4.1). On remarque que la différence d’énergie diminue progressivement
quand on passe de ’espace actif n a ’espace n + 1. En effet, cet écart qui vaut 905.7uH
(198.8cm ') entre I’énergie Hartree Fock et I'énergie MCHF pour l'espace actif n = 3
devient égal & 0.098uH (0.021cm 1) entre les énergies MCHF correspondant aux espaces
actifs n = 9 et n = 10. Par ailleurs la différence d’énergie E7F — EMCHE (5 = 10) est de
Vordre de 978.4uH (214.7cm™1).

Dans la méme table nous donnons le résultat de I’énergie non relativiste calculée par G.
Drake [7]. Les calculs de G. Drake sont extrémement précis car il utilise un calcul varia-
tionnel ou les fonctions d’essais dépendent directement de la distance inter-électronique
(Fonctions d’Hylleraas). Ses valeurs sont considérées comme des estimations exactes des
énergies non relativistes des états de 'atome d’hélium. Sachant que I’énergie de corréla-
tion est définie par E°" = EF' — E_ .. (voir paragraphe 1.5.1), en comparant notre
énergie E1 avec la valeur de G. Drake, on déduit que E®" de I'état (1s2s)3S vaut
214.8 cm~!. En comparant & nouveau E®" avec notre valeur E#F — FMOHF(n = 10) =
214.7em ™!, on déduit que 'approximation multiconfigurationnelle Hartree-Fock a fourni
99.9% de I’énergie de corrélation. C’est un résultat qui démontre que la méthode MCHF
permet d’obtenir des fonctions d’onde de trés bonne précision pour les atomes & deux

électrons.

développement d la fonction d’onde MCHEF. Il y a évidemment autant de coeflicients de mélange que de

CSF.

592



Etat (1s2p)3P

Commengons par faire remarquer que la taille des espaces actifs complets ( "CAS") asso-
ciés a Détat (1s2p) 3P est plus grande que pour P'état (1s2s)3S. Nous obtenons 330 CSF
pour n = 10, au lieu de 165 CSF formant la fonction d’onde MCHF WMCHF (152533,
Nous donnons dans la table (4.4) les coefficients de mélange les plus significatifs pour
chaque espace actif n. Nous constatons que deux configurations, (2s3p) et (2p3d), sont
fortement corrélées a la configuration de référence (1s2p) avec presque le méme poids.
La figure (4.2) montre l'allure des fonctions d’onde radiales des deux orbitales spectro-
scopiques 1s, 2p et des orbitales de corrélation 2s, 3s, 3p et 3d. Notons que I'allure de
I'orbitale spectroscopique 2p est complétement différente de I'allure de 'orbitale de cor-
rélation 2p présente dans le développement MCHF de I'état (1s2s)3S.

La table (4.3) montre 'évolution de I’énergie de I’état (152p) * P en fonction de la taille de
I’espace actif. Le premier calcul MCHF pour n = 3 apporte a I’énergie de corrélation une
valeur de 347.5cm ™!, Au total cette énergie vaut BT — EMCOHE (p = 10) = 379.0em L.

La différence entre notre valeur et la valeur de G. Drake, de I'ordre de 0.05¢m ™!

, montre
encore une fois la fiabilité de la methode MCHEF dans le calcul des fonctions d’onde

électroniques.

Etat (1s3p)°3P

Comme pour les autres états nous donnons sur la figure (4.3) les distributions radiales
que nous avons obtenues par un calcul muliticonfigurationnel et correspondant au "CAS"
n = 3. Les coefficients d’interaction de configuration et les énergies sont donnés en
fonction de la taille de 'espace actif respectivement dans les tables (4.6) et (4.5). La
table de valeurs des coefficients montre que les deux CSF (252p) S et (2p3d)3S sont les
plus dominantes dans le développement MCHF de la fonction d’onde associée a l'état
(1s3p) 3 P.

En analysant les résultats des énergies Hartree-Fock et MCHF et en les comparant a la
valeur de I’énergie de G. Drake, on déduit que presque toute I’énergie de corrélation a
été capturée par la procédure multiconfigurationnelle Hartree-Fock. Le manque a gagner

est de Eopaete — EMOHF (n = 10) = 0.01em™".
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FIGURE 4.1 — Fonctions radiales de la fonction d’onde MCHF W(1s2s ?S) correspondant

a 'espace actif n = 3

TABLE 4.1 — Energie totale non relativiste de I'état (152s)3S en fonction de l'espace

actif.

Ensemble actif| FEjy(a.u.) | NCSF
HF -2.174250776 1

3 -2.175156508 4

4 -2.175213755 10

) -2.175224471 20

6 -2.175227477 35

7 -2.175228520 56

8 -2.175228946 84

9 -2.175229142 120

10 -2.175229240 165

G. Drake [7] | -2.175220378
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3p
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2p 3s
04
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FIGURE 4.2 — Fonctions radiales de la fonction d’onde MCHF W¥(1s2p 3 P) correspondant

a l'espace actif n = 3

TABLE 4.3 — Energie total non relativiste de I'état (1s2p) P en fonction de l'espace

actif.

Ensemble actif| FEi(a.u.) | NCSF
HF -2.13143707 1

3 -2.133020483 8

4 -2.133135645 20

) -2.133155529 40

6 -2.133160927 70

7 -2.133162747 112

8 -2.133163479 168

9 -2.133163807 240

10 -2.133163969 330

G. Drake [7] | -2.133164191
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TABLE 4.5 — Energie totale non relativistes de 1'état (1s3p) 3P en fonction de l'espace

actif.

08
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Pnl(r)

0,2

0,0

2p

-0,2

04

-0,6

-0,8

FIGURE 4.3 — Fonctions radiales de la fonction d’onde MCHF W(1s3p 3P) correspondant

a 'espace actif n = 3

Ensemble actif| Fi(a.u.) | NCSF

HF -2.057590220 1

3 -2.058040495 7

4 -2.058073251 19

) -2.058078764 39

6 -2.058080232 69

7 -2.058080712| 111

8 -2.058080901 167

9 -2.058080984 239

10 -2.058081025 329

G. Drake [7] |-2.058081084
3
3
: - r (u.a)
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4.1.2 Calcul MCHF avec les formes réduites

Dans cette partie nous allons nous limiter aux deux états (1s2s)3S et (1s2p)*P. Tenant
compte des formules (2.22) et (2.23) qui expriment les formes réduites respectivement

de états (152s)3S et (1s2p) 3P, nous avons utilisé les développement réduits suivants :

|1525 3S> = |1s2s; 3sds; 5sbs,;2p3p; 4pdp; 6pTp; 3ddd; 5d6d; 4f5f; 5gbg)  (4.3)

|1s2p®P) = |1s2p1; 253py; 3sdpi,;4s5py; 5s6pi; 2p23dy 5 3paddy 5 Apabdy

S5p26dy 5 3da4 f1 5 4dadf1; 5dab6f1 5 42591 > (4.4)

Dans ces développements les orbitales sont les orbitales naturelles obtenues par transfor-
mations orthogonales des orbitales initiales. Aprés un calcul Hartree-Fock ou les fonctions
radiales des configurations de référence sont déterminées, on introduit dans I’espace actif
les configurations des développements (4.3) et (4.4) une par une, en prévision d’un calcul
multiconfigurationnel. Au terme de ce calcul, toutes les fonctions radiales qui constituent
I’espace actif sont calculées et optimisées. On continue ce processus jusqu’a épuisement
des configurations. Les tables (4.7) et (4.8) donnent respectivement 1’évolution des éner-
gie des états (1525)3S et (1s2p) 3P. Les résultats obtenus sont nettement moins bons que
ceux que nous avons obtenus & ’aide des espaces actifs de type "CAS". Nous déduisons
que les développement réduits (4.3) et (4.4) sont insuffisants et doivent étre complétés

par d’autres configurations.

4.2 Paramétres de masse spécifiques des états (1s2s) 39,

(1s2p) 3P et (1s3p)>P.

Nous avons utilisé la méme stratégie de calcul pour évaluer les parameétres de masse
spécifique. Les résultats sont donnés dans les tables (4.9), (4.10) et (4.11). Un état
comme 152539 illustre parfaitement I'importance de la corrélation dans le calcul du

paramétre spécifique de masse. Ce paramétre est nul dans ’approche Hartree-Fock. En

60



TABLE 4.7 — Energies totales non relativistes de 1’état (1s2s)3S en fonction de la taille

des formes réduites.

Ensemble actif Eioi(a.u.)
1s2s -2.17425078
+3s4s -2.174264448
+5s6s -2.174264821
+2p3p -2.175166937
L4p5p -2.175171691
L6pTp 2175171925
+3d4d -2.175218749
+5d6d -2.175220238
+415f -2.175226386
1 56 -2.175227687

TABLE 4.8 — Energies totales non relativistes de I'état (1s2p) P en fonction de la taille

des formes réduites.

Ensemble actif Eip(a.u.)
1s2p -2.13143707
+ 2s3p; -2.132337496
+ 3s4py -2.132367329
+ 4sbpy -2.132370607
+ 9s6py -2.132371177
+ 2p93d;y -2.133057156
+ 3podd, -2.133107812
+ 4pobd,y -2.133113342
+ Spebd -2.133114389
+ 3dad fo -2.133146859
+ 4da5 fo -2.133153447
4 5dy6f, -2.133154795
1 4fs50, -2.133158931
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effet, I’élément de matrice (3.29) contient des facteurs angulaires de type :

L1l

ICDL) = (—1) /(2L + 1)@ + 1) (4.5)
000
Li 1 1
La présence du symbole 3
000

impose, grace a la relation triangulaire A(l;11;) et a la condition de parité (somme (I; +
1 + ;) paire), les régles de sélection suivantes : Al = [; — [; = £1. Par conséquent, le
paramétre de masse spécifique ne contiendra que des contributions d’intégrales radiales
impliquant des orbitales dont les nombres quantiques azimutaux différent d’une unité,
ce qui implique que S(152s3S) est nul. Lorsqu’on introduit de la corrélation a travers
'approximation MCHF, S(1s2s3S) prend une valeur différente de zéro. Pour montrer
I'extréme sensibilité a la corrélation électronique de ce paramétre, nous donnons ci-
dessous la fonction d’onde ¥(152s3S) que nous avons obtenue par un calcul MCHF dans

lecasn=3:

U(1s2539) = 0.99980 (1525 ®S) + 0.00487 (1535 *S)

+ 0.00018 ®(2s3s *S) — 0.01920 B(2p3p 25) (4.6)

Dans cette expression ®(152s39), (153535, ®(2s353S5) et ®(2p3p3S) sont les CSF qui
constituent 'espace actif n = 3. Les coefficients ¢; qui représentent le poids de chaque
CSF indiquent que la configuration de référence ®(1s2s3S) est largement dominante.
Pourtant , la valeur non nulle de S(152s3S) est principalement le résultat de la présence
des trois autres CSF.

Nous remarquons que jusqu’a n = 6 correspondant & 35 fonctions d’état de configuration,
le paramétre S(1s2s35) n’a pas encore complétement convergé. Au dela de n = 6, il est
presque stable pour atteindre & n = 10 une valeur trés proche de la valeur de G. Drake.
Les parameétres de masse spécifique S(1s2p3P) et S(1s3p3P) convergent par contre sans
fluctuation et admirablement vers les valeurs de G. Drake. Notons également que les
paramétres de masse spécifique des deux états (1s52p) 2P et (1s3p) 3P sont négatifs alors

que celui de (152s) 2S5 est positif. Physiquement, cela signifie que dans les deux premiers
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TABLE 4.9 — Paramétres spécifiques de masse (en ag?) de (152s) 39,

AS S(1s2s385)
HF 0.00000000
3 0.00751650
4 0.00735802
3 0.00744320
6 0.00743741
7 0.00744233
8 0.00744166
9 0.00744222
10 0.00744208
G. Drake [7] | 0.00744213

états les deux électrons ont tendance a se déplacer dans le méme sens, alors que dans

'état (1525)3S leur mouvement se fait dans la méme direction.

4.3 Déplacements isotopiques des transitions (1s2s)3S —
(1s2p) 3P et (1s52s)3S — (1s3p)3P de la paire °He -
‘He

A partir des énergies et des paramétres de masse spécifique que nous avons calculés
nous avons déduit, pour la paire He -*He les déplacements isotopiques des transitions
(1s28)3S — (1s2p)3P et (1s2s)3S — (1s3p)3P . Ces derniers sont donnés par la for-
mule (3.42). Les résultats sont reportés dans les tables (4.12) et (4.13). Les masses que
nous avons utilisées pour 1'’'He et 1"*He sont celles données par Audi et Wapstra [40].

Nos résultats sont comparés a ceux de G. Drake pour les deux transitions et a la valeur
expérimentale mesurée par Wang et al concernant la transition (1s2s)3S — (1s3p)3P.
La différence entre le résultat de G. Drake et I'expérience est due au fait que 'effet de
volume qui contribue par une valeur de l'ordre de —1.43M H z n’est pas pris en compte.

L’écart qui reste encore entre les deux valeurs est attribué a l'incertitude sur la masse
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TABLE 4.10 — Paramétres spécifiques de masse (en ay?) de (1s2p) 3P

AS S(1s2p3P)
HF -0.06611297
3 -0.06403372
4 -0.06444995
d -0.06453830
6 -0.06455473
7 -0.06456583
8 -0.06456843
9 -0.06457040
10 -0.06457114
G. Drake [7] | -0.06457243

TABLE 4.11 — Paramétres spécifiques de masse (en ay?2) de (1s3p) 3P

AS S(1s3p3P)
HF -0.01930690
3 -0.01822213
4 -0.01833123
> -0.01836044
6 -0.01836412
7 -0.01836708
8 -0.01836759
9 -0.01836799
10 -0.01836812
G. Drake [7] | -0.01836900
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TABLE 4.12 — Déplacements normal de masse (AENYS )| spécifique de masse (

M—M'

AESMS

M—M'

. . .o, . 3 3 . 6 4
M M
) et isotopique de la transition (1s2s)°S — (1s2p)°P (AE,; ) de la paire °He -*He (en

MHz)

AS AENMS, | AESMS 1 AEy

HF 12936.597 | 19972.149 | 32908.747
3 12731.829 | 21614.694 | 34346.524
4 12714.330 | 21692.558 | 34406.888
5 12711.559 | 21744.980 | 34456.540
6 12710.837 | 21748.194 | 34459.031
7 12710.602 | 21753.034 | 34463.636
8 12710.509 | 21753.617 | 34464.127
9 12710.470 | 21754.381 | 34464.851
10 12710.450 | 21754.562 | 34465.013
G. Drake [41] 34473.625

de 'isotope *He, de l'ordre de 0.8keV/c2.

Nos résultats non relativistes, en ’absence de 'effet de volume, sont par contre en trés
bon accord avec I'expérience. Certes, le résultat expérimental du déplacement isotopique
de la transition étudiée [2] comprend en plus des effets non-relativistes, les effets relati-
vistes, QED ainsi que l'effet de volume. Mais la contribution des effets relativistes estimé
par G. Drake a 1.33MHz [41] compense presque la contribution de l'effet de volume. D’ott
I’accord entre notre valeur et celle de I’expérience.

Nous remarquons par ailleurs que le déplacement spécifique de masse AETM? , est plus

M
important que le déplacement normal de masse AEYYS, dans la transition (1s2s)3S —
(1s2p)3P. C’est plutot leffet inverse qui est constaté dans la transition (1s2s)3S —
(1s3p)3P. Nous pouvons expliquer cela a partir des tables (4.9, 4.10 et 4.11 ) qui
donnent les valeurs des paramétres de masse spécifiques. En effet, en comparant les deux
écarts suivants S(1s3p3P) — S(1s2s35) = —0.0258a,? et S(1s2p3P) — S(152539) =

—0.0720 ay 2 on déduit que le déplacement spécifique de masse est presque trois fois plus

important dans la transition (1s2s)3S — (1s2p)3P.
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TABLE 4.13 — Déplacements normal de masse (

AE‘NMS

M—-M'

), spécifique de masse (

AES]\/]S

M—-M'

) et isotopique de la transition (1s2s)3S — (1s3p) 3P (AFE,,) de la paire ‘He -*He (en

MHz)

AS AENMS, | ABSMS, AEyr
HF 35250.176 | 5832.445 41082.622

3 3H387.797 | T775.414 43163.212

4 35395.198 | 7760.497 43155.695

5 35396.702 | 7795.053 43191.823

6 35397.234 | 7794.416 43191.651

7 35397.405 | 7796.796 43194.201

8 35397.476 | 7796.748 43194.225

9 35397.510 | 7797.038 43194.549

10 35397.528 | 7797.035 43194.563

G. Drake [41] 43196.202(16)
Wang et al [2] 43194.77240.056
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons calculé les déplacements isotopiques de masse des transitions
(1s2s) 35 — (1s2p) 3P et (1s2s) 3S — (1s3p) P de la paire *He -*He. Le choix de ces
transitions est motivé par les expériences tres récentes de spectroscopie laser, devenues
possibles, sur les atomes de l'isotope He. C’est donc une opportunité supplémentaire
pour tester la puissance et la fiabilité de I’approche multiconfiguratinnelle Hartree-Fock
dans I’étude théorique des propriétés des atomes légers.

Trois étapes de calcul sont nécessaires pour arriver au déplacement isotopique de masse.
Dans la premiére étape nous avons calculé précisément les fonctions d’onde associées
aux états impliqués dans les transitions étudiées. Pour cela nous avons utilisé la méthode
multiconfigurationnelle Hartree-Fock combinée avec le concept d’espace actif complet. Ce
dernier utilise des fonctions d’onde décrites par des développements multiconfiguration-
nelle qui contiennent ’ensemble des fonctions d’état de configuration qui interagissent
avec la configuration de référence. A partir de ces fonctions d’onde, nous avons déduit les
énergies non relativistes des états concernés. Dans la troisiéme étape nous avons évalué
les parameétres spécifiques de masse des trois états (1s2s) 3S'; (1s2p) 3P et (1s3p) 3P.
A partir des énergies et parameétres spécifiques de masse nous avons évalué les déplace-
ments isotopiques de masse des deux transitions étudiées. Nos résultats sont en trés bon
accord avec l'expérience et le modeéle théorique d’Hylleraas, connu pour étre trés précis
dans I'étude des systémes a trois corps. Dés lors, 'application de la méthode MCHF & la
détermination précise des parameétres spécifiques de masse et donc des déplacements iso-
topiques de transition s’avére d’un intérét capital. Comme les déplacements isotopiques
sont le résultat d’effets nucléaires, ils peuvent conduire & la détermination précise de

certaines propriétés nucléaires, comme les rayons de charge nucléaire.
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