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Chapitre 1

Introduction générale

Dans ce mémoire thése de Magister, nous proposons de montrer, pour des particules rela-
tivistes de spin (=1/2) et de masse m, comment obtenir la solution de I’équation de Dirac,
en utilisant les intégrales de chemin. Ces particules sont en mouvement dans des champs avec
des formes qui sont choisies de telle maniére que les solutions soient exactes et analytiques .

Succinctement, au lieu de solutionner directement ’equation de Dirac,
(’Yﬂ(zau*gAM)im)\I’(m):O M2071’273

nous déterminons un certain noyau appelé propagateur (ou encore fonction de Green) décrivant

toute la dynamique du systéme (ou particule) et qui est solution de

(V" (10, — gAu) —m) S (z,a") = (z—2') p=0,1,2,3

ou symboliquement

(Yy(p—9gA)—m)S=1

La détermination de S constitue ainsi 'objet de ce mémoire, car elle permet a partir de la
décomposition spectrale d’extraire les fonctions d’onde ainsi que le spectre des énergies.
Rappelons que dans le cas non relativiste et suivant Feynman, la forme standard du pro-

pagateur s’écrit g e ou A est Paction prise sur un chemin et ou la somme concerne tous les
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chemins possibles.Cette somme infinie, depuis 'introduction de transformations spatio- tem-
porelles a pu étre calculée pratiquement pour tous les cas solubles suivant la mécanique non
relativiste traditionnelle . Par contre, pour des particules relativistes, de spin 1/2 par exemple,
la forme standard n’est plus valable en principe a cause du spin qui , par essence, prend des va-
leurs discrétes. L’insertion de cette entité fondamentale que constitue le spin, dans le formalisme
de Feynman au moyen de chemins continus est actuellement un probléme.

Concrétement pour les calculs, la forme en exponentielle (surtout gaussienne) semble étre
la forme la plus appropriée et grace aux variables non commutantes ou de Grassmann, le spin

trouve sa place dans la formulation intégrale de chemin .

Aussi, dans ce mémoire nous avons utilisé deux formalismes ceux de Alexandrou [1] et de
Gitman [2]qui sont actuellement les plus appropriés pour I’équation de Dirac .Ces formalismes

sont basés sur la formule

1 1 o
ot = :0:—'0/ d je (02
O 02 7 ) eexp[ze( )]

= —i/ de/exp [ie (02 + is) + Ox] dx
0

qui permet de reconvertir I'inverse d’un opérateur O en une exponentielle au moyen de
-d’une somme (dans le cas dit global) avec e un parameétre de type bosonique
-de deux sommes (dans le cas dit local) avec e, x deux parameétres respectivement de type

bosonique et fermionique ou qui anticommutent.

La différence entre ces deux formalismes réside dans 'utilisation d’une certaine matrice
supplémentaire 7° et son ajout permet d’ homogéneiser les termes afin que l’action soit un

scalaire.

Bien qu'un certain intérét est porté actuellement sur les deux formalismes[l] et [2] la
situation ne semble pas tout & fait claire et afin de voir si ces deux formalismes peuvent se
développer, il y a lieu d’abord de les maitriser en effectuant des calculs afin de confronter les

résultats avec ceux existant dans la littérature.Une fois le test réussi , nous pourrons alors dire
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que les formalismes peuvent constituer une alternative a I’équation différentielle (de Dirac) et
c’est I'objectif de ce mémoire.

Ce mémoire s’inscrit dans la continuité de certains travaux effectués récemment[3] et qui
ont traité divers problémes d’interaction parmi lesquelles le cas important de l'interaction d’une
particule de Dirac avec une onde plane et ceci suivant les deux approches globale et locale .

Ce mémoire comporte trois chapitres en plus de I'introduction et la conclusion

Dans le 2éme chapitre , il est question du traitement du probléme de l’interaction d’une
particule de Dirac avec une interaction de type non abelien décrite par un champ ayant des
proprietés semblales a celle de I’onde plane mais qui comporte en plus, des générateurs de groupe
SU(N) . Ce type de probléme est considéré pour la lére fois dans cette thése en remarquant

qu’il n’y a aucun calcul avec ce genre de probléme bien que le formalisme existe.

Dans le 3éme chapitre, il est question de la séparation des variables dans le formalisme des
intégrales pour simplifier les intégrations, I'importance de la séparation étant assez connue
dans la résolution de problémes a plusieurs variables dans les équations différentielles.

Enfin sur une idée de Levy-Leblond , nous montrons dans le 4éme chapitre ,comment ra-
mener pour une particule de spin 1/2, soumise a un champ magnétique statique et dont le
mouvement est décrit par ’équation de Pauli avec des noyaux linéaires en E et p . S’inspirant
de Dirac sur la nature relativiste du spin, nous construisons le propagateur de Schrodinger
suivant I’approche supersymétrique , et c’est ainsi que le propagateur de ’équation de Pauli est
écrit sous la forme d’une somme d’un produit de deux propagateurs relatifs & ces deux noyaux

linéaires . Comme exemple, le cas de la particule libre est considéré.



Chapitre 2

Particule de Dirac dans un champ

non—abelien

2.1 Introduction

Il s’agit dans ce chapitre, de déterminer la solution pour une particule de spin 1/2 soumise
a un champ de type non abélien en utilisant les intégrales de chemins. Indirectement, il s’agit

de résoudre I’équation de Dirac suivante

(@ (Ou + ig Ay (x)) — m) ¥ (z) =0,

o A, est un champ non abélien . Evidemment cette équation de Dirac n’a de solutions ana-
lytiques que pour des intéractions ayant des formes bien particuliéres. Aussi, nous considérons
dans ce chapitre, un champ non abélien particulier de type Volkov, c’est a dire qu’il obéit aux
propriétés suivantes :

-il est développable sur la base des générateurs {7}, du groupe SU(N),
A, = AT, a=1,..,N?—1,

ou les AY sont des composantes partielles.

-il est une fonction uniquement du produit kx,ou k est le 4-vecteur onde tel que

k? = kt'k, = 0.
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-il satisfait a la condition de jauge de Lorentz.

0uA" =0,
condition équivalente &
ke, Ar =0,
ou encore
kA = 0.

La résolution directe de cette équation de Dirac a été effectuée récemment[4] et la solution
a été obtenue de maniére analytique. En ce qui concerne les intégrales de chemins, il n’existe
dans la littérature aucun calcul concret de propagteurs avec des champs de type non abélien,
mis a part la formulation path integral qui a été donnéel[5] .

Aussi nous proposons dans ce chapitre de donner pour la lére fois la solution & ce type de
probléme.

Pour cela nous déterminons le propagateur S (xf,z;) ou élément de matrice dans l'espace

de configuration de 'opérateur S solution de ’équation formelle

(v (pu —g AL Tu) — m) S =1 (2.1)

Cet opérateur S est simplement égal &

1
R CA T Ag, To) = m) 22
_ (7“ (pu _QAZ Ta)+ m) (2.3)
(v (pu —9 AL To) — m) (¥ (pu — g A% Ta) + m) '

Il existe actuellement deux maniéres de construire la représentation intégrale de chemin
pour ce propagateur

- une approche dite globale : aprés multiplication par ( ol (p# —g Aj Ta) + m) , il appa-



rait au dénominateur une forme qui rappelle ’équation de Klein-Gordon et c’est cette forme qui
est représentée par une intégrale de chemin. Nous avons donc une approche mixte d’opérateurs
plus intégrale de chemin. La forme intégrale de chemin donne des solutions du probléme mais
en faisant agir I'opérateur introduit initialement , on élimine ainsi par projection les solutions
superflues (non physiques).

-une approche dite locale : 'opérateur ( A+ (pu —g AZ T a) + m) est représenté également
par une intégrale de chemin a l’aide d’une variable de Grassmann .

La représentation est donc intégralement path integral et les solutions que nous obtenons
sont alors physiques.

C’est cette démarche die a Alexandrou et al .[1] que nous adoptons dans ce chapitre.

Dans ce chapitre, I'espace temps x# = (mo; ?) = (:co,ml,x2,x3) est muni de la métrique

g" = (+,—,—, —, —) et nous notons par m la masse du fermion, par g la constante de couplage,

par v* les matrices de Dirac. Les générateurs T, vérifient en outre :

[Ty T = Ta Ty — TyTy = if,, T, (2.4)
1
tr (TaTb) = Q(Sab (2'5)
1
[Ta ,Tb]+ =T, Ty + TyIT, = N(Sab + ClabcTC (26)

ou f,° sont les constantes de structure du groupe SU (N) ( anti-symétriques dans toute
permutation d’indice) et que pour N = 2 et 3, (27, ) peut étre est représenté respectivement
par les matrices de Pauli et Gill-Mann . Les constantes d_,° sont réelles et symétriques dans

toute permutation d’indice.

Commencons par I’approche simple dite globale pour déterminer la fonction de Green.



2.2 Fonction de Green : approche globale

2.2.1 Formulation

Posons d’abord

Ot = ( A (p# —g 4 Ta) + m) , (2.7)

nous pouvons voir que le produit

0-04 =pu p'— m? + g (7*AS To)* +2g (4"A% To) (v'p,) —ig (k™) ( v“AZTa) (2.8)

o A désigne la dérivation par rapport & kx . En utilisant le cone de lumiére, le carré est

calculable

a 2 1 c i c 1 v v a Ab fiz 145
( IY'UAN Ta) = <N5ab + dab TC + §fab TC> (nuv + 5 (7M7 - ,y,u)> A,u Al/ = IN

2
(2.9)

et nous constatons qu’il est indépendant des générateurs.

Introduisons I'espace de configuration pour déterminer la fonction de Green . Il est facile de
voir que pour déterminer la fonction de Green S il suffit de déterminer G : S et G étant reliés
par

S(zyp,ai) = (i " (Oua, + ig AL (zp) Ta) + m) G(zy, x;) (2.10)

ou G est la fonction de Green

i [ e
Glag.) == | delas | exp(=i5H) | )

avec



AsAl .
H(e,z,p) = em? — ep® — eg? 2MN — 12eg (p“AzTa) — ge (kuy") ( ’y“AZTa) , (2.11)

Pour construire la forme path integral de G , nous utilisons la méthode usuelle qui élimine
les opérateurs et qui consiste a :
- d’abord subdiviser 'intervalle [z;, 2] en N parties égales

-a insérer (N — 1) relations de fermeture

[l =1,

-3 insérer N relations de fermeture

/|p><p|d4p=1,

ou les vecteurs | p) sont tels que

P | p) =p"|p),

-a utiliser le produit scalaire

(z|p) = (2717)2 exp(ipz),

pour changer de base | x) —| p).

Nous obtenons alors pour G la forme discréte suivante

; . o0 4 4
Gz, z;) = —%]g’lr&fo deofd4x1...d4$N,1éTp){l...‘é%jﬁdel...deN

N (2.12)
[16 (er — er—1)exp {Z [pkz% - %H(ekafkypk)] AT} ;
k=1

ou encore sous la forme continue

G(xy,x;) = —;T/O deg/DxDe/Dpre exp {Z/ {p:& + pe — ;H(e,x,p)] dT} , (2.13)
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ol nous avons noté par

N
Dz = Hd4$j
=1
N+1 4
d*p;
Dp = J
1

et introduit le symbole 7 qui est le 7 —produit & cause du probléme d’ordre des générateurs

T, (opérateurs) et de matrices yv* qui ne commutent pas. Nous avons noté par
rf=2xN, x; =9, et AT =1/N.

A ce niveau, pour éliminer les opérateurs que sont les générateurs T, nous utilisons la
procédure de [5] qui consiste a

-exprimer les générateurs par une relation bilinéaire d’opérateurs I'

{
Ta = Zfa?)rbrpa (214)

-imposer aux I' une relation d’anticommutation

[Pburp]+ = 5bp7 (215)

donc un caractére fermionique aux I'.

Avec cette écriture, la fonction de Green devient

G . . ., €) 2 2 2t
G = —=T deg | DxDe | DpDp.exp< 1 PLT 4+ pe€+ —<sp°—m°+g°—— +
2 Jo 0 2 2N

G (AL LTy ()T (7)) +

RS

(k™ (7)) (2 (7) Ag ST (1) TV (7)) }

dT}.(?.lﬁ)

Procédons maintenant & I’élimination des opérateurs .
Pour cela, nous introduisons des variables anticommutantes (de Grassmann) et 'aide de
deux identités qui consistent :

-d’abord a avoir une forme linéaire pour les I'* et les v” en utilisant des dérivées fonction-
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nelles ( & gauche)par rapport a des sources (anti commutantes)

Texp{F (T (7))} :exp{F <5‘ij >}Texp{/01%a1"ad7}%0, (2.17)

a

-ensuite & éliminer le 7 —produit a l'aide de la formule

1
’Texp{/ %aFadT} =
0 #=0 (2.18)

xp (I 7) /<(1>+<(o>_o peex {/ <_§ R 2Xa€a> dT} ’

Ces deux formules sont applicables pour les +* : il suffit de faire le remplacement suivant

(I, 99,6%) — (y#, 0", ¥F)

Ainsi notre fonction de Green prend la forme suivante :

px +

i 0 0 ° e
G(zf,z) = —5 exXp <7M80“ L 3 19@) /0 deo/D:JcDe/Dpre/D\Ingexp {Z/o

dT} ,
9=9=0

-1

1
/ D\Ilexp{—/ \Ifu\i/“dT} , (2.19)
$(1)+¢(0)=0 0

1 —1
DE=D D - atq , 2.20
¢ 5[/((1)%(0)0 feXp{ /O £ of T}] (2.20)

¥ et @ étant des variables de Grassmann impaires

PO + iEE + peé — %H(e, x,p,26 + 19,20 + 0)

ol les mesures DV etDE sont définies par

DY = DV

avec les conditions aux limites suivantes

§(1)+¢£(0) =0, (2.21)

et
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W (1) 4+ ¥ (0) = 0. (2.22)

Effectuons le changement (£, ¥) — ({,v) définit par

20(t)=2¢& (1) + 9, (2.23)

2 (1) =2 U (1) + 0, (2.24)

la fonction de Green prend alors la forme suivante

“+o00 1
G(xy, ) = —%exp (’y“% + I a%a)/o deo/D:UDerer/ADl/z/BDCexp {Z/O pI+
iCC + iy + peé + ;{p2 —m? + g2 ACAL + 2ig (pAY £.hCCP) +
g (ko) (s 1.5 Coc?) } dr + (0 (1) +<<0><<1>} ,
= (2.25)
ol
A= {y(r)/¥(1) +(0) = 0}
et

B = {¢(7)/¢(1) +¢(0) = 9}
sont les deux nouveaux domaines d’intégration.
2.2.2 Calcul de G (zy, ;)

Aprés avoir obtenu la formulation de G au moyen d’intégrales de chemins, passons au calcul
explicite de son expression.
A ce niveau, il est utile de faire une remarque : il apparait dans I’exposant de ’exponentielle

I’expression
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A= [ |pit

iCC + i) + peé + S P2 —m? + g2 5 ALAL + 2ig (pPAS £.h CCP) + (2.26)

dr

49 (k) (V" Ag £ i) }

qui est 'action, et si 'on s’intéresse aux chemins classiques suivies par notre particule de

spin 1/2 les équations régissant son mouvement sont données par

5A .1 1 . , . -

T = he+; [pQ—m2 P A AL+ 2ig (AT £ GiCP ) + 49 (k) (V4 £ w)] =0
‘;;4 — ¢=0

oA . 2 1 54 . ia b ia b

s = —pp+ekp(g S ALAl +ig (P A5 £ G,C7) + 29 (k) (00 A3 £ cbcp)) =0
4]

5;;1, = iyt epy +ieg (A5 [ GCP) =0

0A L . a Aa b

s = 2, 2eig (p"A% f.2 C,) — 4g (k) (wmu b gb) —0

0A . .

§op = 20ty 2egk, (WAL £ Go7) — 209 (b0) (A5 £y Go7) =0

Ayant fait au passage cette remarque, procédons aux intégrations.

D’abord en intégrant sur p. nous obtenons §(¢é) ce qui signifie que

€p =€ =...=¢€

Il est plus commode de réintroduire "impulsion par linéarisation , alors nous avons
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. 00 1
G(xf,z) = ;exp< 380“+Fa 819‘1)/0 de/D:v/Dp/DwDCexp{i/o

(7 m oy anar 2 (45 £ G) + 0 () (9243 £ 6i7))

P (0) ¢, (1) +¢(0)¢ (1) }

0=19=0

Comme AZ (kx) est fonction uniquement de kz, nous allons réduire le mouvement quadri-

dimensionnel en un mouvement & une dimension. Pour cela, posons
¢ = kz,

et rendons kx et x indépendants en introduisant 1’identité suivante

/d¢f/d¢i5(% —kxi)d(pp — @ — k(zp —2:)) = 1,

ou plutét sa généralisation

N N+1
[ des [ dgatoi—kr) [ Tlae; TLo(ag, ~kay) =1

J=1 J=1

exprimée dans 'espace des phases (¢, py)

N+1, N+1
/d(pf/dcpi i — k) /Hdgoj/ H L exp pr (Ap; — kAz;)

avec

A()O] QOJ SO‘] 1

15
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(2.28)

pi + i) +iCC +

dr +

(2.27)



Aflfj =xj — Tj-1,

en changeant

DPp — Pu + kuPe- (2.29)

G devient alors

Glapm) = —;exp< Maieﬂwa ?9@> /de/Dx/Dp/dgof/ngié(goi—kxi)/Dcp/Dp@ /Dwg

1
exp {z/ pi + i) +iCC + ;{p2 -m? + g 2 1 jagny 2ig (p“AZ o Cbép) +
0

2N KR
g (kpw) (v Ag, iy €iC7) } + P, (% + chp)

dr+w(0>w(1>+<(0><(1>} - (230)

0=19=0

En intégrant sur les variables positions il est facile de voir que 1’on obtient §(p) c’est a dire

bp1r=p2=..=PN+1 =D

que 'impulsion est conservée au cours du mouvement .

Ainsi, G se réduit a

G (zf,2;) = —Lexp (v 39#-1-1“11819(1 /de/2)4/d<,0f/d<pZ —kxi)/Dw/Dpw /DwDC

exp { ip (xf — )—|— (p —m?2 )+
ifo {zw +iCC+ 2{ G ALAL + 2ig (P AL £ C,C7) + 49 (i) (A5 £ ,07) }+

Py (¢ + ekp) }dr +9(0)9 (1) +¢(0)¢(1) }
=0 (2.31)

Nous pouvons maintenant intégrer sur p,
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/Dp¢ exp {z /pgo (¢ + ekp) dT} =06 (p+ ekp), (2.32)

ce qui réduit les contributions des chemins au calcul du propagateur uniquement a la droite

d’équation

o(t) = ¢; —ekpr. (2.33)
1

—— 92.34
ek,pdso (2.34)

Notons & ce niveau que les Aj} sont fonction uniquement de la variable 7 .

Ainsi, G se réduit a

G(zf,2;) = —Sexp (V559 + T 59%) /de/(;ﬁ)ﬂ/dsﬁﬂ (¢ — @i + ekp) /d%ﬁ (p; — ki) /ch
exp {ip (zf—xi) + % (PP —m? ) +
ifo {w +iCC+ 2{ gP g AL AL + 2ig (P A5 1.5 GiCP) + g (ki) (WA £ ¢,¢7) }

}d7+¢(0)zp(1)+<(0)c“(1)}

0=19=0

(2.35)
De méme, posons
n=ky,
et rendons ¥ et ki indépendants en introduisant I’identité suivante
N N+1
[ dnngstn — k) [ TLan, [ TLapa, exo {ipy, (2n; ~ kdwy)} = 1
j=1 j=1
ou bien sous sa forme fonctionnelle
1 .
[ ansdngstu— k) [ Do [ Dyesp {i [ ontir - wiar} =1 (2:36)

ou 7 et p, sont des variables de Grassmann impaires.
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L’expression de G (z,x;) devient alors

G (zf,2;) = —%exp (7“% + I a%a) /de/(;?)l/dgofé (s — @i + €kp) /dapié (p; — kx;)
[ dnngsta = ko) [ Dy [ D, [ DuDCexs {z'p oy —2) + 2 (0 —m2 ) +
1
i {iw +ict+ 2{ Gy A Al + 2ig (A3 [ C,C7) + dgn (W Ag L5 ¢¢7) }+
0

(1 — W)}dT +9(0)¢ (1) +¢(0)¢(1) }
0=9=0
(2.37)
Pour se libérer le domaine d’intégration A , effectuons le changement " — wHdéfini par

1 or

wi(r) = [ et =+ 5 (2.35)

ot w”(7) et 0" sont des variables de Grassmann impaires.
La transformation (2.38) permet d’avoir ainsi une forme quadratique en w*(7)

Notons que,

o+

1
w1 =3 [ wrrir+ 5

1
w0) = =5 [ wrnir+ T

et que le terme décrivant l'interaction spin-champ s’écrit

. 1
WAL ) 14 G0 = A e () 1 Gy { [ et =i+ or).

Pour des raisons de commodité, nous adoptons la notation condensée qui consiste & omettre

les intégrations et les parametres 7 et 7/. Avec cette notation, nous avons
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1

. 1 .
Ao () fh G { /0 (7 — Yt ()i + eﬂ} — LA gh G e + 00

Lo -1 0,
/0 Y dr = Twuew“ + ?w“,

PP}, (1) = S0,

et ainsi

. 4
G (xf,x;) = —%exp (Vu% +Te %) /de/(;lﬁ)pzl/dgpfé (¢f — @ + ekp) /d(pié (p; — kx;)
[ dngdn;6(n; + E(w—0)) [ Dn [ Dpy, [ Dw [ Dexpip (zy —x;) + % (p? —m? ) +
1
i/o {?wuew“ + (¢ + S{ gzﬁAZAg + 2ig (p“AZ fall’) CbCp) +

 (dgfh G0) (et + 04} } + Dol - M}dT )¢ (1) }

0=19=0
(2.39)
Il est commode & ce niveau de changer
1 ! ! /
wh (1) — wh (1) + ik“/ e 1 — 7 )py(r)dr, (2.40)
0
ainsi
wyewt — wyewt — 2ipykw,

et

ewh — ewt 4 ikt p,).

Alors G devient
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G (zf, ;) = exp (v 89“ +1Ie 8;9a /de/ /dgofé( — ¢; + ekp) /dtpi5 (p; — kx;)

1
fdnidnfdpm_ fanDpnwafDCexp{ip (vf—2) + % (p2 —m? ) —|—i/0 {;wuew“ +i(C+

)

{ GPok ALl + 2ig (A £ Go¢P) + 5 (Antis cbcp) {ew“+9”}}

+pniy + pn, (m; + }dT +¢(0)¢ (1)
=0=0
(2.41)

ou nous avons remplacé la fonction §

5(n; + g(w _9)) = / dp, exp [ipm <m 4 g (w— 9)>] , (2.42)

par la forme en exponentielle.

Nous pouvons alors effectuer I'intégration sur les p,, : il apparait une fonction de Dirac

[ Doyeso [ / pmdﬂ — 5(i), (2.43)

qui exprime que le chemin d’équation

n=0&n=mn =1y

contribue principalement a la détermination du propagateur .
Apres réarrangement des termes en w, nous obtenons pour l'intégrale sur les vitesses w# ,

la forme standard suivante

1
/Dw exp {/ [;wugw” + juw“] dT} , (2.44)
0

ou

5u(r) = g, +i%8 [ (A ) et~y (2.45)

dont le résultat est simplement égal &
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exp {; /0 1 /0 TPt — T’)ﬂ(T')deT'} .

En utilisant les propriétés du champ de Volkov, il est facile de voir que
T tT" =0, (2.46)

alors G se simplifie

. 4
G (xf,x;) = —%exp (ryll% +TIe %) /de/(gﬁ)pzl/dgpfé (¢f — @; + ekp) /dtpié (p; — kx;)
1
J dnidn gdpy,d (n; —ny) [ D exp {ip (zg —mi) + 5 (p* —m? ) + Z/ {iCC+
0
2{ ool A AL+ 2ig (A5 £ ) + 5 (0" ALl GiC7) }+

o, (15 — %9) }dT +¢(0)¢ (1) } ;
9=9=0
(2.47)

et apres intégration sur py,

Jamess{in (1= 50) b =5 (s 50) 249

les valeurs de n; = %0 =n sont alors fixées .

La fonction de Green a maintenant la forme suivante

. 4
G (xf,x;) = —%exp (Vu% +TIe %) /de/(‘;r’)’zl/dgpfé (¢f — @ + ekp) /dtpié (p; — kx;)
. 1 .
[DCexpqip(zy —xi) + % (p> — m? ) +i/0 i¢¢ + 5 gQﬁAZAg—i-

g (%) (0" Ants C7) + 219 (p A% 1.5 CoC7) }dT +¢(0)¢(1) }
e (2.49)

Il nous reste encore & effectuer les intégrations sur les variables relatives aux générateurs du

groupe SU (2).
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Effectuons le changement ¢ — £ défini par

¢ =€)+ 39, (250)

la fonction de Green prend alors la forme suivante

G (s, m;) = —5exp (Y59 + T 5%) /de/ o )4/d<pf5 (7 — @i +ekp) /dapid (o; — kx;)

1
| D¢ exp {ip (xf —x5) —i—i/o {z&& - %H(p, 2{4—19)}117‘}

Revenons aux deux identités (2.17) et (2.18) : d’abord éliminons les variables de Grassmann

0=19=0
(2.51)

¢ et introduisons la relation entre les T et les I', notre fonction de Green prend la forme suivante

de

/dgofé pr—p; + ekp) /d¢i5(% — ki)
1
exp {ip (zf— i)+ % (p?P —m?) —i—/o { 22%VAZAM . (2.52)
g (%) (GMA“T ) + 2g (p“AZ Ta) }dT}

G(xf, ;) = 2 exp

0=0

Le 7-produit a été omis , car il n’y a pas de probléme d’ordre .
Il nous reste maintenant a effectuer les dérivations pour reintroduire les v* le calcul est

grandement facilité par I'identité suivante :

0 0
exp (7“89“) F (9)9:0, F <8 9“) exp (Gufy“)ezo ) (2.53)

Aprés dérivation, notre fonction de Green devient :
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G (xf.ai) = 2/ /

i g2 a ) a s (ky v fa
s [ (036 a0~ f () - 5) (05) g

/d@f/d% — ki) (9 — @i + ekp) exp {ip (@ —m)+ 5 (P*—m

(2.54)

ou il nous reste encore a éliminer les 2 fonctions d. A I’aide de sa représentation intégrale

dp :
5 (¢ — @ +ekp) = / 2? exp {zp@f (pr— @i+ ekp)} , (2.55)
et en changeant
p'u —_— —p‘u —+ k‘up@, (2.56)

nous obtenons

) ) kx ¢
gon] <intor -2+ 5624ttt [ ()

kx
~ 59 { / T (AT, ) dio+ i (B7) 9 (A2 () — A2 () Ta] }

et nous déduisons aprés dérivation, la fonction de Green relative & notre probléme

A~

S (ogoai) = § [ de [ 2 { m) {1+ g5k (A2 (2) = A% (2) T} + 5k (A (@) T ) -
9<A(fcf)T)—92’%W}6Xp{—ip(wf—wi)+

. ka g .
) gk [ () ae— o [ (g ) e

€T; kx;

kx g

(2.58)

Remarquons que 'expression n’est pas symétrique et donc qu’il n’est pas encore possible

d’extraire les fonctions d’onde.
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Pour la symétriser, utilisons la relation

ou

a=~"a,,

et aprés quelques manipulations, nous obtenons

S(opa) = [ 2 [de {1+ 95k5 (A T)} o+ m) {1 - 95k (A 7))

A . kz . kx g ;
exp{—ip(xf—xi)+’2e(p2—m2)+22}f’22}v/k | (AZA’[{) dga—pzkg/k | (p“AZTa)dgp}
(2.59)

qui , aprés intégration sur e, nous obtenons la forme définitive de la fonction de Green

S(opa) = - [ @ {1+ g5k (Aan 1) } g {1 - g5k (A 7))

exp { —ip oy — ) + S [ (AnAL) dp - pikg/ (P AT, ) dso},

qui est totalement symétrique.

Maintenant, il est possible de déterminer les fonctions d’onde et le spectre des énergies.

Fonctions d’ondes et energies

Comme il y a 2 poles dans 'expression précédente p9r = w—icet p’ = —w +ic, o

w = \/p?2+m? est ’énergie d’une particule libre, il est facile de déterminer des fonctions

d’onde en utilisant la méthode des résidus

- pour T, > T, le contour d’intégration ( 1/2 cercle) qui englobe p‘i est choisi en dessous

de laxe

- et pour T, < T4,le contour d’intégration ( 1/2 cercle) qui englobe p® est choisi au dessus

de 'axe .

C’est ainsi que nous obtenons la décomposition spectrale suivante :

24



S($f7mi):_iH(Tf_Ti)/(;jrl)Js7;}0{14‘92%@ (A“(:cﬂTO}%{1_9%/@(%)%}

2 kx g ) kxf
exp { ip (zf — x;) 41 2pk 2}\, A (AZAZL) dp — plkg/k (p“AZTa ) dy
; 3p m k ia —p+m E ia ’
—if) (i —Tf>/(d,r§’w {1-g95tp (4% @) T) } B2 f1 4 gt Ao () T}
i o2 kx g ) kx g
expq —ip(zy — i) + 55 oy i (ALAG) dy — rg /k (P ALT, ) d@}

(2.61)

et qui par comparaison a

S(xf7x2):_7’9 f_Tl Z/dgquaap xf aap( ) _Tf Z/dquaap xf Ozo‘,p(xl>7
a.t+o a.t+o
(2.62)

nous permet d’dentifier les fonctions d’onde (normalisées) décrivant le mouvement de la

particule de Dirac sous ’action du champ non-abelian

3 kx
tinat0) = oty () o e i [ 030 )

(P Afd )+ 5 (kuy) (V4 Af (2)) :
Ug (P) Wa

(2.63)

exp { —igTy P

ou

Sy () 10 () = 2E™),
+o

2m

(=p+m)
2m

> v (p) s (p) =

to

9

sont les projecteurs sur les états d’énergie positive et négative (respectivement) et w, , wg
les éléments de la ligne w™ et de la colonne w (respectivement) tel que le produit w™ w = I ou

encore tel que
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wiwg = §up.

Nous pouvons finalement écrire la fonction d’onde suivant la forme donnée dans article [4]

kx

\Ijg ,0,D (.%') - ! (ﬂo) exp { pr + ka 2N 0 (AZA'[;) dgp}
an @ a (k: " ) " AL
cos@{ (1 —nga(; o8 / (p" A% ( )d@//> Iy uv%(pv i)

kx
|:taé16Ta + 17%62}\7/0 d puAa < tan¢9 g 0 — tanGTb/ dQD” (puAZ (90//))>:| }ug (p) W,

avec

D=

o= [ @1 ([ raseon ae) ([ oz e ar)]

Passons a ’approche dite locale

2.3 Fonction de Green : approche locale

2.3.1 Formulation

Au lieu d’utiliser la représentation classique en temps propre bosonique, on utilise une
differente représentation au moyen de laquelle on introduit un temps propre bosonique e et un

temps propre fermionique . La fonction de Green s’écrit en représentation intégrale

S = i de fexp {15 [(+# (im —9 A3 T) = m) (197 (b —9 AL T.) + m)] -

- (2.65)
s (v (—pu —g A T.) + m) X}dX )

L’opérateur S s’écrit donc

S = /0 " de / exp(—iH)dy, (2.66)
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avec

€ a a 1 1a

H = 5 [mZ —p?*—g QNA“AM = fg (p“A al; FbI’p> — 39 (k") ( Y AY fal;, I‘b].“pﬂ +
1 1
3 ((v“pu) + Zg (7“AZ fap Fpr) + m> X - (2.67)

Ensuite, I'élément de matrice (xy | S | x;) s’écrit sous forme intégrale de chemins comme

suit :

S(zg, i) = exp (Y597 + T 5%2) [° deo [ dxgexp [5 (m? e +mx)] [ DxDpDeDp.DxDp, DD
exp {z fo [pi: + Pe€ + Dy X + i@!)uw +ice "+
§ (97 + GPalyAnal +2ig (" A3 £ GC7) +4g (Rup®) (V9 A% 1.5 G467) ) =
() 19 (045 5 G ]+ ©) @)+ O}

(2.68)

2.3.2 Calcul de S (zf.7;)

La fonction de Green correspondante & une particule de Dirac soumise a ’action d’un champ

non abélien est donnée par ’expression intégrale de chemins suivante :

S(ay, ;) = exp (Y550 O + T 819,1) Jo7 deo [ dxgexp [ (m?* e +my)]| [ DeDpDeDp.DxDp, DYD(
exp {z fo [px' + pe€ + Dy X + iwuw + i(“( +
S (04 gPayApAl + 2ig (A3 £ (€7 + dg (k) (V44 1.5 C¢7) )

() +ig (A% 1.5 ¢,¢7)) x] dr 4 (0) % (1) +C(0)¢ () }
(2.69)

L’action correspondante est alors
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A= { I [p:b + peé + Pk + iy, 0" i+
S (12— m2 4 gPokAnAl + 2ig (AL 1.5 CCP) + g (k") (W7 A5 £5 ¢¢7)) -

() +ig (WAL £2 ¢,CP) +m) x] dr 9 (0) 0, (1) + ¢ (0)C (1) } |

Nous pouvons alors tirer les équations de mouvement classiques suivantes :

A , 1, . . y
S = —hpth (e g Al +eg (A5 £y GC7) +2eq (k) (W9 A5 £ G6P) —ig (WA £ GC7) x
SA . N

@ = .’L'p + epp + eg <Ap fal})) CbCp) - pr =0

) . .
55‘}, = 2iC, — 2eig (P AL [ C,) — 4g (k) (W Ag [ C,) +2ig (V1AL £ ¢,) x =0

0A

§op = 2itt 2eahy (WAL Fup ) — 209 (k) (A7 i, Gi67) — (po 9 (45 T Go¢?) ) x =0

Comme dans le cas global, nous avons encore

€0 = €1

I
I
®

et

Xo=X1= =X -

a cause des d (€) et §(%) qui sont apparus suite aux intégrations sur peet py.

Nous introduisons la méme identité

/dcpf/dgoié(wi = ) /Dgo/Dp@ exp {z'/p@(go - ka’c)dT} 1, (270

pour réduire le mouvement quadri dimensionnel en un mouvement unidimensionnel . Aprés

le changement

Pu — Pu + kuby (2.71)
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et aprés intégration sur les positions : il apparait encore § ( p) qui exprime que p est une

constante de mouvement (p = Cte).La fonction de Green se réduit a :

S (zy,m;) = exp (V5% + I a%a)/de/dx/(2 )4exp[ (m? e +mx) +ip (x5 — ;) + £p?]

/DwDC/dsof/d%é (¢; — k;) /Dsongo exp {Z Jo [m (¢ + ekp) +
§ (9PabrAnal +2ig (A3 £ GC7) + 49 (Rut®) (89 A% 1.5 C4CP) ) —

((Y"pp) + pokib +ig (WHAL f.1 ¢,¢P)) x + i, " + icaé“] dr + 1 (0)9 (1) + ¢ (0) ¢ (1) }
(2.72)

Nous introduisons une deuxieme variable n = ki via 'identité suivante

/dmdnﬂ(m - k%)/Dn/Dpn exp {i/olpn(fz - W)dT} =1, (2.73)

ou 7 et p, sont des variables de Grassmann impaires.

La fonction de Green est alors

e .2

S (zf.z) _exp(*y 86“—1—1““819“ /de/dx/( 4exp m e—i—mx)—kzp(z:f—xl)—l-Qp}
/dgof/dgol ©; — kx;) /Dgo/Dpwfdnldnf(s kwi)fanDpn/Dw/DC

exp {zfo [pvJ @+ chp— 1)+ § (9P ABAL + 20g (0 AL 1.5 CuCP) + dgn (VAg £ ¢,7)) +

Py — ki) — ((W'pu) +ig (V1AL .5 CCP)) x +iv, i + icaé“] dr+

B 0¥+ |
(2.74)
et aprés un changement " — w’pour passer aux variables de vitesse
1! : o+
wi(r) — 5 [ etr = + (2.75)
0

afin d’eliminer les conditions aux limites , w™(7) et 6" étant des variables de Grassmann im-
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paires, avec la notation condensée

feg= [10)(r =) () ar

nous obtenons la forme suivante

S (zy,m;) = exp (V5% + T 5%) /de/dx/( L exp[ (m? e +mx) +ip (x5 — ;) + %p?
[des [ a6~ ke) [ Do [ Dp, [ aning o+ § 0~ 0)) [ Dn Dy, [P [ D¢
exp {z I {pw ¢ +ekp—nx) + § (2NAZA“ + 2ig (P AL f.h (CP)) +
29 (Ag £.5 CoCP) (e +09)) + by (i1 + B2x) = § (p + +ig (AZ Lib GC7)) (et +0) x—

Lwyewt + Z'Caéa} dr +¢(0)¢ (1) }
(2.76)

Apres le changement suivant

wH — Wt — ikupne_l,

I " ; "
wypewt — wyewt + 2ippk W,

et le remplagement de

(n+ -0 = [anseso {ins (n+ 5 0-0)}. (2.77)

par son expression en exponentielle, p,; étant une variable de Grassmann impaire, la fonction

de Green prend la forme suivante

S (zp,2i) = exp (v 5r + I a%a)/de/dX/(Q b exp [ (m? e+ mx) +ip (zy — 2:) + 5
/ dp,; / dp:5 (; — k) / Dy / Dp, [ dndnydpy; [ Dy f Dp / D¢
exp {z I [pw (¢ +ekp—nx) + & g2 (S ALAL + 2ig (PHA2 £.5 (,CP)) +
an (H“AZ £ Cbép) +py (7'7 + ““TPX) — 3 (pu0" + +ig (0MA% £.0 CCP)) x+
ico¢?| ar+ O} T0uce)

(2.78)
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oll nous avons posé

T (v, Cp) = / Dw exp { / [5w“5w“ +ilen (Ag b gbgp) et 4

A . (2.79)
5 (o + +ig (AS foh CCP)) xewh + 5 py Rk deT'} ,
Cette expression a exactement la forme suivante
1 [t 1
T (x, Cop) = /Dw exp {2/ / wy(T)e(r — 7wt (") drdr’ +/ jM(T)W'udT},
o Jo 0
et le résultat est
1 1 1 L
7 (XC?SD) = eXp {2 A /; jy,(T)g_ (T - T,)ju(T,)deT/} y
avec
7 . i 1 1a ’ /
Tu(T) = skupy, + 1% Jo (Aufal;w CbCp> e(r —T1)dr + (2.80)

LY (o + +ig (A% (0 (7)) .5 CCP)) e (7 — 7) xdr’ .

Grace aux propriétés du champ de Volkov, il est facile de voir que

Tl = 1(g e)? / / n(r) (Aafi ¢ e (r = 1n (7)) (Agfid €iC7) drar'+

+ puphx = 5 Jo (b +ig (A% (0 (7)) 1 Go¢?)) 2 (7 = ) () (AL fih ¢ xdrdr
(2.81)

et la fonction de Green se simplifie
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4exp m e—l—mx)+zp( f—xi)—l-ZzepQ]

S (25.25) = oxp (Y50 + T 52, /de/dx/
/dcpf/d% v; — kx;) /D(p/Dppfdnidnfdpm fanDpn/DC
exp i fy [Pw (@ +ekp —nx) + § 6% (g ARAL + 2ig (P Af, fap CCP)) +
gne (0745, £ Gi¢?) + py (0 + B52X) + oy, (mi = 50— % x) +
L (b +ig (A3 £ 6i¢7)) (0" = ig een (4o f.5 cbcp)) X—
Sg o0 (A5 £ ¢n) en (A 1.5 Ge) + icé} dr + ¢ (0)¢ (1) }
(2.82)

Intégrons maintenant sur les variables p, ; il apparait ¢ (7'7 + ”;k X) qui exprime que le

chemin solution de
ipk

h= — 2.
7) 5 X (2.83)
et d’équation
ipk
n(r) =mn; — 5 XT - (2.84)

est selectionné pour le calcul de S . Ainsi S se devient & :

S (zg,m:) = exp (V5% +T7 5) /de/dX/(2 bz exp [ (m? e+ mx) +ip (zf — i) + 517
/dQ"f/d%‘S (i — kwi)/DSO/Dowdmfdpm J dns (ng —m; + §pkx)
exp {i 3 [iC*4" + 0, (o + k=10 + § 0 (e AL + 200 (45 £, G7)) +
gne (H“AZ fop CbCp) + Py, (m — by z'%kx) v
3 (pu 19 (A5, fa 7)) (9“ —ig ee (n; — LpkxT) (Aaﬂ fb gbgp>) .

59 ) (= gpkxr) (As £ Gi¢?) e (n; = hxr’) (A% 1.5 ¢,¢7) } dr +¢(0)¢ (1) } :
(2.85)

En simplifiant

(i — spkxT) A(@(1)) e(T — ') (n; — spkx7’) A(0(7"))
= —ikpA(p(7))e(r — 7' )7 Alo(T"))m;x -

(2.86)
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et en intégrant sur p;, , qui donne un résultat simple

. k pk k .pk
/dpm exp [z/pm (Th‘ — 50 — z4x>} =4 (771‘ — 50 — z4x> , (2.87)

fonction qui impose

1 pk
et donc
1
Ng =M1 — 517]{3)( . (2.89)
On peut s’assurer que
ny+mn; = kb

Nous avons ainsi la forme suivante pour S

S (zf,2;) = exp (Y55 + T 5%) /de/dx/ (gi§4 exp [F (m? e +mx) +ip (xf — z:) + §p?
/dgof/dcpié (s — ki) /Dcp/ppw
exp {z fol L‘caé“ +pp (0 + ekp — 3k0) + § g* (s ALAL + 2ig (p" A% f.5 (,CP)) +
ge (50 +i%Ex — BExr) (07 A 1.5 ¢,¢7) +
L (pu+ g (A3 £ 6i¢7)) (0~ ig e= (3k6) (A% 1.5 ¢4¢) ) x—
B2 (g e)” (A £ ¢ ) e (r =77 (A £l 0 ¢7) <k9)} dr + ¢ (0)¢ (1) }
(2.90)

Intégrons sur p,, il apparait encore une fonction & (c'p + ekp — %kﬁx) de Dirac, c’est a dire

que le chemin d’équation

1
p = —epk + §kﬁx, (2.91)

est selectionné pour le calcul de S.

Nous voyons en inversant la relation précédente que nous avons une relation entre ¢ et 7
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dr 1 1k0
—_— = — 1 . 2.92
dp ~ eonk < " 2eopk X) (2.92)

Il nous reste encore a effectuer les integrations sur les variables relatives aux générateurs du
groupe SU (2).

Revenons aux deux identités (2.17) et (2.18) : d’abord éliminons les variables de Grassmann
¢ et introduisons la relation entre les T' et les I', alors la fonction de Green prend la forme

suivante

S (wg.2i) = exp (v 5%) /de/dx/(gjj;;/dapf/dm (s — k) 8 (05 — s + ekp — )
exp i [} [eg (A% To) — eg (340 + it x — Bixr) (AeT) -
L(gauT,) (6 - ge= (%) (AsT.)) x+
+E2 (ge)? (AZTQ) e (A““Ta> kex} dT}

. . 2
exp |5 (n ¢+ ux) i oy = a0) + 507 + i5a 4 [ Agtar — dp,0m.

(2.93)
Le 7-produit a été omis , car il n’y a pas de problémes d’ordre .
Avec les réarrangements suivantes :
A (! T 4 2p s
pE (T—T)A(T)dT dr = — (A(zp) + A(xy)) + 5 dpA (p), (2.94)
ekp (ekp) 12
. f
/A(T)E(T -7 A(r)dr'dr = ( If )2/ deA(p) A(p) —
(A(z7)+A() @j Vi ) (2.95)
f@k‘p)Q - / dSDA (SD)
P

(e k p)® (e k p)®

: : x;)A(z x x; ef
/ / A(r)e (1 — ) FA () koxdrdr = 204G g (Al)+AG) / dpA () Ky —
1 “r ’
s [ dea o) Ao
i

i
Y

(2.96)
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il vient

S(asfmz)—exp’yaaH /de/dx/dp/dcpZ ; — kx;)

dippé (0 — i+ ekp — B x) exp [ip (x5 — 2:) + § (p* —m? )]
e"p{ [ [ (6Pak (4342) +20 (0243 7)) | -
gi Do (A% (p) — A% (1)) Tu — ;X[—pe+m+% P (AS (2p) + AL (7)) T (k8) +

() 2565 ko) - g0 (a5 o)+ 4 o) | |
(2.97)

Nous pouvons encore éliminer les deux ¢ en utilisant la forme en exponentielle
k6 , k6
O\ s —witekpox) = [ dpg exp |ipy, (0p —¢itekpx || (2.98)
et aprés avoir fait le changement :

p —p—kpy,

nous obtenons,

S (opo) = exp (1 505) [de [ [ 22 [t (o ko

dep o (<pf — k:xf) exp [ip (xf—a;) + % (p2 —m? )]
exp{ / [Tl g 2N AaA“) + 2g (p'“Aa T, ))} dp—
gi gD om (A2 (x (23)) T — X[—p@ +m ot oop (AL (z5) + A2 () Ta (k0) +

(2]\/) ( fk)Aa(xL (kO) — %9“ (AZ (xf)+ AZ (-’L‘z)) Ta} } )

(2.99)

Nous voyons que nous pouvons intégrer sur x temps propre, de type grassmannien

35



S (s i) = —4% 889“) de

dp;6 (p; — kx;)

d<pf5 (gof — k:cf) exp [z’p (. —x) + % (p2 — m? )]

exp{ [ [ (02 (433) + 20 (43 72)) s}

(—ph + m) {1—zg2kp9ﬂ (A% (zf) — AL (xl))Ta}—i—

sl (AL (zp) + A (24)) Ta (k0) + <2N>M<k9)

D) — 40" (A2 (zg) + A% (1)) T

(2.100)
et effectuer plus facilitement la dérivation qui reste, a ’aide de la formule suivante

(2.101)

6=0

exp < ai#) F),  =F <8i#> oxp (6,7")

Nous obtenons apreés cette opération

S(xyp,xi) = g/de/(;ﬁ?‘l{ ){1+92kp <Aa (zy) — A® (acz)> Ta} + k%l%(pA(xf)T)_

~(Alxe)A(z; .
g( ) 2kW}exp{—zp(xf—xi)+
. . kxf . k:wf
’§(p2—m2)+§§22k/k, (A,%Az)dso—ngé_ (P AT, ) dyp

(2.102)
ot nous avons utilisé la relation b + ba = 2ab on G = y*a,. Aprés quelques manipulations

nous obtenons une forme plus symétrique

S(wpom) = 3 [ b, /de{l + g (A(:Uf)T)}(ﬁ—l—m){l—g% (A(xi)T)}

. . kz g . kx ¢
exp —ip(a:f—xi)—&-’;(pz—mQ)—i—gg;Q}V/k (AZAg)dnp—p’kg/ (p ALT, )dcp

XTq kx;
(2:103)

et aprés intégration sur le temps propre e , nous obtenons I’expression finale de la fonction de
Green
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Ce résultat est exactement le méme que celui obtenu dans I’approche globale

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre , nous avons déterminé la fonction d’onde pour une particule de Dirac en
mouvement sous l'action d’un champs non- abelien suivant le formalisme d’Alexandrou et al,
en calculant la fonction de Green de deux maniéres différentes :approches globale et locale .

L’obtention de la solution nous a été grandement facilitée grace a I'introduction de deux
contraintes, la premiére ¢ = kx relative & I'espace et la deuxiéme n = ki) sur les variables de
Grassmann , ce qui nous a permis d’effectuer les intégrations sans aucun probléme grice aux
fonctions de Dirac qui sont apparues .

Les fonctions d’onde extraites de la décomposition spectrale sont identiques a celles obtenues

par résolution directe de I’équation de Dirac.
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Chapitre 3

Particule de Dirac dans des champs
externes : Solution par la méthode

des intégrales de chemins

3.1 Introduction

En utilisant la méthode des intégrales de chemins, nous proposons dans ce chapitre, de
montrer comment déterminer la solution pour une particule de spin 1/2 , électriquement neutre

et dont le mouvement dans des champs externes spécifiques est régi par I’équation suivante

(V0 + g eiji V'Y Hi +m] ¥ (z) = 0, (3.1)

ol ;1 est le tenseur habituel de Levy-Civita et Hg est une interaction fonction uniquement
de la variable x1de maniére & ce que les solutions aient des formes assez simples et standard
(fonctions spéciales...)

Nous nous limitons dans les applications & deux formes de champ

-Hg =f

-Hy = By

en déterminant exactement les fonctions d’onde aprés calcul des propagateurs.

Le but de chapitre est de montrer comment :
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- réduire le mouvement de I'espace-temps & (3 + 1) dimensions en deux mouvements dans
deux espaces différents de dimensions respectivement 2 et (1 + 1)

- calculer les 2 propagateurs relatifs a chaque espace selon ’approche supersymétrique de
Gitman .

Au lieu de résoudre cette equation, nous déterminons la fonction de Green S solution de

[’y“@u + g €ijk ’yi'yjHK + m] S(xf,x) = 54 (xf —x4), (3.2)

et & partir de la décomposition spectrale de S, nous déduisons les fonctions d’onde afin de

comparer nos résultats & ceux qui ont été obtenus par resolution directe de ’équation de Dirac

(6] .
Passons donc a la détermination de S.

Symboliquement, ’équation précédente s’écrit

[—iv"pu+ g €iji V'Y Hx +m] S =1, (3.3)
c’est & dire que l'opérateur S est solution de

1
= —— — . 3.4
[—iv"Pu + g €ije ¥ Hi +m] (34)

Afin de séparer le mouvement relatif a I'espace (3+1), multiplions & gauche par v14? et &

droite pour le dénominateur

1
S = ~ly? , 3.5
T Kres + Kagro] (3.5)
ou
_ . 2 -] 1.2
Karzy = —0y"p1 + iy p2 +7 v*m — gH, (1), (3.6)
et
Kaswo = —iv 7?73 p3 — iv 41 po, (3.7)
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sont les 2 nouveaux hamiltoniens qui régissent les mouvements dans les deux plans respectifs
(z1,x2) et (x3,x0) .

Il est facile de voir que [Ky,z,, Kzsz] = 0.

Afin de passer a la formulation intégrales de chemin, introduisons pour S d’abord la forme

exponentielle

S = —iyle? / ds exp [is (Keyes + Kagao)]
0

et & Paide d’ une nouvelle variable s’ et de 1’identité

/ ds's (s’—s) =1,
0

et donc de sa forme en exponentielle

1 00 +oo
— ds'/ dhexp [iX (s —s)] =1, (3.8)
2m 0 —00
S prend la forme suivante :
i’Yl’72 +o00 00 e’}
S =— 5 / d)\/ ds/ ds' exp [is (Kayzy — N)]exp [is' ( Kogzy + V)], (3.9)
—00 0 0

et par intégration sur les deux variables s et s/ nous avons finalement

S = 217172 / A\ Sy So, (3.10)
m — 0o
ou
1
S =—-, (3.11)
Krro + A
est le propagateur libre ,
et
1
Sg = ———— 3.12
2 ]lexz _ )\7 ( )
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est le propagateur relatif a la particule de Dirac électriquement neutre soumise a l’'interaction
Hj (z1).

Ainsi nous avons écrit S sous la forme d’un produit de deux propagateurs décrivant les
mouvements respectivement dans les plans (z3,z¢) et (z1,z2).

Donnons maintenant la formulations intégrale de chemin pour Sy et Ss.

3.2 Formulation intégrale de chemin et calcul de 5,

Commencgons par Sp qui verifie :

1

S = —
! —iD3p3 —i0py + X’

(3.13)

olu nous avons posé

3 — ly243,
et
0 = yly?y0,

en les considérant comme deux nouvelles matrices . Remarquons que {F3, FO} L= 0
Introduisons la matrice I' = I'’T3anticommutant avec I'?,T? et telle que (F5)2 =1, on

obtient alors

1
= -I° 14
51 (—il3ps — il%%g + A)IP (3:14)
. 1
= —I° (3.15)

—il3p3 — il0pg + AL’

oll nous avons posé [ =I5 et 5 =I5 qui sont également des matrices de Dirac. Ainsi
le dénominateur de Sy est un opérateur intégralement de type fermionique.

Maintenant, nous sommes en position de donner la représentation intégrale de chemin pour

Si.
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A T'aide d’un temps e (bosonique) et d’un temps x(fermionique) anti commutant avec les

I', écrivons d’abord S; sous la forme d’une exponentielle

—lag [ € B3 0 55 2
S1 = 7F de | exp 5 ( —ilpg — IV pg + A’ )
0

+ix ( —i3 D3 — ZI‘Opo + )\F5) }dx,

= F5/ de/exp (—iH)dx,

ou

~ ~ A 2 ~ ~ ~
H = _g ( —iD3p — il0p + >\F5) n ( —il3p, — iT0p + )\F5) X, (3.16)

est ’hamiltonien régissant le mouvement dans le plan (x3,z¢) et utilisons I’espace de confi-

guration pour calculer le propagateur

1. [o® .
S1(xf3, T 0, Ti3, Tio) = 2I‘5/ de/(:z:fg,a:fg lexp(—iH)| zi3, Tio)dX. (3.17)
0

Passons a la représentation intégrale de chemin : il nous faut éliminer les opérateurs impul-
sion et position. Pour cela subdivisons 'intervalle spatio-temporel en N parties et introduisons

N — 1 relations de fermetures relatives aux positions
/d25¢j ) (5] =1,
et IV relations de fermetures relatives aux impulsions
[ il =1

Alors, (3.17) devient

S1(zp3, T p0, Ti3, Tio) = —P5Tf0 defdx/ngDmo/ngDpo exp {z/ {pgd:g + poto+

5 ()\2 — (pg) + (po) ) ( Zr3p3 + lFO Do — )\F5 ] T}
(3.18)
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Les matrices I' ne commutant pas, nous avons introduit le 7 — produit .
Eliminons alors ce 7 — produit : pour cela nous utilisons deux étapes

- a laide de la formule utilisant des courants Grassmanniens

Texp{F (I'(1))} = eXp{F (55gn>}TeXp{/glpnFndT} —0

qui permet le déplagement vers la droite du 7 — produit , % étant la dérivée fonctionnelle
(& gauche) par rapport au courant p,,(Grassmannien)

-et & laide de l'identité

T exp {/lpnf‘”dT} = exp (Zf‘" 8%")
0 p=0
/w(l)+w(0)9 Puexp {/ <¢”¢n 2 ”W) dr + 1, (1) 9" (0)}

nous éliminons le 7 — produit, la mesure D1y étant définie par

1 -1
Dw—qu{Dwexp{/O wn@/JndT}} .

Ainsi donc notre fonction de Green(ou propagateur)) a la représentation intégrale suivante :

, (3.19)

S1 (g3, T p05 i3, Tio) = _TIF5 exp (zf” 8%) fooo defdx/ngon/ngDpoDw exp {z/ [p3d33 + poo+

5 </\2 — (p3)* + (p0)2> + 26 (=i ps — i) %po + ¥OA) x — ’“ﬂnwn] dr + 1, (1) 9™ (0) }

(3.20)
avec n= 0,3, 5.
Passons au calcul de 5.
Avant d’effectuer I'intégration sur les chemins x3(7) et zo(7), intégrons par partie
/dTp:'c =Dfry — PiT; — /dm;p, (3.21)

et comme

/DxeXp {i/mp dT} = 2m)N1o(p),

alors (3.20) se rameéne a
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S1 (%3, T p0; Tig, Tio) = 10 exp (if" 3%11) I defdx/é’;?‘é}iﬁ)/w exp {ip:a (wy3 — 243) +ipo (T o0 — Tio) +

(W= () + (m0)?) +3 [% / (=i ps — i) po +9°A) x — iwnw] dr + ¢, (1) 4" (0) }

(3.22)
L’étape suivante est ’élimination des variables de Grassmann.
Effectuons le changement " — w™ défini par
I : o
(0= [ el =+ 5 (3.23)
0

afin d’éliminer d’abord la condition ¢ (1) 4+ (0) = 6.

Alors Siprend la forme suivante :

S1 (%3, 2 f0; Tiz, Tio) = —3P exp (if” a%) I defdx/?;é’f exp {im (zp3 — miz) + ipo (T 0 — Tio) +
¥ <)\2 —(p3)? + (po)Q) — (—i6°ps — i0%py + 6°X) X} ;

f Duw exp {fol [—%wnew” + jnw”] dT}
(3.24)

ou

J3 = —ip3Xe,
Jo = —ipoXe,
j5 = —>\XW5,

sont 3 courants.
L’intégrale sur w ayant la forme d’une gaussienne, nous pouvons procéder & 'intégration

sur les w et le résultat est simplement :
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S1 (%3, f0, Tig, Tio) = 10 exp (if" 369n) Jo" de [ dx é’%‘é%? exp {ips (wy3 — 243) +ipo (T o0 — Tio) +
%e </\2 — (p3)2 + (po) ) — (—i93p3 — i@opo + 95/\) X}

(po)?
exp {fol [—%jns_lj”] dT} )
(3.25)

Comme

Tne 1 T" =0, (3.26)

a cause du fait que x? = 0,alors S; se simplifie

S1 (g3, T p0; Tig, Tio) = —3P exp (if" %) Jo" de [dx b3 dpo gy, {ip3 (wy3 — 3) +ipo (T o0 — Tio) +

¥ (AZ — (p3)* + (po)Q) — (—i6°ps — i0%po + 6°X) X}
(3.27)

Procédons maintenant & la dérivation en utilisant la formule suivante

0, 0,
exp(iT" 5 F(6) lo=o= £ (5¢) exPE,T™) leo, (3.28)

ou ¢ étant une variable de Grassmann impaire. Ainsi, avec cette identité et aprés un calcul

simple, les matrices I' sont réintroduites et la fonction de Green s’écrit comme suit

St (g3, @3 243, mi0) = 512 [ de [ dx | D290 exp {ips (r3 — 43) +ipo (z 0 — Ti0) +

fe ()\2 — (ps)* + (P0)2> +ix (—if3p3 —iT%p + f5>\) } :
(3.29)

Nous pouvons encore simplifier ’expression de Sjen intégrant sur le temps propre Grass-

mannien y
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S1 (g3, 505 i3, Tio) = 5P [~ de/‘é’f‘é’;f (—if3p3 —il%po + f5)\)
' ) ) ) (3.30)
exp {ips (wp3 — xi3) +ipo (Tfo — Ti0) + % (AQ — (p3)” + (po) ) }
et aprés avoir introduit les anciennes matrices I' et intégré sur la variable e , nous obtenons
finalement I’expression du propagateur
dps dpo (1T2p3+iT%po+A
S1 (z 3, T 05 Ti3, Tio) = /Qpﬁﬁf(go)

7 2 p)
(A —(p3)*+(po)?) ’ (3.31)

exp { —ip3 (3 — x43) — 1o (T fo — Ti0)

Passons au calcule de Ss.

3.3 Formulation intégrale de chemin et calcul de 5

Effectuons le changement sur les 3 matrices (71, 72, 7172) — (F 112 FO) en posant

F? — 72
Pl — ,.)/1
FO — ,71,72_
Les 3 matrices (Fl, I?, FO) vérifient les relations d’anticommutation habituelles.

Ainsi la fonction de Green a maintenant pour expression

1
 —il2py + 0y + IO — (A + gHs (1))’

Sy = (3.32)

et avec la matrice I'>, nous avons encore

) 1
Sy = —I® - -
[—if%l il + TOm — 5 (A + gH, (1‘1))]

(3.33)

1., [o®
= 2F5/ de/(a:fz,mfl\exp(—iH)]:cQ,xmdx. (3.34)
0

En suivant la méme démarche que celle utilisée pour Sp, nous pouvons facilement montrer

que Ssa la forme intégrale de chemin suivante
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So (2, T p15 Tig, Ti1) = %if‘r’ exp (zf‘” a%) fooo defdx/leD:m/Dpleng exp {z/ [pla':l + pod?+
$ = (017 = (92) = m® + (A gHy (1)) + 40%0%0, (A + gHy (1)) +

2 [i9)°p1 — i pa + ¢Om — ¢ (A + gH. (21))] x — iw} dr +14 (1) (0) }
(3.35)
Comme l'interaction dépend uniquement de x1, nous pouvons intégrer sur les variables xo,

et S9 se simplifie et se réduit a

Sy (ZL‘fQ,JZfl;ZL‘iQ,xﬂ) = %Zf\r) exp (Zf‘n 8%) fooo defdx/%pﬂ?/Dxl/Dplpw exp {ipg (.’Efg — .’L'ig) +
2/ [plj«“l +3 [— (p1)? = (p2)* = m? + (A + gHs (z1))? + 4*¢0 (A + gHs (fﬁl))] +
2141 — 0'pa + ' = 6* 3+ I (o)) x - 0| ar + 4 (00.(0) |

(3.36)
Avec les expressions de S7 et de S5 nous obtenons formellement le propagateur S qui dépend
uniquement des chemins z; (7) , ° %t 1°

Pour illustrer la méthode de séparation exposée dans ce chapitre , choisissons deux types

d’interaction afin de calculer explicitement Ss.

3.4 Applications

341 -Casl: H;z(x)=p

Pour ce cas simple, suivons la méme démarche que celle utilisée pour le cas libre Sinous

avons d’abord

So (g2, Tf1;Tio, Tit) = _711;5 exp (Zf‘n a%") f0°° defdx/cgf/Dxl/DplDw exp {ipg (T2 — x40) +
2/ [plﬁcl +5 [— (p1)* = (p2)” —m2 + (A + 95)2] + :
2% — iv'pa + 6Pm — 0 (\+ g8)] x— ] 44 (00 (0) |
(3.37)
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et aprés intégration, nous obtenons encore le propagateur libre

e ooy — [ dpadpy [Pt petyPm — (AgB))
SQ (:Ef27 xf].? T42, «1.7,1) - / 27 27w [7(;01)27(p2)27m2+()\+gﬂ)2] (338)

exp { —ipa (T g2 — xi2) —ip1 (Tf1 — Ti1)

3.4.2 -Cas 2: H3(1r1) = Py :

Pour ce cas relativement compliqué, la fonction de Green a pour expression

So (T2, Tf1; T, Ti1) = %an’) exp (Zf‘n %) f0°° defdx/‘gjf/Dml/DplDw exp {z’pg (xf2 — x40) +
Z/ [plﬂ'ﬁl + 5 [_ (p1)” — (p2)® — m? + (A + gBx1)” + 4*°0; (A + 95901)] +

2i [i°p1 — i pa + ¢Om — ¢ (A + gBz1)] x — wib} dr + ¢ (1) (0) }
(3.39)

et qui ,en intégrant sur les variables p; , peut étre simplifiée

S5 (z g2, T g1, Tig, Tin) = %Zfﬁ exp (zf" %) I defdx/(é’f/DxlDwalDwo
exp {z’pg (Tfo — wi2) — § ((p2)2 + m2> + z/ { [(216)2 +5(A+ gﬁxl)z + ieYoahdy (A + gﬁxl)} +
2i [ w — i'py +0m — @ § (A + gBa)| x — i — i - wml] dr+

B (1) (0) + 4 (140 (0) + 6y (1) (0) }

i

(3.40)

ou
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w=(01).

ont été introduits pour avoir une forme plus compacte .

Effectuons le changement de variable suivant (¢, 17)) — (f , E) , défini par

N

b= eyt (v - 2O

£+
1
Y = (£+20>,

ot v (7) est une variable auxiliaire qui sera fixée par la suite . Ce changement a été déja utilisé
dans Particle de Boudiaf [7].
Posons maintenant (A + gfx1) = gfBz, nous obtenons 'expression suivante de la fonction de

Green

So (T2, Tf1;Tio, Ti1) = %Zl% exp (Zf‘” a%n) /de/dx/‘?f@xl/DgD£2D§0 exp {ipg (2 — x42)
2

—Le ((p2)2 + m2> — [i0'pa + HOm] X + z/ [(3&212 + 5 (9Bz)* + %‘759029 + %96502?) + i%"ﬂgagg—

2iegB (£ + 30) o2 ('U (1) — M) x +i0 (v (1) — v (0)) x + 2i {@w — Wi gﬁa:} (€+30) x+

2i [—i€'py + Om) x — 20 (£ + 30) x — €€ —igo — z’fléﬂ dT}
(3.41)

et & ce niveau, fixons la variable auxiliare v (7) en imposant

<S + ;9) [2@ — 2egfos <v (1) — U(l)_gv(o)) + 2i [iw — W 2 gﬁx} }X =0. (3.42)

Cette équation différentielle peut étre résolue et la solution est simplement
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T

v (1) =exp e gBoa] < v (0) + /dT’ exp [—e gBoaT'] {iiw + wgpx — eoqgf @

2
0
(3.43)
tout en remarquant au passage que :
exp _ ¢ 9502 1 .
T
v(1) —v(0) = /dT’e —e gBoat’] {iw + wgﬁx} . (3.44)
cosh 69602 €
2 0

La fonction de Green prend finalement la forme suivante

So (g2, Tf1; T2, Ti1) = %Zf‘r’ exp (zf’” %) /de/dx/cgfl)xl/l)fl?§2@§0 exp {ik‘g (T2 — x42)

e ((p2)2 + m2) — [i6 ks + 6°m] x + 230040 + Z/ [{(gf +5(982)" + 1 (7) ‘”} -

IEE —igge” —ig,Eh + 9 BE590 + L BEoHE — 2i [—i€'pa + EOm] x} df}
(3.45)

ou

e 9662] exp|—¢ 9502]

exp|— , — o
[ exp [—e gBoatf]wy + 09—+ 20 exp [—e gBoaf| wy.
cosh[#]

L2 ]
cosh [%}

f(r)=-0gp

L’intégrale sur les chemins x (7) a une forme bien connue : c’est celle relative a 'oscillateur

harmonique forcé et le résultat est le suivant

/D:cexp {z/ {(;”f + S (gBz)* + f (T)a:} dr} =
1 |
<72i7rsig§(egﬁ)> ? exp {2 Sinzg(ﬂegﬁ) [(az? + mf) cosh (egp) — 2xfa:i] 7smh(egﬁ /de( ) sinh (egfT1) +

sinﬁ?égm / drf (r)sinh ((egB) (1 — 7))

(3.46)

La fonction de Green devient donc
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Sz (g2, T p1, Tig, Ti1) = %if5 eXp if” a% /de/dx/%pﬁk(xf,xz ip2 (T2 — Ti2)
% ((p2)? +m?) = [i8'ps + 0m] X + 480020 — 9Bty [tanh (42) 6 + 6] x— .
—gﬁﬁzegﬁ) [tanh (%) 0° — 192} X}I (9)
(3.47)

posons

D=

K(xg, ;) = (WM) exp {QSinig(Begﬁ) [(:c?c + m?) cosh (egf) — foxl} },

et

_ / DEDEXDEY exp { / {Eg + &+ 68 =2 [i'ky + m] x — L BEosl — %fﬂ&;ﬁ}df}.

En intégrant sur &, £2, 0 il est facile de montrer que

T (9) = cosh (%6) exp { (% tanh (%) 9029) -+ ?59029}(#}.

Un calcul direct, assez long montre que

So (zp2, T p15 Ti, Ti1) = F zI‘” 5ov 9n /de/dx de cosh egﬂ) (xf,x;) exp {z’pg (o — 42)

_%(< )+m>}exp(9 Qnm™ + Tnb"X)

Y

(3.48)

ou

Qnm = — fnm tanh <6926> s

T = ot b ooty [ (57 ) o 0] o [ (557 o - a0

et

w°=(1 00 0),

o1
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Aprés avoir intégré sur la variable x et utilisé I'identité suivante

n 8 _ 0 .0 TN
expl" )P (0) | = F < 5 0n> exp (z@nf ) , (3.49)

6=0

et aprés quelques manipulations, nous obtenons le résultat suivant

So (zp2, T p15 Ti, Tin) = _’/de dp2 cosh (796)/C(xf,xl) (e)

exp {zpz (zp2 — wig) — ( 24 m2 } ’ (3.50)

ou

D (e) = r° [iI‘lpg +I%n — xf gB+ 6F2] (1 — tanh (egﬁ) F2> , (3.51)
aﬂjf 2
est le facteur de spin.

En utilisant la formule suivante qui permet de séparer les variables

B
exp { 2s1nzg(eg8 [(

2
Ty
¢ —
( )eXp{4l+ (6° 1 o?) + +£20‘5}_ : (3.52)
G oxp (-7) [ar e"psff“mf)exp( i 0 1) x
D

[Dy (VigBry) D—y—1 (iv/igBxi) + Dy (—+/igBxi) D—y—1 (—iv/igBxy)]

N

(i) 22) cosh (eg) — 2] } =

1

(96 )2

ou D, sont les fonctions de Weber, ainsi que ’égalité :

[Dy () D—y—1 (B) + Dy (—a) D1 (=if)] = S [exp (=iF (v + 1)) Dy () + exp (i5 (v + 1)) Dy (—a)] x

)

(3.53)
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et les vecteus propres de I'?

1 0
0 1
q = , ot = :
0
0 0
0 0
0 3 0
q—l - 9 q_l - 9
1 0
0 1

nous obtenons la décomposition spectrale suivante

S§ (w2, mp, Tig, i) = — /dz]jr2 [irlpz +T%m —2; g8+ %FQ}
e,s=+1
exp { —ip2 (Tf2 — Ti2) }1 exp (—22%) efp[_%”(w_is)] y
i 4 (98)2 (1+exp —m(w—is)) ) (3.54)

|:Ds§1+i7w (@xf) + exp (Z%Tr (s +iw + 1)) Ds§1+i7w (_\/@:Ul)} X

[DS?_HTW (\/igﬁmi) + exp (—’L%Tl‘ (s +iw + 1)) DS%_F%W (—\/igﬂmf)} q5q5

Ce qui nous permet d’extraire les fonctions d’onde

U (z2,2) = — [ivip2 +712m — z g8+ £4?] x

1
; exp|—Ln(w—is 2
exp{ i [ hoxp (-57) selArE Rl T @)

(98)% (1+exp —m(w—is))
|:Ds;21+iTw ( igﬁ:ﬂ) + exp (’L%ﬂ' (s +iw + 1)) D%Jr%w (— igﬁ:r)} qs

3.5 Conclusion

Pour conclure ce chapitre , nous avons d’abord montré pour des interactions bien spécifiques

comment séparer les dynamiques en traitant de maniére indépendante les propagateurs corres-

pondants. La formulation intégrale de chemin a été ensuite donnée et aprés intégration sur les

variables nous avons montré comment obtenir les propagateurs pour deux formes de champ.
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Par comparaison ,les fonctions d’onde extraites nous ont permis de conclure que nos calculs

sont corrects.
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Chapitre 4

Equation de Pauli et intégrales de

chemins

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se propose de donner la formulation intégrale de chemins pour I’équation
de Pauli. Pour cela nous suivons la méthode dae a Levy-leblond [8]qui a permis de linéariser
I’équation de Schrodinger et qui consiste & faire jouer a % , 6%, 8% et % le méme role. La
méthode de linéarisation est donc la méme que celle utilisée par Dirac pour obtenir son équation
en partant de I’équation de Klein-Gordon et il est connu maintenant que ’équation de Dirac
est actuellement 'une des équations fondamentales de la physique.

En linéarisant ’équation de Schrodinger pour une particule libre et en appliquant les régles
de Dirac qui consistent & changer (E —FE—-eV; p—p— e/_l') , Levy-Leblond a pu déduire

I’équation bien connue de Pauli et qui est la suivante

LA (* /Y)2+ i 5 (*/\/T) W (7t) =0

t——eV——|(p—e — 7, t) = 0.
ot om \P om? \P ’

Nous proposons dans ce chapitre en linéarisant cette équation, de montrer comment la

formuler au moyen des intégrales de chemin . La procédure que nous utilisons est la suivante :

nous déterminons d’abord la fonction de Green relative & 1’équation en question que nous

factorisons. Nous exprimons ensuite la fonction de Green en une somme d’un produit de deux
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fonctions de Green. La technique intégrale de chemin de Gitman utilisée pour 1’equation de
Dirac est appliquée afin d’avoir des expressions sans opérateur.
Nous considérons le cas de la particule libre pour tester nos calculs.

Partons donc de I’équation que doit vérifier la fonction de Green S

.0 1 /. 2 gqe L/, = ., R 3, .,
il eV - — (p - eA) + L5 (p A A) S (Fyo by inty) = 65 (Fp —7) 6 (b — ti) . (4.1)
Symboliquement, 1’équation précédente se reécrit

[E—eV—Qin(ﬁ—egf—F;;&' (p*AE)]S:L (4.2)

ce qui nous permet de tirer

1
S = — . (4.3)

{E —eV— L <ﬁ— eA) + i g (ﬁ/\ ﬁ)]

Cette expression peut étre réarrangée, grace aux propriétés des matrices de Pauli, de la

fagon suivante

2m

- -en)]] Y

Ecrivons maintenant S sous la forme factorisée

1 1
S =2m . (4.5)

{a’(E—eV)—i—E”(ﬁ—e%f)—i—c’} [a(E—eV)—i—g(ﬁ—efT)—i-c}

Il est évident que les deux derniéres expressions doivent étre les mémes ,ce qui nous donne

par comparaison les relations suivantes

da=0, (de+da)=1, (db+ba)=0
de=0, (dbj+bec)=0, (4.6)
(b;.bi + b;bj) =20 (i=j=1,23).
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mais avec la condition supplémentaire [E —eV,p— eA] 0 . Ce qui implique que nous
devons fixer V = 0 (ou Cte) et A = A (z,y,z)
Choisissons V =0et A= A (x,y,2) et comme B =V x A , nous nous limitons ainsi 4 une

particule soumise & un champ magnétique statique. Posons

bi=i(a+5c) ,by=i(d+52C),

m (4.7)
bs = (a— 55¢) b= (a' = 55¢)
alors il est facile d’obtenir la relation suivante
(bl,by +byby) = =26, , (n=v=1,2,3,4,5) . (4.8)
qui rappelle celle qui est vérifiée par les matrices a; de Dirac
iy + ooy = 25¢j, (Z,] =1, 2,3) . (4.9)

11 est facile de voir que si I'on pose

b; = Ma; ,bg = —OéiMfl, (Z =1, 2,3) s
by=MpB by =M1, (4.10)
by = —iM b = —iM~t .

la relation entre les b et b’ est satisfaite et que M est une matrice inversible (M M t=M"1TM= 1)

Remplacons a, b,c et a/, b/, dans I'expression de S, alors

S =2m ! !
Lﬁz_l)E —a; (pt — eA") +mi (B + 1)] {f@E + a; (pP — eAY) —mi (B — 1)} 7

(4.11)

et passons a l'espace de configuration pour obtenir la fonction de Green
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1
: X
B0 By (pi—e AT +mi(5+1)]

S(Fpty, Tiyti) = 2m(7y, ty | [

1 N
] 1) .
[_@E-&—ai(pi—em)—mi(ﬁ—l)] | 2 Z>

Insérons la relation de fermeture [ | 7y, tq)(Fa, tq | d7adt, = 1, nous obtenons

S(7r by, i ti) = 2m/dFadtaSI(Ffatf,Fa,Ifa)SQ(Fa,ta,T_’;’,ti) , (4.12)
ou
. S S 1 .
Sl(rfvtfaraata) = <raata ‘ i(B—1) - - ) | Ti,ti) (413)
S5~ FE — o (pt — eAt) +mi (54 1)
et
. . . 1 .
SQ(Taataarivti) = <Ta7ta ‘ ’ Ti,ti> (414)

[—Lﬁgl)E + i (p — eAi) —mi (8 — 1)]

Ainsi nous avons montré que le propagateur relatif & I’équation de Pauli est une somme

d’un produit de deux propagateurs relatifs a deux noyaux linéaires en F et p.
4.2 Formulation intégrale de chemin de S5; et 5,

Effectuons le changement sur les 4 matrices (3, a1, a2, ag) — (yo, v At 73) en posant

7’ =5,
' = B,
v? = Bag,
v? = Bas.

Les 4 matrices (70,71,72,73) vérifient les relations d’anticommutation habituelles, multi-

plions & gauche par 7° et & droite pour le dénominateur, on obtient
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1
PV 44 (pi = eAy) +mi (1+49)]

Sl(Ff>tf,Fa7ta) = ’Y0<Faata | [ | ﬁ,tz> (415)

et

1
OB — i (pi — eAi) — mi (1 - V”)]

Sa2(Fas tas Ty ti) = 7 (Fasta | [ | 7, t5). (4.16)

Pour homogénéiser les deux noyaux, utilisons la matrice 75 = 7% 4! 42 43 et changeons

v =4 telleque (7% ;71 9% 7% 2% ) = (05 P07 R 400 ) = (304 A48 )
A Taide de deux temps propres A et x(bosonique et fermionique) les deux propagateurs se

mettent d’abord sous la forme en exponentielle

2
i(35 =40 ~i VN ~
S1(Fpotg, Fasta) = =A° fo~ dA [ exp {z; [WEJHY (pi — eAi) +mi (3 +4°)
; i(35 =40 ~d N ~
+3x [WEM (pi — eAi) +mi (3° +7°)] }dx :
(4.17)
et
" " L0 [oo | —i(° +4°%) i ETIN
So(Fastas Tis ti) = =4[5~ dX [ exp {12 ———2E -4 (pi —edi) —mi (5° = 4" )
i —i(5° +4° ~i VN ~
+5X [(7 — 5 — 4" (pi — eAi) —mi (° = 3° )] }dX
(4.18)

et suivant la méme démarche que celle utilisée dans les chapitres précédents , les formes

intégrales de chemin pour les deux propagateurs sont alors aisémement obtenues
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S1(7p, b, Tarta) = A0 exp (195) [o° dA/deD?’ /D3pDEDtD¢exp{/[—ﬁ?—Ei+

% <2mE _ P2 e2A2 + erA 4ie ( ) (R %) [(wwo)E + W (pi — eA;) +mi (¢5 + wo) X+

i)

d¢+¢(1)¢(0)}
(4.19)

et

So(Tay tas Ty ti) = —4% exp (445) ) 17 dA/deD?’ /D3pDEDtD¢eXp{/[ ;577 Et
%(2mE—ﬁZ—62ﬁ2+QeﬁE—4w< )wdjj)—i—z[WE—i-W(pi—eA + mi (¢°
i) dT+1/1(0)¢(1)}-
(4.20)

Pour illuster la méthode , considérons le cas simple de la particule libre. Le cas libre constitue

en quelque sorte un test

4.3 Cas libre

posons dans les deux expressions A; = 0. Nous obtenons alors pour S}

S1(Ff g, Tarta) = —A4% exp (i’y%) fOOO d)\/deD3T/D3pDEDtD1/} exp {z/ [ —ﬁ?— E i+

3 (2mE — p?) —i ME—FWPZ—I-?M (4 +¢0)] X + it

dT+¢(1)¢(O)}
(4.21)

et pour S
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So (7 ta, iy ti) = =30 exp (Wae) I d)\/dfo?’ /D?’pDEDtDz/J exp{ /[—ﬁ?— t+

E
A @mE - ) — i |2 ) g i, — i (- )]XHW dT+w(1)¢(0)}-

(4.22)

Procédons aux intégrations sur les chemins 7 et t : il apparait évidemment des fonctions
de Dirac §(p) et 0(F),ce qui implique que I’énergie et 'impulsion sont conservées au cours du

mouvement et le resultat se réduit a :

Sl(Ff,tf,Fa,ta):—'y exp (Waa) fo d)\/d f dpg‘;waeXp{—iﬁ(Fa — 7)) —iE(ty — t;)+

@(2mE—ﬁg)+/[[WE+wipi+m¢ (45 +¢°)]x+w¢

dr +v (1) 4 (0) }
(4.23)
et

So(Tuytas Ty t:)) = =3 exp (i95) [3° dA/ /jﬁggfwexp{—iﬁ(% = 7)) —iE(ta — )+
(

i3 (2mE—ﬁQ)+/[{ME Y'pi —mi (Y° — P )}X%—ﬂ/ﬂl}

dr + v (1) ¢ (0) }
(4.24)

Intégrons maintenant sur les variables de Grassman, en rappelant qu’elles doivent satisfaire
a la condition 1 (1) 4+ (0) = 6. Notons que cette condition peut étre modifiée si ’on change 1

— (, a laide de la relation

Y= (CH0) (4.25)

afin d’avoir

C(1)+¢(0) =

qui est une condition d’antipériodicité . Ainsi nous avons
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S1(Fp, b, Tasta) = =3 exp (i555) 57 d)\/d f(d b b exp{—iﬁ(f’a — ) —iE (ty — t;)+
. 0
@(2mE—ﬁ)+§[(9(’)E+9’pz+mz (0° +00)] }

/DC €xp [/ (Co&o - Cz@ - C5é5 + % [(CC)E + Clpz + ma (C5 + CO)} X) dT] )
(4.26)

et

ST s 7o 11)) = — Wp'gjgﬁ/d/dﬂﬁam{—W%f—m—
5 0
E(ta—ti)-l—i;‘(QmE—ﬁQ)—l-é[WE sz—mz(05 ° )]X X

/DCGXP [/ <C0€0 - CzCz - 4545 + % [WE - Cipz‘ —mi (C5 — CO )} X> dT] .
(4.27)

Jar| -1

(4.28)

Les intégrales sur les variables de Grassmann sont simplement égales a

/DC exp [/ (Coéo — Gy — (o5 +

et

i(C5—C0)

5 E+¢pi+mi (¢ +¢°)

/D®HJ/<QQ—QQ (sl +

a cause du fait que x? = 0, et en rappelant que notre particule est non relativiste et qu’il

5 0
—_Z(C +C)E—Cipi—mi(45—co )] x)dT] =1,

2
(4.29)

n’y pas de champ magnétique pour que le spin intéragisse, il vient :

S1(Pf s, Ta,te) = —4%exp ("?8@) fooo d)\/dxf g";’g ‘éf exp{ ip(Fy — Ti)—
' (o ) . (4.30)
iE(ta — t)+2 (2mE — %) + 4 {2E+ 0'pi + mi (6° +9°)} X ¢
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et

So(Tas tas Tis ti)) = =3 exp (5

. . —i(65 469 i .
iE(te — t;) +i5 (2mE —p%) + 3 [(QHE—Hpi—mz(GE’—&O )] X}-

Intégrons sur y le temps propre Grassmannien, il vient

> = . . 0 3 i(65—6° ; )
S1(TpstfsTasta) = *%'70 exp (Z’Y%) Jo ax [ (;lwz)?‘?’% [ : 2 )E+9 pi +mi (95 +90)]

exps —if(Fa — ) —iE (ta — ;) + % (2mE —j?) }
(4.32)

et

. . R = o 3 —i(65 +6° i .
ST, ta, Tiy i) = —%’yo exp (w%) fo d)\/dx/ (;ﬂ’)’;,,% [ ( 5 )E —0'p; — mi (05 -9 )

La formule suivante

oo (i) pi0,, = (L)oo »

permet de faciliter les calculs . Il vient alors

o o ;. n 3 —i(4% +4° i A .
So(Tu tas Fin ti) = —34% exp (955 [5° d/\/ (;iﬂﬁ’s% [ iG o ) B — 4p; — mi (5% —4° )]

exps —ip(rfy — 75) —iE (tq — ti)—i—i% (2mE—ﬁ2) }
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et

25 _20

o . - 3 ; _ v R R
SuTp by Fanta) = =53 7 [ e 42 | G B 5y mi (3 HO)]

exp{—iﬁ(Fa — ) —iE(te — ti)+%(2mE—}32) }7

L’intégration sur le temps propre A permet de réduire encore les deux formes précédentes a

i(B—1) i i
. . Bp ap |2 B — a'pi +im (B+1)
SQ(Tay tau T3, tl) = f (271.1)73 2 [ (2mE—]52) ]

(4.37)
exp{ —ip (g — Ti) —iE (ta — ti) ¢,
et
i(B+1) i ;
IR R By dE |~ E + a'p; —im(B-1)
Sl(rfatfa’r'mta) = f (QWI))Sﬁ [ 2 CmE—?) ]
(4.38)
exp{ —ip (g — T1) —1E (ta — t;) ¢ -
D’ou finalement 'expression du propagateur
S(Fp, by, i ti) = 2m | Lo dE 1
f7 f7 1Y) — (271_)3 27 [QmE—_Q]
(4.39)

exp{—mff ) —iE (ty - m},

en constatant que les matrices v ont disparu comme il se doit : notre particule est sans spin

Comme il y a un seul pole E = % , aprés intégration d’abord sur £ a I’aide des résidus

nous avons

d3p
(2m)?

et aprés intégration sur p, nous obtenons le propagateur connu

9

3 . N Sy 2
L m N S )
S te, T t;) =
oty Tio i) (27”'(tf - ti)) o [ 2 (ty — t) ]
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relatif & une particule non relativiste libre.

4.4 Conclusion

Pour conclure : nous avons montré, pour une particule avec spin=1/2 soumise & un champ
magnétique statique et aprés avoir décomposé l'opérateur de Pauli en un produit de deux
opérateurs linéaires par rapport & E et p , que le propagateur s'écrit sous la forme de la
somme d'un produit de deux propagateurs relatifs a ces deux noyaux linéaires.

Le spinl/2 de par sa nature relativiste , nous a ainsi permis indirectement d’appliquer la
formulation intégrale de chemin supersymétrique utlisée pour ’équation de Dirac. Nous avons

testé notre procédure en considérant la particule libre et le test a été concluant.
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Chapitre 5

Conclusion Générale

Dans ce mémoire de Magister qui traite essentiellement de ’équation de Dirac par le for-
malisme des intégrales de chemin, nous pouvons voir qu’il comporte trois travaux :

Dans le chap.2, le probléme d’une particule de Dirac en interaction avec un champ de type
non abélien a été considéré. Ce champ a des propriétés similaires & celle de 'onde plane de
Volkov mais avec en plus des générateurs de groupe SU(N). C’est ainsi que la fonction de
Green a été d’abord formulée suivant deux approches globale et locale en utilisant la méthode
habituelle qui consiste a

-introduire des relations de fermeture pour éliminer les opérateurs positions et impulsions

-utiliser deux identités pour éliminer les matrices de Dirac et les générateurs du groupe pour
les remplacer par des variables anticommutantes ( de Grassmann).

Les variables bosoniques (positions et impulsions) et fermioniques (Grassmann) décrivent
respectivement le mouvement extérieur et interne de la particule. Le champ non abélien est
également décrit par des variables de Grassmann.

Le calcul de la fonction de Green a été ensuite effectué en trois étapes

- une identité a été introduite pour réduire ’espace dans lequel s’effectue le mouvement

-une deuxiéme identité est utilisée pour réduire également ’espace relatif au mouvement du
spin

-avec les formules qui ont permis d’introduire les variables fermioniques qui décrivent le
mouvement du champ, dans la formulation, ces formules ont été simplement réutilisées (sans le

T-produit) pour avoir la forme définitive de la fonction de Green.
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La décomposition spectrale a permis alors d’extraire les fonctions d’onde qui sont exactement
les mémes que celles obtenues par résolution directe de I’équation de Dirac.

Dans le chap.3, il est question de la séparation des variables dans les intégrales de chemin,
dont I'importance est assez connue dans la résolution de problémes & plusieurs variables dans
les équations différentielles.

En prenant des interactions bien spécifiques et en introduisant une identité qui, aprés mul-
tiplication par une certaine matrice , la fonction de Green a été scindée en deux fonctions de
Green dont 'une concerne la particule libre . Deux exemples ont été traités : les cas de la
particule libre et le cas de la particule soumise & une force linéaire. C’est ainsi que les fonctions
d’onde ont été obtenues.

Enfin le chap.4 est consacré a I’équation de Pauli formulée suivant 'approche supersymé-
trique des intégrales des chemin. En effectuant le chemin inverse ayant permis a Levy-Leblond
d’obtenir ’équation et avec 'aide d’une 5eme matrice (produit des 4 matrices de Dirac) , le
propagateur est d’abord factorisé en un produit de noyaux linéaires par & rapport a ’énergie
et a 'impulsion et ensuite formulé suivant ’approche supersymétrique .Le propagateur a été
obtenu sous la forme d’une somme d’un produit de deux propagateurs relatifs aux deux noyaux
linéaires et le cas de la particule libre est traité comme exemple ou test.

Une remarque peut étre faite cependant sur le formalisme des intégrales de chemin utilisé
comme alternative a 1’équation de Dirac. Nous savons que, pour 1’équation de Schrodinger le
propagateur a la forme standard Zexp{ iS } ou la somme porte sur tous les chemins possibles
et S est ’action de la mécanique classique et il semble que cette forme n’est pas appropriée pour
I’équation de Dirac & cause des matrices v et donc du spin de la particule qui, comme on le sait,
prend des valeurs discrétes alors que les chemins sont en principe des fonctions continues. Mais
concrétement pour traiter des problémes, le formalisme avec la forme standard -celui utilisé dans
la theése- semble le mieux adapté pour les calculs. Le spin en tant que grandeur est inséré dans
le formalisme a l'aide de variables anticommutantes (de Grassmann), compliquant en quelque

sorte la représentation classique.
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Appendice

Dans cet appendice nous donnons les régles auxquelles obeissent les variables de Grassmann

1-une algebre de Grassmann est définie par les relations d’anticommutations suivantes

R
<
I
[t
S

XiXj +X;x; =0

n est dite dimension de ’algébre.

2-En particulier nous avons

X; =0

3-toute fonction quelconque est développable en série finie de termes

FO) = fo+ D> Alk)xi + Y falk, ko) X Xy + -+
k

k;

4- la dérivée a gauche et a droite (%) fetf <£) est définie comme suit
P P

0
I, XirXis = OirpXiy+Xiy — OiapXiy Xig - Xi, +
—1
0i3pXiy XigXig-Xiy + oo+ (=1)" i ipXiy - Xia_,

o)
Xil"'Xis% = 5ist¢1--~Xis_1 - 6is—1pXi1"'Xis_2Xis+

-1
.. + (—1)8 5i1pXi2"'Xis

Pour le cas particulier de la dimension 1 nous avons

0
07; (XjXk) = Gijxn — SikX;

0
aTIZ (XjXk) = GikXj — SijXn
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5-les variables vérifient les relations d’anticommutations suivantes

d
.| =6
[dXi’XJ]i- !

[5‘ 0} _0
aXi’an +

6-de plus nous avons

[dXiv ka]Jr =0

X dxily =0

7-L’intégration sur les variables x; est complétement définie par les deux relations suivantes

/dXi_O ; /XidXi_l
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Appendice

Dans cet appendice, nous montrons que les fonctions de Dirac § qui sont apparues lors des
intégrations peuvent etre expliquées en utilisant les chemins de la mécanique classique.

A-Approche globale

Dans le cas global I'action est

A= [ |pit

iCC + it + peé + S P2 —m? + g2 ATAR + 2ig (pPAD f.5 (CP) +

dr

19 (k) (V" Ag £ i) }

et les équations classiques sont données par

Ao ey [p2 S P ALAY + 2ig (AL £ ) g k) (A £ cbcp)] 0
g;: = é¢=0—e=Cte

(‘;; = i, +ep, + eig (Ag £ gbcp) —0

i —pp+§kp<92]1vAzAé:+2z‘g (A5 £y 07 + g (ko) (w0 A2 1ot cbcp)) —0

= 2, dig (A5 17,) ~ g (k) (v5 5 G) =0

S = 2t 2aeky (1AL £ G7) — 269 (o0) (A7 £ 6i7) =0

ol nous avons déduit les relations obtenues par intégrations :

e = Cte
ki = —epk
» = —epk

et
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k. = Cte

Montrons que p, =Cte

—pp+ b (PR AR AL + 209 (AL £ CCP) + 49 (k) (w245 15 G¢7)) =0
et en utilisant

2ig (pAg £ CoC) = — 254 (0 AL S5 CC7) +
et

19 (k) (00 A8 1.5 Co07) = =20 4 () (w942 £ ¢,¢7)
nous obtenons les équations

ik (o + ko (PoiAnAL + 2ig (pAg £ (") +4g (k) (WAg 1.5 ¢,¢7) )] =0

Pp=pp+ pky ( 5k AT AL 4 2ig (p“AZ £ cbcp) +4g (k ( wie fb P )) — Cte
et

2 (k) (e Asfc? (v ds 14 G1) )

S0 () (A f5¢0 (0745 14 ¢)

kP =kp

B-Approche locale :

Dans I'approche locale I'action est
A= [ |pi + peé + py + i, 0 +i¢ "+
{S (P + gPoAudl +2ig (P45 £ GoCP) +4g (o) (V45 £ Gi67) ) -
(("py) +ig (VA3 £ GC7)) x}] dr

et les équations classiques sont données par

= btk ( P g A Al +eg (pAL £ P + 2eq (k) (w945 15 €,0) —ig (w9Ag 1 6,07
g;; = i, +ep,+ieg (Ag b gbgp)—¢pxzo

S = 2l 2eig (45 17 G,) — 49 k) (645 1.5 G0) + 2ig (045 1. ) x =

(f;ﬁ = 2ty +2egk, (V1AL fly G,C7) = 2eq (k) (A5 £y 6C7) = (pp + 19 (A5 Fub GC7) ) x =0

ol nous avons déduit les relations obtenues par intégrations :
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kp = —5hpx

kv (1) = ky (0) — Skpx

ki (1) = %k‘@ + i%x — %kpXT

et
kx = —epk + kvx
ki = —epk + %k&x
» = —epk + %szX

Nous voyons en inversant la relation précédente que nous avons une relation entre ¢ et 7

dr _ 1 ik0
de —  epk (1 + 26pk:X) '
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Appendice

1-Technique de Gitman
La fonction de Green pour une particule de Dirac dans un champ externe vérifie I’équation

de Dirac inhomogene suivante :
(v (10, —eAy) —m) S (:E,x/) = (a: — x/) nw=0,1,2,3
Symboliquement, 1’équation précédente s’écrit
(y(p—ed)—m)S=1
c’est a dire que 'opérateur est S solution de
1

(v(p—eAd)—m)

La technique de Gitman consiste & ’hommogénéisation de 'opérateur S. Alors on multiplie &

S =

gauche par ¥° et a droite pour le dénominateur, on obtient

S =9 ;
(v“ (p—ed), =7 m)

ol nous avons posé 4* = yH~° et 4° = 45 qui sont également des matrices de Dirac vérifiant
I’algebre de Clifford donc les lois d’anti commutation.

On voit que 'opérateur S est I'inverse d’un opérateur de Fermi. On introduit un super temps

propre (A, x) un temps propre bosonique A et un temps propre fermionique x, alors 'opérateur

S s’écrit
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2-Technique d’Alexandrou et al
La fonction de Green pour une particule de Dirac dans un champ externe vérifie I’équation

de Dirac s’écrit :
1

(v(p—ed)—m)

Multiplions le numérateur et le dénominateur de la fonction de Green par le conjuqué

S =

du dénominateur, on obtient alors une fonction de Green avec un dénominateur bosonique (

homogeéne ) et un numérateur fermionique ( non homogeéne ), on obtient ainsi

1

e e - )

2-1 :Approche globale
On utilise la représentation en temps propre bosonique de Schwinger, alors 'opérateur S

s’écrit

_ —_e m !
B S oY ey
- ;/d)\ (v(p—eA) +m)exp [Z; ([v (p—eA)) mQ)}

Alors la fonction de Green s’écrit en représentation des coordonnées comme
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S (z,2') = 7% (7 (i85 — eA (z)) +m) /dA(x

')

o |5 (51— e - m?)|

2-2 :Approche locale
On introduit un super temps propre ( A, x) : un temps propre bosonique A et un temps

propre fermionique Y, alors 'opérateur S s’écrit

1
[ (p = eA)? —m?)

= /d)\/dx exp [— » (m2 + mx)} exp {12)\ [v(p— eA)]2 —i[y(p—ed)lx

S = (y(p—ed)+m)

N = ~—/ N
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Appendice

Notre but, dans cet appendice est de montrer comment éliminer les variables Grassmann &

et introduire les matrices T'.

Notre fonction de Green étant la suivante

o 0
G(xy,z) = exp(F 5 g

>/de/(;lj£4/D§exp {ip(l‘f—:vi)+i/01{ifé+

FO(7) fh (26 +9),(26 + 0>p}df}

¥=0

les chemins £"(7) sont des variables de Grassmann impaires et anticommutantes avec les

matrices I' et vérifiant les conditions au bord suivantes

§(0)+¢"(1) =0

L’astuce consiste

-d’abord & introduire des courants p(7)

G(xf,mi) = exp (Fa &) /@/(i@/@g
1

exp {ip (zf — x) + 2/0 [igé + F(7) £ (5‘; + 19),,(;[) T 19)1’] dT} x
oo { [[2nmemar} | o

-et utiliser la formule suivante(voir Appendice Alexzandrou)

[ree{ [ 1 -6 )+ 20,60 |ar | e {- | 1 [ oatopts'yarar' |

il vient
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G(zs,2) = exp (ra a%a> /@/(i@ exp{ip(:cfxi)+i[/01F“(7-)fag (5‘5p+ Ny W)pdTH

op
1 pr , ,
eo{= [ [ putote'yraras'{ amg
0 JO

Comme

1 ) 1 T , ,
a b n
€xp { 0 F (T) fap 6pb 5pp dT} €xp {_ /0\ /0 Pn(T)p(T ) drdr }
! a b 5 5 1 T / n ’
= {1 —1—/0 F(T) fop T%W(h—i— ...}exp{—/o i pn(T)p(T ) drdT }

/o1 “Pa wdTexp{ / / pn(s)p(s )" dsds }
/ / / F(r fapépn‘;bn (t—5)6 (1 — ) dsds dT:| exp{ / / o (k) p(k Y™ dledk }

- [
U / / / / F*(7) £.5008 (7 — s) p(s )"0 (7 — &) pm(k)dsds/dk:dk'dr}*
eXP{ / / Pm (K mdkdk}

Prenons p = 0, nous avons

1
exp {/ F(T) fa;’) ﬂbdpdT} exp{ / / oo (K) p(K ™ dkdk } lp=0=1
0

La fonction de Green prend alors la forme suivante
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exp{ (xp — @) +i [/OIFG (7) £ ﬁbﬁpdT} } |l9—0

o= (1.2 [ f

Introduisons les matices I'par l'intermediaire de I'identité suivante

exp ( 8‘1) exp {/01 drp(7) 0 dT} l9—o= exp (/dm (7) r)

Notons que nos I' sont idépendant de 7 .

Le resultat définitif donc est le suivant

G (2,0 /de/ exp{ (zf— m;) +i [/UlFa (1) fo FprdT:|}
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Résumé :

Dans cette thése de Magister, nous montrons en utilisant les intégrales de chemins, comment
obtenir la solution pour des particules de Dirac en mouvement dans des champs ayant des formes
choisies de telle maniére que les solutions soient exactes et analytiques.

Dans une premiére partie, nous avons déterminé la fonction d’onde d’une particule de Dirac
dans un champ non- abelian suivant le formalisme d’Alexandrou et al, grace a 'utilisation de
deux contraintes, I'une relative a ’espace afin de réduire le mouvement et une deuxiéme relative
au spin.

Dans une deuxiéme partie, nous montrons comment réduire le mouvement de ’espace-
temps a (3+ 1) dimensions en deux mouvements indépendants dans deux espaces différents
de dimensions respectivement 2 et (14 1) . Les 2 propagateurs relatifs a chaque espace sont
ensuite formulés suivant Papproche supersymétrique de Gitman pour une particule de spin 1/2
, électriquement neutre.

Dans la troisiéme partie,suivant une idée de Levy-leblond, le propagateur de ’équation de
Pauli est écrit sous forme d’un produit de deux propagateurs relatifs & deux noyaux linéaires par

rapport & E et pet le cas de la particule libre est traité comme exemple.
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