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Chapitre 1

Introduction générale

Dans ce mémoire thèse de Magister, nous proposons de montrer, pour des particules rela-

tivistes de spin (=1/2) et de masse m, comment obtenir la solution de l�équation de Dirac,

en utilisant les intégrales de chemin. Ces particules sont en mouvement dans des champs avec

des formes qui sont choisies de telle manière que les solutions soient exactes et analytiques .

Succinctement, au lieu de solutionner directement l�equation de Dirac,

(
� (i@� � gA�)�m)	 (x) = 0 � = 0; 1; 2; 3

nous déterminons un certain noyau appelé propagateur (ou encore fonction de Green) décrivant

toute la dynamique du système (ou particule) et qui est solution de

(
� (i@� � gA�)�m)S
�
x; x0

�
= �4

�
x� x0

�
� = 0; 1; 2; 3

ou symboliquement

(
 (p� gA)�m)S = I

La détermination de S constitue ainsi l�objet de ce mémoire, car elle permet à partir de la

décomposition spectrale d�extraire les fonctions d�onde ainsi que le spectre des énergies.

Rappelons que dans le cas non relativiste et suivant Feynman, la forme standard du pro-

pagateur s�écrit
X

eiA où A est l�action prise sur un chemin et où la somme concerne tous les
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chemins possibles.Cette somme in�nie, depuis l�introduction de transformations spatio- tem-

porelles a pu être calculée pratiquement pour tous les cas solubles suivant la mécanique non

relativiste traditionnelle . Par contre, pour des particules relativistes, de spin 1/2 par exemple,

la forme standard n�est plus valable en principe à cause du spin qui , par essence, prend des va-

leurs discrètes. L�insertion de cette entité fondamentale que constitue le spin, dans le formalisme

de Feynman au moyen de chemins continus est actuellement un problème.

Concrètement pour les calculs, la forme en exponentielle (surtout gaussienne) semble être

la forme la plus appropriée et grâce aux variables non commutantes ou de Grassmann, le spin

trouve sa place dans la formulation intégrale de chemin .

Aussi, dans ce mémoire nous avons utilisé deux formalismes ceux de Alexandrou [1] et de

Gitman [2]qui sont actuellement les plus appropriés pour l�équation de Dirac .Ces formalismes

sont basés sur la formule

O�1 =
1

O
= O

1

O2
= �iO

Z 1

0
de exp

�
ie
�
O2
��

= �i
Z 1

0
de

Z
exp

�
ie
�
O2 + i"

�
+O�

�
d�

qui permet de reconvertir l�inverse d�un opérateur O en une exponentielle au moyen de

-d�une somme (dans le cas dit global) avec e un paramètre de type bosonique

-de deux sommes (dans le cas dit local) avec e, � deux paramètres respectivement de type

bosonique et fermionique ou qui anticommutent.

La di¤érence entre ces deux formalismes réside dans l�utilisation d�une certaine matrice

supplémentaire 
5 et son ajout permet d� homogéneiser les termes a�n que l�action soit un

scalaire.

Bien qu�un certain intérêt est porté actuellement sur les deux formalismes[1] et [2] la

situation ne semble pas tout à fait claire et a�n de voir si ces deux formalismes peuvent se

développer, il y a lieu d�abord de les maîtriser en e¤ectuant des calculs a�n de confronter les

résultats avec ceux existant dans la littérature.Une fois le test réussi , nous pourrons alors dire
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que les formalismes peuvent constituer une alternative à l�équation di¤érentielle (de Dirac) et

c�est l�objectif de ce mémoire.

Ce mémoire s�inscrit dans la continuité de certains travaux e¤ectués récemment[3] et qui

ont traité divers problèmes d�interaction parmi lesquelles le cas important de l�interaction d�une

particule de Dirac avec une onde plane et ceci suivant les deux approches globale et locale .

Ce mémoire comporte trois chapitres en plus de l�introduction et la conclusion

Dans le 2ème chapitre , il est question du traitement du problème de l�interaction d�une

particule de Dirac avec une interaction de type non abelien décrite par un champ ayant des

proprietés semblales à celle de l�onde plane mais qui comporte en plus, des générateurs de groupe

SU(N) . Ce type de problème est considéré pour la 1ère fois dans cette thèse en remarquant

qu�il n�y a aucun calcul avec ce genre de problème bien que le formalisme existe.

Dans le 3ème chapitre, il est question de la séparation des variables dans le formalisme des

intégrales pour simpli�er les intégrations, l�importance de la séparation étant assez connue

dans la résolution de problèmes à plusieurs variables dans les équations di¤érentielles.

En�n sur une idée de Levy-Leblond , nous montrons dans le 4ème chapitre ,comment ra-

mener pour une particule de spin 1/2, soumise à un champ magnétique statique et dont le

mouvement est décrit par l�équation de Pauli avec des noyaux linéaires en E et p . S�inspirant

de Dirac sur la nature relativiste du spin, nous construisons le propagateur de Schrodinger

suivant l�approche supersymétrique , et c�est ainsi que le propagateur de l�équation de Pauli est

écrit sous la forme d�une somme d�un produit de deux propagateurs relatifs à ces deux noyaux

linéaires . Comme exemple, le cas de la particule libre est considéré.
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Chapitre 2

Particule de Dirac dans un champ

non�abelien

2.1 Introduction

Il s�agit dans ce chapitre, de déterminer la solution pour une particule de spin 1/2 soumise

à un champ de type non abélien en utilisant les intégrales de chemins. Indirectement, il s�agit

de résoudre l�équation de Dirac suivante

(i 
� (@� + ig A� (x))� m)	 (x) = 0;

où A� est un champ non abélien . Evidemment cette équation de Dirac n�a de solutions ana-

lytiques que pour des intéractions ayant des formes bien particulières. Aussi, nous considérons

dans ce chapitre, un champ non abélien particulier de type Volkov, c�est à dire qu�il obéit aux

propriétés suivantes :

-il est développable sur la base des générateurs fT aga du groupe SU(N);

A� = Aa�Ta a = 1; :::; N2 � 1;

où les Aa� sont des composantes partielles.

-il est une fonction uniquement du produit kx;où k est le 4-vecteur onde tel que

k2 = k�k� = 0:
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-il satisfait à la condition de jauge de Lorentz.

@�A
� = 0;

condition équivalente à

k� _A
� = 0;

ou encore

kA = 0:

La résolution directe de cette équation de Dirac a été e¤ectuée récemment[4] et la solution

a été obtenue de manière analytique. En ce qui concerne les intégrales de chemins, il n�existe

dans la littérature aucun calcul concret de propagteurs avec des champs de type non abélien,

mis à part la formulation path integral qui a été donnée[5] .

Aussi nous proposons dans ce chapitre de donner pour la 1ère fois la solution à ce type de

problème.

Pour celà nous déterminons le propagateur S (xf ; xi) ou élément de matrice dans l�espace

de con�guration de l�opérateur S solution de l�équation formelle

�

�

�
p� � g Aa� Ta

�
� m

�
S = I: (2.1)

Cet opérateur S est simplement égal à

S =
1�


�
�
p� � g Aa� Ta

�
� m

� (2.2)

=

�

�

�
p� � g Aa� Ta

�
+ m

��

�

�
p� � g Aa� Ta

�
� m

� �

�

�
p� � g Aa� Ta

�
+ m

� (2.3)

Il existe actuellement deux manières de construire la représentation intégrale de chemin

pour ce propagateur

- une approche dite globale : après multiplication par
�

�

�
p� � g Aa� Ta

�
+ m

�
, il appa-

7



rait au dénominateur une forme qui rappelle l�équation de Klein-Gordon et c�est cette forme qui

est représentée par une intégrale de chemin. Nous avons donc une approche mixte d�opérateurs

plus intégrale de chemin. La forme intégrale de chemin donne des solutions du problème mais

en faisant agir l�opérateur introduit initialement , on élimine ainsi par projection les solutions

super�ues (non physiques).

-une approche dite locale : l�opérateur
�

�

�
p� � g Aa� Ta

�
+ m

�
est représenté également

par une intégrale de chemin à l�aide d�une variable de Grassmann .

La représentation est donc intégralement path integral et les solutions que nous obtenons

sont alors physiques.

C�est cette démarche dûe à Alexandrou et al .[1] que nous adoptons dans ce chapitre.

Dans ce chapitre, l�espace temps x� =
�
x0;�!x

�
=
�
x0; x1; x2; x3

�
est muni de la métrique

g�� = (+;�;�;�;�) et nous notons parm la masse du fermion, par g la constante de couplage,

par 
� les matrices de Dirac. Les générateurs Ta véri�ent en outre :

[Ta ,Tb] = Ta Tb � TbTa = if c
ab Tc (2.4)

tr (TaTb) =
1

2
�ab (2.5)

[Ta ,Tb]+ = Ta Tb + TbTa =
1

N
�ab + d

c
ab Tc (2.6)

où f c
ab sont les constantes de structure du groupe SU (N) ( anti-symétriques dans toute

permutation d�indice) et que pour N = 2 et 3; (2Ta ) peut être est représenté respectivement

par les matrices de Pauli et Gill-Mann . Les constantes d c
ab sont réelles et symétriques dans

toute permutation d�indice.

Commençons par l�approche simple dite globale pour déterminer la fonction de Green.
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2.2 Fonction de Green : approche globale

2.2.1 Formulation

Posons d�abord

O� =
�

�

�
p� � g Aa� Ta

�
� m

�
; (2.7)

nous pouvons voir que le produit

O�O+ = p� p
� � m2 + g2

�

�Aa� Ta

�2
+2g

�

�Aa� Ta

�
(
�p�)� ig (k�
�)

�

� _Aa�Ta

�
(2.8)

où _A désigne la dérivation par rapport à kx . En utilisant le cône de lumière, le carré est

calculable

�

�Aa� Ta

�2
=

�
1

N
�ab + d

c
ab Tc +

i

2
f c
ab Tc

��
��� +

1

2
(
�
� � 
�
�)

�
Aa� A

b
� =

Aa� A
�
a

2N
(2.9)

et nous constatons qu�il est indépendant des générateurs.

Introduisons l�espace de con�guration pour déterminer la fonction de Green . Il est facile de

voir que pour déterminer la fonction de Green S il su¢ t de déterminer G : S et G étant reliés

par

S(xf ; xi) =
�
i 
�

�
@�xf + ig Aa� (xf )Ta

�
+ m

�
G(xf ; xi) (2.10)

où G est la fonction de Green

G(xf ; xi) = �
i

2

Z 1

0
dehxf j exp(�i

e

2
H) j xii

avec
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H(e; x; p) = em2 � ep2 � eg2
Aa�A

�
a

2N
� i2eg

�
p�Aa�Ta

�
� ge (k�
�)

�

� _Aa�Ta

�
; (2.11)

Pour construire la forme path integral de G , nous utilisons la méthode usuelle qui élimine

les opérateurs et qui consiste à :

- d�abord subdiviser l�intervalle [xi; xf ] en N parties égales

-à insérer (N � 1) relations de fermeture

Z
j xihx j d4x = 1;

-à insérer N relations de fermeture

Z
j pihp j d4p = 1;

où les vecteurs j pi sont tels que

P� j pi = p� j pi;

-à utiliser le produit scalaire

hx j pi = 1

(2�)2
exp(ipx);

pour changer de base j xi !j pi:

Nous obtenons alors pour G la forme discrète suivante

G(xf ; xi) = � i
2 T limN�!1

R1
0 de0

R
d4x1:::d

4xN�1
d4p1
(2�)4

::: d
4pN
(2�)4

de1:::deN
NQ
k=1

� (ek � ek�1) exp
n
i
h
pk
�xk
�� �

1
2H(ek; xk; pk)

i
��
o
;

(2.12)

ou encore sous la forme continue

G(xf ; xi) = �
i

2
T
Z 1

0
de0

Z
DxDe

Z
DpDpe exp

�
i

Z �
p _x+ pe _e�

1

2
H(e; x; p)

�
d�

�
; (2.13)
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où nous avons noté par

Dx =
NY
j=1

d4xj

Dp =

N+1Y
j=1

d4pj
(2�)4

et introduit le symbôle T qui est le T �produit à cause du problème d�ordre des générateurs

Ta (opérateurs) et de matrices 
� qui ne commutent pas. Nous avons noté par

xf � xN ; xi � x0; et �� = 1=N:

A ce niveau, pour éliminer les opérateurs que sont les générateurs Ta nous utilisons la

procédure de [5] qui consiste à

-exprimer les générateurs par une relation bilinéaire d�opérateurs �

Ta =
i

4
f b
ap�b�

p; (2.14)

-imposer aux � une relation d�anticommutation

[�b;�p]+ = �bp; (2.15)

donc un caractère fermionique aux �.

Avec cette écriture, la fonction de Green devient

G = � i
2
T
Z 1

0
de0

Z
DxDe

Z
DpDpe exp

(
i

Z 1

0

"
p _x+ pe _e+

e

2

(
p2 �m2 + g2

Aa�A
�
a

2N
+

ig

2

�
p�Aa�f

b
ap�b (�) �

p (�)
�
+
g

4
(k�


� (�))
�

� (�) _Aa�f

b
ap�b (�) �

p (�)
�)#

d�

)
:(2.16)

Procédons maintenant à l�élimination des opérateurs .

Pour celà, nous introduisons des variables anticommutantes (de Grassmann) et l�aide de

deux identités qui consistent :

-d�abord à avoir une forme linéaire pour les �a et les 
n en utilisant des dérivées fonction-
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nelles ( à gauche)par rapport à des sources (anti commutantes)

T exp fF (� (�))g = exp
�
F

�
�g
�{a

��
T exp

�Z 1

0
{a�ad�

�
{=0

; (2.17)

-ensuite à éliminer le T �produit à l�aide de la formule

T exp
�Z 1

0
{a�ad�

�
{=0

=

exp
�
�a @

@ #a
� Z

�(1)+�(0)=0
D� exp

�Z �
�� a _�

a
+ 2�a�a

�
d�

�
;

(2.18)

Ces deux formules sont applicables pour les 
� : il su¢ t de faire le remplacement suivant

(�a; #a; �a)! (
�; ��;	�)

Ainsi notre fonction de Green prend la forme suivante :

G (xf ; xi) = � i
2
exp

�

�

@

@ ��
+ �a

@

@ #a

�Z 1

0
de0

Z
DxDe

Z
DpDpe

Z
D	D� exp

(
i

Z 1

0

"
p _x+

i	 _	 + i� _� + pe _e�
1

2
H(e; x; p; 2� + #; 2	 + �)

#
d�

)
�=#=0

;

où les mesures D	 etD� sont dé�nies par

D	 = D	

"Z
 (1)+ (0)=0

D	exp

�
�
Z 1

0
	� _	

�d�

�#�1
; (2.19)

D� = D�

"Z
�(1)+�(0)=0

D� exp

�
�
Z 1

0
� a _�

a
d�

�#�1
; (2.20)

# et � étant des variables de Grassmann impaires

avec les conditions aux limites suivantes

� (1) + � (0) = 0; (2.21)

et
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	(1) + 	 (0) = 0: (2.22)

E¤ectuons le changement (�;	)! (�;  ) dé�nit par

2� (�) = 2 � (�) + #; (2.23)

2 (�) = 2 	 (�) + �; (2.24)

la fonction de Green prend alors la forme suivante

G (xf ; xi) = � i
2 exp

�

� @

@ �� + �
a @
@ #a

� Z +1

0
de0

Z
DxDeDpeDp

Z
A
D 
Z
B
D� exp

(
i

Z 1

0

"
p _x+

i� _� + i _ + pe _e+
e
2

(
p2 �m2 + g2 1

2NA
a
�A

�
a + 2ig

�
p�Aa� f

b
ap �b�

p
�
+

4g (k�� )
�
 � _Aa� f

b
ap �b�

p
�)#

d� +  (0) (1) + � (0) � (1)

)
�=#=0

;

(2.25)

où

A = f (�)= (1) +  (0) = �g

et

B = f�(�)=�(1) + �(0) = #g

sont les deux nouveaux domaines d�intégration.

2.2.2 Calcul de G (xf ; xi)

Aprés avoir obtenu la formulation de G au moyen d�intégrales de chemins, passons au calcul

explicite de son expression.

A ce niveau, il est utile de faire une remarque : il apparait dans l�exposant de l�exponentielle

l�expression
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A =
R 1
0

"
p _x+

i� _� + i _ + pe _e+
e
2

(
p2 �m2 + g2 1

2NA
a
�A

�
a + 2ig

�
p�Aa� f

b
ap �b�

p
�
+

4g (k )
�
 � _Aa� f

b
ap �b�

p
�)#

d�

(2.26)

qui est l�action, et si l�on s�intéresse aux chemins classiques suivies par notre particule de

spin 1/2 les équations régissant son mouvement sont données par

�A
�e

= � _pe +
1

2

�
p2 �m2 + g2

1

2N
Aa�A

�
a + 2ig

�
p�Aa� f

b
ap �b�

p
�
+ 4g (k )

�
 � _Aa� f

b
ap �b�

p
��
= 0

�A
�pe

= _e = 0

�A
�x�

= � _p� + ek�
�
g2

1

2N
_Aa�A

�
a + ig

�
p� _Aa� f

b
ap �b�

p
�
+ 2g (k )

�
 � �Aa� f

b
ap �b�

p
��

= 0

�A
�p�

= _x� + ep� + ieg
�
Aa� f

b
ap �b�

p
�
= 0

�A
���

= 2i _�� � 2eig
�
p�Aa� f

p
a� �p

�
� 4g (k )

�
 � _Aa� f

b
a� �b

�
= 0

�A
� �

= 2i _ � + 2egk�

�
 �Aa� f

b
ap �b�

p
�
� 2eg (k )

�
_Aa� f

b
ap �b�

p
�
= 0

Ayant fait au passage cette remarque, procédons aux intégrations.

D�abord en intégrant sur pe nous obtenons �( _e) ce qui signi�e que

e0 = e1 = ::: = e

Il est plus commode de réintroduire l�impulsion par linéarisation , alors nous avons
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G (xf ; xi) = � i
2
exp

�

�

@

@ ��
+ �a

@

@ #a

�Z 1

0
de

Z
Dx

Z
Dp

Z
D D� exp

(
i

Z 1

0

"
p _x+ i _ + i� _� +

e

2

�
p2 �m2 + g2

1

2N
Aa�A

�
a + 2ig

�
p�Aa� f

b
ap �b�

p
�
+ 4g

�
k�� 

� �
 � _Aa� f

b
ap �b�

p
��#

d� +

 � (0) � (1) + � (0) � (1)

)
�=#=0

: (2.27)

Comme Aa� (kx) est fonction uniquement de kx, nous allons réduire le mouvement quadri-

dimensionnel en un mouvement à une dimension. Pour celà, posons

' = kx;

et rendons kx et x indépendants en introduisant l�identité suivante

Z
d'f

Z
d'i�('i � kxi)�('f � 'i � k(xf � xi)) = 1;

ou plutôt sa généralisation

Z
d'f

Z
d'i�('i � kxi)

Z NY
j=1

d'j

N+1Y
j=1

�(�'j � k�xj) = 1;

exprimée dans l�espace des phases ('; p')

Z
d'f

Z
d'i �('i � kxi)

Z NY
j=1

d'j

Z N+1Y
j=1

dp'j
2�

exp

8<:
N+1X
j=1

p'j (�'j � k�xj)

9=; = 1; (2.28)

avec

�'j = 'j � 'j�1;
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�xj = xj � xj�1;

en changeant

p� ! p� + k�p': (2.29)

G devient alors

G (xf ; xi) = � i
2
exp

�

�

@

@ ��
+ �a

@

@ #a

�Z
de

Z
Dx

Z
Dp

Z
d'f

Z
d'i� ('i � kxi)

Z
D'

Z
Dp'

Z
D D�

exp

(
i

Z 1

0

"
p _x+ i _ + i� _� +

e

2

(
p2 �m2 + g2

1

2N
Aa�A

�
a + 2ig

�
p�Aa� f

b
ap �b�

p
�
+

4g
�
k�� 

� �
 � _Aa� f

b
ap �b�

p
�)

+ p' ( _'+ ekp)

#
d� +  (0) (1) + � (0) � (1)

)
�=#=0

: (2.30)

En intégrant sur les variables positions il est facile de voir que l�on obtient �( _p) c�est à dire

p1 = p2 = ::: = pN+1 = p

que l�impulsion est conservée au cours du mouvement .

Ainsi, G se réduit à

G (xf ; xi) = � i
2 exp

�

� @

@ �� + �
a @
@ #a

� Z
de

Z
d4p

(2�)4

Z
d'f

Z
d'i� ('i � kxi)

Z
D'

Z
Dp'

Z
D D�

exp

(
ip (xf � xi) + ie

2

�
p2 �m2

�
+

i
R 1
0

(
i _ + i� _� + e

2

(
g2 1
2NA

a
�A

�
a + 2ig

�
p�Aa� f

b
ap �b�

p
�
+ 4g (k�� )

�
 � _Aa� f

b
ap �b�

p
�)

+

p' ( _'+ ekp)

)
d� +  (0) (1) + � (0) � (1)

)
�=#=0

:

(2.31)

Nous pouvons maintenant intégrer sur p'
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Z
Dp' exp

(
i

Z
p' ( _'+ ekp) d�

)
= � ( _'+ ekp) ; (2.32)

ce qui réduit les contributions des chemins au calcul du propagateur uniquement à la droite

d�équation

' (�) = 'i � ekp� : (2.33)

d� = � 1

ekp
d' (2.34)

Notons à ce niveau que les Aa� sont fonction uniquement de la variable � .

Ainsi, G se réduit à

G (xf ; xi) = � i
2 exp

�

� @

@ �� + �
a @
@ #a

� Z
de

Z
d4p

(2�)4

Z
d'f�

�
'f � 'i + ekp

� Z
d'i� ('i � kxi)

Z
D D�

exp

(
ip (xf � xi) + ie

2

�
p2 �m2

�
+

i
R 1
0

(
i _ + i� _� + e

2

(
g2 1
2NA

a
�A

�
a + 2ig

�
p�Aa� f

b
ap �b�

p
�
+ 4g (k�� )

�
 � _Aa� f

b
ap �b�

p
�)

)
d� +  (0) (1) + � (0) � (1)

)
�=#=0

:

(2.35)

De même, posons

� = k ;

et rendons  et k indépendants en introduisant l�identité suivante

Z
d�id�f�(�i � k i)

Z NY
j=1

d�j

Z N+1Y
j=1

dp�j exp
n
ip�j (4�j � k� j)

o
= 1;

ou bien sous sa forme fonctionnelle

Z
d�id�f�(�i � k i)

Z
D�

Z
Dp� exp

�
i

Z 1

0
p�( _� � k _ )d�

�
= 1; (2.36)

où � et p� sont des variables de Grassmann impaires.
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L�expression de G (xf ; xi) devient alors

G (xf ; xi) = � i
2 exp

�

� @

@ �� + �
a @
@ #a

� Z
de

Z
d4p

(2�)4

Z
d'f�

�
'f � 'i + ekp

� Z
d'i� ('i � kxi)Z

d�id�f�(�i � k i)
Z
D�

Z
Dp�

Z
D D� exp

(
ip (xf � xi) + ie

2

�
p2 �m2

�
+

i

Z 1

0

(
i _ + i� _� + e

2

(
g2 1
2NA

a
�A

�
a + 2ig

�
p�Aa� f

b
ap �b�

p
�
+ 4g�

�
 � _Aa� f

b
ap �b�

p
�)

+

p�( _� � k _ )
)
d� +  (0) (1) + � (0) � (1)

)
�=#=0

:

(2.37)

Pour se libérer le domaine d�intégration A , e¤ectuons le changement  � ! !�dé�ni par

 �(�) =
1

2

Z 1

0
"(� � � 0)!�(� 0)d� 0 + ��

2
; (2.38)

où !�(�) et �� sont des variables de Grassmann impaires.

La transformation (2:38) permet d�avoir ainsi une forme quadratique en !�(�)

Notons que,

 �(1) =
1

2

Z 1

0
!�(�)d� +

��

2
;

 �(0) = �1
2

Z 1

0
!�(�)d� +

��

2
;

et que le terme décrivant l�interaction spin-champ s�écrit

 � _Aa� (') f
b
ap �b�

p = _Aa� (' (�)) f
b
ap �b�

p 1

2

�Z 1

0
"(� � � 0)!�(� 0)d� 0 + ��

�
:

Pour des raisons de commodité, nous adoptons la notation condensée qui consiste à omettre

les intégrations et les parametres � et � 0. Avec cette notation, nous avons
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_Aa� (' (�)) f
b
ap �b�

p 1

2

�Z 1

0
"(� � � 0)!�(� 0)d� 0 + ��

�
=
1

2
_Aa�f

b
ap �b�

p f"!� + ��g ;

Z 1

0
 �
_ 
�
d� =

�1
2
!�"!

� +
��
2
!�;

 �(0) �(1) =
1

2
��!

�;

et ainsi

G (xf ; xi) = � i
2 exp

�

� @

@ �� + �
a @
@ #a

� Z
de

Z
d4p

(2�)4

Z
d'f�

�
'f � 'i + ekp

� Z
d'i� ('i � kxi)R

d�id�f�(�i +
k
2 (! � �))

R
D�
R
Dp�

R
D!

R
D� exp

(
ip (xf � xi) + ie

2

�
p2 �m2

�
+

i

Z 1

0

(
�i
2 !�"!

� + i� _� + e
2

(
g2 1
2NA

a
�A

�
a + 2ig

�
p�Aa� f

b
ap �b�

p
�
+

g�
2

�
_Aa�f

b
ap �b�

p
�
f"!� + ��g

)
+ p�( _� � k!)

)
d� + � (0) � (1)

)
�=#=0

:

(2.39)

Il est commode à ce niveau de changer

!�(�) �! !�(�) + ik�
Z 1

0
"�1(� � � 0)p�(�

0
)d�

0
; (2.40)

ainsi

!�"!
� �! !�"!

� � 2ip�k!;

et

"!� �! "!� + ik�p�:

Alors G devient
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G (xf ; xi) = exp
�

� @

@ �� + �
a @
@ #a

� Z
de

Z
d4p

(2�)4

Z
d'f�

�
'f � 'i + ekp

� Z
d'i� ('i � kxi)R

d�id�fdp�i
R
D�
R
Dp�

R
D!

R
D� exp

(
ip (xf � xi) + ie

2

�
p2 �m2

�
+ i

Z 1

0

(
�i
2 !�"!

� + i� _�+

e
2

(
g2 1
2NA

a
�A

�
a + 2ig

�
p�Aa� f

b
ap �b�

p
�
+ g�

2

�
_Aa�f

b
ap �b�

p
�
f"!� + ��g

)

+p� _� + p�i
�
�i +

k
2 (! � �)

�)
d� + � (0) � (1)

)
�=#=0

;

(2.41)

où nous avons remplacé la fonction �

�(�i +
k

2
(! � �)) =

Z
dp�i exp

�
ip�i

�
�i +

k

2
(! � �)

��
; (2.42)

par la forme en exponentielle.

Nous pouvons alors e¤ectuer l�intégration sur les p� : il apparait une fonction de DiracZ
Dp� exp

�
i

Z
p� _�d�

�
= �( _�); (2.43)

qui exprime que le chemin d�équation

_� = 0, � = �i = �f

contribue principalement à la détermination du propagateur .

Après réarrangement des termes en !; nous obtenons pour l�intégrale sur les vitesses !� ,

la forme standard suivante

Z
D! exp

�Z 1

0

�
1

2
!�"!

� + J�!�
�
d�

�
; (2.44)

où

J�(�) =
i

2
k�p�i + i

g�i
4

Z 1

0

�
_Aa�f

b
ap �b�

p
�
"(�

0 � �)d� 0 ; (2.45)

dont le résultat est simplement égal à
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exp

�
1

2

Z 1

0

Z 1

0
J�(�)"�1(� � � 0)J �(� 0)d�d� 0

�
:

En utilisant les propriétés du champ de Volkov, il est facile de voir que

J�"�1J � = 0; (2.46)

alors G se simpli�e

G (xf ; xi) = � i
2 exp

�

� @

@ �� + �
a @
@ #a

� Z
de

Z
d4p

(2�)4

Z
d'f�

�
'f � 'i + ekp

� Z
d'i� ('i � kxi)R

d�id�fdp�i�
�
�i � �f

� R
D� exp

(
ip (xf � xi) + ie

2

�
p2 �m2

�
+ i

Z 1

0

(
i� _�+

e
2

(
g2 1
2NA

a
�A

�
a + 2ig

�
p�Aa� f

b
ap �b�

p
�
+ g�i

2

�
�� _Aa�f

b
ap �b�

p
�)

+

p�i
�
�i � k

2�
�)

d� + � (0) � (1)

)
�=#=0

;

(2.47)

et après intégration sur p�i

Z
dp�i exp

(
ip�i

�
�i �

k

2
�

�)
= �

�
�i �

k

2
�

�
(2.48)

les valeurs de �i =
k
2� =�f sont alors �xées .

La fonction de Green a maintenant la forme suivante

G (xf ; xi) = � i
2 exp

�

� @

@ �� + �
a @
@ #a

� Z
de

Z
d4p

(2�)4

Z
d'f�

�
'f � 'i + ekp

� Z
d'i� ('i � kxi)R

D� exp
(
ip (xf � xi) + ie

2

�
p2 �m2

�
+ i

Z 1

0

(
i� _� + e

2

(
g2 1
2NA

a
�A

�
a+

g
�
k�
2

� �
�� _Aa�f

b
ap �b�

p
�
+ 2ig

�
p�Aa� f

b
ap �b�

p
�)

d� + � (0) � (1)

)
�=#=0

:

(2.49)

Il nous reste encore à e¤ectuer les intégrations sur les variables relatives aux générateurs du

groupe SU (2) :
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E¤ectuons le changement � ! � dé�ni par

� (�) = � (�) +
1

2
#; (2.50)

la fonction de Green prend alors la forme suivante

G (xf ; xi) = � i
2 exp

�

� @

@ �� + �
a @
@ #a

� Z
de

Z
d4p

(2�)4

Z
d'f�

�
'f � 'i + ekp

� Z
d'i� ('i � kxi)R

D� exp
(
ip (xf � xi) + i

Z 1

0

(
i� _� � 1

2H(p; 2� + #)
)
d�

)
�=#=0

:

(2.51)

Revenons aux deux identités (2:17) et (2:18) : d�abord éliminons les variables de Grassmann

� et introduisons la relation entre les T et les �, notre fonction de Green prend la forme suivante

G (xf ; xi) = � i
2 exp

�

� @

@ ��
� Z

de

Z
d4p

(2�)4

Z
d'f�

�
'f � 'i + ekp

� Z
d'i� ('i � kxi)

exp

(
ip (xf � xi) + ie

2

�
p2 �m2

�
+

Z 1

0

ie
2

(
g2 1
2NA

a
�A

�
a�

ig
�
k�
2

� �
�� _Aa�Ta

�
+ 2g

�
p�Aa� Ta

�)
d�

)
�=0

: (2.52)

Le T -produit a été omis , car il n�y a pas de problème d�ordre .

Il nous reste maintenant à e¤ectuer les dérivations pour reintroduire les 
� le calcul est

grandement facilité par l�identité suivante :

exp

�

�

@

@ ��

�
F (�)

�=0�
= F

�
@

@ ��

�
exp (��


�)
�=0

: (2.53)

Aprés dérivation, notre fonction de Green devient :
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G (xf :xi) =
�i
2

Z
de

Z
d4p

(2�)4

Z
d'f

Z
d'i� ('i � kxi) �

�
'f � 'i + ekp

�
exp

(
ip (xf � xi) + ie

2

�
p2 �m2

�
+

i g2

2pk
1
2N

Z �
Aa�A

�
a

�
d'� i

pkg

Z ��
p�Aa�Ta

�
� i
�
k�
2 


�
� �

� _Aa�Ta

��
d'

) ;

(2.54)

où il nous reste encore à éliminer les 2 fonctions �: A l�aide de sa représentation intégrale

�
�
'f � 'i + ekp

�
=

Z
dp'f
2�

exp
n
ip'f

�
'f � 'i + ekp

�o
; (2.55)

et en changeant

p� �! �p� + k�p'; (2.56)

nous obtenons

G (xf ; xi) =
i
2

Z
de

Z
d4p

(2�)4
exp

(
� ip (xf � xi) + ie

2

�
p2 �m2

�
+ i g2

2pk
1
2N

Z kxf

kxi

�
Aa�A

�
a

�
d'

� i
pkg

�Z kxf

kxi

�
p�Aa�Ta

�
d'+ i

�
k�
2 


�
�

�
�
Aa� (xf )�Aa� (xi)

�
Ta

�) ;

(2.57)

et nous déduisons aprés dérivation, la fonction de Green relative à notre problème

S (xf ; xi) =
i
2

Z
de

Z
d4p

(2�)4

(
(p̂+m)

n
1 + g k̂

2 k p

�
Âa (xf )� Âa (xi)

�
Ta

o
+ g

kp k̂ (pA (xf )T )�

g
�
Â (xf )T

�
� g2k̂ (A(xf)A(xi) )2N( k p)

)
exp

(
� ip (xf � xi)+

ie
2

�
p2 �m2

�
+ i g2

2pk
1
2N

Z kxf

kxi

�
Aa�A

�
a

�
d'� i

pkg

Z kxf

kxi

�
p�Aa�Ta

�
d'

) :

(2.58)

Remarquons que l�expression n�est pas symétrique et donc qu�il n�est pas encore possible

d�extraire les fonctions d�onde.
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Pour la symétriser, utilisons la relation

âb̂+ b̂â = 2ab;

où

â = 
�a�;

et après quelques manipulations, nous obtenons

S (xf ; xi) =
i
2

Z
d4p

(2�)4

Z
de
n
1 + g k̂

2 k p

�
Â (xf )T

�o
(p̂+m)

n
1� g k̂

2 k p

�
Â (xi)T

�o
exp

(
� ip (xf � xi) + ie

2

�
p2 �m2

�
+ i g2

2pk
1
2N

Z kxf

kxi

�
Aa�A

�
a

�
d'� i

pkg

Z kxf

kxi

�
p�Aa�Ta

�
d'

)
;

(2.59)

qui , aprés intégration sur e, nous obtenons la forme dé�nitive de la fonction de Green

S (xf ; xi) = �
Z

d4p

(2�)4

n
1 + g k̂

2 k p

�
Â (xf )T

�o
(p̂+m)
(p2�m2 )

n
1� g k̂

2 k p

�
Â (xi)T

�o
exp

(
� ip (xf � xi) + i g2

2pk
1
2N

Z kxf

kxi

�
Aa�A

�
a

�
d'� i

pkg

Z kxf

kxi

�
p�Aa�Ta

�
d'

)
;

(2.60)

qui est totalement symétrique.

Maintenant, il est possible de déterminer les fonctions d�onde et le spectre des énergies.

Fonctions d�ondes et energies

Comme il y a 2 pôles dans l�expression précédente p0+ = ! � i" et p0� = �! + i" , où

! =
p
~p2 +m2 est l�énergie d�une particule libre, il est facile de déterminer des fonctions

d�onde en utilisant la méthode des résidus

- pour � b > �a, le contour d�intégration ( 1/2 cercle) qui englobe p0+ est choisi en dessous

de l�axe

- et pour � b < �a;le contour d�intégration ( 1/2 cercle) qui englobe p0� est choisi au dessus

de l�axe .

C�est ainsi que nous obtenons la décomposition spectrale suivante :
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S (xf ; xi) = �i� (� f � � i)
Z

d3p

(2�)3
m
p0

n
1 + g k̂

2 kp

�
Âa (xf )Ta

�o
(p̂+m)
2m

n
1� g k̂

2 k pÂ
a (xi)Ta

o
exp

(
� ip (xf � xi) + i g2

2pk
1
2N

Z kxf

kxi

�
Aa�A

�
a

�
d'� i

pkg

Z kxf

kxi

�
p�Aa�Ta

�
d'

)
�i� (� i � � f )

Z
d3p

(2�)3
m
P 0

n
1� g k̂

2 k P

�
Âa (xf )Ta

�o
(�p̂+m)
2m

n
1 + g k̂

2 k pÂ
a (xi)Ta

o
exp

(
� ip (xf � xi) + i g2

2pk
1
2N

Z kxf

kxi

�
Aa�A

�
a

�
d'� i

pkg

Z kxf

kxi

�
p�Aa�Ta

�
d'

)
;

(2.61)

et qui par comparaison à

S (xf ; xi) = �i� (� f � � i)
X
�:��

Z
d3p	+�;�;p (xf ) �	

+
�;�;p (xi)�i� (� i � � f )

X
�:��

Z
d3p	��;�;p (xf ) �	

�
�;�;p (xi) ;

(2.62)

nous permet d�denti�er les fonctions d�onde (normalisées) décrivant le mouvement de la

particule de Dirac sous l�action du champ non-abelian
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3
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où

X
:��

u� (p) �u� (p) =
(p̂+m)

2m
;

X
:��

v� (p) �v� (p) =
(�p̂+m)
2m

;

sont les projecteurs sur les états d�énergie positive et négative (respectivement) et w� , w�

les éléments de la ligne w+ et de la colonne w (respectivement) tel que le produit w+ w = I ou

encore tel que
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w+�w� = ��� :

Nous pouvons �nalement écrire la fonction d�onde suivant la forme donnée dans l�article [4]
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(2.64)

avec

� =
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d'00
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2

:

Passons à l�approche dite locale

2.3 Fonction de Green : approche locale

2.3.1 Formulation

Au lieu d�utiliser la représentation classique en temps propre bosonique, on utilise une

di¤erente représentation au moyen de laquelle on introduit un temps propre bosonique e et un

temps propre fermionique �. La fonction de Green s�écrit en représentation intégrale

S =
R1
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R
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�
i e2
��

�

�
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(2.65)

L�opérateur S s�écrit donc

S =

Z 1

0
de

Z
exp(�iH)d�; (2.66)
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avec

H =
e
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Ensuite, l�élément de matrice hxf j S j xii s�écrit sous forme intégrale de chemins comme

suit :
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(2.68)

2.3.2 Calcul de S (xf :xi)

La fonction de Green correspondante à une particule de Dirac soumise à l�action d�un champ

non abélien est donnée par l�expression intégrale de chemins suivante :
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(2.69)

L�action correspondante est alors
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Nous pouvons alors tirer les équations de mouvement classiques suivantes :
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Comme dans le cas global, nous avons encore

e0 = e1 = ::: = e ;

et

�0 = �1 = ::: = � :

à cause des � ( _e) et �( _�) qui sont apparus suite aux intégrations sur peet p�.

Nous introduisons la même identité

Z
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Z
d'i�('i � kxi)

Z
D'

Z
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�
i
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p'( _'� k _x)d�

�
= 1 , (2.70)

pour réduire le mouvement quadri dimensionnel en un mouvement unidimensionnel . Après

le changement

p� ! p� + k�p' , (2.71)
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et après intégration sur les positions : il apparait encore � ( _p) qui exprime que p est une

constante de mouvement (p = Cte).La fonction de Green se réduit à :
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Nous introduisons une deuxieme variable � = k via l�identité suivante
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où � et p� sont des variables de Grassmann impaires.

La fonction de Green est alors
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(2.74)

et après un changement  � ! !�pour passer aux variables de vitesse

 �(�) �! 1

2

Z 1

0
"(� � � 0)!�(� 0)d� 0 + ��

2
; (2.75)

a�n d�eliminer les conditions aux limites , !n(�) et �n étant des variables de Grassmann im-
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paires, avec la notation condensée

f"g =

Z
f (�) "

�
� � � 0

�
g
�
� 0
�
d� 0:

nous obtenons la forme suivante

S (xf ; xi) = exp
�

� @

@ �� + �
a @
@ #a

� Z
de

Z
d�

Z
d4p

(2�)4
exp

��i
2

�
m2 e+m�

�
+ ip (xf � xi) + ie

2 p
2
�Z

d'f

Z
d'i� ('i � kxi)

Z
D'

Z
Dp'

R
d�id�f

�
�i +

k
2 (! � �)

� R
D�
R
Dp�

Z
D!
Z
D�

exp

�
i
R1
0

�
p' ( _'+ ekp� ��) + e

2 g
2
�
1
2NA

a
�A

�
a + 2ig

�
p�Aa� f

b
ap �b�

p
��
+

2g�
�
_Aa� f

b
ap �b�

p
�
("!� + ��)) + p�

�
_� + ik p

2 �
�
� 1

2

�
p� ++ig

�
Aa� f

b
ap �b�

p
��
("!� + ��)��

i
2!�"!

� + i�a _�
a
�
d� + � (0) � (1)

�
.

(2.76)

Après le changement suivant
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par son expression en exponentielle, p�i étant une variable de Grassmann impaire, la fonction

de Green prend la forme suivante
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où nous avons posé
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Cette expression a exactement la forme suivante
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et la fonction de Green se simpli�e

31



S (xf :xi) = exp
�

� @

@ �� + �
a @
@ #a

� Z
de

Z
d�

Z
d4p

(2�)4
exp

��i
2

�
m2 e+m�

�
+ ip (xf � xi) + ie

2 p
2
�Z

d'f

Z
d'i� ('i � kxi)

Z
D'

Z
Dp'

R
d�id�fdp�i

R
D�
R
Dp�

Z
D�

exp

�
i
R 1
0

�
p' ( _'+ ekp� ��) + e

2 g
2
�
1
2NA

a
�A

�
a + 2ig

�
p�Aa� f

b
ap �b�

p
��
+

g�e
�
�� _Aa� f

b
ap �b�

p
�
+ p�

�
_� + ik p

2 �
�
+ p�i

�
�i � k

2� � i
pk
4 �
�
+

1
2

�
p� + ig

�
Aa� f

b
ap �b�

p
�� �

�� � ig e"�
�
_Aa� f b

ap �b�
p
��

��
i
2 (g e)

2 �
�
_Aa� f

b
ap �b�

p
�
"�
�
_Aa� f b

ap �b�
p
�
+ i� _�

�
d� + � (0) � (1)

�
.

(2.82)

Intégrons maintenant sur les variables p� ; il apparait �
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est selectionné pour le calcul de S . Ainsi S se devient à :
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et en intégrant sur p�i , qui donne un résultat simpleZ
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Intégrons sur p', il apparait encore une fonction �
�
_'+ ekp� 1
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�
de Dirac, c�est à dire

que le chemin d�équation
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2
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est selectionné pour le calcul de S:

Nous voyons en inversant la relation précédente que nous avons une relation entre ' et �
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Il nous reste encore à e¤ectuer les integrations sur les variables relatives aux générateurs du

groupe SU (2) :
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� �
� � ge"

�
k�
2

� �
_Aa�Ta

��
�+

+k p
4 (ge)

2
�
_Aa�Ta

�
"��
�
_Aa�Ta

�
k��

�
d�

�
exp

�
�i
2

�
m2 e+m�

�
+ ip (xf � xi) + ie

2 p
2 + i e2g

2 g2

2N

Z
Aa�A

�
ad� � 1

2p��
��

�
:

(2.93)

Le T -produit a été omis , car il n�y a pas de problèmes d�ordre .

Avec les réarrangements suivantes :

Z
p"
�
� � � 0

�
_A
�
� 0
�
d� 0d� =

p

ekp
(A (xf ) +A (xi)) +

2 p

(ekp)2

Z 'f

'i

d'A (') ; (2.94)

Z
A (�) " (� � � 0) _A (� 0) d� 0d� = 2

(ekp)2

Z 'f

'i

d'A (')A (')�

(A(xf)+A(xi))
(ekp)2

Z 'f

'i

d'A (')
; (2.95)

Z Z
_A (�) " (� � � 0) �� _A (� 0) k��d��d� = A(xi)A(xf)

(e k p)2
k��+

(A(xf)+A(xi))
(e k p)3

Z 'f

'i

d'A (') k���

1
(ekp)3

Z 'f

'i

d'A (')Ak��
;

(2.96)
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il vient

S (xf :xi) = exp
�

� @

@ ��
� Z

de

Z
d�

Z
d4p

(2�)4

Z
d'i� ('i � kxi)Z

d'f�
�
'f � 'i + ekp� k�

2 �
�
exp

�
ip (xf :� xi) + ei

2

�
p2 �m2

��
exp

�
i

Z h
�1
2kp

�
g2 1
2N

�
Aa�A

a
�

�
+ 2g

�
p�Aa� Ta

��i
d'�

gi (k �)2 k p�
�
�
Aa� (xf )�Aa� (xi)

�
Ta � i

2�

�
� p� +m+ g

2kpp
�
�
Aa� (xf ) +A

a
� (xi)

�
Ta (k�)+�

g2

2N

�
Aa�(xf)A

�
a(xi)

( k p) (k�)� g
2�
�
�
Aa� (xf ) +A

a
� (xi)

�
Ta

��
.

(2.97)

Nous pouvons encore éliminer les deux � en utilisant la forme en exponentielle

�

�
'f � 'i + ekp

k�

2
�

�
=

Z
dp'f exp

�
ip'f

�
'f � 'i + ekp

k�

2
�

��
, (2.98)

et aprés avoir fait le changement :

p ! p� kp'f ,

nous obtenons,

S (xf ; xi) = exp
�

� @

@ ��
� Z

de

Z
d�

Z
d4p

(2�)4

Z
d'i� ('i � kxi)Z

d'f�
�
'f � kxf

�
exp

�
ip (xf � xi) + ei

2

�
p2 �m2

��
exp

�
i

Z 'f

'i

h
�1
2kp

�
g2 1
2N

�
Aa�A

�
a

�
+ 2g

�
p�Aa� Ta

��i
d'�

gi (k �)2 k p�
�
�
Aa� (xf )�Aa� (xi)

�
Ta � i

2�

�
� p� +m+ g

2kpp
�
�
Aa� (xf ) +A

a
� (xi)

�
Ta (k�)+�

g2

2N

�
Aa�(xf)A

�
a(xi)

( k p) (k�)� g
2�
�
�
Aa� (xf ) +A

a
� (xi)

�
Ta

��
.

(2.99)

Nous voyons que nous pouvons intégrer sur � temps propre, de type grassmannien
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S (xf ; xi) = � i
2 exp

�

� @

@ ��
� Z

de

Z
d4p

(2�)4

Z
d'i� ('i � kxi)Z

d'f�
�
'f � kxf

�
exp

�
ip (xf :� xi) + ei

2

�
p2 �m2

��
exp

�
i

Z 'f

'i

h
�1
2kp

�
g2 1
2N

�
Aa�A

a
�

�
+ 2g

�
p�Aa� Ta

��i
d'

�
(�p� +m)

n
1� ig (k �)2 k p�

�
�
Aa� (xf )�Aa� (xi)

�
Ta

o
+

g
2kpp

�
�
Aa� (xf ) +A

a
� (xi)

�
Ta (k�) +

�
g2

2N

�
Aa�(xf)A

�
a(xi)

( k p) (k�)� g
2�
�
�
Aa� (xf ) +A

a
� (xi)

�
Ta ,

(2.100)

et e¤ectuer plus facilitement la dérivation qui reste, à l�aide de la formule suivante

exp

�

�

@

@ ��

�
F (�)

�=0�
= F

�
@

@ ��

�
exp (��


�)
�=0

: (2.101)

Nous obtenons après cette opération

S (xf ; xi) =
�i
2

Z
de

Z
d4p

(2�)4

(
(p̂+m)

n
1 + g k̂

2 k p

�
Âa (xf )� Âa (xi)

�
Ta

o
+ g

kp k̂ (pA (xf )T )�

g
�
Â (xf )T

�
� g2k̂ (A(xf)A(xi) )2N( k p)

)
exp

(
� ip (xf � xi)+

ie
2

�
p2 �m2

�
+ i g2

2pk
1
2N

Z kxf

kxi

�
Aa�A

�
a

�
d'� i

pkg

Z kxf

kxi

�
p�Aa�Ta

�
d'

)
(2.102)

où nous avons utilisé la relation âb̂+ b̂â = 2ab où â = 
�a�: Aprés quelques manipulations,

nous obtenons une forme plus symétrique

S (xf ; xi) =
�i
2

Z
d4p

(2�)4

Z
de
n
1 + g k̂

2 k p

�
Â (xf )T

�o
(p̂+m)

n
1� g k̂

2 k p

�
Â (xi)T

�o
exp

(
� ip (xf � xi) + ie

2

�
p2 �m2

�
+ i g2

2pk
1
2N

Z kxf

kxi

�
Aa�A

�
a

�
d'� i

pkg

Z kxf

kxi

�
p�Aa�Ta

�
d'

)
,

(2.103)

et après intégration sur le temps propre e , nous obtenons l�expression �nale de la fonction de

Green
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S (xf :xi) = �
Z

d4p

(2�)4

n
1 + g k̂

2 k p

�
Â (xf )T

�o
(p̂+m)
(p2�m2 )

n
1� g k̂

2 k p

�
Â (xi)T

�o
exp

(
� ip (xf � xi) + i g2

2pk
1
2N

Z kxf

kxi

�
Aa�A

�
a

�
d'� i

pkg

Z kxf

kxi

�
p�Aa�Ta

�
d'

)
.

(2.104)

Ce résultat est exactement le même que celui obtenu dans l�approche globale

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre , nous avons déterminé la fonction d�onde pour une particule de Dirac en

mouvement sous l�action d�un champs non- abelien suivant le formalisme d�Alexandrou et al,

en calculant la fonction de Green de deux manières di¤érentes :approches globale et locale .

L�obtention de la solution nous a été grandement facilitée grace à l�introduction de deux

contraintes, la première ' = kx relative à l�espace et la deuxième � = k sur les variables de

Grassmann , ce qui nous a permis d�e¤ectuer les intégrations sans aucun problème grâce aux

fonctions de Dirac qui sont apparues .

Les fonctions d�onde extraites de la décomposition spectrale sont identiques à celles obtenues

par résolution directe de l�équation de Dirac.
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Chapitre 3

Particule de Dirac dans des champs

externes : Solution par la méthode

des intégrales de chemins

3.1 Introduction

En utilisant la méthode des intégrales de chemins, nous proposons dans ce chapitre, de

montrer comment déterminer la solution pour une particule de spin 1/2 , électriquement neutre

et dont le mouvement dans des champs externes spéci�ques est régi par l�équation suivante

�

�@� + g "ijk 


i
jHK +m
�
	(x) = 0; (3.1)

où "ijk est le tenseur habituel de Levy-Civita et HK est une interaction fonction uniquement

de la variable x1de manière à ce que les solutions aient des formes assez simples et standard

(fonctions spéciales...)

Nous nous limitons dans les applications à deux formes de champ

-HK = �

-HK = �x1

en déterminant exactement les fonctions d�onde après calcul des propagateurs.

Le but de chapitre est de montrer comment :
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- réduire le mouvement de l�espace-temps à (3 + 1) dimensions en deux mouvements dans

deux espaces di¤érents de dimensions respectivement 2 et (1 + 1)

- calculer les 2 propagateurs relatifs à chaque espace selon l�approche supersymétrique de

Gitman .

Au lieu de résoudre cette equation, nous déterminons la fonction de Green S solution de

�

�@� + g "ijk 


i
jHK +m
�
S (xf ; xi) = �4 (xf � xi) ; (3.2)

et à partir de la décomposition spectrale de S; nous déduisons les fonctions d�onde a�n de

comparer nos résultats à ceux qui ont été obtenus par resolution directe de l�équation de Dirac

[6] :

Passons donc à la détermination de S.

Symboliquement, l�équation précédente s�écrit

�
�i
�p� + g "ijk 
i
jHK +m

�
S = I; (3.3)

c�est à dire que l�opérateur S est solution de

S =
1

[�i
�p̂� + g "ijk 
i
jHK +m]
: (3.4)

A�n de séparer le mouvement relatif à l�espace (3+1), multiplions à gauche par 
1
2 et à

droite pour le dénominateur

S = 
1
2
1

[Kx1x2 + Kx3x0 ]
; (3.5)

où

Kx1x2 = �i
2p1 + i
1p2 + 
1
2m� gHz (x1) ; (3.6)

et

Kx3x0 = �i
1
2
3p3 � i
1
2
0p0; (3.7)
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sont les 2 nouveaux hamiltoniens qui régissent les mouvements dans les deux plans respectifs

(x1; x2) et (x3; x0) :

Il est facile de voir que [Kx1x2 ;Kx3x0 ] = 0:

A�n de passer à la formulation intégrales de chemin, introduisons pour S d�abord la forme

exponentielle

S = �i
1
2
Z 1

0
ds exp [is (Kx1x2 + Kx3x0)] ;

et à l�aide d�une nouvelle variable s0 et de l�identité

Z 1

0
ds0�

�
s0 � s

�
= I;

et donc de sa forme en exponentielle

1

2�

Z 1

0
ds0
Z +1

�1
d� exp

�
i�
�
s0 � s

��
= I; (3.8)

S prend la forme suivante :

S = � i

1
2

2�

Z +1

�1
d�

Z 1

0
ds

Z 1

0
ds0 exp [is (Kx1x2 � �)] exp

�
is0 ( Kx3x0 + �)

�
; (3.9)

et par intégration sur les deux variables s et s0 nous avons �nalement

S =
i

2�

1
2

Z 1

�1
d� S1 S2; (3.10)

où

S1 =
1

Kx3x0 + �
; (3.11)

est le propagateur libre ,

et

S2 =
1

Kx1x2 � �
; (3.12)
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est le propagateur relatif à la particule de Dirac électriquement neutre soumise à l�interaction

H3 (x1).

Ainsi nous avons écrit S sous la forme d�un produit de deux propagateurs décrivant les

mouvements respectivement dans les plans (x3; x0) et (x1; x2).

Donnons maintenant la formulations intégrale de chemin pour S1 et S2:

3.2 Formulation intégrale de chemin et calcul de S1

Commençons par S1 qui veri�e :

S1 = �
1

�i�3p̂3 � i�0p̂0 + �
; (3.13)

où nous avons posé

�3 = 
1
2
3;

et

�0 = 
1
2
0;

en les considérant comme deux nouvelles matrices . Remarquons que
�
�3;�0

	
+
= 0

Introduisons la matrice �5 = �0�3anticommutant avec �3;�0 et telle que
�
�5
�2
= 1, on

obtient alors

S1 = ��5 1

(�i�3p̂3 � i�0p̂0 + �) �5
(3.14)

= ��̂5 1

�i�̂3p̂3 � i�̂0p̂0 + ��̂5
; (3.15)

où nous avons posé �̂i = �i�5 et �̂5 = �5 qui sont également des matrices de Dirac. Ainsi

le dénominateur de S1 est un opérateur intégralement de type fermionique.

Maintenant, nous sommes en position de donner la représentation intégrale de chemin pour

S1:
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A l�aide d�un temps e (bosonique) et d�un temps �(fermionique) anti commutant avec les

�, écrivons d�abord S1 sous la forme d�une exponentielle

S1 =
�1
2
�̂5
Z 1

0
de

Z
exp

�
i
e

2

��
�i�̂3p̂3 � i�̂0p̂0 + ��̂5

�2�
+i�

�
�i�̂3p̂3 � i�̂0p̂0 + ��̂5

��
d�;

=
�1
2
�̂5
Z 1

0
de

Z
exp(�iH)d�;

où

H = �e
2

�
�i�̂3p̂3 � i�̂0p̂0 + ��̂5

�2
+
�
�i�̂3p̂3 � i�̂0p̂0 + ��̂5

�
�; (3.16)

est l�hamiltonien régissant le mouvement dans le plan (x3; x0) et utilisons l�espace de con�-

guration pour calculer le propagateur

S1 (xf3; xf0; xi3; xi0) =
�1
2
�̂5
Z 1

0
de

Z
hxf3; xf0 jexp(�iH)jxi3; xi0id�: (3.17)

Passons à la représentation intégrale de chemin : il nous faut éliminer les opérateurs impul-

sion et position. Pour celà subdivisons l�intervalle spatio-temporel en N parties et introduisons

N � 1 relations de fermetures relatives aux positionsZ
d2xj jxjihxj j = 1;

et N relations de fermetures relatives aux impulsionsZ
d2pi jpiihpij = 1;

Alors, (3:17) devient

S1 (xf3; xf0; xi3; xi0) =
�1
2 �

5T
R1
0 de

R
d�

Z
Dx3Dx0

Z
Dp3Dp0 exp

�
i

Z �
p3 _x3 + p0 _x0+

e
2

�
�2 � (p3)2 + (p0)2

�
+
�
i�̂3p̂3 + i�̂

0p̂0 � ��̂5
�
�

�
d�

� :

(3.18)
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Les matrices �̂ ne commutant pas, nous avons introduit le T � produit .

Eliminons alors ce T � produit : pour cela nous utilisons deux étapes

- à l�aide de la formule utilisant des courants Grassmanniens

T exp fF (� (�))g = exp
n
F
�

�g
� �n

�o
T exp

�Z 1

0
�n�

nd�

�
�=0

;

qui permet le déplaçement vers la droite du T � produit , �
� �n

étant la dérivée fonctionnelle

(à gauche) par rapport au courant �n(Grassmannien)

-et à l�aide de l�identité

T exp
�Z 1

0
�n�̂

nd�

�
�=0

= exp
�
i�̂n @

@ �n

�
Z
 (1)+ (0)=�

D exp
�Z �

 n
_ 
n � 2i�n n

�
d� +  n (1) 

n (0)

� ; (3.19)

nous éliminons le T � produit, la mesure D étant dé�nie par

D = D 

�
D exp

�Z 1

0
 n
_ 
n
d�

���1
:

Ainsi donc notre fonction de Green(ou propagateur)) a la représentation intégrale suivante :

S1 (xf3; xf0;xi3; xi0) =
�1
2 �

5 exp
�
i�̂n @

@ �n

� R1
0 de

R
d�

Z
Dx3Dx0

Z
Dp3Dp0D exp

�
i

Z �
p3 _x3 + p0 _x0+

e
2

�
�2 � (p3)2 + (p0)2

�
+ 2i

�
�i 3p3 � i 0p0 +  5�

�
�� i n _ 

n
�
d� +  n (1) 

n (0)

� ;

(3.20)

avec n= 0,3, 5.

Passons au calcul de S1:

Avant d�e¤ectuer l�intégration sur les chemins x3(�) et x0(�), intégrons par partie

Z
d�p _x = pfxf � pixi �

Z
d�x _p; (3.21)

et comme

Z
Dx exp

�
�i
Z
x _p d�

�
= (2�)N�1�( _p);

alors (3:20) se ramène à
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S1 (xf3; xf0;xi3; xi0) =
�1
2 �

5 exp
�
i�̂n @

@ �n

� R1
0 de

R
d�

Z
dp3
2�

dp0
2�

Z
D exp

�
ip3 (xf3 � xi3) + ip0 (xf0 � xi0)+

ie
2

�
�2 � (p3)2 + (p0)2

�
+ i

�
2i

Z �
�i 3p3 � i 0p0 +  5�

�
�� i n _ 

n
�
d� +  n (1) 

n (0)

� :

(3.22)

L�étape suivante est l�élimination des variables de Grassmann.

E¤ectuons le changement  n ! !n dé�ni par

 n(�) =
1

2

Z 1

0
"(� � � 0)!n(� 0)d� 0 + �n

2
; (3.23)

a�n d�éliminer d�abord la condition  (1) +  (0) = �:

Alors S1prend la forme suivante :

S1 (xf3; xf0;xi3; xi0) = �1
2�

5 exp
�
i�̂n @

@ �n

� R1
0 de

R
d�

Z
dp3
2�

dp0
2� exp

�
ip3 (xf3 � xi3) + ip0 (xf0 � xi0)+

ie
2

�
�2 � (p3)2 + (p0)2

�
�
�
�i�3p3 � i�0p0 + �5�

�
�

�
R
D! exp

nR 1
0

�
�1
2!n"!

n + Jn!n
�
d�
o ;

(3.24)

où

J3 = �ip3�";

J0 = �ip0�";

J5 = ���!5;

sont 3 courants.

L�intégrale sur ! ayant la forme d�une gaussienne, nous pouvons procéder à l�intégration

sur les ! et le résultat est simplement :
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S1 (xf3; xf0; xi3; xi0) =
�1
2 �

5 exp
�
i�̂n @

@ �n

� R1
0 de

R
d�

Z
dp3
2�

dp0
2� exp

�
ip3 (xf3 � xi3) + ip0 (xf0 � xi0)+

ie
2

�
�2 � (p3)2 + (p0)2

�
�
�
�i�3p3 � i�0p0 + �5�

�
�

�
exp

nR 1
0

�
�1
2Jn"

�1J n
�
d�
o
:

:

(3.25)

Comme

Jn"�1J n = 0 , (3.26)

à cause du fait que �2 = 0;alors S1 se simpli�e

S1 (xf3; xf0;xi3; xi0) = �1
2�

5 exp
�
i�̂n @

@ �n

� R1
0 de

R
d�

Z
dp3
2�

dp0
2� exp

�
ip3 (xf3 � xi3) + ip0 (xf0 � xi0)+

ie
2

�
�2 � (p3)2 + (p0)2

�
�
�
�i�3p3 � i�0p0 + �5�

�
�

� :

(3.27)

Procédons maintenant à la dérivation en utilisant la formule suivante

exp(i�n
@l
@�n

)f(�) j�=0= f(
@l
@�
) exp(i�n�

n) j�=0; (3.28)

où � étant une variable de Grassmann impaire. Ainsi, avec cette identité et après un calcul

simple, les matrices �̂ sont réintroduites et la fonction de Green s�écrit comme suit

S1 (xf3; x;xi3; xi0) =
�1
2 �

5
R1
0 de

R
d�

Z
dp3
2�

dp0
2� exp

�
ip3 (xf3 � xi3) + ip0 (xf0 � xi0)+

ie
2

�
�2 � (p3)2 + (p0)2

�
+ i�

�
�i�̂3p3 � i�̂0p0 + �̂5�

��
.

(3.29)

;

Nous pouvons encore simpli�er l�expression de S1en intégrant sur le temps propre Grass-

mannien �
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S1 (xf3; xf0;xi3; xi0) =
�i
2 �

5
R1
0 de

Z
dp3
2�

dp0
2�

�
�i�̂3p3 � i�̂0p0 + �̂5�

�
exp

�
ip3 (xf3 � xi3) + ip0 (xf0 � xi0) + ie

2

�
�2 � (p3)2 + (p0)2

�� ; (3.30)

et aprés avoir introduit les anciennes matrices � et intégré sur la variable e , nous obtenons

�nalement l�expression du propagateur

S1 (xf3; xf0;xi3; xi0) =

Z
dp3
2�

dp0
2�
(i�3p3+i�0p0+�)
(�2�(p3)2+(p0)2)

exp

�
� ip3 (xf3 � xi3)� ip0 (xf0 � xi0)

� ; (3.31)

Passons au calcule de S2:

3.3 Formulation intégrale de chemin et calcul de S2

E¤ectuons le changement sur les 3 matrices
�

1; 
2; 
1
2

�
!
�
�1;�2;�0

�
en posant

�2 = 
2;

�1 = 
1;

�0 = 
1
2:

Les 3 matrices
�
�1;�2;�0

�
véri�ent les relations d�anticommutation habituelles.

Ainsi la fonction de Green a maintenant pour expression

S2 = �
1

�i�2p̂1 + i�1p̂2 + �0m� (�+ gH3 (x1))
; (3.32)

et avec la matrice �5, nous avons encore

S2 = ��̂5 1h
�i�2p̂1 + i�1p̂2 + �̂0m� �̂5 (�+ gH3 (x1))

i (3.33)

=
�1
2
�̂5
Z 1

0
de

Z
hxf2; xf1 jexp(�iH)jxi2; xi1id�: (3.34)

En suivant la même démarche que celle utilisée pour S1, nous pouvons facilement montrer

que S2a la forme intégrale de chemin suivante
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S2 (xf2; xf1;xi2; xi1) =
�i
2 �̂

5 exp
�
i�̂n @

@ �n

� R1
0 de

R
d�

Z
Dx1Dx2

Z
Dp1Dp2D exp

�
i

Z �
p1 _x

1 + p2 _x
2+

e
2

h
� (p1)2 � (p2)2 �m2 + (�+ gH3 (x1))

2 + 4 2 5@1 (�+ gH3 (x1))
i
+

2i
�
i 2p1 � i 1p2 +  0m�  5 (�+ gHz (x1))

�
�� i _ 

�
d� +  (1) (0)

� :

(3.35)

Comme l�interaction dépend uniquement de x1; nous pouvons intégrer sur les variables x2;

et S2 se simpli�e et se réduit à

S2 (xf2; xf1;xi2; xi1) =
�i
2 �̂

5 exp
�
i�̂n @

@ �n

� R1
0 de

R
d�

Z
dp2
2�

Z
Dx1

Z
Dp1D exp

�
ip2 (xf2 � xi2)+

i

Z �
p1 _x

1 + e
2

h
� (p1)2 � (p2)2 �m2 + (�+ gH3 (x1))

2 + 4 2 5@1 (�+ gH3 (x1))
i
+

2i
�
i 2p1 � i 1p2 +  0m�  5 (�+ gHz (x1))

�
�� i _ 

�
d� +  (1) (0)

� :

(3.36)

Avec les expressions de S1 et de S2 nous obtenons formellement le propagateur S qui dépend

uniquement des chemins x1 (�) ,  0 , 2et  5

Pour illustrer la méthode de séparation exposée dans ce chapitre , choisissons deux types

d�interaction a�n de calculer explicitement S2:

3.4 Applications

3.4.1 -Cas 1 : H3 (x1) = �

Pour ce cas simple, suivons la même démarche que celle utilisée pour le cas libre S1nous

avons d�abord

S2 (xf2; xf1;xi2; xi1) =
�i
2 �̂

5 exp
�
i�̂n @

@ �n

� R1
0 de

R
d�

Z
dp2
2�

Z
Dx1

Z
Dp1D exp

�
ip2 (xf2 � xi2)+

i

Z �
p1 _x

1 + e
2

h
� (p1)2 � (p2)2 �m2 + (�+ g�)2

i
+

2i
�
i 2p1 � i 1p2 +  0m�  5 (�+ g�)

�
�� i _ 

�
d� +  (1) (0)

� ;

(3.37)
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et après intégration, nous obtenons encore le propagateur libre

Ŝc2 (xf2; xf1; xi2; xi1) = �
Z

dp2
2�

dp1
2�
[i
2p1�i
1p2+
1
2m � (�+g�)]
[�(p1)2�(p2)2�m2+(�+g�)2]

exp

�
� ip2 (xf2 � xi2)� ip1 (xf1 � xi1)

� : (3.38)

3.4.2 -Cas 2 : H3 (x1) = �x1 :

Pour ce cas relativement compliqué, la fonction de Green a pour expression

S2 (xf2; xf1;xi2; xi1) =
�i
2 �̂

5 exp
�
i�̂n @

@ �n

� R1
0 de

R
d�

Z
dk2
2�

Z
Dx1

Z
Dp1D exp

�
ip2 (xf2 � xi2)+

i

Z �
p1 _x

1 + e
2

h
� (p1)2 � (p2)2 �m2 + (�+ g�x1)

2 + 4 2 5@1 (�+ g�x1)
i
+

2i
�
i 2p1 � i 1p2 +  0m�  5 (�+ g�x1)

�
�� i _ 

�
d� +  (1) (0)

� ;

(3.39)

et qui ,en intégrant sur les variables p1 , peut être simpli�ée

Ŝc2 (xf2; xf1; xi2; xi1) =
�i
2 �̂

5 exp
�
i�̂n @

@ �n

� R1
0 de

R
d�

Z
dp2
2�

Z
Dx1D� D 1D 0

exp

�
ip2 (xf2 � xi2)� e

2

�
(p2)

2 +m2
�
+ i

Z � h
( _x1)

2

2e + e
2 (�+ g�x1)

2 + ie� �2� @1 (�+ g�x1)
i
+

2i
h
i ( _x1)e w� � i 1p2 +  0m� �w � (�+ g�x1)

i
�� i� 

:

� � i 0 _ 
0 � i 1 _ 

1
�
d�+

� (1)
:

� (0) +  0 (1) 
0 (0) +  1 (1) 

1 (0)

�
;

(3.40)

où

�2 =

0@ 0 �i

i 0

1A ;

� =

�
 5

 2

�
�

�w =
�
1 0

�
�
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w =
�
0 1

�
;

ont été introduits pour avoir une forme plus compacte .

E¤ectuons le changement de variable suivant
�
 ; � 

�
!
�
�; ��
�
; dé�ni par

� = �� +
1

2
�� +

�
v (�)� v (1) + v (0)

2

�
�;

 =

�
� +

1

2
�

�
;

où v (�) est une variable auxiliaire qui sera �xée par la suite . Ce changement a été déjà utilisé

dans l�article de Boudiaf [7].

Posons maintenant (�+ g�x1) = g�x; nous obtenons l�expression suivante de la fonction de

Green

S2 (xf2; xf1;xi2; xi1) =
�i
2 �̂

5 exp
�
i�̂n @

@ �n

�Z
de

Z
d�

Z
dp2
2� Dx1

Z
D��D�2D�0 exp

�
ip2 (xf2 � xi2)

� ie
2

�
(p2)

2 +m2
�
�
�
i�1p2 + �

0m
�
�+ i

Z �
( _x1)

2

2e + e
2 (g�x)

2 + ieg
4 �
���2�� +

ieg
2 �
���2�� +

ieg
4 �
���2���

2ieg�
�
�� + 1

2
��
�
�2

�
v (�)� v(1)+v(0)

2

�
�+ i�� (v (1)� v (0))�+ 2i

h
( _x1)
e w � �w i g�x

i �
�� + 1

2
��
�
�+

2i
�
�i�1p2 + �0m

�
�� i2 _v

�
�� + 1

2
��
�
�� i��

:
�
�� � i�0 _�

0 � i�1 _�
1
�
d�

�
;

(3.41)

et à ce niveau, �xons la variable auxiliare v (�) en imposant

�
�� +

1

2
��

��
2 _v � 2eg��2

�
v (�)� v (1) + v (0)

2

�
+ 2i

�
_x

e
w � �w 2i g�x

��
� = 0: (3.42)

Cette équation di¤érentielle peut être résolue et la solution est simplement
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v (�) = exp [e g��2]

8<:v (0) +
�Z
0

d� 0 exp
�
�e g��2� 0

� �
i
_x

e
w + �wg�x� e�2g�

(v (1) + v (0))

2

�9=; ;

(3.43)

tout en remarquant au passage que :

v (1)� v (0) =
exp

h
� e g��2

2

i
cosh

h
e g��2
2

i 1Z
0

d� 0 exp
�
�e g��2� 0

� �
i
_x

e
w + �wg�x

�
: (3.44)

La fonction de Green prend �nalement la forme suivante

S2 (xf2; xf1;xi2; xi1) =
�i
2 �̂

5 exp
�
i�̂n @

@ �n

�Z
de

Z
d�

Z
dp2
2� Dx1

Z
D��D�2D�0 exp

�
ik2 (xf2 � xi2)

� ie
2

�
(p2)

2 +m2
�
�
�
i�1k2 + �

0m
�
�+ ieg

4 �
���2�� + i

Z �n
( _x)2

2e +
e
2 (g�x)

2 + f (�)x
o
�

i��

:
�
�� � i�0�0 � i�1�1 + ieg

2 �
���2�� +

ieg
4 �
���2�� � 2i

�
�i�1p2 + �0m

�
�

�
d�

� ;

(3.45)

où

f (�) = ��� g�
exp

h
� e g��2

2

i
cosh

h
e g��2

2

i exp [�e g��2�� ]w�+ i��g� exp
h
� e g��2

2

i
cosh

h
e g��2

2

i exp [�e g��2�� ] �w�:
L�intégrale sur les chemins x (�) a une forme bien connue : c�est celle relative à l�oscillateur

harmonique forcé et le résultat est le suivant

Z
Dx exp

�
i

Z n
( _x)2

2e +
e
2 (g�x)

2 + f (�)x
o
d�

�
=�

g�
2i� sinh(eg�)

� 1
2
exp

�
ig�

2 sinh(eg�)

h�
x2f + x

2
i

�
cosh (eg�)� 2xfxi

i
+

ixf
sinh(eg�)

Z
d�f (�) sinh (eg��)+

ixi
sinh(eg�)

Z
d�f (�) sinh ((eg�) (1� �))

:

(3.46)

La fonction de Green devient donc
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S2 (xf2; xf1; xi2; xi1) =
�i
2 �̂

5 exp
�
i�̂n @

@ �n

�Z
de

Z
d�

Z
dp2
2� K (xf ; xi) exp

�
ip2 (xf2 � xi2)

� ie
2

�
(p2)

2 +m2
�
�
�
i�1p2 + �

0m
�
�+ ieg

4 �
���2�� � g� xf

2 sinh(eg�)

h
tanh

�
eg�
2

�
�5 + i�2

i
��

�g� xi
2 sinh(eg�)

h
tanh

�
eg�
2

�
�5 � i�2

i
�

�
I
�
��
� ;

(3.47)

posons

K (xf ; xi) =
�

g�
2i� sinh(eg�)

� 1
2
exp

�
ig�

2 sinh(eg�)

h�
x2f + x

2
i

�
cosh (eg�)� 2xfxi

i�
;

et

I
�
��
�
=

Z
D��D�2D�0 exp

�Z �
��

:
�
�� + �0

_�
0
+ �1

_�
1 � 2

�
�i�1k2 + �0m

�
�� eg

2 �
���2�� � eg

4 �
���2��

�
d�

�
:

En intégrant sur ��; �2; �0 il est facile de montrer que

I
�
��
�
= cosh

� eg
2 �
�
exp

��
1
2 tanh

�
eg�
2

�
���2��

�
+ eg

2 �
���2��

�
d�

�
:

Un calcul direct, assez long montre que

S2 (xf2; xf1;xi2; xi1) =
�i
2 �̂

5 exp
�
i�̂n @

@ �n

�
)

Z
de

Z
d�

Z
dp2
2� cosh

� eg
2 �
�
K (xf ; xi) exp

�
ip2 (xf2 � xi2)

� ie
2

�
(p2)

2 +m2
��

exp (�nQnm�
m +�n�

n�)
;

(3.48)

où

Qnm = �fnm tanh
�
eg�

2

�
;

�n = �
�
iw1p2 + w

0m
�
��g� xf

2 sinh (eg�)

�
tanh

�
eg�

2

�
w5 + iw2

�
�g� xi

2 sinh (eg�)

�
tanh

�
eg�

2

�
w5 � iw2

�
;

et

w0 =
�
1 0 0 0

�
;
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w1 =
�
0 1 0 0

�
;

w2 =
�
0 0 1 0

�
;

w5 =
�
0 0 0 1

�
:

Aprés avoir intégré sur la variable � et utilisé l�identité suivante

exp(i�̂n
@l
@�n

)F (�)
�=0�

= F

�
@

@ �n

�
exp

�
i�n�̂

n
�
�=0

; (3.49)

et aprés quelques manipulations, nous obtenons le résultat suivant

S2 (xf2; xf1;xi2; xi1) =
�i
2

Z
de

Z
dp2
2� cosh

� eg
2 �
�
K (xf ; xi) � (e)

exp

�
ip2 (xf2 � xi2)� ie

2

�
(p2)

2 +m2
�� ; (3.50)

où

� (e) = �̂5
�
�i�1p2 + �0m� xf g� +

@

@xf
�2
��
1� tanh

�
eg�

2

�
�2
�
; (3.51)

est le facteur de spin.

En utilisant la formule suivante qui permet de séparer les variables

�
g�

2i� sinh(eg�)

� 1
2
exp

�
ig�

2 sinh(eg�)

h�
x2f + x

2
i

�
cosh (eg�)� 2xfxi

i�
=

(g�)
4�

1
2
�

�
1��2

� 1
2
exp

n
1
4
1��2
1+�2

�
�2 + �2

�
+ i �

1+�2
��
o
=

(g�)
4�

1
2 exp

�
�5�i

4

� Z
d�

exp(eg�(�+ 1
2))

sin(���) exp
�
�i�2 (� + 1)

�
��

D�

�p
ig�xf

�
D���1

�
i
p
ig�xi

�
+D�

�
�
p
ig�xi

�
D���1

�
�i
p
ig�xf

��
; (3.52)

où D� sont les fonctions de Weber, ainsi que l�égalité :

[D� (�)D���1 (�) +D� (��)D���1 (�i�)] = �(�)p
2�

�
exp

�
�i�2 (� + 1)

�
D� (�) + exp

�
i�2 (� + 1)

�
D� (��)

�
�

[exp (i� (� + 1))D� (�) +D� (��)] . 8 �; �; �
;

(3.53)
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et les vecteus propres de �2

q11 =

0BBBBBB@
1

0

0

0

1CCCCCCA ; q�11 =

0BBBBBB@
0

1

0

0

1CCCCCCA ;

q1�1 =

0BBBBBB@
0

0

1

0

1CCCCCCA , q�1�1 =

0BBBBBB@
0

0

0

1

1CCCCCCA ;

nous obtenons la décomposition spectrale suivante

Sc2 (xf2; xf ; xi2; xi) = �
X

��s=�1

Z
dp2
2�

h
i�1p2 + �

0m� xf g� + @
@xf
�2
i

exp

�
� ip2 (xf2 � xi2)

�
1
4� exp

�
�5�i

4

� exp[� 1
2
�($�is)]

(g�)
1
2 (1+exp��($�is))

�h
D s�1

2
+ i$

2

�p
ig�xf

�
+ exp

�
i12� (s+ i$ + 1)

�
D s�1

2
+ i$

2

�
�
p
ig�xi

�i
�h

D s�1
2
+ i$

2

�p
ig�xi

�
+ exp

�
�i12� (s+ i$ + 1)

�
D s�1

2
+ i$

2

�
�
p
ig�xf

�i
q�s�q

�
s

; (3.54)

Ce qui nous permet d�extraire les fonctions d�onde

	�s (x2; x) = �
�
i
1p2 + 


1
2m� x g� + @
@x


2
�
�

exp

�
� ip2x2

��
1
4� exp

�
�5�i

4

� exp[� 1
2
�($�is)]

(g�)
1
2 (1+exp��($�is))

� 1
2

�h
D s�1

2
+ i$

2

�p
ig�x

�
+ exp

�
i12� (s+ i$ + 1)

�
D s�1

2
+ i$

2

�
�
p
ig�x

�i
q�s

: (3.55)

3.5 Conclusion

Pour conclure ce chapitre , nous avons d�abord montré pour des interactions bien spéci�ques

comment séparer les dynamiques en traitant de manière indépendante les propagateurs corres-

pondants. La formulation intégrale de chemin a été ensuite donnée et après intégration sur les

variables nous avons montré comment obtenir les propagateurs pour deux formes de champ.
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Par comparaison ,les fonctions d�onde extraites nous ont permis de conclure que nos calculs

sont corrects.
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Chapitre 4

Équation de Pauli et intégrales de

chemins

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se propose de donner la formulation intégrale de chemins pour l�équation

de Pauli. Pour cela nous suivons la méthode dûe à Levy-leblond [8]qui a permis de linéariser

l�équation de Schrodinger et qui consiste à faire jouer à @
@t ,

@
@x ;

@
@y et

@
@z le même rôle. La

méthode de linéarisation est donc la même que celle utilisée par Dirac pour obtenir son équation

en partant de l�équation de Klein-Gordon et il est connu maintenant que l�équation de Dirac

est actuellement l�une des équations fondamentales de la physique.

En linéarisant l�équation de Schrodinger pour une particule libre et en appliquant les régles

de Dirac qui consistent à changer
�
E ! E � eV ; ~p! ~p� e ~A

�
; Levy-Leblond a pu déduire

l�équation bien connue de Pauli et qui est la suivante

�
i
@

@t
� eV � 1

2m

�
~p� e ~A

�2
+

ie

2m
~�
�
~p ^ ~A

��
	(~r; t) = 0:

Nous proposons dans ce chapitre en linéarisant cette équation, de montrer comment la

formuler au moyen des intégrales de chemin . La procédure que nous utilisons est la suivante :

nous déterminons d�abord la fonction de Green relative à l�équation en question que nous

factorisons. Nous exprimons ensuite la fonction de Green en une somme d�un produit de deux
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fonctions de Green. La technique intégrale de chemin de Gitman utilisée pour l�equation de

Dirac est appliquée a�n d�avoir des expressions sans opérateur.

Nous considérons le cas de la particule libre pour tester nos calculs.

Partons donc de l�équation que doit véri�er la fonction de Green S

�
i
@

@t
� eV � 1

2m

�
~p� e ~A

�2
+

ie

2m
~�
�
~p ^ ~A

��
S (~rf ; tf ; ~ri; ti) = �3 (~rf � ~ri) � (tf � ti) . (4.1)

Symboliquement, l�équation précédente se reécrit

�
E � eV � 1

2m

�
~p� e ~A

�2
+

ie

2m
~�
�
~p ^ ~A

��
S = 1 , (4.2)

ce qui nous permet de tirer

S =
1�

E � eV � 1
2m

�
~p� e ~A

�2
+ ie

2m~�
�
~p ^ ~A

�� . (4.3)

Cette expression peut être réarrangée, grâce aux propriétés des matrices de Pauli, de la

façon suivante

S =
2m�

2m (E � eV )�
h
~� .
�
~p� e ~A

�i2� . (4.4)

Ecrivons maintenant S sous la forme factorisée

S = 2m
1h

a0 (E � eV ) +~b0
�
~p� e ~A

�
+ c0

i 1h
a (E � eV ) +~b

�
~p� e ~A

�
+ c
i : (4.5)

Il est évident que les deux dernières expressions doivent être les mêmes ,ce qui nous donne

par comparaison les relations suivantes

a0a = 0 , (a0c+ c0a) = 1 , (a0b+ b0a) = 0,

c0c = 0 , (c0bi + b0ic) = 0 ,�
b0jbi + b

0
ibj

�
= �2�ji (i = j = 1; 2; 3) :

(4.6)
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mais avec la condition supplémentaire
h
E � eV; ~p� e ~A

i
=0 . Ce qui implique que nous

devons �xer V = 0 (ou Cte) et ~A = ~A (x; y; z)

Choisissons V = 0 et ~A = ~A (x; y; z) et comme ~B = ~r� ~A , nous nous limitons ainsi à une

particule soumise à un champ magnétique statique. Posons

b4 = i
�
a+ 1

2mc
�
, b04 = i

�
a0 + 1

2mc
0� ,

b5 =
�
a� 1

2mc
�
, b05 =

�
a0 � 1

2mc
0� , (4.7)

alors il est facile d�obtenir la relation suivante

�
b0�b� + b

0
�b�
�
= �2��� , (� = � = 1; 2; 3; 4; 5) . (4.8)

qui rappelle celle qui est véri�ée par les matrices �i de Dirac

�i�j + �j�i = 2�ij ; (i; j = 1; 2; 3) . (4.9)

Il est facile de voir que si l�on pose

bi =M�i ,b0i = ��iM�1; (i = 1; 2; 3) ,

b4 =M� ,b04 = ��M�1;

b5 = �iM ,b05 = �iM�1 .

(4.10)

la relation entre les b et b0 est satisfaite et queM est une matrice inversible
�
MM�1 =M�1M = 1

�
.

Remplaçons a, b; c et a0, b0,c0 dans l�expression de S, alors

S = 2m
1h

i(��1)
2 E � �i (pi � eAi) +mi (� + 1)

i 1h
� i(�+1)

2 E + �i (pi � eAi)�mi (� � 1)
i ,
(4.11)

et passons à l�espace de con�guration pour obtenir la fonction de Green
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S(~rf ; tf ; ~ri; ti) = 2mh~rf ; tf j 1h
i(��1)

2
E��i(pi�eAi)+mi(�+1)

i�
1h

� i(�+1)
2

E+�i(pi�eAi)�mi(��1)
i j ~ri; tii .

Insérons la relation de fermeture
R
j ~ra; taih~ra; ta j d~radta = 1; nous obtenons

S(~rf ; tf ; ~ri; ti) = 2m

Z
d~radtaS1(~rf ; tf ; ~ra; ta)S2(~ra; ta; ~ri; ti) , (4.12)

où

S1(~rf ; tf ; ~ra; ta) = h~ra; ta j
1h

i(��1)
2 E � �i (pi � eAi) +mi (� + 1)

i j ~ri; tii (4.13)

et

S2(~ra; ta; ~ri; ti) = h~ra; ta j
1h

� i(�+1)
2 E + �i (pi � eAi)�mi (� � 1)

i j ~ri; tii (4.14)

Ainsi nous avons montré que le propagateur relatif à l�équation de Pauli est une somme

d�un produit de deux propagateurs relatifs à deux noyaux linéaires en E et ~p:

4.2 Formulation intégrale de chemin de S1 et S2

E¤ectuons le changement sur les 4 matrices (�; �1; �2; �3)!
�

0; 
;1 
1; 
3

�
en posant


0 = �;


1 = ��1;


2 = ��2;


3 = ��3:

Les 4 matrices
�

0; 
1; 
2; 
3

�
véri�ent les relations d�anticommutation habituelles, multi-

plions à gauche par 
0 et à droite pour le dénominateur, on obtient
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S1(~rf ; tf ; ~ra; ta) = 
0h~ra; ta j
1h

i(1�
0)
2 E + 
i (pi � eAi) +mi (1 + 
0)

i j ~ri; tii (4.15)

et

S2(~ra; ta; ~ri; ti) = 
0h~ra; ta j
1h

� i(1+
0)
2 E � 
i (pi � eAi)�mi (1� 
0)

i j ~ri; tii: (4.16)

Pour homogénéiser les deux noyaux, utilisons la matrice 
5 = 
0 
1 
2 
3 et changeons


 ! 
̂ telle que
�

0 ; 
1 ; 
2 ; 
3 ; 
5

�
!
�

0 
5; 
1 
5; 
2 
5; 
3 
5; 
5

�
=
�

̂0 ; 
̂1 ; 
̂2 ; 
̂3 ; 
̂5

�
:

A l�aide de deux temps propres � et �(bosonique et fermionique) les deux propagateurs se

mettent d�abord sous la forme en exponentielle

S1(~rf ; tf ; ~ra; ta) = �
̂0
R1
0 d�

R
exp

�
i�2

�
i(
̂5�
̂0 )

2 E + 
̂i (pi � eAi) +mi
�

̂5 + 
̂0

��2
+ i
2�

�
i(
̂5�
̂0 )

2 E + 
̂i (pi � eAi) +mi
�

̂5 + 
̂0

���
d� ,

(4.17)

et

S2(~ra; ta; ~ri; ti) = �
̂0
R1
0 d�

R
exp

�
i�2

�
�i(
̂5 +
̂0)

2 E � 
̂i (pi � eAi)�mi
�

̂5 � 
̂0

��2
+ i
2�

�
�i(
̂5 +
̂0)

2 E � 
̂i (pi � eAi)�mi
�

̂5 � 
̂0

���
d�

(4.18)

et suivant la même démarche que celle utilisée dans les chapitres précédents , les formes

intégrales de chemin pour les deux propagateurs sont alors aisémement obtenues
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S1(~rf ; tf ; ~ra; ta) = 
̂0 exp
�
i
̂ @

@�

� R1
0 d�

Z
d�
R
D3r

Z
D3pDEDtD exp

�
i

Z �
� ~p

�
~r � E _t+

�
2

�
2mE � ~p2 � e2 ~A2 + 2e~p ~A� 4ie

�
@Aj
@xi

�
 i j

�
� i
�
i( 5� 0 )

2 E +  i (pi � eAi) +mi
�
 5 +  0

��
�+

i _ 

#
d� +  (1) (0)

)
(4.19)

et

S2(~ra; ta; ~ri; ti) = �
̂0 exp
�
i
̂ @

@�

� R1
0 d�

Z
d�
R
D3r

Z
D3pDEDtD exp

�
i

Z �
� ~p

�
~r � E _t+

�
2

�
2mE � ~p2 � e2 ~A2 + 2e~p ~A� 4ie

�
@Aj
@xi

�
 i j

�
+ i

�
i( 5 + 0)

2 E +  i (pi � eAi) +mi
�
 5 �  0

��
�+

i _ 

#
d� +  (0) (1)

)
.

(4.20)

Pour illuster la méthode , considérons le cas simple de la particule libre. Le cas libre constitue

en quelque sorte un test

4.3 Cas libre

posons dans les deux expressions Ai = 0: Nous obtenons alors pour S1

S1(~rf ; tf ; ~ra; ta) = �
̂0 exp
�
i
̂ @

@�

� R1
0 d�

Z
d�
R
D3r

Z
D3pDEDtD exp

�
i

Z �
� ~p

�
~r � E _t+

�
2

�
2mE � ~p2

�
� i
�
i( 5� 0 )

2 E +  ipi +mi
�
 5 +  0

��
�+ i _ 

#
d� +  (1) (0)

)
(4.21)

et pour S2
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S2(~ra; ta; ~ri; ti) = �
̂0 exp
�
i
̂ @

@�

� R1
0 d�

Z
d�
R
D3r

Z
D3pDEDtD exp

�
i

Z �
� ~p

�
~r � E _t+

�
2

�
2mE � ~p2

�
� i
�
�i( 5 + 0)

2 E �  ipi �mi
�
 5 �  0

��
�+ i _ 

#
d� +  (1) (0)

)
.

(4.22)

Procédons aux intégrations sur les chemins ~r et t : il apparait évidemment des fonctions

de Dirac �(
�
~p) et �(

�
E);ce qui implique que l�énergie et l�impulsion sont conservées au cours du

mouvement et le resultat se réduit à :

S1(~rf ; tf ; ~ra; ta) = �
̂0 exp
�
i
̂ @

@�

� R1
0 d�

Z
d�
R d3p

(2�)3
dE
2�D exp

�
� i~p (~ra � ~ri)� iE (ta � ti)+

i�
2

�
2mE � ~p2

�
+

Z � �
i( 5� 0 )

2 E +  ipi +mi
�
 5 +  0

��
�+ i _ 

#
d� +  (1) (0)

)
;

(4.23)

et

S2(~ra; ta; ~ri; ti)) = �
̂0 exp
�
i
̂ @

@�

� R1
0 d�

Z
d�

Z
d3p

(2�)3
dE
2�D exp

�
� i~p (~ra � ~ri)� iE (ta � ti)+

i�2
�
2mE � ~p2

�
+

Z � �
�i( 5 + 0)

2 E �  ipi �mi
�
 5 �  0

��
�+ i _ 

#
d� +  (1) (0)

)
.

(4.24)

Intégrons maintenant sur les variables de Grassman, en rappelant qu�elles doivent satisfaire

à la condition  (1) + (0) = �: Notons que cette condition peut être modi�ée si l�on change  

! �; à l�aide de la relation

 =
1

2
(� + �) , (4.25)

a�n d�avoir

� (1) + � (0) = 0;

qui est une condition d�antipériodicité . Ainsi nous avons
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S1(~rf ; tf ; ~ra; ta) = �
̂0 exp
�
i
̂ @

@�

� R1
0 d�

Z
d�
R d3p

(2�)3
dE
2� exp

�
� i~p (~ra � ~ri)� iE (ta � ti)+

i�
2

�
2mE � ~p2

�
+ 1

2

�
i(�5��0 )

2 E + �ipi +mi
�
�5 + �0

��
�

)
Z
D� exp

�Z �
�0
_�0 � �i _�i � �5 _�5 + 1

2

�
i(�5��0 )

2 E + �ipi +mi
�
�5 + �0

��
�

�
d�

�
;

(4.26)

et

S2(~ra; ta; ~ri; ti)) = �
̂0 exp
�
i
̂ @

@�

� R1
0 d�

Z
d�

Z
d3p

(2�)3
dE
2� exp

�
� i~p (~ra � ~ri)�

iE (ta � ti) + i
�
2

�
2mE � ~p2

�
+ 1

2

�
�i(�5 +�0)

2 E � �ipi �mi
�
�5 � �0

��
�

)
�Z

D� exp
�Z �

�0
_�0 � �i _�i � �5 _�5 + 1

2

�
�i(�5 +�0)

2 E � �ipi �mi
�
�5 � �0

��
�

�
d�

�
.

(4.27)

Les intégrales sur les variables de Grassmann sont simplement égales à

Z
D� exp

"Z  
�0
_�0 � �i _�i � �5 _�5 +

1

2

"
i
�
�5 � �0

�
2

E + �ipi +mi
�
�5 + �0

�#
�

!
d�

#
= 1 ,

(4.28)

et

Z
D� exp

"Z  
�0
_�0 � �i _�i � �5 _�5 +

1

2

"
�i
�
�5 + �0

�
2

E � �ipi �mi
�
�5 � �0

�#
�

!
d�

#
= 1 ,

(4.29)

à cause du fait que �2 = 0, et en rappelant que notre particule est non relativiste et qu�il

n�y pas de champ magnétique pour que le spin intéragisse, il vient :

S1(~rf ; tf ; ~ra; ta) = �
̂0 exp
�
i
̂ @

@�

� R1
0 d�

Z
d�
R d3p

(2�)3
dE
2� exp

�
� i~p (~ra � ~ri)�

iE (ta � ti) +
i�
2

�
2mE � ~p2

�
+ 1

2

�
i(�5��0 )

2 E + �ipi +mi
�
�5 + �0

��
�

)
;

(4.30)
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et

S2(~ra; ta; ~ri; ti)) = �
̂0 exp
�
i
̂ @

@�

� R1
0 d�

Z
d�

Z
d3p

(2�)3
dE
2� exp

�
� i~p (~ra � ~ri)�

iE (ta � ti) + i
�
2

�
2mE � ~p2

�
+ 1

2

�
�i(�5 +�0)

2 E � �ipi �mi
�
�5 � �0

��
�

)
.

(4.31)

Intégrons sur � le temps propre Grassmannien, il vient

S1(~rf ; tf ; ~ra; ta) = �1
2 
̂
0 exp

�
i
̂ @

@�

� R1
0 d�

R d3p

(2�)3
dE
2�

�
i(�5��0 )

2 E + �ipi +mi
�
�5 + �0

��
exp

�
� i~p (~ra � ~ri)� iE (ta � ti) +

i�
2

�
2mE � ~p2

�)
,

(4.32)

et

S2(~ra; ta; ~ri; ti) = �1
2 
̂
0 exp

�
i
̂ @

@�

� R1
0 d�

Z
d�

Z
d3p

(2�)3
dE
2�

�
�i(�5 +�0)

2 E � �ipi �mi
�
�5 � �0

��
exp

�
� i~p (~ra � ~ri)� iE (ta � ti) + i

�
2

�
2mE � ~p2

�)
.

(4.33)

La formule suivante

exp

�
i


@

@ �

�
F (�)

�=0
= F

�
@

@ �

�
exp (i�
)

�=0
, (4.34)

permet de faciliter les calculs . Il vient alors

S2(~ra; ta; ~ri; ti) = � i
2 
̂
0 exp

�
i
̂ @

@�

� R1
0 d�

Z
d3p

(2�)3
dE
2�

�
�i(
̂5 +
̂0)

2 E � 
̂ipi �mi
�

̂5 � 
̂0

��
exp

�
� i~p (~ra � ~ri)� iE (ta � ti) + i

�
2

�
2mE � ~p2

�)
.

(4.35)
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et

S1(~rf ; tf ; ~ra; ta) = � i
2 
̂
0
R1
0 d�

R d3p

(2�)3
dE
2�

�
i(
̂5�
̂0 )

2 E + 
̂ipi +mi
�

̂5 + 
̂0

��
exp

�
� i~p (~ra � ~ri)� iE (ta � ti) +

i�
2

�
2mE � ~p2

�)
,

(4.36)

L�intégration sur le temps propre � permet de réduire encore les deux formes précédentes à

S2(~ra; ta; ~ri; ti) =
R d3p

(2�)3
dE
2�

h
i(��1)

2
E � �ipi + im (�+1)

i
(2mE�~p2)

exp

�
� i~p (~ra � ~ri)� iE (ta � ti)

)
,

(4.37)

et

S1(~rf ; tf ; ~ra; ta) =
R d3p

(2�)3
dE
2�

h
� i(�+1)

2
E + �ipi � im(��1)

i
(2mE�~p2)

exp

�
� i~p (~ra � ~ri)� iE (ta � ti)

)
.

(4.38)

D�où �nalement l�expression du propagateur

S(~rf ; tf ; ~ri; ti) = 2m

Z
d3p

(2�)3
dE
2�

1
[2mE �~p2]

exp

�
� i~p (~rf � ~ri)� iE (tf � ti)

�
,

(4.39)

en constatant que les matrices 
 ont disparu comme il se doit : notre particule est sans spin

.

Comme il y a un seul pôle E = ~p2

2m , aprés intégration d�abord sur E à l�aide des résidus

nous avons

S(~rf ; tf ; ~ri; ti) =

Z
d3p

(2�)3
exp

�
� i~p (~rf � ~ri)� i

~p2

2m
(tf � ti)

�
(4.40)

et aprés intégration sur ~p, nous obtenons le propagateur connu

S(~rf ; tf ; ~ri; ti) =

�
m

2�i (tf � ti)

� 3
2

exp

"
im

2

(~rf � ~ri)
(tf � ti)

2
#

.
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relatif à une particule non relativiste libre.

4.4 Conclusion

Pour conclure : nous avons montré, pour une particule avec spin=1/2 soumise à un champ

magnétique statique et aprés avoir décomposé l�opérateur de Pauli en un produit de deux

opérateurs linéaires par rapport à E et ~p ; que le propagateur s0écrit sous la forme de la

somme d0un produit de deux propagateurs relatifs à ces deux noyaux linéaires.

Le spin1/2 de par sa nature relativiste , nous a ainsi permis indirectement d�appliquer la

formulation intégrale de chemin supersymétrique utlisée pour l�équation de Dirac. Nous avons

testé notre procédure en considérant la particule libre et le test a été concluant.
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Chapitre 5

Conclusion Générale

Dans ce mémoire de Magister qui traite essentiellement de l�équation de Dirac par le for-

malisme des intégrales de chemin, nous pouvons voir qu�il comporte trois travaux :

Dans le chap.2, le problème d�une particule de Dirac en interaction avec un champ de type

non abélien a été considéré. Ce champ a des propriétés similaires à celle de l�onde plane de

Volkov mais avec en plus des générateurs de groupe SU(N). C�est ainsi que la fonction de

Green a été d�abord formulée suivant deux approches globale et locale en utilisant la méthode

habituelle qui consiste à

-introduire des relations de fermeture pour éliminer les opérateurs positions et impulsions

-utiliser deux identités pour éliminer les matrices de Dirac et les générateurs du groupe pour

les remplacer par des variables anticommutantes ( de Grassmann).

Les variables bosoniques (positions et impulsions) et fermioniques (Grassmann) décrivent

respectivement le mouvement extérieur et interne de la particule. Le champ non abélien est

également décrit par des variables de Grassmann.

Le calcul de la fonction de Green a été ensuite e¤ectué en trois étapes

- une identité a été introduite pour réduire l�espace dans lequel s�e¤ectue le mouvement

-une deuxième identité est utilisée pour réduire également l�espace relatif au mouvement du

spin

-avec les formules qui ont permis d�introduire les variables fermioniques qui décrivent le

mouvement du champ, dans la formulation, ces formules ont été simplement réutilisées (sans le

T-produit) pour avoir la forme dé�nitive de la fonction de Green.
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La décomposition spectrale a permis alors d�extraire les fonctions d�onde qui sont exactement

les mêmes que celles obtenues par résolution directe de l�équation de Dirac.

Dans le chap.3, il est question de la séparation des variables dans les intégrales de chemin,

dont l�importance est assez connue dans la résolution de problèmes à plusieurs variables dans

les équations di¤érentielles.

En prenant des interactions bien spéci�ques et en introduisant une identité qui, après mul-

tiplication par une certaine matrice , la fonction de Green a été scindée en deux fonctions de

Green dont l�une concerne la particule libre . Deux exemples ont été traités : les cas de la

particule libre et le cas de la particule soumise à une force linéaire. C�est ainsi que les fonctions

d�onde ont été obtenues.

En�n le chap.4 est consacré à l�équation de Pauli formulée suivant l�approche supersymé-

trique des intégrales des chemin. En e¤ectuant le chemin inverse ayant permis à Levy-Leblond

d�obtenir l�équation et avec l�aide d�une 5eme matrice (produit des 4 matrices de Dirac) , le

propagateur est d�abord factorisé en un produit de noyaux linéaires par à rapport à l�énergie

et à l�impulsion et ensuite formulé suivant l�approche supersymétrique .Le propagateur a été

obtenu sous la forme d�une somme d�un produit de deux propagateurs relatifs aux deux noyaux

linéaires et le cas de la particule libre est traité comme exemple ou test.

Une remarque peut être faite cependant sur le formalisme des intégrales de chemin utilisé

comme alternative à l�équation de Dirac. Nous savons que, pour l�équation de Schrödinger le

propagateur a la forme standard
X
exp{ iS } où la somme porte sur tous les chemins possibles

et S est l�action de la mécanique classique et il semble que cette forme n�est pas appropriée pour

l�équation de Dirac à cause des matrices 
 et donc du spin de la particule qui, comme on le sait,

prend des valeurs discrètes alors que les chemins sont en principe des fonctions continues. Mais

concrètement pour traiter des problèmes, le formalisme avec la forme standard -celui utilisé dans

la thèse- semble le mieux adapté pour les calculs. Le spin en tant que grandeur est inséré dans

le formalisme à l�aide de variables anticommutantes (de Grassmann), compliquant en quelque

sorte la représentation classique.
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Appendice

Dans cet appendice nous donnons les règles auxquelles obeissent les variables de Grassmann

1-une algèbre de Grassmann est dé�nie par les relations d�anticommutations suivantes

�i�j + �j�i = 0 i; j = 1; n

n est dite dimension de l�algèbre.

2-En particulier nous avons

�2i = 0

3-toute fonction quelconque est développable en série �nie de termes

f(�) = f0 +
X
k

f1(k)�k +
X
ki

f2(k1; k2)�k1�k2 + :::

4- la dérivée à gauche et à droite
�

@
@�p

�
f et f

�
@
@�p

�
est dé�nie comme suit

@
@�p

�i1 :::�is = �i1p�i2 :::�is � �i2p�i1�i3 :::�is+

�i3p�i1�i2�i4 :::�is + :::+ (�1)
s�1 �isp�i1 :::�is�1

�i1 :::�is
@
@�p

= �isp�i1 :::�is�1
� �is�1p�i1 :::�is�2�is+

:::+ (�1)s�1 �i1p�i2 :::�is

Pour le cas particulier de la dimension 1 nous avons

@l
@�i

�
�j�k

�
= �ij�k � �ik�j

@R
@�i

�
�j�k

�
= �ik�j � �ij�k
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5-les variables véri�ent les relations d�anticommutations suivantes

�
d

d�i
; �j

�
+

= �ij

�
@

@�i
;
@

@�j

�
+

= 0

6-de plus nous avons

[d�i; d�k]+ = 0

[�i; d�k]+ = 0

7-L�intégration sur les variables �i est complètement dé�nie par les deux relations suivantesZ
d�i = 0 ;

Z
�id�i = 1
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Appendice

Dans cet appendice, nous montrons que les fonctions de Dirac � qui sont apparues lors des

intégrations peuvent etre expliquées en utilisant les chemins de la mécanique classique.

A-Approche globale

Dans le cas global l�action est

A =
R 1
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_Aa�A

�
a + 2ig

�
p� _Aa� f

b
ap �b�

p
�
+ 4g (k )

�
 � �Aa� f

b
ap �b�

p
��

= 0

�A
���

= 2i _�� � 4ig
�
p�Aa� f

p
a� �p

�
� 8g (k )

�
 � _Aa� f

b
a� �b

�
= 0

�A
� �

= 2i _ � + 2gek�

�
 � _Aa� f

b
ap �b�

p
�
� 2eg (k )

�
_Aa� f

b
ap �b�

p
�
= 0

où nous avons déduit les relations obtenues par intégrations :

e = Cte

k _x = �epk

_' = �epk

et
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k : = Cte

Montrons que p� =Cte

� _p� + k�
�
g2 1N

_Aa�A
�
a + 2ig

�
p� _Aa� f

b
ap �b�

p
�
+ 4g (k )

�
 � �Aa� f

b
ap �b�

p
��
= 0

et en utilisant

2ig
�
p� _Aa� f

b
ap �b�

p
�
= � 2ig

ep:k
d
d�

�
p�Aa� f

b
ap �b�

p
�
+ 8g2

ep:k (k )
�
p�Aa�f

b
ap�

p
�
 � _Ac� f

l
cb � l

��
et

4g (k )
�
 � �Aa� f

b
ap �b�

p
�
= � 4g

ep:k
d
d� (k )

�
 � _Aa� f

b
ap �b�

p
�
� 8g2

ep:k (k )
�
 � _Aa� f

b
ap�

p
�
p�Ac� f

l
cb � l

��
nous obtenons les équations

d
d�

h
p� +

1
ep:kk�

�
g2 1
2NA

a
�A

�
a + 2ig

�
p� _Aa� f

b
ap �b�

p
�
+ 4g (k )

�
 � �Aa� f

b
ap �b�

p
��i

= 0

P� = p� +
1
ep:kk�

�
g2 1
2NA

a
�A

�
a + 2ig

�
p� _Aa� f

b
ap �b�

p
�
+ 4g (k )

�
 � �Aa� f

b
ap �b�

p
��
= Cte

et

kP = kp

B-Approche locale :

Dans l�approche locale l�action est

A =
R1
0

"
p _x+ pe _e+ p� _�+ i �

_ 
�
+ i�a _�

a
+(

e
2

�
p2 + g2 1

2NA
a
�A

�
a + 2ig

�
p�Aa� f

b
ap �b�

p
�
+ 4g (k� 

�)
�
 � _Aa� f

b
ap �b�

p
��
�

�
( �p�) + ig

�
 �Aa� f

b
ap �b�

p
��
�

)#
d�

et les équations classiques sont données par

�A
�x�

= � _p� + k�
�
e g2

1

2N
_Aa�A

�
a + eg

�
p� _Aa� f

b
ap �b�

p
�
+ 2eg (k )

�
 � �Aa� f

b
ap �b�

p
�
� ig

�
 � _Aa� f

b
ap �b�

p
�
�

�
= 0

�A
�p�

= _x� + ep� + ieg
�
Aa� f

b
ap �b�

p
�
�  �� = 0

�A
���

= 2i _�� � 2eig
�
p�Aa� f

p
a� �p

�
� 4g (k )

�
 � _Aa� f

b
a� �b

�
+ 2ig

�
 �Aa� f

b
a� �b

�
� = 0

�A
� �

= 2i _ � + 2egk�

�
 �Aa� f

b
ap �b�

p
�
� 2eg (k )

�
_Aa� f

b
ap �b�

p
�
�
�
p� + ig

�
Aa� f

b
ap �b�

p
��

� = 0

où nous avons déduit les relations obtenues par intégrations :
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k _ = � i
2kp�

k (�) = k (0)� i
2kp��

k (�) = 1
2k� + i

pk
4 ��

i
2kp��

et

k _x = �epk + k �

k _x = �epk + 1
2k��

_' = �epk + 1
2k��

Nous voyons en inversant la relation précédente que nous avons une relation entre ' et �

d�
d' = �

1
epk

�
1 + ik�

2epk�
�
.
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Appendice

1-Technique de Gitman

La fonction de Green pour une particule de Dirac dans un champ externe véri�e l�équation

de Dirac inhomogene suivante :

(
� (i@� � eA�)�m)S
�
x; x0

�
= �4

�
x� x0

�
� = 0; 1; 2; 3

Symboliquement, l�équation précédente s�écrit

(
 (p� eA)�m)S = I

c�est à dire que l�opérateur est S solution de

S =
1

(
 (p� eA)�m)

La technique de Gitman consiste à l�hommogénéisation de l�opérateur S. Alors on multiplie à

gauche par 
5 et à droite pour le dénominateur, on obtient

S = 
5
1�


�
5 (p� eA)� � 
5m
�

S = 
̂5
1�


̂� (p� eA)� � 
̂5m
�

où nous avons posé 
̂� = 
�
5 et 
̂5 = 
5 qui sont également des matrices de Dirac véri�ant

l�algèbre de Cli¤ord donc les lois d�anti commutation.

On voit que l�opérateur S est l�inverse d�un opérateur de Fermi. On introduit un super temps

propre ( �; �) un temps propre bosonique � et un temps propre fermionique �, alors l�opérateur

S s�écrit
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S = 
̂5
1�


̂� (p� eA)� � 
̂5m
�

= 
̂5

�

̂� (p� eA)� � 
̂5m

�
�

̂� (p� eA)� � 
̂5m

�2
=

1

2

̂5
Z
d�

Z
exp

�
i�

2

�

̂� (p� eA)� � 
̂

5m
�
+ i�

�

̂� (p� eA)� � 
̂

5m
��
d�

2-Technique d�Alexandrou et al

La fonction de Green pour une particule de Dirac dans un champ externe véri�e l�équation

de Dirac s�écrit :

S =
1

(
 (p� eA)�m)

Multiplions le numérateur et le dénominateur de la fonction de Green par le conjuqué

du dénominateur, on obtient alors une fonction de Green avec un dénominateur bosonique (

homogène ) et un numérateur fermionique ( non homogène ), on obtient ainsi

S = (
 (p� eA) +m) 1�
[
 (p� eA)]2 �m2

�
2-1 :Approche globale

On utilise la représentation en temps propre bosonique de Schwinger, alors l�opérateur S

s�écrit

S = (
 (p� eA) +m) 1�
[
 (p� eA)]2 �m2

�
= � i

2

Z
d� (
 (p� eA) +m) exp

�
i�

2

�
[
 (p� eA)]2 �m2

��

Alors la fonction de Green s�écrit en représentation des coordonnées comme
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S
�
x; x0

�
= � i

2
(
 (i@x � eA (x)) +m)

Z
d�hx

����exp � i�2 �[
 (p� eA)]2 �m2
������x0i

2-2 :Approche locale

On introduit un super temps propre ( �; �) : un temps propre bosonique � et un temps

propre fermionique �, alors l�opérateur S s�écrit

S = (
 (p� eA) +m) 1�
[
 (p� eA)]2 �m2

�
=

Z
d�

Z
d� exp

�
� i
2

�
m2 +m�

��
exp

�
i�

2
[
 (p� eA)]2 � i [
 (p� eA)]�

�
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Appendice

Notre but, dans cet appendice est de montrer comment éliminer les variables Grassmann �

et introduire les matrices �:

Notre fonction de Green étant la suivante

G (xf ; xi) = exp

�
�a

@

@ #a

�Z
de

Z
d4p

(2�)4

Z
D� exp

(
ip (xf � xi) + i

Z 1

0

(
i� _� +

F a (�) f b
ap (2� + #)b(2� + #)

p

)
d�

)
#=0

les chemins �n(�) sont des variables de Grassmann impaires et anticommutantes avec les

matrices � et véri�ant les conditions au bord suivantes

�n(0) + �n(1) = 0

L�astuce consiste

-d�abord à introduire des courants �(�)

G (xf ; xi) = exp

�
�a

@

@ #a

�Z
de

Z
d4p

(2�)4

Z
D�

exp

�
ip (xf � xi) + i

Z 1

0

�
i� _� + F a (�) f b

ap (
�

��
+ #)b(

�

��
+ #)p

�
d�

�
�

exp

�Z 1

0
2�n(�)�

n(�)d�

�
j �=#=0

-et utiliser la formule suivante(voir Appendice Alexandrou)

Z
D� exp

�Z 1

0

�
� �n(�)

:
�
n
(�) + 2�n(�)�

n(�)

�
d�

�
= exp

�
�
Z 1

0

Z �

0
�n(�)�(�

0
)nd�d�

0
�

il vient
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G (xf ; xi) = exp

�
�a

@

@ #a

�Z
de

Z
d4p

(2�)4
exp

�
ip (xf � xi) + i

�Z 1

0
F a (�) f b

ap (
�

��
+ #)b(

�

��
+ #)pd�

��
�

exp

�
�
Z 1

0

Z �

0
�n(�)�(�

0
)nd�d�

0
�
j�=#=0

Comme

exp

�Z 1

0
F a (�) f b

ap

�

��b

�

��p
d�

�
exp

�
�
Z 1

0

Z �

0
�n(�)�(�

0
)nd�d�

0
�

=

�
1 +

Z 1

0
F a (�) f b

ap

�

��b

�

��p
d� + :::

�
exp

�
�
Z 1

0

Z �

0
�n(�)�(�

0
)nd�d�

0
�

Z 1

0
F a (�) f b

ap

�

��b

�

��p
d� exp

�
�
Z 1

0

Z s

0
�n(s)�(s

0
)ndsds

0
�

=

�
�
Z 1

0

Z 1

0

Z s

0
F a (�) f b

ap�pn�bn� (� � s) �
�
� � s0

�
dsds

0
d�

�
exp

�
�
Z 1

0

Z k

0
�m(k)�(k

0
)mdkdk

0
�
+�Z 1

0

Z 1

0

Z s

0

Z 1

0

Z k

0
F a (�) f b

ap�
p
n� (� � s) �(s

0
)n�mk �

�
� � k0

�
�m(k)dsds

0
dkdk

0
d�

�
�

exp

�
�
Z 1

0

Z k

0
�m(k)�(k

0
)mdkdk

0
�

Prenons � = 0, nous avons

Z 1

0
F a (�) f b

ap

�

��b

�

��p
d� exp

�
�
Z 1

0

Z s

0
�n(s)�(s

0
)ndsds

0
�
= 0

exp

�Z 1

0
F a (�) f b

ap #
b �

��p
d�

�
exp

�
�
Z 1

0

Z k

0
�m(k)�(k

0
)mdkdk

0
�
j�=0= 1

La fonction de Green prend alors la forme suivante
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G (xf ; xi) = exp

�
�
@

@ #

�Z
de

Z
d4p

(2�)4
exp

�
ip (xf � xi) + i

�Z 1

0
F a (�) f b

ap #b#
pd�

��
j#=0

Introduisons les matices �par l0intermediaire de l�identité suivante

exp

�
�
@

@#

�
exp

�Z 1

0
d�� (�)# d�

�
j#=0= exp

�Z
d�� (�) �

�
Notons que nos � sont idépendant de � .

Le resultat dé�nitif donc est le suivant

G (xf ; xi) =

Z
de

Z
d4p

(2�)4
exp

�
ip (xf � xi) + i

�Z 1

0
F a (�) f b

ap �b�
pd�

��
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Résumé :

Dans cette thèse de Magister, nous montrons en utilisant les intégrales de chemins, comment

obtenir la solution pour des particules de Dirac en mouvement dans des champs ayant des formes

choisies de telle manière que les solutions soient exactes et analytiques.

Dans une première partie, nous avons déterminé la fonction d�onde d�une particule de Dirac

dans un champ non- abelian suivant le formalisme d�Alexandrou et al, grâce à l�utilisation de

deux contraintes, l�une relative à l�espace a�n de réduire le mouvement et une deuxième relative

au spin.

Dans une deuxième partie, nous montrons comment réduire le mouvement de l�espace-

temps à (3 + 1) dimensions en deux mouvements indépendants dans deux espaces di¤érents

de dimensions respectivement 2 et (1 + 1) . Les 2 propagateurs relatifs à chaque espace sont

ensuite formulés suivant l�approche supersymétrique de Gitman pour une particule de spin 1/2

, électriquement neutre.

Dans la troisième partie,suivant une idée de Levy-leblond, le propagateur de l�équation de

Pauli est écrit sous forme d�un produit de deux propagateurs relatifs à deux noyaux linéaires par

rapport à E et ~p et le cas de la particule libre est traité comme exemple.
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