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INTRODUCTION GENERALE

Ce travail s’inscrit dans la continuit¢ des études intensives menées dans le but de
comprendre et de rendre compte des comportements stochastiques des modéles markoviens
de type M/M/c et rappels exponentiels.

La théorie des files d’attente est bien adaptée a I’étude des performance des systémes
concrets (systemes informatiques[45, 40], systémes de télécommunication| 44],...).Elle fut
introduite pour la premicre fois dans sa version classique pour 1’analyse des systémes
téléphoniques [18, 19].

Cette théorie classique s’est trés vite montrée inefficace face a des systémes réels de plus
en plus complexes .Dés la fin des années 1940 ,des chercheurs tels que Kosten [ 39] et
Wilkinson [ 46] ont mis en évidence les limites de la théorie classique qui ne permettait pas
d’expliquer le comportement stochastique des systemes téléphoniques ou les abonnés
répétaient leur appels en recomposant le numéro plusieurs fois jusqu’a ’obtention de la
communication.

Dans ce contexte ,chaque appel bloqué génere un flot de demandes répétées indépendamment
du reste des clients dans le groupe de rappel. Ainsi, dans la politique classique de rappel, les
intervalles entre deux tentatives successives sont exponentiellement distribuées avec taux

W = ju, quand la taille de I’orbite est j . Cependant, des applications récentes aux protocoles
de communication (protocoles CSMA, disciplines AUTO-REPEAT) et aux réseaux locaux,
montrent qu’il existe des situations de files d’attente dans lesquelles le taux de rappel est
indépendant du nombre de clients(s’il y en a)dans 1’orbite, c’est a dire , le taux de rappel est

W = o (1-8¢; ), doj est la fonction de Kronecker. Cette deuxi¢me politique est appelée
discipline de rappel constant et fut introduite par Fayolle[ 29] pour modéliser un systéme
d’échange de téléphone. Cette politique de rappel est utile pour la modélisation du
phénomene de rappel en communication et en réseaux informatiques ou des tentative répétées
sont faites par des unités du processeur indépendamment du nombre du messages fournis en
chaque nceud du réseau. Artalejo et Gomez Corral [4] combinérent les deux politiques en
définissant une politique de rappel linéaire avec le taux de rappel p; = o (1- 8¢; ) + juu ; Cette
derniere peut étre considérée pour la modélisation du systéme de réseau informatique qui
consiste en un groupe de processeurs connectés avec une unité centrale de transmission
(UCT). Si un processeur émet un message , il I’envoie d’abord a I’'UCT. si la transmission
médiane est possible, alors L’UCT envoie immédiatement le message, si non ce dernier sera
stocké dans un espace —-Mémoire appelé « buffer » et aprés un certain temps aléatoire, I’'UCT
doit réessayer la transmission. En supposant que ce temps aléatoire est exponentiellement
distribué, on peut considérer un taux de rappel le plus simple possible en supposant qu’il y a
deux contributions a ’intensité des rappels .La premicre est une constante o intrinséque au
réseau , alors que la deuxiéme ju dépend de nombre de messages se trouvant dans le
« buffer » . De plus la supposition que les intervalles de temps séparant les appels successifs
sont exponentiellement distribués permet de tenir en compte de la présence simultanée des
deux types de rappel(constant et classique)avec un taux o (1- 8o ) + ju, quand la taille de
I’orbite (buffer) estj .



La prise en considération des appels répétés introduit de grandes difficultés analytiques. En
effet des résultats analytiques explicites n’existent que pour un certain nombre de file
d’attente avec rappel particulieres, avec des hypotheéses contraignantes sur certains parametres
tels que le nombre de serveurs (un seul serveur ), les distributions de temps de rappel et
d’arrivée (loi exponentielle ) et 1’état du systéme ( régime stationnaire )par exemple ,alors que
pour beaucoup d’autres , les résultats obtenus sont extrémement limités .

Ainsi, pour les files d’attente avec rappels et plusieurs serveurs qui ont été analysés sous la
politique de rappel classique, la distribution d’équilibre de 1’état du systéme s’exprime a
’aide des intégrales curvilignes [17] ou comme limite de fraction continues étendues [43].
D’un point de vue analytique, chacune des solutions sont des tentatives significatives, mais
I’implémentation pratique exige une variété d’approximations et de méthodes de troncature.

Plusieurs articles intéressants ont été dévolus a [’approximation du systeme d’attente
M/M/c avec rappel. tels que R.Wilkinson [46]. Artalejo, Gomez Corral et Neuts [7]
utiliserent des méthodes géométriques matricielles pour analyser la file M/M/c avec taux de
rappel constant ou 1’analyse stationnaire n’exige pas une troncature de I’orbite .

Falin et Artalejo [26] étudient une file a plusieurs serveurs différente dans la quelle les clients
rejoignent une ligne d’attente classique et 1’orbite dépend du nombre de clients dans la file .
Choi et Pearce [12] étudient une politique de rappel indépendante de la taille de 1’orbite pour
une file M/M/1 avec temps de rappel généraux, c’est a dire a chaque instant ou 1’orbite n’est
pas vide, on commence un processus de renouvellement de tentatives répétées.

L’objet de notre tavail est de contribuer a cet intérét particulier pour les files d’attente avec
rappel et plus particulierement aux systémes M/M/c avec rappels exponentiels dans la
politique classique de rappel. En effet un examen de la littérature montre que seulement le cas
¢ <2 a été étudié de manicre analytique [17 , 21 , 34]. On propose d’étudier quelques
méthodes d’approximation numériques. En 1’absence de résultats théorique exacts, I’efficacité
de telles approximations est testée a 1’aide de quelques méthodes algorithmiques .

Ce mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre comprend une description d’un systéme d’attente ainsi que les
définitions et notions mathématiques sur les processus stochastiques en usage dans la théorie
des files d’attente. On présente également une synthése sur les systemes de files d’attente
classiques de type M/M/1, M/M/c et M/M/c/c.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’analyse du modéle M/M/1 avec rappel [27] . Les
deux types de rappel :constant et classique sont considérés. On présente ensuite une analyse
du modele M/M/c avec rappels.

Dans le troisiéme chapitre, on se penchera sur I’approximation des modeles markoviens de
type M/M/c et rappels exponentiels moyennant deux méthodes :

La premicre est basée sur la méthode de troncature directe qui nous donne un systéme traiter a
I’aide d’une solution algorithmique. La deuxiéme est basée sur des méthodes de troncature
plus sophistiquées ou en imposant une hypotheése simplifiée qui donne un modele de file
d’attente auxiliaire avec un état du systeme infini. Ici la solution stationnaire est donnée

par la théorie de Marcel. Neuts [41] .

Dans la deuxiéme partie du troisiéme chapitre a caractére pratique, apreés un apercu des
programmes utilisés pour la validation des approximations. Une comparaison des résultats
numériques permet de tirer la meilleure approximation.

Enfin, une conclusion générale résumera les différents résultats obtenus a travers ce travail.



PREMIER CHAPITRE

PHENOMENES D’ATTENTE
ET
PROCESSUS STOCHASTIQUES



1.Phénomeénes d’attente et processus stochastiques

1.0.introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les approches de base de la théorie des files d’attente.
Cette derniére est considérée comme une branche de la théorie des probabilités, dont
I’objectif est 1’étude mathématique des queues. La formation d’une file est un phénomene
commun qui a lieu chaque fois que les demandes de services auprés d’un serveur excedent la
capacité de ce serveur. Cette capacité est parfois imposée .

La théorie considére des clients, qui se déplacent dans un réseau de serveurs, qui les
traitent. Lorsque plusieurs clients tentent simultanément d'obtenir un service, certains doivent
patienter et attendre dans des files d'attente, ou tampons. Le vocabulaire est fixé et
conventionnel. Les clients peuvent étre des humains faisant la queue a un guichet pour obtenir
un ticket de train (le serveur est I'employé qui délivre les tickets). Ils peuvent représenter les
paquets qui sont aiguillés vers une ligne de transmission et qui attendent la disponibilité de la
ligne (deux paquets pouvant €tre en contention). Le serveur est alors l'automate d'émission, et
le temps de service est le temps d'émission.

Les demandes de prise de circuit dans un systéme téléphonique sont un autre type de clients.
Dans ce cas, les serveurs forment un groupe: ce sont les circuits qui desservent la direction
demandée.

Dans les différents cas, la file posséde des constituants qu’on se propose de rappeler dans ce
chapitre.

Les deux aspects principaux développés dans ce chapitre sont 1’étude de certains processus
stochastiques (processus de poisson et processus de Markov..) et ’analyse de systéme
d’attente classique M/M/1, M/M/c et M/M/c/c.



1.1.Structure de base d’un systeme de files d’attente

Un systeme de file d’attente peut étre schématisé par la figure ci - dessous :

Arrivée Départ des

des clients > Serveur (s) clients

Figure 1.1.

L’unité du flot considéré est dite client . une séquence de clients arrive chez un serveur ou un
centre de service (dite encore canal), si le client arrivant trouve le serveur occupgé, il joint la
fie d’attente associée a ce serveur. A un certain moment, le client est sélectionné pour étre
servi suivant une régle dite politique ou discipline de service. Le service attendu est alors
fourni, et le client quitte le systéme.

1.2.Classification des systéemes d’attente

Pour décrire ce systeme de fagon précise, il faut pouvoir spécifier:

e La nature stochastique du processus des arrivées (flux d’entrée) qui est défini par la loi
des intervalles séparant deux arrivées consécutives.

e La distribution du temps de service .

e Lenombre S de stations de service qui sont montés en paralléle. On admet
généralement que les temps de service correspondants suivent la méme distribution et
que les clients qui arrivent forment une seule file d’attente.

e Ladiscipline de service (quand un serveur se libére, quel client choisit-il) .

e La capacité N du systeme. Si N < oo, certains clients qui arrivent vers le systéme n’ont
pas la possibilité d’y entrer.

Et pour identifier un systeme d'attente, le formalisme suivant a été proposé et est
unanimement adopté:

A/B/S/ N/Z

La premiere lettre identifie la loi du processus des arrivées, la seconde le processus des
services, avec dans les deux cas les conventions:

e M loi ““sans mémoire" (arrivées poissonniennes, service exponentiel);

e D : loi constante (déterministe);

e Ex :loi "Erlang-k"

e Hg: loi “hyper exponentielle" d'ordre k;

e (I : loi générale, les variables successives étant indépendantes;

e G :loi générale, sans hypothese d'indépendance.

S donne le nombre de serveurs.



N identifie la taille du systeme d'attente (si cette valeur est omise, elle sont supposée infinie).
Z indique la discipline de service.

La discipline de service détermine 1’ordre dans lequel les clients sont rangés dans la file et
y sont retirés pour recevoir un service. Les disciplines les plus courantes sont :
a) FIFO (First In First Out ) : les clients sont servis dans leur ordre d’arrivée.

b) LIFO (Last In First Out): cela correspond a une pile, dans laquelle le dernier
client arrivé (posé sur la file) sera le premier traité(retiré de la pile).

¢) RANDOM (Aléatoire) : le prochain client qui sera servi est choisi aléatoirement dans la file
d’attente.

Remarque : Lorsque le dernier symbole de la notation n’est pas précisé, il est sous-entendu
que Z = FIFO

Par exemple, M/M/1 fait référence au modele de base: arrivées poissonniennes, service
exponentiel, un seul serveur, file d'attente non bornée.

Dans une file d'attente, un parameétre de premiere importance est le taux d'utilisation, noté
traditionnellement p. C'est le produit du taux d'arrivée des clients par le temps moyen de
service:

p=A.E(@).
Ou s est la variable aléatoire du temps de service.
1.3.Analyse mathématique

L’¢étude mathématique d’un systéme d’attente se fait par I’introduction d’un processus
stochastique défini de fagcon appropriée. En premier lieu, on s’intéresse au nombre N(t) de
clients se trouvant dans le systéme a I’instant t (t > 0).

En fonction des quantités qui définissent la structure de systéme, on cherche a calculer :
e Les probabilités d’état px (t) = pr (N (t) = k) qui définissent le régime transitoire du

processus stochastique { N(t) , t>0}.
e Le régime stationnaire du processus stochastique est défini par :

Px = Lim Pk (t) = Pr (N=K)

t—o0

(k=0,1,2,..).0n écrira N au lieu de N (+).

A partir de la distribution stationnaire du processus { N(t) , t > 0}, on pourra obtenir d’autres
caractéristiques d’exploitation du systéme telles que :

.Ns =E(Ns)3 le nombre moyen de client dans le systéme.



W S(q):E(Wg(q)): la durée d’attente d’un client dans le systéme (la file).

B : la probabilité de blocage ; c’est la probabilité que tout les serveurs sont occupés.
On se contentera par la suite de déterminer le régime stationnaire d’un phénomeéne d’attente .

Il existe des systémes d’attente dont 1’évolution temporelle n’est pas déterminée par le
processus { N(t),t>0}, ces systemes peuvent étre décrits par des processus bivariés dans la
description de I’état du systéme, comme c’est le cas des files d’attente avec rappels. Il est
difficile de déterminer des formules explicites des distributions limites pour de tels modeles.

1.4.Processus des arrivées

Pour aller plus avant dans I'étude des propriétés du trafic, il va étre nécessaire de passer en
revue les deux composantes dont il dépend. A savoir, les arrivées de clients et leur service.

On observe les arrivées de clients a l'entrée du systéme qui sont générées d’une source fini
ou infinie. Pour décrire le phénomene, la premicre idée venant a l'esprit sera d'utiliser
l'intervalle du temps entre arrivées successives, ou bien le nombre des arrivées dans un
intervalle donné.

Pendant la durée t, N(t) arrivées se produisent. On chiffre le volume du flux arrivant par le
taux d'arrivée dont la définition intuitive est:

A=Lim N@ .
t

t—o0

On pourra aussi estimer l'intervalle moyen entre arrivées: c'est l'inverse de la quantité
précédente.

Le plus simple et le plus courant modele est celui des arrivées complétement aléatoires, qui
est caractérisé par le processus poissonien, dont les propriétés sont bien connues et
développées dans maints ouvrages.

1.5.Processus des Services

Le processus de service pourra étre d'une complexité extréme, mais on se borne le plus
souvent a supposer que chaque durée de service est indépendante des autres, et qu'elles
obéissent toutes a une méme loi de distribution dite distribution de service: on parle de
variables indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.). On décrira cette loi par sa
distribution de probabilité :

B(x) = P{temps de service < x}

Bien qu’ils y aient quelques résultats théoriques concernant le processus de service dans les
systémes de files d’attente et qui peut étre décrit d’une fagon efficace par des distributions
générales, en pratique, il est utile de supposer que la distribution est d’un type donné,
caractérisée par un ensemble de parameétres.



On va a présent, décrire la distribution de service exponentielle (on se restreindra aux
distributions utilisées dans notre étude) .

1.5.1.Le temps de service résiduel
Supposons qu’on observe un service de durée X qui a déja atteint la durée y. On s'interroge
sur la distribution de la durée restant a courir jusqu'a la fin de ce service (notons X, la variable

aléatoire correspondante. Dire que Xy >y revient a dire que la durée totale sera supérieure a
y+X, ¢’est une probabilité conditionnelle. On a alors pour la distribution de X:

PXy>x[X>y)= PX>x+y|X>Yy)

_P(X>x+y)
- P(X>y)

_1-B(x+Yy)
- 1-B(y)

De fagon équivalente, la densité de X, sera

b d
b(x|y)= ﬁgy&)x (1.1)

1.6. Processus de Poisson et la loi exponentielle
1.6.1. Processus de comptage

La description mathématique d’un flux d’événements aléatoires peut se faire de deux
manicres différentes :

eOn considére le nombre d’événements N(t) se produisant dans I’intervalle de
temps[0,t]et on détermine le distribution de cette variable aléatoire discréte. Le processus
stochastique
{N(t), t >0 } est appelé processus de comptage.

*On considere les I'intervalles de temps qui séparent les instants d’apparitions de deux
événements consécutifs. Ce sont des variables aléatoires continus et positives dont on
admettra généralement qu’elles sont indépendantes et identiquement distribuées. La
connaissance de leur distribution commune permettra alors de déterminer les propriétés
caractéristiques du processus de comptage correspondants.

1.6.2. Processus de Poisson

Définition
On dit qu'un Processus de comptage {N(t), t > 0 } est un processus de Poisson s’il
satisfait aux trois conditions suivantes :



oC1. Le Processus N(t) est homogene dans le temps. C’est a dire que la probabilité d’avoir k
événements dans un intervalle de longueur donné t ne dépend que de t et non pas de la
position de I’intervalle par rapport a I’axe du temps. En d’autres termes :

Pr(N(t +s) - N(s) = k) = Pr(N(t) = k) = px (t) pour touts >0 ,t>0etk=0,1,2...

oC2. Le Processus N(t) est a accroissements indépendants. Ce que signifie que pour tout
systéme d’intervalles disjoints, les nombres d’événements s’y produisant sont des variables
aléatoires indépendants. En particulier :

Pr(N(t +s) - N(s) =k, N(s) =j) = Pr(N(t+s) - N(s) = k). Pr(N(s) =j) = px (t) . px(s)
pour touts >0,t>0.

¢C3. la probabilité que deux événements ou plus se produisent dans un petit intervalle de
longueur At est négligeable par rapport a la probabilité qu’il n’y ait qu’un seul événement. En
termes plus clairs :

o(At) k>2
pk (At) =34 A.At+ o(At) k=1
1-LAAt+o(At) k=0

A est appelé intensité du processus Poissonien ou le nombre moyen d’événements se
produisant par une unité de temps.
Ce sont 1a les hypotheses classiques qui conduisent au processus de poisson.

Théoreme.1.6.1.[1]

Siun processus de comptage {N(t),t>0 } satisfait aux trois conditions précédentes,
alors

_M(lt)j

Pr(N ()= )=P; ()= =",

pourt>0etk=0,1,2...et par conséquenton a :
E [N(t)] = Var [N(t) ] =At.
Preuve

D’aprés le théoréme de probabilités totales et en tenant compte des conditions C2 et C3, on a
pour n =1, 2, ...I’équation suivante :

P (LHAD=P: (P, (AD+P, (DR (AD+D P, (DR (AD

=P () (1-4.A)+P,_, () A.At+0o(At) .
D’ou ;
pa(t+At)—Pa (1)
At

=A[P,_.()-P: (O} o(AL) .



Lorsque At tend vers zéro, on obtient

P ()=A[P, ()-P. )] .

pourn=0,0na

P, (t)=—AP, (1),

ce systeme d’€équations est connu sous le nom d’équations de Kolmogorov ; il peut étre résolu
par récurrence. La condition initiale étant Pr(N(0) = 0) = Po(0) = 1 et Pr(N(0) =j) = P;(0) =0
par suite on a Py(t) = e™ . Pourn>1, posons P, (t) = qn(t) ™, ce qui implique

n

! At
gn (t)=40,_,(t), et par conséquent qn(t):% puisque qa(0) = 0 et qo(t) = 1.

At)'
On a donc bien P, (t):eﬂ% X

1.6.3. La loi exponentielle

La loi du temps de service et du temps des inter arrivées la plus populaire est la loi
exponentielle.
On va montrer par la suite que pour un processus d’arrivée poissonien, le processus de temps
des inter arrivées associé suit une loi exponentielle :
Soit T la variable aléatoire qui définit I’intervalle entre deux arrivées successives(inter
arrivée), on écrit :
Pr(T > t) = Pr(il y a pas d’arrivée dans le temps t) = po(t) = e .
On note par A(t) la loi de probabilité de T,

AX)=P(T<t)=1-¢™. pourt>0
La densité correspondante est a(t) = A ¢™ . d’ou T a une distribution exponentielle.
La loi exponentielle est trés utilisée grace a la propriété " 'sans mémoire", et qui pourrait ici
s'énoncer ainsi: savoir que le service a déja duré un certain temps n'apporte aucun

renseignement sur sa fin prochaine. On remarquera en effet que, pour la loi exponentielle, la
densité calculée b(x | y) de (1.1), vaut:

_b(x +y) ver
b( X ‘ y) - I-B(Y) - g~V

=v.e "*=b(xX) | (12

indépendamment de y. L'application de cette ““absence de mémoire" montre que la probabilité
d'une fin de service dans l'instant qui vient (dans l'intervalle [t,t+dt[ ) est v dt, quel que soit la
durée du service. (v est appelé le taux de service)
La loi exponentielle se caractérise par ses moments:

e Moyenne de la variable : 1/ v.

e  Variance de la variable : 1/ v* .
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1.7.Processus de Naissance et de Mort
1.7.1.La notion d'état

La notion d'état a une base intuitive: décrire 1'état d'un systéme, c'est donner la liste des
caractéristiques qu'il possede, et aussi donner les éléments qui permettent de prévoir son
évolution. En mécanique, par exemple, on décrit 1'état d'un point matériel par ses coordonnées
X, Y, Z et par sa vitesse vy ,Vy, V,. Ces quantités une fois connues, on peut décrire la position du
point, et via les équations de la mécanique, la trajectoire qu'il doit suivre.

Il en est de méme pour un systeme stochastique, a la différence que la prévision du futur y
prend un caractére probabiliste: on ne saura prévoir I'état exact dans un certain temps, mais
seulement sa distribution de probabilité.

1.7.2.Processus de Markov

Considérons une variable aléatoire X, a espace d'état discret (X ne prend ses valeurs que
dans un espace discret. Pour fixer les idées, X peut représenter le nombre des clients dans un
tampon: X=0, 1, 2,.... ). On peut noter les états E|,E,, ..., E... Notons ty, t, ... t, les instants
successifs des changements d'état de X, et xy,...., X , la suite des états visités. Les t ,
pourraient étre, par exemple, les instants d'arrivée et de départ dans le tampon. Dans le cas
général, la valeur de X a l'instant t ,+; dépend de tout le passé, c'est a dire de X(t;), X(t,), etc.
On dira que X obéit a la propriété de Markov si et seulement si:

P[X (t n+1 ): X nt+l | X(t n): Xn, X(t n-1 ):X n-1s -« .,X(to): X0 ]
:P[X(tn-H) = X nt+l ’X(tn):Xn ]: (13)
pour tout tr=0<t < to <t <...<ty .

En bref, seul 1'état courant (a tn) influence 1'évolution prochaine du processus. C'est encore la
propriété sans mémoire.

Supposons de plus le processus homogene, c'est a dire invariable par translation dans le
temps. Ceci autorise a introduire la notation:

Pii=P[ X(ts+1 ) =E; |X(tn)=Ei].

La propriété¢ de Markov se traduit par:

P[X(tw1)=Ec]= D pijPIX(ty) =E;]. (1.4)
]

C'est 1a la forme ¢élémentaire d'un résultat fondamental, connu sous le nom d'Equation de
Chapman - Kolmogorov.

1.7.3.Les processus de naissance et de mort
L'étude des processus de Markov les plus généraux est un des grands chapitres du Calcul
des Probabilités. Pour les besoins trés limités de ce rappel, nous nous limitons au cas tres

particulier - et trés utile - ou le processus ne peut faire de *“sauts" que vers ses voisins les plus
proches.

11



Les seuls mouvements autorisés sont de Ey vers Ey + | et Ex ;. Le taux de passage de Ex a Exy
est traditionnellement noté Ay : c'est le taux de naissance. Le taux du passage de E y vers Ei.
est le taux de mort vi. Le processus de naissance et de mort a été introduit dans 1'étude de
1'évolution des populations: I'état Ey fait référence a la taille. En accord avec cette origine, et
pour simplifier 1'écriture, on nommera les états plus simplement 1, 2, 3, ..., sans perte de
généralité.

Nous cherchons a dériver la distribution de probabilité de I'état, c'est a dire la fonction

Pu(®) =P[X(t) =k]

Nous allons procéder en utilisant la dynamique des équation de Chapman - Kolmogorov.
Plagons-nous a un instant t, et examinons les possibilités. A l'instant t+At, 1'état sera k si:

A t, I'état était k et rien ne s'est produit.
A t, I'état était k-1 et une naissance s'est produit durant l'intervalle (t, t+At).

A t, I'état était k+1 et une mort s'est produit durant 'intervalle (t, t+At).
L'intervalle At est petit. D'autres événements plus complexes (2 arrivées, etc.) auront lieu avec
des probabilités en o(At). On écrira donc:

Pi(t+At) = Py (t)(1- A At - v At) + Py 1(t) M1 TPy +1(t) Vg1 At + o(At) .

Cette équation transcrit fidélement la description des possibilités donnée ci-dessus. A partir de
cette forme, on écrit une équation différentielle par les traitements classiques:

B (t+At)-B (1)
At a

At
()R O+ R0 APV + 28 (1)

Cas particulier, en 0 la transition de *“mort" n'existera pas. Finalement, le passage a la limite
conduit au systéme différentiel fondamental:

dF’é_t(t) =— (A +Vi). P ()4 P (). A1+ Pei(D).Viry (1.6)
—dpdot(t) — 2,.P, (1)+ P, (1) v, (1.7)

Nous nous limiterons au cas de systémes a 1'équilibre. Pour un systéme dynamique a
I'équilibre, un régime permanent existe, tel que les probabilités d'état ne dépendent pas du
temps. On réécrira simplement le systéme ci-dessus, en y annulant toutes les dérivées. La
distribution stationnaire sera notée Py.

(At vi)Pr = Aka Pra+ vie Prs
A 0 Po = Vi P1 , (18)

pour résoudre ce systétme ; on pose 0ty =V, Py - A Pyoy.
A I’aide des équations (1.8), on peut écrire :
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O =V 1 Pnrp - knPn = On+1
puisque a,=v 1 P; - AgPp=0, alorsona a,=0 Vn

d’ou le systeme d’équation :

Vo Pn: 7\4n-1Pn-1

ce que permet de déduire la solution :

Pn = A e Ao P, (1.9)
V. v,

avec

P, = ——L T (1.10)
n=0 i=0 Vi+1

I’existence de la solution (la condition d’ergodicité) est li¢e a la convergence de la série
figurant au dénominateur de 1’expression (1.10) .

Remarque : le systeme d’ équations (1.8) admet une interprétation treés fructueuse. On
peut interpréter le terme de gauche (At vi) Px comme un flux de probabilité qui quitterait
I'état k. Un terme tel que APy mesure le flux de probabilité montant de k vers k+1. Ce flux est
le produit de la probabilité de se trouver dans I'état par le taux de départ montant (sachant
qu'on s'y trouve, si l'on veut). La méme interprétation vaut pour les autres termes. L'équation
dit alors que, pour que les probabilités gardent des valeurs constantes, il doit y avoir égalité
entre les flux entrant et sortant des différents états.

1.7.4.La solution stationnaire obtenue par I’écriture matricielle
Définition

Un processus de Markov est dit ergodique si V 1, j ; Lim P;;(t) = (I)jce est 'unique

t—>o0

solution du systtme [I Q=0 et Zm =1 . (L.11)

icE
Q est la matrices des taux de transitions, elle est appelée le générateur infinitésimal,
E est ’ensemble des états. Tout solution qui vérifie (1.11) est appelée solution stationnaire du

processus de Markov.

La solution stationnaire d’un processus de naissance et de mort est obtenue en résolvant le
systéme (1.11) ou ;

13



A Ao 0 : 0
Vi  —(A4+v) 4 0 . 0
0 v, —(4L+v,) A4, 0 0
Q= . . . ) )
0 : Vi (A4 A 0 0

In =(mo, my, ...,m...)
Les équations s’écrivent sous forme explicite :

7\,() To = V1T
(M + VTG = Mic) Tt + Vi1 T

qui est exactement le systeme obtenu en (1.8) d’ou la solution.

1.8.Etude de quelques modeles classiques markoviens
1.8.1. La file M/M/1

C'est le mode¢le a file d'attentes le plus célébre - a juste titre, certainement. Il permet en effet
d'illustrer les concepts fondamentaux liés a 1'attente devant un serveur.
Le systeéme est décrit par le processus des arrivées, poissonnien de taux A, la loi exponentielle
de service (taux v), la file d'attente de capacité infinie. Les clients pourront étre supposés
servis dans l'ordre de leur arrivée. Lorsque n > 0O clients sont dans le systéme (un en service,
n-1 en attente) a un instant t, la fin de service du client en cours se produit dans l'intervalle
(t, t+At) avec une probabilité v.At + o(At): propriété fondamentale de la loi de service
exponentielle. De méme, une arrivée se produira dans l'intervalle, avec probabilité AAt +o(At).
On applique a ce systeme le formalisme et les résultats obtenus plus haut sur le processus de
naissance et de mort. L'état est décrit par N, qui représente cette fois le nombre total des
clients dans le systeme. Il évolue selon un processus de Naissance et de Mort trés simple .

L'analyse du systeéme, selon la procédure des équations de Chapman - Kolmogorov, aboutit
aux équations suivantes:

7\,P0 :P1V
(A +v )Py =PxaA +Pxygv.

Des équations (1.9) et (1.10) on trouve:
P =p" Py (1.12)
Avec

Poo —L -, (1.13)
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Ou, p= % est appelé « 'intensité de trafic(ou taux de charge) de la file.

L’existence de la solution est liée a la convergence de la série figurant au dénominateur de
I’expression (1.13). On a donc :

A< v ou p< 1 :la file est stable.
A >poup>1:lafile est instable.

Les parametres de performance de la fileM/M/1sont :

N.=SnP,=—2_ . (1.14)
° nz=o l—p
Ws= 1 P

s (1.15)

v o 1__ PP p
N w. - P* _Ap

La file d’attente M/M/1 est largement utilisée dans la modélisation de systéme pour
plusieurs raisons :

.Elle est extrémement simple a traiter avec un ensemble de propriétés facilement exprimable
par des formules aisées a manipuler. Elle modélise d’une maniere générale tout systéme de
type guichet.

.Les hypotheses qu’elle utilise ( processus markoviens en entrée et en sortie) sont
classiquement utilisées dans la modélisation de divers systémes, en 1’absence de
caractérisation plus précise et justifiée des parametres.

1.8.2.La file M/M/c

Mémes hypotheses et notations que ci-dessus, avec un nombre ¢ de serveurs identiques en
service.
Imaginons le systéme dans 1'état k < c. Cela signifie que k clients sont présents, qui occupent
k serveurs (les autres sont inactifs). Si k > ¢, il y a au moins un client en attente dans la file.
Le nombre de clients dans le systeme au temps t noté¢ N(t) est un processus de naissance et de
mort . les taux de transition sont donnés par :

Ax =A pour tout k ,
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et
k.v sik<c,

Vk =
c.v sik> ¢,

en utilisant les équations (1.9) et (1.10) ; on trouve la solution stationnaire :

[ )k
R Sik<c,
Pe- < (1.18)
AK
cK-cclyK 0 Sik>C,
\
et
|:C—1 A K Ac }‘1
P, = ' (1.19)
0 ~ k! c!ll-p
/. - _4
A v et p = o ,
ce qui est réalisé si et seulement si p = C\;I <.
La probabilité d'attendre est
A C
Py = cl WPO . (1.20)

Le nombre moyen de clients dans la file est donné par :
N =3 (k—c)P,
k=0
A c+1

=l —0C P, . 1.21
C'(l_%)z 0 ( )
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Le temps moyen d’attente se déduit de ce qui précede, a partir de la formule de Little:

— Acvy
Wq:{(c—l)!(cv—ﬁ)z}Po - (1-22)

1.8.3.Modeéles a capacité limitée (Queues with truncation )

Dans la pratique et pour tenir compte de la capacité limitée des systémes (mémoire
limitée de machines, guichets de service,..), on est souvent conduit a prendre 1’hypothése de
file d’attente a capacité limitée du type M/ M/ 1/ N.

Dans ce cas, un client qui arrive alors que le systéme soit plein est rejeté. D une maniére
équivalente, on peut dire que le taux d’arrivée dépend de 1’état de la file ; il vaut A si k est
strictement inférieur a N, et O si non.

Les équations différentielles du modele M / M / 1/00 restent valides pour ce modele pour k <
N.

Pour k=N ; la probabilité qu’une arrivée entre au systéme vaut 0; d’ou I’équation
différentielle,

Py (t+ At) =Py (t)(1- v.At )+ Py _i(t) (L.At).

A Iétat d’équilibre, ona: Py = %PN .

Et par conséquent, Pgx =p~ Py sik <N (1.23)
1-p
P = 1 -
0 ZN‘ ) K - p N (1.24)
K =0
La probabilité de rejet :
p_P N(l1-p)
N — N +1
I-p (1.25)

Quand N— oo (capacité illimitée), on aboutit au résultat du paragraphe (1.20).

La théorie générale des processus de naissance et de mort applicable a ce systéme permet
d’accéder aux paramétres de performance :

oo pl-(N+1yp e Np ]
s = (I=p) 1= p N+ . (1.26)
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= - Np ]
T A(l-p)1-p M) ~ (127)

Méme analyse est faite pour le modele M/M/c/N ou,

A sik<N,
7\,1(:
0 sik>N,
on trouve :
4 %(%)(PO si0<k<ec,
Pk - (1.28
K= e )
cK-cclyK 0 si CSkSN,
—
Avec:

1.8.4. Le modele M/M/c/c (modéle d'Erlang)

A leur arrivée, les clients sont servis immédiatement tant qu'un serveur au moins est libre;
si les serveurs sont tous occupés, le client qui arrive est rejeté, et est supposé disparaitre
définitivement. On parle de modele *"a perte".

Le processus N; est un processus de naissance et de mort avec :

v(i)=1v. Sii<c

A=A Sii<cetA(i)=0sii>c.

D’ou, la matrice de générateur infinitésimal associée s’écrit sous la forme suivante :
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(v % 0 0 0 . 0)

A -(A+v) A 0o . . 0
Q=10 2v. -(A2v) A O .0
. . . .. 0
kO CV -CV D

C’est un cas particulier du modele M/M/c/N avec N = c. La solution stationnaire est obtenue
par les équations (1.23) et (1.24) en posant N =c :

L
P= Py KIve sik<c, (1.30)

0 si non.

Et

)1—,}1 (1.31)

Ce qui entraine :

i=0

P, = — KL (1.32)

(1.33)

comme probabilité de trouver le systéme plein; compte tenu de la nature des arrivées, c'est
aussi la probabilité de rejet.

Ce systéme particulier a beaucoup été utilisé, surtout en téléphonie, et la solution
stationnaire est encore appelée formule d’Erlang. Elle a ét¢ démontrée par Erlang en 1917.
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DEUXIEME CHAPITRE

SYSTEME DE FILE D’ATTENTE M/M/C AVEC RAPPEL
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Deuxieme Chapitre

Systeme de file d’attente M/M/c avec rappel

2.0.Introduction

Dans ce chapitre , on présente une description générale de systéme avec rappel en
résumant les principaux résultats sur les files markoviennes avec discipline de rappel constant
et classique M/M/c avec ¢ < 2. on met le point sur I’existence et le calcul de la distribution
stationnaire et quelques mesures de performance associées . On présente aussi quelques
résultas analytiques de systeme markovien avec ¢ > 2 a I’aide de la fonction génératrice.
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2.1.Files d’attente avec rappel
Terminologie et notation

Par analogie a la notation établie pour la file d’attente classique, celle du modéle de file
d’attente avec rappel s’écrit par :

A/B/S/Z/0O/H
Avec :
O : capacité de I’orbite.
H : fonction de persévérance.

Ou H permet de définir le comportement du client devant une situation de blocage (serveurs
occupés ).Elle peut €tre décrite par une séquence {Hoy, Hy,... Hx , ...} de probabilités de
rappel aprés un échec.

1) Quand Hg = 1pour K > 0, Le systeme devient un systéme sans perte. ainsi, chaque client
recgoit éventuellement le service si O est infini. Dans ce cas,
H =NL (No Loss).

2) quand Hk=a (a <1)pour K > 0, Le systeme devient un systtme a perte géométrique et
H = GL (Geometric Loss ) .

Remarques :

1) Si la capacité de I’orbite est infinie, elle est omise dans la notation. H est aussi omise dans
le cas d’un systéme sans perte.

2) La distribution des temps de rappel est supposée exponentielle de taux p, 1/p étant la durée
moyenne des intervalles de rappel. C’est la raison pour laquelle elle est omise dans la
notation.

3) Lorsque p—x, le systéme d’attente avec rappel se rameéne a un systéme
d’attente classique, le temps de rappel étant nul. Ainsi, tout appel primaire bloqué ( qui trouve
tout les serveurs occupés ) restera dans le systéme jusqu’a ce qu’un serveur soit libéré.

3) Lorsque u—0, le systéme d’attente avec rappel est un systéme d’Erlang avec perte. Cette
hypothése signifie que I’intervalle de temps entre deux rappels successifs du méme client est
infini. Ainsi, tout appel primaire bloqué est automatiquement perdu.

4)Lorsque le capacité de I’orbite est nulle (O = 0), il n’y a aucune position d’attente ou de

rappel. Ainsi tout appel bloqué est perdu pour toujours. Ce modéele correspond aussi au
systéme d’Erlang avec perte.
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2.2.Systéme de file d’attente M/M/1 avec rappel constant

2.2.1.Description du modele

On considére un systeme de file d’attente a un seul serveur dans laquelle les clients
primaires arrivent selon un flot poissonien de taux A >0. Les durées de service d’un client sont
indépendantes et exponentiellement distribuées de moyenne 1/v ;.un client qui trouve le
serveur libre est immédiatement servi. Les clients qui trouvent le serveur occupé vont
directement en orbite et rappellent ultérieurement pour service. Les intervalles de temps
séparant les rappels successifs sont supposés indépendants et exponentiellement distribués
avec un taux pj= n(1-6 ;) , qui est indépendant du nombre de clients dans I’orbite. les
temps des inter arrivées et les temps de service sont supposés mutuellement indépendants.
L’état du systéme a I’instant t peut étre décrit au moyen d’un processus bidimensionnel
X(t)=(C(t),N(t)) ,ou N(t) est le nombre de clients dans I’orbite et C(t) est le nombre de
serveurs occupés a I’instant t.

On note que le processus X est un processus de Markov qui prend ses valeurs dans
I’ensemble des états S ={0,1}x N .

L’espace des états et les transitions sont donnés par la figure ci-dessous :

A v
1 >« A
A
n
>«
0 A v 1
Fig.2.1

2.2.2.Calcul de la distribution stationnaire

On définit la distribution limite P;; = Lim Pr {( C(t), N(t) ) =(1.,))} ;(i,j)€ S si elle existe.

t >

On considere maintenant les équations de Kolmogorov pour les probabilités p; jdonnées a
partir des transitions suivantes :

Au temps (t+At) 1’état (1,j) €S est atteint de ’'un des états suivants :

¢(0,j) : arrivée de client primaire avec une probabilité égale a L At + o(At ).

¢(0,j+1) : rappel d’un client de I’orbite pour service avec une probabilité égale a pu(1-3 o ) At
+ 0 (At).

o(1,j-1) : arrivée de client primaire vers I’orbite avec une probabilité égale a A At + o(At).

o(1,j) : ni arrivée, ni service complété, avec une probabilité égale a 1-(A+v) At + o(At).

Au temps (t+At) I’état (0,)) €S est atteint de ’un des états suivants :
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¢(1,j) : complétion de service une probabilité égale a vAt + o(At ).

¢(0, j) : ni arrivée, ni rappel avec une probabilité égale a 1-(A + p (1-6 ;) ) At + o(At).
D’ou les équations des états sont données par :

Poj (t+At) = v Py (t) At + (1- (L + p (1- 8 o; ) At ) Po;(t) + o(At)

Pyj (tHAt) = A Poj (t) At +1 (1-8 6§ ) Poje1 (t) At + A Py (t) At + (1-(A+ v ) ) Pyj (t) At + o(At)

On divise les deux €quations par At et on prends la limite lorsque At — 0 pour obtenir :
dPoj (t) /dt=- (A +p(1-80j)) Poj+VvPyj;

dPy (t)/dt=(A+v) Pi; —=APoj — n(1-84j) Pojri— APjjq ;1=0,1, j=0

A D’état stationnaire, on a que P;; existe et est indépendante de t (c’est a dire le comportement
de processus est stable) et donc dP;; (t)/dt=0

D’ou les équations suivantes :

A+ p(1-8,5)) Poj =vPyj; (2.1)
(At v) Pij =L Poj + u(1-8,j) Pojrr +A Py (2.2)

Une combinaison des deux équations (2.1) et (2.2) donne :

H(1-86j)VPojr1 - A A+ u(1-80j)) Poj=p (1-80j) vPoj- A(A+p(1-86j)) Pojr ,Vj21
D’ou le systéme d’équations suivant :

(A+u(1-6,5)) Poj =vPyj;

(W(1-06j)v+A(A+tp(1-806j))) Poj=A(A+n(1-85j)) Pojt T (1-86j) v Pojr1,j =1
Qui est du méme type que celui de (1.8), ce qui permet de déduire I’quation :

H(1-80j) vPoj-A (A +pn(1-86j)) Poj1 =0,

et par suite :

A+ u(-5,)
Poj = Poj_1 -
u(1-3, )V

Nous obtenons par récurrence :

L A(A (-8,

POJ‘:H

i=1 (1l —0,;)v

00
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D’ou,
A(A+ "
Py = ( %} Pu
A partir de I’équation (2.1) on obtient :

p _ATu(-80)( A2+ )Y,
1j v k Y 00

Par normalisation on a :

Par conséquent :

PO{Z@:(/1(/1+ﬂ)jj+/1:ﬂgo(i(ﬁJrﬂ)jj}l

=0 uv uv

La condition d’ergodicité du processus devient :
® i

Z ( A(A+ u) j (0

i=0 Hv

c’est a dire :

A (A + u )

Y 1 (2.3)

Enfin, les probabilités stationnaires pour ce processus markovien sont données par :

P _ 7y A+ u uv -
O V= A(A+ ) v uN—A(A+ )

_uv - A (At ou)
oou (A + ou o+ V) @4

00

et
A4 )
Po;=(%j Poo . (2.5)
2 e )
Pj= c,tl( (ﬂ"\;ﬂ)j Po . (2.6)

On peut obtenir maintenant plusieurs caractéristiques de performance :
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2.2.3.Nombre moyen de clients dans le systeme

Pour calculer le nombre moyen de clients dans le systéme en régime stationnaire, E(N), on
peut utiliser la relation :

E(N)=Lim P (z) =P/ (1). (2.7)

z—1

Ou Py(z), Pi(z) sont les fonctions génératrices correspondant aux Po; et Pjjrespectivement :

P, (2)=) 2P, lz|<1. (2.8)

i=o0

P lzl<1. (2.9)

P ()= 2

0

0
j=

Soit q; la distribution stationnaire du nombre de clients dans I’orbite, q; = Pr(N = ) a pour
fonction génératrice,

P@)=Po(2) + Pi(2)= > 7 (P + Pyy)

i=0
En appliquant cette transformée

p(z)=iziPOOKWW)jjMW(WW)‘}

LV v o

_ )2
_POO(V+A+'U),UV—Z(1(A+IU)) H

apres calcul on obtient :

__ uN-A(A+u)
P )= N1+ 1) (2.10)

D’ou,

A(A+u)
HUN—A(A+ u)

E(N) = 2.11)

2.2.4. Probabilité de blocage

C’est la probabilité que le serveur soit occupé, elle est donnée par : P=P;(1), ou,

o A+ N=A(A+ A4+
Pi) =3 Py vﬂ'ﬂmm(wv@);o(( ﬂ)j
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__A+tu HUN—A(A+p)
(V+u+Vv) (uv=2(A(1+ u)))

D’ou,
A+ u

rYET (2.12)

1

2.3.M/M/1 avec taux de rappel lineaire

Avec la méme discipline , on considere la file M/ M / 1 ou le taux de rappel dépend de
nombre de clients dans I’orbite ; c’est a dire pj = ju. .

Théoreme[27]

Pour la file M/M/1 avec rappel linéaire, la distribution stationnaire de I’état du systéme ;
P;; = Lim Pr {C(t) =1, N(t) =) } est donnée par :

t—o

1

Po;=(p—j %1_1[ G+iuXi-p) (2.13)

H "o

P]j=[”—j %Hl G+igXi-p) (2.14)

Y7,

avec p = <L

<|>3

Les fonctions génératrices correspondantes sont données par :

A

_ N 1 l-p «
P, (2) = jz_:onPo,-—(l P)-(l_p.zj (2.15)
o 1 A
_ ip -p \*
Pr @ = jzosz”_p'(l—p.z) (2.16)
Preuve:

Dans le cas ou le temps de service a une loi exponentielle, le processus (C(t),N(t) ) est un
processus de Markov d’espace d’états S = {0,1} X IN

Au temps (t+At) ’état (1, j) €S est atteint de I’un des états suivants :

¢(0, ) : arrivée de client primaire avec une probabilité égale a A At + O(At )
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¢(0, j*+1) : rappel d’un client de I’orbite pour service avec une probabilité égale a

(G+1)u At + O6(At)

o(1,j-1) : arrivée de client vers I’orbite avec une probabilité égale a A At + O(At)

o(1,j) : ni arrivée, ni service complété, avec une probabilité égale a 1- (A + v) At + O(At)
Au temps (t+At) I’état (0, j) €S est atteint de I’un des états suivants :

o(1,j) : complétion de service, avec une probabilité égale a vAt + O(At)

¢(0, j) : ni arrivée, ni rappel, avec une probabilité égale a 1-(A+ ju ) At + O(At)

D’ou les équations des états sont données par :

Po; (t+AT) = v Pyj (t) At + (1-(A+ ju ) At) Po; (1) + O(AL ) (2.17)

Pyj (tHAt) = L Poi (t) At + G+1)p Pojrq (t) At + A Pijoq (t) At + (1I-(A+ v ) At) Py;(t) + 6(At)
(2.18)

On divise les deux équations par At et on prends la limite lorsque At — 0 pour obtenir :
dPoj ()/dt = (A+ju) Poj —vPyj

dP; (t)y/dt=A+v) Pi; —APo; — G+ Pojri— A Prja

A T’état stationnaire, on a que P;; existe et est indépendante de t et d’ou, dP;; (t)/d t=0.
D’ou les équations suivantes :

(A+ju) Poj =vPyy; (2.19)

(A+v) Pij =APo; + (Gt Pojur + APy 5 (2.20)

En combinant les équations (2.19) et (2.20) on a I’équation :

GtDuvPojer -A(A+ju) Poj =jpv Poj-A(A+(G-Dp) Poj . (2.21)

D’aprés I’équation (1.8), on obtient I’équation, ju v Poj-A (A + (G -1)n) Po;1=0.
Et par conséquent:

_AA+(-Dpw) A (A + i)
P, = : P, = P
0 juv o l_i[zo (i + 1) u v 0
d’ou

pl i _
Oj:/,ljj!]i‘:l(:)(l-i_llu)POO.

A partir de I’équation (2.19) on conclut :
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H (A +1iu)Py

i~ JJ|V

j+1

_ P : -
Plj_W]:[:] (A +1pu )Py

A cet ensemble d’équations on ajoute la condition de normalisation ;

Z POJ+Z P,; =1, pour obtenir :

2 p!
POO_ |
i=0 j! ,u
mais,
© pJ j-1 i-1

Z [1(Gh+im= Z—H ’“'“ Z( p)’ —11- f} i) (2.22)
j=

=l G5 i=0
Rappelons la formule du Bindme classique :

(1+x)m =3 X“H (m i) (2.23)

j=0

En appliquant la formule (2.23) sur la somme (2.22), on peut déterminer 1’expression ;

EOWH (+i)=(1=p) 7

i+1 i A

il (A+ig)=p(1-p) *

Msg

ce qui meéne 4 ;

A 2 -1

Po=|(1=p) “+p(l=p) * =(1-p)

2
i

Finalement, apres un calcul simple, on obtient le résultat du théoréme ;

j

L‘Fl
Py P

j =

et

pj+1 i A
— || (A+iu)(1-p)*
' JHI

1j =

Po(z)et P1(z) sont obtenues par la formule du Bindme :
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© ioi-1 _ A
P ()= 2L (A+iu)(1-p)*
=0 | RV Bty

+1

- _ -t Ay,
:Z %H (_2__”(1_,0);1

+ 1 - A
(1-—zp) *
A
1-p " . . -
=(1-p) m , qui est exactement le résultat du théoréme.

Et de méme pour P(z) :

A i
= . 1 -
P, (20 = JZ,OZJF%FP-(ﬁ)ﬂ
2.3.1. Nombre moyen de clients dans I’orbite

La distribution stationnaire du nombre de clients dans I’orbite q;=Pr{N =j} a pour
fonction génératrice P(z) suivante :

—+1
P(z) =P0(z) + Pliz) =(1 + p —pz)( L-p }”
l-pz
(2.24)
A partir de I’équation (2.7) , on obtient:
EN) = 2422 (2.25)

(I=-p)u

2.3.2.Probabilité de blocage

La probabilité de blocage B est la probabilité que le serveur soit occupé ;

B=Y Py=P (1)=p=% (2.26)

j=0

00
J:

2.4.Le systeme M/M/2

Pour le cas ¢=2 et rappels constant; Artalejo[2] donne les formules suivantes :
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A CEV RATORE .
POj:(/1+,L1)2+VykV,u(3l+2(v+,u))J 0 121 2:27)

P”:ﬂJrﬂ(vl_(SOj)POi 20 (2.28)
C RAv+L) (AAr v Y .
P”_v2(3/1+2(v+,u))\Vy(3/1+2(v+,u))j P j20 (2.29)

V(A ) - A(A+ p)?
0 = V(AT (AT )(A+2V)) (2.30)

La condition nécessaire et suffisante pour la stabilité est donnée par p < 1

A(A+u )?
V(A v+ 1) (2.31)

avec p,=

preuve

De la méme maniére que dans le cas ¢ = 1,on obtient les équations des probabilités
{Pij/ (1€{0,1,2},j>0) } suivantes :

(A+n(180)) Poj =vP1; 20 (2.32)
(7\,+V+ u(1-60j)) Plj:XP()j +2VP2J' +u P0j+1 jZO ; (233)
(7L+2V) P2j=7\,P1j+p, P1j+1+7\,(1-80j)) sz-] jZO ) (234)
a partir de I’équation (2.32), on a:

A+ p(1-0,;

des équations (2.33) et (2.35), on peut exprimer les probabilités{P,;} en fonction de{Py;} ;

(A+u(1=6,)f +vu(1=6,)
A3 2v? Pi=ay

En combinant (2.36) , (2.35) et (2.34), on obtient;

Pya §20 (2.36)

(o4t Bj) Poj = a1 (1-80j)) Pojr + Bj+1 Poju jzo 5 (237)

ou,
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M(A+ u(1=80) J +vu(1-5,)) |
aj= V2 Jzo

ﬂjz%(%/1+v+yll—5oj) jizo

On note bien que les probabilités {Py; ,j >0 } satisfont un systeme d’équation de naissance
et de mort donné par (1.8) avec un taux de naissance égal a o; et de taux de mort f3; .

j—1
Ce qui permet d’écrire : Py;= Py, [ |

k=0 k+1

Ay

Et d’apres le paragraphe 1.7.3 on constate que I’existence de la solution (la condition

d’ergodicité) est liée a la convergence de le série S tel que,
i-1

s =Y JI -Z%—, ondéfinit:

j:OK:OﬂK+1
_AA+ )P V) _g(; ) A°
“= 2v? o B A ) e y=—
2v

d’ou

o0

s - ¥ (6]

Et par conséquent, S converge si et seulement si o <f3, apres un calcul simple on déduit

o o A(A+p )’
I’équation (2.31) du théoréme ; V(A v+ )
Et
j-1 a y a )
Poj = POOH Y (j i
J k=0 k +1 o ﬂ

Des d’équations (2.36) et la condition de normalisation , on déduit également les équations )
(2.29) et(2.30) .

2.5.Systeme M/M/c

Mémes hypotheses et notations que ci-dessus, avec un nombre de c serveurs identiques en
service.

L’état du systeme a I’instant t peut étre décrit au moyen d’un processus bidimensionnel
X(t) = (C(t),N(t)). ou N(t)est le nombre de clients dans I’orbite et C(t) est le nombre de
serveurs occupés a I’instant t.

On note que le processus X est un processus de Markov qui prend ses valeurs dans
I’ensemble des états S ={0,1 ,...c}x IN .

Au temps (t+At) I’état (i, j) €S est atteint de I’un des états suivants :

(i-1,j) : arrivée de client primaire avec une probabilité égale a A At + o(At)
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o(i-1,j+1) : rappel d’un client de I’orbite pour service avec une probabilité égale a (j+1)u At
+o (At)
o(i+1,j) : complétion de service avec une probabilité égale a (i+1)v At + o (At)

(i, j) : ni arrivée, ni service complété, ni rappel avec une probabilité égale a 1-(A+iv+ju) At +
o (At)

On définit les taux de transition d’un état (i, j)€S a un états (n, m)eS par qgj)m m)

epour 0<1 <c-1

o) si (n, m)=(i+1,j)
iv si (n, m)=(i-1,j)
< ju si (n,m)=(i+1j-1)
dij)om = -(A+iv +jp) si (n, m)=(i, j)
0 si non
.
epour i=c
cv si(n, m)=(c-1, j)
A si(n, m)=(c, j+1)
dij)mm = -(A tcv) si(n, m)=(c, j)
0 si non

2.5.1.Formules explicites des caractéristiques de performance

On considérera que le processus X est ergodique ce qui a lieu si et seulement si la
condition suivante est vérifiée [27]: p<1 ou p=A/cv

On définit aussi les probabilités limites; P;; = Lim Pr (C(t)=1, N(t)=j ), pour (1, ) € S,
t —o0
qui sont positives si et seulement si la condition p < 1 est satisfaite.

D’apres les probabilités de transition, on peut écrire 1’équation suivante :

Pij(ttAt)=A At Pi; () + G+ pAtPiji1 () + (D) VAL P () + (1- (A +iv+ju) At)
Pij(t)+ o (At)

On divise 1’équation par At et on prend la limite lorsque At — 0 pour obtenir :

dP; (0)/dt=AP; ;) +(G+tDpPi i)+ @+DVPi ) —(A+iv+jp) Py (1) ;0<i<c-1
i>0
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A I’état stationnaire, on a que P ;; existe et est indépendante de t d’ou dP;; /d t = 0.
Ce qui nous permet d’écrire :

AF+iv+ju)Pi; =APi;+ G+ DuPig 0 FA+1)v P si 0<1 <c-1 (2.38)
A+cv)Pei =APcj +G+DpPeyjn +APC sii=c (2.39)

On pose les fonctions génératrices partielles P; (z) = Z ZP; ispour0<i<c
i=0

En multipliant les termes des équations (2.38) et (2.39) par 7 et en sommant sur les j=0,0on
obtient ;

(At+1v) i ZjPij"‘Mi ijPij:}\,
=0 =0

0< 1<c-1

4

AP +p Y GHDZPigju+ (VY 2P
j=0 j=0

=0

—

(Mrev) D, ZPe=p, G+ DPeiju +2 szpc_lj +xzszcj_1 i=c
j=0 j=0 j=0 j=0

D’ou les équations ;

h+ivP @tz P @=aP@+n P L@+ @) vPia@;0<i<cd

(2.40)
O+cV)Pe@)=A Pea(@+p Proi@+1zPe(2); i=c (2.41)
En introduisant la fonction génératrice bivariée P(x, z) tel que,
c © C .
P(x,z) = X' ZPij = z x' Pi(2)
i=0  j=0 i=0

En multipliant les termes de 1’équation (2.40) et (2.41) par x' et en sommant les deux équations
résultantes terme a terme sur les i 0< i < ¢, on obtient I’équation suivante :

AMAXx)PX,z)+pu(zx) P z(x,2)+ v(x-1) px (x,2) + Ax° (x-2) Pc ()t x © (x-2).
Prec@ =0 (2.42)

En dérivant 1’équation (2.42) par rapport a z, X, XX, Xz, zz respectivement aux point x =z = 1,
on obtient :

p Pz -APc()-p Pre)=0 (2.43)
At p Prz(1,1)-v Prx(1,1) - APc(1)-pPre(l) =0 (2.44)

A p;x(l,l)'f‘pl Prxz -Vp"xx- chc(l)-uc pfc(l):O (245)
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A Prz(LD)-p przz +(vHp) Prxz+ A Pre(l) -pue Pre(l)-he. Pe(l)+p Przz
-0 (2.46)

w Py - Pre@-p Pry=0 . (2.47)

On utilise le faite que :

Prox2=>> jx'z" Py
i

o Prz(lL)=3D jPi
=Lim E(N(t) ) =N

t—o0

*Pe(1)= 2, Pej =P{C(H)=c}=B

i=0

etque Prx(X,2)= 22 ixi'lszij_
T
On a aussi

. p’x(l,l):ZZj: iPi;

=LimE(C(t))=Y

t—>o0

e Prc(1)=LimE (N(t), C(t)=c ) = N¢ .

t—o0

La résolution de 2.43 et 2.44 donne :

r=vPx,)
D’ou
Y=A/V . (2.48)

Aprées un calcul long, La résolution 2.44, 2.45,2.46 et 2.47 donne :

_ v+u A-v.var(c(t))

N 7 1 . (2.49)

.2.5.2. Remarque sur la nature numérique de la solution stationnaire

Remarquons que pour ¢ < 2, la distribution stationnaire { P;;j, (i, j)e S } est telle que les
suites partielles { P;;, 1 =20 } satisfont un systeme d’équations de type « naissance et de
mort », mais quand ¢ > 2, cette structure de naissance et de mort n’est pas préservée ; d’ou
vient la difficulté analytique de tels systemes.

35



2.6.Conclusion

La seule mani¢re d’obtenir la distribution stationnaire P; ; consiste en la résolution
numérique des équations de Kolmogorov (2.38) et (2.39) .

Comme ce systeme d’équations est trés compliqué, il ne peut pas étre résolu directement,
et on a besoin donc de méthodes d’approximation numérique de la solution de notre systéme.
Cependant une implémentation pratique de la file M/M/c avec rappel exige une variété
d’approximations et de méthodes de troncature afin de calculer les principales
caractéristiques de performance.
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CHAPITRE TROISIEME

APPROXIMATION DU SYSTEME M /M/ ¢
AVEC RAPPELS
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3.0.Introduction

Un examen détaillé de la littérature montre que des efforts ont été fait pour 1’investigation
de systéemes markoviens a plusieurs serveurs avec rappel exponentiel [5, 17, 42, 43,...].
Cependant, il convient de noter qu’aucune solution analytique satisfaisante des équations de
Kolmogorov pour la distribution stationnaire du nombre de clients occupés et la longueur de

file d’attente n’a été obtenue , a ’exception descasc=1etc=2.

L’utilisation d’un mod¢le tronqué pour la solution numérique des équations de
Kolmogorov pour le modele original avec un nombre illimité de sources a été suggéré par
Wilkinson [46]. Il a noté que des probabilités stationnaires pour le modéle tronqué peuvent
étre calculées par les équations de Kolmogorov, mais n’a pas donné un algorithme détaillé.

Ce chapitre est consacré a 1’étude de ce systéme en introduisant une solution algorithmique
basée sur I’approximation numérique du systéme dynamique.
Dans la premicre partie de ce chapitre, on présente une analyse du systeéme basée sur la
méthode de troncature directe.

Le reste de cette premiere partie est organisée de la maniére suivante :
Dans la section .1., on décrit le modéle mathématique. Dans la section .2., on présente
I’analyse algorithmique basée sur un algorithme numérique pour calculer la distribution
stationnaire du mod¢le tronqué et différentes mesures de performance.

Dans la section .3.on présente des formules explicites de différentes caractéristiques de
performance du modele tronqué. Dans la section .4.on présente la relation existant entre le
systéme tronqué et le systéme initial. Dans la section .5. On étudie la convergence de la
solution stationnaire du modele tronqué vers celle du modele original. En fin un choix de M
est discuté.

La deuxiéme partie est consacrée a I’approximation du systeme M/ M/c avec des modé¢les
tronqués généralisés . Dans ce systéme d’attente on constate 1’absence de résultats explicites ;
I’analyse est réduite a une solution par la méthode matricielle géométrique.

Dans la section .7. de cette partie des modeles mathématiques sont décrits. Dans la section .8.
on ¢tudie la méthode matricielle géométrique, dans la section .9.on étudie 1’analyse de

quelque modeles tronqués généralisés .

La troisiéme partie est consacrée a la validation des approximations et leurs comparaisons.
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3.1. Modele tronqué

3.1.1. Description du modéle

Dans ce modéle, la capacité de 1’orbite est finie, elle est limitée par une constante M ; si le
nombre de clients dans 1’orbite est égal a M, dans ce cas, certains clients qui arrivent vers le
systéme n’ont pas la possibilité d’y entrer .

Ce systéme peut étre décrit par un processus bivarié (C™ (1), N™ (1) ) ou CM(t) est le
nombre de serveurs occupés et N™ (t) est le nombre de clients dans I’orbite a I’instant t. Sous
ces hypothéses, le processus (C™ (t), N™ (t) ) est markovien avec espace des états fini ,

S ™ =140, 1,...c}x{0,1,...M}.

M
Les taux de transition q((. j)znm) sont donnés par :
lpour 0<i<c-1, 0<j<M

-

A si (n, m)=(i+1, j)
1v si (n, m) = (i-1, j)
™ . ) . )
q(u)(nm) —< Ju si (n, m)= (i+1, j-1)
SOFivEiw simm)=(J)
L 0 si non

epouri=c, 0<j<M-1

cvV si (n, m)=(c-1, j)
A si (n, m)=(c, j+1)
M . .
Alchm) = (n+ev) si (n, m)=(c. j)
0 si non
3.pour i=c, =M
cv si (n, m)=(c-1, M)
(M) — .
q(cM)(nm)_ -cV si (n, m)=(c, M)
0 si non,
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M
D’ou ( (( ij )() nm) sontles mémes que ceux du modele original sauf pour I’état (i =c, j = M).

Et par suite on obtient les équations d’équilibre ;
ePour 0<i<c-1, 0<j<M-1

P ™M+ A=A AP MO+ G+ D p AP M)+ G+ D) VAP M)+ -+
v +ju)At Py ™ (1) + 0(At) (3.1)

On divise I’équation par At et on prend la limite lorsque At — 0 pour obtenir :

dP;; ™ (t) /dt =& Piy ;™ (1) + GO Piy 10 ™ (0) + @1V Py M (1) — i v+ ju) P M (1)
;0<i<ce1 j20 (3.2)

A T’état stationnaire, on a que P;; existe et est indépendante de t et d’ou P;; ™M (t) /dt=0
D’ou les équations suivantes :

A+iv+jn) P ™ =aP ;™ + GG+DuP M+ G+ D) v Py ML 0<i<e-1(3.3)

Ot cv)Pei™ =4 Py ™+ G+ uPey jr1 ™+ AP ™ (3.4)

.3.1.2.Calcul de la distribution stationnaire
Comme I’espace des états S™ est fini et la chaine est irréductible ; du moment que tout
état (i, ) peut étre atteint par n’importe quel autre état ; Le processus X™ est donc ergodique

\ . . . . . . M
d’ou I’existence d’une distribution stationnaire P; j( ) ;

P;; M = Lim Pr{C™ (t) =1, N™ (t) = j} est une solution des équations linéaires suivantes :
t—o0

O4iv+jn) P™ =P ;™ +G+Du P ™ + G +1) v Py ;™

st 0<i<c-1,0<)<M-1 (3.5)
A+Hiv+Mu)Piu™ =P ™ + (+1) vPg ™ si 0<i<cl, (3.6)
A+cV)P;™ =Py ™ +G+DuPeji ™ +2 P ™ si0<j<M-1  (3.7)
cvPou™ =P ™ + A Poy ™ (3.8)

et Pi; M gatisfont la condition de normalisation ;

> Pt =1 (3.9)

C x
=0 j=0

Ces probabilités vont étre calculées a I’aide d’un algorithme récursif suivant :
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eAlgorithme 1

On introduit des variables R i}M ), 0<i<c, 0<j<Mtel que,

D’apres la condition de normalisation, on a :

ZC: i Pij(M)ZZC: i RiﬁM)Po(I\’hA):l .

i=0 j=0 i=0 j==

P, = 1

C 0

>3 Ry

i=0 j=0

ET PAR CONSEQUENT , LES VARIABLES R{™ SATISFONT L’ENSEMBLE DES
EQUATIONS SUIVANTES :

R{M =1
A+iv+ju) Ri™=ARu M+ G+DuR ™+ G+ D) vR ™ sii<e-l

(3.10)
A+ iv+Mp) Rin™ =2 R 4™+ (+1) vRi ™ si 0<i<c-1 (3.11)
Ot eV RG™M =LA R ™M+ (G +Du Rt it ™+AvR ™ si 0<j<M-1 (3.12)
cvRem™=A R ™+ A Rema™ si0<j<M-1 (3.13)
1.0n pose j = M pour calculer les variables Ro(',\\/'ﬂ) ... R éMM)

1.10n réécrit I’équation (3.11) par :

A+iVv+M )R —-ARM)
Ri(+Ml?\/|:( (fl_gl)”\\/l/ 1M 0<i<ec-1

Ou bien ;

41



(A+({-Dv+M )R, — AR

R = : : <i<
iM iV ; 1<1<¢c
. . . M M
A partir de la relation Rém) =1 ,on peut calculer les variables R 1(|v| U R c(M )
d’une maniere récursive.
M
2.0n pose j = M-1, pour pouvoir calculer les variables : R o('|\\/|/| ) I e R c(M )_1

M
2.1.La variable R c(M )_1 peut étre calculée directement a partir de la relation (3.13) ;

_CWR W' —AR¢ 1w

M)
Rov A

2.2.Pour trouver les variables R ™ Re.1 ™ on utilise 1’équation (3.10) pour
1=0,....,c-1 ; ces équations s’écrivent sous la forme suivante :

o Xiqt+biXj+ vi Xiri= 0, 0<i1<c-1 (3.14)
Ou,
Xi= R§M™) o=, bi=htivijn, yi= -G+ Dv.&=Gru R M),

Avec X 1=0,X.= R

L’équation (3.14) est une équation aux différences du second ordre dont la solution est
fournie par 1’algorithme de Gauss qui est destiné a la résolution numérique d’équations
linéaires algébriques et considéré comme une méthode efficace .

L’ algorithme consiste a transformer le systéme tri -diagonal (3.14) a un systeéme triangulaire
par la procédure suivante :
On considere la matrice augmentée équivalente au systeme d’équations 3.14 ;

by 7o O 0 0 0 0 0 |J,
a, by oy, 0 0 0 0 0 |0,
0O a, b, vy, 0 0 0 0 |0,

a

o O
S O
o O
o O
o O

2bc—2 7/c—2 0 b..»
(04

0 c D 710

On commence par éliminer les éléments sous la diagonale, et on obtient :
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B, 7o, 0 0 0 O 0 0 |D,
0 B, 7, 0 0 o 0 0 |D,
0 0 82 7/2 0 0 0 O D2

d O Bc.—27c.—2 O D(;—Z
0 0 0 B¢y yea|Deoy

Cette derniére est équivalente au systéme d’équations :

B; Xi+ vi Xir1 =Dj 0<i<c-1 (3.15)
avec: B, =bg, Do =0
d’ou I’équation : Bi.; Xj.1+ vi.1 Xi=Dj_; (3.16)
On multiplie 1’équation (3.16) par % , et on obtient ;
i-1
a; ai

o; Xi1 + ' i1 X = —— D;_ 3.17

B B, G17

Si on retranche 1’équation (3.17) de 1’équation (3.14), on a :

- D.
b, %l X, 4y, X, =5, %2
( B, | j 4 | 3 , (3.18)

qui est exactement I’équation (3.15) avec:

Bi:bi_m Di=5i—%

: <i<ec-
B, ; B, 1< i1<c-1 (3.19)

. ¢ On peut donc calculer les variables B;, D;, pour 1<i<c-1 par la formule récursive
(3.19) en considérant les valeurs initiales B,=by et Dy =0, on aura :

A iv
Bo=h+ju: Bi=A+ivejw - g , 0<i<cl  (320)
i—-1
. AD
Do=0; Di=(j+1u Ri(—Mlj)+l +B—H
i1

ee On calcule maintenant, les variables X¢. . . Xo dans I’ordre inverse a partir de
I’équation (3.15) dont on peut tirer la formule suivante :

Dij —7i Xiy
B

X = (3.21)
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Qui donne :

D+ (i+1)vR M}
Bu ’

RiM) = i=c-1,¢-2,......,1,0 (3.22)

Afin d’éviter une soustraction dans 1’équation (3.20) , on introduit les variables ;
Bi =B; (A +ju)etdonc on aura :

=0 L= v jﬂ_+ﬂ‘*” , I<i<c-1 3.23
Fo / 2+ it B G2
D()jZO;
. AD;_
Di=(+1)uR;_jj,+ L1 : 1<i<c-l 3.24
J A G B 29
Par suite, les variables R iJ(M ) sont calculées par ;
Di+(i+1)VR )
R{M) =—1 (a+1) Ll i=c-1,¢2,......,1,0 (3.25)

A+ ju+ B

3.Répéter I’étape 2 pour j > 0, c’est a dire pour j = M-2, M-3,...., 0 ; on trouve toutes les

variables R i}M )

M
4.0n peut maintenant calculer les probabilités Pij( ) ; Pij(M '=R igM . |:)o(|\'>|/I )

D’ou;

M
Ri} )
C

S

i=0 j=0

P, = (3.26)

3.1.3 Caractéristiques de performance du systeme tronqué

APRES AVOIR CALCULE LES PROBABILITES P;™’ | LES DIFFERENTES
MESURES DE PERFORMANCE PEUVENT ETRE EXPLICITEMENT CALCULEES :

a) La probabilité de blocage B™ ;
M M
BM™ =Pr {C™=c}= > P"=> RMPMN . (3.27)
=0 =0

b)Le nombre moyen de serveurs occupés Y ™ ;
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YO —E(Cc™) =3 ip{c™ =i}
i=0

= ii iPr{C™ =i N™=j1;

i=0 j=0

cC M

i=0 j=0

C) Le nombre moyen de clients dans 1’orbite N™ ;

M
N =E(N®) =% jPr{N™ =j}

i=0

Yy §Pr{C™ =i, N™=j} ;

|:() =

=}

cCM

NOD =D D RPN (3.29)
i=0 j=0

D) La variance du nombre de serveurs occupés V™ ;

v M :E(C(M))Z_(E(C(M)) ii i R(M)P(M) —(Y(M))2 . (3.30)

i=0 j=0

3.1.4. Relation existant entre le systeme tronqué et le systeme initial

Pour étudier I’existence de cette relation, on a besoin de quelques notions et résultats
concernant la théorie des processus stochastique.

a) Comparaison stochastique de variables aléatoires :

Soit (Q2,3, ¢ ) un espace de probabilité et (E ,M) un espace mesurable, ou E est
partiellement ordonné par la relation < . Soient £ ) : Q—E et & @ : Q—E des variables
aléatoires sur (Q2,3, ).

ON DIT QUE £® EST STOCHASTIQUEMENT INFERIEURE A £® ET ON NOTE

£V Sg @ g

#EY eR) < plE® en) VA
Avec A est un sous ensemble monotone d’espace d’états E. (on dit que A est monotone si
xeA etx <yalors yeA).

Théoreme3. 1. [27]
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SI E EST UN ESPACE METRIQUE SEPARABLE ET COMPLET, M EST UNE o -

ALGEBRE ALORS &Y <gt £@ S| ET SEULEMENT SI IL EXISTE UN ESPACE DE
PROBABILITE (£2*,3*, o*) ET DES VARIABLES ALEATOIRES ;

n®: *>EET n@: @*>E TEL QUE:

e £Y A LA MEME DISTRIBUTION QUE 5 ® ET ¢® A LA MEME DISTRIBUTION
QUE 77(2)

en Y ()<n® (w) Ve 2

DEFINITION 3.1.

ON DIT QU’UN PROCESSUS DE MARKOV ¢&; DEFINIT SUR Acz.N EST UN
PROCESSUS DE MIGRATION SI ET SEULEMENT SI LES TAUX DE TRANSITIONS
SUIVANTES, A PARTIR DE L’ETAT N =(Ng,N,,...,Ny) SONT POSSIBLES VERS LES
ETATS :

1. n + ¢; de taux AL, ,1I<S1<N
2.1 - ¢; de taux pin JU<1<N

i ) .
3..n - ¢; + ¢jde taux an ,i<N,ixl.

Ou e; = (0,... ,1,0...0) vecteur de dimension N dont la i-iéme coordonnée égale a 1 et les
autres sont nulles.

On remarque que les processus de migration de dimension un sont les processus de
naissance et de mort classiques. Et par suite les processus de migration de dimension deux
peuvent étre utilisés pour décrire notre systeéme avec rappel.

Par exemple, le processus (C(t), N(t) ) est un processus de migration défini par les
caractéristiques suivants :

A si0<n<c-1

1 _

A m) = _
0 sin=c
0 si0<n<ec-1

A om) =
A sin=c

1 _ .

H(n,m)_nva

2

“1(121,111):0;

a,(n,rn):O;

mp si 0<n<c-1
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2,1 .
a” mm) = 0 sin=c.

Le processus (C™ (t), N™ (t) ) du modéle tronqué est un processus de migration défini par
les caractéristiques suivants :

A si0<n<c-1

kl(M)(n,m):

0 sin=c

0 si0<n<c-1
MM m= 1A sin=c,0<m<M-1

0 sin=c, m=M
1M
ZE ;(n,m):nva
M

_0,

M1,2(]\§Ir)1’m)

mu si 0<n<c-1

az’l(M) (n,m) = 0 sin=c¢

Théoreme 3.2. [24]

Soient & ", & @ deux processus de migration avec espace des états Aj, A, < N

respectivement et de caractéristiques infinitésimales :

YO pni(l) ,ap (M (neA) et M @, pni @ g i@ (neA,) respectivement.
Si;

.éo(l) < £, ) :

or, M <y, i® ;1=1,2, ne Aj NA;;

ouni(l) > pni @ ;1=1,2, ne Aj NAy;

eVneA;, me Aytelqueni=mjetnj<m; (i,j=1,2,1#)Ona:

dgt D 4 2, D <2, 10 4 g 1O

D g, 8 > 1Dy g i)
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Alors il existe un espace de probabilité (Q2,3, ¢ ) et un processus de Markov de dimension
deux (", @ )tels que ;

e, 1 ont méme distribution que &' et & ¥ respectivement.

o (@< P (@Vt=0,VoeQ.

En appliquant le théoréme 3.2 aux deux modéles {C (t), N () } et {C™ (t),N™ () } qui
sont des processus de migration , et en utilisant le théoréme 3.1 on a les deux théorémes

suivants :

Théoreme 3.3. [27]

Si (C™(0),N*™(0)) <t (C(0),N(0));
ALORS ¥T >0,0N A : (C™(T), N™ (T)) <4 (C (T), N (T)), ET EN PARTICULIER
POUR LA DISTRIBUTION STATIONNAIRE ON A :

{R et )

Théoreme 3.4. [27]

Si (C™(0), N™(0)) st (C™V(0), NM1(0));

ALORS VT >0,ONA:
C™ ), N™ (1)) Sst (™ (), NMD (1)) ;

et en particulier, pour la distribution stationnaire on a :

{ P a ™

3.1.5.Convergence de solutions du modéle tronqué vers celles du mode¢le original

La question qui doit se poser maintenant, est-ce que ces caractéristiques stationnaires du
modele tronqué convergent vers celles du modele initial lorsque le niveau de troncature M
tend vers I’infini ?

On pose ;

Py - P (3:31)

j

.MS
s

>
Il

3
I

En utilisant I"inégalit¢ {P;;™ } <, {P;;™ 1<, {Pi; ).
ON A EN PARTICULIER;

p™M <P MV< p. (3.32)
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— (M)
Lasuite { P ij  } est donc monotone et bornée, et par conséquent, elle est convergente. On

g . . .5/ (M) .
en déduit ’existence d’une limite aj; =Lim P jj pour M— oo et par suite a;; < pij .

—M) —M) M) —(M)
Pij(M):Pij +P|+11+1—P|+11+1—Plj+1 ‘ (3.33)

D’ou I’existence de la limite bjj= Lim P; j(M) pour M— oo,

Par définition , bjj= aij+ aj+1j+1- @i+1j - @ij+1 , €t bij = aij .

Ce qui meéne a :

o0

- C
boo = Z z bij = ago
i=0

i=0

= LimPoe™ =Lim1=1, (3.34)

M—w

c’est a dire que les variables b;; satisfont la condition de normalisation et donc on peut
conclure que bi;= Pij.

Finalement on a :

LimP;™ = p;; (3.35)

M-

On a confirmé donc la convergence de la distribution stationnaire du modé¢le tronqué vers
celle du modele original, ainsi que celles des différentes mesures de performance qui
s’écrivent en fonction de cette derniere :

3.1.6.Choix du niveau de troncature M

Aucune base analytique pour le choix de M n'est disponible, une approche d'épreuves et
d'erreurs doit étre adoptée , de telle sorte a minimiser 1’effet de cette approximation sur la
solution stationnaire P;; .

On peut commencer par une valeur initiale raisonnable pour M, et on l'augmente
progressivement jusqu'a ce qu'un critére convenablement choisi soit rencontré.

On choisit d'augmenter M jusqu'a ce que les différents ¢léments du vecteur de probabilité
ne changent pas de maniére significative. Chaque fois que M est augmenté, une valeur o,
définie comme le plus grand changement individuel des éléments de P; j(M) est déterminé. M
est choisi comme plus petite valeur de j pour laquelle 6 < €, ou € est une valeur infinitésimale
prédéterminée.

M sera le plus petit entier qui vérifie I’inégalité suivante :
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Max [P M) - PM*) |< ¢
.y O ! -

.3.2.Modéle tronqué généralisé

On décrit maintenant d’autres méthodes d’approximation numérique de file d’attente
M/M/c avec rappel en les comparant avec la méthode de troncature directe.
L’idée de base est d’imposer une hypothése simplifiée qui donne un modéle de file d’attente
auxiliaire avec un état du systéme infini et un générateur infinitésimal plus approprié.

.3.2.1.Description de quelque modéles tronqueés généralisés

G.I.Falin introduit un mod¢le généralis¢ simple en considérant que le taux de rappel sera
infini lorsque le nombre de clients dans 1’orbite dépasse une certaine valeur M .

Soit X" ={(C™ (t) N® (t)), t > 0 } le processus qui caractérise 1’état du systéme dans ce
modele.
u; est le taux de rappel donné par ;

ju, 0<j<M
= | © j>M

Le processus X' ={(C" (t) N® (1)), t>0 }, ou C™ (t)est le nombre de serveurs occupés et
N® (t) est le nombre de clients dans I’orbite dans ce systéme ,est un processus de Markov
avec espace des états S"= {0,1,...c-1} x {0,1,...M}u{c} x IN.

Les taux de transition d’un point (i, j)e S" a un point (n,m) € S" sont donnés par :

lL.pour 0<i<c-1, 0<j<M;

g
A si (n, m)=(i+1, j)
iv si (n, m)=(i-1, j)
Qipmm = M si (n, m)=(i+1, j-1)
-(AH v+ jp) si (n, m)=(1, j)
L 0 sinon .

2.pouri=c, 0<j<M-1 ;

cvV si(n,m)=(c-1, j)
A si(n,m)=(c, j+1)
q(cj) (n,m)(F) =
-(Atcv) si(n,m)=(c, j)
0 si non
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3.pouri=c,j>M+1;

/
cv si (n, m)=(c-1, j)
Qepom = A si (n, m)=(c, j*+1)
-(A +cv) si (n, m)=(c, j)
g 0 S1 non

Une autre méthode pour ramener le modéle de rappel initial & un modéle numérique
traitable, consiste en un modele proposé par Neuts et Rao [42]. IIs proposent que quand le
nombre de clients dans 1’orbite excéde un niveau N, seulement N d’entre eux sont autorisés a
effectuer des rappels tandis que les autres attendent jusqu’a ce que cette période de surcharge
expire.

Ce modele a un taux de rappel ;

ju, 0<j<N

b=
Np, >N

Cette approximation mene a un générateur infinitésimal qui est homogene a partir du niveau
N ci-dessus (ou le taux de rappel devient constant).

Le processus associé X% ={(C™® (t), N™ (1)), t >0 }, ou C™ (t)est le nombre de serveurs
occupés et N (t) est le nombre de clients dans I’orbite dans ce systéme ,est un processus
de Markov avec espace des états SN° = {0,1,...c} x IN.

Ses taux de transition q  j (n,m)(NR) d’un point (i,j)e S™™® & un point (n,m) € S~ sont donnés
par :

I[.Pour 0<i<c-1, 0 <jJ<N;

( A si (n,m)=(i+1,j)
iv si (n,m)=(i-1,j)
qdij (n,m)(NR) =
{ si (n,m)=(i+1,j-1)
-(AHivtjp) si (n,m)=(1,))
0 si non
\

2.Pouri=c , 0<j<N-1 ;

cv si(n,m)=(c-1,j)
A si(n,m)=(c,j+1)
R
dcj (mm)(N ) =
-(A +ev) si(n,m)=(c,j)
0 si non

51



3. Pour0<i<c-1, j>N+1;

—
1v si (n, m)=(i-1,j)
A si (n, m)=(i+1,))
N+1 si (n, m)=(i+1,j-1
) (NR):<( u (n, m)=(i+1,j-1)
qGj)mm)
O HNHD A+ V) si (n, m)=(i, j)
0 si non
N—
4i=c,j=N;
cv si(n, m)=(c-1,j)
A si(n, m)=(c,j+1)
depmm = ) -(A+ev) si(n, m)=(c,])
0 si non

Cependant, le trait important de ces modéles généralisés est que les processus
correspondants possédent une propriété d’homogénéité spatiale limitée en ce qui concerne la
deuxieme cordonnée.

On ¢étudie ces processus de Markov, en appliquant la théorie matricielle géométrique établie
par Marcel- Neuts, que nous allons présenter ci —dessous :

.3.2.2.Solutions matricielles géométriques.

SOIT & = (X7, Y1) UNE CHAINE DE MARKOV A TEMPS CONTINU ET A
ESPACE D’ETAT
S={0,1,...C}x{0,1,...0}, ® <.
On partitionne 1’espace des états S par So U S; U.... . On note par q jnm) le taux de
transition d’un point (i,j) € S a un point (n,m) € S et par Q ;m = (q i jnm) ) Gjes,mmes la
matrice correspondante. L’ensemble des états S; = {(0, j), (1, j),...(c,J)} est appelé les états de
niveau j.

La chaine de Markov passe d’un état du niveau S; uniquement a un état d’un niveau voisin
Si-1 00 Sj+1, ce qui est équivaut a dire que q i jym,m) = 0 pour |j-m | >1. Et par suite la matrice

de générateur infinitésimal Q de la chaine & est tri diagonale par blocs.

Q va étre donnée par ;

/-
AN )
Ay An Ay 0
An A A
Q= Ayy Az Ay
0 _
N
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Ou Ao =Qjjr1, A;j=Qj; etA2j=Qj0 , j=0.

Soit IT= (I1p I1; ,...) le vecteur de probabilité stationnaire (s’il existe) .
ITj est le vecteur —ligne constitué des probabilités stationnaires des états {(i,j),0<i<c};

Hj = (Hoj’Hlj geen ch).

Ayant défini la matrice de générateur infinitésimal du processus, nous pouvons déterminer la
solution stationnaire et son existence ,en recherchant la solution IT= (I'ly IT; ,...) du systéme :

Q=0 (3.36)
ME=1

E est un vecteur colonne, avec tous ses ¢lément égaux a 1

IL EST DIFFICILE DE RESOUDRE CE SYSTEME D’EQUATION (ASSOCIE AU
SYSTEME INITIAL); C’EST DU A LA COMPLEXITE DE LA MATRICE Q . ON
UTILISE DONC, LA METHODE D’APPROXIMATION DE NEUTS. L’IDEE EST
D’EXPLOITER LA STRUCTURE PARTICULIERE DE LA MATRICE DES TAUX DE
TRANSITIONS POUR SE RAMENER A UNE SOLUTION MATRICIELLE
GEOMETRIQUE. ICI, LA PARTICULARITE DE LA MATRICE EST D’EXHIBER UNE
STRUCTURE DE QUASI - NAISSANCE ET DE MORT, C’EST A DIRE UNE
STRUCTURE DE NAISSANCE ET DE MORT VECTORIELLE.

Définition.3.2.

Un processus est dit quasi de naissance et de mort, si il est un processus de Markov d’espace
d’états E = {(1, j), j= 0, 1<1 < ¢} et de générateur infinitésimal Q™, donné par :

By A )
B: A A
A, A Ay
Q= A A Ay (3.37)
~ _J
Ou;

Bi)E+A)E=B E+AIE+A)E=(A¢g+ A1 +A)E=0
Le systeme d’équations (3.36) est donné par les équations :

H() B0+H1 B]ZO

Hj_l A0+Hj A1 +Hj+1 A2: 0 N J = 1,2, 3,.. (338)

53



Par analogie au cas scalaire, puisque les transitions d'état sont entre les blocs voisins, on peut
constater que la valeur de I1; est une fonction seulement des taux de transition entre les états
de niveau j et les états de niveau j-1(d’aprés le systéme 3.38). Puisque ces taux de transition
ne dépendent pas de j, ceci suggere qu'il existe une matrice constante R telle que :

I, =11, R, j=1,2,3,. (3.39)
et que les valeurs de IT; j =2, 3,.., ont une forme matricielle géométrique , donnée par :

I, =1, R, j=1,2,3,. (3.40)
En remplacant la relation (3.40) dans (3.38), on obtient :

Iy R Ag Ty RN A, +TTp R A,=0, j=12,3,. (3.41)

pour j=1 on a:
RZA>+RAL A)=0 (3.42)

la condition de normalisation est satisfaite si,

D Ri<ow (3.43)
j=1

La somme (3.43) converge si le rayon spectral de R est inférieur a 'unité. Ceci est dii au fait
que toutes les valeurs propres de R doivent étre de modules inférieures a 1 pour que la somme
converge.

Posons,

S=) RI=1+R+R*+....
=0
D’ou,
S(I-R)=(I+R+R*+..)-(R+R*+...)=1
Avec I est la matrice unité. Puis, a condition que la somme converge, nous pouvons écrire :

S=(-R)",

Théoreme 3.5.[41]
Un processus de générateur Q™ est récurrent positif si et seulement si la matrice R qui
satisfait 1’équation ; R> Ay+ R A1+ Ag =0, a toutes ses valeurs propres de modules inférieures

a un. et le systeme d’équations :

Ilp, (Bo +RB;) =0
(3.44)

IL(I-R)'E =1
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possede une unique solution positive Iy
Si la matrice A = Ap + A; + A, est irréductible, alors le rayon spectral de R est inférieur & un
si et seulementsi P AgE < P A;E . (3.45)

Ou P est le vecteur de probabilité stationnaire associé¢ a la matrice A = Ag+ A} + Ay,
Le vecteur de probabilité stationnaire [1 = [I1y, IT;,...] de Q™ est donné par :
I, =TTy R, i>1
Et de plus on a I’équation générale suivante:
RAe-Ape=RBje-Bpe=0 (3.46)
Lemme 3.1.[ 41]

Si le rayon spectral i de la matrice R est positif, alors il satisfait I’équation n =x (1)

Ou x (z) est le rayon spectral de la matrice
2

B(z)=) C,z* 0<z<l1
k=0
Co=AoA", Ci=AAT+1, Cr=AA",

-A est la matrice diagonale des ¢léments diagonaux de A,

De plus I’équation z=x (z), 0 <z < 1, admet deux solutions au plus,z=1ouz=n.

L’ approximation donnée par les modeles tronqués généralisés modifie le générateur
infinitésimal Q a celui donné par Q* qui correspond au (3.37)

/AIO Ay
Ay A Ay 0
A»n Apn A
Q*:
O
Arna AN Ag
Arna Aina | Ao
0 As A Ay
¢) Ay A Ao
A, Ay Ay
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Ou A;=An et Ay =AoN

On ¢étudiera par la suite le choix de N par des méthodes algorithmiques de telle sorte qu’on
minimise I’effet de cette approximation sur les probabilités d’équilibre .

Sous les conditions du théoréme 3.5., on peut constater que I1 a la forme d’une matrice
géométrique modifiée qui peut étre efficacement calculée par la relation récurrente ;

II;=IyR™N |j >N (3.47)

Ou la matrice R est I’unique solution non- négative de rayon spectral inférieure a un qui
satisfait I’équation ;

RZA;+R AL Ag=0 (3.48)

Théoriquement ,R est donnée par lim R;, lorsque n—o0 , ou la suite { R , }est donnée par la
formule récursive suivante :

Ro=0,Rui=-A0A; - RyZA2A; ', n=l.  (3.49)

et le test d’arrét est donné par : Max [R;j(n+1)- Rij(n) ] <e.

Théoréme.3.6.

Sous la condition de stabilit¢ du systéme et pour 0 < j < N-1, le vecteur de probabilité
stationnaire I1 satisfaisant ; [TQ *=0et I1 E =1 est donné par :

I=IIN] ] Hn - si 0< j<N-1. (3.50)
m=N
OouU;
Hi=- Ay (Hi Ao+ Arj) ' j>1. (3.51)

LE VECTEUR 7y EST OBTENU PAR LA SOLUTION DE L’EQUATION ;
HN (HN A() + AN_1 +R Az) =0 ) (352)

et la condition de normalisation ;

N[ S [[He + C-R)'JE=1; (3.53)
j=0m=j+1
PREUVE.

L’EQUATION MATRICIELLE I7Q* =0 S’ECRIT DE LA FACON SUIVANTE :
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( ITp Ao+I1; A21=0

ITo Ag+I11 Apy +112 Apn=0

Hj_l A0+Hj Alj +Hj+1 A2j+1:0; 0< j<N-1

TN Ao+ TINAN+ TNt A2 =0
ITi Ao+ ITj+1 Ay + 1100 Ay=0; J=N

N
A partir de ce systéme d’équations, on obtient ;
o= - I} Ay Ay ' = TI1 H;
= - T An [(E-Ax A AgAg ") Al

=-TLAR[Aj. Ayt Arg ' Al

=-TL Ay[HiAgs Ajp] '= ILH,

Par récurrence ona IT;;=I]; H;; 0< j<N-1
Avec :
Hi=-Asii [Hp Ao+ A ] . 0< j<N-1
N
Et par suite IT;= Ilx H Hp, pour 0< j<N-1
m=j+1

Il reste a trouver le vecteur Iy en combinant les deux équations :
HN_1A0+ HNA1+ HN+1A2 =0 et Hj+1: Hj R ,j >N

Cequiménea: IIn[Hy Ao+t A;+RA;]=0.

D’ou, Iy va étre déterminé par I’équation (3.52) et la condition de normalisation ;

iHjE=§HjE+iHjE=NZ_IHN ﬁHmE+iHij’NE=1
i=0 j=0 j=N j=0 j=N

m=i+1

qui est exactement 1’équation (3.53) du théoréme.
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3.2.3. MESURES DE PERFORMANCE
LORSQUE LE VECTEUR DE PROBABILITE STATIONNAIRE I7EST CALCULE,

UNE VARIETE DE CARACTERISTIQUES DE PERFORMANCE PEUVENT ETRE
EXPLICITEMENT CALCULEES :

1. la probabilité de blocage B;

©

® N -1
BZZO chE:Z“O Il ; + (ZHNRPN)C
N —

_ IHCJ-+(HN(I—R)*1)C . (3.54)

j=0

2.Le nombre moyen de serveurs occupés Y

=3 i +Ty (IR) 'a (3.55)

oua=(0,1,...,0).

sz_li jHij}HNR(I—R)ZE . (3.56)

4. Le temps moyen d’attente d’un client dans I’orbite Wo ;

wo =N (3.57)

3.2.4.La solution algorithmique du modéle X"

On considére les états (i, j), j = 0 et 0 <1 < c arrangés dans 1’ordre lexicographique
suivant:

(0, 0),(1, 0),..(c, 0), (0, 1),..(c, 1),(0, 2),(1, 2),...(c, M), (c, M+1),....

L’ensemble des états S; = {(o, j), (1, J),...(c, j)} est appelé les états de niveau j.
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Q* peut étre écrit par :

/Ao Ag 0o 0\
Ay A Ay 0
An Apn A
Arm2 Aima2 Ao
Aovar Airwma | A 0
Q* =

0 . cv | -(cv+tr) A 0

0 cv -(cv+tr) A
0 0 cv -(cv+A)

N

Ou Ap=A, Ajjet Ay, j =0 sont des matrices carrées d’ordre c+1 , données par :

[ A 0
v q A0
0 2v qQ2j A
0 0
Alj:
0 0

Ougij=-(Ativ+ju), 0<i<c-let q¢j=-(A+tcv).

.
0 ju O 0
0 0 ju O
Ay = 0O 0 0 O ju 0
- 59

(c-1)v q e A

0 cV qecj

D
N
0
0
0
J



0
L’application de la méthode matricielle géométrique se base sur la procédure suivante :

1.La chaine de Markov induite de générateur infinitésimal A, a un seul état ¢ et donc, admet
une distribution stationnaire IIc =1 .

2.Les matrices Ay, A, A sont des matrices 1 x 1 ; c’est a dire sont des nombres réels :
A() = . A1: -(7\,+ C V), Azz CV.

Ainsi la condition de stabilité a lieu pour A < c v.

3.La matrice R satisfait I’équation :

R?c v-R(L + ¢ v) + A = 0 ; cette équation admet les solutions ; R=1 ot R= A

cv’
Comme la deuxiéme solution est inférieure a 1,

_A
R=2 (3.58)

D’apres 1’équation (3.47) ,ona pourj>M:

2 )"
Py = PC&F’( C—j (3.59)

Les probabilités P;{™,0<i<c,0<j<M, satisfont les équations de Kolmogorov données
par (3.1), (3.2) ,(3.3) et (3.4). On écrit :

+iv+jin)Pi =P P+ G+ DuPi @+ G+ D) vPe P si 0<i<e-l,
0<j<M-1 (3.60)
A+iv+Mp) Piy® =a P @+ G+ D) vPiaum®  si 0<i<c-l (3.61)

A+cv)PP=AP P +G{+ DuPe®+AvP. i si 0<j<M-1

¢ vPer® =1 Pen®™ + APy ™ (3.62)

\ 1.7 F o . \ ’ M \ .
D’ou, les probabilités P; j( ) coincident 4 une constante prés avec P; j( ), c’est a dire ;

Pij(F):ConSt.Pij(M) ;0<1<¢,0<j<M (3.63)

C ®©

D’aprés la condition de normalisation ; Zz Pij(F) =1
i=0j=0

Ona:

ii P+ Zw: Py =1 (3.64)

i=0 =0 =M +1

En combinant les équations (3.64) et (3.59), on obtient ,
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L AR 1 > (C%jm =1, (3.65)

i=0 j=0 j:M+

Ainsi I’équation (3.65) donne :

C M
DY const Pi™ + Py . A,
1=0 J=0 cv-4

[

et par suite,

1A F .
Const=1 A Peum (3.66)

EN REMPLACANT LA VALEUR DE LA CONST DANS (3.64) ; ON A :

P IEIIF) _ Pcli/IM :
¢ A (M)
1+ v — A P
D’ou:
const = 1
. A . P . (3.67)
cv —

On peut calculer maintenant, les différents parameétres de performance associés au modele
X®', en particulier la probabilité de blocage B®,le nombre moyen de clients dans 1’orbite
N® et le nombre moyen de serveurs occupés Y& .

Théoréme

B® , N® et Y™ sont données par les formules suivantes :

(M) A (M)
1Jrcv/i—/ipc“("M) |
Ou
N (M)+(M +1)CV_2|VI/I/’LPC(|\/|M)
N (P (C"ﬁ‘“ (3.69)
I+ 7 Pau"’
cv —
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Y = 7 (3.70)

Preuve

Par définition, de

0 M ) j—M
(F)_ FlHy— iy— (F)_ (F) (F)L)‘
3 =P - D)-3 PP-Y R+ 3 (2

i=0 =0 ]

—=const Z P.™ +const P(M)'cv{

A
_ B (M) N P(M) 2
I+ A _pm 1+—A ﬂ. p.(M) CV—24
cv—a M )
(M) A (M)
_B +cv—ﬂ,P°M - &0l le résul
= 1 o) ; d’ou le resultat.
by =7 Pou

De la méme maniére :

(F)—EZIE(F)ZCO”SEZJF'J} + ZngﬁzconstN ™ tconsP z J(C’E/)j_M

i=0J=0 i=0 j=0 =M+l =M+l

_ M p M 4,
_const£N +PE&M (M +1) Yovoa ( )z)j

(M +1)( cv /1)+/1
(cv — A1)

_ A p M)
1+CV ) Py

(M +1)cv — M’lﬂP(M)
(cv — A1) o
N F)= ; d’ou le résultat.

A (M)
1+cv—ip

AP
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Et finalement,

c. M
Y® E(C<F>(t)):z SIRP=Y" Y iRO+c.const RYY A

i=0 j=0 i=0 j=0
Y F)=const (Y M)+ C’IP )
M
y M) (cvc—iﬂ) PM)
= . ) P M) ; d’ou le résultat du théoréme.
* cv — 4

3.2.5.Solutions algorithmique du modéle X"®

On partition ne I’espace des états SN ={0,1,...c}xIN du processus {( C™® (), N™® (¢)
t>0}par SouU S; U...,ou les Sj= {(0,j),(1,j),..,(c.j), j = N.
On considere les états initiaux (i, j) pour 0 <i<c, 0 <j<N-1 et a partir des taux de
transitions q (i j) (nm) » On peut écrire le générateur infinitésimal du processus XM sous la
forme(3.37) avec les matrices carrées suivantes :

0 0 0 )
0 0 0
A():
0 0 _
.0 O K/

Ar=Anet Ay =Aon
L application de la méthode matricielle géométrique implique la procédure suivante :

1.LA= Ap+ A, + A, ; est donnée par:
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[ -Hx Hy 0 0

\% -(Hytv)  Hy
0 2v -(Hy+v)  Hy
0
A=
—((c -1)v+ Hy)
\ 0 cv

Ou HN :7\,+Nu

On remarque que A est la matrice de transition du processus de nombre de clients dans le
modele d’Erlang M/M/c/c avec un taux de naissance A + Npu et taux de mort w(i)=1v,
Pour I<i<c.

D’apres le paragraphe (1.42) on a :
-1

(A+Ng) | & (A+Np)*

Théoréme

Le processus de Markov X™ est récurrent positif si et seulement si

N z.(1-T1¢)
.

A< (3.72)

Preuve
Comme le processus de Markov X™ a une structure de quasi-naissance et de mort (du
moment que tous les état sont communicants), il est récurrent positif si et seulement si

ITA)E<IT Ay E, E estun vecteur colonne ,tous ses ¢lément égaux a 1.

De plus,
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0
I Ag E=((0), [I(1),..., TI(c) ) | * | = ATI(c)
A
(0 0 Nup 0. 0 h
0 0 0 Np 0
IT A, E = (I1(0), TI(1),..., TI(c) .E
Nu
0 0 0
~ _/

£
LS

=(I1(0), TI(1),..., TI(c)) .

=(I1(0) + T1(1) +... TI(c-1)) Ny
= (1-T1(c)) N

N,LI(I—H c)

c
(NR)

Ainsi A< est la condition nécessaire et suffisante de I'ergodicité du

processus X

-1

Soit p(N)= 4| N#d =1 c) (3.73)
H C

Autrement dit, la condition d’équilibre est vérifiée lorsque p(N)< 1.

En appliquant la régle de I’Hdspital de maniéres répétées on obtient, pour N—oo , que la

Nu(1-T1,)

quantité{ } tend vers c.

c

Et par suite p(N) tend vers A ; qui est la condition de stabilité du systéme initial.

v
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eEvaluation de la matrice R :

Pour évaluer la matrice R, on prend I’avantage de la structure matricielle spéciale associée a
la matrice Ay . On remarque que cette dernicre peut étre écrite comme suit :

A0=ﬂ,eceé

ou e est un vecteur colonne de dimension (c +1) tel que tous ses ¢éléments sont €égaux a zéro
excepté le dernier qui est égal a un.

Puisque Ay est de cette forme, la matrice R peut étre écrite explicitement et déterminé en
prenant en ligne de compte que R est donnée par Lim R, n—c, ou { R, }est une suite de
matrices définies par la formule récursive:

Ro=0,Ru=-AgA; 7 - Ry\2A A, n>l.

Ainsi, on remarque qu’une ligne zéro dans A, produit une ligne zéro dans R;, et par
conséquent, dans tous les itérés successifs .
Pour étre précis, R est de la forme suivante :

R=|" (3.74)

Donc le probléme se réduit a la détermination du vecteur ligne u :
De (3.69) on trouve :
uR=u.u
et N = u (3.75)

ou u, désigne le dernier élément de u et 1 est le rayon spectral de la matrice R
En multipliant I’équation fondamentale R® A+ R A+ Ap =0parle vecteur u et en utilisant
(3.75), on obtient :

u(M?* A+ M A+ A))=0 (3.76)

En fait, la théorie générale de Neuts établit une procédure pour calculer le rayon spectral n
donnée par le lemme (3.1).

En appliquant une méthode élémentaire comme celle de bissection, n peut étre évalué comme
une solution de 1I’équation n = x (1) dans I’intervalle [z, z;] dans [ 0, 1]. ( I’objectif de cette
méthode est la résolution d’équations non linéaires du type f(x) = 0).

Cette méthode repose sur le constat que si le produit f (z;).f ( z;) est négatif, alors la fonction
f s’annule a un moins une fois sur I’intervalle [z, z;]. Les différentes étapes de la méthode
peuvent €tre résumées comme suit :

1. Choisir un intervalle [n 1=z, n2=2zz] tel que f(z;).f(z2) <0

2. Calculer la valeur de la fonction en n3=(z; +2z2)/2
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3. On choisit un nouvel intervalle [n 1, 3] ou [N 3, 2] en respectant la condition du 1.
On est alors assuré de toujours encadrer la racine.

4. Répéter les étapes 2 et 3 jusqu’a I’obtention de la précision désirée, c'est-a-dire jusqu’a
ce que f(n3) <g, € étant la précision désirée.

On pose f(n) =x () -n.
On utilise le fait que x(1) =1, on prend z, = 1. Il suffit donc de choisir z; comme un petit

entier positif inférieur a un pour vérifier la condition 1, et d’ou la solution 1 est fournie.

Enfin, le vecteur u est explicitement déterminé par les équations (3.76) et (3.36) dont on a
le systeme d’équations :

{u(nzAﬁn At Ag)=0
ue=A/(N+)p)+n (3.77)
eLe choix du niveau detroncature N

On utilise le fait que R est en fonction de N, on écrit R(N) au lieu de N.

Dans la méthode matricielle géométrique, la solution stationnaire des états (i, j) dépend de
N(N) ; le rayon spectral de R(N). Pour minimiser I’effet de cette approximation sur cette
solution, N doit étre choisi de telle sorte que M(N) converge vers n(e) , autrement dit

InN) - (o) <&

une implémentation de cet algorithme est donnée dans la section 4 de ce chapitre.
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.3.3.Conclusion

A travers ce chapitre, on a étudier les deux méthodes d’approximation de systeme M/M/c
avec rappels; un algorithme numérique est proposé pour le calcul de la distribution
stationnaire qui est au centre de I’analyse du systéme tronqué, puisque les différents
parametres de performance sont complétement déterminés par cette distribution.

La deuxiéme approximation est basée sur la théorie de Marcel Neuts qui est appliquée aux
processus quasi-de naissance et de mort.
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3.4.Résultats numeriques

Dans cette section, on présente quelques résultats numériques de I’implémentation de
chacune des méthode de troncature directe et la méthode matricielle géométrique.
Notre premier objectif est de montrer I’efficacité de la méthode matricielle géométrique
appliquée a ce genre de systéme.

Notre second objectif est d’étudier I’effet du taux de rappel sur les différents résultats
obtenus.
Les résultas sont obtenus pour v =1.

3.4.1. Différentes mesures de performance obtenues par la méthode de troncature directe
(algorithme 1)

M BT N Nopp™ v
1 0.2906 0.1705 2.2449 3.4379
5 0.4539 0.9797 2.2870 3.8206
10 0.5102 1.7057 2.3583 3.9463
15 0.5268 2.0893 2.3844 3.9828
20 0.5321 2.2687 2.3931 3.9944
25 0.5338 2.3456 2.3960 3.9981
30 0.5344 2.3773 2.3970 3.9994
40 0.5347 2.3946 2.3974 3.9999
45 0.5347 2.3964 2.3974 4

Tableau 4.1 :Dépendance des mesures de performance avec le niveau de
troncature M pour c= 5, A=4 et p=20.

NOTONS COMME PREMIER RESULTAT IMPORTANT, QUE LORSQUE LE
NIVEAU DE TRONCATURE M AUGMENTE, LES PARAMETRES DE
PERFORMANCE DU SYSTEME TRONQUE S’APPROCHENT DE CEUX DU
SYSTEME INITIAL (VOIR TABLEAU 4.1.).

Remarque

On utilise la formule de I’équation (2.49) pour approcher le nombre moyen de clients dans
I’orbite, on obtient :
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N MV A—v.var( C M)
wem Ty v — A

3.4.2. Résultats numériques pour le modele X®

On considere maintenant 'approximation des mesures de performance du
systéme initial & I'aide du modéle X® .

Dans le tableau 4.2.0n donne le nombre moyen de serveurs occupés et la probabilité de
blocage dans les deux modeles pour plusieurs valeurs de M.

M v v B B®
0 3.4379 4 0.2906 0.5458
5 3.8206 4 0.4539 0.5370
10 3.9463 4 0.5102 0.5352
15 3.9828 4 0.5268 0.5348
20 3.9944 4 0.5321 0.5347
25 3.9981 4 0.5338 0.5347
30 3.9994 4 0.5344 0.5347
40 3.999 4 0.5347 0.5347
45 4.000 4 0.5347 0.5347

Tableau 4.2 :Comparaison de la probabilité de blocage et le nombre moyen de
serveurs occupés dans les deux systémes X M et X) pourc=5,v=1, A=4,
p = 20.

Un exemple comparatif de quelques mesures de performance obtenues par les deux
modéles X ™ et XF) est donné dans le tableau 4.2. Au dela de cette comparaison, on
notera que le nombre moyen de serveurs occupés et la probabilité de blocage
du modeéle X s’approchent plus de ceux du systéme initial que celles données par
le modéle X ™. Nous en déduisons donc que le modéle X est plus consistant .

Ce résultat est testé par le cas ¢ = 1 ou des fonction explicites sont déja obtenues par les
équations (2.25) et (2.26). (tableau 4.3).
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M v v® B B® N N

5 0.4957 0.5000 0.4957 0.5000 0.4334 0.5040
10 0.4999 0.5000 0.4999 0.5000 0.5468 0.5475
20 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5500 0.5500
25 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5500 0.5500
30 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.5500 0.5500

Tableau 4.3 :Comparaison de la probabilité de blocage et le nombre moyen de
serveurs occupés dans les deux systémes X M et X®) pourc=1,A=05et p=

10.

3.4.3. Choix du niveau de troncature M

On peut commencer par une valeur M, et on I’augmente progressivement jusqu’a ce que le
critere donné par le paragraphe 3.1.6 soit vérifié.

Les résultats sont obtenus pour g = 10°°.

On présente dans le tableau suivant les valeurs appropriés de M obtenues par ce critéere

ainsi que les mesures de performance associées pour différentes valeursde p et .

c P u M B(M) Y(M) N(M)
50 8 0.0737 3.5 0.0614
7 0.5 5 10 0.0640 3.5 0.1183
0.5 11 0.0514 3.5 0.4395
50 36 0.5453 3.9998 1.3688
5 0.8 5 40 0.5035 3.9998 2.0951
0.5 48 0.4395 3.9998 7.9690
50 95 0.95 0.95 16.4800
1 0.95 5 120 0.95 0.95 17.4291
0.5 200 0.95 0.95 53.8625

Tableau 4.4 : les valeurs critiques M et les mesures de performance associées.
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3.4.4.Résultats numériques obtenus pour le modéle XN
3.4.4.1.Choix du niveau de troncature N
Pour comprendre comment varie I’intensité de trafic p (N) et le rayon spectral n (N)

en fonction de N, des expériences numériques sont graphiquement présentées par les
figures 1, 2 et 3 ci- dessous :

0.91 T : . : . 0.935

—p(N) --n(N) | i —p(N) --n(N)

0.925-

0.908}-

092} "«
0.915
0.91}

0.905-

0.9

5 10 15 20 25 30 35 40 45

Fig.1 :rayon spectral (p = 0.9, pn=150) Fig.2 :rayon spectral (p =0.9, u=5)

0.98

0.97

ool —p(N) —n(N)

0.95

0.04]

0.03]

0.92

0.01]

*% 50 100 150 200 250

Fig.3 :rayon spectral (p = 0.9, u=0.5)
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A partir des graphes, on constate que plus la valeur de N augmente, plus les valeurs p
(N) et du rayon spectral n (N) s’approchent de p, qui est la condition de stabilité du
systeme initial. Cette approche s’améliore avec I’augmentation du taux de rappel.

D’ou I’importance des conditions suivantes pour le choix de N :

Ci. La condition de stabilité donnée par la relation (3.72) doit étre vérifiée.

C,. Le rayon spectral n (N) doit converger vers n () = p, autrement dit | n(N)-p | <
€.
Cs. Choisir N tel que |n (N)-n (N+1) | <«.

A partir de ce critere de sélection, on donne les valeurs appropriées de N et les mesures
de performance associéees, pour différentes valeursde cet p, pour & =0.001 (table 4.5) .

p u N B(NR) y (NR) NNR)
50 5 0.0738 3.5 0.0803
0.5 5 8 0.0640 3.5 0.1188
0.5 10 0.0514 3.5 0.4554
50 5 0.5453 4 2.3688
0.8 5 10 0.5035 4 2.8850
0.5 35 0.4395 4 8.1178
50 5 0.95 0.95 17.5491
0.95 5 18 0.95 0.95 21.3009
0.5 45 0.95 0.95 74.5410

Tableau 4.5 : Valeurs critiques N et les mesures de performance associées.

On constate que les valeurs du nombre moyen de clients dans I’orbite NV®) |
obtenues par le modéle X"® sont plus grandes. Etant donné le raisonnement de
I'approximation, la limitation des rappels a un nombre fixé de clients fait déplacer la
masse de probabilité vers de plus grandes valeurs de j ayant pour résultat la
surestimation du nombre moyen de clients dans I’orbite.

On peut également constater que le nombre moyen de serveurs occupés est indépendant de la
valeur de p et est toujours égal a A / v.
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3.4.5.Comparaison numérique des résultats

Pour simplifier la notation, nous pouvons appeler les parametres M, K et N comme
niveaux de troncature correspondant aux modéles X™ , X® et X™® respectivement. Selon
ce qui précede, les caractéristiques de performance des modeles tronqués convergent vers
celles du modele initial lorsque le niveau de troncature tend vers l'infini. Ainsi, nous
mesurerons l'exactitude d'approximation par la vitesse de la convergence. Dans ce sens, le
plus petit niveau de troncature pour atteindre la valeur vraie de n'importe quelle mesure de
performance signifie une convergence plus rapide et par conséquent, une meilleure
approximation.

On va considérer par la suite la probabilité de blocage comme ’une des mesures de
performance afin de déterminer les valeurs appropriées de M, K et N.

e[a premiere étape consiste a considérer que la vraie valeur de B peut étre obtenue en
choisissant un niveau de troncature suffisamment grand dans 1’un des deux mod¢les.
Choisir X™ par exemple. On fait augmenter la valeur de troncature de telle sorte a avoir un
niveau T qui vérifie la condition :

| BM (T) - BM (T+1) |[<107%,

On considére par suite que B™ (T) est choisie comme la vraie valeur de B.

e[ a deuxiéme étape consiste a déterminer la valeur critique M comme le premier entier qui
vérifie Pinégalit¢ : | B™ (M)-B|<102.

Le méme critére est appliqué aux processus X ) et XN afin d’avoir les valeurs critique, K
et N.

Les valeurs de M, K et N sont présentées dans les tableaux ci-dessous.
Pour une comparaison des résultats nous balayons tous les domaines possibles des différentes
parametres du systéme ainsi que leur influences mutuelles :

Différentes valeurs de p pour étudier I’évolution des systémes dans le régime chargé et peu
chargé.
Différentes valeurs de p afin de faire ressortir une possible influence du taux de rappel.

A partir du tableau 4.4 on constate que :

eAu niveau élevé de la congestion du systeme ; qui est indiqué par les grandes valeurs de
p et petites valeurs de p , les niveaux de troncature M et K sont suffisamment grands,
autrement dit, ces valeurs augmentent avec I’augmentation de p et la diminution de p

ePour des valeurs assez ¢levées de p et petites valeurs de p , on constate qu’on a des valeurs
raisonnables de M. et dans ce cas; la premicre approche devient pratique pour calculer le
vecteur de probabilité stationnaire. En outre, avec 1’augmentation du nombre des équations du
systéme, le nombre d’itérations exigées pour obtenir la convergence désirée augmente tres
rapidement .
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el es valeurs de K sont sensiblement plus petites que M, ce qui nous permet de conclure
que le modele X est le plus consistant.

eL_’influence notable de I’intensité de trafic et du taux de rappel u sur le comportement
du systéme et le choix des approximations les plus performantes n’altére en rien le fait
que le modéle X™R ) reste le plus consistant avec plus de précision dans le régime chargé
(p proche de 1).

p=0.1 p=0.5 p =20

10 10 10
p=0.3

10 10 10

10 10 10

18 10 10
p=05

14 10 10

12 10 10

100 40 20
p=08

66 25 15

45 22 12

Tableau 4.6 : Valeurs critiques M, K et N

3.4.6.Conclusion

Aux niveaux élevés de la congestion du systeme, une approche directe demande trop
de calculs, car on a M.(c+1) équations a résoudre pour calculer le vecteur de la
distribution stationnaire. Par conséquent, la premiere approximation est considérée
critique pour des systemes de congestion extrémes, ou la convergence des méthodes
itératives est extrémement lente. Ce qui nous exige un temps d’exécution tres long.

Pour surmonter cet inconvénient, nous développons une solution algorithmique basée
sur la méthode matricielle géométrique en utilisant le modéle X ) et XNR) |

Il est clair que I’intérét de la derniere régle de rappel est lié a une meilleure utilisation
des ressources du systeme.
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CONCLUSION GENERALE

Dans cette thése, nous avons présenté I’investigation numérique du modele d’attente
M/M/c avec rappel opérant sous la politique de rappel classique. Notre étude s’est
focalisée
sur le calcul de la distribution stationnaire du systeme et des différentes mesures de
performance associées.

Soulignons que pour ce type de systeme de file d’attente il est difficile d’utiliser une
analyse directe conduisant a la solution exacte. Pour arriver a une solution
algorithmique, nous avons exploité plusieurs stratégies d’approximation des différents
caractéristiques du systéme.

En premier lieu, il est montré que le modele de file d’attente considéré peut étre
approché par un systéeme fini en faisant une troncature de I’orbite a un niveau M.
Cependant cette troncature implique le choix d’une grande valeur de M, quand le
niveau de congestion du systéme est élevé. Cet inconvénient peut étre évité en utilisant
des méthodes de troncature plus sophistiquées ou en imposant une hypothese simplifiee
qui donne un modéle de file d’attente auxiliaire avec un état du systéme infini et un
générateur infinitésimal plus approprié.

Il est montreé que les modeles présentés peuvent étre décrits par des processus quasi
de naissance et de mort a plusieurs états limites (QMN). L’avantage de travailler avec
les QMN est que I’on peut présenter les traits de base de la file M/M/c en pensant en
termes d’états blocs et sous matrices de transition.

Ce travail constitue un pas important dans I’évaluation des systéemes a plusieurs
serveurs présentant des arrivées, des rappels et des services exponentiels, en montrant
I’efficacité de la méthode matricielle géométrique appliquée a ce genre de systéme.
L’étude est significative
due a I’intérét du systeme lui méme et son analyse spécifique.
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Annexe : Rappels de probabilités

1.Formule de Little
Considérons un systéme général, caractérisé par :

e le nombre moyen d’arrivée par unité de temps :A

¢ le nombre moyen de clients présents dans le systeme : N's

e le temps moyen d’attente d’un clients dans le systeme ‘W

Le résultat général établi par Little stipule que les variables A ,Ns et W sont liées par
la relation :

N_s =A Ws
cette formule est intéressante pour différentes raisons :

e La théorie des file d’attente donne assez facilement des résultats sur les probabilites
d’états, desquelles on déduit le nombre moyen de clients dans un systéme. La formule de
Little permet de calculer le temps de réponse (ou le temps d’attente) d’un systeme a
partir de I’évaluation du nombre moyen.

o |l est extrémement difficile de mesurer sur un systeme réel le temps d’attente. par
contre les données sur le nombre moyen d’arrivées par unité de temps d’une part et sur
le nombre moyen de clients présents s’obtiennent facilement (par des mesures de
comptage ou par échantillonnage). On peut donc évaluer le temps d’attente en faisant
des mesures sur des variables beaucoup plus faciles a évaluer.

e Le résultat de Little ne dépend pas de la variance du processus d’arrivée mais
seulement de sa moyenne. Il ne dépend pas non plus du temps de service d’un client
dans le systeme.

e Cette formule est valable sous les seules conditions de stationnarité et d’existence des

moyennes stationnaires A Wi, Ns.En particulier elle ne dépend pas de la discipline de
service, pourvu que celle-ci ne modifie pas la durée de service des clients [36].
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