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RESUME

Les différents travaux de recherche présentés dans cette thése ont trait a 1’optimisation multi-
objectifs fractionnaire quadratique en présence de variables entiéres. Notre premier objectif fut la
réalisation d’une étude détaillée sur la programmation fractionnaire en passant en revue
I’important de la littérature existante dans la programmation fractionnaire linéaire discrete [2].
En s’appuyant sur un concept introduit par R. Gupta et M.C. Puri dans [18] et sur une technique
de coupes planes présentée par M. Abbas et M. Moulai dans [4], une nouvelle méthode de
résolution du probléme fractionnaire quadratique en variables entiére a été mise au point.
Ensuite, notre attention s’est focalisée sur la maitrise des concepts de la programmation
fractionnaire linéaire multi-objectifs discrete PFLME dans le but de surmonter la difficulté¢ de
résolution du probléme fractionnaire quadratique discret multi-objectifs (PFLEM) représentant le
noyau du théme de notre thése. L’étape finale fut 1’¢élaboration d’une méthode discréte exacte de
résolution d’un probléme fractionnaire quadratique a objectifs multiples dont 1’algorithme
converge en un nombre fini d’étapes. Un code a été écrit en langage MATLAB permettant la

résolution des problémes discrets linéaires, fractionnaires linéaires et fractionnaires quadratiques.
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Introduction

INTRODUCTION GENERALE

D’un point de vue général, nous dirons que la recherche opérationnelle a pour objet de
développer des concepts, des modeles et des méthodologies destinés a conduire des processus de
décision. L une des principales missions pour laquelle la recherche opérationnelle s’est vouée est

d’aider a la prise de décision et a la gestion.

Les mode¢les traditionnels développés dans le cadre des méthodes quantitatives de gestion
considéraient en général un objectif unique pour lesquels il existe des solutions optimales. Les
algorithmes mis au point consistent alors a définir un moyen d’atteindre, le plus rapidement
possible, une telle solution. Cependant, dans de nombreux cas, cette modélisation des problémes

ne traduit pas exactement la réalité a appréhender.

Une autre fagon plus réaliste de modéliser les problémes a vu le jour, il y a maintenant une
trentaine d’années, permettant une représentation fidele de la réalité.

La nouveauté consiste a optimiser un ou plusieurs objectifs linéaires ou non linéaires
¢éventuellement conflictuels simultanément.

Aussi, les chercheurs sont confrontés non plus a la recherche d’une solution optimale mais a la

recherche des conséquences d’une décision afin d’élaborer des procédures d’aide a la décision.

Toute la difficulté de ce genre de problémes réside dans le fait que le sens « moins bien » pour
un objectif correspondant au sens du « mieux » pour un autre objectif : il faut donc reconstruire

un équilibre du systéme appelé solution de compromis et dépendant des préférences du décideur.

Aussi, nous nous sommes rendu compte que les publications traitant de [’optimisation

fractionnaire linéaire en nombres entiers sont relativement peu nombreuses en particulier
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lorsqu’on est amené a représenter la réalit¢ en écrivant la fonction objectif sous forme d’un
produit ou d’une somme de deux fonctions fractionnaires linéaires. Cet état de choses, bien que
source de difficultés potentielles, nous a davantage motivé pour explorer cette classe de

problémes. Il s’agit de I’optimisation fractionnaire quadratique en nombres entiers.

Dans cette these, la programmation mathématique multi-objectifs représente le cadre général de
ce travail. On s’est particuliérement intéressé au cas ou les objectifs sont fractionnaires
quadratiques et les contraintes linéaires en présence de variables entieres (PFQME) vu le large

champ d’application (la gestion des ressources hydrologiques, finances, I’irrigation,...etc).

Notre premier objectif fut de réaliser une étude détaillée sur la programmation fractionnaire
mono-objectif (PF) en passant en revue I’important de la littérature existante {voir [2][23][29]}
dans le but d’aboutir a un passage possible de 1’aspect fractionnaire linéaire au fractionnaire
quadratique. Ensuite de 1’aspect fractionnaire quadratique mono-objectif au fractionnaire
quadratique multi-objectifs. Ce dernier nous a conduit a mettre au point une méthode de
résolution d’un probléme discret fractionnaire quadratique.

Ensuite, notre attention s’est focalisée sur la maitrise des concepts de la programmation
fractionnaire linéaire multi-objectifs discréte PFLME dans le but de surmonter la difficulté de
résolution du probléme fractionnaire quadratique discret multi-objectifs (PFLEM) représentant le
noyau du théme de notre thése. L’étape finale fut 1’¢laboration d’une méthode discrete exacte de
résolution d’un probléme fractionnaire quadratique a objectifs multiples dont 1’algorithme
converge en un nombre fini d’étapes. Un programme informatique (code) a été écrit en langage
MATLAB permettant la résolution des problémes discrets linéaires, fractionnaires linéaires et

fractionnaires quadratiques mono-objectif et multi-objectifs.

Notre thése comporte cing chapitres :

Le premier chapitre porte sur les principaux résultats de la programmation linéaire, notamment
les méthodes de résolution les plus souvent utilisées dans ce domaine.

Le chapitre 2 est consacré a la programmation fractionnaire linéaire mono-objectif. Un panorama
actualisé des méthodes de résolution en variables continues {[11],[23]} et en variables enti¢res
{[16],[18]} est donné suivi d’une analyse bibliographique.

Le chapitre 3 se focalise sur la programmation fractionnaire multi-objectifs en variables enticres

et sur quelques travaux récents existants en littérature.
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Le chapitre 4 présente une méthode de résolution d’un probléme fractionnaire quadratique en
nombres entiers. Cette méthode est basée sur un concept introduit par R. Gupta et M.C. Puri dans
[18] et sur la méthode de M. Abbas et M. Moulai dans [5].

Le chapitre 5 est consacré a une méthode de détermination de 1’ensemble de toutes les solutions
enti¢res efficaces basée sur I’approche de résolution due a M. Abbas et M. Moulai [5]. Et enfin,

nous terminons par une conclusion générale.
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Chapitre 1 Notions Fondamentales sur la Programmation Linéaire

CHAPITRE 1

Notions fondamentales sur la programmation

Linéaire

1.1/ Introduction:

Dans ce chapitre, nous faisons des rappels sur les principaux résultats de la programmation
linéaire a variables continus et a variables enti¢res. Nous aborderons les différentes méthodes de
résolution nécessaires pour 1'étude et la résolution d'un probléme fractionnaire quadratique en
nombres entiers a un objectif et multi-objectifs dans les prochains chapitres. Nous commengons
par énoncer quelques propriétés sur les points et les ensembles dans R” , ensuite nous décrirons
les méthodes qui sont les plus souvent utilisés pour la résolution d'un probléme linéaire a

variables continus et a variables entiéres.

1.2/ Propriétés des points et des ensembles dans R”

1.2.1/ Ensembles ouverts et fermés

Une n-dimension hypersphere ouverte centrée en x € R"et de rayon 06 >0 est I'ensemble
Hy={xe R /(x,—%, ) +(x, =%, ) +..+(x, - %, )} <5°}.

Dans R une hypersphere est un intervalle ouvert. Dans R’une hypersphere est un disque qui ne

contient pas de périphérique. Dans R’ une hypersphere est une sphére qui ne contient pas de

surface, et ainsi de suite.
Un point x € S < R" est un point intérieur de S’ si et seulement si x appartient a une
n-dimension hypersphere ouverte H g centrée en X tel que Hy < S'. Un ensemble est ouvert si

tout ses éléments sont des points intérieurs. Si S’ est un ensemble ouvert, alors son complément

est un ensemble fermé, et vice versa. Un ensemble fermé contient tout ses points frontiéres. Un

Optimisation Multi-objectifs Discréte d’un Probléme Fractionnaire Quadratique 5
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point frontiere de S' — R" est un point x € R” tel que chaque n-dimension hypersphere centrée
en x contient des points de S’et des points qui ne sont pas de S’. La fermeture de S'est la
réunion de S" et son ensemble de points frontiéres.

Un ensemble S’ < R" est borné si et seulement si il existe une n_dimension hypershere qui

contient S’ . Sinon, I'ensemble est non borné.

Exemple. L’ensemble de la fig.1.a est fermé et borné mais ne contient aucun point intérieur.
L’ensemble de la fig.1.b est borné mais ni ouvert ni fermé. L’ensemble de fig.1.c est fermé et

non borné.

Fig.1

1.2.2/ Ensembles convexes et points extrémes
Un ensemble S'c R" est convexe si et seulement si pour tout x',x° eS’le point
(Ax' +(1-2)x’ )e S'pour tous A e [0,]]. Sinon, l'ensemble est non convexe. Ou encore, un

ensemble est convexe lorsque tous les points appartenant au segment reliant deux points

quelconques de 1'ensemble sont dans 1'ensemble. L'ensemble vide est par convention convexe.

Optimisation Multi-objectifs Discréte d’un Probléme Fractionnaire Quadratique 6
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Soit S’ < R", un point x € S’ est un point extréme (parfois appelé sommer) de S'si et seulement
si il n'existe pas deux points x',x° € §’, x' # x” tels que X = Ax' +(1—A)x’ pour une valeur
Ae ]0,1[. Ou encore, un point extréme est un point qui ne peut s'écrire comme combinaison

convexe stricte de deux points différents de 1'ensemble en question. Par sa définition, un point

extréme ne peut €tre un point intérieur. Donc, tous les points extrémes sont des points fronticres.

1.2.3/ Dimension et addition d'ensembles
Un ensemble de vecteurs {vl, Vo vl}, ouv e R",i=1, ..., [, est linéairement indépendant si

et seulement si la seule combinaison linéaire nulle s’obtient avec les coefficients nulles.

Soit x € ' R". Alors, le nombre maximum de vecteurs linéairement indépendants dans
{(x ~X)eR"/xe S'} spécifie la dimension de S'.

Soient X et Y deux ensembles dans R". Alors, I'ensemble addition de X et Y (noté X@Y est
donné par

X@Y={zeR"/z=x+y,xeX,er}

Ce qui signifie que chaque point de X est rajouté a chaque point de Y.

1.2.4/ Hyperplans et demi espaces

Un hyperplan est une variété linéaire de dimension n-1 de R" fermé et convexe.

H est un hyperplan s’il existe un z € R tel que H= {x eR"/c'x= Z}. Chaque hyperplan définit
deux demi-espaces.

Les ensembles formés par 1'intersection d'un nombre fini de demi- espaces sont polyédriques et
possédant un nombre fini de points extrémes et d’arétes infinies.

Un polyedre convexe est l'intersection (¢éventuellement vide) d'un nombre fini de demi- espaces
fermés et/ou d'hyperplans. Un polyeédre convexe, borné et non vide, est appelé un polytope.

Soit §" < R" et H un hyperplan de R". Alors, H est un hyperplan de soutien de S" en x € S”"si
X € H et tout ensemble S’ est dans 1'un des demi-espaces définis par H .

Exemple. Dans la fig.2.a, I’ensemble S’ est un polyédre. Dans la fig.2.b, ’ensemble S’ est un
polytope. Dans la fig.2.c, I’ensemble S’ est I’intersection des trois demi-espaces

{xe R /2x,+x,> 12}

{xeRz/xZS(S}

Optimisation Multi-objectifs Discréte d’un Probléme Fractionnaire Quadratique 7
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{xeRz/)@ZO}

L’hyperplan défini par — x, + 3x, = 15 (en discontinu) Soutient S"en x’ =(3,6).

A

1.2.5/ Ensembles connexes

Soit S" < R". Alors S’ est connexe s'il ne s'écrit pas comme réunion disjointe de deux ouverts
non vides (de fagon équivalente, si les seules parties a la fois ouvertes et fermées de S sont

l'ensemble vide et S" lui-méme).

1.3/ Quelques résultats sur la programmation linéaire a variables continues

1.3.1/ Formulation du probleme :

I1 s’agit d’un probléme dans lequel les variables sont réelles et doivent satisfaire un ensemble
d’équations et/ou d’inéquations linéaires ( dites « contraintes ») et la valeur d’une fonction
linéaire de ces variables ( appelée « fonction objectif ») doit étre rendue minimum (ou
maximum) . La forme générale du probleme de la programmation linéaire, noté¢ (P), est la

suivante :

Optimisation Multi-objectifs Discréte d’un Probléme Fractionnaire Quadratique 8
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n
Opt z= chxj
=1
n S
(P) <{sc. Zay.xj be i=1..m
j=1
> =
x; 20, j=1...,n
ou cij,al.j,bi sont des constantes et x i des variables

z :représente la fonction objectif a optimiser,

x € R" : désigne un vecteur solution a composantes réelles positives.
Cette forme générale peut étre simplifiée : en effet, il est possible de ramener le probléme a des
formes plus compactes, mais équivalentes, en particulier aux formes « canoniques» et
« standards ». Dans la suite de ce travail nous utiliserons la forme canonique.
De maniére évidente, il est toujours possible de ramener :
= [’optimisation a une minimisation ou maximisation (maximiser le fonction z est
équivalent & minimiser la fonction « —z ») ;

= Toutes les inégalités (=) peuvent devenir de inégalités de forme (<) (il suffit de

multiplier I’inégalité par (-1)).

Le programme linéaire est de forme canonique, si toutes les contraintes sont sous forme
d’inégalités. Donc, toutes les contraintes d’égalités sont soumises sous forme d’inégalité au prix

d’un dédoublement, le systéme de contraintes devient :

n

j=1
Zaijxj =b & .
j=1
_Zaijxj <-b,
j=1

Pour obtenir la forme standard, toutes les contraintes d’inégalités sont soumises sous forme

d’égalité par l’introduction des variables d’écart non négatives, le systtme de contraintes

devient :
n n
Zal.jxj <bh & Zal.jxj +s5,=b,ets; 20
J=1 J=1
n n
Zaijxj >b & Zaijxj -5, =bets, =20
J=1 j=1
Notons par :

Optimisation Multi-objectifs Discréte d’un Probléme Fractionnaire Quadratique 9
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S" : L’ensemble des solutions réalisables réelles. S’ est défini par les contraintes linéaires

S':{xeR"/ZaiijSbi i=1,..,m, xZO}
j=1

1.3.2/ Caractérisation des solutions réalisables
L’ensemble des solutions réalisables d’un probléme linéaire est soit
1. Un polytope ;
2. Un polyedre convexe, non vide mais non borné ;
3. Un ensemble vide.
1.3.3/ Caractérisation géométrique des solutions optimales
1. Si §'estun polytope :
» Soit la solution optimale est unique et située en un sommet de S’ ;
= Soit il existe une infinité de solutions optimales qui sont les points d’une face S’ ;
ces solutions sont donc une combinaison convexe d’un nombre fini de sommets.
2. Si S’ est un polyedre convexe, non vide mais non borné, il est possible que le probléme
n’ait pas de solution optimale a distance finie ; il existe alors une solution réalisable (a
I’infini) telle que z = —oo .

3. Si §'= ¢, le probléme n’a pas de solution optimale.

1.3.4/ Propriétés fondamentales de caractérisation des sommets
Le probléme de PL étant mis sous forme standard, chaque sommet du polyédre S’ correspond a
une et une seule solution réalisable et inversement, cette solution est appelée solution réalisable

de base a laquelle correspond une base réalisable notée B .

1.3.5/ L’algorithme simplexe

L’algorithme simplexe s’interpréte comme un mouvement de sommet en sommet adjacent du
polyedre. Lorsqu’en un sommet, il n’y a pas d’aréte le long de laquelle la fonction objectif
croisse, I’optimum est atteint. Autrement dit, I’algorithme simplexe est une procédure itérative
qui converge vers la (les) solution(s) de base réalisable(s) fournissant I’optimum de la fonction
objectif. Ou a défaut, mettre en évidence, le fait que le probléme n’a pas de solution optimale
(ensemble non borné).

L’algorithme de simplexe contient deux phases :

Optimisation Multi-objectifs Discréte d’un Probléme Fractionnaire Quadratique 10
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Phase 1. procédure d’initialisation

Déterminer une premiere solution réalisable de base, c'est-a-dire les coordonnées d’un premier
sommet de S'. Si cette procédure échoue, cela signifiera que I’ensemble S’ des solutions
réalisables est vide, et que le probléme est impossible ( les contraintes ne peuvent pas étre

satisfaites simultanément).

Phase 1. Procédure itérative

Calculer, a partir d'une solution de base réalisable, une autre solution de base donnant une valeur
meilleure de la fonction objectif; géométriquement, comme il a été cité plus haut, une itération
consistera a passer d'un sommet du polyédre S’a un autre sommet du polyédre S’, adjacent au
précédent. Les coordonnées de ces deux sommets adjacents correspondent a deux solutions
réalisables de base. Cette caractéristique permettra de déterminer relativement aisément la
nouvelle solution réalisable de base a partir de l'ancienne.

Il existe deux tests d'arrét pour la procédure de simplexe:

e Une solution optimale est déterminée.

e Il n'existe pas de solution optimale finie: S’ est non borné et la fonction objectif peut tendre

vers l'infini.

1.3.6/ L'algorithme dual simplexe
Soit le probléme primal (Pr) a résoudre, sous la forme standard:
Max z= Zcijx ;
Jj=1
(Pr)ss.c. Zaijxj <b, i=1..m
j=1

X; >0, j=1..,n

Le probléme dual s'écrit
Min w= Z b,

(Pd ){s.c. Zyiaij 2c;, j=1..n

Optimisation Multi-objectifs Discréte d’un Probléme Fractionnaire Quadratique 11
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On suppose que la base initiale B est disponible. Sinon, appliquer la méthode des variables
artificielles.
Le principe de la méthode dual simplexe, est de démarrer d'une solution primale (irréalisable)

satisfaisant aux critéres d’Optimalités: autrement dit, le raisonnement se fera sur les solutions de
base y'?’, mais les calculs s'effectueront sur les solutions x®’. C'est a dire que 1'algorithme dual

de simplexe s'applique sur le probléme primal et non au dual. Comme pour l'algorithme de

simplexe, 1'algorithme dual contient deux phases.

Phase 1. Procédure d'initialisation

Déterminer une premicre base duale réalisable. Cette phase n'est donc pas nécessaire que si la
base initiale, supposée déterminée par hypothése, n'est pas duale réalisable. Si une telle base
n'existe pas, cela signifie géométriquement, le polyedre des solutions réalisables du dual est vide.
Donc, le probléme dual n'admet pas de solution et il en résulte que soit le probléme primal

n'admet pas de solution, soit il est non borné.

Phase II. Procédure itérative
Partir d'une premicre solution non réalisable et se déplacer de solution de base non réalisable en
solution de base non réalisable en faisant des concessions sur la fonction objectif.

La procédure s'arrétera, dés qu’on trouve une solution réalisable.

1.4/ Quelques résultats sur la programmation linéaire a variables entiéres

Lorsque les variables d'un programme mathématique représentent des décisions stratégiques, ou
simplement lorsque certaines variables ne peuvent prendre des valeurs fractionnaires, il faut
intégrer dans le modele des contraintes d'intégralité : le probléme n’a de sens que si toutes les
variables, ou une partie d’entre elles, prennent des valeurs entieres. Ceci modifie profondément
la nature des programmes linéaires. Lorsque toutes les variables doivent étre enticres, le
probléme résultant, est le probléme général de programmation linéaire totalement a variables

entieres suivant :

Optimisation Multi-objectifs Discréte d’un Probléme Fractionnaire Quadratique 12



Chapitre 1 Notions Fondamentales sur la Programmation Linéaire

n
Max z= ZCZ.J.xj

j=I
n

s.c. Zaijxj <b, i=1..m
Jj=1

X, entier non negatif

Exemple. Soit le (PLE) suivant :

Max z=x,+2x,

X, +x,<7
(IPL) 2x, <11
2x,<7

X, x, 20 entier

Si I'on oublie la contrainte d'intégralité, la solution optimale du probléme (PL) est le point

(5.%), correspondant a la valeur de la fonction objectif z,, =<'. En tronquant, on
obtient la solution optimale entiére qui est le point (4,3), correspondant a la valeur de la

fonction objectif z,,, =10 .

1.4.1/ Méthodes des coupes pour la résolution d’un probléeme PLE

Les méthodes de coupes sont des algorithmes exacte pour les problemes PLE. Ces méthodes se
sont révélés treés performantes ces derniéres années, particulierement lorsqu’elles sont combinées
de fagon efficace avec la technique de Branch-and-Bound. Ces méthodes résolvent une séquence
de relaxations du probléme PLE. Les solutions obtenues sont graduellement améliorées pour
donner une meilleure approximation de la solution optimale du probléme. Pour les grandes
instances, le probléme PLE ne peut pas étre résolu a l'optimum, les algorithmes de coupes
produisent alors des solutions relativement proches d'une solution optimale en un temps
d'exécution raisonnable, avec une garantie sur la valeur de l'approximation.

Les algorithmes de coupes pour la résolution d'un probléme PLE ont été d'abord proposés par R.
E. Gomory [15]. Les progres réalisés durant las années quatre vingt dans la théorie polyedrale
ont fait resurgir les méthodes de coupes qui sont maintenant devenues des méthodes de choix

pour une variété de problémes, tel que le probléme du voyageur de commerce.
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Définitions

1. Etant donné un probléme PLE (P, ), on dit que 1'inéquation :

n
Zaixi <p
i=1

est valide si elle est satisfaite par tout point de S. Une coupe est une inéquation qui n'est pas

satisfaite pour tout point de S’, domaine des solutions réalisables de la relaxation (P,) de

(P ).

2. Si aestun scalaire quelconque, on désigne par:
- Laj le plus grand entier inférieur ou égal 4 a;
- ]—a—‘ le plus petit entier supérieur ou égal a a ;

- <a> =a- \_aj , est appelé la partie fractionnaire de a et Laj sa partie entiere.

Les structures basiques de l'algorithme de coupe:

1. Résoudre le programme linéaire relaxé du probléme PLE considéré.

2. Si la solution obtenue est réalisable pour le probléeme PLE, terminer, la solution est optimale.

3. Sinon, déterminer une ou plusieurs coupes qui séparent la solution optimale du probléme
relaxé de l'enveloppe convexe de S , et injecter les dans le systéme de contraintes du
probléme relaxé.

4. Revenir a la premiere étape

Typiquement, le probléme relaxé est résolu en utilisant 1'algorithme simplexe. Aprés avoir

rajouter les coupes, le probléme est ré-optimisé en utilisant la méthode dual simplexe. Noter que

les valeurs des fonctions objectifs des problémes relaxés fournissent une borne inférieure

(supérieure pour les problémes de maximisation) pour la valeur optimale de ces fonctions. Ces

bornes supérieures peuvent tre utilisées pour mesurer la progression vers la valeur optimale.

1.4.2/ Méthode dual fractionnaire
Cette méthode consiste a appliquer l'algorithme décrit ci-dessus en introduisant I'un des types de
coupes suivants:
Soient
J : I'ensemble des indices des variables de bases associés au tableau du simplexe

courant;
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x": la solution de base optimale courante du probléme relaxé en utilisant I'algorithme
simplexe;
Si x” n'est pas entiére, choisissons x fractionnaire et considérons la ligne

correspondante dans le tableau simplexe

xj+Zaixl. =X (1)

Proposition 1.1[15]
L'inégalité

Z\_ai in e I_xjj (2)

ieJ
est violée par x", vérifiée par toutes les solutions non négatives entiéres que vérifie

(1), et par conséquent par toutes les solutions réalisables entieres.

Proposition 1.2[15]

Pour tout entier ¢, la coupe :

3la, b, 2|0 ] 3)

ieJ

Est satisfaite par toutes les solutions non négatives enticres que vérifie (1), par conséquent par

toutes les solutions réalisables entieres.

I.5/ Procédure par séparation et évaluation (Branch and Bound)
Les méthodes de « Branch and Bound » B&B ont été spécialement ¢laborées pour des problémes
a variables discretes.
Max z(x)
(P)

S.C. xesS

Le principe général de cette méthode est d’énumérer toutes les solutions de S, c'est-a-dire, a

chaque étape, on subdivise I’ensemble S en un nombre fini de sous ensembles S ) en veillant a

ce que :
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De cette fagon, le probléme est réduit a I’étude des problémes P plus restreints :

Max z(x)

(p.) sc. xef'

Il sera généralement conseillé¢ de choisir une subdivision qui correspond a une partition de S,
c'est-a-dire qui vérifie également :
S'NS =¢,V(i,j) i#]j

Ces subdivisions successives sont représentées a 1’aide d’une arborescence ( Fig.3)

$5

Fig.3
Une méthode de Branch and Bound sera essentiellement constituée de trois €léments principaux :

Procédure de séparation
Qui a chaque fois qu’il est nécessaire de séparer un ensemble de solutions, déterminera combien

de sous-ensembles considérer et comment les constituer.

Procédure d’évaluation
Elle consiste a analyser un sous probléme : pour 1’essentiel, cette analyse vise a évaluer la valeur
optimale de la fonction objectif du sous probléme, plus précisément a déterminer une borne

inférieure (supérieure pour un probléme de maximisation) de cette valeur.
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Procédure de cheminement
Elle indique quels sous-ensemble analyser et dans quel ordre. Bien évidement, il est souhaitable
d’examiner le moins de sous-ensemble possible : certains d’entre eux pourront ne peut pas étre
séparés car, par exemple, leur analyse mettra en évidence qu’ils ne contiennent pas de solutions
meilleures que celles déja trouvées. Nous dirons qu’un tel sous-ensemble, ou nceud
correspondant a I’arborescence, est sondé. C’est parce que certains sous-ensembles ne devront
pas étre examinés explicitement que les méthodes B&B sont parfois appelées méthodes
d’énumeération implicite.
Lorsqu'un nceud de 1'arborescence est sond¢, il conviendra de remonter dans 1'arborescence vers
un autre nceud situé a un niveau inférieur ou égal dans l'arborescence , cette partie de la
procédure de cheminement est souvent appelé "backtracking process"
Pour réaliser une énumération implicite efficace, il convient de définir le plus adéquatement
possible la facon de cheminer dans I'arborescence. On peut distinguer deux grandes fagons de
procéder selon:
- Que la régle qui détermine le nceud suivant a examiner est fixé a priori, c'est a dire sans tenir
compte en particulier de la valeur de la fonction d'évaluation si ce n'est pour sonder un
neceud de l'arborescence;
- Qu'il s'agit d'une régle adaptative en ce sens que la sélection du nceud suivant a examiner
dépendra de I'information recueillie lors de I'analyse des nceuds précédents et tout
particulierement des valeurs de la fonction d'évaluation.

Nous indiquons dans chacune des catégories, la reégle la plus communément appliquée.

Procédure en profondeur d'abord (Depth first search). Parfois dénommée "prcédure par
séparation et évaluation séquentielle (PSES)".
On y applique une régle a priori qui consiste:

- chaque fois qu'un sous-ensemble analysé n'est pas sondé, a sélectionner un seul des sous-
ensembles de sa subdivision et toujours le méme. Il s'agit évidemment de celui dont, a
priori, on estime qu'il devrait contenir le meilleure solution. Traditionnellement, on situe
systématiquement ce nceud suivant comme celui le plus a gauche de la subdivision;

- quand un nceud est sondé, on remonte dans l'arborescence (backtracking) jusqu'au
premier nceud que 'on rencontre dont tous les sous nceuds n'ont pas encore été examinés,

parmi ceux ci, le nceud le plus a gauche est sélectionné.
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L'idée de cette procédure est bien slir de descendre rapidement dans l'arborescence, sans
examiner trop de nceuds et sans faire trop d'analyse, vers un nceud dont on espére qu'il
contient une trés bonne solution. Si c'est le cas, 1'obtention de celle-ci permettra beaucoup
plus de nceuds lors du processus de remonter dans l'arborescence.

Ce type de procédure est mieux adapté a des problémes fort structurés pour lesquels, il
est possible de suggérer une regle a priori. Son principal avantage est la facilité
d'implémentation. L'évaluation de la fonction objectif dans la procédure d'évaluation ne
sert donc qu'a sonder les sous-ensembles, et non pas comme le deuxieme type de

procédure, a déterminer le cheminement a suivre.

1.5/ Conclusion

Ce chapitre nous a permis de faire un tour d’horizon sur les travaux consacrés aux programmes
linéaires a variables continues ou a variables entiéres. Nous avons abordés les résultats
nécessaires pour la résolution du probléme fractionnaire quadratique multi-objectifs a variables

entieres.
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CHAPITRE 11

La Programmation fractionnaire unicritere

I1.1/ Introduction

Les programmes fractionnaires consistent a optimiser un objectif mis sous forme d'un rapport de
deux fonctions linéaires ou non, soumis a un ensemble de contraintes. Différentes versions de ce
modeéle, linéaires ou non linéaires, en nombres entiers ou en continu, ont une multitude
d'application que ce soit en optimisation combinatoire, en programmation stochastique, en bases
de données ou en économie. Trois grandes stratégies de résolution d'un programme fractionnaire
émergeant dans la littérature: la résolution directe, la résolution par paramétrisation et la

résolution d'un probléme équivalent a objectif simplifié.

Notations

| 4| : partie entiére d'un nombre réel 1

Etant donné A une matrice de format mxn :

a/  :élément de la ligne i etdelacolonne j de 4, I<i<metI<j<n
Etant donné un probléme d'optimisation (P ):

U(P) :lavaleur optimale de (P)

S(P) : ensemble des solutions réalisables de (P).

11.2/ Présentation d’un Probléme fractionnaire:

Etant donné f,h et g;, i =1,...,m, des fonctions réelles définies sur R", avec / ne s'annulant

pas sur un sous-ensemble X de R", le probléme de programmation fractionnaire consiste
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a déterminer un élément x* de X optimisant la fonction f /A sur un domaine défini par le

systéme de contraintes g(x)<(0 avec xdans l'ensemble X . Le probléme a donc, la forme

suivante:
Max J(x)
h(x)
(P)ss.c. g(x)<0
xelX

avec comme hypothéses classiques:

o S(P)#¢;

e les fonctions f,h et g sont continues sur R";
o VxeX: hi(x)>0;

e IxeS(P):f(x)=0.

Lorsque la fonction f est concave et les fonction ~# et g sont convexes, (P) est désigné par
programme fractionnaire concave-convexe. (P) est dit fractionnaire linéaire, ou encore
hyperbolique, lorsque f,% et g sont des fonctions linéaires ou affines de la variable x. Le

probléme se modélise donc, comme suit:

Max cx+a
dx+ [
S.C. Ax<b
xe X

Lorsque les fonctions f et 4 sont quadratiques. Le probléme se modélise comme suit :

C'x+x"Ex+a
Max - =

D'x+x Fx+ f
s.C. Ax<b

xeX

ou a et [ sontdes réels, C et D sont des vecteurs de R", E et F des matrices de format nxn,

A est une matrice réelle de format mxn et b est un vecteur de R™ .
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I1.3/ Stratégies de résolution d’un programme fractionnaire

La forme particuliere des programmes fractionnaires a fait que de nombreux auteurs ont entrepris
d'¢élaborer des méthodes de résolution spécifiques qui se sont avérées plus efficaces que
'application directe de méthodes générales de programmation non linéaire.

Dans la littérature émergeant trois grandes stratégies de résolution d'un programme fractionnaire.

- La résolution directe (Sect. 11.3.2) : Le programme est traité¢ sous sa forme originale.
Elle a été utilisée pour les programmes hyperbolique a variables bivalentes (0-1).

- La résolution par paramétrisation (Sect. 11.3.3) : a l'inverse de la résolution directe,
on construit un probléme a objectif simplifi¢, combinaison linéaire du numérateur et
du dénominateur par l'intermédiaire d'un paramétre, tout en gardant inchangé
l'ensemble des contraintes. Une séquence de résolution de ce type de probléme fournit
une solution du programme fractionnaire. Cette méthode a été utilisée pour les
différents programmes fractionnaires linéaires et non linéaires, a variables continues
et a variables discrétes, sur des domaines bornés.

- La résolution d'un programme équivalent (Sect. 11.3.4) : Un changement de variables
permet lui aussi de simplifier l'objectif, mais en transportant la difficulté sur
I'ensemble des contraintes. Par exemple un programme hyperbolique est transformé

en un programme a objectif linéaire, avec des contraintes additionnelles.

I1.3.1/ Applications
Les programmes fractionnaires linéaires ou non linéaires, en continu, a variables entiéres ou a
variables 0-1 se rencontrent dans plusieurs domaines tels que les bases des données, la

programmation stochastique et I'économie.

I1.3.1.1/ Bases de données

L'optimisation des requétes en recherche documentaire [29] est une application informatique qui
débouche sur un programme hyperbolique a variables 0-1.

Plus précisément, étant donné un ensemble de documents avec attributs (mots-clés, mots d'un
titre, noms d'auteurs,...etc.), le probléme envisagé a trait a un systéme automatique de
récupération de documents en réponse a une requéte. Heine [21] a montré que l'efficacité d'un tel
systtme dépend de la forme de requéte et que 1'écriture "optimale" de cette requéte par un
utilisateur est loin d'étre évidente. Le but est donc d'établir une interface qui aide l'utilisateur a

trouver une forme satisfaisante de requéte. Le critére choisi est celui de Van Rijsbergen [31] qui,
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grace a une ¢tude mathématique basée sur la théorie de la mesure, a ¢€laboré un critére
d'évaluation de l'efficacité d'un systeme de recherche documentaire comme suit:

Pour une requéte donnée, en notant Dr I'ensemble des documents récupérés, l'efficacité du
systeme est fonction de deux parametres fondamentaux:

- La précision, c'est a dire la probabilité pour que le document récupéré soit adéquat Da :

B ‘DamDr‘

Pa
|Dr]

- La récupération, c'est a dire la probabilité pour que le document adéquat soit récupéré:

|Da N Dr|

y =
|Ddl

Le critére a minimiser de Van Rijsbergen s'écrit :

1
a -«
Pa Pr

VR(a)=1-

_ a|Dr| +(1- a)|Da| - |Da N Dr|
a|Dr| +(1- a)|Da|

Ou ae [0,1] est un paramétre caractérisant la préférence pour la précision (proche de un) ou la
récupération (a proche de zéro).
Par la suite on suppose que toute requéte est mise sous forme normale disjonctive. En désignant

par (cle);, j =1,...,n, toutes les conjonctions logiques €lémentaires possibles, en notant par Nr,
le nombre de documents récupérés correspondants et par Na, celui des documents adéquats

parmi les Nr,récupérés, et en définissant enfin les variables bivalentes x,,j=/,...,n, comme

suit:
B 1 si(clé); € requéte,
£ 0 sinon,
On obtient:
|Da| ziNaj, |Dr| ziNrjxj, |DamDr|:Zn:Najxj,
j=1 j=1 Jj=1

Avec ces notations, le critére a minimiser VR(« ) s'écrit:

Optimisation Multi-objectifs Discréte d’un Probléme Fractionnaire Quadratique 23



Chapitre 11 La Programmation Fractionnaire Unicritére

Z(]—a)Naj +Z(aNrj — Na, )x,
VR(a) == =

Zn:(l—a)Naj + Zn:aNrjxj
j=1 j=1

Et ainsi le probléme d'optimisation de requétes a la forme générale d'un programme

hyperbolique sans contraintes en variables 0-1:

dpx, +a
Min —’:1
2.4,%+ P
j=1
s.c. X; € o1} j=1..n

Une limitation Nrsur le nombre global de documents & récupérer nécessiterait I'introduction
d'une contrainte de type sac a dos:

iNrjxj < Nr.

J=1

I1.3.1.2/ Génération de colonnes

Dans le but d’étendre la programmation linéaire généralisée au cas des programmes mixtes de
grandes tailles, P. Hansen, M. Minoux, et M. Labbé [19] ont proposé des procédures
arborescentes utilisant 1’algorithme dual du simplexe, et dans lesquelles la génération des
colonnes est réalisée par résolution de programmes fractionnaires en nombres entiers avec

contraintes.

Soit donc la forme standard d’un programme linéaire mixte & m contraintes dont le nombre n
de variables démesurément grand (par exemple la matrice de contraintes ne peut €tre connue

explicitement) :
Min Zc X
J=1
iy —
s.C. ZA x,=b
j=1

x; 20, jeJ= {1,...n}
x; entier, VjeJ, cJ;J, #¢

Dans une méthode classique de Branch and Bound, considérons la solution optimale x du

probléme linéaire associé au probléme courant, B la matrice de base, J, I’ensemble des indices
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des variables de base et J, = J, UJ, - celui des indices des variables hors-base (J,,,(resp.J,, )
est I’ensemble des indices des variables hors-base a leurs borne supérieure (resp.inférieure)).

S’il existe i € J,NJ, tel que X, ¢ N, ce probléme courant est séparé¢ en deux sous problémes
par ajout de la contrainte x; < \_)_clj d’une part, et de la contrainte x; > \_EJ + 1 d’autre part.

Pour le sous-probléme incluant par exemple la contrainte x; > \_)?J-i-] , la détermination de la

variable x, entrant dans la base, consiste a déterminer une colonne A" telle que

J

k_ 7’ —c, .
u ﬁT/j/ﬂAj >0,j€Jsup}

dmind ™ = 00 <0, e 7 i
= minyming ———= <0,j€J,, t;min
pA* pA’

ou 7 est le multiplicateur du simplexe (c’est-a-dire c,B") et S est la ligne ide B~ (itération

courante de I’algorithme dual du simplexe).

Par exemple, considérons le probléme de découpe unidimensionnelle qui consiste & minimiser la
chute. On suppose que les pieces a découper ont une longueur commune L, que les demandes

des clients correspondent a b, pieces de longueur /,,i=1/,...m. Les colonnes de la matrice des

contraintes A représentent les n possibilités de découpes satisfaisantes. Plus précisément, pour

tout je{l,..,n} et tout iefl,.,m}, a; représente le nombre de découpes de longueur /. La
variable de décision x; représente le nombre d’utilisation du type de découpe représenté par a,,
et tout les colts ¢, valent 1, j =1,...,n. Pour ce probléme de découpe, il faut donc résoudre deux

programmes hyperboliques en variables enti¢res dont le premier type :

2y =1
i=1

Min -
2,
i=1

s.c. Zliyj <L i=1,..m
i=1

Zuiyj <0 j=1,..,n
i=1

yeN",y¢ {Aj /je Jsup} (solutions interdites)

et dont la solution optimale y* permet de spécifier la colonne A*.
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I1.3.1.3/ Parametrisation d'un programme linéaire

Considérons un programme linéaire mis sous forme standard:
n
Min Zc_ X
j=1
n .
(P)s.c. ZAijzb
j=1

x; 20, j=1..n

Lorsqu'un seul coefficient ¢, de I'objectif, p e {In}, varie (les autres étant tous constants) la
valeur optimale de (P) est une fonction de ¢, concave linéaire par morceaux. Etudier I'effet
d'une variation du coefficient ¢, sur la valeur optimale v(P) de (P) peut se ramener a un

programme fractionnaire.

Par exemple, en supposant que v(P) est finie, une forme d'analyse de sensibilité¢ peut étre la
suivante:

quelle est la valeur maximale de ¢, telle que la valeur associ¢e du probléme ne dépasse pas

Bu(p),avec 0 € [0,]] donné?
En posant y = ¢, x,, en supposant la valeur optimale de x, non nulle (i.e. positive), la question

se formule comme suit:

quelle est la valeur du programme hyperbolique en variables continues suivant?

Min 2
Xp

s.C. 3 A'x. =b
(P) JZ_; J
Zijj +y<6u(P)

J#p

y> O,xj >0, j=1..,n

I1.3.1.4/ Programmation stochastique

Considérons le programme linéaire :

Max cx
S.C. Ax=5b
x=0,
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et supposons que les composantes de 1'objectif ¢ sont non constantes, indépendantes et varient
suivant une loi de probabilit¢é donnée. La programmation stochastique (PS) se propose de
maximiser la probabilité pour que la valeur de I'objectif soit supérieure a une valeur donnée &,
c'est a dire:

(PS,) Aw{%xp{w S(Ax20),Ax = b,c(w)x > k}

ou la notation c(w) signifie qu’elle est une variable aléatoire définie sur un espace de

probabilité¢ de mesure P .

Lorsque les composantes c; considérées comme des variables aléatoires, suivent une loi de

Gauss ayant m comme moyenne et J comme covariance, Bereanu [8] a montré que le

programme ( PS, ) est équivalent au programme déterministe suivant:

T —
Max TR
(xTVx)J
s.C. Ax=b
x>0,

qui est un programme fractionnaire linéaire-convexe a variables continues.

I1.3.2/ Résolution directe

Cette section traite des méthodes qui résolvent le programme fractionnaire sous sa forme
originale, c'est a dire sans modifier ni I'objectif ni 1'ensemble des contraintes. Cette approche est
utilisée pour résoudre les programmes hyperboliques a variables entiéres (en particulier en 0-1).
Le premier paragraphe est consacré au programme hyperbolique a variables continues, le second,
au programme hyperbolique a variables enti¢res, tandis que le troisiéme, est consacré au

programme fractionnaire quadratique en points extrémes.

I1.3.2.1/ Programmation hyperbolique en variables continues

Plusieurs approches furent élaborées [12,13]pour la recherche d'une solution optimale d'un
programme hyperbolique a variables continues. Parmi les plus récentes, celle

de A. Cambini et L. Martein [9] qui permet aussi d'optimiser le probléme hyperbolique sur un
domaine de solutions réalisables S non borné. Les grandes lignes de cette méthode sont
présentées ci-dessous:

On considere le programme hyperbolique continu (P) :
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n
ijxj ta
=1

Max -
2.9,%,+ B
J=1

s.C. Ax<b
x>0

ou o et [ sont des réels, p et g sont des vecteurs de R", A est une matrice réelle de format

mxn et bestun vecteur de R" .

L'algorithme génére une séquence finie x,, i=1/,..,/ de solution niveau optimale dont la

premicre est trouvée de la fagon suivante:

Résoudre le probléme linéaire P, : min(qx + ) et considérons x” comme une solution optimale
xe§

(le programme P, posséde une solution optimale, puisque sa fonction objectif est bornée). Si x”

est unique, alors elle est aussi une solution niveau optimale, sinon résoudre le probléme linéaire

Max px+a
(P )ys.c. gx = qx’

xedsS

Si (P, ) n'a pas de solutions, alors la valeur de la fonction objectif est infinie; sinon une solution
optimale x’ de (P, ) est aussi une solution niveau optimale.

Soit y, = B p, —a g,

Algorithme

Etapel: Trouver la solution optimale niveau x'.

Si une telle solution n'existe pas, alors sup Z(x) = +oo. Terminer.

xeS

Sinon, poser k =1 et aller a 1'étape 2.

Etape 2: Si J = { Jj’q; > 0} = ¢, terminer. x' est une solution optimale du probléme (P).

Sinon, soit k£ tel que % =max(p;/q;)
9 jel

Si y, >0, aller a I'étape 3

Optimisation Multi-objectifs Discréte d’un Probléme Fractionnaire Quadratique 28



Chapitre 11 La Programmation Fractionnaire Unicritére

Si 7, <0, terminer. x'est une solution optimale de programme fractionnaire

linéaire continu.

Etape 3: La variable hors base x,, entre dans la base en moyennant une opération pivot. Si

une telle opération est possible, poser i =i+ / et aller a 1'étape 2.

Si une telle opération n'est pas possible. Terminer: Sup Z(x) = %
xeS q.

I1.3.2.2/ Probléme hyperbolique a variables entiéres

De nombreux auteurs ont résolu le probléme de la programmation lin€aire en nombres entiers
par la méthode directe en utilisant différents algorithmes, par exemples les techniques de
séparation et évaluation progressive, les variantes des coupes de Gomory, comme celle de

D. Granot et F. Granot [16], la méthode des pénalités présenté par M. Abbas et M. Moulai, [1].

Nous présenterons la méthode des coupes Gomory dans ce qui suit:

11.3.2.2.1/ Méthode des coupes de Gomory

Considérons le probléme de la programmation fractionnaire linéaire en nombres entiers suivant

(P):

n
ijxj +a
Max /=l

Z q,x;,+p
Jj=I
S.C. Ax < b

x>0

X entier

(P)

Dans la méthode de Granot, on rajoute aux m premiéres lignes de la matrice des contraintes A,
les trois (m+1),(m+2)et(m+3) lignes relatives respectivement aux vecteurs numérateur p,
dénominateur ¢ et le vecteur gradient de la fonction objectif ou:

77j:ﬂl_7j_(767j: Vj

A chaque itération de l'algorithme, les (m+2) lignes sont modifiées a travers les opérations

ordinaires de pivot, par contre la derni¢re ligne selon la formule du gradient réduit citée ci-

dessus.
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Une fois les valeurs du gradient réduit pour les variables hors base sont calculées, on teste:

- Si y; <0, pour tout indice hors base j, alors la solution (x, =a,,x, =0) est une solution

optimale du probléme (P) ou B est I'ensemble des indices de base et N est celui hors base.

- Sinon, il existe un indice k, k €I, pour lequel 7, > 0. Soit 6, = min{a,, /a,;a, > 0}.

. a,, : :
Alors toute ligne v, pour laquelle | == |< 6, , peut servir comme une ligne source pour

a

générer une coupe de Gomory de la forme

a, a
S+Z L b, = 22| 520

Jely avk avk

Cette coupe peut étre rajoutée au probléme initial et servir comme ligne pivot, avec la k°™

colonne comme une colonne pivot. Puisque la valeur du pivot dans ce cas est

nouveaux coefficients obtenus apres 1'opération de pivot usuelle sont tous entiers.

Exemple

Considérons le probléme fractionnaire linéaire (P ) :

2x, +x,+x
Max 7 = L2 3

X, +x,+x;+2
(P)ss.c 3x,+4x,+2x;, <11

X;,x,,x; 20, entiers

a

ay

=1, les

Le tableau du simplexe peut étre représenté par le programme fractionnaire linéaire relaxé (P')

suivant:

2x, +x, +Xx
Max 7= ! 2 3

X +x, +x;+2
(P')ss.c. 3x, +4x, +2x, +x, =11

X,,%,,x;, 20, entiers

Le tableau du simplexe correspondant au probléme (P') est:
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X, X, X, X, Xy
X, 3 4 2 1 11
P 2 1 1 0 0
q 1 1 1 0 -2
7 4 2 2 0 0

Le vecteur gradient est ¥ =(4,2,2), donc il existeun k =1, telque y, =4>0.
0, = min{a, /a,;a, >0}=11/3.
Comme le probléme contient une seule contrainte, alors v = 1.

La coupe de Gomory est de la forme:

a, a, ds
Xs +{_—JX1 *{_— x,+| =2 |xy =16,
a a; a

donc la coupe est:
X, +x,+x;=3. x; >0, entier

En rajoutant cette contrainte au tableau du simplexe, on obtient:

X, X, X, X, X Xp
X, 3 4 2 1 0 11
X, 1 1 0 0 1 3
P 2 1 1 0 0 0
q 1 1 1 0 0 2
v 4 2 2 0 0 0

Apres le pivotage, on obtient le tableau suivant:

X, X, X, X, X5 Xy
X, 0 1 2 I 3
X, 1 1 0 0 1
P 0 -1 1 0 2 -6
q 0 0 1 0 -1 -5
y 0 -5 -1 0 -4 0
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On remarque que le vecteur gradient est y =(—1,—5,—4), donc la solution enti¢re réalisable

X =(3,0,0) estune solution optimale entiére pour le probleme (P ).

I1.3.3/ Résolution par parametrisation

Afin de simplifier l'objectif du programme mathématique, un parametre est introduit permettant
par exemple de ramener un programme hyperbolique en un programme (paramétré) linéaire, ou
bien un programme fractionnaire quadratique en un programme (paramétré) quadratique, tout en
gardant l'ensemble des contraintes inchangé. Ainsi le programme obtenu peut étre résolu
"paramétriquement": une séquence de résolution de tels programmes a objectif simplifié
engendre une suite de solutions convergeant vers une solution optimale du programme

fractionnaire initial.

Proposée initialement en 1956 par Isbell et Marlow [22] pour des programmes hyperboliques, ce
n'est qu'a partir de 1967 que cette approche a connu un grand ¢élan avec Dinkelbach [13] qui I'a
généralisée aux programmes fractionnaires non linéaires.

Un rappel du programme paramétré et de ses principales propriétés est suivi des différents

algorithmes construits autour de cette approche.

Afin d'assurer la convergence de la procédure, I'hypothése de compacité du domaine défini par
les contraintes est adoptée tout au long de cette section.

Soit le programme fractionnaire

Max M
h(x)

(P)<s.c. g(x)<0
xelX

Le programme paramétré associé consiste a simplifier 'objectif en combinant linéairement le
numérateur et le dénominateur par l'intermédiaire d'un parametre A€ R. Il est donc défini
comme suit
Max f(x)—=Ah(x)
(Q(A))s.c. g(x)<0
xeX

pour tout L € R.
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Dans le cas d'un programme hyperbolique

Max px+a
gx+
S.C. Ax<b
xeX

le programme paramétré est un programme linéaire dont 1'objectif est fonctionde 4 € R:

Max (p—Aq)x+(a—-Ap)
s.C. Ax<b
xelX

En notant A" la valeur optimale de (P ), le résultat fondamental liant le programme fractionnaire

au programme paramétré associé est donné par:

Proposition (Dinkelbach [13]): Toute solution optimale de Q(1") est une solution optimale de
(P).
En tant que fonction de la variable A, la valeur optimale v(4) du programme paramétré vérifie

quelques propriétés que nous résumons ci-apres:

Proposition : La fonction 4 — v(4) est continue, strictement décroissante, convexe.
v(0)>0 et v(A) tend vers —oo quand A tend vers +oo. Side plus f et & sont affines, alors
v est linéaire par morceaux.

En particulier, I'équation v(1) =0 admet une solution unique A, plus précisément:

Proposition:

@ uvA)=0=A1=1

b)) v(A)>0 A< X

© v(A)<0= A>T

Ainsi la résolution de (P) revient a trouver la racine de 1'équation non linéaire a une seule

variable: v(4)=0.
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Un catalogue des algorithmes est donné dans la littérature. Il inclut des algorithmes de résolution
itératifs (Newton [13,22], interpolation linéaire[28]).
Méthode de type primal

En notant que la connaissance d'une solution réalisable X, de Q(A) vérifiant

f(x,)—Ah(x,)>0 suffit a conclure que A < A", plusieurs auteurs ont privilégié I'utilisation

d'heuristiques constructives. Ce principe peut étre illustré comme suit: tout algorithme itératif de

montée engendrant une suite de solutions peut étre interrompu dés qu'une solution X, vérifie
f(x,)—=Ah(x,)> 0, sinon la résolution de Q(A) doit étre exacte. En notant dans cette derniére
alternative x, une solution optimale de Q(4), le processus est itéré en donnant & A la valeur

f(x,)/h(x,) dans le premier cas ou la valeur f(x, )/ h(x,) dans le second cas.
Algorithme [29]
Etapel  Soit x,une solution réalisable de (P ). Poser i =0.

_(px,+a)

Etape 2 Poser A, ( )
gx; +

. Résoudre le probléme linéaire en nombres entiers O( 4., , ) .

- Si x, est une solution optimale de O('4.,, ), alors x, est une solution optimale de(P ).

- Sinon, soit x;,

.., une solution optimale de Q(4.,,). Poser i =i+ 1 et répéter

1'étape 2.

I1.3.4/ Résolution d'un programme équivalent a objectif non fractionnaire

La transformation du programme fractionnaire en un programme équivalent a objectif non
fractionnaire est obtenu par un changement de variables. A l'inverse de I'approche paramétrée, ce
changement de variables induit 1'ajout d'une contrainte et d'une variable. Plus précisément, cette
transformation, proposée par Charnes et Cooper [12] pour le programme hyperbolique a

variables continues.

Ve PXte
qx+p

(P)<s.c. Ax<b
xelX

s'effectue en introduisant deux nouvelles variables

e )
y= x ett=
gx+p gx+p
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Pour aboutir a un programme linéaire équivalent

Max py+ot

s.C. Ay —bt <0
(PE)
qy+pe=1
yv,t=>0

Cette notion d'équivalence est précisée ci-dessous:

Proposition (Charnes-Copper[12]):
Y
t*

Si (y",t") est une solution optimale de (PE), alors " >0 et x" = est une solution

optimale de (P).

px+a
gx+ f

En fait, s'il existe une solution réalisable x telle que > (), la contrainte d'égalité

qy+ [t=1 peut étre remplacée par la contrainte d'inégalit¢ ¢qy+ ft<1, plus simple
a traiter [113].
Cette transformation en un programme lin€aire équivalent a pour but d'appliquer les algorithmes

standards tel que la méthode du simplexe[12].

Pour les programmes fractionnaires a variables enti¢res, D. Granot et F. Granot [16] proposent

une méthode de génération de coupes (de type Gomory) appliquée au programme linéaire (PE )

D'autre part, dans le cas d'un programme hyperbolique a n variables bivalentes, Williams [33]
propose une transformation spécifique en un programme linéaire équivalent en variables mixtes
dont la taille croit de n+ / variables continues et de 3n contraintes. Ce nouveau programme est

résolu par un algorithme de type Branch and Bound.

Remarque
Cette transformation peut étre plus généralement effectuée sur un programme fractionnaire

concave-convexe

Max L
h(x)

(P)ss.c. g(x)<0
x>0
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Pour aboutir & un programme concave équivalent

Max tf(%j
s.C. g XJSO
(PE) t
zh(l 1
t
vt =20

obtenu en posant

Remarque:

Dans le cas d'un programme hyperbolique a variables 0-1, cette transformation induit des

contraintes de type quadratique. Plus précisément, en notant que x, € {0,]} est équivalent a

: 1 : . :
x;(x;—1)=0, la contrainte B y, € {0,1} s'écrit sous la forme équivalent y,(y, —t)=0, soit

y; —y,;t =0 quiest de type quadratique.

Exemple

Considérons le programme fractionnaire linéaire suivant :

MaszxZ—_j
-Xx,—x,+9
s.c. 2x, +5x, 210
4x,+3x, <20
-x,+x,<2
xX;,x,20

Le changement de variable donne la formulation suivante :
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Max{y2—5t}
sc. 2y, +35y,—10t=0
4y, +3y, =20t <0
-y, +y,— 2t<0
Y=yt 9t=1
VY, t20

En utilisant la méthode du simplexe, on obtient y, ==2,y, =% et t = <. Cela donnera x, =(2,4)

comme solution optimale du programme fractionnaire linéaire.

I1.3.5/ Probléme fractionnaire quadratique en points extrémes

I1 existe peu d'auteurs qui ont résolu les problémes fractionnaires quadratiques par la méthode
directe, tel que le domaine réalisable est un ensemble des points extrémes d'un polytope convexe.
Cette méthode a été présentée par R. Gupta et M. C. Puri [18] que nous présenterons dans ce qui
suit:

Considérons le probléme de la programmation fractionnaire quadratique en points extrémes

suivant:
T T
+x" Ex+
Min f(x):CTx xT X+a
D'x+x Fx+pf
(P) Ax<b
X est un point extréme
x=0
ou
(1) C,DeR";

(2) a,f desélémentsde R ;

(3) E,F desnxnmatrices symétriques;

4) C'x+x"Ex+a>=0 VxeS;

(5) D'x+x"Fx+ >0 VxeS.

La solution optimale du probléme (P) est un point extréme du domaine S. Donc, Pour le

résoudre, il faut déterminer les points extrémes. Pour obtenir les différents points extrémes du

domaine S', On construit le probleme fractionnaire linéaire relaxé (P,) du probleme (P), ou

toutes les solutions de base sont explorées.

Le probléme (P, ), construit est le suivant:
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T
Min g(x)z(CJrU)Tera
(D+V ) x+
(P) Ax<b
X est un point extréme
x>0
ou
Min Efx j=1,..,n Max Fij j=1,...,n
U, = Ax<b , V,= Ax<b
x=0 x>0

Apres la détermination des solutions réalisables de base (points extrémes), du probléme (P, ), on
les ordonne par ordre croissant de la fonction objectif de (P,), g,, i=1,..,N, tel que,
gy = Max{g( x):Ax<b,x 2> 0}, en premier lieu. Puis, on les ordonne par ordre croissant de la
fonction objectif de (P), f,i=1...,P, tel que, . f, = Max{f(x) JAx < b,x > 0}, en second
lieu.

Soient:

M, :un ensemble d'indices des meilleures i éme solutions réalisables de base de (P, ).

L, :unensemble d'indices des meilleures k& €me solutions réalisables de base de (P).

Il est clair que:

f :Min{f(x) JAx < b,x > 0} et g, =Min{g(x) JAx L b,x > 0}

Soit L=¢.

Etape 0

s=1letp=1

Etape 1

g, =Min{g(x) JAx<b,x 2 0}: g(x,); M, = {S}

fo=Min{f(x):s'eM}=f(x,).

Sig,2f,=f(x,), t'e M, Alors x, estla solution optimale du probleme (P). L = {t'}
Sinon, augmenter la valeur de s = s+ et M = M U {s}. Aller a l'étape 1.

Etape 2

Sipour s=N,ona g, < f.=f(x,), t' &L, alors, augmenter l'ensemble L =L U {t'}. Aller

a l'étape 1.
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Etape finale

Sipour s=N et s'=P,ona g, <f,=f(x,), t &L, alors le probléme n'admet pas des

solutions réalisables.

Exemple

Soit le probléme fractionnaire quadratique en points extrémes suivant:

(P)

2 2
3%, +2x, +x; +2x x, + x5 +2

Min  f(x)=

X, +4x, 25
3x, +4x,<45
6x,—x, <36

—4x,+3x,<15
—5x,+2x,<6.5
55x,-3x, =252

X;,x,20

S est le domaine réalisable du probléme (P).

On construit le probléme (P, ):

Soient:

U, =Min x,+x,

xeS
=2.

U,=Min x,+x,

xe§

=2.
V, = Maxx,

xe§

=7

1
/= Mg 5

=1

Donc le probléme (P, ), est le suivant:

Apres simplification:

—x,+x] +4x;+1

3X,+2x,+2x,+2x,+ 2

(B){Min

xe§ X, +7x,+x,+1
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(P ) Min Sx, +4x,+2
xS 6x,+x,+1
x,=(60), g =086 M,={1}, f(x,)=18I

g, =0.86 < 1.81

x,=(50), g,=087, M,={12}, f(x,)=2.
g, =087 <181

X, =(7.6), g =124, M,={123}, f(x,)=4.34.

g, =124<18I

x,=(L1), g,=138 M,={1234}, f(x,)=9.9.

g, =1.38<18I

x,=(39), g,=189, M,=1{12345}, f(x;)=10.8.
g, =189>181

Donc, x, =(6,0), est la solution optimale du probléme (P, ), et la valeur de la fonction objectif

est: f(x,)=181.

I1.4/ Conclusion

Ce tour d’horizon montre toute la richesse et la variété des travaux consacrés aux programmes
fractionnaires.

De nombreuses applications, économiques ou algorithmiques dont certaines sont décrites ici, ont

¢été a la source des motivations de nombreuses recherches.
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Ce catalogue nous a incités a apporter notre contribution a la résolution des programmes
fractionnaires quadratiques en présence de variables entiéres qui sera expos¢ en détails dans le

chapitre 4.
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CHAPITRE III

Programme Fractionnaire Linéaire Multi-

objectifs a variables Entieres (PFLME)

I11.1/ Introduction

Il s'agit dans ce chapitre de présenter le probléme de la programmation fractionnaire linéaire
multi-objectifs a variables entiéres (PFLME) et décrire une approche exacte et récente proposée
par M. Abbas et M. Moulai [5] pour la résolution de ce probléme. Cette méthode est la base des
nouvelles approches de résolution qu'on proposera dans les prochains chapitres. Elle sera

illustrée par un exemple numérique.

I11.2/ Le probléeme PFLME

Un programme fractionnaire linéaire multi-objectifs & variables entiéres est constitué¢ d'un
systéme de contraintes linéaires définissant un domaine discret de solutions réalisables, et d'un
ensemble de fonctions fractionnaires linéaires a maximiser ou a minimiser définissant des
criteres conflictuels. Le probléme consiste a déterminer toutes les solutions réalisables enticres x

telle qu'il n'existe aucune autre solution réalisable entiére y qui fournisse des valeurs au moins

aussi bonnes que celles de x sur chaque critére et méme meilleure sur au moins un critére.

I11.2.1/ Formulation mathématique d'un probléme PFLME

Soit (P ) un programme linéaire multi-objectifs a variables entiéres. (P ) peut étre formulé de la

fagon suivante:
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1 1
Max Z,(x):plx—+a]
q'x+p
px+a’
Max Z,(x)=——
2( ) q2x+ﬁ2
(P)
Max Zr(x)zu
qrx_‘r_ﬁr
s.C. xeS:{xeR"/Abe,AeR’"X",beR'”,xZO}
X entier

ol 7> 2 est un nombre entier; &' et ' sont des scalaires; p',q’' € R", i €{l,...,r}. On suppose

que la région admissible non vide S est bornée et g'x+ ' >0 sur S pour tout i€ {]r}

I11.3/ Concepts de base

Dominance

Définition

Soient deux vecteurs critéres Z' ,Z> . On dit que Z' domine Z* si et seulement si Z' > Z?

et Z' #Z* (cestadire Z) > Z} pour i =1,..,r, et Z > Z} pour au moins un critére 7).

Si Z' domine Z* , alors Z' est au moins aussi bon que Z° sur tous les critéres, et meilleur que

lui sur au moins un critere.

Dominance forte

Définition

Soient deux vecteurs critéres Z' ,Z> . On dit que Z' domine fortement Z* si et seulement si
Z'>7? (cestadire Z! >Z] pouri=1,...,r).

Si Z' domine fortementZ* , alors Z' est meilleur que Z> sur tous les critéres.

Efficacité
Définition
Une solution x est une solution efficace de (P) si x € X(P)et s’il n’existe pas de x € X(P) tel

que Z(x) domine Z(Xx).
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Un point est efficace si son image par Z est un vecteur critéres non dominé. Le terme efficacité
est aussi connu sous le nom de Pareto optimalité ou non infériorité.

Une définition équivalente de I’efficacité est :

Définition

Une solution de X (P) est une solution efficace de (P) si x € X(P)

et Z,(x)>Z,(x), i=1,..,r,impliquent que Z,(x)< Z,;(X)pour au moins un indice

jell2..,r}, i ).
A partir d’un point efficace, il est impossible d’augmenter la valeur d’un des critéres sans

diminuer la valeur d’au moins un autre critére.

Efficacité faible

Définition

Une solution x de X (P) est une solution faiblement efficace s’il n’existe pas de x € X (P)

telque Z (x)>Z (Xx).

Une solution est faiblement efficace si son vecteur critére n’est pas fortement dominég.

Efficacité forte

Définition

Une solution x de X(P)est une solution fortement efficace si x € X(P) et s’il n’existe pas
dexe X(P)telque x#Xx et Z (x)>27Z (Xx).

Une solution x est fortement efficace s’il n’existe pas d’autre solution telle que le vecteur critere,
qui lui est associé, soit aussi bon que celui de x. Remarquons que I’efficacité forte implique

I’efficacité qui implique a son tour I’efficacité faible.

Le point idéal
Définition

Le point idéal est, dans R", le point de cordonnées (Z 1* A , ), avec

Z' =max Z,(x), i=1l..,r

' xex(P)
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Le point anti-idéal
Définition
Le point anti-idéal est, dans R", le point de cordonnées (Z 1* A : ), avec

Z.=min Z,(x), i=1..,r

! xeX (P)
Le point nadir
Nous appelons matrice des gains, une matrice dont les colonnes représentent les performances de
. kS kS
r pomnts x,,...,x, .
Définition
Le point nadir est, dans R", le point de cordonnées (Z 2 ), avec

d . * .
Z!" = min Zi(x/.), i=1,..,r.

je{l,Z ..... r}

I11.4/ Méthode d'exploration exhaustive pour la résolution du probleme PFLME

Nous allons décrire une méthode proposée par M. Abbas et M. Moulai [5] pour la résolution d'un
probléme PFLME. Cette méthode est basée sur un principe de coupes successives garantissant
l'exploration de tout l'ensemble des solutions réalisables enti¢res. A chaque itération, un sous
ensemble de solutions réalisables entiéres est déterminé, parmi ces solutions sont retenues celles
dont les vecteurs criteres ne sont pas dominés par les vecteurs critéres des solutions
précédemment retenues. A la fin, seulement les solutions réalisables enticres efficaces sont

retenues.

Définitions et notations
Soient

( P, ) le programme fractionnaire linéaire a variables entiéres suivant:

1 1
Max Z,(x):p]x—+a]
q'x+p
(P, )qs.c. xes§
X entier

La résolution du probléme (P ) nécessite I'introduction des notations suivantes:

Notations et définition :

Dans la suite de ce chapitre nous utilisons les notations suivantes :

Optimisation Multi-objectifs Discréte d’un Probléme Fractionnaire Quadratique 45



Chapitre I11 Programme Fractionnaire Linéaire Multi-objectifs a variables Entiéres

Pour k > 1
S, = {x €R"/Ax<b, 4 €R"™" b, e R" x2 0}

S, est la région tronquée courante de S obtenue par application de la coupe Z{x_/ }2 1 ou
JEN 1 k-1

Ji; € I, etpar des coupes de Gomory successives éventuellement.

x| = {x,i’j} est la solution optimale entiére donnant Z; obtenue sur S, a 'étape & .

B}  :estunebasede S, .

a,ﬁ) ;€ R™*" sont les vecteurs activités de x,i_l. appropriés a la région tronquée courante S, .

X, cestla " composante de la variable x, .

J
Ve;=(viy)=(B)"a oy, eR".
1,={ja, B}

N, =1{j.a ¢ B!}

p; :estla jcomposante du vecteur p'.

q; :estla j“composante du vecteur ¢ .

Pii=D.pvi

iel;

a, =4/ Vi

iel,

Zl,=p'x/+a.

71
Z,(x)= L
7

e

Vi, =Zip,—pl,)—Z(q;—q,,;), le colt réduit relatif & la j** composante du vecteur
gradient 7, .

I,={j/jeN, ety =0}

Remarquel: Si x| est une solution réalisable pour le probléme (P, ) et pour laquelle 7, = ¢,

alors x; est I'unique k" meilleure solution réalisable entiére pour le probléme (P, ).
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Définition1

Une aréte £, incidente a la solution x; est définie comme I’ensemble :

X = X _Ejkyk,ijh iel,
E,=<x=(x)eS x;, =E,
x, =0 pour toutve N, —{j,}

Y

ou:

0<E;, <min ) b Viy, >0p et E; est un entier positif, E , y, , sont des entiers positifs
kijy

pour touti e/,

Définition2

Une aréte k£, incidente a une solution réalisable entiére x; est dite dominée si tous les vecteurs

critéres des solutions entieres appartenants a cette aréte sont dominés.

II1.5/ Résultats préliminaires

Dans cette section, nous exposons des théorémes fondamentaux en technique des coupes de
plans, cette technique nous permet d’explorer tous les points & composantes entieres de la région

réalisable S'.

Théoréme 1 [4]

te {2,3,...dk} du probleme (P )alternées a x, sur

Toutes les solutions réalisables entiéres x A

t
k b
une aréte £, d’une région S (ou une région tronquée de ) qui en découlent dans la direction

du vecteur a kj J €I}, se trouve dans le demi-espace ouvert : Zx j < 1
k JjeN =i}
Remarque 2

Toutes les solutions réalisables entiéres, x|, 7€ {2,3,..,d, }, alternées a x, et se trouvant sur
aréte £, de la region tronquée de S (ou de la région S) peuvent €tre obtenues en prenant toutes

les valeurs enti¢res de 6, possibles, dans le rang specifié et se trouvant toutes dans le demi —

espace ouvert Zx ;<L
jeN Ui}
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Théoreme 2 [4]

Une solution entiére du probléme (P )qui ne se trouve pas sur 'aréte £, , j, €T, d’une région

de S, tronquée (ou de la région S) a travers un point réalisable x; d’un probléme (P,) se

trouve dans le demi — espace fermé :

> ox; =1 (1)

JeN =ik}

Remarque 3

La coupe (1) qui tronque l'aréte E; tel que j, €I, n’est qu'une variante de la coupe de

Dantzig, puisque la coupe de Dantzig, pour chaque I', est définie par :

a2 @)

JEN

Remarque 4

Si pour tout j, €I, (#), toutes les valeurs entieres possibles de 6, correspondant a la
solution x, sont inférieurs a 1, alors, x,est I’unique k™ meilleure solution réalisable du
probléme (P ), ou le probléme (P ) a des solutions entic¢res alternées a x,, ne se trouvant pas
sur ’aréte de la région S (ou une région tronquée de S) émanant de x,. Dans un tel cas,
I’application de (1) donne x,,, si x,est unique, ou x., € {23,...d,}, si x, a des solutions

alternées dans S.

I11.6/ Les Conditions d’Optimalité :(Martos [23])

Soit x, une solution réalisable entiere obtenu a I’étape & du probléme (P), x, est une solution

optimale du probleme (P), si et seulement si, le colt réduit y;‘ <0,V jeN,

- éme

;/J’.‘ est le cott réduit a la j** composante du vecteur gradient y*.

Développement de la méthode de résolution du programme linéaire en nombres entiers a
objectifs fractionnaires multiples
La procédure de résolution d’un programme linéaire en nombres entiers a objectifs fractionnaire

multiple (P), commence par la recherche d’une solution optimale entiére du programme (P, ).
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Algorithme
Etape 1

Résoudre le probléme (P,) et trouver une solution optimale entiére x; sur S,. De fagon
similaire, on pourrait considérer un probléme (P ) avec l'objectif Z; pour tout i € {1,...,1 }
Construire I’ensemble T, .

Etape 2

1.SiI=¢

x; est l'unique solution optimale du probléme (P, ), trouver Z, correspondant a x,,

i€ {2,3,..., r}. Rajouter le premier vecteur critére correspondant (Z,,Z,,...,Z,) alaliste Eff,

Tronquer le point x; par la coupe de Dantzig suivante :

ij >1.

JeN
En appliquant la méthode dual du simplexe et les coupes de Gomory successives, si nécessaire,
on obtient une solution réalisable entiére x, dans la région tronquée de S,.

Trouver le vecteur critére correspondant (Z,,Z,,...,Z, ) et rajouter le dans la liste Eff, s'il n'est

pas dominé par le vecteur critére précédemment rajouté pour obtenir la liste Eff, .

2.81 I 20
x!
choisir un quelconque j; €Iy. Calculer 6, = mﬁn ;’k / y;k « > 0 correspondant
iel, yijk *

‘ . 1
a la solution x, .

2.a. Si lez 1:

Calculer toutes les solutions enticres réalisables x; ,r € {2,3,...,d I}alternées a x,’ a travers 1’aréte

E;. Chacune de ces solutions donne lieu a un nouveau critere potentiellement non dominé de la
forme (Z,,2Z,,...2,), r=2,..4d,.

Tronquée I’aréte E j, bar la coupe suivante :

ijZI

jeNi=li}
En appliquant la méthode dual du simplexe et les coupes de Gomory successives, si nécessaire,

. . JOR T I 1 ro:
on obtient une solution réalisable entiére x, dans la région
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tronquée de S,. Trouver le vecteur critére correspondant (Z,,Z,,...,Z,) et rajouter le dans la
liste Eff, s'il n'est pas dominé par le vecteur critére précédemment rajouté pour obtenir la liste

2.b.Si 0 j, <1 pour tous les j; €I, choisir un quelconque j; €I} et appliquer la coupe :

ij21.

jeNi=Ui}
En appliquant la méthode dual du simplexe et les coupes de Gomory successives, si nécessaire, ,
on obtient une solution réalisable enticre le dans la région
tronquée de S,. Trouver le vecteur critére correspondant (Z,,Z,,....Z,) et rajouter le dans la
liste Eff, s'il n'est pas dominé par le vecteur critére précédemment rajouté pour obtenir la liste
Eff, .
Etape 3
Choisir un éventuel j, € I, et déterminer les éventuelles solutions réalisables entiéres x’,
re{2,..,d,} alternées a xi. Trouver les vecteurs critéres correspondants, s'ils existent.
Augmenter la liste Eff, par ces vecteurs s'ils ne sont pas dominés par des vecteurs critéres
précédemment identifiés pour obtenir la liste Eff;.

Tronquée les solutions obtenues par la coupe suivante :

ij >]

JeN; =4z}
Etape k :
Soit x,_, la (k —1)*"*meilleure solution du probléme (P, ).Choisir j,_; €Ty et déterminer
toutes les solutions réalisables entieres x, ,, r € {2,3,...,dk71} alternées a x,_,. Lire les vecteurs
critéres correspondants et augmenter la liste Effj_; par ces vecteurs s'ils ne sont pas dominés par
d'autres vecteurs critéres précédemment identifiés pour obtenir la liste Eff, tronquer les

solutions déterminées par la coupe

ij >1.

jeN Uk}
Aprés avoir appliquer la méthode dual du simplexe et les coupes de Gomory successives, si

nécessaire, une solution entiére réalisable x| sur la région tronquée de S,. Trouver le vecteur

critére correspondant (Z,,Z,,...,Z, ) et rajouter le dans la liste Eff, , s'il n'est pas dominé par le

Optimisation Multi-objectifs Discréte d’un Probléme Fractionnaire Quadratique 50



Chapitre I11 Programme Fractionnaire Linéaire Multi-objectifs a variables Entiéres

vecteur critere précédemment identifié pour obtenir la liste Eff, . Ceci marque le début de

I’étape k£ +1 .
Etape terminale
Le processus termine quand le pivotage dans la méthode dual du simplexe est impossible,

indiquant que la région courante ne contient pas de solutions réalisables et que tous les points

efficaces ont été obtenus.

Théoréme 3 [4]

La procédure décrite précédemment, trouve toutes les solutions efficaces du probléme (P ) et

converge en un temps fini d’étapes.

Exemple numérique:
Soit le probléme fractionnaire linéaire multi-objectifs en nombres entiers suivant :
X X
2x, +4
X, +2
x, -6
min —3x, — 2x,
(P) ysc. x,—x,<1
x,+x,<2
4x,+2x,<9

x,,x, =20, entiers

min

min

Etape 1

Considérons le probléeme (P,) :

X X,
2x,+4

sc. x;,—x,<1
(P) X, +x, <2
4x,+2x,<9

X,,x, =0, entiers

min

La premicere solution réalisable entiere du probléme est :
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x,=(02)

Z =-05;7Z,=-0.5; Z} =—4

Eff, = {(-0.5-0.54)}.

I, = ¢, donc la solution (0,2) n’a pas de solutions adjacentes.
On rajoute la coupe de Dantzig: x, +x, > /.

Etape 2 :
Apres avoir appliquer la méthode dual simplexe, rajouter las coupes de Gomory nécessaires au
probléme, pour retrouver une solution entiere. La seconde solution réalisable entiére au probleme

est:

x, =(0,1). L image de cette solution est : (—1/6,~2/5,~2) est dominée par la solution efficace
précédente, donc on la rajoute pas a I’ensemble des solutions efficaces.

Eff, ={(-0.5-0.5-4)}.

I, = ¢, donc la solution (0,/) n’a pas de solutions adjacentes.

On rajoute la coupe de Dantzig: x, +x, > /.

Etape 3 :

Aprées avoir appliquer la méthode dual simplexe, rajouter las coupes de Gomory nécessaires au

probléme, pour retrouver une solution entiere. la solution réalisable entiére au probléme est :

x; =(0,0). L’image de cette solution est: (0,—~1/3,0) est dominée par la solution efficace
précédente, donc on la rajoute pas a I’ensemble des solutions efficaces.

Eff, ={(—0.5-0.5-4)}.

I = {1}, donc la solution (0,0) a des solutions adjacentes. On pose j, = 1.

@, =1, donc, la solution voisine est : (/,/) dont I'image (0,—0.6,-5)n’est pas dominée par les

solutions efficaces. Donc on la rajoute dans I’ensemble des solutions efficaces.
Eff, ={(-0.5-0.5-4);(0-0.6,-5)} .
On rajoute la coupe de Dantzig: x, > /.
Aprées avoir appliquer la méthode dual simplexe, rajouter las coupes de Gomory nécessaires au
probléme, pour retrouver une solution entiére. La solution réalisable enti¢re au probléme est :
x, =(1,0). L’image de cette solution est: (1/4,—1/2,~3) est dominée par la solution efficace

précédente, donc on la rajoute pas a I’ensemble des solutions efficaces.

Eff, ={(-0.5-0.5-4),(0,~0.6,-5 )}.
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Etape 4

I, = ¢, donc la solution (/,0) n’a pas de solutions adjacentes.
On rajoute la coupe de Dantzig: x; +x, > /.

I1 n’est plus possible d’appliquer la méthode dual simplexe. Donc, c’est la fin de 1’algorithme.

L’ensemble des solutions efficaces du probléme est : Eff = {( -0.5-0.5-4),;(0,-0.6,—5 )}.

I11.6/ Conclusion

Nous avons présentés dans ce chapitre une méthode de résolution proposée par

M. Abbas et M. Moulai [5]. Elle nous a servi comme un support de travail pour mettre au point,
un algorithme de résolution du probléme fractionnaire quadratique Multi-objectifs a variables

entieres.
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CHAPITRE 1V

Une Meéthode d’Optimisation Mono-objectifs
Discrete d’un Probleme Fractionnaire

Quadratique (MODPFQ)

IV.1/ Une méthode de résolution d'un programme fractionnaire quadratique a variables
entiéres

IV.1.1/ Introduction

Soit S I'ensemble des vecteurs de R " satisfaisant les contraintes x >0, Ax <b ou A estune
m x n matrice réelle, b est un vecteurde R " . Soient C,, C,, D, etD, quatre vecteursde R ",
et a,,a,,B, et B, quatre éléments de R .

Le probléme ( P ) qu'on projette d'étudier peut s'annoncer sous la forme mathématique suivante:

Minf(x):(C,x+oc,)(C2x+oc2 .
Dx+B,” D,x+8,
(P)y(Cx+a,)(C,x+a,)=20

S.C xeS

X entier

ou la forme mathématique suivante :
Minf(x):(c1x+a’)+(czx+a2 ):
Dx+B, D,x+B,
(P)y(Cix+o, )(Dyx+B,)+(Cox+a, )(Dx+p,)20

s.C xesS

X entier

Nous supposons que (D,x+,)(D,x+,)>0, pourtout x € S .
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Apres développement de la premiére forme du probléme, on aboutis a la formulation suivante:

Min f(x)= (Co,+Co,) x+x"CCx+o,
(DB, + Dsz)Tx+ xTDJsz +B,B,

(P)<s.c xel§
X entier
On pose :
C=Co,+Cu, D=D,B,+D,pB,
E=CC, et F=DD,
oL =00, P=BB,

C etD sont deux vecteurs de R", E etF deux nxn matrices des réelles et o, f deux

¢léments de R .

On obtient le programme fractionnaire quadratique a variables entieres suivant :

Min f(x ) C'x +x"Ex +a
inf(x)=
D'x +x"Fx+pB
(P)s.c x efS
X entier
De méme le numérateur C’x +x" Ex +o >0, pour tout xeS, et le

dénominateur D" x +x" Fx + B >0 pourtout x € S .

Apres développent de la deuxieme forme du probléme, on obtient la formulation suivante:

Min f(x)= (C,B,+o,D, +C,B, +(12D])Tx+xT(C1D2 +C,D, )x+ao,B, +a,B,
(D,B, +DZBZ)TX+XTD1D2x+ BB,

(P)<s.c xes
X entier
On pose :
C=CB,+o,D,+C,B, +a,D, D=DB,+D,B,
E=CD,+C,D, et F=DD,
o=a,p,+a,B, B =8B,
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C etD sont deux vecteurs de R", E etF deux nxn matrices des réelles et o, f deux
¢léments de R .

On obtient le programme fractionnaire quadratique a variables entieres suivant :

Min f( )_CTx+xTEx +o
mrex " D'x+x"Fx+p
(P)s.c x €S (1)
X entier
De méme le numérateur C’x +x" Ex +o >0, pour tout x eS8, et le

dénominateur D" x +x" Fx + B >0 pourtout x € S .

Donc, le probléme qu’on projette d’étudier est un programme fractionnaire quadratique

a variables entiéres suivant:

Min f(x) C'x +x"Ex +a
in f(x)=
D'x +x"Fx+P
(P)s.c x €S (2)
X entier
ou:
- Le numérateur C'x +x"Ex +a >0, pour tout xes, et

dénominateur D" x +x " Fx + B >0 pourtout x € S .

- C etD deux vecteurs de R", E etF deux nxn matrices des réelles et o, 3 deux

¢léments de R .

La méthode de résolution que nous allons présentés, détermine la solution optimale du probléme
(P) a travers une séquence finie des solutions réalisables entic¢res. Elle est basée sur une
approche exacte proposée par M. Abbas et M. Moulai [4], pour explorer toutes les solutions

réalisables entieres d'un programme fractionnaire linéaire a variables enticres.

1V.1.2/ Méthodologie

Il s'agit dans cette section de reprendre dans le cas des variables entiéres un concept introduit par
R. Gupta et M. C. Puri [18] et utiliser une méthode de M. Abbas et M. Moulai [4] pour balayer
toutes les solutions réalisables entiéres dun programme fractionnaire linéaire a variables

entieres.
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Considérons le probléme relaxé (P,) associé au probléme (P), en résolvant les deux
programmes linéaires suivants:

. T .
U,=Minx E;, j=1I,..n

xes§

e

ouU; estla j“ composante de U .

Et
T .
V,=Maxx F,, j=1..,n

xeS

éme

oulV, estla j“ composante de V" .

Nous aboutissons au probléme fractionnaire linéaire a variables entieres ( P, ) suivant:

Vi g(x):(C+U)Tx +o
(D+V )"x +PB
(P, )\s.c. x €S
X entier

Remarque 1 : Les deux problémes (1) et (2) ont le méme domaine réalisable S .

Notations

S, estlavaleurde f(x) ala p°™ meilleure solution réalisable entiére de (P)

g, estlavaleurde g(x ) ala k°* meilleure solution réalisable entiére de (P, )

T* =1'ensemble desk premiéres meilleures solutions réalisables entiéres du probléme (P, )
k=12,..,Noug, = max{g(x) X € S}.

Proposition 4.1 :

g(x)<f(x)VVx €8§.

Preuve

Comme U =Minx"E et V =Maxx"F,alors

xes xeS
(C+U)' x+a <(C+x"E)'x+a=C'x+(x"E)' x+o=C"x+xE"x+a >0
(D+V) +B2(D+x"F)' +B=D"x+(x"F)"x+B=D"x+x F'x+B >0
d’ou :

(C+U)TX+OL< C'x+xE"x+a
(D+V)"+B  D'x+xF'x+p

=f(x)

donc g(x)<f(x) Vx €8
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Proposition 4.2 :

Sipour k=1, g, = min{f(x) IXE€E T"}: f(x), alors x est la solution optimale entiére de

(P).

Preuve

f(%)=min{f(x):xeT"}, donc

f(x)>f(x) VxeT" (1)

Comme g, est la valeur de g(x ) ala kK meilleure solution réalisable entiére de ( P, ),

donc g, >g,, Vw 2k +1.

Aussi, f(x,)=2g(x,)=g,, Vx, €S (ref. proposition 4.1)
dob f(x,)>g(x,)>g, 2min{f(x):xeT"}= f(%). (par hypothése).
Ce qui implique, f(x, )> f(x), w 2k+1 (2)

(1) et (2) implique que f(x) estla meilleure valeur de f(x ) dans S .
D'ou x est la solution optimale entiére du probléeme (P ) et f(x)=f,. On note que

{xeT Y f(x)=f(x )} est un ensemble des meilleures solutions réalisables entiéres du

probléme (P ) .

Proposition 4.3 :

Si g, < min{f(x):xeTk}, alors g, <f, <min{f(x ) :x eT "}

Preuve

Par la proposition 4.1, f(x,) =g, , comme pour w 2k+1, g, > g,, nous aurons

f(x,)>g.,Yw 2k +1

d’ou

min{f(x):xeTNetxeéTk}>gk 3)
par hypothése :

min{f(x):xeT"}>gk 4)

(3) et (4) implique que min{f(x):xeT"}> g, donc

fi> & ()
aussi, min{f(x): x e T"|< min{f(x): x e T*"'} alors

£, < min{f(x):xeT (6)

(5) et (6) implique que g, < f; < min{f(x) ‘xe Tk”}.
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On résoud le probléme fractionnaire linéaire a variables entieres (PFLE) et on détermine la
solution optimale entiére. Pour balayer toutes les solutions réalisables entiéres du domaine S du
probléme (PFLE), on applique la méthode de M. Abbas et M. Moulai [4] qui est basée sur un
principe des coupes successives garantissant l'exploration de tout I'ensemble des solutions
réalisables enticres (ref. chapitre III).

Le probléeme d'un programme fractionnaire quadratique a variables enti¢res sera résolu par

l'algorithme proposé dans la section suivante:

IV.1.3/ Algorithme de résolution du probléme (PFQE):
Etape initiale:

1- Déterminer les U ; etV ; par la résolution des deux programmes linéaires suivants:

Minx"E , et Maxx'F,,respectivement.
xeS

xes

2- Construire le programme fractionnaire linéaire a variables entiéres ( P, ) . Aller a I'étape 1.
Etape 1
(1-a)- Résoudre le probleme( P, ) et déterminer la solution optimale enti¢re. Construire
l'ensemble 7 ' . Calculer g, et déterminer f(x ), x €T .
(2-a)-Si g, > min{f (x):xeT’ } = f(x), alors x est la solution optimale entiére du probléme
(P ) (ref. proposition 4.2).

Si g, <min{f(x) DX ETI},alleréEtapeZ
Etape 2

éme

(1-b)- déterminer la p ™ ( p = 2 ) meilleure solution réalisable entiere du probléme ( P, ) par
la méthode des coupes successives (M. Abbas et M. Moulai [4]). Construire 1'ensemble

T 7", calculer g, et f(x)xeT?”,

Si ngmin{f(x):xeTp}zf()?),
alorstl60L LD HOOOOOODOIODOIEDHeogoo0 O DD DD OOOOOOOHDOHEOHE

Joooioooooooooot

[[[DDDDDDDDDDDDDDD6ODDDDDDDDDDDDDDDDDDD6O6O6O]]]]]]]D

Uogougouoogoogoog
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DDDDDDDDDDDDD61]]]]]]]]]]]]]]]]]]]61616l]]]]]]]]]]]]

O00000000D000000D000000DO00000O0000DO00el0000nnooooong
DDDDDD616161DD

Joooioooooooooot

DDDDDDD61]]]]]]]]]]]]]]]]]]]616161]]]]]]]]]]]]]]]]]]]

O00000000D000000D000000DO00000O00000D0O0000bDel00DOO0000DnOg
DDDDDDDD616161]]DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

JooooooobboooobbooobboooobboooobbogooelooboooonBbg
DDDDDDDD616161]]DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

0000000000006 00000D Equation3 min{f(x):xe TV |= £(£). £ est la solution
optimale entiére du probléme (P ).

Théoréme

L’algorithme décrit précédemment, converge en un nombre fini d’étapes.

Preuve

La solution optimale du probléme (MODFPQ) est trouvée a travers une séquence finie des
solutions réalisables enti¢res. Ces solutions sont explorées en utilisant la méthode proposée par
M. Abbas et M. Moulai [4]. Puisque cette méthode [4] converge en un nombre fini d’étapes car
la région des points réalisables est bornée et est tronquée a chaque étape par application répétée
des coupes (coupes de Dantzig ) correspondant a la solution réalisables entiére respective, suivie
éventuellement par des coupes de Gomory (voir. Chapitre III), les points entiers de la région
réalisable sont parcourus de telle maniére que chaque point et/ou chaque aréte une fois parcouru
ou tronqué ne peut pas réapparaitre, alors la méthode de résolution du probléme (MODFPQ)

converge un nombre fini d’étapes.

IV.1.4/ Exemple numérique

Soit a résoudre le probléme suivant :

X, +5x, +x; +2x,x,+3

min 3
x, +x; +1

s.c. 2x;,+5x,<42
(P) 5x,+x,<36
X, <7

x,,x, = 0, entiers

étape initiale
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Chapitre IV

Construire le probleme d’un programme fractionnaire linéaire en nombre entiers ( p, ), associé

au probléme (P ), en résolvant les quatre programmes linéaires suivants :

min x,+x,=U,

sc. 2x,+5x,<42
5x,+x,<36
X, <7

(PL,)

x;,x,20

max x, =V,

sc. 2x,+5x,<42
Sx,+x,£36
X, <7

(PL;)

X,x,20

On trouve les résultats suivants :

U=(00); V=(70).

min
S.C.
(PL,)

S.C.
(PL,)

x, =U,
2x,+5x,<42
Sx,+x,<36
X, <7

X,;,x,20

max 0x,+0x, =V,

2x,+5x, <42
Sx,+x,<36
X, <7

X,x, 20

Alors le probléme fractionnaire linéaire en nombres entiers est le suivant :

min

S.C.

(F)

donc :

(F)

étape 1

X, +5x,+0x, +0x,+3

X )=
&(x) 7x;+x,+0x, +1

2x, +5x, <42
Sx,+x,<36
X, <7

X,,x, =20, entiers

min g(x):x]+5x2+3
7x,+x,+1
sc. 2x,+5x,<42
Sx,+x,<36
X, <7

X,,x, =0, entiers
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(1-a)- Résoudre le probleme (P ) :
x"=x,=(7,0) estla solution optimale enti¢re du probléme (P, ), g(x,)=0.62.
L’ensemble T’ = {(7,0)}, la valeur de la fonction objectif de (P) est f(x,)=1.18.
(2-a)- Ilestclairque: g(x,)< f(x,).
étape 2
(1-b)- On détermine la deuxiéme solution réalisable entiere du probleme (P, ), en utilisant la
méthode des coupes successives proposée par M. Abbas et M. Moulai [4].
x,=(50); T?={70):(50)} g(x,)=0.63; f(x,)=127. On  remarque
toujours :
g(x,)=0.63 < min{f(x,);ieT’}=118
on détermine la 3*" solution réalisable enti¢re de( P, ) :
x,=(7.01); T’ ={7.0):(50):(7.1)}; g(x;)=0.73; f(x,)=1.53. On remarque
toujours :
g(x;)=0.73< min{f(xl.);i € T3}= 1.18.
on détermine la 4™ solution réalisable entiére de(P,) :
x,=(66); T'={7.0):(50):(71);(66)} g(x,)=129; f(x,)=342.
On remarque
que :
g(x,)=1.29>min|f(x,);ieT*}=1.18. Alors X = x, = (7,0) est la solution optimale

entiére du probléme (P ), et la valeur de la fonction objectif est f{x)=1.18.

IV.2/ Conclusion

La méthode proposée dans ce chapitre pour résoudre les programmes fractionnaires quadratiques
a variables entiéres peut étre vu comme une alternative aux méthodes existantes dans la
littérature qui peut servir comme un support de travail pour mettre au point, un algorithme de

résolution du probléme fractionnaire quadratique multi-objectifs a variables enticres.
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Chapitre V

Une Méthode d’Optimisation Multi-objectifs
Discrete d’un Probléeme Fractionnaire

Quadratique (MOMDPFQ)

V.1/ Introduction

Nous nous sommes intéressées dans le chapitre précédent a une méthode de résolution des
programmes a un seul critére pour lequel I’objectif & optimiser est un rapport de deux fonctions
quadratiques dans un domaine discontinu. Evidement, il existe plusieurs situations pratiques qui
exigent des modélisations pour lesquelles les critéres sont multiples, ce qui nous a permis de

révéler un réel besoin d’une approche de résolution.

En utilisant I’algorithme de résolution d’un programme fractionnaire quadratique en nombres
entiers introduit dans le chapitre précédent, nous avons pu développer un algorithme pour la
résolution du probléme de la programmation fractionnaire quadratique en nombres entiers a

objectifs multiples.

V.2/ Définitions et notations
Considérons le probléme fractionnaire quadratique en nombres entiers a objectifs multiples

donné sous la forme mathématique suivante :
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C'x+x"Ex+a
min  f,(x)=—= — !
D, x+x Fx+ p,
Clx+x"E.x+a
min f,(x)= "2 LA
D,x+x F,x+f,
(P)

C'x+x"Ex+a
min f,(x)=t X T
D x+x Fx+p,

sc. xeS

X entier

Les critéres fractionnaires quadratiques sont induits d’un produit ou d’une somme de deux

fonctions fractionnaire linéaire (voir. chapIV).

ou r>2 est un nombre entier; aet ff, sont des scalaires; E,, F, € R"™™; C,D,eR";
i€ {1,2,...,r} et S= {x eER"/Ax<b;AeR"™,beR";x> 0}.

On suppose que la région admissible non vide S est compacte et convexe, C/ x+x"Ex +a, > 0

et D/x+x"Fx+ B >0 sur S pour tout i {],2,...,r}.

Comme le probléme de la programmation fractionnaire linéaire a objectif multiples (voir

M. Abbas et M. Moulai [5]), la solution du probléme (P ) est de trouver toutes les solutions qui

sont efficaces dans le sens de la définition suivante :

Définition

Un point x” est efficace si et seulement si il n’existe pas un autre point x’ tel que
fi(x' )= fi(x"),iel{l,2,...r}et fi(x')> f,(x") pour au moins un indice i € {1,2,...,r}.

Un point est efficace si son image par f est un vecteur criteres non dominé. Le terme efficacité
est aussi connu sous le nom de Pareto optimalité ou non infériorité.

Clx+x"Ex+a,
T T ?
D, x+x"Fx+ p,

Les fonctions f;(x)= ie{l2,..r} sont appelées fonctions objectifs ou

critéres et Eff est I’ensemble des critéres non dominés du probléme de la programmation

fractionnaire quadratique en nombres entiers a objectif multiples.
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La résolution du probléme (P) commence par celle du probléme fractionnaire quadratique

entier s’écrivant comme :

. C'x+x"Ex+a
nmin f](x): ]T T ! :
D, x+x Fx+p,
(P) (D
sc. xe§
X entier

La résolution du probléme (P ) nécessite I’introduction des notations suivantes :
S {x €R"/Ax<b,4,€R"b €R" x> 0}
S, est la région tronquée courante de S obtenue par des coupes de Gomory successives.

= X = {x,l/} est la solution optimale entiére donnant £, obtenue sur S,.

= f/ estla valeur optimale de f, pour le probléme (P, ).

= £/ estla valeur optimale de f, pour le probléme (P, ), i e {2r}

Pour k =2
= S = {x €R"/Ax<b,A €R"" b €eR" x2 0}

S, est la région tronquée courante de S obtenue par application de la coupe Z{x ; | > ]
JEN 1 /-1

=y = {x,f /.} est la k" meilleure solution réalisable entiére du probléme (P,) obtenue sur S,
al’étape k.
=/ estla k" meilleure valeur de f, pour le probléme (P, ).

= ¥ estla k" meilleure valeur de f, pour le probléme (P, ), i €{2,....r}

1
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V.3/ Résultats préliminaires

Comme le probléme de la programmation fractionnaire quadratique en nombres entiers a objectif
multiples consiste a déterminer I’ensemble des solutions efficaces entiéres, on parcourt tous les
points entiers de la région réalisable S. Il s’agit de reprendre dans le cas des variables enticres
un concept introduit par R. Gupta et M. C. Puri [18] pour construire un programme fractionnaire
linéaire en nombres entiers associé¢ au probléme fractionnaire quadratique en nombres entiers, en
résolvant les deux programmes linéaires en nombres entiers suivants :

U,, =min x"E

j=1..n V, =max xTF]j j=1..n

1j

(PL, ){ (PL, ){

sc. xe8 sc. xe8
Nous construirons un programme fractionnaire linéaire en nombres entiers associ¢ au probléme

( P, )de la fagon suivante :

T
min gl(x):(C1+U,)Tx+a]
(D, +V,) x+p,
(Pr,)ysc. xeS§ )
X entier

Remarque 1

Les deux problémes (1) et (2) ont le méme domaine réalisable S .

Remarque 2

Le point X est une solution réalisable entiére du probléme (1) si et seulement si, X est une

solution réalisable entiére du probléme (2).

Il consiste, donc a parcourir tous les points entiers de la région réalisable pour le probléme (2) en

utilisant la technique des coupes planes proposée par M. Abbas et M. Moulai [4].

Notations

= g7 estlavaleur optimale de g, pour le probléme (Pr, ).
= g/ estlavaleur optimale de g, pour le probléme (Pr, ), i e {1,2,...,r}.
= g7 estla p meilleure valeur de g, pour le probléme (Pr, ).

= g’ estla p* meilleure valeur de g, pour le probléme (Pr, ), i€ {1,2,...,r}.
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= T" =I'ensemble desk premiéres meilleures solutions réalisables entiéres du probléme (Pr, ),

k=12,...,N ou g =max{g(x):xeS}, ie{l2..r}

Proposition 5.1:

g(x)s fi(x),VxeS, ie {],2 ..... r}.
Preuve

voir chapitre [V

Proposition 5.2 :

Si pour k>1, g > min{fi(x) Sxe Tl.k}: f,(x), alors x est la solution optimale entiére de

(P),ie{l2..r}.

Preuve

voir chapitre IV

Proposition 5.3 :

Si g < min{f,(x) _'xeTik}, alors g < f/ Smin{ﬁ(x) .'xeT"”}, icli2 )

Preuve

voir chapitre [V

Proposition 5.4

Si gi' = min{fi(x) (fi(x)> flxe TiP}: fi(x), alors % est la (k+1)"meilleure solution

réalisable enti¢re de (P, ), i {1,2 ..... r}.

Preuve

fi(fc)zmin{fi(x) .'fl.(x)>fl.k,xeTl.P},donc fi(x)> fi(%),VxeT" ,ie{l2,..r}et
fi(x)> ff (1)
aussi, f,(x,)>g,(x,)=g/ Vx, eS8 (par prop5.1)et f(x,)>g’ >gl>f(x) Ve=p+1I
i€ {1,2 ..... r} (par hypothese), alors :

fi(x.)>fi(X), exp+] 2)

(1) et (2) implique que xest la (k+1)"meilleure solution réalisable entiere de

(P),iel{l2,..r}
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Proposition 5.5
Si g? <minlf,(x): fi(x)> fr,xeT" |, alors g? < fX' <min{f,(x): fi(x)> f}xeT "],

ie{l2. . .r}
Preuve

Par la proposition5.1, f,(x,)>g/",Vx, €S ,ie {1,2,...,r}.

et Vvw>2p+1, ona g'>gl,donc fi(x,6)>gl VYw=2p+1,ie {1,2,...,r}.

d’ou

min{ﬁ(x):xeTiNetxeéTiP}> gl iell2,...r} 3)
par hypothése :

min{fi(x) :fi(x)>fik,xeTiP}> gl ie{l2,..r} 4)
(3) et (4) implique que min{fi(x) .'f,.(x)>fl.k,xeTl.N}> gl iel{l2,..,r} donc

f > griell2,.r} (5)
aussi, min{f,(x): fi(x)> £ xe T |< min{f,(x): fi(x)> f} xeT "'} alors

< minlfi(x): fi(x)> flxeTH ) iell 2, r) (6)

(5) et (6) implique que g? < £ < minl{f.(x): fi(x)> flxeT*'}, ie{l2,..r}.

V.4/ Développement de la procédure

Pour résoudre un probléme fractionnaire quadratique en nombres entiers a objectifs multiples,
une nouvelle procédure basée sur la construction d’un probléme fractionnaire linéaire en
nombres entiers a partir d’un probléme fractionnaire quadratique en nombres entiers , et la

technique des coupes planes est présentée dans les étapes suivantes :

Algorithme de résolution du probléme (PFQME):

Etape initiale :

Résoudre le probleme relaxé (P, ).

Notons qu’a la place du probléme (P, ), on pourra considérer d’une maniére analogue le
probléme (P ) avec un objectif f, pour un indice quelconque i€ {1,2,...,r}.

(1-a)- Construire le probleme fractionnaire linéaire en nombres entiers (Pr, ) associé au

probléme fractionnaire quadratique en nombres entiers (P, ).
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(2-a)- Résoudre le probléme (Pr, ) et trouver la solution optimale entiére x| sur S,. Déterminer
’ensemble T, ( solutions adjacentes a la solution optimale). Calculer g; et f,(x) :

xeT/.

(3-a)-Si g/ > min{fl (x):xe TIJ}: f,(%).Donc X = x, est la solution optimale entiére du
probléme (P, ).
- Si x est unique. Enregistrer le premier r-uplet efficace comme (f,,f,,....f.) pour
construire ’ensemble des points efficaces Eff,. Aller a [’étapel
- Sinon, soit x, une solution réalisable entiére adjacente a la solution x. Chaque solution
donne naissance a un r-uplet potentiellement efficace de la forme (' f,, f,,..., f. ). Eff, est

I’ensemble des r-uplets non dominé potentielles. Aller a [’étapel

Si gl <min{f,(x): xeT/}, allera (1-b).
(1-b)- déterminer la p “** ( p > 2 ) meilleure solution réalisable entiére du probléme (Pr, ) par
la méthode des coupes successives (M.Abbas et M.Moulai [4]). Construire I'ensemble
T7, calculer g7 et f,(x), xeT/.
Si gr> min{f](x) CXE€ T,p}: f,(x),alors x est la solution optimale entiére du
probléme ( P, )
- Si x est unique. Enregistrer le premier r-uplet efficace comme (f,,f,,...,f,) pour

construire I’ensemble des points efficaces Eff,. Aller a I’étapel
- Sinon, soit x; une solution réalisable entiére adjacente a la solution x. Chaque solution

donne naissance a un r-uplet potentiellement efficace de la forme (' f,, f,,..., f. ). Eff, est
I’ensemble des r-uplets non dominé potentielles. Aller a [’étapel

Sigl< min{f, (x):xeTf } Répéter (1-b) pour les valeurs supérieures a p et

continuer jusqu'a ce que la solution optimale enti¢re de (' P, ) soit obtenue.

éme

Etapel (déterminer la 2" meilleure solution réalisable entiére de ( P, ) )
(1)- déterminer l'ensemble 7" (p = 2 ), calculer g7 .

Si g? >min{f,(x): f,(x)> f/ xeT'}= f,(%), alors & estla deuxiéme
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meilleure solution réalisable enti¢re du probleme (P, ). Lire le r-uplet correspondant
(fi.f>.--. [, )etlerajouter a Eff, s’il n’est pas dominé par I’un des r-uplets efficaces
précédents.
Par conséquent, Eff, devient Eff,.
Sig/ < min{f, (x): fi(x)> fl.xe T]P}. Répéter I'étapel pour les valeurs supérieures a p .
Etape k : (déterminer la (k +1)"" meilleure solution réalisable entiére de ( P, ))
(1)- déterminer l'ensemble T,” (p > 2 ), calculer g”.
Si g/ Zmin{f,(x) : fj(x)>f1k,xeT1P}=f1()2), alors x estla ( k +1 )™ meilleure
solution réalisable entiere du probléme (P, ). Lire le r-uplet correspondant
(f1.f>.-. [, )etlerajouter a Eff, s’il n’est pas dominé par I’un des r-uplets efficaces
précédents. Par conséquent, Eff, devient Eff,.
Sigl < min{f](x) Sf(x)> fExeT” } Répéter I'¢tape k pour les valeurs supérieures a
p.
Etape terminale:

Supposons g’ =maxg,(x) est calculée, et le probléme (P, ) contient (¢ +a) solutions

xeS
réalisable entiere (a>1). Alors  f" =min{f,(x): fi(x)> fi*" xeT"} a>1.
L'algorithme est terminé, si pour un (¢ +a ),a > 1 (soit (t+a)), on a:
{f](x) Sfi(x)> flxe T]N}: ¢. Alors f** est la meilleure valeur de f,(x) pour le

probléme (P, ). Donc x - estla (t+a ) meilleure solution réalisable entiére de (P, ).
t

+a

Théoréme

L’algorithme de recherche des solutions efficaces enti¢res du probleme (P ) décrite ci-dessus

converge en un nombre fini d’étapes.

Preuve

L’ensembles des solutions efficaces du probléeme (MODFPQ) sont trouvées a travers une
séquence finie des solutions réalisables entieres. Ces solutions sont explorées en utilisant la
méthode proposée par M. Abbas et M. Moulai [4]. Puisque cette méthode [4] converge en un
nombre fini d’étapes car la région des points réalisables est bornée et est tronquée a chaque étape
par application répétée des coupes (coupes de Dantzig ) correspondant a la solution réalisables

entiére respective, suivie éventuellement par des coupes de Gomory (voir. Chapitre III), les

Optimisation Multi-objectifs Discréte d’un Probléme Fractionnaire Quadratique 71



Chapitre V Une Méthode d’Optimisation Multi-objectifs Discréte d’un Probléme Fractionnaire Quadratique

points entiers de la région réalisable sont parcourus de telle maniére que chaque point et/ou

chaque aréte une fois parcouru ou tronqué ne peut pas réapparaitre, alors la méthode de

résolution du probléme (MODFPQ) converge un nombre fini d’étapes.

V.5/ Exemple numérique :
Pour illustrer I’utilisation de notre méthode, considérons un probléme de la programmation

fractionnaire quadratique bicritéres en nombres entiers suivant :

4
+1/

X, -
X

2 2
3x, +2x, +x; +2x,x, +x; +2
2 2
X, +x; +x; +1

S fo(x)=

Min < f,(x)=

3x, +4x, <15
6x,— x,<10
—4x, +3x, <5
—10x, +4x, <13

X,,x, 20, entiers

S.C.

(P)

Etape initiale :
Résoudre le probléme relaxé (P,) :
F(x)= 3x, +2x, erf;r2x12x2 +x;+2
X, +x; +x;+1
3x,+4x, <15
6x,— x,<10
—4x,+3x,<5
—10x,+4x,<13

X;,x, = 0, entiers

Min

S.C.

(F)

(1-a)- Construire le probléme fractionnaire linéaire en nombres entiers (Pr;), associé au

probléme fractionnaire quadratique en nombres entiers( P, ). En résolvant les quatre programmes

linéaires suivant :

min x,+x,=U, min x,+x,=U,
sc. 3x,+4x,<15 sc. 3x,+4x,<15
6x,— x,<10 6x,— x,<10
(PL;) ; (PL,)
—4x, +3x,<5 —4x,+3x, <5
—10x, +4x,<13 —10x, +4x, <13
X;,x,20 X,x, 20
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Chapitre V

max x,=V,

sc. 3x,+4x,<15
6x,— x,<10
—4x, +3x,<5

—10x, +4x, <13

max x, =V,

sc. 3x,+4x,<15

(pr,)l 0N I (PL,)
—4x, +3x, <5

—10x, +4x,<13

X,x, 20

X;,x,20

on obtient le programme fractionnaire linéaire en nombres entiers suivant :

Min g,(x)= 3x, +2x,+2
X, +3x,+1
s.c. 3x,+4x, <15
(Pr,) 6x,— x,<10
—4x,+3x, <5
—10x,+4x,<13
X,,x, 20, entiers

(2-a)- On résout le probléme (Pr, ). La solution optimale entiére est x; = (0,3), cette solution

n’a pas de solutions adjacentes.

T/ ={(0.3)}
g,(x,)=08 fi(x,)=1.7

(3-a)- Il est clair que g,(x,)=0.8< min{f, (x):xeT’ }= 1.7 . Donc, on détermine la deuxiéme

meilleure solution de(Pr, ) par la méthode des coupes successives (M. Abbas et M. Moulai [4]).

On trouve x, =(0,2). T/ ={(0,3);(0,2)}.
g (x,)=6/7 fi(x,)=2

g,(x,)=6/7< min{f, (x):xeT; }= 1.7. On détermine la troisitme meilleure solution

de(Pr, ).
On trouve x! =(0,1) et x] =(1,3) deux solutions adjacentes. T;’ = {(0,3),(0,2);(0,1);(13)}.
fi(xy)=25
g (% )=g,(x;)=1
fi(x3)=27
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g,/ (xt)=g,(x])=1< min{fj(x) ‘xe Tf}: 1.7 . On détermine la quatriéme meilleure solution

de(Pr, ).

On trouve x) =(1,2), T} ={(0,3);(0,2);(0,1);(1,3);(1,2)}.

g (x})=1125 fi(xy)=36
g,(x))=1125< min{fI(x) IXe T14}= 1.7. On détermine la cinquieme meilleure solution

de(Pr,).

On trouve x! =(2,2), T, ={(0,3);(0,2);(0,1);(1,3);(12);(2,2)}.

g (x!)=133 fi(xl)=4

g,(xt)=133< min{fl (x):xe Tf}z 1.7 . On détermine la sixieme meilleure solution de (Pr, ).

Ontrouve x; =(1,1), T ={(0,3);(0,2);(0,1);(13);(1.2);(2,2);(L1)}.

g (% )=14 fi(xg)=55
gl(x;):].33<min{fl(x):xeTf}:]]. On détermine la septiéme meilleure solution

de(Pr, ).

On trouve x! =(0,0), T/ ={(0,3);(0,2);(0,1);(1,3);(1.2);(2,2);(1,1);(0,0)}.
gl(x71):2 fj(x;)ZZ
g,(x})=2> min{fj(x) ‘X e T17}:1.7 = f,(x} ). Donc x, =(0,3) est la solution optimale du

probléme (P, ) produit le premier couple efficace (1.7 ;-1).
Eff, ={(1.7,~1)}

Etapel : Déterminer la deuxieme meilleure solution réalisable entiére de( P, )

(- 77 =1(0,3);(0.2);(0,1);(1,3):(1.2),(2,2):(1,1);(0.0)}

g,(x!)=2=minlf,(x): f,(x)> f} =17;xeT]|=2=f,(x!). Donc x!=(00) est la
deuxiéme meilleure solution réalisable entiére du probléme (P, ) alternative a la solution

x}=(0,2) . x)=(02) domine la solution x!=(0,0), par conséquent le couple (2,-4)
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correspondant & x; = (0,0)qui est non-dominé aux précédents de Eff, est rajouté a Eff, pour

obtenir Eff, = {(1.7,~1);(2,~4)}.

Déterminer la troisiéme meilleure solution réalisable enti¢re de( P, )
W)- 7/ ={(0.3):(0.2);(0,1):(1,3);(1.2);(2.2):(11):(0,0 )}
g(x!)=2<minlf,(x): fi(x)> f7 =2;xeT]}=2.5=f,(x}). On détermine la huitiéme

meilleure solution de(Pr, ) par la méthode des coupes successives (M. Abbas et M. Moulai [4]).

On trouve x) =(1,0). T ={(0.3);(0,2);(0,1);(13);(1,2);(2,2);(11);(0,0);(1,0)}.
g(xi)=25 fi(xl)=25

g,(xl)=25 =min{f1(x) Sf(x)> f7 :2;xeT18}:2.5:f1(x§). Donc x)=(0,1) est la
troisitme meilleure solution réalisable entiére du probleme (P ). Le couple (2.5,-2)

correspondant & x, =(0,)est dominé aux précédents de Eff,. Par conséquent,
Eff, ={(1.7,~1);(2~4)}.

Etape terminale :

gl =gl = ficTz;cg](x) est calculé.

[ =minlf,(x): fi(x)> f} =2.5;xeT*}=2.7= f,(x]). Donc x =(13) est la quatriéme
meilleure solution réalisable entiére du probléme (P, ). Le couple (2.7,-0.75) correspondant a

x; = (1,3 )est dominé aux précédents de Eff,. Par conséquent, Eff, = {( 1.7-1);(2,—4 )}.

1’ =min{f1(x) Sf(x)> f :2.7,'xeT,8}:3.6 = f,(x}). Donc x, =(1,2) est la cinquiéme
meilleure solution réalisable entiére du probleme (P, ). Le couple (3.6,-1) correspondant a

x, = (1,2) est dominé aux précédents de Eff,. Par conséquent, Eff, = {( 1.7-1);(2,—4 )}.

I8 =min{f,(x): fi(x)> f{ =3.6:xeT }=4=f,(x}). Donc x,=(22) est la sixieme
meilleure solution réalisable entiére du probleme (P ). Le couple (4,-0.6) correspondant a

x, =(2,2) est dominé aux précédents de Eff,. Par conséquent Eff, = {( 1.7-1);(2,—4 )}.
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f7 =min{f,(x): fi(x)> ff =4;xeT'}=55=f,(x]). Donc x!=(11) est la septicme
meilleure solution réalisable entiere du probleme (P, ). Le couple (5.5,-1.5) correspondant a

x; =(1,1) est dominé aux précédents de Eff,. Par conséquent, Eff, = {(1. 7,—1),'(2,—4)}.

1’ :min{f,(x) Sf(x)> f] =5.5,'xeT,8}:6 = f,(x}). Donc x,=(10) est la huitiéme
meilleure solution réalisable entiére du probléme (P, ). Le couple (6,-3) correspondant a

x, =(1,0) est dominé aux précédents de Eff,. Par conséquent, Eff, = {( 1.7,-1);(2,—4 )}.

min{f,(x) Sf(x)> fF =6;xeT,8}=¢. Donc 1’algorithme est terminé, et x! =(1,0) est la

derniere meilleure solution réalisable entiére du probleme (P, ).

V.6/ Conclusion
Dans ce chapitre, une nouvelle méthode a été proposée pour la résolution des problémes de
programmes fractionnaires quadratiques entiers a objectifs multiples qui peut étre vu comme une

alternative aux méthodes existantes dans la littérature.
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CONCLUSION GENERALE

Les nombreux résultats obtenus lors de la réalisation de ce travail de recherche nous permettent
d’espérer et d’étre motivé d’avantage pour une amélioration substantielle des méthodes mises au
point dans le but de résoudre le probléme de 1’optimisation en nombres entiers du choix du

décideur sur I’ensemble des points efficaces, probléme d’actualité fort intéressant.

Notre premier objectif dans cette these fut de réaliser une étude détaillée sur la programmation
fractionnaire mono-objectif (PF) en passant en revue I’important de la littérature existante {voir
[2][11][16]} dans le but d’aboutir a un passage possible de I’aspect fractionnaire linéaire au
fractionnaire quadratique. Ensuite de 1’aspect fractionnaire quadratique mono-objectif au
fractionnaire quadratique multi-objectifs. Ce dernier nous a conduit & mettre au point une
méthode de résolution d’un probléme discret fractionnaire quadratique. Certes, sa convergence et
son efficacité dépend de la méthode de M. Abbas et M. Moulai [4], utilisée pour balayer toutes
les solutions réalisables entiéres d’un (PFLE). L’avantage principal de cette méthode est
qu’aucune optimisation non linéaire n’est exigée.

Les solutions réalisables enti¢res de probléme fractionnaire linéaire en nombres entiers relaxé
sont explorées et les valeurs de la fonction objectif du probléme fractionnaire quadratique en
nombres entiers sont calculées. En fait, Nous ne pourrions proposer aucune autre méthode
actuellement a moins que celle développée dans ce travail de thése. On espere vivement que ce

travail motive d’autres chercheurs pour développer de meilleures méthodes de résolution.

IL existe des problémes qui peuvent étre résolus par la méthode de résolution proposée dans
cette these pour les problémes fractionnaires quadratiques en nombres entiers. Par exemple, Le

probléme fractionnaire quadratique en 0-1 :
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C'x+x"Ex+a
Min X)=
J(x) D'x+x"Fx+p

s.C. h(x)<0

x=0 oul

peut étre formulé en un probléme fractionnaires quadratiques en nombres entiers en rajoutant les
contraintes suivantes :

x<e e=(11..1)
x>0

X entier

Le probléeme devient :

Min  f(x)= Cix+x;Ex+a
D'x+x Fx+pf
s.C. h(x)<0
x<e e=(11..1)
x>0
X entier
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