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Résumé

Classe d�équations di¤érentielles du premier
ordre et de degré quatre à points critiques

�xes

Résumé
L�équation di¤érentielle d�ordre un et de degré quatre:

(w0)
4
+ P (z; w) (w0)

3
+Q(z; w) (w0)

2
+R(z; w)w0 + S(z; w) = 0 (1)

où P , Q, R et S sont des fonctions polynômiales en w et à coe¢ cients holomorphes en

z; s�introduit tout naturellement dans la théorie des fonctions Fuchsiennes. Elle joue un

rôle important dans di¤érentes branches de mathématiques et de physique.

Dans cette thèse, on se propose de donner des conditions su¢ santes pour que les

solutions de l�équation (1) soient à points singuliers critiques �xes. Ainsi on a trouvé

quatre types d�équations de la forme (1) à points singuliers critiques �xes.

Mots-clés : Équations di¤érentielles complexes, points singuliers critiques, propriété

de Painlevé, Théorème de Fuchs.

Terminologie: Les équations di¤érentielles dont les intégrales sont à points singuliers

critiques �xes sont appelées par un abus de langage équations di¤érentielles à points

singuliers critiques �xes ou équations di¤érentielles véri�ant la propriété de

Painlevé ou équations stables suivant une expression de Florent Bureau.
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" Les mathématiques constituent un continent solidement agencé, dont tous les pays

sont bien reliés les uns aux autres, l�oeuvre de Paul Painlevé est une île originale et

splendide dans l�océan voisin".

H. Poincaré

Portrait de Paul Painlevé en 1929

(1863-1933)
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Introduction

�Ce sont les singularités de l�intégrale qui compliquent l�étude des équations di¤érentielles

et limitent la convergence des développements.�

Briot et Bouquet

Les points singuliers d�une fonction complexe se répartissent en deux grandes classes:

les points critiques et les points non critiques.

Les points singuliers non critiques sont familiers en analyse complexe et sont soit des

points singuliers apparents; soit des pôles ou des points singuliers essentiels.

Les points singuliers critiques dans le champ complexe sont des points singuliers tels

que l�on ne retrouve pas la même valeur de f (z) après un tour complet (z = 0 est un

point singulier critique pourf (z) = ln z et g (z) =
p
z).

Une fois fondée par Cauchy, la théorie des fonctions analytiques d�une variable com-

plexe va fournir le cadre de la plupart des études sur les équations di¤érentielles pendant

la seconde moitié du dix-neuvième siècle. L�attention se concentra rapidement sur les

points singuliers des solutions des équations di¤érentielles.

Etant donnée une équation di¤érentielle quelconque dans le champ complexe, les points

singuliers de son intégrale sont :

Les uns �xes (indépendants des constantes d�intégration).

Les autres mobiles (variables avec les constantes d�intégration).

La remarque précédente peut être justi�ée par les deux exemples suivants:
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Introduction

L�équation di¤érentielle :
dy

dz
= �y2 dont l�intégrale générale est y (z) = 1

z � C admet

z = C comme pôle simple non critique mobile.

L�équation di¤érentielle
dy

dz
=

1

2zy
admet pour intégrale générale y (z) =

p
(log z) + C ,

elle a deux points singuliers critiques: l�un �xe qui est z = 0 et l�autre mobile z = e�C :

Contrairement à ce qui se passe pour les équations di¤érentielles linéaires, les points

singuliers critiques peuvent varier avec la solution, on dit qu�ils sont alors mobiles. L�intégrale

générale ne peut être uniformisée.

Devant cette complexité des cas possibles, les recherches se sont orientés vers la déter-

mination des classes d�équations les plus simples, celles pour lesquelles il n�y a que des

points singuliers critiques �xes.

Les équations di¤érentielles à points singuliers critiques �xes ont une importance cap-

itale dans l�utilisation des fonctions d�une variable complexe car si une solution d�une

équation di¤érentielle est à points singuliers critiques �xes, on peut l�uniformiser ce qui

nécessite une coupure dans le plan complexe pour se ramener à des fonctions au sens pro-

pre du terme. On est ainsi amené à élargir la classe des équations di¤érentielles d�intégrale

générale uniforme et à étudier celles dont l�intégrale n�a que de points singuliers critiques

�xes, autrement dit, véri�ant la propriété de Painlevé.

Les premiers exemples connus d�équations di¤érentielles à points singuliers critiques

�xes sont les équations linéaires et les équations de Ricatti.

D�où vient l�équation di¤érentielle (1)?

Considérons l�équation di¤érentielle non linéaire d�ordre un et de degré n :

A0 (z; w) [w
0 (z)]

n
+A1 (z; w) [w

0 (z)]
n�1

+ � � �+An�1 (z; w)w0 (z) +An (z; w) = 0; (2)

où Ak (k = 0; : : : n) sont des fonctions polynômiales en w et à coe¢ cients holomorphes

en z.

Historiquement, en 1884 dans sa thèse le mathématicien allemand Lazarus Fuchs [8]

a donné des conditions nécessaires et su¢ santes implicites pour que les solutions de

2



Introduction

l�équation (2) soient à points singuliers critiques �xes, mais il est très di¢ cile de les

appliquer.

En 1972, Kolesnikova N.S. et Lukahevich N.A. [16] �rent les premiers à traiter ex-

plicitement le cas n = 2;

�
w
0
�2
+ P (z; w)w

0
+Q (z; w) = 0; (3)

où P et Q sont des fonctions polynômiales en w et à coe¢ cients holomorphes en z.

Ils ont donné des conditions su¢ santes explicites pour que les solutions de l�équation

di¤érentielle (3) soient à points singuliers critiques �xes.

En 2001, A. Kessi et K. M�hamed-Messaoud [15] ont traité le cas n = 3

(w0)
3
+ P (z; w) (w0)

2
+Q(z; w)w0 +R(z; w) = 0; (4)

où P ,Q et R sont des fonctions polynômiales en w et à coe¢ cients holomorphes en z:

Ils ont donné des conditions su¢ santes explicites sur les coe¢ cients pour que les so-

lutions de l�équation (4) soient à points singuliers critiques �xes.

De nombreux problèmes de Géométrie conduisant également à notre équation di¤éren-

tielle, par exemple, la recherche des lignes de courbure d�une surface.

On se propose donc de donner dans cette thèse des conditions su¢ santes pour que les

solutions de l�équation di¤érentielle d�ordre un et de degré quatre, voir [17] :

(w0)
4
+ P (z; w) (w0)

3
+Q(z; w) (w0)

2
+R(z; w)w0 + S(z; w) = 0;

où P ,Q, R et S sont des fonctions polynômiales en w et à coe¢ cients holomorphes en z,

soient à points singuliers critiques �xes.
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Introduction

Plan de la présente thèse :
Le chapitre 1 est consacré aux fonctions uniformes et multiformes dont la connais-

sance est indispensable pour se promener dans la théorie sans danger et surtout avec

pro�t.

Le chapitre 2 reprend toutes les notions de l�étude des singularités isolées, pour

lesquelles on a une classi�cation simple.

Le chapitre 3 est consacré aux équations di¤érentielles à points singuliers critiques

�xes. On donne quelques exemples classiques d�équations di¤érentielles à points singuliers

critiques �xes, le théorème de Fuchs-Painlevé qui établit des conditions nécessaires et

su¢ santes pour qu�une classe d�équations di¤érentielles du premier ordre et de degré n

soit à points singuliers critiques �xes et on termine par les équations di¤érentielles d�ordre

deux à points singuliers critiques �xes.

Le chapitre 4 est consacré à la résolution du problème: �Classe d�équations di¤éren-

tielles du premier ordre et de degré quatre à points singuliers critiques �xes�.

En conclusion nous explicitons quelques équations d�ordre un et de degré quatre à

points singuliers critiques �xes et nous donnons quelques perspectives qui peuvent être

développées à court terme.

4



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Fonctions Uniformes - Fonctions Multiformes

Dé�nition 1.1. Si une valeur de w correspond à chaque valeur de z; nous dirons que

w = f(z) est une fonction uniforme de z ou que f(z) est uniforme. Si plusieurs valeurs

de w correspondent à chaque valeur de z, nous dirons que w = f(z) est une fonction

multiforme.

Notons en�n que les deux mots �Fonctionmultiforme� constituent en fait un mot

composé et que Multiforme n�est pas un adjectif que l�on peut accoler au substantif

Fonction (à la di¤érence de continu, holomorphe,: : :) car une �Fonction Multiforme�n�est

pas à proprement parler une fonction, c�est en fait une correspondance.

Exemples

(a) �Fonction�
p
z

On appelle racine carrée d�un nombre complexe z = � exp (i �) tout nombre Z =
p
z, tel

que z = Z2, l�argument � étant dé�ni à 2k� prés peut s�écrire �0 + 2k� ce qui conduit à

dire qu�il existe deux valeurs de
p
z à savoir ;

Z1 = �
1
2 exp

�
i �0
2

�
et Z2 = �

1
2 exp

�
i
�
�0
2
+ �

��
= �Z1

5



1.1. Fonctions Uniformes - Fonctions Multiformes

car exp (i �) = �1:

Si donc nous considérons z comme une variable, en toute rigueur nous n�avons pas le

droit d�appeler fonction, la correspondance qui à tout z fait correspondre Z =
p
z:

En e¤et, une fonction fait correspondre à tout z un nombre Z unique (On dit que la

fonction est uniforme). Or ici, z ayant deux racines carrées bien distinctes, c�est pourquoi

il faudrait écrire (�fonction�
p
z), le terme fonction étant impropre.

Dans un cas comme celui-ci (
p
z pouvant prendre deux valeurs bien distinctes), on dit

que�fonction�
p
z a deux déterminations ou branches. On dit encore pour bien insister

sur l�utilisation impropre du mot fonction, que
p
z est une �fonction�multiforme et en

général on écrit fonction multiforme (sans � �).

(b) �Fonction� logarithme.

On sait que si x est réel positif , il n�existe qu�un seul réel X tel que eX = x: On dit que

X est le logarithme népérien de x et l�on écritX = log(x): La généralisation du logarithme

au cas des nombres complexes nous amène donc naturellement à considérer le problème

suivant: Etant donné un complexe z; existe-t-il un complexe Z (ou plusieurs ) solution de

e Z = z. Pour résoudre cette équation, écrivons z sous la forme z = �ei �(� > 0; � dé�ni

à 2k � près ) et posons Z = X + iY:

L�équation e Z = z impose: eX = �;

c�est à dire:

X = log(�) = log(j z j) et Y = � + 2n�(n 2 Z):

Il y a donc une in�nité de solutions car tous les nombres Z de la forme:

Z = log(�) + i(� + 2n�)

conviennent, puisque � est lui-même dé�ni modulo 2�. Contrairement à ce que l�on fait

pour les réels positifs, nous ne pouvons pas dire :

On appelle logarithme de z le nombre Z tel que eZ = z, puisque cette égalité ne permet

pas d�associer un seul complexe Z à tout complexe z (elle ne dé�nit pas une application de

6



1.2. Uniformisation-Coupures

C dans C ). Tout z 6= 0; a donc une in�nité de logarithmes complexes, on dit encore que

la �fonction�logarithme a plusieurs déterminations, ou que c�est une fonction multiforme.

La dé�nition du logarithme complexe comportait des di¢ cultés et des contradictions

qui ont donné lieu à une mémorable controverse épistolaire entre Leibniz et J. Bernoulli

dans les années (1712-1713). Leonhard Euler, dans un mémoire de 1749, montre que toutes

les contradictions de la dé�nition du logarithme viennent du fait qu�il faut attribuer une

in�nité de valeurs à l�expression log z si on la dé�nit comme solution de expZ = z [7].

1.2 Uniformisation-Coupures

L�utilisation des fonctions multiformes est en général di¢ cile. C�est pourquoi en cherche

à les uniformiser a�n de se ramener à des fonctions.

1.2.1 Uniformisation de la �fonction�
p
z

Nous allons voir maintenant comment rendre la �fonction�
p
z uniforme. Le problème

vient de ce que, lorsque z décrit un circuit entourant l�origine (point de branchement),
p
z change de détermination. Si par contre z décrit un circuit n�entourant pas l�origine, la

détermination de
p
z choisie reprend la même valeur lorsque z revient au point de départ.

Si donc nous empêchons z de décrire un circuit entourant l�origine, la détermination de
p
z choisie rend

p
z uniforme, ceci sera réalisé au moyen d�une coupure. Si nous interdisons

à z de franchir une demi droite issue du point de branchement O, son argument ne pourra

varier lorsque z, après avoir décrit un circuit, reviendra en son point de départ. On dit

qu�on a e¤ectué une coupure. Nous avons parlé d�une demi droite issue de O , mais une

coupure peut être obtenue par toute autre courbe.

Surface de Riemann : Dans certains cas, on souhaite ne pas faire une distinction

entre les deux déterminations de
p
z. On remplace alors le plan muni de sa coupure par

un ensemble de deux plans in�niment voisins reliés, comme l�indique la �gure 1, le long

7



1.2. Uniformisation-Coupures

de la coupure. L�Impossibilité de franchir la coupure est remplacée par l�obligation, si on

souhaite la franchir, de passer par le plan supérieur au plan inférieur ou inversement.

Figure 1 : Surface de Riemann

On admet alors que z ne revient au point de départ z0 qu�après avoir entouré deux fois

l�origine. Son argument ayant augmenté de 4�;
p
z reprend la même valeur, l�autre déter-

mination de z est alors attribuée à un point z0 homologue de z sur le plan ne contenant

pas z0.

La surface que nous avons déterminée est appelée surface de Riemann à deux feuillets

(si nous avions étudié 3
p
z qui a trois déterminations, nous aurions une surface de Riemann

à trois feuilles c�est-à-dire composée de trois plans in�niment voisins).

La fonction
p
z est multiforme dans le plan complexe et uniforme sur la surface de

Riemann que nous venons de lui attribuer et on a ainsi éliminé l�indétermination.

Notons qu�en général nous écrirons (nous l�avons déjà fait) la fonction
p
z en supposant

qu�il s�agit d�une détermination choisie au départ et rendue uniforme au moyen d�une

coupure judicieuse.

8



1.3. Théorème des fonctions implicites dans le cas complexe

Dans le plan coupé,
p
z est holomorphe et on a:

d

dz

�p
z
�
=

1

2
p
z
; z 6= 0

1.2.2 Uniformisation de la �fonction� log(z)

La �fonction� log(z) est multiforme et a une in�nité de déterminations.

Il existe des domaines 
 du plan complexe à l�intérieur desquels on peut dé�nir une

vraie fonction holomorphe notée log(z) et méritant l�appellation de fonction logarithme

en ce sens qu�elle véri�e elog(z) = z:

Pratiquement on adopte généralement comme domaine 
 de dé�nition du logarithme

le plan complexe privé d�une ligne partant de 0 et allant à l�in�ni .Une telle ligne s�appelle

une coupure(branch-cut,en anglais) et 0 point commun à toutes les coupures possibles,

est dit point de branchement (branch-point) .

Le logarithme est uniquement dé�ni dans le plan coupé. Quel que soit la coupure

choisie, �la fonction� log(z) est holomorphe dans le plan coupé et on a :

d

dz
(log (z)) =

1

z
; z 6= 0:

1.3 Théorème des fonctions implicites dans le cas

complexe

Théorème 1.1. Soit
f : C2 ! C

(z; !) 7! f (z; !)

une fonction holomorphe au voisinage d�un point (z0; !0) telle que :

i) f (z0; !0) = 0;

ii)
@f

@!
(z0; !0) 6= 0:

9



1.3. Théorème des fonctions implicites dans le cas complexe

Alors, il existe dans C un voisinage U de z0 et une application g : U ! C analytique

telle que :

1) g (z0) = !0;

2) (z; !) 2 V (z0; !0) et f (z; !) = 0, z 2 U et ! = g (z) :

Pour la démonstration de ce théorème ( Voir [11] ).

1.3.1 Lemme de Puiseux

Lemme 1.1. (Lemme de Puisseux) Soit

z = ak!
k + ak+1!

k+1 + :::; (ak 6= 0)

convergente pour j!j < �:

Alors il existe � > 0 tel que

! = b1z
1
k + b2z

2
k + :::

convergente pour
���z 1k ��� < �:

Pour la démonstration de ce lemme ( Voir [11] ).

10



Chapitre 2

Classi�cation des singularités

�Les fonctions, comme les êtres vivants sont caractérisées par leurs singularités.�

Paul Montel

Ce sont les singularités qui in�uent sur le développement des fonctions et en arrêtent

la convergence.

2.1 Points singuliers

Dé�nition 2.1. Soit D un domaine de C et f (z) une fonction holomorphe dans D sauf

peut être en un certain nombre de points. Un point z0 2 C est dit point singulier pour

f (z) si f (z) n�est pas holomorphe en z0. On dit que z0 est un point singulier isolé, si on

peut trouver un nombre r positif non nul tel que z0 soit le seul point singulier de f (z) à

l�intérieur du disque de centre z0 et de rayon r:

Exemple : z = 0 est un point singulier isolé pour f dé�nie par :

f (z) =

8<: z si z 6= 0;

1 si z = 0;

il est de même si f (z) =
1

z
pour z 6= 0:
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2.2. Classi�cation des points singuliers

2.2 Classi�cation des points singuliers

Les points singuliers se répartissent en deux grandes classes; les points critiques et les

points non critiques.

2.2.1 Points singuliers non-critiques

Soit z0 un point singulier isolé de f . Considérons son développement de Laurent :

f(z) =

n=+1X
n=�1

an (z � z0)n

dans le disque épointé 0 < jz � z0j < R, (R > 0) .

On voit qu�il y a trois cas possibles:

1er cas- Tous les coe¢ cients an d�indices négatifs sont nuls

Si on dé�nit f au point z0 par f(z0) = a0, le prolongement de f devient holomorphe

dans le disque jz � z0j < R., z0 est appelé point singulier non-critique apparent. Pour

qu�on soit dans ce cas, il faut et il su¢ t que f soit bornée au voisinage de z0.

2ème cas- Les coe¢ cients an d�indices négatifs sont tous nuls sauf un nombre �ni.

On peut alors écrire pour tout z 2 �� fz0g :

f(z) =
a�p

(z � z0)p
+ � � �+ a�1

z � z0
+
n=1X
n=0

an (z � z0)n

où p désigne le plus grand entier tel que a�n 6= 0: On dit alors que f présente au point

z0 un pôle d�ordre p; si p = 1 le pôle est dit simple.

3ème cas- Il existe une in�nité d�entiers négatifs tels que an 6= 0 :

On dit alors que z0 est un point singulier non critique essentiel de f:

Exemples

a) Le point z = 0 est un pôle double pour f(z) =
cos z

z2
; on obtient la série de Laurent

à partir de la série de Taylor de cos z :
cos z

z2
=
1

z2
� 1

2!
+
z2

4!
� z

4

6!
+ :::

b) Le point z = 0 est un point singulier non critique apparent pour f(z) =
sin z

z
, car

d�après le développement en série de Taylor de sin z :
sin z

z
= 1� z

2

3!
+
z4

5!
� :::

12



2.2. Classi�cation des points singuliers

c) Le point z = 0 est un point singulier non critique essentiel pour f(z) = exp(
1

z
);car

pour z 6= 0; exp(1
z
) = 1 +

1

z
+ :::+

1

n!

�
1

z

�n
+ � � �+ 1

n!

�
1

z

�n
.

Remarque 2.1. On peut reconnaître la nature d�une singularité non critique isolée sans

utiliser la série de Laurent. On utilise pour cela les résultats suivants qui mériteraient

d�être établis avec soin.

� Si la fonction f(z) n�est pas dé�nie en z = a; mais la limite de f(z) lorsque z tend

vers a est est un nombre �ni, alors z = a est appelé singularité non critique apparente.

Dans ce cas la fonction f(z) est prolongeable en z = a et peut être développée en série

de Taylor au voisinage de ce point.

� Si la fonction f(z) n�est pas dé�nie en z = a; mais lim
z�!a

jf (z)j = +1; alors a est un

pôle, si cette limite n�existe pas alors a est une singularité non critique essentielle.

L�étude des points singuliers non critiques essentiels conduit à quelques résultats inat-

tendus. On démontre notamment (théorème de Picard ) que si a est un tel point pour f ,

alors dans tout disque pointé de centre a, la fonction f prend toutes les valeurs complexes,

sauf peut-être une ! Par exemple, f(z) = exp(
1

z
) prend toutes les valeurs sauf zéro dans

tout disque pointé de centre 0.

Il faut aussi retenir l�existence de points singuliers non critiques non isolés. C�est le

cas de z = 0 pour la fonction f(z) =
1

sin

�
1

z

� dont le dénominateur s�annule pour tous

les points de l�axe réel d�abscisse xn =
1

n �
(n entier).

Quand n tend vers l�in�ni, ces points s�accumulent vers z = 0 qui est lui-même un

point singulier non critique.

Remarque 2.2. Notons encore que tous les points singuliers critiques ne font pas par-

tie nécessairement des singularités discutées ci-dessus car nous nous étions limités aux

fonctions uniformes.

13



2.2. Classi�cation des points singuliers

2.2.2 Points singuliers critiques

Dé�nitions et exemples

Dé�nition 2.2. Un point isolé z = z0 est appelé point singulier critique de la fonction

multiforme f , si l�onne retrouve pas la même valeur de f(z) après un tour complet de z

autour de z0:

A titre d�exemple nous considérons les �fonctions�multiformes log z et
p
z: Si l�on fait

décrire à z un contour fermé autour de l�origine à partir, par exemple, du point z0 = 1; on

constate lorsque l�on revient à z0 = 1; un changement de signe pour la fonction multiforme
p
z et une di¤érence de 2�i pour la fonction multiforme log z:

Le point z = 0 est donc un point critique des deux �fonctions�considérées. Les points

singuliers critiques sont aussi appelés points de branchement ou points de rami�cation et

se répartissent en deux catégories: les algébriques et les non algébriques.

a) Points singuliers critiques algébriques

Dé�nition 2.3. Un point isolé z = z0 est appelé point singulier critique algébrique de la

fonction multiforme w = f (z) si w est solution de l�équation algébrique:

P0 (z) w
n + P1 (z) w

n�1 + � � �+ Pn�1 (z) w + Pn (z) = 0; (2.2.1)

où P0 6= 0; P1; : : : ; Pn sont des polynômes en z et n est un entier positif (w = f (z) est

appelée une fonction algébrique de z):

Exemple

f(z) =
p
z est une �fonction�multiforme dont l�origine est un point critique algébrique.

En e¤et, w =
p
z est solution de l�équation w2 � z = 0.
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2.2. Classi�cation des points singuliers

b) Points singuliers critiques non algébriques ( transcendants ou essentiels )

Dé�nition 2.4. Un point z = z0 est appelé point singulier critique non algébrique de la

fonction multiforme w = f(z) si w ne peut être considérée comme solution d�une équation

algébrique du type (2:2:1) ; (w = f(z) est alors appelée fonction transcendante).

Les fonctions trigonométriques et hyperboliques ainsi que leurs inverses, la fonction

logarithme, la fonction exponentielle sont des exemples de fonctions transcendantes. Il y

a deux types de points singuliers critiques non algébriques :

i - Point transcendant, si lim
z!z0

f (z) existe (qu�elle soit �nie ou in�nie).

ii - Point essentiel, si lim
z!z0

f(z) n�existe pas.

Exemples

i- z = 0 est un point critique transcendant pour f(z) = log (z) :

ii- z = 1 est un point critique essentiel pour f(z) = sin (log (z � 1)) :

15



Chapitre 3

Équations di¤érentielles à points

singuliers critiques �xes

��Mais l�importance de cette classe d�équations (à points singuliers critiques �xes) apparaît

mieux encore si on observe que la plupart des transcendantes auxiliaires, dont le rôle

est si considérable (fonction exponentielle, elliptique, fuchsienne.........etc); intègrent des

équations di¤érentielles algébriques très simples. Les équations di¤érentielles apparaissent

donc comme la source des transcendantes uniformes les plus remarquables, susceptible

notamment de contribuer à l�intégration d�autres équations di¤érentielles dont l�intégrale

n�est plus uniforme.��
Painlevé

3.1 Équations di¤érentielles

On connaît assez précisément la date de naissance des équations di¤érentielles, elles ap-

paraissent pour la première fois en 1687, exprimées dans un langage géométrique dans

l�ouvrage de Sir Isaac Newton: philosophine naturalis mathematica. Les équations dif-

férentielles s�étaient présentées dès le début du calcul in�nitésimal, soit à propos de la

détermination de courbes véri�ant certaines propriétés di¤érentielles, soit comme traduc-

tions mathématiques de problèmes de mécanique, d�astronomie ou de physique.
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3.2. Équations di¤érentielles dans le domaine complexe

Les équations di¤érentielles sont le principal instrument utilisé par les scienti�ques

pour formuler des modèles mathématiques de situations réelles. Elles jouent donc un rôle

tout à fait central dans l�utilisation de la puissance des mathématiques pour décrire le

monde qui nous entoure.

Le grand problème qui s�était posé depuis le début est l�intégration des équations dif-

férentielles; les premiers e¤orts avaient pour but de représenter l�intégrale à l�aide des

fonctions élémentaires connues. Quand on eut compris que cela était en général impossi-

ble, il fallut bien étudier les propriétés des courbes intégrales sur l�équation di¤érentielle

elle même. C�est ici qu�intervient une notion entièrement nouvelle pour l�époque, celle

de notion de fonction analytique, dont l�introduction constitue un très grand progrès

des mathématiques, éclairant d�une lumière nouvelle et inattendue la notion de fonction.

Cauchy et Weierstrass, chacun de son côté, non seulement créèrent cette théorie, mais

l�appliquèrent aux équations di¤érentielles. Painlevé aborde l�étude globale des solutions

dans le champ complexe, se rapprochant ainsi de Poincaré, qui, le premier, avait fait une

étude globale des courbes intégrales des équations di¤érentielles dans le champ réel.

3.2 Équations di¤érentielles dans le domaine com-

plexe

Le début du XIX siècle est caractérisé tout d�abord par un retour à la rigueur, notamment

dans l�emploi des séries, où sous l�in�uence de Gauss surtout d�Abel et de Cauchy, il est

assez rapidement admis qu�une série n�a de sens que lorsque on a prouvé sa convergence.

Après la création par Cauchy de la théorie des fonctions holomorphes, les analystes

du XIXe siècle entreprirent l�étude des points singuliers �xes dans le domaine complexe

des solutions des équations di¤érentielles analytiques.

Les premières études de ce genre commencent avec Briot et Bouquet vers 1850. En

1856, Briot et Bouquet [1], déterminaient toutes les équations di¤érentielles du premier
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3.3. Équations di¤érentielles à points singuliers �xes

ordre, indépendante de z :

f

�
dy

dz
; y

�
= 0

dont l�intégrale générale est à points singuliers critiques �xes. Les fonctions ainsi

dé�nies se confondent avec les fonctions elliptiques et leurs dégénérescence. Elles sont

poursuivies par Picard [24] et Poincaré [25]; et surtout par Painlevé et ces élèves qui ont

obtenu vers 1900 des résultats les plus profonds. Pour les équations du premier ordre

y0 =
g (y; z)

h (y; z)
; (3.2.1)

où g et h sont des polynômes en y sans facteur commun, à coe¢ cients holomorphes en

z; Briot et Bouquet admettent qu�il ne peut exister de point mobile z1 tel qu�une solution

ne tende vers aucune limite lorsque z tend vers z1 le long d�un chemin quelconque; ce

point fut plus tard démontré rigoureusement par Painlevé qui a montré que les seules

équations de (3:2:1) n�ayant pas de points critiques mobiles sont les équations de Riccati

y0 = p0 (z) + p1 (z) y + p2 (z) y
2

à coe¢ cients holomorphes en z [23].

Painlevé a déterminé ensuite explicitement toutes les équations di¤érentielles du sec-

ond ordre et de type :

y00 = R (z; y; y0) ;

où R est rationnelle en y; y0 et à coe¢ cients holomorphes en z; dont l�intégrale générale

est à points singuliers critiques �xes.

3.3 Équations di¤érentielles à points singuliers �xes

3.3.1 Points singuliers �xes et mobiles

On appelle points singuliers d�une équation di¤érentielle par un abus de langage les points

singuliers de ses solutions. On distingue deux types de points singuliers:
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3.3. Équations di¤érentielles à points singuliers �xes

- Les points singuliers �xes ( indépendants des constantes d�intégration ) .

- Les points singuliers mobiles ( variables avec les constantes d�intégration ).

Exemples(1) [14]

1- L�équation di¤érentielle :
dy

dz
= �2y

z

dont l�intégrale générale est :

y (z) =
C

z2

admet un pôle double �xe non critique qui est z = 0:

2- L�équation di¤érentielle :
dy

dz
= �y2

dont l�intégrale générale est :

y (z) =
1

z � C

admet z = C comme pôle simple non critique mobile.

3- Le point z = 1 est un point singulier non critique �xe de l�équation di¤érentielle.:

dy

dz
=

y

( z � 1)2

car sa solution générale est:

y (z) = Ce

�1
z � 1

4- Le point z = C est un point singulier non critique essentiel mobile de l�équation

di¤érentielle :
dy

dz
= � y log2 (y)

car sa solution générale est :

y (z) = e

1

z � C

(1)Les exemples sont donnés su¢ samment nombreux pour illustrer la panoplie des cas pouvant se

présenter.
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3.3. Équations di¤érentielles à points singuliers �xes

5- L�équation di¤érentielle :
dy

dz
=
1

2

y

z

dont l�intégrale générale est :

y (z) = C
p
z

admet un point critique algébrique �xe z = 0:

6- L�équation di¤érentielle:
dy

dz
=
1

2y

dont l�intégrale générale est:

y (z) =
p
z � C

admet un point critique algébrique mobile z = C:

7- L�équation di¤érentielle:

z
dy

dz
= 1

dont l�intégrale générale est:

y (z) = (log z) + C

:admet un point critique transcendant �xe: z = 0.

8- L�équation di¤érentielle:
dy

dz
+ ey = 0

dont l�intégrale générale est:

y (z) = log

�
1

z � C

�
admet un point critique transcendant mobile: z = C:

9- L�équation di¤érentielle:
dy

dz
= �y

2

z

dont l�intégrale générale est:

y (z) =
1

(log z) + C
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3.4. Importance des équations di¤érentielles à points singuliers critiques �xes

admet le point critique transcendant �xe z = 0 et le pôle mobile z = e�C

10- L�équation di¤érentielle

dy

dz
= �

y

z
; � 2 R�

dont l�intégrale générale est:

y (z) = C z�

admet:

- Un pôle d�ordre ��xe, qui est z = 0 si � est un entier négatif.

- Un point critique algébrique �xe z=0 si � est un nombre rationnel.

- Un point critique transcendant z = 0 si � est un nombre irrationnel.

- La fonction y est holomorphe en z = 0 si � est un entier positif.

3.4 Importance des équations di¤érentielles à points

singuliers critiques �xes

Les équations di¤érentielles dont l�intégrale générale est uniforme méritent une attention

spéciale: si l�intégrale est uniforme, il sera toujours possible de la dé�nir et de la suivre

dans tout son domaine d�existence à l�aide d�un développement unique.

La recherche de fonctions nouvelles uniformes dé�nies par des équations di¤érentielles,

complexes irréductibles aux fonctions connues est un problème très ancien qui se trouve

posé en fait depuis les travaux d�Abel et Jacobi sur l�équation elliptique:�
dy

dz

�2
=
�
1� y2

� �
1� k2y2

�
:

(C�est l�étude de cette équation qui a engendré la théorie des fonctions elliptiques et,

par extension, celle des fonctions uniformes ). Cette dernière théorie une fois fondée, on

cherchait à construire des fonctions nouvelles uniformes qui ne s�exprimaient pas à l�aide
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3.5. Exemples classiques d�équations di¤érentielles à points singuliers critiques �xes

des fonctions élémentaires provenant d�équations di¤érentielles. On est conduit donc à

rechercher d�abord des équations di¤érentielles dont les intégrales sont à points singuliers

critiques �xes, on sait depuis l�importance intrinsèque de ces équations où l�intégrale

générale peut être uniformisée, ce qui nécessite une coupure dans le plan complexe. Les

équations di¤érentielles à points singuliers critiques �xes apparaissent donc comme la

source des fonctions usuelles qui continuent à jouer un rôle important dans les di¤érentes

branches de l�analyse et qui se présentent dans les théories les plus diverses; par exemple

la théorie générale des singularités en géométrie analytique.

3.5 Exemples classiques d�équations di¤érentielles à

points singuliers critiques �xes

3.5.1 Équations di¤érentielles linéaires

Le cas le plus simple et aussi le plus important dans les application est celui des équations

linéaires.

Dé�nition 3.1. On appelle équation di¤érentielle linéaire complexe d�ordre n une équa-

tion de la forme:

dny

dzn
+ P1 (z)

dn�1y

dzn�1
+ � � �+ Pn�1 (z) y + Pn (z) = 0; (3.5.1)

où les coe¢ cients Pi (i = 1; :::; n) sont analytiques.

Proposition 3.1. Les seules singularités possibles pour les solutions de l�équation (3:5:1)

sont les points singuliers des coe¢ cients Pi :

Preuve. La démonstration de la proposition se trouve dans [12]:

Conséquence: L�intégrale générale de l�équation di¤érentielle linéaire (3:5:1) est sans

points singuliers critiques mobiles, par conséquent elle est à points singuliers critiques

�xes.

22



3.5. Exemples classiques d�équations di¤érentielles à points singuliers critiques �xes

Remarque 3.1. Ce résultat fondamental fut publié pour la première fois par Fuchs en

1865, mais était connu de Riemann depuis 1857[7].

3.5.2 Équation de Ricatti

Dé�nition: On appelle équation de Ricatti une équation di¤érentielle du premier ordre

de la forme :
dy

dz
= P2 (z) y

2 + P1 (z) y + P0 (z) ; (3.5.2)

où les coe¢ cients P2; P1 et P0 sont des fonctions analytiques en z:

Proposition 3.2. L�intégrale générale de l�équation de Ricatti (3:5:2) est à points sin-

guliers critiques �xes ( les seules singularités mobiles sont des pôles).

Preuve. Si P2 = 0, l�équation (3:5:2) se réduit à une équation di¤érentielle linéaire

du premier ordre qui n�admet pas de points singuliers critiques mobiles.

Si P2 6= 0, posons dans (3:5:2) :

y = � u
0

P2 (z)u
:

Alors l�équation de Ricatti devient:

� u00

P2 (z)u
+

1

P2 (z)

�
u
0

u

�2
+

P
0
2 (z)u

0

(P2 (z))
2 u
= P2 (z)

�
u
0

P2 (z)u

�2
� P1 (z)u

0

P2 (z)u
+ P0 (z) ;

et se réduit donc à l�équation di¤érentielle linéaire homogène du second ordre suivante

:

P2 (z)
d2u

dz2
�
�
P

0

2 (z) + P2 (z)P1 (z)
� du
dz
+ P 22 (z)P0 (z)u = 0;

dont la solution générale:

U (z) = C1U1 (z) + C2U2 (z)

est sans points critiques mobiles, où U1 et U2 sont deux solutions linéairement indépen-

dantes de l�équation linéaire homogène du second ordre.
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3.6. Classe d�équations di¤érentielles du premier ordre et de degré n à points critiques
�xes

Par conséquent, la solution générale de l�équation de Ricatti:

y (z) = � C1U
0
1 (z) + C2U

0
2 (z)

P2 (z) [C1U1 (z) + C2U2 (z)]

est sans points critiques mobiles.

Conséquence: Toute équation de Ricatti est linéarisable et les seuls points singuliers

mobiles de son intégrale générale sont des pôles.

Exemple : Soit l�équation de Ricatti

dy

dz
= y2 � 2zy + z2 + 1;

son intégrale générale est

y (z) = z � 1

z � C
et z = C est un pôle simple mobile.

3.6 Classe d�équations di¤érentielles du premier or-

dre et de degré n à points critiques �xes

Considérons l�équation di¤érentielle du premier ordre et de degré n :

A0 (z; w) [w
0 (z)]

n
+A1 (z; w) [w

0 (z)]
n�1
+� � �+An�1 (z; w)w0 (z)+An (z; w) = 0; (3.6.1)

où Ak (k = 0; : : : n) sont des fonctions polynômiales en w et à coe¢ cients holomorphes en

z.

C�est Fuchs [8], qui a le premier attiré l�attention sur cette classe d�équations du pre-

mier ordre sans points critiques algébriques mobiles et il a donné les conditions nécessaires

et su¢ santes implicite pour qu�elle jouisse de cette propriété. Il a même ajouté ( à tort,

comme nous le verrons ) que sa méthode s�étendait d�elle même aux équations d�ordre

plus élevé.

Henri Poincaré [25]; a repris la question de Fuchs pour les équations d�ordre supérieur

à un, et la conclusion inattenduede ses recherches est que la réponse de Fuchs était erronée
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3.6. Classe d�équations di¤érentielles du premier ordre et de degré n à points critiques
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et il a montré que la classe d�équation (3:6:1) est fort limitée, c�est à dire que les équations

à points singuliers critiques �xes se ramènent à des équations déjà étudiées (équations de

Ricatti, équations linéaires ) ou peuvent être intégré par des calculs purement algébriques.

Les équations di¤érentielles d�intégrale générale à points singuliers critiques �xes d�ordre

supérieur peuvent donc dé�nir des fonctions nouvelles.

L�extension des recherches de Fuchs et de Poincaré a donné lieu à des travaux impor-

tants dus essentiellement à Emile Picard [24] et Paul Painlevé. Ce dernier a montré, que

les pôles et les points critiques algébriques de l�intégrale générale de l�équation (3:6:1) sont

les seules singularitésmobiles. Cette propriété caractéristique du premier ordre, qui n�est

nullement évidente et qui exige une démonstration assez compliquée, a été longtemps ad-

mise implicitement, ou plutôt on est resté longtemps sans prévoir l�existence des points

singuliers critiques transcendants ou essentiels mobiles qui constituent une des plus grande

di¢ cultés qui se présentent dans la théorie des équations di¤érentielles.

Le théorème de Painlevé [23] ne s�étend pas aux équations d�ordre supérieur au premier

c�est à dire que les points singuliers critiques algébriques et les singuliers essentiels non

critiques de l�intégrale générale peuvent être mobiles.

Cette di¤érence capitale entre le premier ordre et les ordres supérieurs a poussé Fuchs

à réparer son erreur. Il n�était donc pas fondé à croire qu�on pouvait leur appliquer telle

quelle sa méthode.

3.6.1 Théorèmede Fuchs

Théorème 3.3. ([8]) Soit l�équation di¤érentielle d�ordre un et de degré n :

f

�
z; w;

dw

dz

�
= A0 (z; w) [w

0 (z)]n + A1 (z; w) [w
0 (z)]n�1 + � � �

+An�1 (z; w)w
0 (z) + An (z; w) = 0;

(3.6.2)

où Ak (z; w) (k = 0; : : : n) sont des fonctions polynômiales en w et à coe¢ cients holomor-

phes en z.
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3.6. Classe d�équations di¤érentielles du premier ordre et de degré n à points critiques
�xes

Pour que l�intégrale générale de l�équation (3:6:2)n�ait pas de points singuliers critiques

algébriques mobiles ,il faut et il su¢ t que les quatre conditions suivantes soient véri�ées

1-A0 (z; w) est indépendant dew.

2 Le degré de Ak (z; w) polynomiale en w ne doit pas dépasser 2k.

3 Les racines en w du résultant(1) D (z; w) du système8><>: f (z; w; w0) = 0

@ f

@w0
(z; w; w0) = 0

doivent être solutions de l�équation (3:6:2) .

4 Si w0 se développe sous la forme:

w0 = s0 + bk (w � w0)
k

n + bk+1 (w � w0)
k + 1

n + � � �

où w0 est un zéro de D (z; w) ; s0 et bk des fonctions analytiques en z:

Alors k doit véri�er l�inégalité :

k � n� 1:

3.6.2 Théorème de Painlevé

Théorème 3.4. ([20]) Les pôles et les points critiques algébriques de l�intégrale de l�équation

di¤érentielle du premier ordre et de degré n (3:6:2) sont les seules singularités mobiles.

Remarque 3.2. Les conditions de Fuchs sont nécessaires et su¢ santes pour que l�équation

(3:6:2) n�ait pas de points singuliers critiques algébriques mobiles, mais d�après le théorème

de Painlevé les seuls points singuliers mobiles sont les pôles et les points critiques al-

gébriques, donc on peut conclure que les conditions de Fuchs sont nécessaires et su¢ santes

pour que l�équation (3:6:2) n�ait pas de points singuliers critiques mobiles (c�est à dire à

points singuliers critiques �xes)

(1)Le résultant D (w; z) s�obtient en éliminant la variable w0 entre les deux équations du système
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3.6. Classe d�équations di¤érentielles du premier ordre et de degré n à points critiques
�xes

Remarque 3.3. Le théorème de Painlevé ne s�étend pas aux équations d�ordre supérieur

au premier.

Ainsi pour une équation di¤érentielle:

f

�
z; w;

dw

dz
;
d2w

dz2

�
= 0;

les singularités transcendantes ou essentielles ( critiques ou non ) seront en générale mo-

biles. Il su¢ ra de prendre comme exemple l�équation [12]:

"�
dw

dz

�2
� wd

2w

dz2

#2
+ 4w

�
dw

dz

�3
= 0

dont l�intégrale générale est

w = K e

1

z � c

et où les singularités essentielles non critiques dépendent de c, ou bien l�équation

w00 =
w
02 (2w � 1)
w2 + 1

qui a pour intégrale générale:

w = tan (ln (Az �B))

et z1 = B
A
est un point singulier transcendant essentiel, de sorte que lorsque z tend

vers z1 le long d�un chemin, w (z) ne tend en général vers aucune limite.

Remarque 3.4. D�après le théorème de Painlevé, il n�y a dans ce cas aucune di¢ culté à

reconnaître sur l�équation di¤érentielle (3:6:2) si les points singuliers critiques sont �xes,

il su¢ t de s�assurer, qu�un point arbitraire du plan ne peut pas être un point critique

algébrique pour son intégrale générale. Il en est tout autrement pour les équations d�ordre

supérieur car l�intégrale générale peut avoir des singularités critiques mobiles non al-

gébriques et des singularités non critiques essentielles mobiles.
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3.7. Classe d�équations di¤érentielles du second ordre à points singuliers critiques �xes

3.7 Classe d�équations di¤érentielles du second ordre

à points singuliers critiques �xes

C�est Emile Picard qui, le premier a abordé la théorie des équations du second ordre à

points critiques �xes. Entre les années 1880-1895, il a consacré à cette théorie plusieurs

mémoires du plus haut intérêt. Mais les e¤orts de l�illustre géomètre, aussi bien que les

e¤orts de tous ceux qui sont heurtés à sa suite, se sont heurtés à une di¢ culté qui ne se

présente pas dans le cas du premier ordre, à savoir l�existence de singularités essentielles

mobiles des intégrales.

En 1906, Painlevé [22] a constitué une méthode pour former une classe d�équations

di¤érentielles du second ordre dont les intégrales sont à points singuliers critiques �xes.

Il a appliqué cette méthode aux équations de type:

y
00
= R

�
z; y; y

0
�
; (3.7.1)

oùR est rationnelle en y; y
0
et à coe¢ cients holomorphes en z . L�idée de son ingénieuse

méthode est de transformer, au moyen de changements de variable et de fonction dépen-

dant analytiquement d�un paramètre � (par exemple z = z0 + �n+1Z, y = y0 + �n+1Y )

l�équation (3:7:1) en une équation

Y 00 = R
�
Z; Y; Y

0
; �
�

(3.7.2)

dépendant de �, de telle façon que pour une valeur particulière de � (par exemple � = 0)

l�équation puisse être intégrée explicitement.

La méthode de Painlevé consiste à fournir d�abord des conditions nécessaires pour que

l�intégrale générale de l�équation ( 3:7:1) soit à points singuliers critiques �xes et n�ait que

des pôles mobiles.
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3.8. Condition de Painlevé

3.8 Condition de Painlevé

Proposition 3.5. ([22]) Soit l�équation di¤érentielle :

y
00
= R

�
z; y; y

0
�
; (3.8.1)

où R est rationnelle en y; y
0
et à coe¢ cients holomorphes en z.

Pour que l�équation (3:8:1) soit à points singuliers critiques �xes, il est nécessaire

qu�elle s�écrive sous la forme:

y
00
= L (z; y) y

02 +M (z; y) y
0
+N (z; y) ;

où L;M et N sont des fonctions rationnelles en y et à coe¢ cients holomorphes en z:

3.8.1 Équations de Painlevé

Painlevé et son élève Gambier �nirent par obtenir cinquante types possibles d�équations

[22], il s�agissait ensuite d�examiner si e¤ectivement les intégrales de ces équations n�ont

que des pôles mobiles . Dans l�énumération explicite de toutes ces équations, Painlevé avait

laissé échapper un cas important. Bertrand Gambier [10], révisant les tableaux et utilisant

la même méthode a comblé les lacunes que ces tableaux présentaient. Les résultats de

l�énumération complète se résume ainsi: toutes les équations à points critiques �xes de

la forme (3:8:1) sont intégrables par les fonctions classiques, rationnelles, exponentielles,

logarithmiques, elliptiques, ou sont réductibles aux équations linéaires, ou bien en�n se

ramènent à l�un des six types :

I)
d2y

dz2
= 6y2 + z:

II)
d2y

dz2
= 2y3 + zy + �:

III )
d2y

dz2
=
1

y

�
dy

dz

�2
� 1
z

dy

dz
+
� y2 + �

z
+  y3 +

�

y
:

IV)
d2y

dz2
=
1

2y

�
dy

dz

�2
+
3

2
y3 + 4 zy2 + 2 (z2 � �) y +

�

y
:
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3.8. Condition de Painlevé

V)
d2y

dz2
=

�
1

2y
+

1

y � 1

��
dy

dz

�2
� 1

z

�
dy

dz

�
+
(y � 1)2

z2

�
�y +

�

y

�
+


y

z
+ �

y (y + 1)

y � 1
:

VI)
d2y

dz2
=
1

2

�
1

y
+

1

y � 1 +
1

y � z

��
dy

dz

�2
�
�
1

z
+

1

z � 1 +
1

z � y

��
dy

dz

�
+
y (y � 1) (y � z)
z2 (z � 1)2

�
�+

�z

y2
+
 (z � 1)
(y � 1)2

+
�z (z � 1)
(y � z)2

�
;

où �; �; ; � sont des constantes complexes.

Ces six équations étaient les premiers exemples connus d�équations di¤érentielles d�ordre

deux à points critiques �xes et n�ayant que des pôles mobiles qui ne sont réductibles

par aucun moyen à des équations intégrables, dé�nissant ainsi des fonctions uniformes

nouvelles qui ne s�expriment pas à l�aide des fonctions élémentaires. Elles sont appelées

les transcendantes de Painlevé.

Le type le plus simple et le plus élégant, familier à tout les mathématiciens est celui

de l�équation:

y
00
(z) = 6 y2 (z) + z

dont l�intégrale générale est une fonction méromorphe.
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Portrait de Lazarus Immanuel Fuchs

(1833-1902)
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Chapitre 4

Classe d�équations di¤érentielles du

premier ordre et de degré quatre à

points critiques �xes

4.1 Position du problème

L�équation d�ordre un et de degré quatre :

(w0)
4
+ P (z; w) (w0)

3
+Q(z; w) (w0)

2
+R(z; w)w0 + S(z; w) = 0; (4.1.1)

où P ,Q,R et S sont des fonctions polynômiales en w et à coe¢ cients holomorphes en z

s�introduit naturellement dans la théorie Fuchsienne. Elle joue un rôle important dans

di¤érentes branches de mathématiques et de physique.

Dans cette thèse, on se propose de donner des conditions su¢ santes pour que les

solutions de l�équation (4:1:1) soient à points singuliers critiques �xes.
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4.2. Analyse du problème et changement de variable

4.2 Analyse du problème et changement de variable

Soit l�équation di¤érentielle d�ordre un et de degré quatre:

�
w
0
(z)
�4
+P (z; w)

�
w
0
(z)
�3
+Q (z; w)

�
w
0
(z)
�2
+R (z; w)w

0
(z)+S (z; w) = 0; (4.2.1)

où P; Q; R et S sont des fonctions polynômiales en w et à coe¢ cient holomorphes en

z.

D�après le théorème de Painlevé (3:4), les singularités essentielles non critiques et les

singularités critiques non algébriques de l�intégrale de l�équation (4:2:1) sont �xes [20] (il

ne reste que des pôles et des points singuliers critiques algébriques mobiles)

D�autre part, d�après le théorème de Fuchs (3:3), pour que l�intégrale de l�équation

(4:2:1) admet comme points critiques algébriques �xes (il reste que des pôles mobiles), il

est nécessaire que P;Q;R et S s�écrivent sous la forme:

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

P (z; w) = p0(z)w
2 + p1(z)w + p2(z);

Q(z; w) = q0(z)w
4 + q1(z)w

3 + q2(z)w
2 + q3(z)w + q4(z);

R(z; w) = r0(z)w
6 + r1(z)w

5 + r2(z)w
4 + r3(z)w

3

+r4(z)w
2 + r5(z)w + r6(z);

S(z; w) = s0(z)w
8 + s1(z)w

7 + s2(z)w
6 + s3(z)w

5 + s4(z)w
4

+s5(z)w
3 + s6(z)w

2 + s7(z)w + s8(z);

(4.2.2)

où pi(i = 0; 1; 2),qj(j = 0; 1; 2; 3; 4),rk(k = 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6) et sl(l = 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8)

sont des fonctions analytiques en z:

Posons dans (4:2:1) ;

w (z) = � (z) v (z) :
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4.3. Résolution du problème

Ce changement de variable; réduit p1 à 0 (p1 = 0) dans (4:2:2), on obtient alors:8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

�
w
0
(z)
�4
+ P (z; w)

�
w
0
(z)
�3
+Q (z; w)

�
w
0
(z)
�2
+R (z; w)w

0
(z) + S (z; w) = 0

P (z; w) = p0(z)w
2 + p2(z);

Q(z; w) = q0(z)w
4 + q1(z)w

3 + q2(z)w
2 + q3(z)w + q4(z);

R(z; w) = r0(z)w
6 + r1(z)w

5 + r2(z)w
4 + r3(z)w

3 + r4(z)w
2 + r5(z)w + r6(z);

S(z; w) = s0(z)w
8 + s1(z)w

7 + s2(z)w
6 + s3(z)w

5+

s4(z)w
4 + s5(z)w

3 + s6(z)w
2 + s7(z)w + s8(z);

(E)

où pi(i = 0; 1; 2), qj(j = 0; 1; 2; 3; 4), rk(k = 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6) et sl(l = 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8)

sont des fonctions analytiques en z.

Remarque 4.1. L�équation di¤érentielle (4:2:1) munie des conditions (4:2:2) est à points

singuliers critiques �xes si et seulement si l�équation di¤érentielle (E) est à points sin-

guliers critiques �xes.

4.3 Résolution du problème

Par dérivation des deux membres de l�équation (E) par rapport à z, on obtient:

@P

@w
(w0)4 +

�
@P

@z
+
@Q

@w

�
(w0)3 +

�
@Q

@z
+
@R

@w

�
(w0)2 +

�
@R

@z
+
@S

@w

�
w0

+
@S

@z
+
�
4 (w0)3 + 3 (w0)2 P + 2w0Q+R

�
w00 = 0:

(4.3.1)

Comme 4 (w0)3+3 (w0)2 P+2w0Q+R n�est pas identiquement nulle ( tous les coe¢ cients

ne sont pas nuls ), l�équation (4:3:1) peut s�écrire:

w
00
= �

@P

@w
(w0)4 +

�
@P

@z
+
@Q

@w

�
(w0)3 +

�
@Q

@z
+
@R

@w

�
(w0)2 +

�
@R

@z
+
@S

@w

�
w0 +

@S

@z

4 (w0)3 + 3 (w0)2 P + 2w0Q+R

= R(z; w; w0)

(4.3.2)
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4.3. Résolution du problème

Comme le degré du numérateur de R(z; w; w0) en w
0
est quatre et le degré du dénomi-

nateur est trois, alors d�après la condition de Painlevé ( voir proposition (3:5) ), pour que

w
00
soit à points singuliers critiques �xes, il est nécessaire que w

00
s�écrit sous la forme:

w
00
= R(z; w; w0) =M(z; w)w0 +N(z; w): (4.3.3)

où M et N sont des fonctions polynômiales en w et à coe¢ cients holomorphes en z.

En remplaçant l�expression R(z; w; w0) de (4:3:3) dans (4:3:2) et par identi�cation on

obtient le système suivant :8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

@P

@w
+ 4M = 0;

@P

@z
+
@Q

@w
+ 3PM + 4N = 0;

@Q

@z
+
@R

@w
+ 3PN + 2QM = 0;

@R

@z
+
@S

@w
+ 2QN +RM = 0;

@S

@z
+RN = 0:

(4.3.4)

En tenant compte de P ,Q;R et S de l�équation (E) et en tirant respectivement M de

la première équation et N de la deuxième équation du système (4:3:4), on obtient :8>>>>><>>>>>:
M = �1

2
p2w;

N = �1
4
(p00 + q1) +

1

4

�
3

2
p0p2 � 2q2

�
w

�1
4
(p02 + 3q3)w

2 +
1

4

�
3

2
p22 � 4q4

�
w3:

(4.3.5)

En substituant les expressions de M et N de (4:3:5) dans (4:3:4), on obtient le système

(S) suivant :

(S1) � 3
4
p0 (p

0
0 + q1) + q

0
0 + r1 = 0

(S2)
3

4
p0

�
3

2
p0p2 � 2q2

�
� p2q0 + q01 + 2r2 = 0

(S3) � 3
4
p0 (p

0
2 + 3q3)�

3

4
p2 (p

0
0 + q1)� p2q1 + q02 + 3r3 = 0

(S4)
3

4
p0

�
3

2
p22 � 4q4

�
+
3

4
p2

�
3

2
p0p2 � 2q2

�
� p2q2 + q03 + 4r4 = 0

(S5) � 3
4
p2 (p

0
2 + 3q3)� p2q3 + q04 + 5r5 = 0

(S6)
3

4
p2

�
3

2
p22 � 4q4

�
� p2q4 + 6r6 = 0
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4.3. Résolution du problème

(S7) � 1
2
q0 (p

0
0 + q1) + r

0
0 + s1 = 0

(S8) 1
2
q0
�
3
2
p0p2 � 2q2

�
� 1

2
q1 (p

0
0 + q1)� 1

2
p2r0 + r

0
1 + 2s2 = 0

(S9) �1
2
q0 (p

0
2 + 3q3) +

1
2
q1

�
3

2
p0p2 � 2q2

�
� 1

2
q2 (p

0
0 + q1)

�1
2
p2r1 + r

0
2 + 3s3 = 0

(S10) 1
2
q0
�
3
2
p22 � 4q4

�
� 1

2
q1 (p

0
2 + 3q3) +

1
2
q2
�
3
2
p0p2 � 2q2

�
�1
2
q3 (p

0
0 + q1)� 1

2
p2r2 + r

0
3 + 4s4 = 0

(S11) 1
2
q1
�
3
2
p22 � 4q4

�
� 1

2
q2 (p

0
2 + 3q3) +

1
2
q3
�
3
2
p0p2 � 2q2

�
�1
2
q4 (p

0
0 + q1)� 1

2
p2r3 + r

0
4 + 5s5 = 0

(S12) 1
2
q2
�
3
2
p22 � 4q4

�
� 1

2
q3 (p

0
2 + 3q3) +

1
2
q4
�
3
2
p0p2 � 2q2

�
�1
2
p2r4 + r

0
5 + 6s6 = 0

(S13) 1
2
q3
�
3
2
p22 � 4q4

�
� 1

2
q4 (p

0
2 + 3q3)� 1

2
p2r5 + r

0
6 + 7s7 = 0

(S14) 1
2
q4
�
3
2
p22 � 4q4

�
� 1

2
r6p2 + 8s8 = 0

(S15) 1
4
r0 (p

0
0 + q1)� s00 = 0

(S16) 1
4
r0
�
3
2
p0p2 � 2q2

�
� 1

4
r1 (p

0
0 + q1) + s

0
1 = 0

(S17) 1
4
r0 (p

0
2 + 3q3)� 1

4
r1
�
3
2
p0p2 � 2q2

�
+ 1

4
r2 (p

0
0 + q1)� s02 = 0

(S18) 1
4
r0
�
3
2
p22 � 4q4

�
� 1

4
r1 (p

0
2 + 3q3) +

1
4
r2
�
3
2
p0p2 � 2q2

�
�1
4
r3 (p

0
0 + q1) + s

0
3 = 0

(S19) 1
4
r1
�
3
2
p22 � 4q4

�
� 1

4
r2 (p

0
2 + 3q3) +

1
4
r3
�
3
2
p0p2 � 2q2

�
�1
4
r4 (p

0
0 + q1) + s

0
4 = 0

(S20) 1
4
r2
�
3
2
p22 � 4q4

�
� 1

4
r3 (p

0
2 + 3q3) +

1
4
r4
�
3
2
p0p2 � 2q2

�
�1
4
r5 (p

0
0 + q1) + s

0
5 = 0

(S21) 1
4
r3
�
3
2
p22 � 4q4

�
� 1

4
r4 (p

0
2 + 3q3) +

1
4
r5
�
3
2
p0p2 � 2q2

�
�1
4
r6 (p

0
0 + q1) + s

0
6 = 0

(S22) 1
4
r4
�
3
2
p22 � 4q4

�
� 1

4
r5 (p

0
2 + 3q3) +

1
4
r6
�
3
2
p0p2 � 2q2

�
+ s07 = 0

(S23) 1
4
r5
�
3
2
p22 � 4q4

�
� 1

4
r6 (p

0
2 + 3q3) + s

0
8 = 0

(S24) 1
4
r6
�
3
2
p22 � 4q4

�
= 0:
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4.3. Résolution du problème

Remarque 4.2. Les six premières équations du système (S) sont obtenues par identi�ca-

tion de la troisième équation du système (4:3:4) ; les équations (S7)� (S14) sont obtenues

à partir de la quatrième équation de (4:3:4) et les équations (S15)� (S24) du système (S)

sont obtenues par identi�cation de la cinquième équation du système (4:3:4).

Théorème 4.1. Les conditions du système (S) formé des vingt quatre équations sont

su¢ santes pour que l�équation (E) soit à points singuliers critiques �xes.

Preuve. Deux cas sont possibles: r6 6= 0 ou r6 = 0

1er cas r6 6= 0 :

On a deux sous cas: p2 6= 0 ou p2 = 0

i) p2 6= 0 :

En résolvant successivement les équations:

(S24); (S6); (S14); (S23); (S5); (S13); (S22); (S4); (S12); (S21); (S3); (S11); (S10); (S19); ::::du

système (S) formé des vingt quatre équations, on obtient:8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

q0 =
3

8
p20; q1 = 0; q2 =

3

4
p0p2; q3 = 0; q4 =

3

8
p22; r0 =

1

16
p30;

r1 = 0; r2 =
3

16
p20p2; r3 = 0; r4 =

3

16
p0p

2
2; r5 = 0; r6 =

1

16
p32;

s0 =
1

256
p40 � �4; s1 = 0; s2 =

1

64
p30p2; s3 = 0; s4 =

3

128
p20p

2
2;

s5 = 0; s6 =
1

64
p0p

3
2; s7 = 0; s8 =

1

256
p42

(4.3.6)

où p0; p1; p2 sont des fonctions analytiques en z et � est une constante arbitraire complexe.

En substituant les conditions (4:3:6) dans l�équation (E) on obtient:

(w0)4 + (p0 + p2w
2) (w0)3 +

�
3

8
p20 +

3

4
p0p2w

2 +
3

8
p22w

4

�
(w0)2+�

1

16
p30 +

3

16
p20p2w

2 +
3

16
p0p

2
2w

4 +
1

16
p32w

6

�
w0+�

1

256
p40 � �4

�
+
1

64
p30p2w

2 +
3

128
p20p

2
2w

4 +
1

64
p0p

3
2w

6 +
1

256
p42w

8 = 0:

(4.3.7)

L�équation (4:3:7) peut s�écrire sous la forme:�
w0 +

1

4

�
p0 + p2w

2
��4

= �4 (4.3.8)
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4.3. Résolution du problème

qui est équivalente aux quatre équations de Ricatti:

w0 +
1

4

�
p0 + p2w

2
�
= ci; i = 1; 2; 3; 4 (4.3.9)

où ci (i = 1; 2; 3; 4) ; sont des constantes complexes et p0; p2 des fonctions analytiques

en z. Comme les équations de Ricatti sont à points singuliers critiques �xes donc l�intégrale

de l�équation (E) est à points singuliers critiques �xes.

ii) p2= 0 :

Les équations du système (S) formé des vingt quatre équations ne sont pas compatibles

car l�équation (S6) n�est pas satisfaite et l�on arrive à impossibilité.

2�eme cas r6= 0 :

Comme par dérivation des deux membres de l�équation (E), on a obtenu l�équation

di¤érentielle d�ordre deux:8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

w
00
=M(z; w)w0 +N(z; w)

M = �1
2
p2w;

N = �1
4
(p00 + q1) +

1

4

�
3

2
p0p2 � 2q2

�
w

� 1
4
(p02 + 3q3)w

2 +
1

4

�
3

2
p22 � 4q4

�
w3:

(E 0)

Il en résulte donc deux autres cas: r6 = 0 et p2 = 0 ou r6 = 0 et p2 6= 0:

Cas où r6= 0 et p2= 0 :

En remplaçant r6 = 0 et p2 = 0 dans (E 0) ; on obtient:

w00 = �1
4
(p00 + q1)�

1

2
q2w �

3

4
q3w

2 � q4w3: (4.3.10)

i) q4= 0 et q3= 0 :

L�équation (4:3:10) devient:

w00 = �1
4
(p00 + q1)�

1

2
q2w (4.3.11)

équation di¤érentielle linéaire donc à points singuliers critiques �xes.

Comme par dérivation des deux membres de l�équation (E), on a obtenu l�équation

di¤érentielle linéaire (4:3:11) qui est à points singuliers critiques �xes, donc toute solution
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4.3. Résolution du problème

de (E) qui est une solution de (4:3:11) est à points singuliers critiques �xes; d�où l�équation

(E) est à points singuliers critiques �xes. Déterminons la forme générale de l�équation

(E) pour r6= p2= q4= q3= 0:

En résolvant successivement les équations (S14), (S13), (S5), (S12), (S4), (S11) et (S3)

du système (S) formé des vingt quatre équations, l�équation (E) s�écrit sous la forme:

(w0)4 + p0 (w
0)3 + (q0 + q1w + q2w

2) (w0)2

+(r0 + r1w + r2w
2 + r3w

3)w0 + s0 + s1w + s2w
2 + s3w

3 + s4w
4 = 0;

(4.3.12)

où

p0; q0; q1; q2; r0; r1; r2; r3; s0; s1; s2; s3 et s4 sont des fonctions analytiques en z véri�ant

le système: 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(C1) � 3
4
p0 (p

0
0 + q1) + q

0
0 + r1 = 0

(C2) � 3
2
p0q2 + q

0
1 + 2r2 = 0

(C3) � 1
2
q0(p

0
0 + q1) + r

0
0 + s1 = 0

(C4) � q0q2 �
1

2
q1 (p

0
0 + q1) + r

0
1 + 2s2 = 0

(C5) � q1q2 �
1

2
q2 (p

0
0 + q1) + r

0
2 + 3s3 = 0

(C6) � q22 + r03 + 4s4 = 0

(C7) � 1
4
r0 (p

0
0 + q1) + s

0
0 = 0

(C8) � 1
2
r0q2 �

1

4
r1 (p

0
0 + q1) + s

0
1 = 0

(C9)
1

2
r1q2 +

1

4
r2 (p

0
0 + q1)� s02 = 0

(C10) � 1
2
r2q2 �

1

4
r3 (p

0
0 + q1) + s

0
3 = 0

(C11) � 1
2
r3q2 + s

0
4 = 0

(C12) r3 = �
q02
3
:

(4.3.13)
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4.3. Résolution du problème

ii) q4= 0 et q3 6= 0 :

En résolvant successivement les équations (S14); (S13); (S5); (S12); (S21) du système

(S) formé des vingt quatre équations, on obtient:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

q0 = 0; q1 = �1; q2 = 0;

q3 = �2 6= 0, q4 = 0

r0 = 0; r1 = 0; r2 = 0; r3 = 0; r4 = 0; r5 = 0;

s8 = 0; s7 = 0; s6 =
1

4
q23; s5 =

1

2
q3q2 = 0;

s4 =
1

2
q1q3; s3 = 0; s2 =

1

4
q21; s1 = 0;

s0 = 1,

p0 =
4q02
3q3

= 0; p2 = 0;

(4.3.14)

où �1; �2 et 1 des constantes complexes.

En tenant compte de (4:3:14), l�équation di¤érentielle d�ordre deux (E 0) devient:

w00 = �q1
4
� 3q3

4
w2; q1 2 C et q3 2 C�: (4.3.15)

En posant w = � 8
q3
V dans (4:3:15) ; on obtient:

V 00 = 6V 2 +
1

32
q1q3 = 6V

2 +K; K =
1

32
q1q3 2 C;

qui est une équation di¤érentielle elliptique à points singuliers critiques �xes [22] (�g-

urant parmi les cinquante équations de Painlevé du deuxième ordre à points singuliers

critiques �xes), d�où l�équation (4:3:15) est à points singuliers critiques �xes. Comme

par dérivation des deux membres de l�équation (E) ; on a obtenu l�équation di¤érentielle

(4:3:15) qui est à points singuliers critiques �xes, donc toute solution de l�équation dif-

férentielle (E) qui est une solution de (4:3:15) est à points singuliers critiques �xes; d�où
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4.3. Résolution du problème

l�équation (E) s�écrit sous la forme:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

(w0)4 + (q1w + q3w
3) (w0)2 + s0 + s2w

2 + s4w
4 + s6w

6 = 0;

q1 = �1 ; q3 = �2 6= 0 ;

s0 = 1 ; s2 =
1

4
q21

s4 =
1

2
q3q1; s6 =

1

4
q23

�2 6= 0; �1 et 1 des constantes complexes

(4.3.16)

qui est équivalente à: �
(w0)

2
+
1

2

�
q1! + q3!

3
��2

= 1

est à points singuliers critiques �xes.

iii) q4 6= 0 :

En résolvant successivement (S12), (S13), (S14), (S23),... du système (S) ; on obtient:8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

p0 = 0, p2 = 0

q0 = �2, q1 = �2, q2 = 2, q3 = 0, q4 = � 6= 0;

r0 = 0, r1 = 0, r2 = 0, r3 = 0, r4 = 0, r5 = 0, r6 = 0;

s0 = L, s1 =
1

2
q0q1, s2 =

1

2
q0q2 +

1

4
q21,

s3 =
1

2
q1q2, s4 =

1

2
q0q4 +

1

4
q22;

s5 =
1

2
q1q4, s6 =

1

2
q2q4, s7 = 0, s8 =

1

4
q24

(4.3.17)

où �2; �2; 2 et L des constantes complexes.

En tenant compte des conditions (4:3:17) ; l�équation di¤érentielle d�ordre deux (E 0)

devient;

w00 = �1
4
q1w �

1

2
q2w � q4w3 (4.3.18)

En posant dans (4:3:18)

w (z) = i

�
2

q4

� 1
6

V (� (z)) ; � (z) = �
�q4
2

� 1
3
z;
�
i2 = �1

�
l�équation (4:3:18) devient;

V 00�2 = 2V 3 � 2�13 q2q
� 2
3

4 V + i2
�3
2 q1q

� 1
2

4

= 2V 3 + c1V + c2; c1; c2 2 C
(4.3.19)
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4.3. Résolution du problème

qui est une équation elliptique à points critiques �xes [22] (�gurant parmi les cinquante

équations de Painlevé du deuxième ordre à points singuliers critiques �xes), d�où l�équation

(4:3:18) est à points singuliers critiques �xes. Comme toute solution de l�équation (E)

qui est une solution de (4:3:18) est à points singuliers critiques �xes, alors l�équation (E)

s�écrit sous la forme:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(w0)4 + (q0 + q1w + q2w
2 + q4w

4) (w0)2 + s0 + s1w + s2w
2

s0 + s1w + s2w
2 + s3w

3 + s4w
4 + s5w

5 + s6w
6 + s8w

8 = 0

q0 = �2, q1 = �2, q2 = 2, q4 = � 6= 0;

s0 = L, s1 =
1

2
q0q1, s2 =

1

2
q0q1 +

1

4
q21,

s3 =
1

2
q1q2, s4 =

1

2
q0q4 +

1

4
q22,

s5 =
1

2
q1q4, s6 =

1

2
q2q4, s8 =

1

4
q24

q0; q1; q2; q4 et L des constantes complexes .

(4.3.20)

qui est équivalente à:8>>>><>>>>:
�
2 (w0)2 +K1 + q1w + q2w

2 + q4w
4
� �
2 (w0)2 +K2 + q1w + q2w

2 + q4w
4
�
= 0

K1K2 = 2q1q2

q0; q1; q2; q4; K1 et K2 des constantes complexes,

(4.3.21)

est à points singuliers critiques �xes.

Cas où r6= 0 et p2 6= 0 :

En résolvant successivement (S14), (S23), (S5), (S13), (S22), (S4), (S12), (S21), (S3),

(S11), (S20), (S2), (S10), (S19), (S9), (S18), (S8), (S15) du système (S) formé des vingt

quatre équations on obtient:
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4.3. Résolution du problème

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

p0 = �3; p2 = �3 6= 0;

q0 =
9

32
p20 �

3

4

p000
p2
; q1 =

3

8
p00; q2 =

9

16
p0p2; q3 = 0; q4 =

9

32
p22;

r0 = �
25

16

p0p
00
0

p2
� 4p

0000
0

p22
� 35
32

(p00)
2

p2
; r1 =

9

16
p0p

0
0 +

9

8

p0000
p2
;

r2 = �
9

16
p000; r3 =

9

32
p00p2; r4 = r5 = r6 = 0;

s0 = �
27

(64) (64)
p40 � 3; s1 =

99

(64) (8)
p20p

0
0 +

207

64

p00p
00
0

p2
+
25

16

p0p
000
0

p2
+ 4

p000000

p22
;

s2 = �
27

(64) (16)
p30p2 �

77

(64) (2)
p0p

00
0 �

109

(64) (4)
p020 �

25

16

p00000
p2
;

s3 =
51

(64) (4)
p2p0p

0
0 +

3

8
p0000 ; s4 = �

81

(64) (32)
p22p

2
0 �

27

(64) (4)
p2p

00
0;

s5 =
27

(64) (8)
p22p

0
0; s6 = �

27

(64) (16)
p32p0; s7 = 0; s8 = �

27

(64) (64)
p42;

(4.3.22)

où �3; �3 et 3 des constantes complexes.

En tenant compte des conditions (4:3:22), l�équation (E) s�écrit sous la forme:8><>:
(w0)4 + (p0 + p2w

2) (w0)3 +
9

32
(p0 + p2w

2)
2
(w0)2 � 27

(64) (64)
(p0 + p2w

2)
4
= 3

p2 6= 0; p0 et 3 des constantes complexes,
(4.3.23)

qui peut se factoriser sous la forme:�
w0 +

3

8

�
p0 + p2w

2
��3�

w0 � 1
8

�
p0 + p2w

2
��
= 3: (4.3.24)

On peut avoir deux cas: 3 = 0 ou 3 6= 0.

- Si 3= 0 :

L�équation (4:3:24) conduit à:�
w0 +

3

8

�
p0 + p2w

2
��3

= 0 ou
�
w0 � 1

8

�
p0 + p2w

2
��
= 0;

qui sont des équations de Ricatti à points singuliers critiques �xes, d�où l�équation (E)

est à points singuliers critiques �xes.
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4.3. Résolution du problème

- Si 3 6= 0 :

Pour r6= 0 et p2 6= 0, appliquons le théorème de Fuchs (2:6:1) à l�équation (E) [8].

Il est clair que les deux premières conditions de Fuchs sont véri�ées.

En e¤et;

(i) A0 (z; w) = 1 est indépendant de w.

(ii) Le degré de P (z; w) = A1 (z; w) en w est deux, le degré de Q (z; w) = A2 (z; w)

en w est quatre, le degré de R (z; w) = A3 (z; w) en w est six et le degré du polynôme

S (z; w) = A4 (z; w) est huit, ainsi le degré de Ak (z; w) polynômiale en w ne dépasse pas

2k pour k 2 f1; 2; 3; 4g :

Il reste à véri�er la troisième et la quatrième condition de Fuchs.

(iii) Véri�ons d�abord la troisième condition.

Montrons que les racines en w du résultant D (z; w) du système:8><>: f (z; w; w0) = 0

@f

@w0
(z; w; w0) = 0

(4.3.25)

doivent être solutions de l�équation:

f (z; w; w0) =

�
w0 +

3

8

�
p0 + p2w

2
��3�

w0 � 1
8

�
p0 + p2w

2
��
� 3 = 0: (4.3.26)

où p2 6= 0; p0 et 3 des constantes complexes.

Le résultant D (z; w) s�obtient en éliminant la variable w0 entre les deux équations du

système (4:3:25) et qui s�écrit sous la forme:

D (z; w) = � 27

(64)2
�
p0 + p2 (w)

2�4 � 3:
Soit w0 une racine du résultant D (z; w), montrons que w0 est solution de l�équation

(4:3:26).

Comme p0 ; p2 et 3 sont des constantes complexes donc toute racine w0 de D (z; w)

est constante, d�où w00 = 0; par conséquent w0 est racine de l�équation (4:3:26) : En e¤et,

si w0 est constante, l�équation (4:3:26) devient:�
3

8

�
p0 + p2w

2
0

��3�1
8

�
p0 + p2w

2
0

��
� 3 = D (z; w0) = 0: (4.3.27)
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4.3. Résolution du problème

Ainsi la troisième condition de Fuchs est satisfaite.

Il reste à véri�er la quatrième condition de Fuchs (3:6:1), c�est à-dire: Si w0 est solution

de l�équation (E) se développe sous la forme:

w0 = s0 + bk (w � w0)
k
n + bk+1 (w � w0)

k+1
n + ::::

où w0 est un zéro de D (z; w) ; s0 et bk des fonctions analytiques en z, alors k doit

véri�er l�inégalité k > n� 1:

Soit w0 une racine du discriminant D (z; w), en posant w = w0 + u dans l�équation:8><>: f (z; w; w0) =

�
w0 +

3

8
(p0 + p2w

2)

�3�
w0 � 1

8
(p0 + p2w

2)

�
� 3 = 0:

p2 6= 0; p0 et 3 des constantes complexes:
(4.3.28)

On obtient

F (u0; u) =

�
u0 +

3

8

�
p0 + p2 (w0 + u)

2��3�u0 � 1
8

�
p0 + p2 (w0 + u)

2��� 3 = 0:
Comme D (w0; z) = 0; on a :

@F

@u
(0; 0) 6= 0; @F

@u0
(0; 0) = 0 et F (0; 0) = 0: (4.3.29)

En tenant compte des conditions (4:3:29), d�après le théorème des fonctions implicites,

il existe u analytique au voisinage de u0 = 0 tels que

u = A2 (u
0)
2
+ A3 (u

0)
3
+ A4 (u

0)
4
+ :::: (4.3.30)

où Ak (k � 2) sont des fonctions analytiques en z avec A2 6= 0, alors d�après le lemme de

Puiseux u0 s�écrit au voisinage de u = 0 sous la forme:

u0 = B1u
1
2 +B2u

2
2 +B3u

3
2 + ::::

où Bk (k � 1) sont des fonctions analytiques en z:

Comme w = w0 + u, il en résulte que w0 s�écrit au voisinage de w0 sous la forme:

w0 = B1 (w � w0)
1
2 +B2 (w � w0)

2
2 +B3 (w � w0)

3
2 + ::::
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4.3. Résolution du problème

où Bk (k � 1) sont des fonctions analytiques en z:

Ainsi la quatrième condition de Fuchs est véri�ée.

Les quatre conditions de Fuchs sont véri�ées, donc l�équation (E) est sans points

singuliers critiques algébriques mobiles et comme d�après le théorème de Painlevé (3:4) ;

l�équation (E) ne possède pas de points singuliers critiques essentiels mobiles, d�où l�équation

(E) est à points singuliers critiques �xes.
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Conclusion et Perspectives

Dans cette thèse on a donné des conditions su¢ santes pour que l�équation d�ordre un et

de degré quatre:�
w
0
(z)
�4
+ P (z; w)

�
w
0
(z)
�3
+Q (w; z)

�
w
0
(z)
�2
+R (z; w)w

0
(z) + S (z; w) = 0;

où P;Q;R et S sont des fonctions polynômiales en w et à coe¢ cients holomorphes en

z soit à points singuliers critiques �xes.

On a montré que les conditions du système (S) formé des vingt quatre équations sont

des conditions su¢ santes pour que notre équation soit à points singuliers critiques �xes.

Ainsi on a trouvé quatre types d�équations:

1�erType 8><>:
�
(w0)2 +

1

2
(q1! + q3!

3)

�2
= 1

q1; q3 et 1 des constantes complexes.

2�emeType8>>>><>>>>:
�
2 (w0)2 +K1 + q1w + q2w

2 + q4w
4
� �
2 (w0)2 +K2 + q1w + q2w

2 + q4w
4
�
= 0

K1K2 = 2q1q2

q0; q1; q2; q4; K1 et K2 des constantes complexes.

3�emeType 8><>:
�
w0 +

3

8
(p0 + p2w

2)

�3�
w0 � 1

8
(p0 + p2w

2)

�
= 3

p2 6= 0; p0 et 3 des constantes complexes.
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4�emeType8><>:
(w0)4 + p0 (w

0)3 + (q0 + q1w + q2w
2) (w0)2 + (r0 + r1w + r2w

2 + r3w
3)w0

+s0 + s1w + s2w
2 + s3w

3 + s4w
4 = 0

où p0; q0; q1; q2; r0; r1; r2; r3; s0; s1; s2; s3; s4 sont des fonctions analytiques en z véri�ant

les conditions:

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(C1) � 3
4
p0 (p

0
0 + q1) + q

0
0 + r1 = 0

(C2) � 3
2
p0q2 + q

0
1 + 2r2 = 0

(C3) � 1
2
q0(p

0
0 + q1) + r

0
0 + s1 = 0

(C4) � q0q2 �
1

2
q1 (p

0
0 + q1) + r

0
1 + 2s2 = 0

(C5) � q1q2 �
1

2
q2 (p

0
0 + q1) + r

0
2 + 3s3 = 0

(C6) � q22 + r03 + 4s4 = 0

(C7) � 1
4
r0 (p

0
0 + q1) + s

0
0 = 0

(C8) � 1
2
r0q2 �

1

4
r1 (p

0
0 + q1) + s

0
1 = 0

(C9)
1

2
r1q2 +

1

4
r2 (p

0
0 + q1)� s02 = 0

(C10) � 1
2
r2q2 �

1

4
r3 (p

0
0 + q1) + s

0
3 = 0

(C11) � 1
2
r3q2 + s

0
4 = 0

(C12) r3 = �
q02
3
:

Perspectives La méthode que nous venons de suivre ne se limite pas uniquement aux

équations di¤érentielles du premier ordre et de degré quatre. D�après quelques calculs

préliminaires, la méthode utilisée ici paraît appropriée pour s�appliquer au cas des

équations du premiers ordre et de degré cinq et qui pourra conduire à des résultats

intéressants qui nécessitera l�étude d�un système de trente six équations.
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