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Résumé

On étudie le probléme de Cauchy pour une équation parabolique hyper-dissipative
dans des espaces de pseudo-mesures.

On montre |'existence, I'unicité et la stabilité asymptotique des solutions pour des
Données assez petites dans des espaces de pseudo-mesures.
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0.1 Introduction

Dans ce mémoire, nous étudions le probléme de Cauchy pour une équation parabolique
hyper-dissipative dans des espaces de pseudo-mesures.On suivra essentillement [2] et [9].
Nous considérons I’espace des pseudo-mesures appropriés pour étudier I’équation parabolique
non linéare qui peut admettre des solutions singuliéres.

Le probléme considéré est de la forme :

{ w4 (—A)z2u = vu®, teRT, zeR"”
up(x) = u(0, x) r € R"

v € R est une constante ;o est un nombre entier , > 2 et p > 2.

Ce mémoire se divise en trois chapitres.

Dans un premier chapitre, nous nous attachons a faire quelques rappels sur le cadre
fonctionnel utilisé dans la suite de ce travail.

Le chapitre 2 est consacré a 1’étude de I'existence, de 'unicité et de la stabilité des
solutions mild globales en temps ainsi qu’au comportement asymptotique des solutions.
Le résultat d’existence de solutions mild est énoncé dans le théoréme 2.2.1 .

Plus précisément,nous chercherons une solution des équations paraboliques

hyper-dissipatives sous la forme:

u=S(t)up + B(u,u,....u)(t)

—t(a)P/2

ou ug(x) est la condition initiale, S(t) = e est le semi-groupe de la chaleur,

ou

Cette solution est appelée solution mild.

Nous montrerons la continuité de 'opérateur bilinéaire B(u, u, ...u) dans Pespace Y4°(R"); 4, e

ou



lu; PM*(R™) || : = sup ess ISR3]

lu; Co (105 00), PMP(R™)|| = supt” [Ju(t); PM"®R")]

Nous étudions dans le chapitre 2 le comportement asymptotique des solutions de
I’équation parabolique hyper-dissipative.

On observera, dans le chapitre 3,que les espaces PM® sont munis d’une norme
invariante par les dilatations normalisées u(z) — A& Tu(\z),\A > 0 .Cette propriété
permet d’entrevoir ’existence de solutions auto-similaires pour les équations
hyper-dissipatives,c’est-a-dire des solutions u(t, x) telles que u(t,z) = )\ﬁu(/\p t, A\x),

pour tout A > 0.



Chapitre 1

Rappels de quelques résultats

fondamentaux

1.1 Quelques outils d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Définition et propriétés élémentaires des espaces L”

(voir [14] ).

Définition 1.1.1. — Soit p € R avec 1 < p < oo et €2 un ouvert de R™ ; on pose

LP(Q) = {f : Q2 —> R ou (C); f mesurable et /|f(:c)|p dr < oo} (1.1.1)
Q

On note

1l = | [ 1101 ]w (112)

Définition 1.1.2 Sip = oo, on note L*>*(Q2) I'espase des fonctions mesurables

essentiellement bornées sur € :

L>®(Q) ={f:Q — R; f mesurable et il existe une constante C' telle que |f(z)| < C p.p. sur Q}.

On note:

||f||Lp(Q) =inf{c>0,|f(z)| < cp.p. sur Q} = Supﬂess |f]- (1.1.3)



Remarque 1.1.1 :si  f € L*® ona:
|f(@)] < |Ifll; p-psurQ

En effet il existe une suite C,, telle que C,, — || f||;~gréce a la définition de la borne
inférieure :

Soit E est un ensemble de R.et A C E :

a € Aest un minorant de A: Vx e A,a < x.

a=infA < o minorant de A et Ve ,dc€ A:c< e+«

Rappelons que:

| fll. =1inf {c/|f| < ¢ presque partout}

De cette définition on tire deux choses:

L/A{|f] > 0} (mesure de l'ensemble |f| > ¢) =0

2/Par définition de I'Inf (caractérisation de I'Inf ) :

Ve > 0,3 ¢ € {¢/|f| < ¢ presque partout} tq: co < || fl|, +¢

donc:

co—e<|fle=1fl <co<e+|flla

Il s’en suit que :Vn > 0, |f| < [|f]|l,, + 2(% joue le role de ¢)

On pose alors: Fy, = {f / [f] < [Ifll + £}

Grace 4 1/ : M%) = 0 et 'on remarque:

{1 > £l = %(Eg") = EE(%Fn), la sous additivité de A donne alors:

MU > 1I£lled < D _ACE) =0

Ce resultat dit sim;lement o S M fllo pop

Théoréme 1.1.1 (Inégalité de Holder). — Soient f € LP et g € L9 avec i + é =1
Alors f.g € L' et

[1561< 151,00 ., (1.1.4)

Preuve. La conclusion est évidente si p = 1 et si p = oo. Supposons



donc 1 < p < oco. Rappelons I'inégalité de Young.

1 1
ab< —-a?+-b? VYa>=0, Vb>D0. (1.1.5)
p q

la demonstration de l'inégalité est évidente : la fonction In étant concave sur |0, 00|
Ona
Lop 4 1pa 1 Py linpe =
In(;a? 4+ £b7) > JIna” + ;Inb? = Inab.
Donc

[f(@)]g(@)| < S 1f (@) + L lg(@)*  ppa Q.
Il en résulte que fg € L' et que

1 1
_ p - q
/Ifgl <5 (R . 911%, (1.1.6)

Remplacant f par Af (A > 0) il vient

)\pil p 1 q
1801 < 10+ 5 9l (117)

On choisit A = || f]| 1, - | gH%/qp (de maniére & minimiser le membre de droite dans(1.1.7)

On obtient alors (1.1.3)

Remarquel.1.2 :La concavité de la fonction logarithme népérien permet d’écrire, pour

tous réels strictement positifs a et b,

Inab = ]l]ln aP + %ln bt < ln(%ap + ébq)

1.p 4 1l1q
abgpa +qb

Remarquel.1.3 Il convient de retenir une conséquence trés utile de I'inégalité de Holder:

Soient fi, fo, .., fr des fonctions telles que f; € LPi(£2), 1 < i < k avec

1i_ 1, 1 1
p_p1+p2+"+pk<1'

Alors le produit f = fifo...fr appartient a LP(Q) et



AN, < I fally, - (1, (1.1.8)
En particulier si f € LP(Q) N L9(2) avec 1 < p < ¢ < oo, alors f € L"(Q)) pour
tout p < r < ¢ et 'on a I'inégalité d’interpolation

1 a 11—«

Tg «@ 11—« v -2
Il < WAIZ ™ ot ot

(0 < a<); (1.1.9)

1 1
Eneffet.;—%—i——a

Q

On utilise alors: (1.1.4)

Théoréme 1.1.2 L” est un espace vectoriel et ||||,, est un norme pout tout 1 < p < oo .
Preuve lescas p=1 et p=o00 sont évidents (utiliser la remarque 1.1.1 ).

Supposons que 1 < p < oo et soient f,g € LP, par recurrence ona

() + g(@)I" < (I (@) + g(@)])” < 2°(|f ()" + [g()[") (1.1.10)

Par conséquent f 4 g € LP.D’autre part ona

£ 40 = (14 5 +al < [1f4aP 1A+ [1f 40Pl @1

Or |f +g[P" € L avec % + % = 1 et grace 4 I'ntégalité de Holder on obtient
En effet |[f +g|" " € L7 = (If +9|p_1)q <
ste=lel+l=peptq=pg

©p=pi—q=q(p—1)
f+gl" = 1f +glf

Donc

—1 —1
1f +glze < I+l 1f 1l + 1+ gllze gl (1.1.12)



i.e
1f +9lze < 11, g + 90,0, (1.1.13)

C’est I’inégalité de Minkowski:

Soient 2 C R™ ouvert, f , g :©2 — R mesurable ,et p € [1,00[; alors

(i) < ([1rera)” ([ wre)”

Convolution et régularisation :

Théoréme 1.1.3 Soient f € L*(RY) et g € LP(R") avec 1 < p < o00.

Alors, pour presque tout x € RY, la fonction y — f(x — y)g(y) est intégrable sur RY.
On pose:

(F+9)@) = [ 1la = v)gto)dy. (1114

Alors fxge LP(RY) , fxg=gx* [ et:

1% 9l ey S Iz 9100 (1.1.15)

Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue: Soit (f,),en une suite de

fonctions mesurables sur un espace mesuré (E, A, p) , a valeurs réelles ou complexes,

telle que :

e la suite de fonctions (f(n)),en converge simplement sur E vers une fonction f ;

e il existe une fonction intégrable g telle que :

VneN, Ve e E :|f(z)| < g(x)

Alors f est intégrable et

lim/ |fo— fldu — 0
n—oo E



En particulier :

lim fnd,u /lim fndu:/fd,u
1.1.2 Distributions:

( voir [14] )

e Pour tout o, € N, on pose

la] = ag + ........ Oy al=oq). )
e Si < a(cestadire 3; <ajpour j=1,.... ,Mm), on note
B)  (a—p)p!
e Pour z = (z;......... Tm ) € R™ | on note
=2 zem 0 ou 0y, = 52 0% =07 .......... oo

Quelques formules classiques:

Formules du binéme et de Leibnitz :pour z,y € R™ et f, g de classe Cl°l sur R”

(l‘+y)a=Z(g) Oyt 0% (fg) = Z(g)aa‘ﬁfaﬂy

BLa BLla

Formules de Taylor:pour f € C""(Q) et a € R",b € R ;segment [a , b] de R"

f(b) = Z 0 il(a) (b —a)® + R,,, avec reste intégral

la|<m

Ry, = = [(1 — )"0 f(a + t(b — a))dt

|a|= m+1 0
Formules de Parseval-Plancherel:

Soient f et g deux fonctions de L?(R™).alors:

/f dx—/f G




o

Fonctions de classe C*° a support compact:

Définition 1.3.1 Soit ¢ une fonction continue a valeurs complexes définie sur R" .

Le support de la fonction ¢ est noté supp(¢),est 'adhérence des z € R"

supp(¢) = {z € R™ \ ¢(z) # 0}
L’espace des fonctions de classe C*> a support compact.L’espace de ces fonctions est noté
Co°(R™)
Exemple 1:

—1
exp ( ) pour |z|>1/a,

0 pour |z| < 1/a,

U(z) =

Espace des fonctions test:

Soit © un ouvert non vide de R". L’espace des fonctions tests D(2) est 'ensemble des
fonctions de €2 dans R", indéfiniment dérivables et a support compact muni de la topolo-
gie que 'on définira plus loin.
Exemple 2
0 pour x ¢ [a,b]
exp(m) pour = €]a, b

est une fonction de D de support |[a, b]

Topologie de D

Définition 1.3.3: une suite (p,,), ~o de fonctions de D converge vers une fonction ¢
lorsque n tend vers l'infini si:

1) il existe un ensemble borné B (independant de n)

de R™ tel que pour tout n > 0, supp(p,,)C B

2) pour tout entier k£ > 0, la suite des dériveés (goq(f))n converge unifomément sur R”

vers @),

10



Espace des distributions D'(12)

Une distribution 7" sur un 2 ouvert de R" est une forme linéaire sur C°(€2),
continue au sens suivant:

pour tout compact K C €2, il exist C' > 0 et C'x > 0 et px € N telle que

V6 € C2(Q), supp ¢ C K = [T, ¢)] < C max _sup |9%¢(x)]

a|<pk zeK

Lorsque pg peut étre choisi indépendemment de K, on dit que T est une distribution
d’ordre < p dans (2 .
e Ordre de T =le plus petit entier p > 0 telle que T soit d’ordre < p

e Notation : D'(Q) est 'espace vectoriel des disributions sur

Autrement dit

e Vo € D(Q), ¢ — (T,p) est lintaire de D(2) dans R

1.1.16
e Si ¢, — 0 dans D(Q) alors (T, ¢,) — 0 dans R ( )

TeD’(Q)@{

Notation:
Si T est une distribution et ¢ une fonction test de D(2), on note T (p)=<T ,p >

Exemplel:toute fonction [ € Lj,.(2), définit une distribution sur § en posant

(Ty ¢) = / f(@)p(a)d (1.1.17)

La distribution T’ est d’ordre 0

Exemple2: La masse de Dirac en zy € {2 ouvert de R", définie par

(620, ) = @(0)

Exemple3: distributions positives

Definition: Une distriution T € D’'(Q2) est dite positive (7" > 0) si on a
(T ,¢) >0 pourtout ¢ € C(N) telle que. ¢ >0 sur

11



La masse de Dirac d,, est une distribution positive sur R”
Exemple4:
la fonction x — % n’appartient pas & L}, .(R).Mais définit la distribution valeur

principal % noteé vp% par la formule:

+oo
(k) = lim [ #2ds = [ etrg

lz|>e

qui est une distribution d’ordre 1 sur R.
Suites convergentes dans D'({2)

Une suite (7},) de distributions sur §2 converge vers 7' € D'(£2) —on écrira

T, — T — dans D'(Q) si (T, ,) — (T,p) pour touty € C°(N)

Dérivation des distributions
Soinet  ouvert de R" et T' € D'(2);sa dérivée partielle par rapport a la variable z; est,

par définition, la distribution:

<6I7,T 790> = — <T 781230> s 1= 1, ........... ;N

De méme, on a pour tout multi-indice «

(D°T,p) = (-1)"(T ,D°T)

La classe de Schwartz S(R")

Définition 1.4.1 . (L’espace S(R™)) — On note S(R™) I’espace des fonctions de classe
C*> sur R™ a décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées.

Autrement dit, une fonction ¢ € C*(R"™) appartient a S(R™) si

sup ‘xaﬁﬂgo(x){ < oo pour tous o, € N' &  lim ‘xaﬁﬂgo(xﬂ =0,Va,p e N"

z€R™ || —+o0

12



Evidemment, S(R") est un espace vectoriel sur R (ou sur C ).
Exemple 1 (Quelques fonctions de S) D(R™) C S(R™).

Toutes les fonctions de la forme:

olx) = Pz)e .

avec a > 0 et P fonction polynéme appartiennent a la classe de Schwartz S(R").

En revanche, aucune fraction rationnelle (autre que la fonction nulle) n’appartient a la
classe de Schwartz.

La topologie de I’espace S(R™) n’est pas définie par une norme, mais par une famille

dénombrable de semi- normes, définies comme suit : pour toute fonction ¢ € S(R™), on

pose

Nyl@)= ¥ sup [229°p(a)|, peN.

|al,|B|<preR™

Grace a la famille de semi- normes N, on peut définir ce qu’est une suite convergente
dans S(R").

Définition 1.4.2. (Suites convergentes dans S(R™)) — Une suite (¢,,) de fonctions

de S(R™) converge vers une fonction ¢ € S(R"™) dans 'espace S(R") si

N, (o, — ¢) — 0 pour tout p > 0 lorsque m — oc.

Proposition 1.4.1 (Densité de I'espace D(R™) dans S(R"™)) — D(R™) est un sous-espace
de S(R™) partout dense dans S(R™).

C’est a dire que pour tout o, f € N™, tout ¢ > 0 et pour toute fonction u € S(R") il

existe une suite {p,,, m € N} C D(R") telle que:

lim (sup |xo‘86(gpm) — xaﬁﬂu‘) = 0.

M—00 zeRn

Corollaire 1.4.1 (Densité de S(R") dans LP(R™)). — Soit p € [1, oo, Toute
fonction de LP(R™) est limite au sens de la norme LP d’une suite de fonctions appartenant

A S(R™).

13



Définition 1.4.3 (Transformation de Fourier dans S ) — A toute fonction ¢ € S(R™),

on associe sa transformation de Fourier F¢ (ou encore ) : R" — C

ngma:/?%qumzwa (1.1.18)

R n

n
pour tout z,£ € R™ étant x.£ le produit scalaire usuel sur R™ défini par : z.£ = > ¢,
=1

L’application linéaire F est définie pour tout ¢ € S(R"), puisque, pour tout & €R

e ola)| = @] et F) < [ o)l do = el < o0

Théoréme 1.4.1 (Formule d’inversion de Fourier sur S(R™)) — La transformation de
Fourier est un isomorphisme de I’espace S(R™) sur lui-méme.

L’inverse de cet isomorphisme est donné par la formule

Flila) = [eule) g, e (1.L.19)

Enfin, les isomorphismes F et F~! sont continus sur S(R")

1.1.3 Les distributions tempérées

Définition 1.5.1 (L’espace S’(R") des distributions tempérées sur R" ) Une distribution
tempérée est une forme linéaire continue sur S(R"), c’est- a-dire une forme linéaire T

sur S(R"™) telle qu’il existe un entier p > 0 et C' > 0 pour lesquels
(T, )| < CN(p) pour tout ¢ € D(R™).

L’ensemble des distributions tempérées est un espace vectoriel, que 1’on note S’(R™).
Comme D(R") C S(R"), toute distribution tempérée T € S’(R") définit par restriction

une forme linéaire

14



DR") 3 ¢ = (T, p).

Cette forme linéaire est évidemment une distribution puisque, pour toute fonction test

¢ € C*(R™) a support dans un compact K de R", ona:

N,y(p) < Ck.sup |0%(z)| ,Ck = constante qui depend de K

la|<p

Par conséquent
S'(R™) C D'(R™).

autrement dit , 7' € S’(R"), si et seulement si la suite {T'p,,, m € N} converge vers
T(p) pour toute suite {p,,, m € N} C S(R") qui converge vers ¢ € S(R")

Exemple (Quelques distributions, tempérées ou non)

Toute distribution & support compact est tempérée £'(R"™) C S'(R™).

Toute fonction appartenant a ’espace de Lebesgue LP(R™) avec 1 < p < oo définit une

distribution tempérée
LP(R™) C S"(R™) pour tout p tel que 1 < p < o0.

Toute fonction continue & croissance polyndémiale définit une distribution tempérée sur

R™. La distribution sur R :

T= Zakék

kEZ

est tempérée si la suite (ay)rez est & croissance polynomiale, c’est- a-dire s’il existe un
entier p > 0  telle que:

ap = O(|k|") lorsque |k] — oo.
En revanche, les distributions définies par les fonctions

r+—e® |, x> sinhz ou coshux.

15



ne sont pas des distributions tempérées.
Définition . (Convergence dans S’(R") ) — On dit qu’une suite (7},),, de distributions

tempérées converge vers T € S'(R"™) si

(T, ) — (T, ) lorsque n — oo pour tout p € S(R").

Définition . (Transformation de Fourier d’une distribution tempérée )
On remarquera d’abord que : ¢ € S(R") = p € S(R").
A toute distribution tempérée T' € S’(R™), on associe sa transformée de Fourier FT qui

est la distribution tempérée définie par:
(FT,p) =(T,Fyp) pour toute fonction p € S(R™).
On désigne par(f, g) le produit scalaire dans L?*(Q), i.e.
(f.9) = [ (@)@,

et également le produit de dualité entre f € D'(Q) (espace des distributions sur 2 ), et
g € D(Q) (espace des fonctions C*> sur (2 et a support compact dans € ).

Espaces de H*(R") — Dans le cas particulier ou {2 = R™ , on peut redéfinir H™((2)
par la transformation de fourier.Si v est une fonction continue & support compact,

sa transformée de Fourier F(v) est définie par:

0(€) = F(v)(&) = [gn exp(—iz.&) v(z)dz, on & = (&, ....... ) etz = lefl
On définit alors H™(R") par :

H™(R") = {f € S'(R"); (1+[¢[)™*0 € L’(R")}

Il est alors naturel de poser la définition suivante :

H*(R") = {f € S'(R"); (1+¢*)*/?* € LAR™)}

qui est un espace de Hilbert pour la norme

2\s/2.4
’U’HS(RTL) = |(1 +1€1%) 25

L2 (Rn) Y

16



1.1.4 Espace de Sobolev W"?((})

(woir [11], [14] et [15] )
Définition 1.2.1

On appelle espace de Sobolev d’ordre m sur LP(€2),1 < p < oo, m € N que 1’on note
Wm™P(Q) I'espace défini par:

WmP(Q) = {v\ ve LP(Q),D € LP, |a] < m} (1.1.20)
muni de la norme
1/p
Olgmoy = | D 1D | 1<p<oo (1.1.21)
0<]al<m

Lorsque p=—+00

[0 .00 () = MaAxX [ D[ e ) 1P = 00 (1.1.22)

W™P(Q)) est un espace de Banach, la dérivée est prise au sens des distributions
1. La fermeture de D(£2) dans W™P(Q) est notée W' ()

Le cas "p = 2”est fondamental, pour simplifier I’écriture, on posera

W™2(Q) = H™() (1.1.23)

H™(Q) = {ue L*(Q)/D*u € L*(Q), || < m} (1.1.24)

muni du produit scalaire

()i = 3 (D" D)yl = 3 [ 107l d (1.1.25)

la|<m lo|<m
C’est un espace de Hilbert.
2. La fermeture de D (§2) dans H™(2) est note HJ"(2).

H{* () est un sous — espace fermé de H™(Q). (1.1.26)
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H{"(2)est un espace de Hilbert pour la structure induite par celle de H™((2)
3.0n definit espace W7 () par

Wo2(Q) ={ue L} (Q)/Vil<i<n,ou/ox; € L, ()} (1.1.27)
avec

LP

loc

(Q) ={u € LP(K) pour tout compact K C Q } (1.1.28)

en particulier,

Ll

loc

(Q) = {u mesurable/ /K |u(z)| dz < 00,V K CC Q} (1.1.29)

Remarque 1.2.1 D(12) est dense dans H[*(2) , Alors toute forme linéaire

continue sur H{"(§2) s’identifie & une distribution sur €.

Si l'on désigne par H"1’espace dual de H" alors:
HY(Q) = L2(@) (= H*) — H™) = D'(9)
on peut identifier le dual H~(2) de H}(2) a un sous espace de distributions sur €2 .

1.2 Rappel sur les semi-groupes

1.2.1 Semi-groupes

(voir [7] et [8] )
Soit H un espace de Hilbert, on désigne par L(H) I’ensemble des applications
linéaires continues de H dans H.
Définition 1.2.2 Un semi-groupe d’operateur continu (fortement) sur H est une

fonction

T: Rt — L(H)
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t —T(t)

qui vérifie les propriétés suivantes:

.T(t) == It
ol'(t+s)=T(t)T(s) pourtout s,t >0
) lim+T(t)z =z pour tout z € H

t—0

On dit que {T'(t), t > 0} est un semi-groupe de classe C%ou un C° semi-groupe.

Théoréme du point fixe:
Soit K sous espace fermé non vide d’un espace de Banach(X, ||.| y)

supposons que A :K — K  est un contraction c’est a dire:

3 a€]0,1] (0 < a < 1)telle que ||[Au — Av|| < aflu—v| ;Yu,ve K

Alors il existe un unique element u € X telque Au = u (u est un point fixe de X)

1.2.2  Principe de Duhamel :

(voir Annexe)
Soit P(z,t) = us +(—A)??u,x € R" et t € [0,00[. On considére le probléme de cauchy

suivant:
u + (=AY = pu® danst € RY, z € R”
u(z,0) = up(x).
La solution du probléme homogéne est définie par:
S(t)ug = G(t) * uy,
ou S(t) est le semi-groupe de la chaleur défini par la convolution avec la fonction de

2|2
Green G(z,t) =t 2 € i)

1t /),
Posons  S(t) = ek ; Flx,t) = vu®
Ona

2 e u(a ] = (—a)Ee I ufa,t) + et CDE e p)
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— (- )%{au(xt)+( A)gu(x,t)}

— et.(fA) vu®

=t (-D)f F(z,t)

En integrant entre 0 et ¢, on trouve

a t P t P
—/ {67'(_A)2u(m,7')} dr = / e" A2 Bz, m)dr
c’est-a-dire :

et'(_A)%u(x,t) — fo 8Ep F(x,7)dr

En multipliant par e‘t(—A)

P

e tH-ME ety (2, t) — e 1A (x 0) (-a)f fo F(x,7)dr
” t
u(x,t) = e Ay (x O)+/ TR By ) dr
0
d’ou
u(x,t):e_t(_A) —i—f (r=0(=4)2 F(x,t) 0<t<oo
ETEUNY |

et S(t) est le semi-groupe S(t) = e

u(z,t) = S(t)uo(x) + /t S(r —t)F(x,7)dr
0
(voir Annexe A)
Exemple:Considérons I'équation différentielle ordinaire :
y — Ay = ¢(t) avec le condition initiale y(0) = x (1.2.1)
solutiongénearate = SOLULTON L omogene + SOLULION particuliere
Integrons I’equation différentielle homogéne correspondante:

y—Ay=20

En séparant les variables, on obtient
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y(t) = ce™

Ona y(0) =z alors ¢ =z donc la solution homogene est :

y(t) = zett
On pose S(x,t) = y(t) donc S(z,t) = zett
La solution particuliére s’obtient par la variation de la constante = = x(t) et qui est

donnée par ’expression

y(t) = x(t)e (1.2.2)

Portant cette égalite dans I’équation précédente,on trouve:
i(t)et + Ax(t)e — Az(t)e? = g(t)

Ona donc:
On obtient la relation:

d’ou

t t
alors (1.2.2) & y(t) = e e 45g(s)ds = [et=94g(s)ds
0 0

t t

y(t) = /e(t_S)Ag(s)ds = /S(g(s),t — s)ds

Donc,la solution générale de ’équation différentielle est donnée par
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avec S(x,t) = zett | S(g(s),t — s) = g(s)e =)

1.3 L’espace des pseudo-mesures PM*

Pour cette partie , on renvoit a [2] et [9].

On dit que u est une fonction homogene de degré m si

VIE[ >0,A>0 :u(Az) = AN"u(§)

Pseudo — mesures sur R"

Soit a > 0, on definit I’espace des pseudo-mesures PM® par:

PMYR") = {v € S'(R") : & € LL_(R")et ||v; PM?|| < oo}

Avec la norme

lo; PM*(R") || : = supess [¢]* [5(£)]

geRn

ou o désigne la transformée de Fourier de v.On pose PM = PM°

2

Exemple: f(z)=e¢"

Déf inition 1.3.2
Pour a > 0 et o > 0,on définit 'espace C, ([0, o0); PM*(R™)) par
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Cy([0,00); PM*(R"™)) :={wv(t) : v € PM%et ||v; Cy(]0, 00); PM*(R"™))|| < oo} (1.3.3)
avec la norme
|05 Co ([0, 00); PM*(R™)) | := supt” [o(t); PM*(R")]| (1.3.4)

Definitionl.3.3
Poura>0,b>0 et 0 >0 on définit:

YA(R™) == C,([0, 00), PM“(R™)) N C, ([0, 00), PM"(R™)) (1.3.5)

Ou C,([0,00), PM*®, (R™)) désigne I’espace des distributions de PM*®, a valeurs réelles
ou complexes , faiblement continues par rapport au temp t .

Pour2<b<3 et 0 =2%—1 nous écrivons Y*(R") = Y*(R") .

Plus présisément:
Y (R") = Cy([0,00), PM?, (R")) (1.3.6)

Remarque 1.3.1 Soit f € S'(R") N L}

loc

(R™);On note f\(z) = f (Az),alors

A =2T"F(A9

Pour tout A > 0, on a la propriété suivante :

Hf()")”PM“ = A" HfHPM“

p
a—1

En particulier, la norme dans 1’espace PM* dans le cas a = n —

||f()“)||PMa = Aiﬁ ||f||PMa
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Chapitre 2

Existence et unicité pour le probléme

de Cauchy

2.1 Introduction et résultat principal

2.1.1 Position du probléme

(voir [2] , [6] et [9])
On consideére le probléme de Cauchy hyper-dissipatife dans ’espace des pseudo-mesures

YA (RY), avec o = (b—a)/p, a=n—Z5 , max (2, @) <p<b<n

a—1

{ w4 (—A)2u = vu®, teRT, zeR" (2.1.1)

up(z) = u(0,x) reR"

v € R est une constante ;o est un nombre entier ,a>2, p>2et o> 0.

On peut faire le rapprochement avec le probléme cité dans [4].

2.1.2 Reésultat principal

On a le résultat suivant, d’existence, d’unicité et de stabilité pour le systéme (2.1.1)
Proposition 2.1.2
(voir [2])
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Soit X un espace de Banachet B: X x X X ...... — X une forme a-linéaire

(o € N)continue:

(1= —— ua)llx < K i ually oo ltally 5 w1, tiz, ooyt € X

K est une constante positive , £ > 0;a(2¢)* ! < 1, et y € X, avec|jy||, < ¢

L’equation:

admet une solution unique dans X telle que ||ul|y < 2e¢ .De plus la solution u dépend
continiment de y dans le sens suivant : sil|y||y <e, v =y + B(v,v,...v) et

vy < 2e alors :

Ju— | Sm ly —wllx

Preuve:
On pose:
E={uueX, |uly<2¢} (2.1.2)
et
d(u,v) = [[u—vl|

On considére une fonction 7 definie par:

7(u) =y + B(u, u, .....u) (2.1.3)

Comme ||yl <& ona, pour u € E :

Il = ly + Bty t s
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< lyllx + 1B u, v, w.... u)|

<yl +KUu\|X X v X HuH)g

< yllx + K flullx

<e 4+ K(2)"

<e +K(2)"

<e+2(2)* 'Ke

<2

Donc Tu € £

Calculons ||[7u — 7|y :

|7u — 1oy = |ly + B,y ... Ju) —y — B(v,v, )|

= || B(t, Uy e ,u) — B(v, v, )]
Ona alors:
| B(u,u,......... ,u) — B(v, v, e )|y <
| B(u, w — v, u...,;u) || + || B(v,v,u —v,..,u)||x + ... ()

+ [|B(v,v,v,....;u —v,u)||x + || B(v,v,v....,v,u — v)
I’hypothése donne

| B(uy, ug, ....... o) || < K Ju |l [l ooeeenn | uall ¥

| B(u, v —v,u...,u)||y < KUUHX lu = vl |0l 5 oeeeeee ||v||)9
afo;g

[B(u—v,v,...0)l[x < K Jlull lu—vllyllully ... [Jull
ocfo?‘sr

26



On a alors :

(+) & K Juflx [lu = vllx fullx - ull x5 ull lJoll lle =l el A B lu = ol ol ol
-1 —92 —
< Kllu =l el + K fullx lu = ol lJullx™ ol Bl e = ollx lull™ ol

< KJu—vlly (22)*71 + K lu — o]l (26)°7%(2) + K [lu — vl (26)77%(2)* + ..+
K [lu— vl (26)*7*(2e)*

< Kllu— vl x (26)* 7K flu = vl x +K flu = vllx (26)* ot K [Ju— | (26)°(28)7

< @K [lu— o] (22)°

et comme «a(2e)* 1K <1
T est un contraction. D’aprés le theoréme du point fixe I’équation

u=y+ B(u,u,........ u) admet une solution unique

Reste & montrer que la solution dépend continiiment de y. On va montrer plus précise-

ment que:

1
S I vl

|lu =2y <y —wnll +[|Blu,u —v,...u)|y+........ +[|B(u— v, e v,0)||
D’aprés 'hypotheése || B(u1, g, .cve..... Ua)|lx < K |Jurll lJuallx cooeeeeeinenn |wa |
Donc [lu—vllx < lly = yillx +(K flu—vlx [lull§ s I Jlu = wlly flully ol
Ona J|uly <2 et vl < 2e
<|ly—wllx + \[K lu — v (26)*71 4+ (26)*72(28) + cvovevrnnns + (25)0(25)a_1l
a fois

lu=vlly < lly = wllx + K llu—ollx (26)°7]
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lu—vllx = [K [lu—vlly (22)*7'] < lly = nllx
lu = vllx (1= Ka2a)*™") <|ly - nllx

Donc:
U — v
X_l—a(2€)a_1K L

Défnition 2.1.1 ( voir [1], [2], [7] , [8] et [9] )
La solution du probleme (2.1.1) est appelée une solution mild si elle
satisfait ’équation intégrale:
t P
ug(x) + V/ expCA? e (n)dr 0<t< oo (2.1.4)
0

u(t,z) = (=%

(voir Annexe)
Rappelons que :
(&) = [e ™ u(x)dx

]

Par intégration par parties on a :
g—;f]({) = Hile”fg—;dm = zé“]]g;e wly(x)dr = @fjﬁ(f), j=1,...,n
On derive une seconde fois et alors :
Ruff) = Yo 55(6) = 2> €2a(6) = - [€] a(¢)
j=10%; j=1
Par passage a la transformée de Fourier dans le probléeme(2.1.1) :
{ b+ (A u= v (2.1.5)

Posons  S(t) = e lI" S(t) est un semi-groupe
28



Solution de '’équation homogene de (2.1.5) :

{ i+ F(-A)fu)= 0

(&) = u(0,¢€) (2.1.6)

De maniére generale F(D%u) = (i) |§|‘°‘| @ , || ordre de dérivation

(=A)% est d’ordre dérivation p donc : (F(—A)zu) = |€]” u(€)
i = [€)7 u(€) = % = €|

at, &) = C e 'kl
a(t, €) = e"a(0,¢)

a(t, &) = e (0, €) = S()a(0,¢), S(t) = e el
(b) Soit u solution de I’équation compléte (2.1.5) :

Posons

Done  §(r) = (S(t = 7)).i(7) + S(t = 7).i1,(7)

or

’

(S(t—7)) =—[¢".S(t —7)

= g(r) = [€]" .St — 1)+ S(t — 7) {ru — [¢] u(r)}
§(t) = S(t — 1).vu®

t t
En integrant entre 0 et ¢ :et [§(T)dr = v [S(t — T)u®dr
0 0
¢

et {g(T)dT = g(t) — g(0),on obtient (S(0)=1)

(%) < () — S(t)ig = y:fS(t — 7)u’dr

() = S(t)iio + v / S(t — ryaedr

0
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Donc la solution de (2.1.5) est:

t

a(t, &) = e gy + v / e~ NI LA (1, ) dr
0

Dans la suite nous allons appliquer la proposition (2.1.2) a I’équation intégrale (2.1.4)

dans Y%’ qui peut étre écrite sous la forme d’operateur : u = S(t) + B(u, .....u) avec

S(t)=e

—t(a)P/2 .
le semi-groupe de la chaleur et

t p
B(uq, .....tq) = 1// e~ EMER2 0 (Tug(7).o. g (T)dr (2.1.7)
0

2.1.3 Existence et unicité d’une solution "mild" globale en temps

Pour cette partie , on pourra consulter [2] , [3] , [4] et [5] mais aussi [10] , [11] , [12] et [13]
pour des résultats techniques liés aux résultats qui vont suivre.
Lemme 2.2.1 ( voir [2] , [3], [4] et [5] )

—t(A)P/2

Soit wug(z) € PM*(R™) alors S(t) =e € Cy([0, 00), PM*(R™))

Preuve. On démontre dans une premiére étape que S(t) € L>([0, o), PM?*)

et la continuité faible de S(t)uy dans une seconde étape

1) Par définition de la norme de PM*, il vient que:

IS(oll e = supess 61| 5@
£ER™

|S(t)uol ppre = ESERBQSS £]° |€_t|€‘pao(f)|

< supess ' @) =l e Y €€ [0,
E n
Donc S(t)ug € L*([0, c0), PM®)

Prouvons maintenant la continuité faible par rapport a t, et d’apreés les propriétés

des semi-groupes, il suffit de la faire pour ¢ = 0 seulement.
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Soit ¢ € S(R™)

[(S(t)uo(x) — uo(x), ©(x))| =

~

par la formule de Plancherel [ f(z)g(x)dr = [ f(£)g(€)d¢ ,on obtient :
R

Rn

[(S(B)uo(x) = uo(x), p(x))| =

/ (1) 1)iao(€)p(€)de

- / A PN
L werys

L (o€ _
-1/ 1 2 g () p(e)de

pNZ
)" er
o (e(*t\ﬁl”) —-1)
<t uol e x | U pega
t1€1P)e
) T ery
Donc:
o (e(*tlé\p) —1) R
<te fluoll ppra X || X Dl p1 ey (2.1.8)
@)
o (6(*t|£\P) -1) R
< te ||ug 2 X supess |—— | X ||@ w — 0 lorsque t ™\, 0
Il % supes | oz X9
(e(—tIE1) _1)

<Cecar: p<n

(tl¢l?) ?
L <n=p<n(a—-1)
Alors :  max(2, @) <p<nla—1)

Lemme 2.2.2  Soit ug(z) € PM*(R") alors S(.)up € Cy([0, c0), PM*(R™))

onoc=b—alp

Preuve: Par définition de la norme dans I'espace C, ([0, 0o), PM*(R™))

31



il s’en suite que:

|S(t)uo; Co([0, 00), PME(R™))|| = supt” ||S(t)uo; PMP(R™)]|

t >0
= supt®=/? sup ess(\§|b ‘e’t‘glpﬁo(ﬁ)‘)
¢t >0 ¢eRn

= supt"" /P supess(|¢| e 7" €] [ (€)]
t >0 £eRn

< sup (t[¢]°)"Pe " sup ess |€]* [0 (€))
EERW’ EER”

< Jluoll paga sup (2 [€]7)~/Pe 1"
EeRn
< Cuoll pyse

< 0

sup (£ [£]7)e=/Pe=UEl" < C car sup (t|¢))e K" =1 < 1
¢eRn ¢eRn

Alors S(.)ug € C, ([0, o), PMP(R™))
Corollaire 2.2.1 Soit ug(z) € PM*(R") alors S(.)up € Y4*(R")

Lemme 2.2.3 (voir [2] ) et [9] ) La forme multi-linéaire B(uy, ug, .....u, ), définie dans
(2.1.7) est
continue sur Pespace Y?(R™) Il existe une constante K > 0 telle que pour tout

Up, Usg, ... Uy € YO (RT) on ait:

| Blus, s, 00): Y| < K [Jur Co([05 00), PMPRY)||[lur; Cu[0; 00), PM(RY)]| (2.1.9)
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X oor X |[tta; Cuo([0; 00), PM*(R™)||

Preuve.

La forme bilinéaire B est définie par:

'J‘J (ve D (), oY dr = fi (we DD (), o) dr

Par la formule de Plancherel — Parseval:

Ji (v @)y, @(€)) dr — fi (weEIE (i), p(€) ) dr

< +

/0{ <y(e,(t4)|§‘p — e DI 7y, ¢(£)> i

_|_

[ (et ey o) o

t ’
S / <V67(t7t’)(‘5|p71) ei(t 7t)|£‘p<ﬁ/(7_>)a’
0

?
+ </tt e~ (t=") |€!”(a(7))a,¢(€)>d7
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Comme ¢ € S(R™) et u € PM®0on obtient
Jy (w08 — DYy, po(e) ) dr — 0

lorsque ¢ tend vers ¢ .

D’autre part :

<€—(t—f)lfl”(a(7))°‘,¢(§)> < llullpare 0l

L’application du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, montre que
la quantité
t —(t—7 —( -7 -~ a 5 t —(t—71 -~ a 5
Jy (e @I — e i), p(e) ) dr+ [} (ve O (7)), 2(€)) dr
tend vers 0 lorsque ¢ tend vers ¢, d’ou la continuité faible de B (U1, Usg, ... Uy,

dans I'espace Y, %*(R")

Reste & montrer que

En utilisant des propriétés élémentaires de la transformation de Fourier et de la

convolution nous obtenons :

yfg e—(t—T)|§pu1(T,m(T’€)‘ <

On pose
Wi(t) = V/t eI Gy (7, €) % tig(T,€) % ... * U (7, &)dT (2.1.10)
0
|1 (T,&) * Un(T,&) * ... * Uo (7,8)| < [(Ur(7,8) * tn(T,&) * v Ua1(T,8)) * g (T, )|
< /(u1 k Uy ¥ ovenee * Ug_1)(N)Ua(E —n)dn

IN
=
—_
*
<
[\
*
=
Q
S
~—
—
&
~—
£
Q
L
=
|
£
U
&
g
Q2
I
|
=
—
2
3
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A
St~
_\
3
E
g

........... —dw...dn| sup ess |(n — w|” 4y (n — w).....sup ess | (1 — w|* G (€ — 1)
‘ | §eR™ EER™

< / ...... / ..... zdw...dn| ||ur; PM®|| [lug; PM®| ......... lua; PMY|
|(n — w| |W| 1€ — ’
<P |e L e |u1; PMP|| [Jua; PM? ......... |lua; PMY|
< (€17 |Jur; PM|| gy PMO| ......... [t PM| (2.1.11)

(voir Annexe B)

W (t); Coll = fli%tbpa ”W(t);PMbH

< |y|sup supess/|§|p PlgP et el - e dr |w1; PM® || [Jua; PM®|| ... |lua; PM|

En échangement 7 par t7

1
< Ivfsupess [l el e I T T drsup 7 [l PAL [sup s PMosup uai P
£eR™

1/2

< |v|sup supess/t|§|p H1=mlel” 57 dr ||ug; Cyl| ||ug; Cowp || ooeve e lua; Coll + (2.1.12)
t>0 £eRn
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1

+ [v[sup sup688/tIflpe_“l_”g'p(l/2)aﬂbd7||ul; Coll Jug; Cop || +vvveve [ta; Cull
t>0 EeRn o
1

< Cur; Col ||uz; Cup || cveeeeene [ ta; Cull
et

IW(0: Cull = sup [ WD) P

t
< |v|sup supess / 1P e EI Gy (7, €) % g (T, €) % ... % Gig (7, €) | dr
t>0 ¢EeRn 0

|f]p7b (7, &) * Un(T,&) % ... x o (7,&) | dT

t
< |v|sup sup ess/ €] e~ =TIl
t>0 ¢err Jo

t
< [v]sup supess / 61 e Jurs PM||flug; PMC| .. [[ua; PM|
t >0 ¢EeRn 0

a—b

¢
< |V|Sup€88/ |77 eI T dr sup e |ur; PM® || sup [ug; PM?||...sup |lua; PM“|
gern Jo t >0 t >0 t >0

En effectuant le changement de variable s =7 — ¢

t - —a a—
< || supess / (s[€]")7 e s 5 2 (1 — )7 ds urs Gl lluz; o || oo [t Gl
EeRn 0
(2.1.13)
1
< c/s”p“lu — 8) 7 ds urs Cyll |Juz; Cop || e [tta; Coll
0
< Clur; Coll |ug; Culf -ovevee | tua; Cull

36



Combinant (2.1.12) et (2.1.13) on obtient (2.1.9)

De la proposition 2.1.2 du Corollaire 2.2.1 et du Lemme 2.2.3, le résultat suivant

sur l'existence et I'unicité de solution globale en temps du systéme (2.1.1)

Théoréme 2.2.1 Supposons que ug(x) € PM*(R*) et |ug; PM|| <e, €>0
suffisamment petit. Alors le probléme de Cauchy (2.1.1) a une seule solution globlale

en temps u € Y% °(R"), de plus:

|ult, z); Y| <2 (2.1.14)

2.1.4 Comportement asymptotique des solutions:

Une fois acquise I'existence et 'unicité d’une solution globale en temps, on peut
s’intéresser & son comportement asymptotique lorsque t tend vers l'infini.

On a le résultat suivant sur la stabilité asymptotique des solutions du systéme (2.1.1) :

Théoréme 2.3.1: ( [2] et [9] ) Supposons u et v solutions de (2.1.1) correspondant aux
données initiales ug(z),vo(x) € PM*(R™),respectivement. Supposons I’hypothése du

théoréme (2.2.1) réaliseé. Alors:

lim ||u(t, .)—ov(t, .);PM°| =0 (2.1.15)

t—o0
)

lim [|S(t)(ug — vo); PM|| = 0 (2.1.16)

t—oo

Preuve: Supposons que

lim || S(t)(uo — vo); PM|| = 0

t—o00
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Nous allons montrer que :

lim ||lu(t, .)—wv(t, .);PM®%| =0

t—o0

Remarquons d’abord que d’aprés le théoréme (2.2.1) , ona

sup ||lu(t,z); PM?|| <2,  sup||v(t,z); PM?|| < 2¢ (2.1.17)
t >0 t >0

La différence entre u(t) et v(t) donne

B(u,u—v,....u) =v fg e*(t*T)(*A)gu(T)(u —0)(T) e w(r)u(r)dr
B(v,v,u —v.....u) = Vf(f e~ EER 2y (o (1) (u — v)(T)...... u(T)dr

||B(U>U’7 7“) - B(U,U, "'U)HPM‘l <

| B(u, v —v,..u)|| pppe + | Bv,v,u —v..w)|| pppa + - | B — v, ...0,0) || ppsa

On a
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>
/\
m
~—
=
~—~
a
S~—
QU
)

| B(u—v,..c..... .0, 0) || page zgsupess|§| Vf e " (4 — ) (7,€)

| B(u, u, ...,u) — B(v,v,..0)|| ppra <

[1B(u,w = v, ..0)[| ppra + | B(u, v, u = v.w) | ppgo + -+ (| B(u = 0, .0, 0) | pppe

< supess |€|" v / T (7, ) (0 0) (7 )i, )
0

EeRn

—

+ supess |§|a1// e~ (=T (7, 8)0(7, &) (u —v)(7,§)..a(T,&)dT + ...
0

¢ERn

+ Supess\ﬁ]al//t e’(t’Tmp(u/—?)(T,5)@(7,5)--~@(7’af)d7
0

¢ERn

Alors:
|lu(t) —v(®)| pasa < I1S(#) (o — vo)|l pasa + | B(u,u, ....... u) — B(v, v, ....... V)|l pasa

t —_—
< ||S(t)(uo — vo)|| ppsat supess |§|ay/ —(t=nIEl" w(r,&)(u—v)(1,€)...a(r,&)dr
EER™ 0

—

+ supess|él*v / I o7, )0, €)@ = 0) (7, )T, )+

geR

t —_—
+ supess €] v / = () (7, £)o(r) .07 E)dr
EER™ 0

[u(t) = o)l pare < [15E) (10 = Vo)l ppre + G (2.1.18)
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ol G est donneé par :

G = supess|¢|"v [ eI a(r, &) (u— (7, ). i(r, E)dT+

EeRn
—_—

supess 1€]* Vf eI G(7, )o(T)(u — v)(7,€)..a(T)dT+.... +supess \£|al/f0t e_(t_T)|5‘p(u/—\v)(T,§)@(
§eR §eR™

de Pestimation de convolution (2.1.11), s’ensuit que:

t
G < supess|§|“V/ e IR [(w = v); PMO| [Ju; PMO| ... lu; PM®| dr
EeR™ 0
(2.1.19)

t
—i—supess\f]ay/ e~ DR 1P oy PMY|||(u — v); PM| ... |lu; PM®|| dr+.....
0

£eRm

t
+supess [¢|" v / e~ e oy PME| Jo; PMO|| ... || (w — v); PM"|| dr

£eRM 0

¢
G < supess|§|p_b+ay/ —(t=7)Igl” |(u —v); PM®|| H H Aoy PM®|| dr+
0

¢eRn

+|Jo; PMP||[[(uw—v); PM? ... lu; PM®||dr + ||v; PM||.... ||lv; PM*| dr]

t
G< supess|£\p_b+“u/ e~ (t=7IEl” |(uw—v); PM®||[r ﬂbThT H Ny PM®|| dr+
EER™ 0
75 oy PMY| | (u = v); PM| ... |lu; PM®| dr+77 77 | ... lv; PM?| dr]

¢
G < supess |§|’°b+al// e (=l llu(r) —v(T); PM?|| [T% llv; Coll ... ||v; PM®|| dr+
0

geRn
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a=b a=b
+7 7 ||v; Co|lllu(r) —v(r); PM||.... |u; PM®||dr+7 7% |v; C,ll.... ||v; PM®| dr]
D’apres le theoréme( 2.2.1) :

¢
G < supess ]{\pbmy/ el |u(T) —v(r); PM®||[(26)* 1 +(26)* ' +...+(2)* ]dr
£ERn 0

t

G < a2e)* 'wsupess [¢] 0 /e(tT”f'pTa;b |lu(T) —v(r); PM®|| dr
£eRn
0

t
b—a—p

< a(26)° v sup ess/e—@—ﬂlf"((t S EPY T =) T Ju(r) — u(r); PMC| dr
geRn

(2.1.20)

En échangement 7 par ¢7 :

t

< a(2€)o‘_11/ sup ess/e_t(l_T)ﬂp(t(l—T) |§|p)p_z+a (t(l—T)b_Z_p)T%b |u(r) —v(r); PM®|| dr
£ER

1
< 04(25)‘“_10/(1 — T)FTa_lT%b llu(tT) — v(tT); PM*|| dr
0

Car sup (¢(1 —7) \§|p)piz+a e t-NIE” <
¢eRn
vVt >0:

Posons maintenant:

A= lim |Ju(t) —v(t); PM?|| & . lim  sup ||u(t) —v(t); PM°|

t—o00 €N, k—oo¢>p

Nous voulons prouver que A = 0

Ona:
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b—a_l _ a

—a 1 — a—
sup [(1=7) 7 777" |ultr) — v(tr); PMe||dr < [(1—7)"2""'7"F sup |ju(tr) — v(tr); PM?| dr
0 t>k

'application du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, donne:

1 B 1 —a ae
f(l—T)T_lTTb |u(tT) — v(tr); PM*||dr < f(l—T)bT_lTTb limsup ||u(tT) — v(tT); PM®| dt
0 0

t>k

a—b

1
< A /(1—7’)1)?_179
0

Finalement, en passant a la limite:

tlim sup ||u(t) — v(t)|| ppse <
—00

b—a

¢ _
lim 1S (1) (ug — UO)HPMa—l—Oz(Qs)O‘_lCtlim sup [(1-7) 7 'r v |u(tT) — v(tr); PM®|| dr
—00 —00 0

A< a(20)*'CKA

et puisque ¢ est suffisamment petit:

A= tlim sup ||u(t) —v(t); PM®|| =0

et donc :

A = lim |Ju(t) —v(t); PM*|| =0

t—o00

Nous prouvons (2.1.16)

Supposons maintenant que:

lim ||lu(t, .)—wv(t, .);PM®%| =0

t—o0

Montrons que :
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lim [|S(t)(up — vo); PM®|| =0

t—o00
Preuve. En calculant u(t) — v(t); on trouve

u(t) —v(t) = S(t)(uo — vo) + [B(u, u, ....... u) — B(v, v, ....... v) |

d’ou
S(t)(ug — vo) = u(t) —v(t) — [B(u, u, ....... u) — B(v, v, ....... v) |

En prenant la norme dans PM*“ , on obtient :

15(t) (w0 — w0 page < lat) = 0| page + |1 Blat o) = Blv,,

Le meme argument qu’en (2.1.18) donne :

[l8(t)(uo — vo(x); PM*|| < [[lu(t) = v(®)l ppsell + G

Ou G est le méme que dans (2.1.18) puisque:

lim ||u(t) —v(t); PM*|| =0

t—o00

et , par hypothése

sup [|u(t); PM*|| < oo, sup [|v(t); PM*®|| < o0
t >0 t >0

(2.1.21)

Il résulte de (2.1.19) et (2.1.21) et prenant la limite lorsque ¢ — oo , on obtient :

lim ||S(¢)(up — vo); PM®|| =0 .

t—o00
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Chapitre 3

Solution auto-similaire des équations

aux dériveés partielles

3.1 Solution pseudo-mesure auto-similaire
Pour cette partie on peut consulter [1] , [2] , [3] et [9] )

Définition On dira que u(x;t) est une solution auto-similaire des équations

hyper-dissipative si, pour tout A > 0

u(t,z) = A" u(Nt, M)

Ainsi, si u est une solution auto-similaire du systéme hyper-dissipatif, alors pour tout
A >0

up(Az) = A_Q%IUO(I)

ot : up(Az) = u(0, \x)

Nous donnons ici deux exemples déquations admettant des solutions auto-similaires :
Solution auto-similaire des equations aux dériveés partielles:

Pour les équations aux dériveés partielles lineaires, il existe differéntes techniques pour
réduire I'equation aux dérivées partielles & des équation differentielles ordinaires

(ou au moins une EDP dans un plus petit nombre de variables independantes).
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Ces techniques sont beaucoup moins fréquentes dans le traitment des équations aux
dériveés partielles non lineaires.

Cependant il existe des méthodes pour déterminer les solutions dépendantes uniquement
d’un certain ensemble de variables plutot que de s’appuyer sur toutes les variables
independantes.

Nous allons expliquer, dans ce qui suit, cette technique.

Considérons I’équation de la chaleur:

O(x,t) — NOgpu(z,t) =0 (3.1.1)

et introduisons la transformation:(dilation)

z=c" s =e"  ,v(z,8) =cu(e "z, e"s) (3.1.2)

Alors:

duu(x,t) = e 9(z, 5).5 (t) = e (2, 5).e = " Ou(z, s)

/

Opatt(z,1) = € 0,.10(2,8).2 (1).e" = e 20,1z, 5)

En remplagant dans (3.2.1) :

0,(2,8) — Ae7270,,v(z,5) = 0

Si:b—c=2a—c(cest adire :b = 2a),alors

I'équation (3.1.1) est invariante par cette transformation . Si u(x,t) est
solution ’équation de la chaleur dans les variable(x,t), alors

v(z,s) donnée par (3.1.2), est une solution de 1’équation de la chaleur dans les
variables z, s.

Notons que:

vs b = (e%u) (6bt)_c/b =t~/
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et

Z er x

galb (eht)eld — ta/b

Ceci suggere de chercher une solution de (3.1.1) sous la forme:

. x
u=t""(&)  pour £:ta/b = b=2a

<

C’est a dire
atu _ itcﬂafly

— Q_C(ltc/2a71y

(&) + 172y1()DiE
(&) + t72y0(6) (—3 %)
= 12 (y(€) — $y/(6))

et
Or = 1724/ (€)D,€ = 120112/ (€)
amu — tc/2a_1/2y”(f)0xf — tc/2a—1y//(€)

c/2a— " _ i § _
R I () = 5oy + ()] =0

(3.1.3)

(3.1.4)

I’equations aux direvées partielles a été réduite & une équation differentielle ordinaire

(3.1.1) qui est satisfaite pour : > 0;¢ > 0 . Si de plus :

u(z,0)=0 ;2>0
u(z,t) — 0, — oo
Ou(z,t) =Q,t >0

Puisque y(&) = t2%u(x,t) et €= 7> il s’ensuit que :

§E—0si x—o00,0u t—0
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et
E=0 st x=o0
Maintenant

ne peut étre egale a la constante () que si ¢ = a.

Le probléme aux limites pour u(x,t) est reduit au probléme suivant en y(&) :

M'(E) ~ 5u(€) + SY(O) = 0.5/(0) =@, y(§) — 0 lorsque & — 0 (3.1

Si u(0,z) = ug alors u(0,t) = t*/2y(0) qui est constante si et seulement si ¢ = 0.

Le probleme aux limite initial pour u(zx,t) devient

M)+ 29'(€) =0, y(0) = ug y(&) — 0 lorsque & — o0 (3.1.6)

On obtient apres intégration: :

Y (€) = cre €D (3.1.7)
et
y(€) =a fOE e NP AN + ¢y
y(§) = czerf <\/%—D> +co  avec erf(z)= \/%7 N e~ dn
On a
y(0) = Co
y(OO) = 03 + 02

Donc
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V4D
w(z,t) = ug — ug erf (\/Zﬁ) (€= %)

— up(1 — exf (\/ZT)) = uoerf < ZDt)

La solution de ’équation (3.1.5) est donnée par:

y(€) = C1é + G, {z@efw T réerf (E)]

De plus

G(E) =Cy+ Cy [w erf (%)]

Les conditions auxiliaires sont satisfaites et

) =g+ 2 [2vabe ¥ b gt (1))

B L B 2 _¢2/4D
—Qferfc(\/@> 20Q) 7Te

Bien entendu, ce probléme peut étre est résolu par des méthodes intégrales directes.

Considerons maintenant ’exemple suivant :

Owu(z,t) — Oy [udu(z,t)] = 0, reRt>0,
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et

/u(a:,t)d:c =1, for t>0 (3.1.8)
R
La transformation (3.1.2) donne:
90 — 52“822(%5_2%2) =0
L’équation est invariante par cette transformation si b — ¢ = 2(a — ¢), c’est a dire

c=2a—0b

Alors si nous posons:

La condition (3.1.8) devient:
Jp u(z, t)de = 2@/~ [y (ta%) t/bdg = 3071 [ y(€)dE =1

Cette condition est réalisée pout tout t > 0 si 3a/b=1, c’est a dire 3a =10 et

w(z,t)de =t 3y(¢), &= %

On a alors :

Dhu = =573y + J7 Y ()D€ = =37 [y(€) + €y/(9)]
Ous(3) = i (367/%9%) (0,6)* = §17(2yy(€) + 24 )%/

et
—5t () + &y ()] — 5t 2yy"(©) + 2y) = 0

C’est a dire

yy" (&) +y' + 5 &) + &Y (§)] =0
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ou

3(w(&)y' (&) + (€y(€)) =0

Alors

3y(£)y' (&) + Ey(&) = Co

Si nous voulons que la solution soit une fonction paire de £,nous imposons les conditions:

y'(0) =0 alors Cyp =0, 3y(§)+ & =0, alors y(§) = —%52 + C

Cette solution peut se mettre sous la forme :

L’équation de Burger: (voir par exemple [14] )

Nous allons examiner l'effet de la transformation (3.1.2) de I’équation de Burger

Owu(z,t) + u(z, t)0yu(z, t)) = 0.

Sous la transformation(3.1.2), cela devient
' 0,0(2, 8) + e *v(2,8)0.v(2,8) = 0

L’équation est invariante si ¢ = a — b,alors nous cherchons une solution de la forme

(3.1.3)

_ 4a/b—1 . T
U’*t y(f)? gi ta/b

Ou , en posant a/b— 1 = m ( m considéré comme parameétre)
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Alors

pu = mt™Ly(€) + 17y (€) (—(m + 1) 75)
=" my (&) — (m + 1)y (€)]

O = ™y (E) (7™ 1)
et O+ udyu = t" 1 [my(§) — (m 4+ 1)y (§) +y(§)y'(€)] =0

Pour m =0 on a

(€' (§) —&y'(§) =0, ol y(§) =¢

u(z,t) = %

Un dernier exemple plus intéressant est fourni par I’équation K DV
Owu + 6ud,u + Oprptt = 0
Qui est transformée par (3.1.2) on a
e"90 + 6ea — 66 v u + £37D,,v = 0
Pour invariance, doit avoir:

b—c=a—2c=3a-—c,

ou

c=a—0>b, 3a=0b;

Cest a dire

51



a = g et c= —%b, b =est un parameétre libre.

La recherche dune solution de la forme

w= @O €= g

Conduit a:

Opu + 6udyu + Opzzte = —(3t)°/ [2y(€) + €/ (€) — 6y()y'(€) — y™"(€)] = 0
Clest a dire  y"(£) + [6y(€) +&] ¥/ (§) — 2y(€) = 0.

On obtient encore une fois une équation différentielle au lieu d’'une EDP plus complexe.

Théoréme 3.1.1 : Supposons que u(z) € PMYR™), ug(Ax) = A"°T ug(z) et
||ug; PM®|| < ¢, ¢ suffisamment petit. Alors il existe une solution globale en temps

vérifiant:

|u(t,z); Y0 < 2eet ut,z) = Aa (NPt A\x) pour z € R™ £ >0 et A > 0

Preuve:

Soit u une solution de 1’équation hyper-dissipative :

Pu=u;+ (—A)

_pP
Alors : uy(t,x) = A" u(\t, \z) est aussi une solution.

_po
En effet : (a)% = A" u(\t, \x)

_P_
() (=) 51y = AT N ((—A)E (u(\7F, A))
car (—A)2est un opérateur différentiel d’ordre p. On a alors :

Puy = X" Pu(M\t, \x)

po po

Or: Pu(MtAx) =\ v((Wt, ) = v A" g

Ceci donne : Puy = v.u§
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Remarque:ll est facile de vérifier que:

ff;)%, |ac|7ﬁ sont dans PM“(R") et PM*(R") est homogeéne de degrée ——+,ou

||
P(z) est un polynome harmonique

homogéne de degrée k , k est un nombre entier.

3.2 Conclusion

Nous avons étudié le probléme (2.1.1). Il admet une solution unique dans un espace pseudo-
mesure convenable.
Posons: P = u; + (—A)%u.Le probléme Pu = |u| .u® est encore ouvert.

On peut aussi se poser la question lorsque |u|.u® est remplacé par v, m € N.
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Annexe (A)

Soit le probleme de Cauchy :

ur + Au = f(t)
(*’{ u(0) = o

ou A est le genérateur d'un Cy semi groupe .
(ici S = semi groupe ,S(t) = e~ on verifie que (S(t)); spest bien un Cy semi groupe)

Resolution de (*) : (a) 'equation sans second membre :

.

(k%) = u(t) = e Mg = S(t).ug ,S(t) = e~
(b) Soit u solution de (x)

Posons ¢(1) = S(t — 7).u(7)

= 4(1) = (S(t — 7))u(r) + S(t — 7).4(7)

’

or:(S(t—7))=—-AS({t—-71)

= g(1)=—-ASt—7)+ St —71){-Au(r) + f(7)}
g(r) =St —71)f(7)

t
En integrant entre 0 et ¢ : [¢(7)ds = [S(t —7)f(7)dr
0 0

et [¢(T)dr = g(t) — g(0),0n obtient (S(0) =1 )

¢
u(t) — S(t)ug = [S(t —7)f(r)dr

0
Appliquons ceci au probléme (2.1.1) : A = (=A)?2 et f(s) = vu®

t
u(t) = e 1Ay er_(t_T)(_A)p/Qua(T)dT
0
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Annexe (B)

1.Calcul de |¢] 7% % |¢| 2
La fonction f(z) = |z| > ¢ L*(R?) mais f € L} (R?).
En écrivant : f = 9qgF + (1 —9§5)f € L' + L? ,{p étant 'indicatrice de la boule unité

le calcul suivant est justifié.

Calculons la transformée de Fourier de f dans R3 :

(ff)(§)—A3exp(—¢x§)f(m)dx_/ M

ro ol

En faisant un changement de variables en coordonnées polaires ,x = (1, T2, 73) € R3
x1 = rsinf cos
se transforme en (7,0, p) par To_rsinfsing avec dv = r?sinOdrdfdy

r3_1cosl
d’ou :

00 27

(Ff)&) :/%/ /exp —ir |€| cos 0)r? sin 0df 3 dpdr

o
o

™

sm( |§|) _An y sin(y) 272
do = 22
|£| Ul Ty T

Mais on sait que
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FFf=2n°)f(x) avec f(z) = f(~),

et comme [ est paire, il s’ensuit que FF f = (273) f(z).En utilisant la propriéteé

F(f=f)=FfFf
On obtient donc :

1 1 272 272 47t
-7:( 5 * 2) =

|

€ 1El g

]

En passant a la transformée de Fourier, on aura

1 1 1
FF(—p* =) =47°F(—3)
=" [z €l
ceci nous conduit & I’égalité suivante :
1 1 272
(2m)?—5 % —5 = 4nt—
e Jaf? |z

et finalement,

2.Remarque :

Soient x € R" et T' € D'(R") .Posons :

(a) orf(z) = f(Ax) , A >0.

(0) (02T, p) = A" <T, 0%90>

Rappelons que T est une distribution homogeéne de degré m € C si :
o T = \"T

Il s’en suit que si T" est homogeéne de degré m :

(o T, p) =A7" <T, 0%90> = (AN"T, o) & (T,p) =X"""" <T, cr%g0> .

On aalors : ( si T = FT)

<aﬁ, 90> - <f 0%90> . <T, @> — AT (T, A0 )
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—(1.033) =\ (1T, 3) = A" (1,3) = A" (T, ).
Ce qui signifie que si T" est homogeéne de degré m alors T est homogéne de degré —m —n.

D’autre part on sait (facile) que si T est radiale alor sil en est de méme de T.

. : C .
Sachant ceci , on sait alors que : F(—5) = — (C constante & préciser)

€2 1€l
1

et plus généralement quesi0 <a<n : F (W) = K’%
1
On peut alors s’inspirer de 1. pour calculer des expressions du type F (W * W)
x x
1 1
et plus généralement du type F (W * W)
x x
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