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0.1 Introduction

Dans ce mémoire, nous étudions le problème de Cauchy pour une équation parabolique

hyper-dissipative dans des espaces de pseudo-mesures.On suivra essentillement [2] et [9].

Nous considérons l�espace des pseudo-mesures appropriés pour étudier l�équation parabolique

non linéare qui peut admettre des solutions singulières.

Le problème considéré est de la forme :

�
ut + (��)

�
2u = �u�; t 2 R+; x 2 Rn

u0(x) = u(0; x) x 2 Rn

� 2 R est une constante ;� est un nombre entier , � � 2 et � � 2:
Ce mémoire se divise en trois chapitres.

Dans un premier chapitre, nous nous attachons à faire quelques rappels sur le cadre

fonctionnel utilisé dans la suite de ce travail.

Le chapitre 2 est consacré à l�étude de l�existence, de l�unicité et de la stabilité des

solutions mild globales en temps ainsi qu�au comportement asymptotique des solutions.

Le résultat d�existence de solutions mild est énoncé dans le théorème 2.2.1 .

Plus précisément,nous chercherons une solution des équations paraboliques

hyper-dissipatives sous la forme:

u = S(t)u0 +B(u; u; ::::u)(t)

où u0(x) est la condition initiale, S(t) = e
�t(�)�=2

est le semi-groupe de la chaleur,

où

B(u1; :::::u�)(t) = �

Z t

0

e�(t��)(��)
�
2 u1(�)u2(�):::::u�(�)d�

Cette solution est appelée solution mild:

Nous montrerons la continuité de l�opérateur bilinéaireB(u; u; :::u) dans l�espace Y a;b
� (R+); i; e

B(u1; :::::u�) �
K
u1;C�([0; 1); PM b(Rn)

 ku1;Cw([0; 1); PMa(Rn)k�:::�ku�;Cw([0; 1); PMa(Rn)k

où
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ku;PMa(Rn) k : = sup ess
�2Rn

j�ja jû(�)ju;C�([0; 1); PM b(Rn)
 = sup

t >0
t�
u(t); PM b(Rn)


Nous étudions dans le chapitre 2 le comportement asymptotique des solutions de

l�équation parabolique hyper-dissipative.

On observera, dans le chapitre 3;que les espaces PMa sont munis d�une norme

invariante par les dilatations normalisées u(x) ! �
�

��1u(�x),� > 0 .Cette propriété

permet d�entrevoir l�existence de solutions auto-similaires pour les équations

hyper-dissipatives,c�est-à-dire des solutions u(t; x) telles que u(t; x) = �
�

��1u(��t; �x),

pour tout � > 0:
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Chapitre 1

Rappels de quelques résultats

fondamentaux

1.1 Quelques outils d�analyse fonctionnelle

1.1.1 Dé�nition et propriétés élémentaires des espaces Lp

(voir [14] ):

Dé�nition 1:1:1. � Soit p 2 R avec 1 6 p <1 et 
 un ouvert de Rn ; on pose

Lp(
) =

8<:f : 
 �! R ou (C); f mesurable et
Z



jf(x)jp dx <1

9=; (1.1.1)

On note :

kfk
Lp(
)

=

�Z



jf(x)jp dx
�1=p

(1.1.2)

Dé�nition 1:1:2 Si p =1 , on note L1(
) l�espase des fonctions mesurables

essentiellement bornées sur 
 :

L1(
) = ff : 
 �! R; f mesurable et il existe une constante C telle que jf(x)j 6 C p:p: sur 
g :
On note:

kfk
Lp(
)

= inf fc > 0; jf(x)j 6 c p:p: sur 
g = sup ess



jf j : (1.1.3)
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Remarque 1:1:1 :si f 2 L1 ona :

jf(x)j � kfkL1 p.p sur 


En e¤et il existe une suite Cn telle que Cn ! kfkL1grâce à la dé�nition de la borne
inf�erieure :

Soit E est un ensemble de R:et A � E :

a 2 A est un minorant de A : 8 x 2 A; a � x:

� = infA, � minorant de A et 8� ;9c 2 A : c � �+ �

Rappelons que:

kfk1 = inf fc= jf j 6 c presque partoutg

De cette dé�nition on tire deux choses:

1=� fjf j > 0g (mesure de l0ensemble jf j > c) = 0

2=Par dé�nition de I 0Inf (caractérisation de l0Inf ) :

8" > 0;9 c0 2 fc= jf j 6 c presque partoutg tq: c0 � kfk1 + "

donc:

c0 � " � kfk1 ) jf j � c0 � "+ kfk1

Il s�en suit que :8n > 0 ; jf j � kfk1 + 1
n
( 1
n
joue le role de ")

On pose alors: Fn =
�
f = jf j � kfk1 + 1

n

	
Grace à 1= : �({FnE ) = 0 et l�on remarque:
fjf j > kfk1g = [n ({

Fn
E ) = {E(

n
\Fn); la sous additivité de � donne alors:

� fjf j > kfk1g �
X
n

�({FnE ) = 0

Ce resultat dit simplement : jf j � kfk1 p:p:

Théorème 1:1:1 (Inégalité de Hölder). � Soient f 2 Lp et g 2 Lq avec 1
p
+ 1

q
= 1:

Alors f:g 2 L1 et

Z
jfgj 6 kfk

Lp(
)
kgk

Lp(
)
(1.1.4)

Preuve. La conclusion est évidente si p = 1 et si p =1: Supposons
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donc 1 < p <1: Rappelons l�inégalité de Young.

ab 6 1

p
ap +

1

q
bq 8a > 0; 8b > 0: (1.1.5)

la demonstration de l�inégalité est évidente : la fonction ln étant concave sur ]0;1[
Ona

ln(1
p
ap + 1

q
bq) > 1

p
ln ap + 1

q
ln bq = ln ab:

Donc

jf(x)j jg(x)j 6 1
p
jf(x)jp + 1

q
jg(x)jq p:p:x 2 
:

Il en résulte que fg 2 L1 et que

Z
jfgj 6 1

p
kfkp

Lp(
)
+
1

q
kgkq

Lp(
)
(1.1.6)

Remplaçant f par �f (� > 0) il vient

Z
jfgj 6 �p�1

p
kfkp

Lp(
)
+
1

�q
kgkq

Lp(
)
: (1.1.7)

On choisit � = kfk�1Lp : kgk
q=p
Lq (de manière à minimiser le membre de droite dans(1.1.7)

On obtient alors (1.1.3)

Remarque1:1:2 :La concavité de la fonction logarithme népérien permet d�écrire, pour

tous réels strictement positifs a et b;

ln ab = 1
p
ln ap + 1

q
ln bq � ln(1

p
ap + 1

q
bq)

ab � 1
p
ap + 1

q
bq

Remarque1:1:3 Il convient de retenir une conséquence trés utile de l�inégalité de Hölder:

Soient f1; f2; ::; fk des fonctions telles que fi 2 Lpi(
); 1 6 i 6 k avec
1
p
= 1

p1
+ 1

p2
+ ::+ 1

pk
6 1:

Alors le produit f = f1f2:::fk appartient à Lp(
) et
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kfkp 6 kf1kp1 ::: kfkkpk (1.1.8)

: En particulier si f 2 Lp(
) \ Lq(
) avec 1 6 p 6 q 61; alors f 2 Lr(
) pour
tout p 6 r 6 q et l�on a I�inégalité d�interpolation

kfkLr 6 kfk
�
Lp kfk

1��
Lq o�u

1

r
=
�

p
+
1� �

q
(0 6 � 6 1); (1.1.9)

En e¤et: 1
r
= �

p
+ 1��

q

1 = �r
p
+ r(1��)

q

1 = 1
�r

p|{z}
rô le de p

+ 1

r(1� �)

q| {z }
rô le de q

On utilise alors: (1.1.4)

Théorème 1:1:2 Lp est un espace vectoriel et kkLp est un norme pout tout 1 � p � 1 :

Preuve les cas p = 1 et p =1 sont évidents (utiliser la remarque 1.1.1 ).

Supposons que 1 < p <1 et soient f; g 2 Lp; par recurrence ona

jf(x) + g(x)jp � (jf(x)j+ jg(x)j)p � 2p(jf(x)jp + jg(x)jp) (1.1.10)

Par conséquent f + g 2 Lp:D�autre part ona

kf + gkp
Lp(
)

=

Z
jf + gjp�1 jf + gj �

Z
jf + gjp�1 jf j+

Z
jf + gjp�1 jgj (1.1.11)

Or jf + gjp�1 2 Lq avec 1
p
+ 1

q
= 1 et grâce á l�ntégalité de Hölder on obtient

En e¤et jf + gjp�1 2 Lq )
�
jf + gjp�1

�q
<1

1
p
+ 1

q
= 1, 1 + p

q
= p, p+ q = pq

, p = pq � q = q(p� 1)
jf + gj(p�1)q = jf + gjp

Donc

kf + gkpLp � kf + gkp�1Lp kfkLp + kf + gkp�1Lp kgkLp (1.1.12)
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i.e

kf + gkpLp � kfkLp(
) + kgkLp(
) (1.1.13)

C�est I�inégalité de Minkowski:

Soient 
 � Rn ouvert, f ; g :
! R mesurable ,et p 2 [1;1[; alors

�Z



jf(x) + g(x)jp dx
�1=p

�
�Z




jf(x)jp dx
�1=p

+

�Z



jg(x)jp dx
�1=p

Convolution et régularisation :

Théorème 1:1:3 Soient f 2 L1(RN) et g 2 Lp(Rn) avec 1 6 p 61:

Alors, pour presque tout x 2 RN , la fonction y 7! f(x� y)g(y) est intégrable sur RN :

On pose:

(f � g)(x) =
Z
RN

f(x� y)g(y)dy: (1.1.14)

Alors f � g 2 Lp(RN) ; f � g = g � f et :

kf � gk
Lp(
)

6 kfkL1 kgkLp(
)b : (1.1.15)

Théorème de la convergence dominée de Lebesgue: Soit (fn)n2N une suite de

fonctions mesurables sur un espace mesur�e (E;A; �) , à valeurs réelles ou complexes,
telle que :

� la suite de fonctions (f(n))n2N converge simplement sur E vers une fonction f ;

� il existe une fonction intégrable g telle que :

8n 2 N;8x 2 E : jf(x)j � g(x)

Alors f est intégrable et

lim
n!1

Z
E

jfn � f j d�! 0

8



En particulier :

lim
n!1

Z
E

fnd� =

Z
E

lim
n!1

fnd� =

Z
E

fd�

1.1.2 Distributions:

( voir [14] )

� Pour tout �; � 2 Nm, on pose

j�j = �1 + ::::::::�m ; �! = �1!:::::::::::::�n!

� Si � � � (c�est à dire �j � �j pour j = 1; :::::::;m); on note :

�
�

�

�
=

�!

(�� �)!�!

� Pour x = (x1:::::::::xm ) 2 Rm , on note :

x� = x�11 ::::::::::::::::x
�m
m ,@j ou @xj =

@
@xj

, @� =@�11 ::::::::::@
�m
m

Quelques formules classiques:

Formules du binôme et de Leibnitz :pour x; y 2 Rn et f , g de classe Cj�j sur Rn

(x+ y)� =
X
���

�
�

�

�
x���y� ; @�(fg) =

X
���

�
�

�

�
@���f@�y

Formules de Taylor:pour f 2 Cm+1(
) et a 2 Rn; b 2 Rn ,segment [a , b] de Rn

f(b) =
X
j�j�m

@�f(a)

�!
(b� a)� +Rm; avec reste intégral

Rm =
P

j�j=m+1

(b�a)�
�!

1R
0

(1� t)m@�f(a+ t(b� a))dt

Formules de Parseval-Plancherel:

Soient f et g deux fonctions de L2(Rn):alors:

Z
Rn

f(x)g(x)dx =

Z
Rn

f̂(�)ĝ(�)d�

9



Fonctions de classe C1 à support compact:

Dé�nition 1:3:1 Soit � une fonction continue à valeurs complexes dé�nie sur Rn .

Le support de la fonction � est noté supp(�);est l�adhérence des x 2 Rn

supp(�) = fx 2 Rn n �(x) 6= 0g

L�espace des fonctions de classe C1 à support compact.L�espace de ces fonctions est noté
C10 (Rn)
Exemple 1:

	(x) =

8><>: exp

�
�1

(1� x2

�
pour jxj � 1=a;

0 pour jxj < 1=a;

Espace des fonctions test:

Soit 
 un ouvert non vide de Rn. L�espace des fonctions tests D(
) est l�ensemble des
fonctions de 
 dans Rn, indé�niment dérivables et à support compact muni de la topolo-

gie que l�on dé�nira plus loin.

Exemple 2 8<: 0 pour x =2 [a; b]
exp( 1

(x�a)(x�b)) pour x 2]a; b[

est une fonction de D de support [a; b]

Topologie de D

Dé�nition 1:3:3: une suite ('n)n >0 de fonctions de D converge vers une fonction '

lorsque n tend vers l�in�ni si:

1) il existe un ensemble borné B (independant de n)

de Rn tel que pour tout n > 0; supp('n)� B

2) pour tout entier k � 0, la suite des dériveés ('(k)n )n converge unifomément sur Rn

vers '(k):
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Espace des distributions D0(
)

Une distribution T sur un 
 ouvert de Rn est une forme linéaire sur C1c (
);
continue au sens suivant:

pour tout compact K � 
; il exist C > 0 et CK > 0 et pK 2 N telle que

8� 2 C1c (
); supp � � K ) jhT ; �ij � CK max
j�j�pK

sup
x2K

j@��(x)j

Lorsque pK peut être choisi indépendemment de K, on dit que T est une distribution

d�ordre � p dans 
 :

� Ordre de T =le plus petit entier p � 0 telle que T soit d�ordre � p

� Notation : D0(
) est l�espace vectoriel des disributions sur 


Autrement dit

T 2 D0(
),
�
� 8' 2 D(
); ' 7! hT; 'i est linéaire de D(
) dans R
� Si 'j �! 0 dans D(
) alors



T; 'j

�
! 0 dans R

(1.1.16)

Notation:

Si T est une distribution et ' une fonction test de D(
); on note T (')=< T ,' >

Exemple1:toute fonction f 2 L1loc(
); dé�nit une distribution sur 
 en posant

h Tf ; 'i =
Z



f(x)'(x)dx (1.1.17)

La distribution Tf est d�ordre 0

Exemple2: La masse de Dirac en x0 2 
 ouvert de Rn; dé�nie par

h�x0 ; 'i = '(x0)

Exemple3: distributions positives

De�nition: Une distriution T 2 D0(
) est dite positive (T � 0) si on a

h T ; 'i � 0 pour tout ' 2 C1c (
) telle que: ' � 0 sur 
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La masse de Dirac �x0 est une distribution positive sur Rn

Exemple4:

la fonction x! 1
x
n�appartient pas á L1loc(R):Mais dé�nit la distribution valeur

principal 1
x
noteé vp 1

x
par la formule:



vp 1

x
; '
�
= lim

�!0+

Z
jxj>�

'(x)
x
dx =

+1R
0

'(x)�'(�x)
x

dx

qui est une distribution d�ordre 1 sur R:

Suites convergentes dans D0(
)
Une suite (Tn) de distributions sur 
 converge vers T 2 D0(
) �on écrira

Tn ! T � dans D0(
) si hTn ; 'i ! hT; 'i pour tout' 2 C1c (
)

Dérivation des distributions

Soinet 
 ouvert de Rn et T 2 D0(
);sa dérivée partielle par rapport à la variable xi est,
par dé�nition, la distribution:

h@xiT ; 'i = �hT ,@xi'i ; i = 1; :::::::::::; n

De même, on a pour tout multi-indice �

hD�T; 'i = (�1)j�j hT ,D�T i

La classe de Schwartz S(Rn)

Dé�nition 1:4:1 . (L�espace S(Rn)) � On note S(Rn) l�espace des fonctions de classe

C1 sur Rn à décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées.

Autrement dit, une fonction ' 2 C1(Rn) appartient à S(Rn) si

sup
x2Rn

��x�@�'(x)�� <1 pour tous �; � 2 Nn , lim
jxj!+1

��x�@�'(x)�� = 0;8�; � 2 Nn
12



Evidemment, S(Rn) est un espace vectoriel sur R (ou sur C ).

Exemple 1 (Quelques fonctions de S) D(Rn) � S(Rn):

Toutes les fonctions de la forme:

'(x) = P (x)e�ajxj
2

:

avec a > 0 et P fonction polynôme appartiennent à la classe de Schwartz S(Rn):

En revanche, aucune fraction rationnelle (autre que la fonction nulle) n�appartient à la

classe de Schwartz.

La topologie de l�espace S(Rn) n�est pas dé�nie par une norme, mais par une famille

dénombrable de semi- normes, dé�nies comme suit : pour toute fonction ' 2 S(Rn); on
pose

Np(') =
P

j�j;j�j6p
sup
x2Rn

��x�@�'(x)�� ; p 2 N:

Grâce à la famille de semi- normes Np, on peut dé�nir ce qu�est une suite convergente

dans S(Rn):

Dé�nition 1:4:2. (Suites convergentes dans S(Rn)) � Une suite ('m)m de fonctions

de S(Rn) converge vers une fonction ' 2 S(Rn) dans l�espace S(Rn) si

Np('m � ') �! 0 pour tout p > 0 lorsque m �!1:

Proposition 1:4:1 (Densité de l�espace D(Rn) dans S(Rn)) � D(Rn) est un sous-espace
de S(Rn) partout dense dans S(Rn):

C�est à dire que pour tout �; � 2 Nn; tout " > 0 et pour toute fonction u 2 S(Rn) il
existe une suite f'm; m 2 Ng � D(Rn) telle que:

lim
m!1

( sup
x2Rn

��x�@�('m)� x�@�u
��) = 0:

Corollaire 1:4:1 (Densité de S(Rn) dans Lp(Rn)). � Soit p 2 [1;1[; Toute
fonction de Lp(Rn) est limite au sens de la norme Lp d�une suite de fonctions appartenant

à S(Rn):

.
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Dé�nition 1:4:3 (Transformation de Fourier dans S ) � A toute fonction ' 2 S(Rn),
on associe sa transformation de Fourier F' (ou encore b' ) : Rn ! C

� 7! F'(�) =
Z
Rn

e�i�:x'(x)dx = '̂(�) (1.1.18)

pour tout x; � 2 Rn étant x:� le produit scalaire usuel sur Rn dé�ni par : x:� =
nP
i=1

xi�i

L�application linéaire F est dé�nie pour tout ' 2 S(Rn), puisque, pour tout � 2 R

��e�i�:x'(x)�� = j'(x)j et jF'(�)j �
Z
j'(x)j dx = k'kL1 <1

Théorème 1:4:1 (Formule d�inversion de Fourier sur S(Rn)) � La transformation de

Fourier est un isomorphisme de l�espace S(Rn) sur lui-même.

L�inverse de cet isomorphisme est donné par la formule

F�1 (x) =

Z
Rn

eix:� (�)
d�

(2�)n
; x 2 Rn: (1.1.19)

En�n, les isomorphismes F et F�1 sont continus sur S(Rn)

1.1.3 Les distributions tempérées

Dé�nition 1:5:1 (L�espace S 0(Rn) des distributions tempérées sur Rn ) Une distribution

tempérée est une forme linéaire continue sur S(Rn), c�est- à-dire une forme linéaire T

sur S(Rn) telle qu�il existe un entier p > 0 et C > 0 pour lesquels

jhT; 'ij 6 CNp(') pour tout ' 2 D(Rn):

L�ensemble des distributions tempérées est un espace vectoriel, que l�on note S 0(Rn):

Comme D(Rn) � S(Rn), toute distribution tempérée T 2 S 0(Rn) dé�nit par restriction
une forme linéaire

14



D(Rn) 3 ' 7! hT; 'i :

Cette forme linéaire est évidemment une distribution puisque, pour toute fonction test

' 2 C1(Rn) à support dans un compact K de Rn, ona:

Np(') 6 CK : sup
j�j�p

j@�'(x)j ; CK = constante qui depend de K

Par conséquent

S 0(Rn) � D0(Rn):

autrement dit , T 2 S 0(Rn); si et seulement si la suite fT'm; m 2 Ng converge vers
T (') pour toute suite f'm; m 2 Ng � S(Rn) qui converge vers ' 2 S(Rn)
Exemple (Quelques distributions, tempérées ou non)

Toute distribution à support compact est tempérée E 0(Rn) � S 0(Rn):

Toute fonction appartenant à l�espace de Lebesgue Lp(Rn) avec 1 6 p 61 dé�nit une

distribution tempérée

Lp(Rn) � S 0(Rn) pour tout p tel que 1 6 p 61:

Toute fonction continue à croissance polynômiale dé�nit une distribution tempérée sur

Rn: La distribution sur R :

T =
X
k2Z

ak�k

est tempérée si la suite (ak)k2Z est à croissance polynômiale, c�est- à-dire s�il existe un

entier p > 0 telle que:

ak = O(jkjp) lorsque jkj ! 1:

En revanche, les distributions dé�nies par les fonctions

x 7! ex , x 7! sinh x ou coshx:
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ne sont pas des distributions tempérées.

Dé�nition . (Convergence dans S 0(Rn) ) � On dit qu�une suite (Tn)n de distributions

tempérées converge vers T 2 S 0(Rn) si

hTn; 'i ! hT; 'i lorsque n!1 pour tout ' 2 S(Rn):

Dé�nition . (Transformation de Fourier d�une distribution tempérée )

On remarquera d�abord que : ' 2 S(Rn)) b' 2 S(Rn):
A toute distribution tempérée T 2 S 0(Rn), on associe sa transformée de Fourier FT qui
est la distribution tempérée dé�nie par:

hFT; 'i = hT;F'i pour toute fonction ' 2 S(Rn):

On désigne parhf; gi le produit scalaire dans L2(
); i.e.

hf; gi =
R
Rn
f(x)g(x)dx;

et également le produit de dualité entre f 2 D0(
) (espace des distributions sur 
 ), et
g 2 D(
) (espace des fonctions C1 sur 
 et à support compact dans 
 ).

Espaces de Hs(Rn) � Dans le cas particulier où 
 = Rn , on peut redé�nir Hm(
)

par la transformation de fourier.Si v est une fonction continue à support compact,

sa transformée de Fourier F(v) est dé�nie par:

v̂(�) = F(v)(�) =
R
Rn exp(�ix:�) v(x)dx; où � = (�1; :::::::; �n) et x:� =

nP
i=1

xi:�i

On dé�nit alors Hm(Rn) par :

Hm(Rn) =
�
f 2 S 0(Rn); (1 + j�j2)m=2v̂ 2 L2(Rn)

	
Il est alors naturel de poser la dé�nition suivante :

Hs(Rn) =
�
f 2 S 0(Rn); (1 + j�j2)s=2v̂ 2 L2(Rn)

	
qui est un espace de Hilbert pour la norme

jvjHs(Rn) =
��(1 + j�j2)s=2v̂��

L2(Rn) ;
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1.1.4 Espace de Sobolev Wm;p(
)

( voir [11]; [14] et [15] )

Dé�nition 1:2:1

On appelle espace de Sobolev d�ordre m sur Lp(
); 1 � p � 1;m 2 N que l�on note
Wm;p(
) l�espace dé�ni par:

Wm;p(
) = fvn v 2 Lp(
);D�v 2 Lp; j�j � mg (1.1.20)

muni de la norme

jvjwm;p(
) =

0@ X
0�j�j�m

jD�vjpLp(
)

1A1=p

; 1 � p <1 (1.1.21)

Lorsque p = +1

jvjwm;1(
)=max jD�vjL1(
) ; p =1 (1.1.22)

Wm;p(
) est un espace de Banach, la dérivée est prise au sens des distributions

1. La fermeture de D(
) dans Wm;p(
) est notée Wm;p
0 (
)

Le cas �p = 2�est fondamental, pour simpli�er l�écriture, on posera

Wm;2(
) = Hm(
) (1.1.23)

Hm(
) =
�
u 2 L2(
)=D�u 2 L2(
); j�j � m

	
(1.1.24)

muni du produit scalaire

(u; v)Hm(
) =
X
j�j�m

(D�u;D�v)L2(
); juj2Hm =
X
j�j�m

Z
jD�uj2 dx (1.1.25)

C�est un espace de Hilbert.

2. La fermeture de D (
) dans Hm(
) est note Hm
0 (
):

Hm
0 (
) est un sous� espace ferm�e de Hm(
): (1.1.26)
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Hm
0 (
)est un espace de Hilbert pour la structure induite par celle de H

m(
)

3.On de�nit l�espace W 1;p
loc (
) par

W 1;p
loc (
) = fu 2 L

p
loc(
)=8i 1 � i � n; @u=@xi 2 Lploc(
)g (1.1.27)

avec

Lploc(
) = fu 2 Lp(K) pour tout compact K � 
 g (1.1.28)

en particulier,

L1loc(
) =

�
u mesurable=

Z
K

ju(x)j dx <1;8 K �� 

�

(1.1.29)

Remarque 1:2:1 D(
) est dense dans Hm
0 (
) , Alors toute forme linéaire

continue sur Hm
0 (
) s�identi�e à une distribution sur 
:

Si l�on désigne par H�ml�espace dual de Hm
0 alors:

H1
0 (
) ,! L2(
) ((= H0) ,! H�m) ,! D0(
)

on peut identi�er le dual H�1(
) de H1
0 (
) à un sous espace de distributions sur 
 .

1.2 Rappel sur les semi-groupes

1.2.1 Semi-groupes

(voir [7] et [8] )

Soit H un espace de Hilbert, on désigne par L(H) l�ensemble des applications

linéaires continues de H dans H:

Dé�nition 1:2:2 Un semi-groupe d�operateur continu (fortement) sur H est une

fonction

T : R+ ! L(H)
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t 7! T (t)

qui véri�e les propriétés suivantes:

�T (t) = It

�T (t+ s) = T (t)T (s) pour tout s; t � 0
� lim
t!0+

T (t)z = z pour tout z 2 H
On dit que fT (t); t � 0g est un semi-groupe de classe C0,ou un C0 semi-groupe.

Théorème du point �xe:

Soit K sous espace fermé non vide d�un espace de Banach(X; k:kX)
supposons que � :K ! K est un contraction c�est à dire:

9 � 2]0; 1[ (0 < � < 1)telle que k�u� �vk � � ku� vk ;8u; v 2 K

Alors il existe un unique element u 2 X telque �u = u (u est un point �xe de X)

1.2.2 Principe de Duhamel :

(voir Annexe)

Soit P (x; t) = ut+(��)�=2u; x 2 Rn et t 2 [0;1[: On considère le problème de cauchy
suivant: �

ut + (��)�=2u = �u� dans t 2 R+; x 2 Rn
u(x; 0) = u0(x):

La solution du problème homogène est dé�nie par:

S(t)u0 = G(t) � u0;
où S(t) est le semi-groupe de la chaleur dé�ni par la convolution avec la fonction de

Green G(x; t) = t�
3
2 e(�

jxj2
4t
):

Posons S(t) = e�t(��)
�
2 ; F (x; t) = �u�

Ona

@
@t

h
et:(��)

�
2 u(x; t)

i
= (��) �2 et:(��)

�
2 u(x; t) + et:(��)

�
2 @u
@t
(x; t)
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= et:(��)
�
2

n
@u(x;t)
@t

+ (��) �2u(x; t)
o

= et:(��)
�
2 �u�

= et:(��)
�
2 F (x; t)

En integrant entre 0 et t; on trouve

@

@t

Z t

0

n
e�:(��)

�
2 u(x; �)

o
d� =

Z t

0

e�:(��)
�
2 F (x; �)d�

c�est-à-dire :

et:(��)
�
2 u(x; t)� u(x; 0) =

R t
0
e�:(��)

�
2 F (x; �)d�

En multipliant par e�t(��)
�
2 :

e�t(��)
�
2 � et:(��)

�
2 u(x; t)� e�t(��)

�
2 u(x; 0) = e�t(��)

�
2
R t
0
e�:(��)

�
2 F (x; �)d�

u(x; t) = e�t(��)
�
2 u(x; 0) +

Z t

0

e(��t):(��)
�
2 F (x; �)d�

d�où

u(x; t) = e�t(��)
�
2 u0(x) +

R t
0
e(��t)(��)

�
2 F (x; t)d� 0 < t <1

et S(t) est le semi-groupe S(t) = e�t(��)
�
2

u(x; t) = S(t)u0(x) +

Z t

0

S(� � t)F (x; �)d�

(voir Annexe A)

Exemple:Considérons l�équation di¤érentielle ordinaire :

_y � Ay = g(t) avec le condition initiale y(0) = x (1.2.1)

solutiong�enearale = solutionhomog�ene + solutionparticuliére

Integrons l�equation di¤érentielle homogène correspondante:

_y � Ay = 0

En séparant les variables, on obtient
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y(t) = ceAt

Ona y(0) = x alors c = x donc la solution homogène est :

y(t) = xeAt

On pose S(x; t) = y(t) donc S(x; t) = xeAt

La solution particuliére s�obtient par la variation de la constante x = x(t) et qui est

donnée par l�expression

y(t) = x(t)eAt (1.2.2)

Portant cette égalite dans l�équation précédente,on trouve:

_x(t)eAt + Ax(t)eAt � Ax(t)eAt = g(t)

Ona donc:

_x(t)eAt = g(t)

On obtient la relation:

_x(t) = e�Atg(t), dx

dt
= e�Atg(t)

d�où

x(t) =

tZ
0

e�Asg(s)ds

alors (1:2:2), y(t) = eAt
tR
0

e�Asg(s)ds =
tR
0

e(t�s)Ag(s)ds

y(t) =

tZ
0

e(t�s)Ag(s)ds =

tZ
0

S(g(s); t� s)ds

Donc,la solution générale de l�équation di¤érentielle est donnée par
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y(t) = S(x; t) +

tZ
0

S(g(s); t� s)ds

avec S(x; t) = xeAt ; S(g(s); t� s) = g(s)eA(t�s)

1.3 L�espace des pseudo-mesures PMa

Pour cette partie , on renvoit à [2] et [9].

On dit que u est une fonction homogène de degré m si

8 j�j > 0 ; � > 0 : u(�x) = �mu(�)

Pseudo�mesures sur Rn

Soit a > 0; on de�nit l�espace des pseudo-mesures PMa par:

PMa(Rn) := fv 2 S 0(Rn) : v̂ 2 L1loc(Rn)et kv;PMak <1g (1.3.1)

Avec la norme

kv;PMa(Rn) k : = sup ess
�2Rn

j�ja jv̂(�)j (1.3.2)

où v̂ désigne la transformée de Fourier de v:On pose PM = PM0

Exemple: f(x) = e�x
2

D�efinition 1:3:2

Pour a � 0 et � > 0;on dé�nit l�espace C�([0; 1); PMa(Rn)) par
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C�([0;1);PMa(Rn)) := fv(t) : v 2 PMaet kv;C�([0;1);PMa(Rn))k <1g (1.3.3)

avec la norme

kv;C�([0;1);PMa(Rn))k := sup
t >0

t� kv(t); PMa(Rn)k (1.3.4)

Definition1:3:3

Pour a � 0 ; b � 0 et � > 0 on dé�nit:

Y a;b
� (Rn) := Cw([0;1); PMa(Rn)) \ C�([0;1); PM b(Rn)) (1.3.5)

Où Cw([0;1); PMa; (Rn)) désigne l�espace des distributions de PMa; à valeurs réelles

ou complexes , faiblement continues par rapport au temp t .

Pour 2 < b < 3 et � = b
2
� 1 nous écrivons Y b(Rn) = Y 2;b

� (Rn) .

Plus présisément:

Y b(Rn) = Cw([0;1); PM2; (Rn)) (1.3.6)

Remarque 1:3:1 Soit f 2 S 0
(Rn) \ L1loc(Rn);On note f�(x) = f (�x);alors

f̂�(�) = ��nf̂(��1�)

Pour tout � > 0, on a la propriété suivante :

kf(�:)kPMa = �a�n kfkPMa

En particulier, la norme dans l�espace PMa dans le cas a = n� �

�� 1

kf(�:)kPMa = ��
�

��1 kfkPMa
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Chapitre 2

Existence et unicité pour le problème

de Cauchy

2.1 Introduction et résultat principal

2.1.1 Position du problème

( voir [2] , [6] et [9] )

On considère le problème de Cauchy hyper-dissipatife dans l�espace des pseudo-mesures

Y a;b
� (R+); avec � = (b� a)=�, a = n� �

��1 ; max
�
2; (��1)n

�

�
� � < b < n

�
ut + (��)

�
2u = �u�; t 2 R+; x 2 Rn

u0(x) = u(0; x) x 2 Rn (2.1.1)

� 2 R est une constante ;� est un nombre entier , � � 2 , � � 2 et � > 0:

On peut faire le rapprochement avec le problème cité dans [4].

2.1.2 Résultat principal

On a le résultat suivant, d�existence, d�unicité et de stabilité pour le système (2:1:1)

Proposition 2:1:2

(voir [2] )
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Soit X un espace de Banach et B : X �X � ::::::! X une forme �-linéaire

(� 2 N)continue:

kB(u1;u2; ::::::::::::u�)kX � K ku1kX ku2kX ::::::::::::: ku�kX ; u1; u2; ::::; u� 2 X

K est une constante positive , " > 0 ;�(2")��1 < 1; et y 2 X; aveckykX � "

L�equation:

u = y +B(u; u:::::::::::::::u)

admet une solution unique dans X telle que kukX � 2" :De plus la solution u dépend
continûment de y dans le sens suivant : sikykX � " , v = y1 +B(v; v; ::::v) et

kvkX � 2" alors :
ku� vk� 1

1��(2")��1K ky � y1kX

Preuve:

On pose:

E = fu; u 2 X; kukX � 2"g (2.1.2)

et

d(u; v) = ku� vk

On considère une fonction � de�nie par:

�(u) = y +B(u; u; :::::u) (2.1.3)

Comme kykX � " ona, pour u 2 E :

k�uk = ky +B(u; u; :::::::::; u)kX
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� kykX + kB(u; u; u::::::u)kX

� kykX +K kukX � :::::::::� kukX| {z }
� fois

� kykX +K kuk�X

� " +K(2")�

� " +K(2")�

� "+ 2(2")��1K"

� 2"

Donc �u 2 E

Calculons k�u� �vkX :
k�u� �vkX = ky +B(u; u; :::::::::; u)� y �B(v; v; :::::::::; v)kX

= kB(u; u; :::::::::; u)�B(v; v; :::::::::; v)kX

Ona alors:

kB(u; u; :::::::::; u)�B(v; v; :::::::::; v)kX �
kB(u; u� v; u:::; u)kX + kB(v; v; u� v; :::; u)kX + :::::

+ kB(v; v; v; ::::; u� v; u)kX + kB(v; v; v::::; v; u� v)kX

9>>>=>>>; ::::(�)

l�hypothèse donne

kB(u1; u2; :::::::; u�)kX � K ku1kX ku2kX :::::::::: ku�kX
kB(u; u� v; u:::; u)kX � K kvkX ku� vkX kvkX :::::::::: kvkX| {z }

� fois

kB(u� v; v; :::; v)kX � K kukX ku� vkX kukX :::::::::: kukX| {z }
� fois
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On a alors :

(�),K kukX ku� vkX kukX :::: kukX+K kukX kvkX ku� vk :::: kukX+::::+K ku� vkX kvkX :::: kvkX

� K ku� vkX kuk
��1
X +K kukX ku� vkX kuk

��2
X kvkX+:::::+K kukX ku� vkX kuk

���
X kvkX

� K ku� vkX (2")��1 +K ku� vkX (2")��2(2") +K ku� vkX (2")��3(2")2 + :::+

+K ku� vkX (2")���(2")��1

� K ku� vkX (2")��1+K ku� vkX+K ku� vkX (2")��1+::::::+K ku� vkX (2")0(2")��1

� �:K ku� vkX (2")��1

et comme �(2")��1K < 1

� est un contraction. D�aprés le theorème du point �xe l�équation

u = y +B(u; u; ::::::::u) admet une solution unique

Reste à montrer que la solution dépend continûment de y. On va montrer plus précise-

ment que:

ku� vk� 1

1� �(2")��1K
ky � y1kX

En e¤et on a :

u� v = y � y1 +B(u; u� v; :::::u) +B(v; v; u� v::::::u) + ::::::+B(u� v; ::::::v; v)

ku� vkX � ky � y1k+ kB(u; u� v; ::::u)kX + ::::::::+ kB(u� v; ::::::::::::v; v)kX

D�après l�hypothèse kB(u1; u2; ::::::::::::u�)kX � K ku1kX ku2kX ...............ku�kX
Donc ku� vkX � ky � y1kX +(K ku� vkX kuk

��1
X +:::::::::::::::+K ku� vkX kuk

0
X kvk

��1)

On a kukX � 2" et kvkX � 2"

� ky � y1kX +
�
K ku� vkX (2")��1 + (2")��2(2") + :::::::::::::+ (2")0(2")��1

�| {z }
� fois

ku� vkX � ky � y1kX + [K ku� vkX (2")��1]
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ku� vkX � [K ku� vkX (2")��1] � ky � y1kX

ku� vkX (1�K�(2�)��1) � ky � y1kX
Donc:

ku� vkX �
1

1� �(2")��1K
ky � y1kX

Défnition 2:1:1 ( voir [1] , [2] , [7] , [8] et [9] )

La solution du probleme (2:1:1) est appelée une solution mild si elle

satisfait l�équation intégrale:

u(t; x) = et(��)
�
2 u0(x) + �

Z t

0

exp(��)
�
2 (��t) u�(�)d� 0 < t <1 (2.1.4)

(voir Annexe)

Rappelons que :

û(�) =
R
Rn
e�ix�u(x)dx

Par intégration par parties on a :

@̂u

@xj
(�) =

R
Rn
e�ix�

@u

@xj
dx = i�j

R
Rn
e�ix�u(x)dx = i�jû(�); j = 1; :::::; n

On derive une seconde fois et alors :

\�u(�) =
\nP

j=1

@2u

@x2j
(�) = i2

nP
j=1

�2j û(�) = �
���2�� û(�)

Par passage à la transformée de Fourier dans le problème(2:1:1) :�
ût + F(��)

�
2u = �cu�

û0(�) = û(0; �)
(2.1.5)

Posons S(t) = e�tj�j
�

; S(t) est un semi-groupe
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Solution de l�équation homogène de (2:1:5) :�
ût + F((��)

�
2u) = 0

û0(�) = û(0; �)
(2.1.6)

ût + F(��)
�
2u = 0

De manière generale F(D�u) = (i)j�j j�jj�j û , j�j ordre de dérivation
(��) �2 est d�ordre dérivation � donc : (F(��) �2u) = j�j� u(�)

ût = j�j� u(�)) ût
û
= j�j�

) û(t; �) = C e�tj�j
�

) û(t; �) = e�tj�j
�

û(0; �)

û(t; �) = e�tj�j
�

û(0; �) = S(t)û(0; �); S(t) = e�tj�j
�

(b) Soit u solution de l�équation complète (2:1:5) :

Posons

g(�) = S(t� �):û(�)::::::::(��)

Donc �g(�) = (S(t� �)�):û(�) + S(t� �):û� (�)

or

(S(t� �)�) = � j�j� :S(t� �)

) �g(�) = j�j� :S(t� �) + S(t� �)
�
�cu� � j�j� u(�)	

�g(�) = S(t� �):�cu�
En integrant entre 0 et t :et

tR
0

�g(�)d� =
t

�
R
0

S(t� �)cu�d�
et

tR
0

�g(�)d� = g(t)� g(0);on obtient (S(0) = I )

(��), û(t)� S(t)û0 =
t

�
R
0

S(t� �)cu�d�
û(t) = S(t)û0 + �

tZ
0

S(t� �)cu�d�
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Donc la solution de (2:1:5) est:

û(t; �) = e�tj�j
�

û0 + �

tZ
0

e�(t��)j�j
�cu�(� ; �)d�

Dans la suite nous allons appliquer la proposition (2:1:2) à l�équation intégrale (2:1:4)

dans Y a;b
� qui peut être écrite sous la forme d�operateur : u = S(t) +B(u; :::::u) avec

S(t) = e
�t(�)�=2

le semi-groupe de la chaleur et

B(u1; :::::u�) = �

Z t

0

e�(t��)(��)
�
2 u1(�)u2(�):::::u�(�)d� (2.1.7)

2.1.3 Existence et unicité d�une solution "mild" globale en temps

Pour cette partie , on pourra consulter [2] , [3] , [4] et [5] mais aussi [10] , [11] , [12] et [13]

pour des résultats techniques liés aux résultats qui vont suivre.

Lemme 2:2:1 ( voir [2] , [3] , [4] et [5] )

Soit u0(x) 2 PMa(Rn) alors S(t) = e
�t(�)�=2 2 Cw([0; 1); PMa(Rn))

Preuve. On démontre dans une première étape que S(t) 2 L1([0; 1); PMa)

et la continuité faible de S(t)u0 dans une seconde étape

1) Par dé�nition de la norme de PMa, il vient que:

kS(t)u0kPMa = sup
�2Rn

ess j�ja
���\S(t)u0���

kS(t)u0kPMa = sup
�2Rn

ess j�ja
��e�tj�j�û0(�)��

� sup
�2Rn

ess j�ja jû0(�)j = ku0kPMa ;8 t 2 [0; 1[

Donc S(t)u0 2 L1([0; 1); PMa)

Prouvons maintenant la continuité faible par rapport à t, et d�après les propriétés

des semi-groupes, il su¢ t de la faire pour t = 0 seulement.
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Soit ' 2 S(Rn)

jhS(t)u0(x)� u0(x); '(x)ij =

������
Z
(

Rn

e(��)
�=2

u0(x)� u0(x))'(x)dx

������
par la formule de Plancherel

R
Rn
f(x)g(x)dx =

R
Rn
f̂(�)ĝ(�)d� ,on obtient :

jhS(t)u0(x)� u0(x); '(x)ij =

������
Z
(

Rn

e(�tj�j
�) � 1)û0(�)'̂(�)d�

������
=

������
Z
Rn

t
a
� j�ja (e

(�tj�j�) � 1)
(t j�j�)

a
�

û0(�)'̂(�)d�

������
=

������
Z
Rn

t
a
�
(e(�tj�j

�) � 1)
(t j�j� )

a
�

�aû0(�)'̂(�)d�

������
� t

a
� ku0kPMa �

������
Z
Rn

(e(�tj�j
�) � 1)

(t j�j�)
a
�

� '̂(�)d�

������
Donc:

� t
a
� ku0kPMa �

(e(�tj�j
�) � 1)

(t j�j� )
a
�


L1

� k'̂kL1(Rn) (2.1.8)

� t
a
� ku0kPMa� sup

�2Rn
ess

�����(e(�tj�j
�) � 1)

(t j�j� )
a
�

������k'̂kL1(Rn) ! 0 lorsque t& 0

et

���� (e(�tj�j�)�1)(tj�j�)
a
�

���� < C car: � < n

�
��1 < n) � < n(�� 1)

Alors : max(2; (��1)n
�
) � � � n(�� 1)

Lemme 2:2:2 Soit u0(x) 2 PMa(Rn) alors S(:)u0 2 C�([0; 1); PM b(Rn))

où � = b� a=�

Preuve: Par dé�nition de la norme dans l�espace C�([0; 1); PM b(Rn))
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il s�en suite que:

S(t)u0; C�([0; 1); PM b(Rn))
 = sup

t >0
t�
S(t)u0; PM b(Rn)


= sup

t >0
t(b�a)=� sup

�2Rn
ess(j�jb

���e�tj�j�û0(�)���)

= sup
t >0

t(b�a)=� sup
�2Rn

ess(j�jb�a e�tj�j
�

j�ja jû0(�)j

� sup
�2Rn

(t j�j�)b�a=�e�tj�j
�

sup
�2Rn

ess j�ja jû0(�)j

� ku0kPMa sup
�2Rn

(t j�j�)b�a=�e�tj�j
�

� C ku0kPMa

<1

sup
�2Rn

(t j�j�)b�a=�e�tj�j� � C car sup
�2Rn

(t j�j�)e�tj�j� = e�1 < 1

Alors S(:)u0 2 C�([0; 1); PM b(Rn))

Corollaire 2:2:1 Soit u0(x) 2 PMa(Rn) alors S(:)u0 2 Y a;b
� (R+)

Lemme 2:2:3 ( voir [2] ) et [9] ) La forme multi-linéaire B(u1; u2; :::::u�); dé�nie dans

(2:1:7) est

continue sur l�espace Y a;b
� (R+) .Il existe une constante K > 0 telle que pour tout

u1; u2; :::::u� 2 Y a;b
� (R+) on ait:

B(u1; u2; ::u�);Y a;b
 � K

u1;C�([0; 1); PM b(Rn)
 ku1;Cw([0; 1); PMa(Rn)k (2.1.9)
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�:::� ku�;Cw([0; 1); PMa(Rn)k

Preuve.

La forme bilinéaire B est dé�nie par:

B(u1; u2; :::::u�) = �

Z t

0

e�(t��)(��)
�
2 u1(�)u2(�):::::u�(�)d�

Démontrons tout d�abord la continuité faible de B(u1; u2; :::::u�)

Soit ' 2 S(Rn),ona

hB(u; u; :::::u)(t); 'i =
�
�

Z t

0

e�(t��)(��)
�
2 u(�)� u(�)� :::::� u(�)d� ; '

�

=

�
�

Z t

0

e�(t��)(��)
�
2 (u(�))�d� ; '

�

=

Z t

0

D
�e�(t��)(��)

�
2 (u(�))�; '

E
d�

En calculant B(u; u; :::::u)(t)�B(u; u; :::::u)(t
0
) avec t

0
< t on trouve��
B(u; u; :::::u)(t)�B(u; u; :::::u)(t

0
); '
��� =����R t0 D�e�(t��)(��) �2 (u(�))�; 'E d� � R t00 D�e�(�t��)(��) �2 (u(�))�; 'E d� ����

Par la formule de Plancherel � Parseval:

=

����R t0 
�e�(t��)j�j�(bu(�))�; '̂(�)� d� � R t00 D�e�(�t��)j�j�(û(�))�; '̂(�)E d� ����
�

�����
Z �t

0

D
�(e�(t��)j�j

�

� e�(
�t��)j�j�û(�)�); '̂(�)

E
d�

�����+
+

����Z t

�t

D
�e�(t��)j�j

�

(û(�))�; '̂(�)
E
d�

����
�

Z t

0

D
�e�(t�

�t)(j�j��1) e�(t
0�t)j�j�(û(�))�; '̂(�)

E
d�

+

�Z t

�t

�e�(t��) j�j� (û(�))�; '̂(�)
�
d�
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Comme ' 2 S(Rn) et u 2 PMa;on obtientR t0
0

D
�(e�(t��)j�j

� � e�(t
0��)j�j�)û(�)�; '̂(�)

E
d� ! 0

lorsque t tend vers t
0
.

D�autre part :

D
e�(t��)j�j

�

(û(�))�; '̂(�)
E
� kuk�PMa k'kL1

L�application du théorème de la convergence dominée de Lebesgue, montre que

la quantitéR t0
0

D
�(e�(t��)j�j

� � e�(t
0��)j�j�)û(�)�; '̂(�)

E
d�+

R t
�t



�e�(t��)j�j

�

(û(�))�; '̂(�)
�
d�

tend vers 0 lorsque t tend vers t
0
; d�où la continuité faible de B(u1; u2; :::::u�)

dans l�espace Y a;b
� (R+)

Reste à montrer queB(u1; u2; :::::u�);Y a;b
 � K ku1;C�k ku1;Cwk � :::::� ku�;Cwk

k B(u1; u2; :::::u�)kPMa = sup
�2Rn

ess j�ja �
R t
0
e�(t��)j�j

�

û1(� ; �)û2(�)::::::û�(�)d�

En utilisant des propriétés élémentaires de la transformation de Fourier et de la

convolution nous obtenons :����� R t0 e�(t��)j�j� \u1(� ; �)::u�(� ; �)

���� � ���� R t0 e�(t��)j�j�û1(� ; �) � û2(� ; �) � :::::: � û�(� ; �)d� ���
On pose

W (t) = �

Z t

0

e�(t��)j�j
�

û1(� ; �) � û2(� ; �) � :::::: � û�(� ; �)d� (2.1.10)

jû1(� ; �) � û2(� ; �) � :::::: � û�(� ; �)j � j(û1(� ; �) � û2(� ; �) � ::::::::::û��1(� ; �)) � û�(� ; �)j

�

������
Z
Rn

(û1 � û2 � ::::::::: � u��1)(�)û�(� � �)d�

������
�

������
Z
Rn

Z
Rn

(û1 � û2 � :::::::::u��2)(!)û��1(� � !)d! û�(� � �)d�

������
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�

������
Z
Rn

::::::

Z
Rn

j(� � !jb

j(� � !jb
û1(� � !)

j!ja

j!ja û2(!)d!::::::::
j� � �ja

j� � �ja û�(� � �)d�

������

�

������
Z
Rn

::::::

Z
Rn

1

j(� � !jb
1

j!ja :::::
1

j� � �jad!:::d�

������ sup ess�2Rn
j(� � !jb û1(� � !)::::::sup ess

�2Rn
j(� � !ja û�(� � �)

�

������
Z
Rn

::::::

Z
Rn

1

j(� � !jb
1

j!ja :::::
1

j� � �jad!:::d�

������ u1; PM b
 ku2; PMak ::::::::: ku�; PMak

� j�j�b � j�j�a � :::: � j�j�a
u1; PM b

 ku2; PMak ::::::::: ku�; PMak

� j�j��b
u1; PM b

 ku2; PMak ::::::::: ku�; PMak (2.1.11)

(voir Annexe B)

kW (t); C�k = sup
t >0

t
b�a
�

W (t);PM b


� j�j sup
t >0

sup ess
�2Rn

tZ
0

j�j��b j�jb e�(t��)j�j
�

�
a�b
� �

b�a
� d� t

b�a
�

u1;PM b
 ku2;PMak ::: ku�; PMak

En échangement � par t�

� j�j sup ess
�2Rn

1Z
0

t j�j��b j�jb e�(t��)j�j
�

�
a�b
� d�sup

t >0
�
b�a
�

u1;PM b
 sup

t >0
ku2;PMak :::sup

t >0
ku�; PMak

� j�j sup
t >0

sup ess
�2Rn

1=2Z
0

t j�j� e�t(1��)j�j
�

�
a�b
� d� ku1; C�k ku2;Cw k ::::::::: ku�; Cwk+ (2.1.12)
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+ j�j sup
t >0

sup ess
�2Rn

1Z
1=2

t j�j� e�t(1��)j�j
�

(1=2)
a�b
� d� ku1; C�k ku2;Cw k ::::::::: ku�; Cwk

� C ku1; C�k ku2;Cw k ::::::::: ku�; Cwk

et

kW (t); Cwk = sup
t >0

kW (t); PMak

� j�j sup
t >0

sup ess
�2Rn

Z t

0

j�j� e�(t��)j�j
�

jû1(� ; �) � û2(� ; �) � ::: � û�(� ; �)j d�

� j�j sup
t >0

sup ess
�2Rn

Z t

0

j�ja e�(t��)j�j
�
���j�j��b û1(� ; �) � û2(� ; �) � ::: � û�(� ; �)��� d�

� j�j sup
t >0

sup ess
�2Rn

Z t

0

j�ja e�(t��)j�j
�

j�j��b
u1; PM b

 ku2; PMak ::: ku�; PMak

� j�j sup ess
�2Rn

Z t

0

j�ja+��b e�(t��)j�j
�

�
a�b
� d� sup

t >0
�
b�a
�

u1;PM b
 sup

t >0
ku2;PMak :::sup

t >0
ku�; PMak

En e¤ectuant le changement de variable s = � � t

� j�j sup ess
�2Rn

Z t

0

(s j�j
�

)
a+��b

� e�sj�j
�

s
b�a
�
�1(t� s)

a�b
� ds ku1; C�k ku2;Cw k ::::::::: ku�; Cwk

(2.1.13)

� C

1Z
0

s
b�a
�
�1(1� s)

a�b
� ds ku1; C�k ku2;Cw k ::::::::: ku�; Cwk

� C ku1; C�k ku2; Cwk ::::::::: ku�; Cwk
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Combinant (2:1:12) et (2:1:13) on obtient (2:1:9)

De la proposition 2:1:2 du Corollaire 2:2:1 et du Lemme 2:2:3; le résultat suivant

sur l�existence et l�unicité de solution globale en temps du système (2:1:1)

Théorème 2:2:1 Supposons que u0(x) 2 PMa(Ra) et ku0;PMak � "; " > 0

su¢ samment petit. Alors le problème de Cauchy (2:1:1) a une seule solution globlale

en temps u 2 Y a ; b
� (R+); de plus:

u(t; x);Y a ;b
�

 � 2" (2.1.14)

2.1.4 Comportement asymptotique des solutions:

Une fois acquise l�existence et l�unicité d�une solution globale en temps, on peut

s�intéresser à son comportement asymptotique lorsque t tend vers l�in�ni.

On a le résultat suivant sur la stabilité asymptotique des solutions du système (2:1:1) :

Théorème 2:3:1: ( [2] et [9] ) Supposons u et v solutions de (2:1:1) correspondant aux

données initiales u0(x); v0(x) 2 PMa(Rn);respectivement. Supposons l�hypothèse du

théorème (2:2:1) réaliseé.Alors:

lim
t!1

ku(t; .)� v(t; .);PMak = 0 (2.1.15)

m

lim
t!1

kS(t)(u0 � v0);PM
ak = 0 (2.1.16)

Preuve: Supposons que

lim
t!1

kS(t)(u0 � v0);PM
ak = 0
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Nous allons montrer que :

lim
t!1

ku(t; .)� v(t; .);PMak = 0

Remarquons d�abord que d�après le théorème (2:2:1) , ona

sup
t >0

ku(t; x);PMak � 2"; sup
t >0

kv(t; x);PMak � 2" (2.1.17)

La di¤érence entre u(t) et v(t) donne

u(t) = S(t)u0 +B(u; u; :::::::u) ; v(t) = S(t)u0 +B(v; v; :::::::v)

Alors :

u(t)� v(t) = S(t)(u0 � v0) + [B(u; u; :::::::u)�B(v; v; :::::::v) ]

B(u; u; :::::::u)�B(v; v; :::::::v) = B(u; u� v; :::::u) +B(v; v; u� v::::::u) + :::+ :

+B(u� v; ::::::v; v)

On a:8>>>>>>>><>>>>>>>>:

B(u; u� v; :::::u) = �
R t
0
e�(t��)(��)

�
2 u(�)(u� v)(�)::::::::u(�)u(�)d�

B(v; v; u� v::::::u) = �
R t
0
e�(t��)(��)

�
2 v(�)v(�)(u� v)(�):::::::u(�)d�

B(u� v; ::::::v; v) = �
R t
0
e�(t��)(��)

�
2 (u� v)(�)v(�)v(�)::::::::v(�)d�

ku(t)� v(t)kPMa � kS(t)(u0 � v0)kPMa + kB(u; u; :::::::u)�B(v; v; :::::::v)kPMa

kB(u; u; :::; u)�B(v; v; :::v)kPMa �
kB(u; u� v; :::u)kPMa + kB(v; v; u� v:::u)kPMa + ::: kB(u� v; :::v; v)kPMa

On a

38



8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

k B(u; u� v; :::u)kPMa = sup
�2Rn

ess j�ja �
R t
0
e�(t��)j�j

�

û(� ; �)(\u� v)(� ; �):::::::::::::::û(� ; �)d�

k B(v; v; u� v::::::v)kPMa = sup
�2Rn

ess j�ja �
R t
0
e�(t��)j�j

�

v̂(� ; �)v̂(�)(\u� v)(� ; �):::::::û(� ; �)d�

k B(u� v; ::::::::::; v; v)kPMa = sup
�2Rn

ess j�ja �
R t
0
e�(t��)j�j

�

(\u� v)(� ; �)v̂(� ; �):::::::::v̂(� ; �)d�

Donc

kB(u; u; :::; u)�B(v; v; :::v)kPMa �
kB(u; u� v; :::v)kPMa +kB(u; v; u� v:::u)kPMa + :::+kB(u� v; :::v; v)kPMa

� sup
�2Rn

ess j�ja �
Z t

0

e�(t��)j�j
�

û(� ; �)(\u� v)(� ; �):::û(� ; �)d�+

+ sup
�2Rn

ess j�ja �
Z t

0

e�(t��)j�j
�

v̂(� ; �)v̂(� ; �)(\u� v)(� ; �):::û(� ; �)d� + ::::

+ sup
�2Rn

ess j�ja �
Z t

0

e�(t��)j�j
�

(\u� v)(� ; �)v̂(� ; �):::v̂(� ; �)d�

Alors:

ku(t)� v(t)kPMa � kS(t)(u0 � v0)kPMa + kB(u; u; :::::::u)�B(v; v; :::::::v)kPMa

� kS(t)(u0 � v0)kPMa+sup
�2Rn

ess j�ja �
Z t

0

e�(t��)j�j
�

û(� ; �)(\u� v)(� ; �):::û(� ; �)d�

+ sup
�2Rn

ess j�ja �
Z t

0

e�(t��)j�j
�

v̂(� ; �)v̂(� ; �)(\u� v)(� ; �)::û(� ; �)d�+

+ sup
�2Rn

ess j�ja �
Z t

0

e�(t��)j�j
�

(\u� v)(� ; �)v̂(�)::v̂(� ; �)d�

ku(t)� v(t)kPMa � kS(t)(u0 � v0)kPMa +G (2.1.18)
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où G est donneé par :

G = sup
�2Rn

ess j�ja �
R t
0
e�(t��)j�j

�

û(� ; �)(\u� v)(� ; �)::û(� ; �)d�+

sup
�2Rn

ess j�ja �
R t
0
e�(t��)j�j

�

v̂(� ; �)v̂(�)(\u� v)(� ; �)::û(�)d�+:::: + sup
�2Rn

ess j�ja �
R t
0
e�(t��)j�j

�

(\u� v)(� ; �)v̂(�):::v̂(� ; �)d�

de l�estimation de convolution (2:1:11), s�ensuit que:

G � sup
�2Rn

ess j�ja �
Z t

0

e�(t��)j�j
�

j�j��b k(u� v); PMak ku; PMak :::: ku; PMak d�

(2.1.19)

+ sup
�2Rn

ess j�ja �
Z t

0

e�(t��)j�j
�

j�j��b kv; PMak k(u� v); PMak :::: ku; PMak d�+:::::

+sup
�2Rn

ess j�ja �
Z t

0

e�(t��)j�j
�

j�j��b kv; PMak kv; PMak ::::
(u� v); PM b

 d�

G � sup
�2Rn

ess j�j��b+a �
Z t

0

e�(t��)j�j
�

k(u� v); PMak [
v; PM b

 :::: kv; PMak d�+

+
v; PM b

 k(u� v); PMak :::: ku; PMak d� +
v; PM b

 :::: kv; PMak d� ]

G � sup
�2Rn

ess j�j��b+a �
Z t

0

e�(t��)j�j
�

k(u� v); PMak [�
a�b
� �

b�a
�

v; PM b
 :::: kv; PMak d�+

+�
a�b
� �

b�a
�

v; PM b
 k(u� v); PMak :::: ku; PMak d�+�

a�b
� �

b�a
�

v; PM b
 :::: kv; PMak d� ]

G � sup
�2Rn

ess j�j��b+a �
Z t

0

e�(t��)j�j
�

ku(�)� v(�); PMak [�
a�b
� kv; C�k :::: kv; PMak d�+
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+�
a�b
� kv; C�k ku(�)� v(�); PMak :::: ku; PMak d� + �

a�b
� kv; C�k :::: kv; PMak d� ]

D�apres le theoréme( 2:2:1) :

G � sup
�2Rn

ess j�j��b+a �
Z t

0

e�(t��)j�j
�

�
a�b
� ku(�)� v(�); PMak [(2")��1+(2")��1+:::+(2")��1]d�

G � �(2")��1� sup ess
�2Rn

j�j��b+a
tZ
0

e�(t��)j�j
�

�
a�b
� ku(�)� v(�);PMak d�

� �(2")��1� sup ess
�2Rn

tZ
0

e�(t��)j�j
�

((t� �) j�j�)
��b+a

� (t� �)
b�a��

� �
a�b
� ku(�)� v(�);PMak d�

(2.1.20)

En échangement � par t� :

� �(2")��1� sup ess
�2Rn

tZ
0

e�t(1��)j�j
�

(t(1��) j�j�)
��b+a

� (t(1��)
b�a��

� )�
a�b
� ku(�)� v(�);PMak d�

� �(2")��1C

1Z
0

(1� �)
b�a
�
�1�

a�b
� ku(t�)� v(t�);PMak d�

Car sup
�2Rn

(t(1� �) j�j�)
��b+a

� e�t(1��)j�j
� � C

8t > 0 :
Posons maintenant:

A = lim
t!1

ku(t)� v(t);PMak , lim
k2N; k!1

sup
t�k

ku(t)� v(t);PMak

Nous voulons prouver que A = 0

Ona:
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sup
t�k

1R
0

(1��)
b�a
�
�1��

b�a
� ku(t�)� v(t�);PMak d� �

1R
0

(1��)
b�a
�
�1�

a�b
� sup
t�k

ku(t�)� v(t�);PMak d�
l�application du théorème de la convergence dominée de Lebesgue, donne:

1R
0

(1��)
b�a
�
�1�

a�b
� ku(t�)� v(t�);PMak d� �

1R
0

(1��)
b�a
�
�1�

a�b
� lim sup
t�k

ku(t�)� v(t�);PMak d�

� A

1Z
0

(1� �)
b�a
�
�1�

a�b
�

� A:K

Finalement, en passant à la limite:

lim
t!1

sup ku(t)� v(t)kPMa �

lim
t!1

kS(t)(u0 � v0)kPMa+�(2")��1C lim
t!1

sup
tR
0

(1��)
b�a
�
�1�

a�b
� ku(t�)� v(t�);PMak d�

A � �(2")��1CKA

et puisque " est su¢ samment petit:

A = lim
t!1

sup ku(t)� v(t);PMak = 0

et donc :

A = lim
t!1

ku(t)� v(t);PMak = 0

Nous prouvons (2:1:16)

Supposons maintenant que:

lim
t!1

ku(t; .)� v(t; .);PMak = 0

Montrons que :
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lim
t!1

kS(t)(u0 � v0);PM
ak = 0

Preuve. En calculant u(t) � v(t); on trouve

u(t)� v(t) = S(t)(u0 � v0) + [B(u; u; :::::::u)�B(v; v; :::::::v) ]

d�où

S(t)(u0 � v0) = u(t)� v(t)� [B(u; u; :::::::u)�B(v; v; :::::::v) ]

En prenant la norme dans PMa , on obtient :

kS(t)(u0 � v0)kPMa � ku(t)� v(t)kPMa + kB(u; u; :::::::u)�B(v; v; :::::::v)kPMa

Le meme argument qu�en (2:1:18) donne :

ks(t)(u0 � v0(x);PM
ak � kku(t)� v(t)kPMak+G (2.1.21)

Où G est le même que dans (2:1:18) puisque:

lim
t!1

ku(t)� v(t);PMak = 0

et , par hypothèse

sup
t >0

ku(t);PMak <1; sup
t >0

kv(t);PMak � 1

Il résulte de (2:1:19) et (2:1:21) et prenant la limite lorsque t!1 , on obtient :

lim
t!1

kS(t)(u0 � v0);PM
ak = 0 :
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Chapitre 3

Solution auto-similaire des équations

aux dériveés partielles

3.1 Solution pseudo-mesure auto-similaire

Pour cette partie on peut consulter [1] , [2] , [3] et [9] )

Dé�nition On dira que u(x; t) est une solution auto-similaire des équations

hyper-dissipative si, pour tout � > 0

u(t; x) = �
�

��1
u(��t; �x)

Ainsi, si u est une solution auto-similaire du système hyper-dissipatif, alors pour tout

� > 0;

u0(�x) = �
� �
��1

u0(x)

où : u0(�x) = u(0; �x)

Nous donnons ici deux exemples déquations admettant des solutions auto-similaires :

Solution auto-similaire des equations aux dériveés partielles:

Pour les équations aux dériveés partielles lineaires, il existe di¤eréntes techniques pour

réduire l�equation aux dérivées partielles à des équation di¤erentielles ordinaires

(ou au moins une EDP dans un plus petit nombre de variables independantes).
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Ces techniques sont beaucoup moins fréquentes dans le traitment des équations aux

dériveés partielles non lineaires.

Cependant il existe des méthodes pour déterminer les solutions dépendantes uniquement

d�un certain ensemble de variables plutôt que de s�appuyer sur toutes les variables

independantes.

Nous allons expliquer, dans ce qui suit, cette technique.

Considérons l�équation de la chaleur:

@t(x; t)� �@xxu(x; t) = 0 (3.1.1)

et introduisons la transformation:(dilation)

z = "ax ; s = "bt ; �(z; s) = "cu("�az; "�bs) (3.1.2)

Alors:

@tu(x; t) = "�c@s�(z; s):s
0
(t) = "�c@s�(z; s):"

b = "b�c@s�(z; s)

@xxu(x; t) = "�c@zz�(z; s):z
0
(t):"a = "�2a�c@zz�(z; s)

En remplaçant dans (3:2:1) :

�b�c@s�(z; s)� �"�2a�c@zz�(z; s) = 0

Si :b� c = 2a� c (c�est à dire :b = 2a),alors

l�équation (3:1:1) est invariante par cette transformation . Si u(x; t) est

solution l�équation de la chaleur dans les variable(x; t); alors

�(z; s) donnée par (3:1:2); est une solution de l�équation de la chaleur dans les

variables z; s:

Notons que:

vs�c=b = ("cu)("bt)�c=b = ut�c=b
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et

z

sa=b
=

"ax

("bt)a=b
=

x

ta=b

Ceci suggère de chercher une solution de (3:1:1) sous la forme:

u = tc=by(�) pour � =
x

ta=b
=

xp
t

b = 2a (3.1.3)

C�est à dire

@tu =
c
2a
tc=2a�1y(�) + tc=2ay0(�)@t�

= c
2a
tc=2a�1y(�) + tc=2ay0(�)

�
�1
2
xp
t3

�
= tc=2a�1

�
y(�)� �

2
y0(�)

�
et

@xu = tc=2ay0(�)@x� = tc=2a�1=2y0(�)

@xxu = tc=2a�1=2y00(�)@x� = tc=2a�1y00(�)

:

tc=2a�1
�
�y00(�)� c

2a
y(�) +

�

2
y0(�)

�
= 0 (3.1.4)

l�equations aux direvées partielles à été réduite à une équation di¤erentielle ordinaire

(3:1:1) qui est satisfaite pour : x > 0; t > 0 . Si de plus :

u(x; 0) = 0 ;x > 0

u(x; t)! 0; x!1

@xu(x; t) = Q; t > 0

Puisque y(�) = tc=2au(x; t) et � = xp
t
; il s�ensuit que :

� ! 0 si x!1; ou t! 0
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et

� = 0 si x = o

Maintenant

@xu(0; t) = t(c=2a)�1=2y0(0)

ne peut être egale à la constante Q que si c = a:

Le problème aux limites pour u(x; t) est reduit au probléme suivant en y(�) :

�y00(�)� 1
2
y(�) +

�

2
y0(�) = 0; y0(0) = Q ; y(�)! 0 lorsque � ! 0 (3.1.5)

Si u(0; x) = u0 alors u(0; t) = tc=2ay(0) qui est constante si et seulement si c = 0:

Le probleme aux limite initial pour u(x; t) devient

�y00(�) +
�

2
y0(�) = 0; y(0) = u0 y(�)! 0 lorsque � !1 (3.1.6)

On obtient après intégration: :

y0(�) = c1e
��2=4D (3.1.7)

et

y(�) = c1
R �
0
e��

2=4Dd�+ c2

y(�) = c3 erf
�

"p
4D

�
+ c2 avec erf (x) = 2p

�

R x
0
e��

2
d�

On a 8<: y(0) = C2

y(1) = C3 + C2
) y(0) = C2 = �C3

Donc

47



y(�) = y(0)� y(0) erf

�
"p
4D

�

tc=by(�) = tc=by(0)� tc=by(0) erf

�
"p
4D

�

u(x; t) = u0 � u0 erf

�
xp
4Dt

�
(� =

xp
t
)

= u0(1� erf
�

xp
4Dt

�
) = u0 erf c

�
xp
4Dt

�
La solution de l�équation (3:1:5) est donnée par:

y(�) = C1� + C2

�
2
p
�De��

2=4D

+ �� erf

�
xp
4D

��
De plus

�y(�) = C1 + C2

�
� erf

�
xp
4D

��
Les conditions auxiliaires sont satisfaites et

y(�) = Q� +
Q

�

�
2
p
�De

��2=4D
+ �� erf

�
xp
4D

��

= Q� erf c

�
�p
4D

�
� 2Q

r
D

�
e
��2=4D

Bien entendu, ce problème peut être est résolu par des méthodes intégrales directes.

Considerons maintenant l�exemple suivant :

@tu(x; t)� @x [u@xu(x; t)] = 0; x 2 R; t > 0;

u(x; 0) = �(x)

u(x; 0) ! 0 as jxj ! 0
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et

Z
R
u(x; t)dx = 1; for t > 0 (3.1.8)

La transformation (3:1:2) donne:

"b�c@sv � "2a@zz(
1

2
"�2cv2) = 0

L�équation est invariante par cette transformation si b � c = 2(a � c); c�est à dire

c = 2a� b

Alors si nous posons:

u(x; t) = t(2a�b)=by(�); � =
x

ta=b

La condition (3:1:8) devient:R
R u(x; t)dx = t2(a=b)�1

R
R y
�
x
ta=b

�
ta=bd� = t3(a=b)�1

R
R y(�)d� = 1

Cette condition est réalisée pout tout t > 0 si 3a=b = 1 ; c�est à dire 3a = b et

u(x; t)dx = t�1=3y(�); � =
x
3
p
t

On a alors :

@tu = �1
3
t�4=3y(�) + 1

3
t�1=3y0(�)@t� = �1

3
t�4=3 [y(�) + �y0(�)]

@xx(
1
2
u2) = d2

d�2

�
1
2
t�2=3y2

�
(@x�)

2 = 1
2
t�2=3(2yy00(�) + 2y0)t�2=3

et

�1
3
t�4=3 [y(�) + �y0(�)]� 1

2
t�4=3(2yy00(�) + 2y0) = 0

C�est à dire

yy00(�) + y0 +
1

3
[y(�) + �y0(�)] = 0
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où

3(y(�)y0(�))0 + (�y(�))0 = 0

Alors

3y(�)y0(�) + �y(�) = C0

Si nous voulons que la solution soit une fonction paire de �,nous imposons les conditions:

y0(0) = 0 alors C0 = 0; 3y0(�) + � = 0; alors y(�) = �1
6
�2 + C1

Cette solution peut se mettre sous la forme :

y(�) =
1

6
(A2 � �2)

L�équation de Burger: (voir par exemple [14] )

Nous allons examiner l�e¤et de la transformation (3:1:2) de l�équation de Burger

@tu(x; t) + u(x; t)@xu(x; t)) = 0:

Sous la transformation(3:1:2); cela devient

"b�a@sv(z; s) + "a�2cv(z; s)@zv(z; s) = 0

L�équation est invariante si c = a � b;alors nous cherchons une solution de la forme

(3:1:3)

u = ta=b�1y(�); � =
x

ta=b

Où , en posant a=b� 1 = m ( m considéré comme paramètre)
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u = tmy(�); � =
x

tm+1

Alors

@tu = mtm�1y(�) + tmy0(�)
�
�(m+ 1) x

tm+2

�
= tm�1 [my(�)� (m+ 1)�y0(�)]

@xu = tmy0(�)(t�m�1)

et @tu+ u@xu = tm�1 [my(�)� (m+ 1)�y0(�) + y(�)y0(�)] = 0

Pour m = 0 on a

y(�)y0(�)� �y0(�) = 0; o�u y(�) = �

u(x; t) =
x

t

Un dernier exemple plus intéressant est fourni par l�équation KDV

@tu+ 6u@xu+ @xxxu = 0

Qui est transformée par (3:1:2) on a

"b�c@sv + 6"a� 6"a�2cv@zu+ "3a�c@zzzv = 0

Pour invariance, doit avoir:

b� c = a� 2c = 3a� c;

ou
0

c = a� b; 3a = b;

C�est à dire
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a = b
3

et c = �2
3
b; b =est un paramètre libre.

La recherche d�une solution de la forme

u = (3t)�2=3y(�) � = x

(3t)1=3
;

Conduit à:

@tu+ 6u@xu+ @xxxu = �(3t)5=3 [2y(�) + �y0(�)� 6y(�)y0(�)� y000(�)] = 0

C�est à dire y000(�) + [6y(�) + �] y0(�)� 2y(�) = 0:
On obtient encore une fois une équation di¤érentielle au lieu d�une EDP plus complexe.

Théorème 3:1:1 : Supposons que u(x) 2 PMa(Rn); u0(�x) = ��
�

��1 u0(x) et

ku0;PMak � "; " su¢ samment petit. Alors il existe une solution globale en temps

véri�ant:

u(t; x);Y a ;b
�

 � 2" et u(t; x) = �
�

��1u(��t; �x) pour x 2 Rn; t > 0 et � > 0

Preuve:

Soit u une solution de l�équation hyper-dissipative :

Pu = ut + (��)
�
2u = �u�

Alors : u�(t; x) = �
�

��1
u(��t; �x) est aussi une solution.

En e¤et : (a)
@u�
@t

= �
��
��1

u(��t; �x)

(b)(��) �2u� = �
�

��1
:��((��) �2 (u(��t; �x))

car (��) �2 est un opérateur di¤érentiel d�ordre �. On a alors :

Pu� = �
��
��1

Pu(��t; �x)

Or : Pu(��t; �x) = �
��
��1

�((��t; �x))� = �:�
��
��1

:u��

Ceci donne : Pu� = �:u��
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Remarque:Il est facile de véri�er que:
P (x)

jxjk+
�

��1
; jxj�

�
��1 sont dans PMa(Rn) et PMa(Rn) est homogène de degrée � �

��1 ;où

P (x) est un polynôme harmonique

homogène de degrée k , k est un nombre entier.

3.2 Conclusion

Nous avons étudié le problème (2.1.1). Il admet une solution unique dans un espace pseudo-

mesure convenable.

Posons: P = ut + (��)
�
2u:Le problème Pu = juj :u� est encore ouvert.

On peut aussi se poser la question lorsque juj :u� est remplacé par um;m 2 N:
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Annexe (A)

Soit le problème de Cauchy :

(�)
�
ut + Au = f(t)

u(0) = u0

où A est le gen�erateur d�un C0 semi groupe .

(ici S = semi groupe ; S(t) = e�At;on veri�e que (S(t))t �0est bien un C0 semi groupe)

Resolution de (�) : (a) l�equation sans second membre :

(��)
�
ut + Au = 0

u(0) = u0

(��)) u(t) = e�At:u0 = S(t):u0 ; S(t) = e�At

(b) Soit u solution de (�)
Posons g(�) = S(t� �):u(�)

) �g(�) = (S(t� �)�):u(�) + S(t� �):�u(�)

or :(S(t� �)�) = �A:S(t� �)

) �g(�) = �A:S(t� �) + S(t� �) f�Au(�) + f(�)g
�g(�) = S(t� �)f(�)

En integrant entre 0 et t :
tR
0

�g(�)ds =
tR
0

S(t� �)f(�)d�

et
tR
0

�g(�)d� = g(t)� g(0);on obtient (S(0) = I )

u(t)� S(t)u0 =
tR
0

S(t� �)f(�)d�

Appliquons ceci au probléme (2:1:1) : A = (��)�=2 et f(s) = �u�

u(t) = e�t(��)
�=2
u0 + �

tR
0

e�(t��)(��)
�=2
u�(�)d�
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Annexe (B)

1.Calcul de j�j�2 � j�j�2

La fonction f(x) = jxj�2 =2 L1(R3) mais f 2 L1loc(R3):

En écrivant : f = {BF + (1� {B)f 2 L1 + L2 ;{B étant l�indicatrice de la boule unité
le calcul suivant est justi�é.

Calculons la transformée de Fourier de f dans R3 :

(Ff)(�) =
Z
R3
exp(�ix�)f(x)dx =

Z
R3

exp(�ix�)
jxj2

dx

En faisant un changement de variables en coordonnées polaires ; x = (x1; x2; x3) 2 R3

se transforme en (r; �; ') par

8>>><>>>:
x1 = r sin � cos'

x2=r sin � sin'

x3=r cos �

avec dx = r2 sin �drd�d'

d�où :

(Ff)(�) =
1Z
0

1

r2

2�Z
0

8<:
�Z
0

exp(�ir j�j cos �)r2 sin �d�

9=; d'dr

(Ff)(�) = 2�
1Z
0

8<:
�Z
0

exp(�ir j�j cos �) sin �d�

9=; dr

= (Ff)(�) = 2�
1Z
0

�i
r j�j [exp(�ir j�j cos �]

�
0 dr

=
�2�i
j�j

1Z
0

1

r
[exp ir j�j � exp(�ir j�j] dr

=
4�

j�j

1Z
0

sin(r j�j)
r

dr =
4�

j�j

1Z
0

sin(y)

y
d' =

2�2

j�j

Mais on sait que
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FFf = (2�3) �f(x) avec �f(x) = f(�x);

et comme f est paire, il s�ensuit que FFf = (2�3)f(x):En utilisant la propriété

F(f � f) = Ff:Ff

On obtient donc :

F( 1
jxj2

� 1

jxj2
) =

2�2

j�j :
2�2

j�j =
4�4

j�j2
;

En passant à la transformée de Fourier, on aura

FF( 1
jxj2

� 1

jxj2
) = 4�2F( 1

j�j2
)

ceci nous conduit à l�égalité suivante :

(2�)3
1

jxj2
� 1

jxj2
= 4�4

2�2

jxj ;

et �nalement,

1

jxj2
� 1

jxj2
= �3

1

jxj
2.Remarque :

Soient x 2 Rn et T 2 D0(Rn) :Posons :

(a) ��f(x) = f(�x) ; � > 0:

(b) h��T; 'i = ��n
D
T; � 1

n
'
E

Rappelons que T est une distribution homogène de degré m 2 C si :
��T = �mT

Il s�en suit que si T est homogène de degré m :

h��T; 'i = ��n
D
T; � 1

n
'
E
= h�mT; 'i , hT; 'i = ��n�m

D
T; � 1

n
'
E
:

On a alors : ( si bT = FT )D
�� bT ; 'E = ��n

DbT ; � 1
n
'
E
= ��n

D
T; d� 1

n
'
E
= ��n hT; �n��b'i
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= hT; ��b'i = ��n
D
� 1
n
T; b'E = ��n�m hT; b'i = ��n�m

DbT ; 'E :
Ce qui signi�e que si T est homogène de degré m alors bT est homogène de degré �m�n:
D�autre part on sait (facile) que si T est radiale alor sil en est de même de bT :
Sachant ceci , on sait alors que : F( 1

j�j2
) =

C

j�j (C constante à préciser)

et plus généralement que si 0 < a < n : F( 1j�ja ) =
C1

j�jn�a
:

On peut alors s�inspirer de 1. pour calculer des expressions du type F( 1jxja �
1

jxja )

et plus généralement du type F( 1jxja �
1

jxjb
):
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