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Introduction

Les problèmes de contact avec ou sans frottement entre corps déformables ou entre

un corps et une fondation sont abondants en industrie et dans la vie de tous les jours. Le

simple contact entre une roue de voiture et une route, le piston et la chemise, les frottements

entre plaques tectoniques sont des exemples parmi bien d�autres. Du fait de l�importance

du phénomène, des études considérables ont été consacrées à ce sujet important qu�est la

mécanique de contact. La littérature concerne la modélisation, l�analyse mathématique ainsi

que l�approximation numérique des problèmes.

Le premier essai, concernant l�étude des inéquations variationnelles et leurs applications

pour l�étude mathématique des problèmes de contact, a été fait dans [8]. L�étude numérique

des problèmes de contact avec conditions de Signorini a été étudiée par plusieurs auteurs,

voir [1; 2; 3; 13; 16] où [16] représente jusqu�à présent une exellente référence pour l�étude

fonctionnelle et numérique des problèmes de contact élastique.

Le contact adhésif est un phénomène d�interface qui accompagne le contact, ceci a lieu

quand la colle est ajoutée pour réduire ou ralentir le mouvement des surfaces, M. Frémond

propose une théorie moderne du contact avec adhésion, issue de la mécanique des milieux

continus. Cette théorie se base sur les conditions de contact unilatéral de Hertz-Signorini-

Moreau : elle utilise une variable interne � qui mesure localement "l�intensité de l�adhésion";

cette variable est régie par une loi d�évolution selon [10; 11] où le champ d�adhésion satisfait

les restrictions 0 � � � 1. Quand � = 1 en un point de la surface de contact, l�adhésion
est complète et toutes les liaisons sont actives. Quand � = 0 toutes les liaisons sont inac-

tives, coupées et il n�y a pas d�adhésion. Quand 0 < � < 1 l�adhésion est partielle. Le

but de ce mémoire est de poursuivre l�étude faite pour des problèmes de contact dans les
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Introduction

références [6; 7; 9; 12; 15; 17; 18; 19; 20; 21; 22; 24] où des modèles de processus dynamique ou

quasi-statique de contact adhésif sans frottement entre un corps déformable et une fondation

ont été analysés et simulés.

L�objectif est alors de proposer une contribution à l�étude d�un problème aux limites

en mécanique de contact. En e¤et nous considérons une loi de comportement linéaire ou

non linéaire pour des matériaux élastiques; les conditions de contact sont de type uni-

latéral avec des conditions de Signorini et compliance normale où l�adhésion est prise en

compte. Le problème est étudié selon l�ordre général suivant: nous commençons par le

problème mécanique de départ et, après avoir précisé les hypothèses sur les données, nous

présentons une formulation variationnelle du problème mécanique pour laquelle nous dé-

montrons, l�existence et l�unicité de la solution. Par ailleurs, nous étudions l�approximation

du problème variationnel par la méthode des éléments �nis conformes et par la méthode de

pénalisation.

Cette thèse est composée de quatre chapitres. A�n d�en faciliter la lecture, nous les avons

rendu indépendants en rappelant brièvement les outils nécessaires à leur compréhension.

Le premier chapitre introduit des notations générales de mécanique ainsi que les nota-

tions nécessaires à la compréhension de ce travail. On rappelle les di¤érentes équations et

conditions aux limites concernant le champ des déplacements et le champ des contraintes.

On poursuit avec la formulation du problème mécanique qui sera traité, ainsi que des rappels

sur les lemmes de Gronwall, les inéquations variationnelles et les équations d�évolution.

Dans le second chapitre on s�intéresse à l�étude d�un problème aux limites qui décrit

l�évolution quasi-statique d�un corps élastique soumis à des forces surfaciques et des forces

volumiques, en contact sans frottement. Le contact est décrit à l�aide des conditions de Sig-

norini et compliance normale avec adhésion. Nous présentons la formulation variationnelle

du problème et nous démontrons l�existence et l�unicité de la solution. La démonstration

est basée sur des résultats concernant les inéquations variationnelles dépendant du temps

avec des opérateurs fortement monotones suivis par un argument de point �xe similaire à

celui utilisé dans [20].

Le troisième chapitre est consacré à l�approximation numérique du problème variationnel.

On fait une discrétisation en temps et en espace (discrétisation totale). A chaque pas de
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Introduction

temps on écrit le problème discret qui admet une solution unique. A la �n en ajoutant

quelques hypothèses de régularité sur le déplacement, le déplacement normal et le tenseur

des contraintes, on arrive à établir une estimation d�erreur. Les techniques de cette partie

s�inspirent du livre [20] qui constitue actuellement la meilleure référence pour l�étude des

problèmes de contact adhésif.

Dans le quatrième chapitre on étudie l�approximation du problème continu par la méth-

ode de pénalisation. On montre que le problème de contact élastique pénalisé avec adhésion

et contraintes unilatérales admet une solution unique qui converge vers la solution du prob-

lème continu quand le paramètre de pénalisation tend vers 0:
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Notations

Si 
 est un domaine de Rd(d = 2; 3), on note par:
� la frontiére de 
 supposée régulière.

�i(i = 1; 3) une partie mesurable de la frontiére �.

mes� 1 la mesure de lebesgue (d� 1) de �1.
�� ; �� les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel �.

�� ; �� les composantes normales et tangentielles du champ tensoriel �.

div � la divergence de �.

C 1(
) l�espace des fonctions réelles continues di¤érentiables sur 
.

H l�espace L2 (
)d .

Q l�espace L2 (
)d�d :

H1 l�espace H1 (
)d = fu 2 L2 (
) =@iu 2 L2 (
) ; i = 1; 2; 3g
Q1 l�espace f� 2 Qn div � = (�ij;j) 2 Hg :
H

1
2 (�) l�espace de Sobolev d�ordre 1

2
sur �:

 : C1
�


�d ! L2 (
)d l�application trace pour les fonctions vectorielles.

H� = H
1
2 (�)d

H� l�espace f� 2 H�; �� = 0 p:p: sur �g :
Si [0; T ] est un interval de temps, k 2 N et 1 � p � +1 , on note par:
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Notations

C (0; T ;H) l�espace des fonctions continues sur [0:T ] dans H.

k:kC(0;T ;H) la norme de C(0; T ;H):

Lp (0; T ;H)
l�espace des fonctions f fortement mesurables de (0; T ) dans H telles

que
R T
0
kf (t)kpH dt < +1 avec les modi�cations usuelles si p = +1:

k:kLp(0;T ;H) la norme de LP (0; T ;H) :

W k;p (0; T ;H) l�espace de Sobolev des paramètres k et p:

k:kWk;p(0;T ;H) la norme de W k;p (0; T ;H) :

Pour une fonction u;on note par:
�
u;

��
u la dérivée première et seconde de u par rapport au temps.

" le tenseur de déformation linéarisé.

@iu la dérivée partielle de u par rapport à l�i éme composante xi.
Autres notations:
Sd l�espace des tenseurs symétriques du second ordre sur Rd.

c une constante générique strictement positive.

p:p presqe partout.
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Chapitre 1

Formulation du Problème

élastique-Préliminaires

Ce chapitre est constitué de deux parties; la première partie est consacrée à la formula-

tion des problèmes aux limites où on fait des rappels sur le tenseur des contraintes, tenseur

des déformations, la loi de comportement du matériau élastique, l�équation de mouvement

et d�équilibre puis les conditions aux limites de contact. On présente aussi les modèles

généraux des problèmes de contact adhésif d�un corps déformable et une fondation.

Dans la deuxième partie on introduit les espaces fonctionnels, notamment de type

Sobolev associés aux opérateurs de divergence et de déformation, les lemmes de Gronwall.

On rappelle aussi les résultats abstraits standards d�existence et d�unicité concernant les

inéquations variationnelles elliptiques.

1.1 Formulation des problèmes aux limites

1.1.1 Contraintes, déformations et loi de comportement

On considère un corps déformable occupant un domaine 
 � Rd ; d = (2; 3) ayant une fron-
tière � supposée assez régulière. L�objet du problème, du point de vue mécanique est l�étude
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1.1. Formulation des problèmes aux limites

de l�évolution du corps matériel due à l�application des forces extèrieures sur l�interieur du

corps et sur sa frontière. Cette évolution est décrite par l�équation de mouvement:

��u = div � + '0 dans 
� (0; T ) ; (1.1.1)

où les inconnus du problème sont:

Le champ des déplacements u : 
� [0; T ]! Rd:

Le champ des contraintes � : 
� [0; T ]! Sd:

Et les données du problème sont:

La densité de masse � : 
! R+:

'0 : 
! Rd est la densité des forces volumiques.

On désigne par div � la divergence du champ des contraintes �:

Le processus d�évolution modèlisé par l�équation (1:1:1) s�appelle processus dynamique.

Dans le cas où le champ des vitesses
:
u varie trés lentement par rapport au temps, le terme

��u devient négligeable, il s�agit alors d�un processus quasi-statique et dans ce cas l�équation

(1:1:1) s�écrit :

div � + '0 = 0 dans 
� (0; T ) : (1.1.2)

La nouvelle équation (1:1:2) s�appelle équation d�équilbre.

Lorsque le corps est soumis à des tractions exterieurs et des forces de volumes, il se déforme,

c�est à dire que chaque point à l�interieur du corps, se trouvera à une position di¤érente

aprés déformation, dans ce cas on a besoin du tenseur des déformations :

" (u) = ("ij (u));

où "ij (u) =
1

2
(ui;j + uj;i) ; ui;j =

@ui
@xj

:

On adopte la convention de l�indice muet, il est clair que "ij = "ji, donc il s�agit d�un

tenseur symétrique. Les équations (1:1:1) et (1:1:2) ne sont pas su¢ santes elles seules pour

décrire les mouvements des milieux continus.

En e¤et, elles doivent étre complètées par d�autres relations qui caractérisent chaque

matériau, il s�agit de la loi de comportement qu�on va introduire dans la prochaine sec-

tion.
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1.1. Formulation des problèmes aux limites

1.1.2 Loi de comportement

La loi de comportement est la relation entre le tenseur des contraintes � et le tenseur des

déformations, cette relation nous permet de caractériser et de prévoir le comportement

mécanique du matériau.

Pour les matériaux élastiques, la loi de comportement est de la forme

� = F (") (1.1.3)

où F est une fonction donnée.

1.1.3 Condition aux limites de contact

Soit un corps matériel occupant un domaine borné 
 de Rd (d = 2; 3), de frontière @
 = �

régulière constituée de trois parties mesurables disjointes tel que � = �1 [ �2 [ �3:Soit �
le vecteur normal exterieur unitaire sortant à �: On considère les conditions aux limites

suivantes:

u = 0 sur �1 � (0; T ) ; (1.1.4)

�� = '2 sur �2 � (0; T ) : (1.1.5)

La condition (1:1:4) est appelée condition aux limites de déplacement. Elle signi�e que le

champ des déplacements est imposé sur la partie �1 de la frontière �; et le solide est encastré

en �1 dans une structure �xe, dans l�intervalle de temps (0; T ) :

La condition (1:1:5) est appelée condition aux limitex de traction. Elle signi�e que le vecteur

des contraintes de Cauchy �� = (�ij�j), i; j = 1; ::; d est imposé sur la partie �2 de la

frontière, dans l�intervalle de temps (0; T ), '2 représente la densité des forces appliquées

sur la surface. En�n, nous supposons que le corps se trouve en contact avec une fondation

le long de �3. Le contact est sans frottement avec adhésion. Par conséquent, nous allons

imposer sur �3� (0; T ) des conditions aux limites de contact sans frottement avec adhésion.
Ces conditions font intervenir la composante normale du déplacement u et la composante

normale et tangentielle du vecteur contrainte de Cauchy �� qu�on verra ci-dessous.
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1.1. Formulation des problèmes aux limites

1.1.4 Condition de contact de type Signorini avec adhésion

Cette condition modélise le contact avec une fondation rigide, elle est donnée par les relations

suivantes :

u� � 0 ; �� � c�R� (u�) �2 � 0; (�� � c�R� (u�) �2)u� = 0 sur �3 � (0; T ) : (1.1.6)

Ici u� et �� représentent respectivement la composante normale du champ des déplacements

et du champ des contraintes; c� est un coe¢ cient d�adhésion et R� est un opérateur de

troncature dé�ni ci-dessous :

R� (s) =

8>>><>>>:
L si s � �L
�s si �L � s � 0
0 si s � 0

(1.1.7)

où L > 0 est la longueur caractéristique de la liasion d�adhésion. En choisissant dans

(1:1:7) L assez large, on peut supposer que R� (u�) = +u� (voir [20]) d�où les conditions

de contact:

u� � 0; �� � c�u��2 � 0; (�� � c�u��2)u� = 0 (1.1.8)

On déduit de (1:1:8) qu�il n�y a pas d�interpénétration entre le corps et la fondation puisque

u� � 0:
Durant le processus quand le champ d�adhésion est nul (1:1:8) devient:

u� � 0; �� � 0; ��u� = 0 sur �3 � (0; T )

qui sont les conditions de contact classique de Signorini, sans adhésion.

1.1.5 Condition de contact avec contraintes unilatérales, compli-

ance normale et adhésion

Dans ce cas, la fondation est déformable, la contrainte normale �� satisfait la condition dite

de compliance normale avec adhésion c�est à dire:

u� � g ; �� + p (u�)� c�R� (u�) �2 � 0; (�� + p (u�)� c�R� (u�) �2) (u� � g) = 0
(1.1.9)
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1.2. Préliménaires

p est la fonction de compliance normale, elle est supposée positive ou nulle.

g est la valeur maximale de la pénétration.

Quand u� < 0; il y a séparation entre le corps élastique et la fondation, et la réaction de la

fondation est nulle �� = 0:

Quand 0 � u� < g (R� = 0) ; on aura ��� = p (u�) et ce qui signi�e que la réaction de la
fondation est déterminée de manière unique en fonction du déplacement normal et �� � 0:
Lorsque u� = g, ��� � p (g) et �� n�est pas déterminée de manière unique.
Et si g > 0 et p = 0 la condition (1:1:9) devient la condition de Signorini avec adhésion

avec saut.

Si g = 0 la condition (1:1:9) combinée avec l�hypothèse (2:1:16) (on le trouvera dans le

chapitre (2)) devient la condition de contact de Signorini avec adhésion:

u� � 0; �� � c��2R� (u�) � 0; (�� � c��2R� (u�))u� = 0

Evolution du champ d�adhésion:

L�évolution du champ d�adhésion est décrite par une équation di¤érentielle de la forme :

:

� = �
�
c�� (R� (u�))

2 � �a
�
+
sur �3 � (0; T ) ;

� (0) = �0 sur �3:

Ici �a, c� sont des coe¢ cients d�adhésion et r+ = max f0; rg pour r 2 R: Remarquons ici
que

:

� 6 0, une fois que le décollement se produit, l�adhésion ne peut pas se rétablir, voir

[17]. Par ailleurs, pendant le processus quasi statique on a: 0 6 � 6 1 p:p. sur �3; car

0 6 �0 6 1 p:p. sur �3, voir [20] :

1.2 Préliménaires

A�n de faciliter la lecture de ce travail, il nous a paru utile de rappeler dès maintenant,

quelques éléments fonctionnels; les espaces fonctionnels utilisés en mécanique des milieux
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1.2. Préliménaires

continus, et leurs principales propriétés comme le théorème de la trace, les lemmes de

Growall, les résultats sont donnés sans preuves, pour plus de détail voir [20; 21].

1.2.1 Espaces fonctionnels

Espaces fonctionnels à valeurs dans R

Soit un ouvert borné de Rd de frontière notée �. Un multi indice est une collection de d en-

tiers non négatifs, � = (�1; :::; �d). On note j�j =
dP
i=1

�i: Si une fonction réelle � dé�nie sur 


est n fois di¤érentiable, alors pour tout j�j < d;

D�� (x) =
@j�j� (x)

@�1x1::::@�dxd

D� étant la derivée partielle de � d�ordre � .

Les espaces LP

1. On rappelle que L1 (
) est l�ensemble des fonctions intégrables sur 
, dans lequel

on identi�e deux fonctions qui coincident presque partout; L1 (
) est un espace de

Banach pour la norme dé�nie par: k�kL1(
) =
R


j� (x)j dx .

2. Sur 
, on introduit l�espace Lp (
) égal à l�espace des (classes de) fonctions pour

1 � p <1 dé�ni par

LP (
) =
�
� : 
! R mesurable et j�jp 2 L1 (
)

	
qui est un espace de Banach muni de la norme

k�kLp(
) =
�Z




j� (x)jp dx
� 1

p

:

3. On introduit aussi pour p = 1; l�espace L1 (
) qui est aussi un espace de Banach
pour la norme:

k�kL1(
) = sup
x2

ess j� (x)j :
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1.2. Préliménaires

La convergence forte Si 0 � p � 1, on dit que �n converge fortement vers � dans
Lp (
) si �n, � 2 Lp (
) et si

lim
n!1

k�n � �kLp(
) = 0:

Si 0 � p � 1 et si �n ! � fortement dans Lp (
), alors k�nkLp(
) ! k�kLp dans R:

Espace de Sobolev On appelle l�espace de Sobolev d�ordre m sur LP (
) et on le

note Wm;p (
) l�espace dé�ni par

Wm;p (
) = f�; D�� 2 Lp (
) ; pour j�j � mg

Wm;p (
) est un espace de Banach muni de la norme:

k�kWm;p(
) = (
X
j�j�m

kD��kpLp)
1
p :

le cas p = 2 est fondamental, pour simpli�er l�écriture, on posera Wm;2 (
) = Hm (
) qui

est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(�; !)Hm(
) =
X
j�j�m

(D��;D�!)L2(
):

Théorème de trace Si � est de classe C1 alors l�application � ! �j� dé�ne sur

(C
1 �


�
)d à valeurs dans (L2 (�))d s�étend à une application  continue de H1 dans L

2
(�)d

où:

L
2

(�) = ff; f mesurable et de carré sommable sur � pour la mesure sur �g:

Rappelons que l�application de trace  : H1 ! L
2
(�)d n�est pas surjective. L�image de H1

par cette application est le sous espace de L
2
(�)d noté H� qui est un espace de Hilbert,

l�application trace: � ! � est linéaire continue et surjective de H1 dans H�: Aussi pour

une partie � � � mesurable on dé�nit H 1
2 (�)d par H

1
2 (�)d = f� 2 H�; � = 0 sur �=�g

et on rappelle que H� est dense dans L
2
(�)d. On dé�nit pour tout � 2 H� les composantes

normale et tangentielle respectivement par:

�� = �:� 2 H
1
2 (�) , �� = � � ��� 2 H� :

où H� est le sous-espace fermé de H� dé�ni par

H� = f� 2 H�; �� = 0 p:p: sur �g :
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1.2. Préliménaires

On peut prouver de plus que l�application � ! (�� ; �� ) est un isomorphisme de H� dans

H
1
2 (�)�H� :

Dans la suite on utilisera la notation � au lieu de � désignant la trace de � sur �:

Espaces des fonctions à valeurs dans Rd ou dans Rd�d et leurs propriétés

Dans cette partie, on va étendre les dé�nitions et les propriétés précédentes aux cas des

espaces à valeurs dans Rd et celles à valeurs dans Rd�d.

Soit 
 un ouvert dans Rd.

Nous désignons par Sd l�espace des tenseurs symétriques d�ordre deux sur Rd (d = 1; 2; 3) � �
�et j:j représentent le produit scalaire et la norme Euclidienne sur Rdet Sd respectivement.
Ainsi,

� � � = �ij� ij 8�; � 2 Sd j� j = (� ; �)
1
2 ;8� 2 Sd

u � � = uivi 8u; � 2 Rd jvj = (�; �)
1
2 ;8� 2 Rd:

Dans tous ce

manuscrit nous utilisons la convention de l�indice muet. En outre, l�indice aprés une

virgule dénote la dérivée par rapport à la composante correspondante de la variable spatiale

x. Dans toute la suite, 
 � Rd est un domaine borné avec une frontière de Lipschitz notée
�. Pour le champ des déplacements et le champ des contraintes nous utilisons les espaces

fonctionnels suivants:

H =
�
u = (ui) =ui 2 L2 (
) ; i = 1; d

	
;

H1 =
�
u = (ui) =ui 2 H1 (
) ; i = 1; d

	
;

Q = f� = (�ij) = �ij = �ji 2 L2 (
)g ;
Q1 =

�
� 2 Q= div � = (�ij;j) 2 (L2 (
))d

	
:

H;Q;H1;et Q1 sont des espaces de Hilbert; munis des produits scalaires donnés respec-

tivement par:
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1.2. Préliménaires

(u; �)H =

Z
ui�idx

(�; �)Q =

Z
�ij� ijdx

(u; �)H1 = (u; �)H + (" (u) ; " (�))Q

(�; �)Q1 = (�; �)Q + (div �; div �)H

où ", div sont les opérateurs de déformation et de divergence, dé�nis par:

" (u) = ("ij (u)); "ij =
1

2
(ui;j + uj;i) ; div � = (�ij;j) :

les normes sur les espaces H; H1; Q et Q1 sont respectivement notées par k:kH ; k:kH1 ; k:kQ
et k:kQ1 : Puisque la frontiére � est lipshitzienne, le vecteur normal exterieur � est dé�ni
p:p: Pour tout champ de vecteur � 2 H1 nous utilisons la notation �� et �� les composantes
normale et tangentielle de � sur la frontière données par:

�� = � � � ; �� = � � ���:

Nous dé�nissons de façon analogue les composantes normale est tangentielle d�un champ

régulier � 2 Q1 par les formules:

�� = (��) :� ; �� = �� � ���:

Rappelons aussi la formule de Green ci-dessous:

(�; " (�))Q + (div �; �) =

Z
�

��:�da 8� 2 H1; (1.2.1)

où da représente l�élément de mesure de surface. Tout au long du mémoire � est subdi-

visée en trois parties mesurables disjointes �1;�2 et �3; tel que mes(�1) > 0: Nous aurons

constamment besoin de l�espace des déplacements admissibles V dé�ni par:

V = f� 2 H1; � = 0 sur �1g

Proposition 1.1 (l�inégalité de Korn) Si mes (�1) > 0 alors il existe une constante

c
 > 0 dépendant seulement de 
 et �1 telle que:

k" (�)kQ � c
 k�kH1 8� 2 V:
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1.2. Préliménaires

Une preuve de cette inégalité peut être trouvée dans [7] :

Considèrons maintenant dans V le produit scalaire:

(u; �)V = (" (u) ; " (�))Q 8u; � 2 V

et la norme associée k�kV , i.e.

k�kV = k" (�)kQ 8� 2 V:

De l�inégalité de Korn on déduit que k:kV est une norme sur V équivalente à la norme

canonique k:kH1 et ainsi (V; k:kV ) est un espace de Hilbert réel. En outre, par le théorème
de trace de Sobolev, il existe une constante c0 > 0 dépendant uniquement de 
 et �1 telle

que:

k�kL2(
)d � c0 k�kV 8� 2 V: (1.2.2)

Espaces de fonctions à valeurs vectorielles W k;p (0; T ;X). Pour l�étude des problèmes

d�évolution, on aura besoin des espaces de fonctions à valeurs vectorieles W 1;p (0; T ;X) ; ici

X désigne un espace de Hilbert et T un réel positif. On rappelle les principaux résultats sur

les fonctions dé�nies sur un intervalle de temps et à valeurs dans un espace de Banach réel.

On note que C ([0; T ] ;X), est l�espace des fonctions continues u : [0; T ] ! X, qui est un

espace de Banach muni de la norme

kukC([0;T ];X) = max
0�t�T

ku (t)kX :

On note aussi par C1 ([0; T ] ;X) l�espace des fonctions continues u : [0; T ] ! X tel que la

dérivée _u existe et est continue sur [0; T ] : C1 ([0; T ] ;X) est un espace de Banach pour la

norme dé�nie par

kukC1([0;T ];X) = kukC([0;T ];X) + k _ukC([0;T ];X) .

Pour p 2 [0;1], l�espace de Lebesgue Lp (0; T ;X) est l�ensemble des classes de fonctions
v : (0; T )! X mesurables, telles que l�application t! k� (t)kX appartient à Lp (0; T ). On
sait que c�est un espace de Banach pour la norme:

kvkLp (0;T ;X) =
�
TR
0

k� (t)kpX dt
� 1

p

si 1 � p <1;
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1.2. Préliménaires

sup ess
t2[0;T ]

kvkX = kvkL1 (0;T ;X) = inf fc > 0; k� (x)kX � c p:p: t 2 (0; T )g si p =1:

En particulier l�espace L2 (0; T ;X) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(u; �)Lp(0;T ;X) =

TZ
0

(u (t) ; � (t))X dt:

Par ailleurs, l�espace W k;p (0; T ;X) est un espace de Banach pour la norme dé�nie par

X
0�j�k

sup ess
t2[0;T ]

D(j)�

X

En particulier pour k = 0, on a

W k;p (0; T ;X) = L1 (0; T ;X) :

Pour k = 1, l�espace W 1;1 (0; T ;X) est dé�ni par:

W 1;1 (0; T ;X) = fu : [0; T ]! X; u 2 L1 (0; T ;X) et :
u 2 L1 (0; T ;X)g

On le munit de la norme:

kukW 1;1(0;T ;V ) = kukL1(0;T ;X) + k _ukL1(0;T ;X) :

Lemmes de type Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nom-

breux problèmes de majoration et d�estimation d�erreur, en particulier pour établir l�unicité

de la solution.

Lemme 1.2. Soit m; � 2 C ([0; T ] ;R) telles que m (t) � 0 et n (t) � 0 pour tout t 2 [0; T ]
et soit a � 0 . Si 	 2 C ([0; T ] ;R) est une fonction telle que:

	(t) � a+
tZ
0

m (s) ds+

tZ
0

� (s)	 (s) ds 8t 2 [0; T ] ;

alors 	(t) �

0@a+ tZ
0

m (s) ds

1A exp ( tZ
0

� (s) ds ) 8t 2 [0; T ] :
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1.2. Préliménaires

Pour le cas particulier m = 0; ce lemme devient:

Corollaire 1.3. Soit � 2 C ([0; T ;R]) tel que � (t) � 0 pour tout t 2 [0; T ] et soit a � 0:
Si 	 2 C ([0; T ] ;R) est une fonction telle que:

	(t) � a+

tZ
0

� (s)	 (s) ds 8t 2 [0; T ]

alors

	(t) � a � exp (
tZ
0

� (s) ds ) 8t 2 [0; T ] :

Lemme 1.4. Soit T > 0 donné et pour un nomdre N positif nous dé�nissons k = T=N:

Supposons que fgngNn=1et feng
N
n=1 soient deux suites de nombres non négatifs véri�ant:

en � c1gn + c1

n�1X
j=1

kej; n = 1; :::::; N:

où c1 est une constante positive indépendante de N et k, alors il existe une constante

positive c indépendante de N et k, telle que:

en � c(gn +
n�1X
j=i

kgj); n = 1; :::::; N:

De plus, il existe une constante positive c2 telle que

max
1�n�N

en � c2 max
1�n�N

gn:

Et si, on suppose

en � cgn + c
nX
j=1

kej; n = 1; :::::; N:

alors on conclut pour k su¢ samment petit:

en � c (gn +
nP
j=1

kgj); n = 1; ::::; N;

et il existe une constante positive c3 telle que

max
1�n�N

en � c3 max
1�n�N

gn:

Pour la preuve du lemme 1.4, voir [5] .
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1.2. Préliménaires

1.2.2 Compléments divers

Dans cette section on présente les résultats d�existence et d�unicité concernant les équations

variationnelles elliptiques, les équations d�évolution et les équations di¤érentielles ordinaires

dans les espaces de Hilbert. Nous commençons cette section par un bref rappel sur les

opérateurs fortement monotones et de Lipschitz. A cette �n, on considère X un espace de

Hilbert muni du produit scalaire (:; :)X et de la norme associée k:kH et soit A : X ! X un

opérateur non linéaire; l�opérateur A est dit:

(a) fortement monotone s�il existe m > 0 tel que

(Au� A�; u� �)X � m ku � �k
2

X 8u; v 2 X;

(b) de Lipschitz s�il existe M > 0 tel que:

kAu� A�kX �M ku� �kX 8u; � 2 X :

Inéquations variationnelles elliptiques Lamodélisation mathématique pour des classes

de problèmes di¤érents en mécanique des milieux continus est liée aux inéquations varia-

tionnelles elliptiques. Cette méthode permet à la fois l�obtention des résultats théoriques et

la mise au point des méthodes numériques e¢ caces. Dans cette section on va présenter des

résultats d�existence et d�unicité de la solution de certains problèmes variationnels.

Soit X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (:; :)X et la norme associe k:kX . Soit
maintenant, A : X ! X un opérateur lipschitzien et fortement monotone, la fonctionnelle

j : X !]�1;+1] et soit f 2 X: On considère le problème suivant::
Problème 1. Trouver u 2 X tel que

(Au; � � u)X + j(v)� j(u) � (f; � � u)X 8v 2 X: (1.2.3)

Ce problème, est appelé in�equation �ariationnelle elliptique de second espèce sur X: En

ce qui concerne ce problème on a le résultat d�existence et d�unicité suivant:
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1.2. Préliménaires

Théorème 1.5. Soit X un espace de Hilbert et soit A : X ! X un opérateur de Lipschitz et

fortement monotone et, j une fonctionnelle convexe, propre et semi-continue inférieurement,

alors l�inéquation variationnelle elliptique (1:2:3) admet une solution unique.

Soit maintenant une forme bilineaire j : X � X ! R et f 2 X: On considère le problème
suivant:

Problème 2. Trouver u tel que:

(Au; � � u)X + j(u; �)� j(u; u) � (f; � � u)X 8� 2 X :

A la di¤érence du probléme 1, on remarque la présence d�une fonctionnelle qui dépend de

la solution u, ce qui complique la résolution de ce genre de probléme. La résolution de ce

type d�inéquations variationnelles a été étudiée dans [4] :

On �nit cette section par le résultat suivant (voir [20]):

Théorème 1.6. Soit (H; k:kH) est un espace de Banach réel et T > 0; soit F (t; :) : H ! H

un opérateur dé�ni p:p. sur (0; T ), qui satisfait les propriétés suivantes:

Il existe LF > 0 tel que kF (t; x)� F (t; y)kH � LF kx� ykH 8x; y 2 H; p:p: t 2 (0; T ) ;
Il existe p � 1 tel que t! F (t; x) 2 Lp (0; T ;H) 8x 2 H:

Alors, pour tout x0 2 H, il existe une fonction unique x 2 W 1:p (0; T ;H) telle que:8<: _x(t) = F (t; x (t)) p:p. t 2 (0; T );
x (0) = x0:

Pour des détails sur ce théorème, on peut renvoyer le lecteur par exemple à [23, page 60] :

En�n, par ailleurs on rappelle qu
0
une solution régulière est une solution ayant le degré de

régularité nécessaire pour que toutes les opérations de dérivation soient permises.
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Chapitre 2

Problème de contact unilatéral sans

frottement avec compliance normale

et adhésion.

Dans ce chapitre, on considère un problème de contact quasi-statique entre un corps élastique

et une fondation déformable. Le contact est modélisé à l�aide des conditions de Signorini

sans frottement avec compliance normale et adhésion.

2.1 Formulation du problème mécanique

Nous considérons un corps élastique qui à l�instant t = 0 occupe un ouvert 
 � Rd, d = 2; 3,
supposé borné, de frontière � assez régulière, constituée de trois parties �1; �2, �3 ouvertes

et disjointes telles que � = ��1 [ ��2 [ ��3 et que mes (�1) > 0. Ce corps est encastré en �1,
soumis à une densité de forces volumiques '0 dans 
, à des forces surfaciques de densité '2

sur �2 et en contact avec une fondation déformable le long de �3. De plus le contact avec

cette fondation, est supposé unilatéral sans frottement avec compliance normale et adhésion

(voir �gure ci-dessous). Cela revient à étudier le problème mécanique P1 ci-dessous.
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2.1. Formulation du problème mécanique

0Ω

Fig. Contact entre un corps élastique et une fondation.

Problème P1: Trouver un champ des déplacements u : 
 � [0; T ] ! Rdet un champ

d�adhésion � : �3 � [0; T ]! R, tels que:

div � (u) = �'0 dans 
� (0; T ) ; (2.1.1)

� (u) = F"(u) dans 
� (0; T ) ; (2.1.2)

u = 0 sur �1 � (0; T ) ; (2.1.3)

�� = '2 sur �2 � (0; T ) ; (2.1.4)

u� � g; �� + p (u�)� c�R� (u�) �2 � 0;�
�� + p (u�)� c�R�(u�)�2

�
(u� � g) = 0

9=; sur �3 � (0; T ) ; (2.1.5)

�� = 0 sur �3 � (0; T ) ; (2.1.6)

_� = �(c��(R�(u�))2 � �a)+ sur �3 � (0; T ) ; (2.1.7)

� (0) = �0 sur �3: (2.1.8)

Brève explication du sens physique des équations et inéquations (2:1:1)� (2:1:8) :
(2:1:1) est l�équation d�équilibre; (2:1:2) est la loi de comportement; (2:1:3) et (2:1:4) sont les

conditions aux limites de déplacement-traction; (2:1:5) représente la condition de contact

unilatéral avec compliance normale et adhésion où g � 0 est la valeur maximale de la

pénétration; (2:1:6) est la condition sans frottement; (2:1:7) est l�équation di¤érentielle
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2.1. Formulation du problème mécanique

d�évolution d�adhésion où �a et c� sont des coe¢ cients d�adhésion; r+ = max f0; rg, r 2 R.
Notons que dans ce modèle il y a décollement, l�adhésion ne peut pas se rétablir, car _� � 0,
voir [17], les travaux de Nassar et de Shillor. En�n, dans (2:1:8) �0 représente la condition

initiale du champ d�adhésion.

Nous désignons par Sd l�espace des tenseurs symétriques d�ordre deux sur Rd (d = 1; 2; 3) � �
�et j:j représentent le produit scalaire et la norme Euclidienne sur Rd et Sd respectivement.
Ainsi,

u � � = uivi j�j = (�; �)
1
2 ;8u; � 2 Rd;

� � � = �ij� ij j� j = (� ; �)
1
2 ;8�; � 2 Sd:

u = (ui) est le champ de déplacements.:

Le tenseur des déformations est dé�ni par

" (u) = ("ij (u)), "ij (u) =
1

2
(ui;j + uj;i)

� = (�ij) est le tenseur des contraintes. div � = (�ij;j) est la divergence �.

Maintenant pour procéder à la formulation variationnelle on a besoin des espaces fonction-

nels suivants:

H =
�
u = (ui) =ui 2 L2 (
) ; i = 1; d

	
;

H1 =
�
u = (ui) =ui 2 L2 (
) ; " (u) 2 L2 (
) ; i = 1; d

	
;

Q =
�
� 2 (�ji) =�ji = �ij 2 L2 (
) ; i; j = 1; d

	
;

Q1 =
n
� 2 Q= div � = (�ij;j) 2 L2 (
)d ; i; j = 1; d

o
:

H;Q;H1; etQ1 sont des espaces deHilbert;munis des produits scalaires donnés respective-

ment par:

(u; �)H =

Z
ui�idx;

(�; �)Q =

Z
�ij� ijdx;

(u; �)H1 = (u; �)H + (" (u) ; " (�))Q ;

(�; �)Q1 = (�; �)Q + (div �; div �)H :
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2.1. Formulation du problème mécanique

Les normes sur les espaces H, H1, Q et Q1 sont notées par k:kH , k:kH1, k:kQ et k:kQ1 ;
respectivement. Puisque la frontière � est assez régulière, le vecteur normal exterieur � est

dé�ni p:p: Pour tout champ de vecteur � 2 H1, nous utilisons la notation �� et �� pour les
composantes normale et tangentielle de � sur la frontière � données par

�� = � � � ; �� = � � ���:

Nous dé�nissons de façon analogue les composantes normale et tangentielle d�un champ

régulier � 2 Q1 par les formules

�� = (��) :� ; �� = �� � ���:

Nous aurons constamment besoin de l�espace des déplacements admissibles V dé�ni par

V = f� 2 H1; � = 0 sur �1g ;

qu�on munit du produit scalaire

(u; �)V = (" (u) ; " (�))Q 8u; � 2 V;

et de la norme associée k:kV i.e.

k�kV = k" (�)kQ 8� 2 V:

De l�inégalité de Korn, on déduit que k:kV est une norme sur V équivalente à la norme

canonique k:kH1 et ainsi (V; k:kV ) est un espace de Hilbert réel. En vertu d�un théorème de
trace de Sobolev:

il esiste c0 > 0 dépendant de 
, �1 et �3 tel que:

k�k(L2 (�3))d � c0 k�kV 8� 2 V: (2.1.9)

On dé�nit aussi le convexe K des déplacements admissibles par:

K = f� 2 V : �� � g p:p: sur �3g :

Les coe¢ cients c� et �a sont supposés satisfaire les conditions:

c� 2 L1 (�3) ; c� � 0 p:p. sur �3; (2.1.10)
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2.1. Formulation du problème mécanique

�a 2 L2 (�3) ; �a � 0 p:p. sur �3: (2.1.11)

On suppose que les forces volumiques '0 et les tractions surfaciques '2 satisfont

'0 2 W 1;1 (0; T ;H) , '2 2 W 1;1 �0; T ; (L2 (�2))d� : (2.1.12)

D�aprés le théorème de représentation de Riesz-Frêchet, il existe f 2 V tel que:

(f (t) ; �)V =

Z



'0 (t) :�dx+

Z
�2

'2 (t) :�da; (2.1.13)

où da est l�élément de mesure de surface.

On suppose que l�opérateur d�élasticité F véri�e les conditions suivantes:

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

(a) F : 
� Sd ! Sd;

(b) il existe M > 0 tel que:

jF (x; "1)� F (x; "2)j �M j"1 � "2j 8"1, "2 2 Sd, p:p: x 2 
;
(c) il existe m > 0 tel que:

(F (x; "1)� F (x; "2)) : ("1 � "2) � m j"1 � "2j2 8"1, "2 2 Sd, p:p: x 2 
;
(d) l�application: x! F (x; ") est mesurable sur 
 pour tout "2 2 Sd;
(e) F (x; 0) = 0 p:p: x 2 
:

(2.1.14)

On dé�nit la fonctionnelle j : L2(�3)�V �V ! R par:

j(�; u; �) =

Z
�3

(p (u�)� c��2R� (u�))��da 8 (�; u; �) 2 L2(�3)� V � V: (2.1.15)

Nous supposons que la fonction de compliance normale p : �3 � R! R+ satisfait:

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

(a) il existe Lp > 0 tel que:

jp (x; r1)� p (x; r2)j � Lp jr1 � r2j 8r1; r2 2 R; p:p: x 2 
:
(b) (p (x; r1)� p (x; r2)) (r1 � r2) � 0 8 r1; r2 2 R; p:p. x 2 
:
(c) l�application: x! p (x; r) est mesurable sur �3, pour tout r 2 R:
(d) p (x; r) = 0 8r � 0; p:p: x 2 �3:

(2.1.16)
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2.2. Formulation variationnelle du problème

Pour p 2 [1;1] ; on utilise la norme standard de Lp (0; T ;V ) :Nous utilisons aussi l�espace
de Sobolev W 1;1 (0; T ;V ) muni de la norme:

kukW 1;1(0;T ;V ) = kukL1(0;T ;X) + k _ukL1(0;T ;X)
:

pour chaque espace de Banach (Y; k:kY ) et T > 0 on utilise la notation C ([0; T ] ;Y ) pour
l�espace des fonctions continues de [0; T ] à Y . On a besoin aussi d�introduire l�ensemble des

champs d�adhésion suivant

B =
�
� : [0; T ]! L2 (�3) = 0 � � � 1;8t 2 [0; T ] , p:p. sur �3

	
:

On suppose que le champ d�adhésion initial véri�e

�0 2 L2 (�3) ; 0 � � � 1 p:p. sur �3: (2.1.17)

Finalement dans tout le reste du mémoire, on désigne par c une constante positive qui ne

dépend pas de t, et qui peut changer de valeur lors du passage d�une ligne à une autre.

2.2 Formulation variationnelle du problème

Pour établir une formulation variationnelle du problème mécanique P1, nous avons besoin

d�établir d�abord le lemme suivant:

Lemme 2.1. Si la fonction (u; �) est une solution régulière C1 du problème mécanique P1

alors : 8<: u (t) 2 K, (F" (u (t)) ; " (� � u (t)))Q + j (� (t) ; u (t) ; � � u (t))
� (f (t) ; � � u (t)) 8� 2 K; t 2 [0; T ] :

Démonstration. Soit � 2 V et t 2 (0; T ) : En utilisant (1:1:10), on déduit:

(� (t) ; " (�)� " (u (t))Q + (div � (t) ; � � u (t))H =
Z
�

�v (t) : (v � u (t)) da 8� 2 H1:

On utilise la condition (2:1:11) et (2:1:14) pour obtenir
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2.2. Formulation variationnelle du problème

(� (t) ; " (�)� " (u (t)))Q = ('0 (t) ; � � u (t))H +
Z
�

�� (t) : (� � u (t)) da

= ('0 (t) ; � � u (t))H +
Z
�2

'2 (t) : (� � u (t)) da

+

Z
�3

�� (t) : (�� � u� (t)) da

Grâce à (1:1:13) et (2:1:16) on a:

(� (t) ; " (�)� "(u (t))Q = (f (t) ; � � u (t))V +
Z
�3

�� (t) : (�� � u� (t)) da;

d�où

(F" (u (t)) ; " (� � u (t)))Q = (f (t) ; � � u (t))V +
Z
�3

�� (t) : (�� � u� (t)) da: (2.1.18)

Maintenant, en tenant compte des conditions de contact unilatéral (2:1:5) on a:R
�3

�� (t) (�� � u� (t)) da =
R
�3

�
�� (t) + p (u� (t))� c�R�(u�)�2 (t)

�
(�� � u� (t)) da

�
R
�3

�
p (u�)� c�R�(u�)�2

�
(�� � u� (t)) da;

comme Z
�3

�
�� (t) + p (u�) (t)� c�R�(u� (t))�2 (t)

�
(�� � u� (t)) da � 0:

On en déduitZ
�3

�� (t) (�� � u� (t)) da � �
Z
�3

�
p (u� (t))� c�R�(u� (t))�2

�
(�� � u� (t)) da:

D�où d�aprés (2:1:5) et (2:1:15) on a:Z
�3

�� (t) (�� � u� (t)) da � j (� (t) ; u (t) ; u (t))� j (� (t) ; u (t) ; v) :

Portons cette inégalité dans (2:1:18), on obtient l�inéquation variationnelle:

(F"(u(t)); "(� � u(t)))Q + j (� (t) ; u (t) ; �)� j (� (t) ; u (t) ; u (t)) � (f; � � u (t))V :
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2.2. Formulation variationnelle du problème

Nous pouvons maintenant énoncer la formulation variationnelle suivante, du problème mé-

canique P1 en termes de déplacement et champ d�adhésion.�
Problème P2. Touver un champ des déplacements u : [0; T ]! V , et un champ d�adhésion

� : [0; T ]! L2(�3) tels que:

u(t) 2 K; (F"(u(t)); "(� � u(t)))Q + j(�(t); u(t); � � u(t))
� (f(t); � � u(t))V 8� 2 K; t 2 [0; T ] ;

(2.1.19)

:

� (t) = �(c�� (t) (R�(u� (t)))2 � �a)+ p:p: t 2 (0; T ) ; (2.1.20)

� (0) = �0 : (2.1.21)

Réciproquement, on peut véri�er par un calcul formel que si (u; �) est une solution régulière

du problème P2, alors u, � véri�ent les équations et les conditions aux limites du problème

P1: Pour cela, on a le lemme suivant:

Lemme 2.2. Si (u; �) est une solution régulière de classe (C1) du problème P2, alors (u; �)

véri�e les équations et les conditions aux limites du problème P1:

Démonstration. Soit t 2 (0; T ) et (u; �) une solution régulière du problème P2, il su¢ t
de montrer que (u; �) satisfait les conditions (2:1:1)�(2:1:8) :

En e¤et, soit w 2 (D (
))d et choisissons � = u (t)� w dans l�inégalité (2:1:19), on aura

(F"(u(t)); "(w))Q = j (� (t) ; u (t) ; w) + (f(t); w)V :

En utilisant la formule de Green et (2:1:13) et (2:1:15) on obtient:

Z



(div � (t) + '0 (t)):wda = 0;

et donc on déduit div � (t) = �'0 (t) au sens des distributions, comme '0 (t) 2 H alors on

a div � (t) + '0 (t) = 0 p:p: sur 
:

En utilisant ensuite (2:1:18) et en appliquant encore la formule de Green, on a:

Z
�

�� (t) :(� � u(t))da� (div � (t) ; � � u(t))H + j(�(t); u(t); �)

� j(� (t) ; u (t) ; u (t)) � (f (t) ; � � u (t))V 8� 2 V:
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2.2. Formulation variationnelle du problème

En posant alors � = u(t)�w, où w 2 H1 tel que w = 0 sur �1 [ �3, après simpli�cation on
aboutit à la relation suivante:

Z
�2

(�� (t)� '2 (t)):wda = 0 8w 2 (H 1
2 (�2))

d:

Comme (H
1
2 (�2))

d est dense dans (L2 (�2))d on déduitZ
�2

(�� (t)� '2 (t)):wda = 0 8w 2 (L2 (�2))d;

d�où

�� (t)� '2 (t) = 0 p:p: sur �3:

Soit w 2 V une fonction arbitraire, choisissons � = u (t) + w tel que w� � 0 sur �3 et

w� = 0 sur �3, après quelques calculs on a:

Z
�3

(�� (t) + p (u� (t))� c��2 (t)R�(u� (t)))w�da � 0 :

Comme w� � 0 sur �3, alors on déduit

�� (t) + p (u� (t))� c��2 (t)R�(u� (t)) � 0 p:p: sur �3;

et puisque u 2 K donc u� (t) � g.
D�autre part, appliquons la formule de Green et les deux premiers résultats obtenus dans

cette démonstation, on auraZ
�3

(�� (t) + p (u� (t))� c��2 (t)R�(u� (t))) (�� � u� (t)) da � 0 8� 2 K:

Choisisons maintenant �v = g puis �� = 2u� (t)�g dans l�inéquation précédente, on obtient

Z
�3

(�� (t) + p (u� (t))� c��2 (t)R�(u� (t)))(u� (t)� g)da = 0;

et donc puisque (�� (t) + p (u� (t))� c��2 (t)R�(u� (t)))(u� (t)� g) � 0 sur �3 on déduit

(�� (t) + p (u� (t))� c��2 (t)R�(u� (t)))(u� (t)� g) = 0 p:p: sur �3:
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2.3. Résultat d�existence et d�unicité

Soit alors w 2 H1 une fonction arbitraire telle que w� = 0 sur �3 et qui est nulle sur �1[�2,
et soit � = u (t)� w, on trouve alors:Z

�3

�� (t) :wda = 0 8w 2 (H 1
2 (�2))

d;

et donc par densité Z
�3

�� (t) :wda = 0 8w 2 (L2 (�2))d ;

d�où on déduit �� (t) = 0 p:p: sur �3:�

2.3 Résultat d�existence et d�unicité

Théorème 2.3. Sous les hypothèses (2:1:10) ; (2:1:11) ; (2:1:12) ; (2:1:13) ; (2:1:14), (2:1:16)

et (2:1:17) ; le problème P2 admet une solution faible unique (u; �) ayant la régularité:

u 2 W 1;1(0; T; V ); (2.2.1)

� 2 W 1;1(0; T ;L2(�3)) \ B: (2.2.2)

La démonstration du théorème se fera en plusieurs étapes. Dans un premier temps, on

omet le "t" dans la notation et on commence par établir des propriétés de la fonctionnelle

j pour simpli�er la démonstration.

On a:

j (�1; u1; u2 � u1) + j (�2; u2; u1 � u2) = �
Z
�3

(p (u1�)� p (u2�)) (u1� � u2�) da

+

Z
�3

(c��
2
1R� (u1) (u1� � u2�)

�c��22R� (u2) (u1� � u2�)) da:

En utilisant (2:1:16) (b), on a
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2.3. Résultat d�existence et d�unicité

j (�1; u1; u2 � u1) + j (�2; u2; u1 � u2) �
Z
�3

(c��
2
1R� (u1) (u1� � u2�)� c��22R� (u2) (u1� � u2�))da;

on ajoute et on retranche c��
2
1R� (u2) (u1� � u2�); on aura:

j (�1; u1; u2 � u1) + j (�2; u2; u1 � u2) �
Z
�3

c��
2
1(R� (u1)�R� (u2)) (u1� � u2�) da

+

Z
�3

c�(�
2
1 � �22)R� (u2) (u1� � u2�) da

puisque �1; �2 2 [0; 1] et (R� (u1�)�R� (u2�)) (u1� � u2�) � 0 p:p: sur �3, et jR� (u2)j � L,
(voir [20]), on a

jj (�1; u1; u2 � u1) + j (�2; u2; u1 � u2)j � c
Z
�3

j�1 � �2j ju1� � u2� j da:

Grâce à (2:1:9):

jj (�1; u1; u2 � u1) + j (�2; u2; u1 � u2)j � c k�1 � �2kL2 (�3) ku1 � u2kL2 (�3) : (2.2.3)

En utilisant aussi les mêmes arguments, les propriétés de R� , (2:1:16) et (2:1:9), on

a:

jj (�; u1; �)� j (�; u2; �)j � c ku1 � u2kV k�kV : (2.2.4)

Posons � = �1 = �2 dans (2:2:4), nous obtenons:

j (�; u1; u2 � u1) + j (�; u2; u1 � u2) � 0; (2..2.5)

puis, choisissons u1 = � et u2 = 0 dans (2:2:5), et puisque j est linéaire par rapport au

deuxième argument on a:

j (�; �; �) � 0: (2.2.6)
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2.3. Résultat d�existence et d�unicité

Dans la deuxième étape, on introduit le sous-ensemble fermé Z de l�espace de Banach

C ([0; T ] ;L2 (�3)) dé�ni par

Z =
�
� 2 C([0; T ] ;L2 (�3))=� (t) 2 B 8t 2 [0; T ] ; � (0) = �0

	
(2.2.7)

où Z est muni de la norme:

k�k� = max
t2[0;T ]

h
exp (��t) k� (t)kL2(�3)

i
pour tout � 2 C

�
[0; T ] ;L2 (�3)

�
, où � > 0:

Puis pour � 2 Z considérons le problème auxilaire ci-dessous.

Problème P1�: Trouver un champ des déplacements u� : [0; T ]! V tel que:

u� (t) 2 K; (F"(u�(t)); "(� � u�(t)))Q + j(�(t); u�(t); � � u�(t))
� (f(t); � � u�(t))V 8� 2 K; t 2 [0; T ] :

(2.2.8)

On a le lemme suivant:

Lemme 2.4. Le problème P1� admet une solution unique qui satisfait

u� 2 C ([0; T ] ;V ) : (2.2.9)

Démonstration. Soit t 2 [0; T ] et l�opérateur At : V ! V dé�ni par

(Atu; �)V = (F"(u); "(�))Q + j(� (t) ; u; �) 8u; � 2 V:

Les hypothèses (2:1:14) ; (2:1:16) ; (2:1:9),(2:2:4) et (2:2:6) entrainent que l�opérateur At est

de Lipschitz et fortement monotone. En e¤et, en utilisant (2:1:9); (2:1:14) (b) et (2:2:4), on

a

j(Atu� Atv; w)V j � (M + c) c20 ku� vkV kwkV 8(u; v; w) 2 V � V � V:

Aussi, en utilisant (2:14) (c) et (2:2:6), on a

(Atu� Atv; u� v)V � m ku� vk
2
V 8u; v 2 V:

PuisqueK est un sous-ensemble convexe fermé, non vide de V , il résulte d�après des résultats

standards sur les inéquations variationnelles elliptiques ([4]), qu�il existe un élément unique

u� (t) : u� 2 K qui satisfait (2:2:8) :

31



2.3. Résultat d�existence et d�unicité

Soit alors t1; t2 2 [0; T ], u�(ti), i = 1; 2 véri�e l�inéquation

(F"(u�(ti)); "(� � u�(ti)))Q + j(�(ti); u�(ti); � � u�(ti))
� (f(ti); � � u�(ti))V :

Par la suite posons u�(ti) = ui, �(ti) = �i, f(ti) = fi; on prend � = u2 dans l�inéquation

véri�ée par u1 puis � = u1 dans l�inéquation véri�ée par u2 et on additionne les inéquations

obtenues; nous trouvons aprés quelques calculs:

(F"(u1)� F"(u2); "(u1 � u2))V � (f1 � f2; u1 � u2)V +

j (�; u1; u2 � u1)� j (�; u2; u1 � u2)

De l�inégalité précédente, de (2:1:14) (c) et de (2:2:4) on obtient

ku1 � u2kV � c(kf1 � f2kV + k�1 � �2kL2 (�3)): (2.2.10)

On voit alors que (2:2:10) et la régularité des fonctions f et � impliquent

u� 2 C ([0; T ] ;V ) ;

d�où la preuve.�
Dans la troisième étape, on utilise la fonction u� du lemme précédent et considérons le

problème suivant.

Problème P2�. Trouver le champ d�adhésion �� : [0; T ]! L2 (�3) tel que:

:
�� (t) = �(c��� (t) (R�(u�� (t)))2 � �a)+ p:p: t 2 (0; T ) ; (2.2.11)

�� (0) = �0: (2.2.12)

On a le lemme suivant:

Lemme 2.5. Le problème P2� admet une solution unique �� 2 W 1;1 (0; T ;L2 (�3)) \ B:

Démonstration. Considérons l�application F� : [0; T ] � L2 (�3) ! L2 (�3) dé�nie par:

F� (t; �) = �
�
c��R

2
� (u�� (t))� �a

�
+
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2.3. Résultat d�existence et d�unicité

pour tout t 2 [0; T ] et � 2 L2 (�3). D�aprés les propriétés de l�opérateur R� il résulte

que la fonction F� est lipschitzienne et continue par rapport au deuxième argument, et cela

uniformément en temps. D�ailleurs, pour n�importe quel � 2 L2 (�3) ; l�application t !
F�(t; �) appartient à L1 (0; T ;L2 (�3)). En utilisant le théorème 1.6, nous pouvons dire

qu�il existe une fonction unique �� 2 W 1;1(0; T ;L2 (�3)) qui satisfait (2:2:11), (2:2:12) : Et

d�après (2:2:11), (2:2:12) et que 0 � �0 � 1, on obtient �� 2 B pour tout t 2 [0; T ], voir
[20]. En e¤et, de (2:2:11) et (2:2:12) on obtient que �� (x; t) � �0 (x) et c�est pourquoi

l�hypothèse (2:1:17) montre que �� (x; t) � 1 pour t > 0, p:p: x 2 �3. D�autre part, si
�� (x; t0) = 0 à l�instant t0, alors il s�en suit de (2:2:11) que _�� (x; t) = 0 pour tout t > t0 et

ainsi �� (x; t) = 0 pour tout t > t0, p:p: x 2 �3. Nous déduisons que 0 � �� (x; t) � 1 pour
tout t 2 [0; T ], p:p: x 2 �3. Ce qui achève la preuve du lemme précédent.�
D�autre part, il résulte du lemme 2.5 que pour tout � 2 Z, la solution �� du problème

P2� appartient à Z. Donc on peut considérer l�opérateur � : Z ! Z dé�ni par:

�� = ��: (2.2.13)

On a alors le lemme ci-dessous.

Lemme 2.6. Il existe un élément unique �� 2 Z tel que:

��� = ��:

Démonstration. Soit donc �i (i = 1; 2) deux fonctions dans Z et notons par ui; �i les

fonctions obtenues dans les lemmes 2.4 et 2.5 respectivement, pour � = �i; i = 1; 2:

Nous utilisons les arguments similaires à ceux utilisés dans la preuve de (2:2:10) pour déduire

que:

ku1 (t)� u2 (t)kV � c k�1 (t)� �2 (t)kL2(�3) (2.2.14)

Ce qui implique:

tZ
0

ku1 (s)� u2 (s)kV ds � c
tZ
0

k�1 (s)� � (s)kL2(�3) ds: (2.2.15)
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2.3. Résultat d�existence et d�unicité

D�autre part, on a

�i (t) = �0 �
tZ
0

(c��i (s) [R�(ui� (s))]
2 � �a)+ds;

et donc

j�1 (t)� �2 (t)j � c

tZ
0

���1 (s) (R�(u1� (s)))2 � �2 (s) (R�(u2� (s)))2�� ds:
D�où:

k�1 (t)� �2 (t)kL2(�3)
� c

tR
0

k�1 (s) (R�(u1� (s)))2 � �2 (s) (R�(u2� (s)))2kL2(�3) ds:

Utilisons la dé�nition de R� et écrivons �1 = �1 + �2 � �2; jR�(ui�)j � L, i = 1; 2, et

jR�(u1�)�R�(u2� j � ju1� � u2� j, on obtient

k�1 (t)� �2 (t)kL2(�3) �

c

�
tR
0

k�1 (s)� �2 (s)kL2(�3) ds+
tR
0

ku1� (s)� u2� (s)kL2(�3) ds
�
:

D�aprés l�inégalité de Gronwall, il s�en suit que

k�1 (t)� �2 (t)kL2(�3) � c
tZ
0

ku1� (s)� u2� (s)kL2(�3) ds:

En utilisant (2:1:9) ; on obtient l�inégalité suivante

k�1 (t)� �2 (t)kL2(�3) � c
tZ
0

ku1 (s)� u2 (s)kL2(�3) ds; (2.2.16)

et grâce à (2:2:13) et (2:2:16), on aboutit à l�inégalité

k��1 (t)� ��2 (t)kL2(�3) � c
tZ
0

ku1 (s)� u2 (s)kV ds: (2.2.17)

Combinons maintenant (2:2:15) et (2:2:17), on obtient
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2.3. Résultat d�existence et d�unicité

k��1 (t)� ��2 (t)kL2(�3) � c

tZ
0

k�1 (s)� �2 (s)kL2(�3) ds:

Par ailleurs, on a

tZ
0

k�1 (s)� �2 (s)kL2(�3) ds =
tR
0

exp (�s) exp (��s) k�1 (s)� �2 (s)kL2(�3) ds

� exp (�t)

�
k�1 � �2k� :

D�où

exp (��t) k��1 (t)� ��2 (t)kL2(�3) �
c

�
k�1 (t)� �2 (t)k� 8t 2 [0; T ] :

On obtient à la �n

k��1 � ��2k� �
c

�
k�1 � �2k� :

Cette inégalité montre que pour � > c, � est une contraction donc elle admet un point �xe

��:�
Dans la quatrième étape, nous avons tous les ingrédients pour prouver le théorème 2.3.

Démonstration du théorème 2.3. Soit �� 2 Z un point �xe de � c�est-à-dire: ��� = ��

et soit u� la solution du problème P1� pour � = �� c�est-à-dire u� = u�� : On utilise les

arguments similaires à ceux utilisés dans la preuve de (2:2:10) pour obtenir

ku� (t1)� u� (t2)kV � c
�
k�� (t1)� �� (t1)kL2(�3) + kf (t1)� f (t2)kV

�
8t1; t2 2 [0; T ]

(2.2.18)

Le lemme 2.6 montre que �� 2 W 1;1 (0; T ;L2 (�3)) et aussi (2:2:18) implique que u� 2
W 1;1 (0; T ;V ) : Nous concluons par (2:2:8) ; (2:2:11) et (2:2:12) que (u�; ��) est une solution

du problème P2: L�unicité de la solution est une conséquence de l�unicité du point �xe de

l�opérateur � donné (2:2:13) : En e¤et, soit (u; �) une solution du problème P2. On a vu déja

� 2 Z; de plus, il s�en suit de (2:2:8) que u est une solution du problème P1�. Du lemme
2.5 ce problème a solution unique u�; d�où u = u�. On remplace u par u� dans (2:2:8) et
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2.3. Résultat d�existence et d�unicité

on utilise la condition initiale (2:1:21) pour voir que � est une solution du problème P2�.

Comme d�aprés le lemme 2.5, ce problème a une solution unique ��; nous en déduisons

� = ��. (2.2.19)

Maintenant, on utilise (2:2:19) pour voir que �� = �; i.e. � est un point �xe de l�opérateur

�: En utilisant le lemme 2.6, on obtient alors:

� = ��

On conclut donc que le problème P2 admet une solution unique.�
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Chapitre 3

Approximation numérique du

problème variationnel P2

Dans cette section, on étudie l�approximation du problème P2 en introduisant une méthode

d�éléments �nis pour approcher la solution en établissant une estimation d�erreur.

Pour simpl�er on suppose que 
 est un domaine polygonal de l�espace R2 et pour tout

paramètre h > 0, on considère une partition T h de 
 en triangles de taille maximale h;i.e.

 =

Nh[
e=1

e: La triangulation T h est supposée régulière. Pour chaque élément 
e 2 T h;

P1 (
e) désigne l�ensemble des polynômes de degré total inférieur ou égal à 1 sur 
e: Nous

utilisons les espaces de dimension �nie V h � V; Bh � L2 (�3) qui sont alors dé�nis par:

V h =
n
�h 2

�
C
�


��d

: �h=
e 2 [P1 (
e)]d ; 
e 2 T h; �h = 0 sur �1
o
;

Bh =
�
�h 2 L2 (�3) : �h 2 R 8 2 T h�3

	
;

où T h�3 est une partition induite par la triangulation T
h (voir [20] ; page 55) : Soit aussi

PBh : L2 (�3) ! Bh l�opérateur de projection orthogonale sur Bh. On dé�nit par Kh

l�ensemble convexe discret des déplacements admissibles suivants:

Kh = K \ V h:

On rappelle la notation matricielle :

uh =
NX
i=1

ui�i; �h =
NX
i=1

�i�i:
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3. Approximation numérique du problème variationnel P2

où �i; �i sont les fonctions de bases constantes par morceaux, prenant la valeur 1 au

noeud i et 0 aux autres. Les ui et �i sont respectivement les valeurs au noeud i des

fonctions uh et �h. Avec cette construction des espaces V h et �h les fonctions uh 2 V h�
resp �h 2 Bh

�
sont caractérisés par leurs valeurs aux sommets de la triangularisation (voir

[17]). Par ailleurs, pour discrétiser la variable temporelle, on considere une subdivision

équidistance de l�intervalle [0; T ] telle que 0 = t0 < t1 < :::: < tN = T où le pas de temps

k = T=N . Pour une suite (wn)n2N nous utilisons la notation �wn; pour la di¤érence divisée

i.e �wn = wn � wn�1=k: De même, la valeur de la fonction continue � (t) au point tn est
notée par �n = � (tn) : Nous utilisons un schema d�Euler implicite, la discrétisation totale

du problème P2 est dé�nie comme suit:

Problème P hk2 . Trouver le champ de déplacements discret u
hk =

�
uhkn
�N
n=1

� Kh et le

champ d�adhésion �hk =
�
�hkn
�N
n=1

� Bh tels que �hk = �h0 et pour tout n = 1; :::N:�
F"
�
uhkn
�
; "
�
�h � uhkn

��
Q
+ j

�
�hkn ; u

hk
n ; �

h � uhkn
�

�
�
fn; �

h � uhkn
�

8�h 2 Kh:
(3.1)

��hkn = �PBh(c��hkn�1(R�(uhk(n�1)�))2 � �a)+ (3.2)

où �h0 est une approximation appopriée de la condition initiale �0. Les mêmes arguments

utilisés dans la démonstration du théorème 2.3.1 montrent que le problème P hk2 admet une

solution unique.

Notre intérêt dans cette partie est de trouver une estimation d�erreur de
un � uhkn V et�n � �hkn L2(�3) :

Nous avons le théorème suivant.

Théorème 3.1. Soit (u; �) et
�
uhkn ; �

hk
n

�
les solutions respectives du problème P2 et P hk2 .

Supposons les hypothèses du théorème 2.3 satisfaites et que � = F ("), � et �0 ont la

régularité:

� 2 C([0; T ] ;H1(
)d�d) \W 1;1(0; T ;Q); (3.3)

� 2 W 2;1(0; T ;L2(�3)) \ C1([0; T ] ;H1(�3)); (3.4)

�0 2 H1(�3): (3.5)
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3. Approximation numérique du problème variationnel P2

Alors il existe une constante positive c indépendante de h et k telle que l�estimation d�erreur

suivante est vraie pour tout �h =
�
�hj
�N
j=1

� Kh:

max
1�n�N

nun � uhkn 2V + �n � �hkn 2L2(�3)o
� c( max

1�n�N
inf

�h2Kh
(
�h � un2V + un� � �h�L2(�3)) + c (h2 + k2) : (3.6)

Démonstration. Premièrement, une estimation d�erreur sur le champ des déplacements.

On écrit l�inéquation variationnelle (2:1:19) au temps t = tn pour � = uhkn 2 Kh: On

obtient

�
F" (un) ; "

�
un � uhkn

��
Q
+ j

�
�n; un; un � uhkn

�
�
�
fn; un � uhkn

�
V
:

(3.7)

aprés quelques calculs algébriques, nous aurons:8>>><>>>:
�
F"
�
uhkn
�
; "
�
uhkn � un

��
Q
+ j

�
�hkn ; u

hk
n ; u

hk
n � un

�
�
�
F"
�
uhkn
�
; "
�
�h � un

��
Q
+ j

�
�hkn ; u

hk
n ; �

h � un
�

+
�
fn; u

hk
n � �h

�
V
: 8 �h 2 Kh:

(3.8)

additionons (3:7) et (3:8) on a:

8>>>>><>>>>>:

�
F" (un)� F"

�
uhkn
�
; "
�
un � uhkn

��
Q
+ j

�
�n; un; un � uhkn

�
�j
�
�hkn ; u

hk
n ; un � uhkn

�
�
�
F"
�
uhkn
�
; "
�
�h � un

��
Q
+ j

�
�hkn ; u

hk
n ; �

h � un
�

�
�
fn; �

h � un
�
V
: 8 �h 2 Kh:

(3.9)

et on déduit de (3:9) l�inégalité suivante:

8>>>>><>>>>>:

�
F" (un)� F"

�
uhkn
�
; "
�
un � uhkn

��
Q
+ j

�
�n; un; un � uhkn

�
�j
�
�hkn ; u

hk
n ; un � uhkn

�
:

�
�
F"
�
uhkn
�
� F" (un) ; "

�
�h � un

��
Q
+ j

�
�hkn ; u

hk
n ; �

h � un
�

�j
�
�n; un; �

h � un
�
+ Ln

�
�h
�
: 8 �h 2 Kh:

(3.10)

où

Ln
�
�h
�
=
�
F" (un) ; "

�
�h � un

��
Q
+ j

�
�n; un; �

h � un
�
�
�
fn; �

h � un
�
V
:
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3. Approximation numérique du problème variationnel P2

Notons � = F" (un) et utilisons la formule de Green:

Ln
�
�h
�
=

Z
�3

(�n� + p (un�)� c��2R�(un�))
�
�h� � un�

�
da:

En prenant en considération (3:3) et (2:1:16), on déduit l�estimation:

��Ln ��h��� � c �h� � un�L2(�3)
et, on utilise encore (2:1:16) on a:

j
�
�hkn ; u

hk
n ; un � uhkn

�
� j

�
�n; un; un � uhkn

�
� c0(

un � uhkn V + �n � �hkn L2(�3))uhkn � unV ;
et

j
�
�hkn ; u

hk
n ; �

h � un
�
� j

�
�n; un; �

h � un
�

� c0(
un � uhkn V + �n � �hkn L2(�3))�h � unV :

Par suite, en utilisant (3:10) et l�inégalité de Young

ab � �a2 + 1

4�
b2 8 a; b 2 R; � > 0;

(2:1:14) et quelques calculs, nous mènent à

un � uhkn 2V � c��n � �hkn 2L2(�3) + �h � un2V + un� � �h�L2(�3)� 8�h 2 Kh: (3.11)

et d�aprés [20 page 62], et (3:5) on a:

�0 � �h0L2(�3) � ch:
Maintenant on a besoin de la proposition suivante dont la preuve se trouve dans les pages

62, 63 de la référence [20] :�

Proposition 3.2. Sous les hypothèses (3:3), (3:4) et (3:5), on a l�estimation suivante:

�n � �hkn 2L2(�3) � ck( nX
j=1

uj � uhkj 2V + �n � �hkn 2L2(�3)) + c �h2 + k2� (3.12)
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3. Approximation numérique du problème variationnel P2

Avant de commencer la preuve de la proposition 3.2, on doit faire la remarque suivante.

Remarque 1. On a: ��j �
:

�j =
1
k

tjR
(

tj�1

:

�j (s)� �(tj))ds = 1
k

tjR
(

tj�1

sR
tj

::

� (�) d�)ds: Ceci implique

��j � :

�j


L2(�3)

�
 ::�

L1(tj�1;tj ;L2(�3))
: (3.13)

Lemme 3.3. Posons rhkn = R2�
�
uhkn;�

�
, alors la régularité de u implique:rj � rhkj�1L2(�3) � c uj�1 � uhkj�1V + ck: (3.14)

Démonstration. On a

rj � rhkj�1 =
�
R�
�
u
j;�

�
+R�

�
uhkj�1;�

�� �
R�
�
u
j;�

�
�R�

�
uhkj�1;�

��
;

en utlisant ensuite la propriété: jR� (s)j � L, et pour a; b 2 R, jR� (a)�R� (b)j � ja� bj,
on a ��rj � rhkj�1�� � 2L ��R �uj;���R �uhkj�1;���� � 2L ��uj;� � uhkj�1;��� :
D�où on obtient les estimations suivantes:rj � rhkj�1L2(�3) � c uj � uhkj�1V ;rj � rhkj�1L2(�3) � c(uj � uj�1V + uj�1 � uhkj�1V );rj � rhkj�1L2(�3) � c(k + uj�1 � uhkj�1V ):
d�où (3:14) :�
Ajoutant la remarque suivante

Remarque 2. Les termes
�
c��

hk
n�1r

hk
(n�1) � �a

�
+
et PBh(c��hkn�1rhk(n�1)� �a)+ sont positifs.

Et de [20, page 64] on déduit que �hkn est décroissante quand n croit. En outre, pour chaque

x 2 �3, si pour certains j, �hkj (x) � 0 alors on peut dire �hkn (x) = �hkj (x) pour n � j. D�oùn�hkn L1(�3)oNn=1est uniformement bornée, de même pour nrhkn L1(�3)oNn=1 :
Démonstration de la proposition 3.2. Soit I : L2 (�3)! L2 (�3) l�opérateur d�identité,

on a ��j =
�(tj)��(tj�1)

k
, �j = � (tj) et �

hk
0 = �h0 donc:

nX
j=1

k�
�
�j � �hkj

�
= k�

�
�1 � �hk1

�
+ ::::+ k�

�
�n � �hkn

�
= k��1 � k��hk1 + ::::+ k��n � k��hkn
=

�
(�1 � �0)� (�hk1 � �hk0 )

�
+ ::::+

�
(�n � �n�1)� (�hkn � �hkn�1)

�
= �h0 � �0 + �n � �hkn ;
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3. Approximation numérique du problème variationnel P2

d�où

�n � �hkn = �0 � �h0 +
nX
j=1

k�
�
�j � �hkj

�
: (3.15)

Maintenant, on a besoin de borner le terme
� ��j � �hkj �L2(�3) :

En e¤et, on peut écrire

�
�
�j � �hkj

�
= ��j �

:

�j + (I � PBh)
:

�j + PBh�j � ��hkj ;

où I : L2 (�3) ! L2 (�3) est l�opérateur d�identité. Donc on obtient l�estimation suivante

en norme L2 (�3)� ��j � �hkj �L2(�3) � ��j � :

�j


L2(�3)

+
(I � PBh) :�j

L2(�3)
+
PBh�j � ��hkj L2(�3) ;

et, en utilisant (2:1:7) et (3:2) ; on obtient:PBh�j � ��hkj L2(�3) � c�(�jrj � �hkj�1rhkj�1)L2(�3) :
Ensuite, on ajoute et on soustrait �hkj�1rj de �jrj � �hkj�1rhkj�1 pour déduire(�jrj � �hkj�1rhkj�1)L2(�3) � (�j � �hkj�1)rj � �hkj�1(rj � rhkj�1)L2(�3) ;
et d�aprés la remarque 2, on obtient:(�jrj � �hkj�1rhkj�1)L2(�3) � c

�(�j � �hkj�1)L2(�3) + (rj � rhkj�1)L2(�3)�
� c

0@ (�j � �j�1)L2(�3) + �j�1 � �hkj�1L2(�3)
+
(rj � rhkj�1)L2(�3)

1A :
D�où:� ��j � �hkj �L2(�3) �

��j � :

�j


L2(�3)

+
(I � PBh) :�j

L2(�3)

+c
��j � �j�1L2(�3) + �j�1 � �hkj�1L2(�3) + (rj � rhkj�1)L2(�3)� :

Et donc (3:15) devient:

�n � �hkn L2(�3) �
�0 � �h0L2(�3) + nX

j=1

k((
��j � :

�j


L2(�3)

+
(I � PBh) :�j

L2(�3)
)

+c(
�j � �j�1L2(�3) + �j�1 � �hkj�1L2(�3) + (rj � rhkj�1)L2(�3))):
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3. Approximation numérique du problème variationnel P2

Posons

An =

nX
j=1

k

���j � :

�j


L2(�3)

+
(I � PBh) :�j

L2(�3)
+ c
�j � �j�1L2(�3)

�
;

la régularité de � implique les estimations

max
1�n�N

�n � �n�1L2(�3) � ck;
max
0�n�N

 :�n � PBh :�n
L2(�3)

� ch:
(3.16)

(3:13) (Remarque 2) et (3:16) donnent

An � c (h+ k) : (3.17)

En utilisant(3:14) et (3:16) ; on a

�n � �hkn L2(�3) � �0 � �h0L2(�3)+c nX
j=1

k(
�j�1 � �hkj�1L2(�3)+k+uj�1 � uhkj�1V )+c (h+ k)

A la �n, en notant u (0) = u0, et puisque
u0 � uh0V � ch; on aura

�n � �hkn L2(�3) � c nX
j=1

k(
�j � �hkj L2(�3) + uj � uhkj V ) + c (h+ k) : (3.18)

A ce niveau, rappelons en général l�inégalité de Cauchy Shwartz 
nX
i=1

kgi

!2
=

 
nX
i=1

p
k
p
kgi

!2
�
 

nX
i=1

p
k
2

! 
nX
i=1

kg2i

!
;

et donc  
nX
i=1

kgi

!2
� c

 
nX
i=1

kg2i

!
: (3.19)

Rappelons aussi l�inégalité de Young

ab � �a2 + 1

4�
b2 8 a; b 2 R; � > 0:

De l�inégalité de Young et de (3:19), on obtient l�inégalité 
a+

nX
i=1

kgi

!2
� c

 
a2 +

nX
i=1

kg2i

!
:
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D�aprés cette dernière inégalité

�n � �hkn 2L2(�3) � c nX
j=1

k
��j � �hkj L2(�3) + uj � uhkj V �2 + (c (h+ k))2 :

En appliquant l�inégalité de Young une deuxième fois, on aura

�n � �hkn 2L2(�3) � c nX
j=1

k(
�j � �hkj 2L2(�3) + uj � uhkj 2V ) + c �h2 + k2� :

Ainsi on obtient l�estimation (3:12) et la proposition est démontrée.�
Finalement pour terminer la preuve du théorème 3.1, on somme les deux inégalités (3:11)

et (3:12) pour obtenirun � uhkn 2V + �n � �hkn 2V � ck( nP
j=1

uj � uhkj 2V + �j � �hkj 2L2(�3))
+c(
�h � un2V + unv � �hvL2(�3)) + c (h2 + k2) : (3.20)

De (3:20), on déduit en utilisant le lemme 1.4 (Gronwall discret) que

max
1�n�N

nun � uhkn 2V + �n � �hkn 2L2(�3)o
� c max

1�n�N
(
�h � un2V + unv � �hvL2(�3)) + c (h2 + k2) 8�h 2 Kh:

D�où en�n

max
1�n�N

nun � uhkn 2V + �n � �hkn 2L2(�3)o
� c( max

1�n�N
inf

�h2Kh
(
�h � un2V + un� � �h�L2(�3)) + c (h2 + k2) :

Corollaire 3.4. Supposons les hypothèses du théorème 2.3 et du théorème 3.1 satisfaites et

que

u 2 C
�
[0; T ] ;

�
H2 (
)

�d�
et u� 2 C

�
[0; T ] ;

�
H2 (�3)

�d�
:

Alors il existe une constante c > 0 indépendante de h et k telle que:

max
1�n�N

nun � uhkn V + �n � �hkn L2(�3)o � c (h+ k) : (3.21)
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Démonstartion. En utilisant les résultats standards d�estimation d�erreur (voir [5]), puisque

un 2 (H2 (
))d et un� 2 (H2 (�3))
d, on a

kun � �hunkV � ch kuk(H2(
))d ;

kunv � �hun�kL2(�3) � ch
2 kunvk(H2(�3))d

:

(3.22)

D�où de (3:22) on déduit les estimations d�erreur

max
1�n�N

inf
�h2Kh

�h � unV � ch kukC([0;T ];(H2(
))d) ,

max
1�n�N

inf
�h2Kh

�h� � un�L2(�3) � ch2 ku�kC([0;T ];(H2(�3))d):

(3.23)

Finalement, de (3:23), nous obtenons l�estimation d�erreur (3:21).�
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Chapitre 4

Problème de contact quasi-statique

pénalisé avec adhésion et contraintes

unilatérales

Dans ce chapitre on considère un problème de contact sans frottement avec compliance nor-

male et adhésion où la pénétration est in�nie. La condition de contact (2:1:5) est remplacée

par la condition de contact

���� =
1

�
(u� � g)+ + p (u�)� c��

2R� (u�) on �3 � (0; T ) ;

� > 0 est un paramètre de pénalisation et
1

�
est interprété comme le coe¢ cient de raideur

de la fondation. On obtient un nouveau problème P1� énoncé ci-dessous, dit problème de

contact quasi-statique pénalisé avec adhésion et contraintes unilatérales.

Problème P1�. Trouvez un champ des déplacements u� : 
 � [0; T ] ! Rd et un champ

d�adhésion �� : �3 � [0; T ]! [0; 1] tels que:

div � (u�) = �'0 dans 
� (0; T ) ;

� (u�) = F"(u�) dans 
� (0; T ) ;

u� = 0 sur �1 � (0; T ) ;

� (u�) � = '2 sur �2 � (0; T ) ;
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4. Problème de contact quasi-statique pénalisé avec adhésion et contraintes unilatérales

���� =
1

�
(u�� � g)+ + p (u��)� c��

2
�R� (u��) sur �3 � (0; T ) ;

��� = 0 sur �3 � (0; T ) ;

_�� = �(c���(R�(u��))2 � �a)+ sur �3 � (0; T ) ;

�� (0) = �0 sur �3:

Quand � est petit, la réaction de la fondation à la pénétration est importante; aussi quand

� est grand alors la réaction de la fondation à la pénétration est faible. On étudie le

comportement de la solution quand � ! 0 et on montre qu�on obtient à la limite la solution

du problème de contact sans frottement avec compliance normale et pénétration �nie. Pour

cela, on dé�nit la fonctionnelle j� : L2 (�3)� V � V ! R par

j� (�; u; v) =
R
�3

�
1

�
(u� � g)+ + p (u�)� c��

2R� (u�)

�
v�da

8 (�; u; v) 2 L2 (�3)� V � V:

Avec ces notations, la formulation variationnelle du problème pénalisé est la suivante.

Problème P2�. Trouver u� : [0; T ]! V et �� : [0; T ]! [0; 1] tels que:

(F" (u� (t)) ; " (v))Q + j� (�� (t) ; u� (t) ; v) = (f (t) ; v)V

8v 2 V , t 2 [0; T ] ;

(4.1)

_�� (t) = �
�
�� (t)

�
c�(R� (u�� (t)))

2
�
� "a

�
+
p:p: t 2 (0; T ) ; (4.2)

�� (0) = �0: (4.3)

On a le théorème suivant.

Théorème 4.1. Le problème P2� a une solution unique qui satisfait

u� 2 C ([0; T ] ;V ) ; �� 2 W 1;1 �0; T ;L2 (�3)� \ B:
Démonstration. La démonstration du théorème 4.1 est semblable à la démonstration du

théorème 2.3 et est faite en plusieurs étapes.

(i) Pour tout � 2 Z, on considère le problème ci-dessous.
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4. Problème de contact quasi-statique pénalisé avec adhésion et contraintes unilatérales

Problème P1�. Trouvez u� : [0; T ]! V tel que:

(F" (u� (t)) ; " (v))Q + j� (� (t) ; u� (t) ; v) = (f (t) ; v)V

8v 2 V , t 2 [0; T ] :

(4.4)

On a le lemme suivant.

Lemme 4.2. Le problème P1� a une solution unique u� 2 C ([0; T ] ;V ) :

Démonstration. Pour chaque t 2 [0; T ], on dé�nit l�opérateur At : V ! V par

(Atu; v)V = (F" (u) ; " (v))Q + j� (� (t) ; u� (t) ; v) 8u; v 2 V:

On utilise (2:1:14), (2:1:16), (2:2:4), (2:2:6) et que pour a; b 2 R, on a (a+ � b+) (a� b) �
(a+ � b+)2 pour voir que At est fortement monotone et de Lipschitz. Alors l�équation (4:4) a
une unique solution u� (t) 2 V . Par ailleurs, avec les mêmes hypothèses on procède comme
au lemme 2.4 du chapitre 2 pour montrer que u� 2 C ([0; T ] ;V ).
(ii) Il existe un unique �� (déja vu au chapitre 2) tel que:

�� 2 W 1;1 �0; T ;L2 (�3)� \ Z; (4.5)

_�� (t) = �
�
�� (t)

�
c�(R� (u�� (t)))

2
�
� "a

�
+
p:p:t 2 (0; T ) ; (4.6)

�� (0) = �0: (4.7)

(iii) Soit �� dé�ni dans (ii) et notons encore par u� la fonction obtenue dans (i) pour � = ��.

Alors, en utlisant (4:4), (4:6) et (4:7), il est facile de voir que (u�; ��) est une solution du

problème P2� et satisfait

(u�; ��) 2 C ([0; T ] ;V )�W 1;1 �0; T ;L2 (�3)� \ B:
Maintenant on étudie la convergence de la solution (u�; ��) quand � ! 0. On a le théorème

ci-dessous.

Théorème 4.3. Supposons que les hypothèses (2:1:12), (2:1:14), (2:1:16) et (2:1:17) sont

véri�ées. Alors on a les convergences suivantes:

lim
�!0

ku� (t)� u (t)kV = 0, pour tout t 2 [0; T ] ; (4.8)
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lim
�!0

k�� (t)� � (t)kL2(�3) = 0, pour tout t 2 [0; T ] : (4.9)

La démonstration est faite en plusieurs étapes. Dans une première étape on montre le lemme

suivant.

Lemme 4.4. Pour chaque t 2 [0; T ], il existe �u (t) 2 K et une sous-suite notée encore

(u� (t)) tels que

u� (t)! �u (t) faiblement dans V: (4.10)

Démonstration. Soit t 2 [0; T ]. Prenons v = u� (t) dans (4:1), on a

(F" (u� (t)) ; " (u� (t)))Q + j� (�� (t) ; u� (t) ; u� (t)) = (f (t) ; u� (t))V . (4.11)

Puisque j� (�� (t) ; u� (t) ; u� (t)) � 0, on déduit de (4:11) que

(F" (u� (t)) ; " (u� (t)))Q � (f (t) ; u� (t))V :

En utlilisant (2:1:14) (c), cette inégalité implique

ku� (t)kV � kf (t)kV =m:

Donc, en tenant compte de la régularité f 2 C ([0; T ] ;V ), il existe un élément �u (t) 2 V et
une sous-suite notée encore u� (t) telle que

u� (t)! �u (t) faiblement dans V:

Par ailleurs, de (4:11) on déduit l�inégalitéZ
�3

�
u�� (t)� g

�

�
+

(u�� (t)� g) da � (f (t) ; u� (t))V ;

qui implique que (u�� (t)� g)+2
L2(�3)

� � kf (t)k2V =m:

Cette dernière inégalité et (4:10) donnent

(�u� (t)� g)+L2(�3) � lim inf�!0

(u�� (t)� g)+L2(�3) = 0: (4.12)

En�n de (4:12) on déduit que (�u� (t)� g)+ = 0, c�est à dire �u� (t) � g p:p: sur �3, ce qui

montre que �u (t) 2 K:�
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Le lemme 4.4 nous conduit à poser le problème suivant.

Problème P�� : Trouver �� : [0; T ]! L2 (�3) tel que

_�� (t) = �
�
�� (t) (c�(R� (�u�� (t))

2 � "a
�
+
p:p:t 2 (0; T ) ;

�� (0) = �0:

Comme au lemme 2.5 (chapitre 2), on a le résultat suivant.

Lemme 4.5. Le probleme P�� a une solution unique �� 2 W 1;1 (0; T ;L2 (�3)) \ B:

On a le résultat de convergence suivant.

Lemme 4.6. Soit � la solution du problème P�, alors on a

lim
�!0

k�� (t)� � (t)kL2(�3) = 0, pour tout t 2 [0; T ] : (4.13)

Démonstration. En utilisant les propriétés de l�opérateur R� (voir [20]), on a

k�� (t)� � (t)kL2(�3)

� c
R t
0
ku�� (s)� �u� (s)kL2(�3) ds:

(4.14)

De (4:10), on déduit que u�� (t)! �u� (t) fortement dans L2 (�3) quand � ! 0. Par ailleurs

on a
ku�� (t)� �u� (t)kL2(�3)

� c0 ku� (t)� �u (t)kV � c0
�
kf (t)kV
m

+ k�u (t)kV
�
:

Cette inégalité implique

ku�� (t)� �u� (t)kL2(�3) � c:

D�où en vertu du théorème de convergence dominée de Lebesgue on a

lim
�!0

Z t

0

ku�� (s)� �u� (s)kL2(�3) ds = 0: (4.15)

Le résultat de convergence est maintenant une consequence de (4:14) et (4:15) :�
En�n, il nous reste à prouver le lemme ci-dessous.

Lemme 4.7. On a �u (t) = u (t) pour tout t 2 [0; T ] :
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Démonstration. Soit v 2 K et prenons v � u� (t) dans (4:1), on a

(F" (u� (t)) ; " (v � u� (t)))Q + j (�� (t) ; u� (t) ; v � u� (t))

� (f (t) ; v � u� (t))V 8v 2 K.

(4.16)

Puisque on a

j� (�� (t) ; u� (t) ; v � u� (t))

=
R
�3

��
u�� (t)� g

�

�
+

+ p (u�� (t))� c��2�R� (u�� (t))
�
(v� � u�� (t)) da

�
R
�3
(p (u�� (t))� c��2�R� (u�� (t)) (v� � u�� (t)) da;

alors en utilisant (2:1:15) ; (4:8), (4:9), les propriétés de R� (voir [20]) et l�injection compacte

H
1
2 (�3) ,! L2 (�3), on aZ

�3

�
p (u�� (t))� c��2�R� (u�� (t))

�
(v� � u�� (t)) da! j (� (t) ; �u (t) ; v � �u (t)) ;

quand � ! 0: Maintenant, on a besoin de montrer que

lim
�!0

inf (F" (u� (t)) ; " (v � u� (t)))Q � (F"(�u (t)); " (v � �u (t)))Q 8v 2 V: (4.17)

En e¤et, posons v = �u (t) dans (4:16), on a

(F" (u� (t)) ; " (�u (t))� u� (t)))Q � �j� (�� (t) ; u� (t) ; �u (t)� u� (t)) + (f (t) ; �u (t)� u� (t))V ;
(4.18)

et, en utilisant la monotonie de F , on a aussi

(F" (u� (t)) ; " (�u (t))� u� (t)))Q � (F" (�u (t)) ; " (�u (t))� u� (t)))Q : (4.19)

En passant à la limite dans (4:18) on a

lim
�!0

inf (F" (u� (t)) ; " (�u (t))� u� (t)))Q � 0;

et, en passant à la limite dans (4:19) on a

lim
�!0

sup (F" (u� (t)) ; " (�u (t))� u� (t)))Q � 0;
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d�où, on récupère

lim
�!0

(F" (u� (t)) ; " (�u (t))� u� (t)))Q = 0 (4.20)

Soit alors v 2 V et � 2 (0; 1). La monotonie de F appliquée avec u� (t) et w = (1� �) �u (t)+
�v implique l�inégalité

(F" (u� (t)) ; " (�u (t))� u� (t)))Q + � (F" (u� (t)) ; " (v � �u (t)))Q

� (F" (w) ; " (�u (t))� u� (t)))Q + � (F" (w) ; " (v)� �u (t)))Q

(4.21)

En passant alors à la limite quand � ! 0 dans (4:21) et en simpli�ant par �, on obtient

lim
�!0

inf (F" (u� (t)) ; " (v � �u (t)))Q � (F" (w) ; " (v)� �u (t)))Q :

De plus, puisque

(F" (u� (t)) ; " (v � u� (t)))Q = (F" (u� (t)) ; " (�u (t))� u� (t)))Q
+(F" (u� (t)) ; " (v � �u (t)))Q ;

on déduit alors de (4:20) et (4:21) que

lim
�!0

inf (F" (u� (t)) ; " (v � u� (t)))Q � (F" (w) ; " (v)� �u (t)))Q :

= (F" ((1� �) �u (t) + �v) ; " (v)� �u (t)))
(4.22)

En passant à la limite quand � ! 0 dans (4:22), on récupère l�inégalité (4:17) :

Alors, en passant à la limite dans (4:16) quand � ! 0, on obtient

(F"(�u (t)); " (v � �u (t)))Q + j (� (t) ; �u (t) ; v � �u (t))

� (f (t) ; v � �u (t))V 8v 2 K.

(4.23)

Maintenant, prenons v = u (t) dans (4:23) et v = �u (t) dans (2:1:19) et additionnons les

inégalités obtenues, et en prenant en considération (2:1:14) (b), on obtient:

m k�u (t)� u (t)k2V � j (� (t) ; �u (t) ; u (t)� �u (t)) + j (� (t) ; u (t) ; �u (t)� u (t))

De plus en utilisant (2:2:6), on aura:
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m k�u (t)� u (t)k2V � 0

et alors on aboutit à l�égalité

�u (t) = u (t) : (4.24)

Maintenant on a tous les ingrédients pour démontrer le théoreme 4.6. En e¤et, de (4:24),

on déduit immédiatement (4:10) : Pour montrer (4:8), il su¢ t de remarquer qu�on a:

m ku� (t)� u (t)k2V � (F"(u� (t)); " ((u� (t))� u (t)))Q � (F"(u (t)); " ((u� (t))� u (t)))Q :
(4.25)

On utilise alors (4:10) et (4:20) pour passer à la limite dans (4:25) et déduire (4:8) :�

Remarque. En notant �� (t) = � (u� (t)), on a

k�� (t)� � (t)kQ = kF"(u� (t))� F"(u (t))kQ �M ku� (t))� u (t)kV :

En tenant compte de (4:8), cette inégalité montre que pour chaque t 2 [0; T ], �� (t) converge
fortement dans Q vers � (t) :

53



Conclusion et perspective

Dans ce mémoire on a fait l�étude fonctionnelle et numérique d�un problème de contact sans

frottement entre un corps élastique et une fondation déformable . Le contact est modélisé

par les conditions de Signorini et la compliance normale avec adhésion.Puis, on a étudié

l�approximaion du problème continu par la méthode de pénalisation. Ce type de contact est

apparu pour la première fois en 2008 dans [14].

Nous envisageons d�exploiter ce type de contact pour d�autres problèmes de contact

élastique, viscoélastique ou viscoplastique.
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