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Introduction

Les problémes de contact avec ou sans frottement entre corps déformables ou entre
un corps et une fondation sont abondants en industrie et dans la vie de tous les jours. Le
simple contact entre une roue de voiture et une route, le piston et la chemise, les frottements
entre plaques tectoniques sont des exemples parmi bien d’autres. Du fait de 'importance
du phénomene, des études considérables ont été consacrées a ce sujet important qu’est la
mécanique de contact. La littérature concerne la modélisation, ’analyse mathématique ainsi
que 'approximation numérique des problémes.

Le premier essai, concernant 1’étude des inéquations variationnelles et leurs applications
pour I’étude mathématique des problémes de contact, a été fait dans [8]. L’étude numérique
des problémes de contact avec conditions de Signorini a été étudiée par plusieurs auteurs,
voir [1,2,3,13,16] ou [16] représente jusqu'a présent une exellente référence pour I’étude
fonctionnelle et numérique des problémes de contact élastique.

Le contact adhésif est un phénomeéne d’interface qui accompagne le contact, ceci a lieu
quand la colle est ajoutée pour réduire ou ralentir le mouvement des surfaces, M. Frémond
propose une théorie moderne du contact avec adhésion, issue de la mécanique des milieux
continus. Cette théorie se base sur les conditions de contact unilatéral de Hertz-Signorini-
Moreau : elle utilise une variable interne 5 qui mesure localement "l'intensité de I’adhésion";
cette variable est régie par une loi d’évolution selon [10, 11] ou le champ d’adhésion satisfait
les restrictions 0 < § < 1. Quand S = 1 en un point de la surface de contact, I’adhésion
est compléte et toutes les liaisons sont actives. Quand 3 = 0 toutes les liaisons sont inac-
tives, coupées et il n’ y a pas d’adhésion. Quand 0 < 8 < 1 l'adhésion est partielle. Le

but de ce mémoire est de poursuivre ’étude faite pour des problémes de contact dans les
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références [6,7,9,12,15,17,18,19, 20, 21, 22, 24] ou des modeles de processus dynamique ou
quasi-statique de contact adhésif sans frottement entre un corps déformable et une fondation
ont été analysés et simulés.

L’objectif est alors de proposer une contribution & I’étude d’un probléme aux limites
en mécanique de contact. En effet nous considérons une loi de comportement linéaire ou
non linéaire pour des matériaux élastiques; les conditions de contact sont de type uni-
latéral avec des conditions de Signorini et compliance normale ou ’adhésion est prise en
compte. Le probléme est étudié selon l'ordre général suivant: nous commencons par le
probléme mécanique de départ et, aprés avoir précisé les hypothéses sur les données, nous
présentons une formulation variationnelle du probléeme mécanique pour laquelle nous dé-
montrons, ’existence et 'unicité de la solution. Par ailleurs, nous étudions I'approximation
du probléme variationnel par la méthode des éléments finis conformes et par la méthode de
pénalisation.

Cette thése est composée de quatre chapitres. Afin d’en faciliter la lecture, nous les avons
rendu indépendants en rappelant briévement les outils nécessaires a leur compréhension.

Le premier chapitre introduit des notations générales de mécanique ainsi que les nota-
tions nécessaires & la compréhension de ce travail. On rappelle les différentes équations et
conditions aux limites concernant le champ des déplacements et le champ des contraintes.
On poursuit avec la formulation du probléeme mécanique qui sera traité, ainsi que des rappels
sur les lemmes de Gronwall, les inéquations variationnelles et les équations d’évolution.

Dans le second chapitre on s’intéresse a 1’étude d’un probléme aux limites qui décrit
I’évolution quasi-statique d’un corps élastique soumis a des forces surfaciques et des forces
volumiques, en contact sans frottement. Le contact est décrit a I’aide des conditions de Sig-
norini et compliance normale avec adhésion. Nous présentons la formulation variationnelle
du probléme et nous démontrons l'existence et 1'unicité de la solution. La démonstration
est basée sur des résultats concernant les inéquations variationnelles dépendant du temps
avec des opérateurs fortement monotones suivis par un argument de point fixe similaire &
celui utilisé dans [20].

Le troisiéme chapitre est consacré a ’approximation numérique du probléme variationnel.

On fait une discrétisation en temps et en espace (discrétisation totale). A chaque pas de
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temps on écrit le probléme discret qui admet une solution unique. A la fin en ajoutant
quelques hypotheses de régularité sur le déplacement, le déplacement normal et le tenseur
des contraintes, on arrive a établir une estimation d’erreur. Les techniques de cette partie
s’inspirent du livre [20] qui constitue actuellement la meilleure référence pour 1'étude des
problémes de contact adhésif.

Dans le quatriéme chapitre on étudie ’approximation du probléme continu par la méth-
ode de pénalisation. On montre que le probléme de contact élastique pénalisé avec adhésion
et contraintes unilatérales admet une solution unique qui converge vers la solution du prob-

leme continu quand le parameétre de pénalisation tend vers 0.



Notations

Si Q est un domaine de R%(d = 2, 3), on note par:

r

(i =1,3)
mesl’y

Uy, Ur
oo
divo
(@)

H

Q

la frontiére de () supposée réguliére.

une partie mesurable de la frontiére I'.

la mesure de lebesgue (d — 1) de I';.

les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel v.
les composantes normales et tangentielles du champ tensoriel o.
la divergence de o.

'espace des fonctions réelles continues différentiables sur €.
Pespace L2 (Q)?.

Pespace L2 (€)™,

Pespace H' ()" = {u € L?(Q) /du € L*(Q),i = 1,2, 3}
I'espace {0 € Q\dive = (0y;;) € H}.

I’espace de Sobolev d’ordre %sur I

I’application trace pour les fonctions vectorielles.

I'espace {£ € Hr; &, =0 p.p. sur I'}.

Si [0, T est un interval de temps, k € N et 1 < p < +o0 , on note par:
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C(0,T;H) 'espace des fonctions continues sur [0.77] dans H.
-l o) la norme de C(0,7T; H).
I'espace des fonctions f fortement mesurables de (0,7") dans H telles
LP(0,T;H) .
que [, |If ()]I% dt < 400 avec les modifications usuelles si p = +oo0.
- oo, la norme de LY (0,T; H) .
WP (0,T; H) Pespace de Sobolev des parameétres k et p.
-l o 120 la norme de W*? (0, T; H) .
Pour une fonction u,on note par:
u,u la dérivée premiére et seconde de u par rapport au temps.
€ le tenseur de déformation linéarisé.
diu la dérivée partielle de u par rapport a 1’ éme composante z;.
Autres notations:
S I’espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R
c une constante générique strictement positive.
D.p presqge partout.



Chapitre 1

Formulation du Probléme

élastique-Préliminaires

Ce chapitre est constitué de deux parties; la premiére partie est consacrée a la formula-
tion des problémes aux limites ol on fait des rappels sur le tenseur des contraintes, tenseur
des déformations, la loi de comportement du matériau élastique, ’équation de mouvement
et d’équilibre puis les conditions aux limites de contact. On présente aussi les modeéles
généraux des problémes de contact adhésif d’un corps déformable et une fondation.

Dans la deuxiéme partie on introduit les espaces fonctionnels, notamment de type
Sobolev associés aux opérateurs de divergence et de déformation, les lemmes de Gronwall.
On rappelle aussi les résultats abstraits standards d’existence et d’unicité concernant les

inéquations variationnelles elliptiques.

1.1 Formulation des problémes aux limites

1.1.1 Contraintes, déformations et loi de comportement

On considére un corps déformable occupant un domaine 2 C R? | d = (2, 3) ayant une fron-

tiere I' supposée assez réguliere. L’objet du probléeme, du point de vue mécanique est I’étude
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de I’évolution du corps matériel due & 'application des forces extérieures sur l'interieur du

corps et sur sa frontiére. Cette évolution est décrite par I’équation de mouvement:
pii = divo + ¢, dans Q x (0,7), (1.1.1)

ot les inconnus du probléme sont:
Le champ des déplacements u : Q x [0, 7] — R
Le champ des contraintes o : Q x [0, 7] — S¢.
Et les données du probléme sont:
La densité de masse p: Q) — R,.
0o+ 2 — R? est la densité des forces volumiques.
On désigne par div o la divergence du champ des contraintes o.
Le processus d’évolution modelisé par I’équation (1.1.1) s’appelle processus dynamique.
Dans le cas ou le champ des vitesses u varie trés lentement par rapport au temps, le terme
ot devient négligeable, il s’agit alors d’un processus quasi-statique et dans ce cas I’équation
(1.1.1) s’écrit :
dive + ¢, = 0 dans  x (0,7). (1.1.2)

La nouvelle équation (1.1.2) s’appelle équation d’équilbre.
Lorsque le corps est soumis a des tractions exterieurs et des forces de volumes, il se déforme,
c’est & dire que chaque point & l'interieur du corps, se trouvera & une position différente

aprés déformation, dans ce cas on a besoin du tenseur des déformations :

e (u) = (ei; (v)),

ol g5 (u) = = (wi; + uj;) ,uij = —-.
iJ 0, 3,0) s Wig al'j

2
On adopte la convention de I'indice muet, il est clair que ¢;; = ¢j;, donc il s’agit d’un
tenseur symétrique. Les équations (1.1.1) et (1.1.2) ne sont pas suffisantes elles seules pour
décrire les mouvements des milieux continus.
En effet, elles doivent étre complétées par d’autres relations qui caractérisent chaque
matériau, il s’agit de la loi de comportement qu’on va introduire dans la prochaine sec-

tion.
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1.1.2 Loi de comportement

La loi de comportement est la relation entre le tenseur des contraintes o et le tenseur des
déformations, cette relation nous permet de caractériser et de prévoir le comportement
mécanique du matériau.

Pour les matériaux élastiques, la loi de comportement est de la forme
o=F(e) (1.1.3)

ou F' est une fonction donnée.

1.1.3 Condition aux limites de contact

Soit un corps matériel occupant un domaine borné  de R? (d = 2, 3), de frontiére 92 =T
réguliére constituée de trois parties mesurables disjointes tel que I' = I'y U T's U I'3.Soit v
le vecteur normal exterieur unitaire sortant a I'. On considére les conditions aux limites

suivantes:

u=0 sury x(0,7), (1.1.4)

ov =, surl'yx (0,7T). (1.1.5)

La condition (1.1.4) est appelée condition auzx limites de déplacement. Elle signifie que le
champ des déplacements est imposé sur la partie I'; de la frontiére I', et le solide est encastré
en I'; dans une structure fixe, dans U'intervalle de temps (0,7).

La condition (1.1.5) est appelée condition aux limitex de traction. Elle signifie que le vecteur
des contraintes de Cauchy ov = (oj;v;), i,j = 1,..,d est imposé sur la partie I'y de la
frontiere, dans l'intervalle de temps (0,7), ¢, représente la densité des forces appliquées
sur la surface. Enfin, nous supposons que le corps se trouve en contact avec une fondation
le long de I's. Le contact est sans frottement avec adhésion. Par conséquent, nous allons
imposer sur I'; x (0,77) des conditions aux limites de contact sans frottement avec adhésion.
Ces conditions font intervenir la composante normale du déplacement u et la composante

normale et tangentielle du vecteur contrainte de Cauchy ov qu’on verra ci-dessous.
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1.1.4 Condition de contact de type Signorini avec adhésion

Cette condition modélise le contact avec une fondation rigide, elle est donnée par les relations

suivantes :
u, <0, o,—c,R,(u,)B*<0,(0, —c,R,(u,)B*)u, =0 sur T3x (0, 7). (1.1.6)

Ici u, et o, représentent respectivement la composante normale du champ des déplacements
et du champ des contraintes; ¢, est un coefficient d’adhésion et R, est un opérateur de

troncature défini ci-dessous :
L s s < —L
R,(s)=14 —s si —L<s<0 (1.1.7)
0 s2 s>0
ou L > 0 est la longueur caractéristique de la liasion d’adhésion. En choisissant dans
(1.1.7) L assez large, on peut supposer que R, (u,) = +u, (voir [20]) d’ou les conditions
de contact:

u, <0, o, —cu,B* <0, (0, — cu,f?)u, =0 (1.1.8)

On déduit de (1.1.8) qu’il n’y a pas d’interpénétration entre le corps et la fondation puisque
u, < 0.

Durant le processus quand le champ d’adhésion est nul (1.1.8) devient:
u, <0, 0,<0, o,u,=0 sur T3x(0,7T)

qui sont les conditions de contact classique de Signorini, sans adhésion.

1.1.5 Condition de contact avec contraintes unilatérales, compli-

ance normale et adhésion

Dans ce cas, la fondation est déformable, la contrainte normale o, satisfait la condition dite

de compliance normale avec adhésion c’est a dire:

u, <g, o,+pu)—cR, (u)B?<0, (0, +p(uw)—cR, ()% (u, —g) =
(1.1.9)
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p est la fonction de compliance normale, elle est supposée positive ou nulle.

g est la valeur maximale de la pénétration.

Quand u, < 0, il y a séparation entre le corps élastique et la fondation, et la réaction de la
fondation est nulle o, = 0.

Quand 0 < wu, < g (R, =0), on aura —o, = p(u,) et ce qui signifie que la réaction de la
fondation est déterminée de maniére unique en fonction du déplacement normal et o, < 0.
Lorsque u, = g, —0, > p(g) et o, n’est pas déterminée de maniére unique.

Etsi ¢ >0 et p=0 la condition (1.1.9) devient la condition de Signorini avec adhésion
avec saut.

Si g = 0 la condition (1.1.9) combinée avec ’hypothése (2.1.16) (on le trouvera dans le

chapitre (2)) devient la condition de contact de Signorini avec adhésion:

u, <0, o,—c,B3R,(u,)<0,(0, —c,*R, (u,))u, =0

Evolution du champ d’adhésion:

L’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle de la forme :

B = - (Cuﬁ (RV (uu>>2 - 6a)+ sur I's X <07T>7
B (0) = 5, sur I's.

Ici €, ¢, sont des coefficients d’adhésion et r, = max{0,r} pour r € R. Remarquons ici
que ﬁ < 0, une fois que le décollement se produit, ’adhésion ne peut pas se rétablir, voir
[17]. Par ailleurs, pendant le processus quasi statique on a: 0 < f < 1 p.p. sur I's, car

0< By <1 pp. sur ', voir [20].

1.2 Préliménaires

Afin de faciliter la lecture de ce travail, il nous a paru utile de rappeler dés maintenant,

quelques éléments fonctionnels; les espaces fonctionnels utilisés en mécanique des milieux

10
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continus, et leurs principales propriétés comme le théoréme de la trace, les lemmes de

Growall, les résultats sont donnés sans preuves, pour plus de détail voir [20, 21].

1.2.1 Espaces fonctionnels
Espaces fonctionnels a valeurs dans R

Soit un ouvert borné de R¢ de frontiére notée I'. Un multi indice est une collection de d en-
d

tiers non négatifs, o = (av, ..., ). On note |a| = > ;. Si une fonction réelle v définie sur
i=1
est n fois différentiable, alors pour tout |«| < d,

ol (z)

D (z) = 0 xy....0% 1,

D% étant la derivée partielle de v d’ordre « .

Les espaces L

1. On rappelle que L' (Q) est I'ensemble des fonctions intégrables sur €2, dans lequel
on identifie deux fonctions qui coincident presque partout; L' (2) est un espace de

Banach pour la norme définie par: ||v|}:q = [y v ()] dz .

2. Sur €, on introduit lespace LP (€2) égal a lespace des (classes de) fonctions pour

1 < p < oo défini par
L” () = {v: Q — R mesurable et |[v|” € L' (Q)}

qui est un espace de Banach muni de la norme

ol = ([ 0P das);

3. On introduit aussi pour p = oo, 'espace L™ (€2) qui est aussi un espace de Banach
pour la norme:

[0l oo () = supess |v (2)].
€N

11



1.2. Préliménaires

La convergence forte Si 0 < p < oo, on dit que v,, converge fortement vers v dans
LP (Q) si v, ve LP(Q) et si

lim v, — vl s = 0.

n—o0

Si0 < p < ooetsiv, — v fortement dans L” (Q), alors [|vp[1sq) — [Vl dans R.

Espace de Sobolev On appelle I'espace de Sobolev d’ordre m sur LT (Q) et on le
note W™P () l'espace défini par

WmP(Q) ={v; D% € LP (), pour |a| < m}
Wm™P (§2) est un espace de Banach muni de la norme:
1
Wllymoy = O 1D*I7,)7
la|<m
le cas p = 2 est fondamental, pour simplifier 1’écriture, on posera W™2(Q) = H™ (Q) qui
est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(VW) () = Z (D%, Dw)2(q)-

la|<m

Théoréme de trace SiI' est de classe C' alors Papplication v — v défine sur
(' (2))? a valeurs dans (L? (I'))? s’¢tend a une application  continue de H; dans L’ (1)?
ou:

L” (T) = {f; f mesurable et de carré sommable sur I' pour la mesure sur I'}.

Rappelons que 'application de trace v : H; — L (F)d n’est pas surjective. L’image de H;
par cette application est le sous espace de L (F)d noté Hr qui est un espace de Hilbert,
Papplication trace: v — v est linéaire continue et surjective de H; dans Hrp. Aussi pour
une partie A C I' mesurable on définit Hz (A)? par Hz (A)* = {u € Hp; =0 sur [/A}
et on rappelle que Hr est dense dans L (A)d. On définit pour tout £ € Hr les composantes

normale et tangentielle respectivement par:

¢, =¢veH:(), &, =¢6—¢EpeH,.
ou H, est le sous-espace fermé de Hr défini par

H,={{€ Hr; ¢, =0p.p.surT'}.

12
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On peut prouver de plus que I'application & — (£,,&,) est un isomorphisme de Hr dans
Hz () x H,.

Dans la suite on utilisera la notation v au lieu de yv désignant la trace de v sur I'.

Espaces des fonctions a valeurs dans R? ou dans R%*? et leurs propriétés

Dans cette partie, on va étendre les définitions et les propriétés précédentes aux cas des
espaces a valeurs dans R? et celles & valeurs dans R?*,

Soit 2 un ouvert dans R,

Nous désignons par S? 'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R? (d = 1,2,3) “-
»

et |.| représentent le produit scalaire et la norme Euclidienne sur Rt S? respectivement.

Ainsi,

[SIES

o-T =0Ty, Vo,7eS? 7| = (r,7)® ,V1 € 54
u-v=uv; Yu,v € RY |v|:(U,U)5,VU€Rd.

Dans tous ce

manuscrit nous utilisons la convention de l'indice muet. En outre, 'indice aprés une
virgule dénote la dérivée par rapport a la composante correspondante de la variable spatiale
x. Dans toute la suite,  C R? est un domaine borné avec une frontiére de Lipschitz notée
I'. Pour le champ des déplacements et le champ des contraintes nous utilisons les espaces

fonctionnels suivants:

H={u= () /u € L*(Q), _d},
= {u = (u;) Ju; € H* () 1.d},

Q {o=(0ij)/ 0ij = 05 € Lz( )}
={o € Q/dive = (0;5;) € (L*())'}.

H,Q, Hy,et ()1 sont des espaces de Hilbert, munis des produits scalaires donnés respec-

tivement par:

13
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(u,v)y = /uividar
(O',T)Q = /Jijnjdx

(’LL, U)Hl = (uv U)H + (5 (’LL) € (U))Q
(0,7)g, = (0,7)g + (dive,divT),

ou ¢, div sont les opérateurs de déformation et de divergence, définis par:

1 )
e (u) = (i (u)), &ij = 5 (uij +uj;), dive = (04;) .

les normes sur les espaces H, Hy, @ et Q1 sont respectivement notées par [|.[| 5, [|.l 7, , [[-llo
et [|.|o, - Puisque la frontiére I' est lipshitzienne, le vecteur normal exterieur v est défini
p.p. Pour tout champ de vecteur v € H; nous utilisons la notation v, et v, les composantes

normale et tangentielle de v sur la frontiére données par:
U, =0V-V, Uy =0 —U,l.

Nous définissons de fagon analogue les composantes normale est tangentielle d’un champ

régulier o € ()1 par les formules:
o,=(ov).wv o, =0v—o0,V.

Rappelons aussi la formule de Green ci-dessous:

(0,6 (v))g + (dive,v) = /O’V.Ud(l Vv € Hy, (1.2.1)

r
ol da représente I’élément de mesure de surface. Tout au long du mémoire I' est subdi-

visée en trois parties mesurables disjointes I'1, 'y et T's, tel que mes(I';) > 0. Nous aurons

constamment besoin de I’espace des déplacements admissibles V' défini par:

V={veH,v=0surTI}

Proposition 1.1 (I’inégalité de Korn) Si mes(I'y) > 0 alors il existe une constante

cq > 0 dépendant seulement de Q) et 'y telle que:

le )l > callvlly, YveV.
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1.2. Préliménaires

Une preuve de cette inégalité peut étre trouvée dans [7].

Considérons maintenant dans V' le produit scalaire:

et la norme associée ||v||, i.e.
[vlly = lle ()l Yo e V.

De l'inégalité de Korn on déduit que ||.||;,est une norme sur V' équivalente & la norme
canonique ||.||, et ainsi (V, ||.||;,) est un espace de Hilbert réel. En outre, par le théoreme
de trace de Sobolev, il existe une constante ¢y > 0 dépendant uniquement de €2 et I'; telle
que:

lollzgays < cololly Vo € V. (1.2.9)

Espaces de fonctions & valeurs vectorielles W*? (0, T; X). Pour I'étude des problémes
d’évolution, on aura besoin des espaces de fonctions & valeurs vectorieles Wt? (0,7T; X), ici
X désigne un espace de Hilbert et T" un réel positif. On rappelle les principaux résultats sur
les fonctions définies sur un intervalle de temps et a valeurs dans un espace de Banach réel.
On note que C ([0,T]; X), est l'espace des fonctions continues u : [0,7] — X, qui est un

espace de Banach muni de la norme

||U||C([0,T];X) = orgn%}% Ju ()] x -

On note aussi par C! ([0,7]; X) l'espace des fonctions continues u : [0,7] — X tel que la
dérivée 1 existe et est continue sur [0,7]. C* ([0,7];X) est un espace de Banach pour la
norme définie par

||U||cl([o,T];X) = ||U||C([0,T];X) + ||U||C([0,T];X) :
Pour p € [0, 00|, 'espace de Lebesgue LP (0,7 X) est 'ensemble des classes de fonctions
v:(0,7) — X mesurables, telles que 'application t — ||v ()| appartient & L? (0,7"). On
sait que c’est un espace de Banach pour la norme:

T
P (f ||v<t>u§<dt) §1<p<os,
0
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1.2. Préliménaires

SUI? GTS]S [ollx = vl o (0;x) = inf {e>0; lv(@)|lxy <c pp.te€(0,T)} si p=oo.
tefo

En particulier espace L? (0, T; X) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

T
(uvLPOTX / + dt.
0

Par ailleurs, 'espace W*? (0, T; X) est un espace de Banach pour la norme définie par

Z sup ess HD(J UH

0<5<k t€[0,T]

En particulier pour £ =0, on a
Wk (0,T; X) = L= (0,T; X).

Pour k = 1, I'espace W1 (0,T; X) est défini par:

W (0,T; X) ={u:[0,T] - X;u€ L®(0,T;X) et u € L*(0,T; X)}

On le munit de la norme:

HUHWLoo(o,T;V) = ||u||L°°(0,T;X) + “uHLOO(O,T;X) :

Lemmes de type Gronwall
Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nom-
breux problémes de majoration et d’estimation d’erreur, en particulier pour établir I'unicité

de la solution.

Lemme 1.2. Soit m,n € C ([0,T];R) telles que m (t) > 0 et n(t) > 0 pour tout t € [0, 7]
et soit a >0 . S ¥ e C([0,T];R) est une fonction telle que:

t

U (t) <a—|—/m ds+/ (s)¥(s) ds Vtel0,T7],

t

alors t) < a+/m ds exp(/n(s)ds) Vt € [0,7].

0
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1.2. Préliménaires

Pour le cas particulier m = 0, ce lemme devient:
Corollaire 1.3. Soit n € C ([0, T;R]) tel que n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit a > 0.
SiW e C(0,T];R) est une fonction telle que:
¢
U(t) < a+/77(s)\11(s)ds vVt € (0,7

0

alors
t

U(t) < a~exp(/77(s)ds) Vi € [0,7].

Lemme 1.4. Soit T > 0 donné et pour un nomdre N positif nous définissons k = T/N.

Supposons que {gn}gzlet {en}gzl soient deux suites de nombres non néqgatifs vérifiant:

n—1

en < C1gn + clzkej, n=1,....,N.

j=1
ol ¢1 est une constante positive indépendante de N et k, alors il existe une constante
positive ¢ indépendante de N et k, telle que:

n—1

en < c(gn + Zkgj), n=1,....,N.

j=i

De plus, il existe une constante positive co telle que

max e, < ¢y max g.

1<n<N 1<n<N
Et si, on suppose
n
en < cgn+cg ke;, n=1,...,N.
j=1

alors on conclut pour k suffisamment petit:
en < C(gn—i-zn:lkgj), n=1,...,N,
j=
et il existe une constante positive c3 telle que

Pour la preuve du lemme 1.4, voir [5] .
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1.2. Préliménaires

1.2.2 Compléments divers

Dans cette section on présente les résultats d’existence et d’unicité concernant les équations
variationnelles elliptiques, les équations d’évolution et les équations différentielles ordinaires
dans les espaces de Hilbert. Nous commencons cette section par un bref rappel sur les
opérateurs fortement monotones et de Lipschitz. A cette fin, on considére X un espace de
Hilbert muni du produit scalaire (.,.)y et de la norme associée ||.||; et soit A: X — X un

opérateur non linéaire; 'opérateur A est dit:
(a) fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

(Au— Av,u —v)y >m|u —’U||_2X Yu,v € X,

(b) de Lipschitz sil existe M > 0 tel que:

|Au — Av|y < M |lu — vl Yu,v e X .

Inéquations variationnelles elliptiques La modélisation mathématique pour des classes
de problémes différents en mécanique des milieux continus est liée aux inéquations varia-
tionnelles elliptiques. Cette méthode permet a la fois 'obtention des résultats théoriques et
la mise au point des méthodes numériques efficaces. Dans cette section on va présenter des
résultats d’existence et d’unicité de la solution de certains problémes variationnels.

Soit X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.)y et la norme associe ||.|| . Soit
maintenant, A : X — X un opérateur lipschitzien et fortement monotone, la fonctionnelle
Jj: X —] —o00,400] et soit f € X. On considére le probléeme suivant::

Probléme 1. Trouver u € X tel que

(Au,v —u)x +j(v) —j(u) > (f,v—u)x YveX. (1.2.3)

Ce probléme, est appelé inéquation variationnelle elliptique de second espéce sur X. En

ce qui concerne ce probleme on a le résultat d’existence et d’unicité suivant:
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1.2. Préliménaires

Théoréme 1.5. Soit X un espace de Hilbert et soit A : X — X wun opérateur de Lipschitz et
fortement monotone et, j une fonctionnelle convexe, propre et semi-continue inférieurement,
alors l'inéquation variationnelle elliptique (1.2.3) admet une solution unique.

Soit maintenant une forme bilineaire 7 : X x X — R et f € X. On considére le probléme
suivant:

Probléme 2. Trouver u tel que:

(Au,v —u)x + j(u,v) — j(u,u) > (f,v —u)xy Yo € X .

A la différence du probléme 1, on remarque la présence d’une fonctionnelle qui dépend de
la solution u, ce qui complique la résolution de ce genre de probléme. La résolution de ce
type d’inéquations variationnelles a été étudiée dans [4].

On finit cette section par le résultat suivant (voir [20]):

Théoréme 1.6. Soit (H,|.||;;) est un espace de Banach réel et T > 0, soit F' (t,.): H — H

un opérateur défini p.p. sur (0,T), qui satisfait les propriétés suivantes:

Il existe Ly > 0 tel que ||F (t,x) — F (t,y)llz < Lr|x—vyl|ly Yo,y € H,pp. t € (0,T),
Il existe p > 1 tel que t — F (t,x) € L (0,T;H) VYx € H.

Alors, pour tout xog € H, il existe une fonction unique x € W' (0,T; H) telle que:
i(t) = F(t,o (1) pp. t € (0,T),
x (0) = zp.
Pour des détails sur ce théoréme, on peut renvoyer le lecteur par exemple a [23, page 60] .

Enfin, par ailleurs on rappelle qu une solution réguliére est une solution ayant le degré de

régularité nécessaire pour que toutes les opérations de dérivation soient permises.
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Chapitre 2

Probléme de contact unilatéral sans
frottement avec compliance normale

et adhésion.

Dans ce chapitre, on considére un probléme de contact quasi-statique entre un corps élastique
et une fondation déformable. Le contact est modélisé a ’aide des conditions de Signorini

sans frottement avec compliance normale et adhésion.

2.1 Formulation du probléme mécanique

Nous considérons un corps élastique qui & I'instant ¢ = 0 occupe un ouvert Q C R%, d = 2,3,
supposé borné, de frontiére I' assez réguliére, constituée de trois parties I'y, I's, I's ouvertes
et disjointes telles que I' = Ty UT5, U T3 et que mes (T'1) > 0. Ce corps est encastré en I'y,
soumis & une densité de forces volumiques ¢, dans (2, & des forces surfaciques de densité ¢,
sur I'y et en contact avec une fondation déformable le long de I's. De plus le contact avec
cette fondation, est supposé unilatéral sans frottement avec compliance normale et adhésion

(voir figure ci-dessous). Cela revient a étudier le probléme mécanique P; ci-dessous.
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2.1. Formulation du probléme mécanique

T /4@
T, /\ 2
i o Yo )

el

Fig. Contact entre un corps élastique et une fondation.

Probléme P, Trouver un champ des déplacements u : Q x [0,7] — Rt un champ

d’adhésion 5 : T's x [0, 7] — R, tels que:

dive (u) = —¢p, dans Q x (0,7), (2.1.1)
o (u) = Fe(u) dans  Q x (0,7), (2.1.2)
u=0 surI'y x (0,7, (2.1.3)
ov =y sur 'y x (0,7, (2.1.4)

Uy Sg: Oy +p(uv)_cVRV (uv)ﬁz SO?

(004 () — () ) (o —g) =0 [ IO

o, =0 sur I'sx(0,7), (2.1.6)
B=—(c,B(R,(u,))?* = €4)1 sur Ty x (0,T), (2.1.7)
B(0) =5, sur Is. (2.1.8)

Bréve explication du sens physique des équations et inéquations (2.1.1) — (2.1.8).
(2.1.1) est I’équation d’équilibre; (2.1.2) est la loi de comportement; (2.1.3) et (2.1.4) sont les
conditions aux limites de déplacement-traction; (2.1.5) représente la condition de contact
unilatéral avec compliance normale et adhésion ot ¢ > 0 est la valeur maximale de la

pénétration; (2.1.6) est la condition sans frottement; (2.1.7) est 1’équation différentielle
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2.1. Formulation du probléme mécanique

d’évolution d’adhésion ou ¢, et ¢, sont des coefficients d’adhésion; r, = max{0,r}, r € R.
Notons que dans ce modele il y a décollement, ’adhésion ne peut pas se rétablir, car B < 0,
voir [17], les travaux de Nassar et de Shillor. Enfin, dans (2.1.8) 3, représente la condition
initiale du champ d’adhésion.

Nous désignons par S? 'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R (d = 1,2,3) -
” et |.| représentent le produit scalaire et la norme Euclidienne sur R? et S? respectivement.

Ainsi,

UV = U, |U|:(U,U)%,VU,U€Rd,

0T =04Tij 7| = (7',7')% Vo, € S

u = (u;) est le champ de déplacements..

Le tenseur des déformations est défini par

e (u) = (g5 (u)), €5 (u) = % (wij + ujs)

o = (o) est le tenseur des contraintes. divo = (0;;;) est la divergence o.
Maintenant pour procéder & la formulation variationnelle on a besoin des espaces fonction-

nels suivants:

H={u=(w)/ueL*Q), i=1
H, = {u: (u;) Ju; € L2 (Q) e (u) € L* (), i:r},
Q={o€ (o) /oi=0i€L*(Q),i,j=1,d},
Q= {O’ € Q/divo = (0y,;) € L? (Q)d,i,j =1,d } :
H.,(Q, Hy, et () sont des espaces de Hilbert, munis des produits scalaires donnés respective-

ment par:
(u,v) g = /uividx,
(0,7)g = [ oijTijdz,

<u7U>Hl = (U’JU)H + (5 (u> € (U))Q7
(0,7)g, = (0,7)g + (dive,divr),.
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2.1. Formulation du probléme mécanique

Les normes sur les espaces H, Hi, Q et Q1 sont notées par |||, |-z, l-lg et [I-lg,
respectivement. Puisque la frontiére I' est assez réguliére, le vecteur normal exterieur v est
défini p.p. Pour tout champ de vecteur v € Hy, nous utilisons la notation v, et v, pour les

composantes normale et tangentielle de v sur la frontiére I' données par

Uy, =V -V, Uy =0U— U,l.

Nous définissons de fagon analogue les composantes normale et tangentielle d'un champ

régulier o € ()1 par les formules

o,=(oVv).w o, =0V —0,U.

Nous aurons constamment besoin de ’espace des déplacements admissibles V' défini par
V={ve H,v=0surI'i},
qu’on munit du produit scalaire
(u,v)y = (e(u),e(v)g Yu,v eV,
et de la norme associée ||.||,, i.e.
[vlly = lle ()l YveV.

De l'inégalité de Korn, on déduit que ||.||,, est une norme sur V' équivalente a la norme
canonique |||, et ainsi (V, |.||,) est un espace de Hilbert réel. En vertu d'un théoréme de
trace de Sobolev:

il esiste cg > 0 dépendant de €2, I'; et I's tel que:

HUH(L2(F3))d <covlly Vvew (2.1.9)

On définit aussi le convexe K des déplacements admissibles par:
K={veV :v,<g pp. sur's}.
Les coefficients ¢, et ¢, sont supposés satisfaire les conditions:

¢, € L= (T'3); ¢, >0 p.p. sur I's, (2.1.10)

23



2.1. Formulation du probléme mécanique

€o € L*(T3); €4 > 0 p.p. sur I's. (2.1.11)

On suppose que les forces volumiques ¢, et les tractions surfaciques ¢, satisfont

0o € WX (0, T H), ¢, € WH (0,75 (L* (T2))9). (2.1.12)

D’aprés le théoréeme de représentation de Riesz-Fréchet, il existe f € V tel que:

(f(@),v), = /4,00 (t) .vdx + /902 (t) .vda, (2.1.13)

Q Iy
ou da est I’élément de mesure de surface.

On suppose que 'opérateur d’élasticité F' vérifie les conditions suivantes:

( (a) F:QxS%— 8%
(b) il existe M > 0 tel que:
|F (2,61) = F (z,62)| < M |1 — 2| Vey, 62 € S pp. x €
(c) il existe m > 0 tel que: (2.1.14)
(F (z,61) — F (2,62)) . (1 — £2) > m|e1 — &a|* Vey, 62 € S, pp. x € O;
(d) I'application:  — F (z,¢) est mesurable sur Q pour tout g, € S9,

| (e) F(2,0)=0pp. v€Q,

On définit la fonctionnelle j : L?(T'3) XV xV — R par:

J(B,u,v) = /(p (u,) — ¢,B*R, (w,))v,da ¥ (B,u,v) € L*(T3) x V x V. (2.1.15)

s

Nous supposons que la fonction de compliance normale p : I's x R — R, satisfait:

( (a) il existe L, > 0 tel que:
|p (xarl) —p(.fC,Tg)’ < Lp ‘7“1 - 7”2‘ VTl,TQ € R, p.p. T € Q.
b) (p(z,m1)—p(z,r2)) (r1 —12) >0 Vri,ra €R, pp. x € (2.1.16)

(
(c¢) Papplication: x — p (z,7) est mesurable sur I's, pour tout r € R.
(

d) p(z,r)=0 Vr <0, pp.xz €Ts.
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2.2. Formulation variationnelle du probléme

Pour p € [1,00], on utilise la norme standard de L? (0,T; V') .Nous utilisons aussi 1’espace

de Sobolev W1 (0, T; V) muni de la norme:

el ey = Nty + v, -

pour chaque espace de Banach (Y ||.||y) et 77> 0 on utilise la notation C ([0,77;Y") pour
'espace des fonctions continues de [0,7] & Y. On a besoin aussi d’introduire I’ensemble des

champs d’adhésion suivant

B=1{60:[0,T] — L*(I's) / 0< 0 <1,Vt€[0,T], p.p. sur I's}.

On suppose que le champ d’adhésion initial vérifie

By € L*(T3); 0<B<1 pp. sur[s. (2.1.17)

Finalement dans tout le reste du mémoire, on désigne par ¢ une constante positive qui ne

dépend pas de t, et qui peut changer de valeur lors du passage d’une ligne & une autre.

2.2 Formulation variationnelle du probléme

Pour établir une formulation variationnelle du probléme mécanique P;, nous avons besoin

d’établir d’abord le lemme suivant:

Lemme 2.1. Si la fonction (u,3) est une solution réguliere C* du probléeme mécanique P,

alors :
u(t) € K, (Fe(u(t),e(v—u(t))g+iB ), ul(t),v—ult))
> (f(t),v—u(t)) YwekK,tel0,T].

Démonstration. Soit v € V' et ¢t € (0,7). En utilisant (1.1.10), on déduit:

(0 (t),e(v) —e(u(t))y+(divo (t),v—u(l))y = /av (t).(v—u(t))da Vv e H.

On utilise la condition (2.1.11) et (2.1.14) pour obtenir
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2.2. Formulation variationnelle du probléme

(0 (t),e(v) —e(u(t))g = (po(t),v—u(t))y+ /UV (). (v —u(t))da

r

=<soo<t>,v—u<t>>H+/¢2<t>.<v—u<t>>da
+ /OV (t). (v, —u, (t)) da

Grace a (1.1.13) et (2.1.16) on a:

(o(t),e(v)—ce(u(t)g=(f(),v—u(t))y+ /01, (t). (v, —uy, (t))da,

d’ou

(Fe(u(t),e(v—u(t))y= (), v—u®))y+ /0,, (t). (v, —u, (t)) da. (2.1.18)

I's

Maintenant, en tenant compte des conditions de contact unilatéral (2.1.5) on a:

ffa,, () (v, —uy, (1)) da = rf (0,, (t) + p (uy, (1)) — c, Ry (u,) 5 (t)) (v, —uy, (t)) da

- Ff (p (w) — e, Ru(u,)8%) (v, — u, (1)) da,

comme

[ @00+ p() () = e Rulun ()8 (1)) (0, s (1)) da > 0.
On en déduit

/ o, (1) (v, — uy (1)) da > / (p (t, (8)) = e, R, (1)) (v, — u,, (1)) da.

F3 FS

D’ou d’aprés (2.1.5) et (2.1.15) on a:

/o—y<t> (0 — uy (B)) da > (B (E)u(t),u(t)) —j (B (1) ult).v).

I's

Portons cette inégalité dans (2.1.18), on obtient I'inéquation variationnelle:

(Fe(u(t), e(v —u(®)))q + 7 (B 1), ult),v) =5 (B (1), u(t),u(t)) = (f,v—=u)y.
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2.2. Formulation variationnelle du probléme

Nous pouvons maintenant énoncer la formulation variationnelle suivante, du probléme mé-
canique P; en termes de déplacement et champ d’adhésion.ll
Probléme P,. Touver un champ des déplacements u : [0,7] — V, et un champ d’adhésion

B:10,T)] — L3(T3) tels que:

u(t) € K, (Fe(u(t)), e(v —u(t))q + (A1), ult),v — u(t))

(2.1.19)

> (f(t),v—u(t))y Yo e K, te|0,T],
B(t) = —(cuB () (Ry(uy (1))* = €a)1 pop- t € (0,T), (2.1.20)
8(0) =5, . (2.1.21)

Réciproquement, on peut vérifier par un calcul formel que si (u, 5) est une solution réguliére
du probléme P,, alors u, 3 vérifient les équations et les conditions aux limites du probléme
P,. Pour cela, on a le lemme suivant:

Lemme 2.2. Si (u,3) est une solution réguliére de classe (C1) du probléeme Py, alors (u, 3)

vérifie les équations et les conditions aux limites du probléme P;.
Démonstration. Soit ¢t € (0,7) et (u,3) une solution réguliére du probléme P, il suffit

de montrer que (u, 3) satisfait les conditions (2.1.1)—(2.1.8).
En effet, soit w € (D (2))? et choisissons v = u (t) + w dans I'inégalité (2.1.19), on aura

(Fe(u(t),e(w))g = (B (1), u(t), w)+ (f(t), w)v.

En utilisant la formule de Green et (2.1.13) et (2.1.15) on obtient:

/ (div o (£) + g, (£)).wda = 0,

et donc on déduit dive (t) = —p, (t) au sens des distributions, comme ¢, (t) € H alors on
adivo (t) + ¢y (t) = 0 p.p. sur Q.

En utilisant ensuite (2.1.18) et en appliquant encore la formule de Green, on a:

/m/ () .(v—u(t))da — (dive (t) ,v —u(t))y + J(B(),u(t),v)

—JB @), ut),u(t) = (f(t),v-ul))y VveV

27



2.2. Formulation variationnelle du probléme

En posant alors v = u(t) £ w, ot w € H; tel que w = 0 sur I'; UT's, aprés simplification on

aboutit a la relation suivante:

/(O'V (t) — pqy (1) wda =0 Yw € (H% (T'y))%

>

Comme (H2 (T'y))? est dense dans (L? (I'y))? on déduit
/ (o0 (1) — oy () wda = 0 Y € (L2 (Ty))?,
I
d’ou
ov(t)— @y (t) =0 pp.sur Is.
Soit w € V une fonction arbitraire, choisissons v = u (t) +w tel que w, < 0 sur 'y et

w, = 0 sur I's, aprés quelques calculs on a:

/www+pm4wwwmﬂwamu»mﬂazu

Comme w, < 0 sur I's, alors on déduit

o, (1) +p(u, (t) —c,f° (t) Ry(u, (t)) <0 p.p. sur I,

et puisque v € K donc u, (t) < g.
D’autre part, appliquons la formule de Green et les deux premiers résultats obtenus dans

cette démonstation, on aura

tﬂ%@ﬂm@ﬂm—@W@mewﬁwfmﬁDMZO Vo€ K.

I's

Choisisons maintenant v, = ¢ puis v, = 2u, (t) — g dans I'inéquation précédente, on obtient

/(UV (t) +p (uy () = e (t) Ry (uy, (1)) (uy (t) — g)da = 0,

et donc puisque (o, (t) + p (u, (1)) — c,8% (t) R, (u, (t)))(u, (t) — g) > 0 sur I's on déduit

(UV <t> +p (uu (t)) - Cuﬁ2 (t) Rv(ul/ (t)))<uu (t) - g) =0 p.p. sur F3~
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2.3. Résultat d’existence et d’unicité

Soit alors w € H; une fonction arbitraire telle que w, = 0 sur I' et qui est nulle sur 'y UT's,

et soit v = u (t) = w, on trouve alors:

/UT (t).wda =0 Yw € (Hz (Ty)),

T's

et donc par densité

/m@%wm—O Yw € (L* ()"

d’ott on déduit o, (t) =0 p.p. sur I';.1A

2.3 Reésultat d’existence et d’unicité

Théoréme 2.3. Sous les hypothéses (2.1.10),(2.1.11),(2.1.12),(2.1.13),(2.1.14), (2.1.16)

et (2.1.17), le probléme P, admet une solution faible unique (u,3) ayant la régularité:

u € WH(0,T,V), (2.2.1)
B e Wt (0,T; L*(T'3)) N B. (2.2.2)

La démonstration du théoréme se fera en plusieurs étapes. Dans un premier temps, on
omet le "t” dans la notation et on commence par établir des propriétés de la fonctionnelle
j pour simplifier la démonstration.

On a:

§ (B tun, g — ) + § (B gy — ) = — / (0 (1) — p () 1y — uz,) da
I's

+ (B R () (1, — 12,

s

—c, B3Ry (u2) (w1, — usy)) da.

En utilisant (2.1.16) (b), on a
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2.3. Résultat d’existence et d’unicité

J (B1sur,ug — uy) + j (By, g, ug — ug) < /(cyﬁfRy (w1) (u1y — u2y) — ¢, B3R, (u2) (w1, — usy,))da,

s

on ajoute et on retranche ¢, 3R, (uy) (u1, — ug,), on aura:

J (By,ur, ug — ) + j (Bg, ug, up — ug) < /Cuﬁf(Ru (u1) = Ry (u2)) (u1, — ug,) da

T's

+/cy(ﬁf — B3R, (us) (uy, — us,) da

I's

puisque (3, 35 € [0,1] et (R, (u1,) — Ry (u2y)) (w1, — ug,) < 0 p.p. sur I's, et |R, (uz)| < L,
(voir [20]), on a

17 (By, u1, ug — ur) + J (By, uz, us — ug)| < C/ 1By — Bal 1y — ug,| da.
I's

Gréace a (2.1.9):

17 By ur, w2 — ur) + j (Bay w2, ur —ug)| < cf|By — 52||L2(r3) [y — U2HL2(1“3) : (2.2.3)

En utilisant aussi les mémes arguments, les propriétés de R, (2.1.16) et (2.1.9), on
J (B, ur,v) = j (B,uz,v)| < ¢llur — ually vy - (2.2.4)

Posons g = 3, = 5, dans (2.2.4), nous obtenons:

j(ﬁvulaUQ - ul) +j (67“27u1 - u?) S 07 (225)

puis, choisissons u; = v et uy = 0 dans (2.2.5), et puisque j est linéaire par rapport au
deuxiéme argument on a:

J(B,v,v) >0. (2.2.6)
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2.3. Résultat d’existence et d’unicité

Dans la deuxiéme étape, on introduit le sous-ensemble fermé Z de l'espace de Banach

C ([0,T);L?(T3)) défini par

Z={0€C(0,T];L*(T5))/6 (t) € BVt €[0,T], 0(0) =By} (2.2.7)

ou Z est muni de la norme:

191, = max [exp (—at) |6 (1)l j2(ryy | POUr tout 6 € C ([0, T];L* (T3)) , ou o > 0.

t€[0,T
Puis pour 8 € Z considérons le probléme auxilaire ci-dessous.

Probléme P;z. Trouver un champ des déplacements ug : [0,7] — V tel que:

ug (t) € K, (Fe(us(t)), e(v —up(t))o + 1 (B(¢), us(t), v — ug(t)) (2.2.8)
> (f(t),v —wus(t))y Yoe K, te|0,T].
On a le lemme suivant:

Lemme 2.4. Le probleme Pz admet une solution unique qui satisfait
ug € C([0,T];V). (2.2.9)
Démonstration. Soit t € [0, 7] et Popérateur A; : V — V défini par
(Awu,v)y, = (Fe(u),e(v))o + (B (t),u,v) Vu,ve V.

Les hypotheses (2.1.14) ,(2.1.16),(2.1.9),(2.2.4) et (2.2.6) entrainent que I'opérateur A; est
de Lipschitz et fortement monotone. En effet, en utilisant (2.1.9), (2.1.14) (b) et (2.2.4), on

a

(A= Aw,w)y | < (M +6) & Ju—vlly lwlly Y(uw,v,w) €V x V x V.

Aussi, en utilisant (2.14) (¢) et (2.2.6), on a

(A — Aw,u —v)y, >m|lu—v|} Yu,v€V.

Puisque K est un sous-ensemble convexe fermé, non vide de V, il résulte d’apres des résultats
standards sur les inéquations variationnelles elliptiques ([4]), qu’il existe un élément unique

ug (t) : ug € K qui satisfait (2.2.8).
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2.3. Résultat d’existence et d’unicité

Soit alors tq,ty € [0, 7], ug(t;), i = 1,2 vérifie I'inéquation

(Fe(us(ts), (v —up(t))q + 3 (B(E:), ug(ti), v — us(t;))
> (f(t:), v —ug(ts))v.
Par la suite posons ug(t;) = w;, 5(t;) = 5;, f(t;) = fi, on prend v = uy dans 'inéquation
vérifiée par u; puis v = u; dans I'inéquation vérifiée par us et on additionne les inéquations

obtenues; nous trouvons aprés quelques calculs:

(Fe(ur) — Fe(ug),e(ur —uz))v < (f1 — foyur — ug)y +

J(Byur,us —wr) — j (B, uz, w1 — us)
De l'inégalité précédente, de (2.1.14) (¢) et de (2.2.4) on obtient
lur = wally < c(l[fr = fally + 181 = Ball 2 (ry))- (2.2.10)
On voit alors que (2.2.10) et la régularité des fonctions f et S impliquent
ug € C([0,T];V),

d’ou la preuve.ll
Dans la troisieme étape, on utilise la fonction ug du lemme précédent et considérons le

probléme suivant.

Probléme Py3. Trouver le champ d’adhésion x4 : [0,7] — L? (I's) tel que:

Xp (t) = —(coxg (1) (Ru(ugy (1)))* =€)+ pp- t € (0,7), (2.2.11)

X5 (0) = B (2.2.12)

On a le lemme suivant:

Lemme 2.5. Le probléme Paz admet une solution unique xz € W (0,T; L* (T')) N B.

Démonstration. Considérons I'application Fj : [0,7] x L?(I's) — L?(I'3) définie par:
Fy (t,0) = — (c,0R> (ug, () — ea)Jr
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2.3. Résultat d’existence et d’unicité

pour tout t € [0,7] et # € L?(I'3). D’aprés les propriétés de opérateur R, il résulte
que la fonction Fj est lipschitzienne et continue par rapport au deuxiéme argument, et cela
uniformément en temps. D’ailleurs, pour n’importe quel § € L?(T'3), l'application ¢ —
Fj(t,0) appartient & L> (0,7;L?(T'3)). En utilisant le théoréme 1.6, nous pouvons dire
qu’il existe une fonction unique x5 € WH*(0,T; L? (T')) qui satisfait (2.2.11), (2.2.12). Et
d’apres (2.2.11), (2.2.12) et que 0 < B, < 1, on obtient x4z € B pour tout ¢ € [0,77], voir
[20]. En effet, de (2.2.11) et (2.2.12) on obtient que x4 (7,t) < B, (z) et c’est pourquoi
'hypothese (2.1.17) montre que x4 (z,t) < 1 pour t > 0, p.p. v+ € I's. D’autre part, si
Xp (7, t0) = 0 & I'instant o, alors il s’en suit de (2.2.11) que X4 (7,t) = 0 pour tout ¢ > t, et
ainsi x4 (7,t) = 0 pour tout ¢ > to, p.p. v € I's. Nous déduisons que 0 < x4 (z,%) < 1 pour
tout ¢t € [0,T], p.p. x € I's. Ce qui achéve la preuve du lemme précédent.ll

D’autre part, il résulte du lemme 2.5 que pour tout § € Z, la solution x; du probléme

P,5 appartient & Z. Donc on peut considérer 'opérateur A : Z — Z défini par:

AB = x5 (2.2.13)

On a alors le lemme ci-dessous.

Lemme 2.6. Il existe un élément unique 3* € Z tel que:
ABT=p".

Démonstration. Soit donc 5, (i = 1,2) deux fonctions dans Z et notons par u;, y; les
fonctions obtenues dans les lemmes 2.4 et 2.5 respectivement, pour g = f3,,1 =1, 2.
Nous utilisons les arguments similaires & ceux utilisés dans la preuve de (2.2.10) pour déduire

que:
[ur () — uz (W)l < 181 () = B2 (D] p2(ray (2.2.14)

Ce qui implique:
t t
[l @) =@l ds < [18,) =5l ds (2215)
0 0
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2.3. Résultat d’existence et d’unicité

D’autre part, on a

et donc

X1 () = xo (B)] < C/ X1 (8) (Ro(uy (5)))* = xa (5) (Ru(ua (5)))7] ds.

0
D’ou:

I () = x2 (Dl L2y
< C{ 11 () (Bo(ua (5)))* = Xa () (R (2w (5))?[| 2 s

Utilisons la définition de R, et écrivons x; = X1 + X2 — Xa» |Ru(uy)| < L, i =

|Ru(ulu) - Ru(u2u| < \uly — uQ,,|, on obtient

X1 () = x2 (t>||L2(I‘3) <

t t
‘ ({ 130 6) = () s+ f o 5) = w3 9l ds) |

D’aprés I'inégalité de Gronwall, il s’en suit que

X1 (1) = X2 <t>HL2(F3) < C/ [ur (s) — 2y (3)||L2(F3) ds.

En utilisant (2.1.9), on obtient l'inégalité suivante

)= X Ollsry < ¢ / s (5) = 2 (5 ey 5

et grace a (2.2.13) et (2.2.16), on aboutit a I'inégalité

1081 (0= A8, (Bl ey < [ 11 (5) = (9] s
0

Combinons maintenant (2.2.15) et (2.2.17), on obtient
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2.3. Résultat d’existence et d’unicité

1ABy (8) — ABy ()l oy < {/Hﬁlw)—BQWNuamwk-
0

Par ailleurs, on a

l/WM@—@@Mmm%={wmwwmbﬂ@WMQ—%@Wmm%
0

< XD (at)

181 = Ballg -

(67

D’ou

exp (—at) [[AB (£) = ABy (D)l 2ry) < gHﬁl () = B2 ()l VE€[0,T].

On obtient a la fin

I T

Cette inégalité montre que pour @ > ¢, A est une contraction donc elle admet un point fixe
5.l

Dans la quatrieme étape, nous avons tous les ingrédients pour prouver le théoréeme 2.3.
Démonstration du théoréme 2.3. Soit 5 € Z un point fixe de A c’est-a-dire: A" = 5~
et soit u* la solution du probléme Pz pour § = " c’est-a-dire u* = ug-. On utilise les

arguments similaires & ceux utilisés dans la preuve de (2.2.10) pour obtenir

ot (1) = w* (@)l < e (187 (1) = 87 @)l oy + 1 () = S (E2)]y) ¥tit2 € 0,
(2.2.18)
Le lemme 2.6 montre que 3 € W1 (0,7;L?(I's)) et aussi (2.2.18) implique que u* €
Whee (0, T; V). Nous concluons par (2.2.8),(2.2.11) et (2.2.12) que (u*, 5*) est une solution
du probléme P,. L’unicité de la solution est une conséquence de 1'unicité du point fixe de
I'opérateur A donné (2.2.13) . En effet, soit (u, #) une solution du probléme P,. On a vu déja
p € Z, de plus, il s’en suit de (2.2.8) que u est une solution du probléme Pjz. Du lemme

2.5 ce probléme a solution unique wug, d’ott u = ug. On remplace u par ug dans (2.2.8) et
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2.3. Résultat d’existence et d’unicité

on utilise la condition initiale (2.1.21) pour voir que (3 est une solution du probleme Pygs.

Comme d’aprés le lemme 2.5, ce probléme a une solution unique x4, nous en déduisons

B =Xz (2.2.19)

Maintenant, on utilise (2.2.19) pour voir que A5 = f3, i.e. 8 est un point fixe de 'opérateur

A. En utilisant le lemme 2.6, on obtient alors:

B=p

On conclut donc que le probléme P, admet une solution unique.ll
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Chapitre 3

Approximation numérique du

probléme variationnel P

Dans cette section, on étudie I’approximation du probléme P, en introduisant une méthode
d’éléments finis pour approcher la solution en établissant une estimation d’erreur.

Pour simplfier on suppose que € est un domaine polygonal de l'espace R? et pour tout
parameétre h > 0, on considére une partition 7" de € en triangles de taille maximale h.i.e.
Q = ejLiJthe La triangulation 7" est supposée réguliére. Pour chaque élément Q. € T",

Py (9.) désigne I'ensemble des polynomes de degré total inférieur ou égal a 1 sur €2.. Nous

utilisons les espaces de dimension finie V" C V, B" C L? (I's) qui sont alors définis par:

vho = {UhE [C(ﬁ)}dsvh/QGE[Pl (Q)]%, Qe T", v"=0sur Fl},
B" = {B"el*(T3):8eRVyeT},

ou Tpfg est une partition induite par la triangulation 7" (voir [20], page 55). Soit aussi
Pgn : L*(I'3) — B" lopérateur de projection orthogonale sur B". On définit par K"

I’ensemble convexe discret des déplacements admissibles suivants:
K'=Knv"

On rappelle la notation matricielle :
N N
Uh _ Zui@i,ﬁh _ Zﬁzgz'
i=1 i=1
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3. Approximation numérique du probléme variationnel P,

ol o, &' sont les fonctions de bases constantes par morceaux, prenant la valeur 1 au
noeud i et 0 aux autres. Les u' et ' sont respectivement les valeurs au noeud i des
fonctions u” et B". Avec cette construction des espaces V" et 8" les fonctions u € V"
(resp g e Bh) sont caractérisés par leurs valeurs aux sommets de la triangularisation (voir
[17]). Par ailleurs, pour discrétiser la variable temporelle, on considere une subdivision
équidistance de I'intervalle [0, 7] telle que 0 =ty < t; < .... <ty =T ou le pas de temps
k =T/N . Pour une suite (wy),, .y nous utilisons la notation dw,, pour la différence divisée
i.e dow, = w, — w,_1/k. De méme, la valeur de la fonction continue ¢ (¢) au point ¢, est
notée par ¢, = ¢ (t,). Nous utilisons un schema d’Euler implicite, la discrétisation totale

du probléme P, est définie comme suit:

Probléme PI*. Trouver le champ de déplacements discret u* = (ufﬁ)fj:l C K" et le
champ d’adhésion g™ = (Bhk)nNzl C B" tels que g™ = 5’5 et pour tout n =1,...N.

n

(Fe (uﬁk) e (v — uﬁk))Q +7( P ulk b — ul*)

(3.1)
> (fo, 0" —ul*) Vot € K
55# = —PBh(CVBZZ(Rv(U?:_UV))Q — €a)+ (3.2)

ol ﬁg est une approximation appopriée de la condition initiale 3,. Les mémes arguments
utilisés dans la démonstration du théoréme 2.3.1 montrent que le probléme P* admet une
solution unique.

Notre intérét dans cette partie est de trouver une estimation d’erreur deHun — uzk”V et
”6n o ﬁzkum(m) :
Nous avons le théoréme suivant.
Théoréme 3.1. Soit (u,[) et (uzk,ﬁzk) les solutions respectives du probléeme Py et Pk,
Supposons les hypothéses du théoréme 2.3 satisfaites et que o = F(g), f et [, ont la

régularité:

o€ C(0,T]; HH(Q)™) n W0, T;Q), (3.3)
B e W2H0,T; L*(T3)) N CH([0, T]; H'(T3)), (3.4)
By € Hl(r?,)- (3.5)
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3. Approximation numérique du probléme variationnel P,

Alors il existe une constante positive ¢ indépendante de h et k telle que ’estimation d’erreur

4 4 N
suivante est vraie pour tout v" = (U?)j_l c K"

2
s ([ =+ 18, 02 e )

< e max inf ([Jo" = [y 4 flum = V2 o)) + e (07 + ).

(3.6)

Démonstration. Premiérement, une estimation d’erreur sur le champ des déplacements.
On écrit I'inéquation variationnelle (2.1.19) au temps ¢ = ¢,, pour v = u* € K". On

obtient

(Fe (un), & (u, — uﬁk))Q + 5 (B tny i — ull¥)
< (fnaun - uzk)v :

aprés quelques calculs algébriques, nous aurons:

(Fe (129 = (0 = ) g+ (B s = )
< (Fs (uﬁk) ,E (Uh _ Un))Q ny ( hk gk b Un) (3.8)
u ) \4 Vp € Kh-

additionons (3.7) et (3.8) on a:

( (Fe (u,) — Fe (uﬁ’“) ,E (un — uzk))Q +J (ﬁn, Upyy Uy — uzk)

=7 (Bn" s upt un — u¥)

(3.9)
< (Fe (uﬁk) yE (Uh —un))Q +J ( PR ulk ph — un)
\ —(fn,vh—un)v . YV vy, € K.
et on déduit de (3.9) I'inégalité suivante:
( (F5 (u,) — Fe (ugk) ,E (un — uﬁk))Q +J (5n,un,un — uﬁk)
_ i (phk Rk o hk
7 (B up = upk) (3.10)

< (Fe (ul*) —Fé(un),&?(vh—un))Q—i-j( Rtk oh — )
\ _.] (ﬁnaunavh - un) + Ln (Uh) . v Vp € Kh.

ol

L, (Uh) = (Fg (un), e (vh — un))Q +j (ﬁn,un,vh — un) — (fn,vh — u")v )
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3. Approximation numérique du probléme variationnel P,

Notons o = Fe (u,) et utilisons la formule de Green:

Ln (") = / (G + D () — € B*Ro(uny)) (V% — 1) da.

En prenant en considération (3.3) et (2.1.16), on déduit 'estimation:

[ Lo (V") < eflon = ] e,

et, on utilise encore (2.1.16) on a:

j <6Zka U2k7 Up — Uzk) _j (ﬁm Up, Un — Uzk)

< (lun = urlly + 1180 = Bafl 2y len = wally

et

j (/sz’qu,fUh - un) _j (677,7“%71)}1 - un)
=< Cl(”u" o UZI@HV + Hﬁn o /BZkHLQ(F3)> th o u"”v

Par suite, en utilisant (3.10) et I'inégalité de Young

1
ab§5a2+5b2 VabeR, §>0,

(2.1.14) et quelques calculs, nous ménent &

2
o =12 < e (18 = By + 1 = il e — 08l ) 0 € K™ (321

et d’aprés [20 page 62], et (3.5) on a:

Hﬁo o /BSHL2(F3) < ch.

Maintenant on a besoin de la proposition suivante dont la preuve se trouve dans les pages

62, 63 de la référence [20] .1

Proposition 3.2. Sous les hypothéses (3.3), (3.4) et (3.5), on a l’estimation suivante:

Hﬂn B 5?”?2@3) < ck(z Hu] — u;”“Hf/ + Hﬂn _ 52’6”;@3)) +c(h?+k?) (3.12)

j=1
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3. Approximation numérique du probléme variationnel P,

Avant de commencer la preuve de la pl“OpOSlthIl 3.2, on d01t faire la remarque suivante.

Remarque 1. On a: 6, B =+ f ))ds = ¢ f f 3 () dr)ds. Ceci implique

]1 glt

Lemme 3.3. Posons r'* = R2 ( ,W), alors la régularité de u implique:

(3.13)

L2(T) H ‘ LY(tj_1,t;;L2(T3))

< clju,_, —ulf®y ||, + k. (3.14)

hk
HTJ - Tj%HL?(Fg i-1

Démonstration. On a

T — 7"?51 = (R (u;,) + Rv (u] Uj— 1u)) (R (u,,) — Ry (U?El,v)) ;

en utlisant ensuite la propriété: |R, (s)| < L, et pour a,b € R, |R, (a) — R, (b)| < |a — b,
on a

|TJ_T?51|S2L|R(UJ,V)_R(J1V>|<2L|u —u” |

7—1,v
D’ol on obtient les estimations suivantes:

¢y =il

HTJ' - T?E1HL2(F3)
Irs = il oy < el = wially + oy = wia],)
75 =380 o ey < e+ [l = uf )
dott (3.14) .M

Ajoutant la remarque suivante

Remarque 2. Les termes (cyﬁzlilr?f_l) — ea) et Ppn(c, M r T(v_1) = €a)+ sOnt positifs.
Et de [20, page 64] on déduit que 5Zk est décroissante quand n croit. En outre, pour chaque
x € I's, si pour certains 7, ﬁ?k (z) < 0 alors on peut dire ™ (z) = Bhk( ) pour n > j. D’ou
{||BZI€HL°°(F3)}ivzleSt uniformement bornée, de méme pour {HTZkHLm(Fg)}N x
Démonstration de la proposition 3.2. Soit [ : L? (T's) — L? (I'3) Vopérateur d’identiteé,

onadf; = t)ﬂ(tjl,ﬁ = B(t;) et B¥ = B donc:
de (B, = BI*) = kd (B, —B1*) + ... + k6 (B, — BF)
j=1
= k6B, — képM 4+ .+ k6B, — koptE

= [(B1 = Bo) = (B = B5")] + oo + [(B = Bar) — (B2 = BE0)]
= ﬁg_ﬁo+5n—
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3. Approximation numérique du probléme variationnel P,

d’ou

B, — BuF =By — B+ Y k6 (8; — B1F) . (3.15)

Jj=1

Maintenant, on a besoin de borner le terme H5 (ﬁj — ﬁg‘k) HL2(F3) .

En effet, on peut écrire

5 (B; — B¥) =6B; — B; + (I — Pyn) B; + Pyuf3; — 68",

ou I : L*(T'3) — L*(T'3) est 'opérateur d’identité. Donc on obtient 'estimation suivante

en norme L? (')

168, = B oy < |98, - 5,

) + H(I - PBh)Bj

I

L2(F3 LQ(F?)

et, en utilisant (2.1.7) et (3.2), on obtient:
hk hk  hk
HPBth — 0f3; HLz(p3) < ||Cv(5j7"j - 5]'—17”3‘—1)||L2(r3) :

Ensuite, on ajoute et on soustrait Bgflrj de B,1; — ﬂ?ﬁlrﬁl pour déduire

”(/BJT] - /B?ﬁlrg}fl)“[g(p:i) S ||<6] - /B?ﬁl)rj - ?ﬁl(r] - T?fl)‘}L2(F3) )

et d’aprés la remarque 2, on obtient:

ijrj o /B?ﬁlr.?fl)HLQ(F:;) = ¢ (ij o ?ﬁl)Hm(rg) + ”(Tj - T;}EI)||L2(F3)>

< . ( 1085 — 5;’—1>HL2(F3) +185-1 - ﬁ?ﬁlHLQ(Fg) ) .

+ H(Tﬂ‘ - rgLﬁl)HL%Fg)
D’ou:
1685 = B3| ey < H(Sﬁj -5,

e (1185 = B3t oy + 1851 = B354 ooy + 15 = 7550 ey ) -

+ H([ - PB’L) Bj

L2(T3) L%(T3)

Et donc (3.15) devient:

)

L%(T3)

182 = 8 iaqegy < 1180 = Bl ey + D_C([08; = 55
j=1

. H(I—PBh)Bj

L2(T3

+e(([85 = 81l gy + 1851 — 5951||L2(r3) + (g = 13D | o))
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3. Approximation numérique du probléme variationnel P,

Posons
A, = En:k; (Haﬁj — B,
j=1

la régularité de [ implique les estimations

) + H(—’ — Ppn) B,

el =Bl

L2(Ts L2(T

max Hﬁn - Bn—lng(ps) < Ck7

Lsnsho _ (3.16)
— Ppn < ch.
Jax, ( B = Porfnl| , . ch
(3.13) (Remarque 2) et (3.16) donnent
A, <c(h+k). (3.17)

En utilisant(3.14) et (3.16), on a

180 = B2l ey < 180 = Bl gyt ed K151 = B35l oy Tt [, = s [ )+e (b + )
j=1

A la fin, en notant u (0) = ug, et puisque Huo — ugHV < ch, on aura

18, = Bl aqegy < €D _RUIB; = 85 | oy + 1w = i) +e it k). (3.18)

J=1

A ce niveau, rappelons en général I'inégalité de Cauchy Shwartz

(i:k?gz) = (zn:\/g\/zgz> < (i:\/EQ) (Zn:kgzz) )
et donc )
<Zkgl> <c (Zkgf) : (3.19)

Rappelons aussi I'inégalité de Young

1
abg5a2+5b2 VabeR,§>0.

De l'inégalité de Young et de (3.19), on obtient l'inégalité

n 2 n
(a + Zkgz> <c <a2 + Zkgf) :
i=1 i=1

43



3. Approximation numérique du probléme variationnel P,

D’aprés cette derniére inégalité
16, = 8Py < zk (18, = 80 gy + llt, = %1, ) + e+ 2.
En appliquant Uinégalité de Young une deuxiéme fois, on aura
1= 82 < D8 = N = 1) (442,
Ainsi on obtient Iestimation (3.12) et la proposition est démontréc.H

Finalement pour terminer la preuve du théoréme 3.1, on somme les deux inégalités (3.11)

et (3.12) pour obtenir

2 n 2
\Wm—%Wi+H@rwﬁWVScﬂgﬂwf—%W3+H@—wﬁWB@M

2 (3.20)
+e(|[o" = ually, + | tnw — UQHLQ(Fs)) +c(h?+k?).

De (3.20), on déduit en utilisant le lemme 1.4 (Gronwall discret) que

hk (|2 hk (|2
max 1 [|un —upt[[, + |8, — 8"
1§n§N{ n =t ||y (180 = Bn L2(T3)

< C1I£La§XN<”Uh - uan/ + ||Juno — UZHLZ(FS)) +c(h?+ k%) Yol e KM
D’ou enfin

hk (|2 hk (|2
max 1 [|un — ([, + |8, — 8"
1§n§N{ n =t ||y (180 = Bn L2(T3)

< e(max inf (o = unly + s = 03] o)) + (B2 +87).

Corollaire 3.4. Supposons les hypothéses du théoréme 2.3 et du théoréme 3.1 satisfaites et
que

weC ([O,T]  (H? (Q))d> et u, € C ([O,T]  (H? (rg))d> .

Alors il existe une constante ¢ > 0 indépendante de h et k telle que:

max {H“n — ||, + (|8, — 52k||L2(r3)} <c(h+k). (3.21)

1<n<N
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3. Approximation numérique du probléme variationnel P,

Démonstartion. En utilisant les résultats standards d’estimation d’erreur (voir [5]), puisque

u, € (H?(Q))? et u,, € (H*(I'3))?, on a

| tn — 7ThUnHv < ch HUH(Hz(Q))d )

(3.22)
Hunv - 7ThUnVHL2(p3) < ch? ||uan(H2(F3))d :
D’ou de (3.22) on déduit les estimations d’erreur
- h
[ax inf [ = unll,, < ch ulle (o, 715021y »
(3.23)

: h _ 2
max il {log =t || o,y < P2 lllogo e wae)

Finalement, de (3.23), nous obtenons 'estimation d’erreur (3.21).H
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Chapitre 4

Probléme de contact quasi-statique
pénalisé avec adhésion et contraintes

unilatérales

Dans ce chapitre on considére un probléme de contact sans frottement avec compliance nor-
male et adhésion ou la pénétration est infinie. La condition de contact (2.1.5) est remplacée

par la condition de contact

% (ul/ - g)+ +p (uu) - CVB2RV (uu) on FS X (07 T) )

—O§y =

1
0 > 0 est un parameétre de pénalisation et 5 est interprété comme le coefficient de raideur
de la fondation. On obtient un nouveau probléme P;s énoncé ci-dessous, dit probléme de

contact quasi-statique pénalisé avec adhésion et contraintes unilatérales.

Probléme P;5. Trouvez un champ des déplacements us :  x [0,7] — R? et un champ

d’adhésion S5 : I's x [0,T] — [0,1] tels que:
divo (us) = —p, dans Q x (0,7,

o (us) = Fe(us) dans  Q x (0,7,
us =0 sur I'y x (0,7,

o (us)v =y sur I's x (0,7,
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4. Probléme de contact quasi-statique pénalisé avec adhésion et contraintes unilatérales

1
—O0§y = 5 (U(Sl/ - g)_l,_ +p (U/(SV) - Cl/ﬁgRV (uﬁl/) sur I13 X (07 T) )

o5 =0 sur I's x (0,7,
Bé = _(CuﬂcS(RV(uJV))Z —€q)4 sur I's x (0,77,
Bs(0) =B, sur I's.

Quand J est petit, la réaction de la fondation & la pénétration est importante; aussi quand
0 est grand alors la réaction de la fondation a la pénétration est faible. On étudie le
comportement de la solution quand 6 — 0 et on montre qu’on obtient & la limite la solution
du probléme de contact sans frottement avec compliance normale et pénétration finie. Pour

cela, on définit la fonctionnelle js: L? (I'3) x V x V — R par

58,0 = oy (50 = 002 9 (0) = 65 R (00)) o

V(B,u,v) € L*(T3) x V x V.
Avec ces notations, la formulation variationnelle du probléme pénalisé est la suivante.

Probléme Pys5. Trouver ugs : [0,7] — V et 85:[0,T] — [0,1] tels que:

(Fe (us (1), () +Js (B5 (1), us (1) ,0) = (f (2) , 0)y,

(4.1)

YoeV,tel0,T],
B5 (t) = = [B5 (1) (co(Ry (usy (1)))*) —€a], pp-t € (0,T), (42)
Bs(0) = By. (4.3)

On a le théoréme suivant.

Théoréme 4.1. Le probléme Pss a une solution unique qui satisfait
us € C([0,T];V), Bs € WH>(0,T; L* (T's)) N B.

Démonstration. La démonstration du théoréme 4.1 est semblable a la démonstration du
théoréme 2.3 et est faite en plusieurs étapes.

(i) Pour tout $ € Z, on considére le probléme ci-dessous.
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4. Probléme de contact quasi-statique pénalisé avec adhésion et contraintes unilatérales

Probléme Pis5. Trouvez us : [0,T] — V tel que:

(Fe(us (1) e (v)g + 75 (B(t) ,us (t) ,v) = (f (), v)y
(4.4)

YoeV,tel0,T].
On a le lemme suivant.
Lemme 4.2. Le probléme Pis a une solution unique us € C ([0,T];V).

Démonstration. Pour chaque ¢ € [0, 7], on définit Popérateur A; : V' — V par

(Aru,v)y, = (Fe(u), e (v)g + 75 (B (), us () ,v) Yu,v € V.

On utilise (2.1.14), (2.1.16), (2.2.4), (2.2.6) et que pour a,b € R, on a (a; —b,) (a —b) >
(ay — by)? pour voir que A, est fortement monotone et de Lipschitz. Alors équation (4.4) a
une unique solution us (t) € V. Par ailleurs, avec les mémes hypothéses on procéde comme
au lemme 2.4 du chapitre 2 pour montrer que us € C ([0,77];V).

(ii) Il existe un unique 5 (déja vu au chapitre 2) tel que:

Bs € Wb (0,T; L* (T3)) N Z, (4.5)
B5 (t) = = [B5 (1) (co(Ry (usy (1)))?) —€a), p-pt € (0,T), (4.6)
B5(0) = Bo. (4.7)

(iii) Soit S5 défini dans (ii) et notons encore par us la fonction obtenue dans (i) pour g = ;.
Alors, en utlisant (4.4), (4.6) et (4.7), il est facile de voir que (us, B5) est une solution du

probléme Pss et satisfait
(U(Svﬁé) € C ([07T] ; V) X WLOO (07T7 L2 (F3)) N B

Maintenant on étudie la convergence de la solution (ug, 55) quand 6 — 0. On a le théoréme

ci-dessous.

Théoréme 4.3. Supposons que les hypothéses (2.1.12), (2.1.14), (2.1.16) et (2.1.17) sont

vérifiées. Alors on a les convergences suivantes:

(lgh% |us (t) — w (t)]],, =0, pour tout t € [0,T7, (4.8)
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4. Probléme de contact quasi-statique pénalisé avec adhésion et contraintes unilatérales

lim (135 (t) — 5 (t) | 2r,) = 0, pour tout 1 € [0, ). (4.9)

La démonstration est faite en plusieurs étapes. Dans une premiére étape on montre le lemme

suivant.

Lemme 4.4. Pour chaque t € [0,T], il existe u(t) € K et une sous-suite notée encore
(us (t)) tels que
us (t) — a(t) faiblement dans V. (4.10)

Démonstration. Soit ¢ € [0,7]. Prenons v = us (t) dans (4.1), on a

(Fe (us (1), (us (8))) g + Js (B (1), us (£) us (1)) = (f (£) , us (£))y - (4.11)

Puisque js (85 (t) ,us (t) ,us (t)) > 0, on déduit de (4.11) que

(Fe (us (1)) € (us (1) < (f (1), us (£))y -

En utlilisant (2.1.14) (¢), cette inégalité implique

lus Ol < 17 Oy /m.

Donc, en tenant compte de la régularité f € C ([0,7];V), il existe un élément @ (t) € V et

une sous-suite notée encore u; (t) telle que
us (t) — @ (t) faiblement dans V.

Par ailleurs, de (4.11) on déduit l'inégalité

/FB (#) (usu (1) = 9)da < (£ (1), s (£))

qui implique que
2

(s (&) =), < SNFOIF /m.

L2(T'3)
Cette derniére inégalité et (4.10) donnent

(2 (£) — g)+HL2(r3) < hlgélf [ (s (1) — g)+HL2(r3) =0. (4.12)

Enfin de (4.12) on déduit que (u, (t) — g), = 0, c’est a dire u, (t) < g p.p. sur I', ce qui

+
montre que @ (t) € K.I
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4. Probléme de contact quasi-statique pénalisé avec adhésion et contraintes unilatérales

Le lemme 4.4 nous conduit a poser le probléme suivant.

Probléme Pj,. Trouver (35 : [0,7] — L? (T'3) tel que
B5 (1) = = [B5 (1) (o (Ry (U5, ()" = 0] , ppt € (0,T),

B5(0) = By
Comme au lemme 2.5 (chapitre 2), on a le résultat suivant.

Lemme 4.5. Le probleme Ps; a une solution unique 5 € Wh* (0,75 L* (I's)) N B.

On a le résultat de convergence suivant.

Lemme 4.6. Soit 5 la solution du probléme Pz, alors on a
1 155 () — 8 (1) 0,y = 0. pour tout t € [0,7]. (4.13)

Démonstration. En utilisant les propriétés de 'opérateur R, (voir [20]), on a

185 () = B (O 2ry
(4.14)
< Jy llus (5) = i ()| 2qry ds-
De (4.10), on déduit que us, (t) — @, (t) fortement dans L? (I's) quand § — 0. Par ailleurs

on a

s, (£) = 2 (D) L2ry)

< aaflos @) - 50l <eo (L0 4 ey, ).

Cette inégalité implique
sy (1) = @ (B)|| 2y < c

D’out en vertu du théoreme de convergence dominée de Lebesgue on a

hm/ [usy (8) =ty (8)|[ 12(ry) ds = 0. (4.15)

Le résultat de convergence est maintenant une consequence de (4.14) et (4.15) .l
Enfin, il nous reste a prouver le lemme ci-dessous.

Lemme 4.7. On a u(t) = u (t) pour tout t € [0,T].
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4. Probléme de contact quasi-statique pénalisé avec adhésion et contraintes unilatérales

Démonstration. Soit v € K et prenons v — us (t) dans (4.1), on a

(Fe (us (1) e (v—us (1)) g+ (85 (1) ,us (8) , v — us (¢))
(4.16)

v

(f(t),v—us(t), YvekK.

Puisque on a

Js (Bs (1) s us (1), v = us (1))

- I ((“ - g)+ 0 (0) = e B Ry 0 (0)) (0= s )

< Jo (s (1) = B3Ry (us (1) (v) — usy (1)) da,

alors en utilisant (2.1.15), (4.8), (4.9), les propriétés de R, (voir [20]) et 'injection compacte
Hz (T'3) — L*(I'3), on a

/F (p (usy () = v B3Ry (us, (1)) (v, — sy () da — j (B (8) @ (t) v —a(t)),

quand 0 — 0. Maintenant, on a besoin de montrer que

liminf (Fe (us (1)) e (v —us (t)) g < (Fe(u(t)),e (v —1u(t))), Vv eV. (4.17)

6—0

En effet, posons v = @ (t) dans (4.16), on a

(Fe (us (), (@ (t) = us (1)) g = —js (Bs (£) ,us (1) s u (1) —us (8)) + (f (), a(t) = us (8))y

et, en utilisant la monotonie de F, on a aussi
(Fe(us (1), e (@(t) —us (1) < (Fe (u(t), e (@ (t) —us ())q - (4.19)
En passant a la limite dans (4.18) on a
lim inf (Fe (us (t)) . (@ (1)) = us (1)) = 0,

et, en passant a la limite dans (4.19) on a

lim sup (Fe (us (1)) & (@ () —us (1)) <0,
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4. Probléme de contact quasi-statique pénalisé avec adhésion et contraintes unilatérales

d’ou, on récupeére

lim (Fe (us (1)) & (@ (t)) = us ()))g =0 (4.20)

0—0
Soit alors v € Vet 6 € (0,1). La monotonie de F' appliquée avec us (t) et w = (1 — 0) u () +

fv implique l'inégalité

(Fe (us (1)) € (u(t) —us (t)))g + 0 (Fe (us (1)) e (v —u(t)))g
(4.21)

< (Fe(w),e(u(t)) —us (t))g + 0 (Fe (w) & (v) —u(t)))q

En passant alors & la limite quand § — 0 dans (4.21) et en simplifiant par ¢, on obtient

liminf (Fe (us (1)) e (v =1 (t)))g < (Fe(w),e(v) —u(t)))g-

6—0

De plus, puisque

(Fe (us (1) e (v —us (1))q = (Fe(us(t),e(@(t)) —us(t))g
+(Fe(us (1), e (v —u(t)))g,

on déduit alors de (4.20) et (4.21) que

lim inf (Fe (us (1)) 2 (v = us (1)))g < (Fe (), () = @ (£)))q

—~0 (4.22)
= (Fe(l=0)u(t)+0v),e(v) —u(t)))
En passant a la limite quand # — 0 dans (4.22), on récupére 'inégalité (4.17) .
Alors, en passant a la limite dans (4.16) quand § — 0, on obtient
(Fe(u(t),e(v—u(t)))g+J(B({),u(t),v-u())
(4.23)

> (f(t),v—a(t), YveckK.

Maintenant, prenons v = wu (t) dans (4.23) et v = @ (t) dans (2.1.19) et additionnons les

inégalités obtenues, et en prenant en considération (2.1.14) (b), on obtient:

ml|a () —u @y <58, alt),ult)—a)+j@B ), ul),al)—ul)

De plus en utilisant (2.2.6), on aura:
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mlla () —u )y <0

et alors on aboutit a ’égalité

a(t)=ult). (4.24)

Maintenant on a tous les ingrédients pour démontrer le théoreme 4.6. En effet, de (4.24),

on déduit immédiatement (4.10) . Pour montrer (4.8), il suffit de remarquer qu’on a:

m |lus (8) —w (D < (Felus (1), € ((us (1) —u(t))g — (Fe(u(t)), ((us () — u(£)))g -
(4.25)

On utilise alors (4.10) et (4.20) pour passer a la limite dans (4.25) et déduire (4.8) .1

Remarque. En notant o4 (t) =0 (us(t)), on a
los () = o (O)llq = [1Fe(us (1) = Fe(u(®)llq < M |lus (1) —u ()]l -

En tenant compte de (4.8), cette inégalité montre que pour chaque t € [0, T}, o5 (t) converge

fortement dans @) vers o (t).
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Conclusion et perspective

Dans ce mémoire on a fait I’étude fonctionnelle et numérique d’un probléme de contact sans
frottement entre un corps élastique et une fondation déformable . Le contact est modélisé
par les conditions de Signorini et la compliance normale avec adhésion.Puis, on a étudié
I’approximaion du probléme continu par la méthode de pénalisation. Ce type de contact est
apparu pour la premiére fois en 2008 dans [14].

Nous envisageons d’exploiter ce type de contact pour d’autres problémes de contact

élastique, viscoélastique ou viscoplastique.
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