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0.1. Notations

0.1 Notations

Notations generales
E 0 espace dualde E

h; i produit scalaire dans la dualité E 0; E

B(x0; r) = fx; kx� x0k < rg boule ouverte, centrée en x0 de rayon r

BE = fx 2 E; kxk < 1g boule unité

'� fonction conjuguée de '

L(E;F ) espace des opérateurs linéaires continus de E dans F

D(A) domaine de l�opérateur A

G(A) graphe de l�opérateur A

N(A) noyau de l�opérateur A

R(A) image de l�opérateur A

�(E;E 0) topologie faible dé�nie sur E

�(E 0; E) topologie faible � dé�nie sur E 0

* convergence faible

S : R+ ! L(Z) Semi-groupes

F'(�) =
R
Rn
e�i�:x'(x)dx transformation de Fourier

j injection canonique de E dans E 00

p0 exposant conjugué de p ,c�est-à-dire 1
p
+ 1

p0 = 1

p:p presque partout

jAj mesure (de Lebesgue) de l�ensemble A

Supp f support de la fonction f

f � g produit de convolution

j j norme Hilbertienne

j� = (I + �A)�1 résolvante de l�opérateur A

A� = Aj� régularisée Yosida de l�opérateur A

D�u @�1+�2+:::+�N

@x
�1
1 :@x

�2
2 :::@

�N
N

u; j�j =
NP
=1

�i

@u
@�

dérivée normale extérieure

�u =
NP
=1

@2u
@x2i

Laplacien de u
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0.1. Notations

Espaces fonctionnels

 � RN ouvert

@
 = � frontière de 


Lp(
)

�
f : 
 �! R; f mesurable et

R



jf(x)jp dx <1
�

L1(
)

8<: f : 
 �! R; f mesurable et il existe une constante C telle que

jf(x)j 6 C p:p: sur 


9=;
Cc(
) fonctions continues à support compact dans 


Ck(
) fonctions k fois continûment di¤érentiables sur 
 (k entier > 0 )
C1(
) \

k>0
Ck(
)

C1c (
) C1(
) \ Cc(
) = D(
)
W 1;p;W 1;p

0 ;Wm;p

H1; H1
0 ; H

m les espaces de Sobolev

D(
) l�espaces de base

D0(
) l�espace des distributions

S(
) la classe de Schwartz

S 0(
) les distributions tempérées

_B�
r;s

n
u;
u; _B�

r;s

 = 2�j'j � u; lsj(Lrx) <1o les espases de Besov
_F �r;s

n
u;
u; _F �r;s = 2�j'j � u;Lrx(lsj) <1o les espases de Triebel-Lizorkin
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0.2. Introduction

0.2 Introduction

Ce travail, comprend quelques problèmes aux limites pour des équations aux dérivées par-

tielles semi-linéaires du deuxième ordre et un problème dynamique de la di¤usion.

La première catégorie des problèmes aux limites, modélisent les petites vibrations, par

exemple, d�une corde, d�une membrane élastique et de manière générale la propagation d�une

onde (acoustique, électromagnétique, etc) dans un milieu élastique homogène 
 � Rn: Ces
phénomènes sont modélisés mathématiquement par l�équation des ondes linéaires ou non-

linéaires suivant le cas, avec des conditions aux limites et initiales. En pratique, la partie

non-linéaire dé�nit les changements des perturbations du phénomène.

Le dernier problème, est celui de la di¤usion et est du type parabolique. Ce genre

de problèmes interviennent dans plusieurs applications, comme la théorie de la chaleur, la

di¤usion des gaz, etc.

Dans le premier chapitre, on a introduit un rappel sur l�analyse fonctionnelle, dans le

deuxième, le troisième et le quatrième chapitres, on a considéré d�abord, le modèle mathé-

matique

général des ondes perturbées, composée d�une équation di¤érentielle semi-linéaire du

second ordre et de type hyperbolique, dans un ouvert 
 de Rn borné et de frontière �

régulière avec :

- une condition aux limites de Dirichlet u = 0 sur �;

- des conditions initiales : déplacement initial u0(x) et la vitesse initiale u1(x):

On commence dans le deuxième chapitre par l�étude de l�existence locale et de l�unicité

des solutions pour une équation d�onde semi- linéaire accrétive utt � �u = ut jutjp�1 ;pour
p > 1: x 2 Rn; t > 0.
On utilise pour cela essentiellement le théorème de Hille-Yosida.

Dans le troisième et le quatrième chapitres , on introduit un exemple et un contre -

exemple d�équation hyperbolique non linéaire u00 � �u + ju0j� u0 = f; dans Q; � > 0: On

démontre alors l�existence et l�unicité des solutions par la méthode (de Faedo-Galerkin).

5



Chapitre 1

Rappels de quelques résultats

fondamentaux
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Partie I

Préliminaires
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1.1. Dé�nition et propriétés élémentaires de la topologie faible �(E;E 0)

1.1 Dé�nition et propriétés élémentaires de la topolo-

gie faible �(E;E 0)

Soit E un espace de Banach et soit f 2 E 0. On désigne par 'f : E ! R l�application dé�nie

par 'f (x) =< f; x >. Lorsque f décrit E 0; on obtient une famille ('f )f2E0 d�applications

de E dans R.

Dé�nition 1. La topologie faible �(E;E 0) sur E est la topologie la moins �ne sur E

rendant continues toutes les applications ('f )f2E0 :

Proposition 1.1.1 (1)La topologie faible �(E;E 0) est séparée.

Proposition 1.1.2 Soit x0 2 E; on obtient une base de voisinages de x0 pour la topologie
�(E;E 0) en considérant tous les ensembles de la forme:

V = fx 2 E; jhfi; x� x0ij < " 8i 2 Ig

où I est �ni, fi 2 E 0 et " > 0:

DEMONSTRATION. - Il est clair que V = \
i2I
'�1fi (]ai � "; ai + "[) avec ai = hfi; x0i est

un ouvert pour la topologie �(E;E 0) et contient x0. Inversement soit U un voisinage de x0

pour �(E;E 0). On sait ([1, p.34]) qu�il existe un voisinage W de x0, W � U de la forme:

W = \
i2I
'�1fi (wi), I �ni, et wi voisinage (dans R) de hfi; x0i = ai. Donc il existe " > 0

tel que ]ai � "; ai + "[� wi pour chaque i 2 I. Par suite x0 2 V � W � U:

Proposition 1.1.3 (2)� Soit (xn) une suite de E. On a:

(i) [xn * x pour �(E;E 0)], [hf; xni ! hf; xi 8f 2 E 0]
(ii) Si xn ! x fortement; alors xn * x faiblement pour �(E;E 0)

(iii) Si xn * x faiblement pour �(E;E 0); alors kxnk est born�ee et kxk 6 lim inf kxnk :
(iv) Si xn * x faiblement pour �(E;E 0) et si fn ! f fortement dans E 0 (i:e:

kfn � fkE0 ! 0), alors hfn; xni ! hf; xi:
(1)preuve . ( voir [1,p.35 ])
(2)preuve . ( voir [1,p.36 ])
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1.1. Dé�nition et propriétés élémentaires de la topologie faible �(E;E 0)

REMARQUE 1.� Lorsque E est de dimension �nie, la topologie faible �(E;E 0) et

la topologie usuelle coïncident. En particulier une suite (xn) converge faiblement si et

seulement si elle converge fortement.

REMARQUE 2.

� Lorsque E est de dimension in�nie la topologie faible �(E;E 0) n�est pas métrisable .

� Lorsque E est de dimension in�nie il existe en géneral des suites qui convergent

faiblement mais qui ne convergent pas fortement.

Dé�nition 2. � Une fonction ' : E !]�1;+1] est dite semi-continue inferieurement
(s.c.i.) si pour tout � 2 R; l�ensemble [' 6 �] = fx 2 E;'(x) 6 �g est fermé
Dé�nition 3. � Une fonction ' : E !]�1;+1] est dite convexe si '(tx+(1� t)y) 6

t'(x) + (1� t)'(y) 8x; y 2 E; 8t 2]0; 1[:

Proposition 1.1.4 � les convexes fortement fermés sont faiblement fermés.

DEMONSTRATION. � Si C � E est convexe fermé, soient U = EnC et x0 2 U .

D�après le théorème de Hahn-Banach il existe f 2 E 0 et � 2 R tels que

hf ;x0i < � < hf ; yi

pour tout y 2 C: Alors fx 2 E; hf; xi < �g est un ouvert faible inclus dansU et contenant
x0. Ceci montre que U est faiblement ouvert, et donc que C est faiblemen fermé.

� Corollaire .1.1.1 � Soit ' : E !]�1;+1] une fonction convexe, s.c.i. (pour
la topologie forte). Alors, ' est s.c.i. pour la topologie faible �(E;E 0): En particulier si

xn * x pour �(E;E 0), alors

'(x) 6 lim inf '(xn):

REMARQUE 3 . � On retrouve en particulier que si xn * x pour �(E;E 0) alors

kxk 6 lim inf kxnk. En e¤et la fonction '(x) = kxk est convexe et continue pour la
topologie forte, donc a fortiori ' est s.c.i. pour la topologie forte � et par consequent ' est

s.c.i. pour la topologie faible �(E;E 0).

Dé�nition 4. � Soit E un espace de Banach et soit J l�injection canonique de E dans

E 00 (voir § III.4 [1]). On dit que E est re�exif si J(E) = E 00.

9



1.2. la topologie faible � �(E 0; E)

Lorsque E est re�exif on identi�e implicitement E et E 00 (a l�aide.de l�isomorphisme J).

* La topologie faible est intéressante lorsqu�on connaît bien E 0. C�est le cas par exemple

pour Lp(
) avec 
 un ouvert de Rn muni de la mesure de Lebesgue et p 2 [1; +1[, dont le
dual topologique s�identie avec Lp

0
avec 1

p
+ 1

p0 = 1 (voir le tableau
(1)) via le théorème de

représentation de Riesz ([1, p. 61]) : pour tout f 2 (Lp(
))0 il existe un unique v 2 Lp0(
)
tel que, quel que soit u 2 Lp(
);

hf; ui =
Z



vu: (1.1.1)

Le théorème qui suit montre qu�elle est plus intéressante si E est ré�exif, c�est à dire

isomorphe à son bi-dual E 00 (par l�injection canonique x 7! Jx(2) : f 7�! hf; xi):
Théorème 1.1. (Kakutani). La boule fermée unité est faiblement compacte si et

seulement si l�espace est ré�exif.

DEMONSTRATION. � Supposons d�abord que E est re�exif. Alors J(BE) = BE00

.D�autre part (theorême III.15[1]) BE00 est compact pour la topologie �(E;E 00). Il su¢ t

donc de veri�er que J�1 est continu de E 00 muni de �(E 00; E 0) a valeurs dans E muni de

�(E;E 0). Il reste à prouver (cf. proposition III.2 [1]) que pour tout f 2 E 0 �xé l�application
� 7! hf; J�1�i est continue sur E 00 muni de �(E 00; E 0). Or hf; J�1�i = h�; fi et l�application
� 7! h�; fi est bien continue sur E 00 muni de �(E 00; E 0):

1.2 la topologie faible � �(E 0; E)

Etant donné un espace de Banach E et son dual topologique E 0, on peut bien entendu dé�nir

la topologie faible sur E 0. On va en fait dé�nir une topologie encore moins �ne (strictement

si E n�est pas ré�exif).

(1)TAB. Espaces Lp(
) avec 
 un ouvert de Rn muni de la mesure de Lebesgue
espace ré�exif séparable espace dual

L1 non oui L1

Lp; 1 < p <1 oui oui Lp
0
; 1p +

1
p0 = 1

L1 non non ) L1
(2)Surtout ne pas confondre avec l�application de dualité, F : E ! E0, introduite à la remarque I.2 [1],

qui est en général non linéaire (sauf cas Hilbertien).
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1.2. la topologie faible � �(E 0; E)

Dé�nition 5. � La topologie faible � désignée aussi par �(E 0; E) est la topologie la
moins �ne surE 0 rendant continues toutes les applications 'x : E

0 ! R : f 7! 'x(f) = hf; xi
Pour chaque x 2 E:
Comme E � E 00, il est clair que la topologie �(E 0; E) est moins �ne que la topologie

�(E 0; E 00): Autrement dit la topologie �(E 0; E) possède moins d�ouverts (resp. fermés) que

la topologie �(E 0; E 00) [qui à son tour possède moins d�ouverts (resp. fermés) que la topologie

forte].

Proposition 1.2.1 � La topologie faible � �(E 0; E) est separée. (Ceci résulte quasiment
directement des dé�nitions) .

DEMONSTRATION. � Si f1 et f2 sont deux éléments distincts de E 0, il existe x 2 E
tel que hf1; xi < hf2; xi. En choisissant un nombre réel � 2]hf1; xi ; hf2; xi[, on peut prendre
O1 = ff 2 E 0; hf; xi < �g et O2 = ff 2 E 0; hf; xi > �g comme ouverts faibles � séparant
f1 et f2:

Proposition 1.2.2 8f0 2 E 0, une base de voisinages faibles � de f0 est formée par les
ouverts faibles � de la forme

ff 2 E 0; jhf � f0; xiij < " 8i 2 Ig;

où " > 0, I est �ni et xi 2 E:
Notation: � Etant donnée une suite (fn) de E 0 on désigne par fn

�
* f la convergence

de fn vers f pour la topologie faible � �(E 0; E): A�n d�éviter les confusions on précisera
souvent

«fn
�
* f pour �(E 0; E) » , «fn * f pour �(E 0; E 00) » et «fn ! f fortement » .

Proposition 1.2.3 (1)� Soit (fn) une suite de E 0. Ona

(i) [fn
�
* f pour �(E 0; E)], [hfn; xi ! hf; xi 8x 2 E]

(ii) Si fn ! f fortement; alors fn * f faiblement pour �(E 0; E 00):

Si fn * f faiblement pour �(E 0; E 00) alors fn
�
* f pour �(E 0; E):

(1) la même démonstration de la proposition 1.1.3

11



1.3. Métrisabilité et séparabilité

(iii) Si fn
�
* f pour �(E 0; E); alors kfnk est born�ee et kfk 6 lim inf kfnk :

(iv) Si fn
�
* f pour �(E 0; E) et si xn ! x fortement dans E (i:e: kxn � xkE ! 0),

alors hfn; xni ! hf; xi:
(v) Si fn bornée dans E 0, alors il existe une sous-suite extraite ffnkg qui converge

pour la topologie �(E 0; E) . C�est à dire : hfnk ; xi ! hf; xi ; 8x 2 E:
REMARQUE 4. � On verra dans la suite (théorème VI.5 [1]) que la boule unité fermée

d�un espace normé de dimension in�nie n�est jamais compacte pour la topologie forte.

1.3 Métrisabilité et séparabilité

La notion de compacité dé�nie par la propriété de Borel-Lebesgue (dé�nition [3 ,p.1]) est

équivalente a la propriété de Bolzano-Weierstrass (selon laquelle toute suite bornée admet

une sous-suite convergente) seulement dans les espaces métriques. Or l�espace E 0 muni

de la topologie faible � n�est pas métrisable si E est de dimension in�nie. Cependant, la

boule fermée unité de E 0 est métrisable si E est séparable (c�est- à-dire admet une famille

dénombrable dense): il su¢ t (voir [1, p. 48-49]) de dé�nir la distance d par:

d(f; g) =
+1P
n=1

2�n jhf � g; xnij :

où (xn)n2N� est une famille dénombrable dense dans la boule fermée unité de E:

� Corollaire 1.3.1. � Si E est séparable, toute suite bornée dans E 0 admet une

sous-suite faible � convergente.
Ceci s�applique par exemple à E = L1 : toute suite bornée dans L1 admet une sous-suite

faible � convergente.
� Corollaire 1.3.2. � Si E est ré�exif, toute suite bornée dans E 0 admet une

sous-suite faiblement convergente.
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Partie II

Les espaces fonctionnels
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1.4. Dé�nition et propriétés élémentaires des espaces Lp:

1.4 Dé�nition et propriétés élémentaires des espaces

Lp:

Dé�nition 6. � Soit p 2 R avec 1 6 p <1 et 
 un ensemble au sens de lebesgue de Rn

; on pose

Lp(
) =

�
f : 
 �! R; f mesurable et

R



jf(x)jp dx <1
�
:

on note

kfkLp =

24 Z



jf(x)jp dx

351=p : (1.4.1)

Dé�nition 7. � Si p = 1 , on note L1(
) l�espace des fonctions mesurables essen-

tiellement bornées sur 
 ; on pose:

L1(
) =

ff : 
 �! R; f mesurable et il existe une constante C telle que jf(x)j 6 C p:p: sur 
g :

on note

kfk1 = inf fC > 0; jf(x)j 6 C p:p: sur 
g = sup ess



jf j : (1.4.2)

REMARQUE 5.(1) � Si f 2 L1 on a

jf(x)j 6 kfkL1 p:p: sur 
:

Notation: � Soit 1 6 p 61 ; on désigne par p0 l�exposant conjugué de p i.e. 1
p
+ 1
p0 = 1:

Théorème 1.4.1. (Inégalité de Hölder). � Soient f 2 Lp et g 2 Lp0 avec 1 6 p 61:

Alors f:g 2 L1 et
(1)preuve . ( voir [1,p.56 ])
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1.4. Dé�nition et propriétés élémentaires des espaces Lp:

Z
jfgj 6 kfkLp kgkLp0 : (1.4.3)

DEMONSTRATION. � La conclusion est évidente si p = 1 et si p = 1: Supposons

donc que 1 < p <1: Rappelons l�inégalité de Young(1).

ab 6 1

p
ap +

1

p0
bp

0 8a > 0; 8b > 0: (1.4.4)

la demonstration de l�inégalité est évidente : la fonction log étant concave sur ]0;+1[
on a

log(1
p
ap + 1

p0 b
p0) > 1

p
log ap + 1

p0 log b
p0 = log ab:

Donc

jf(x)j jg(x)j 6 1
p
jf(x)jp + 1

p0 jg(x)j
p0 p:p:x 2 
:

Il en résulte que fg 2 L1 et que

Z
jfgj 6 1

p
kfkpLp +

1

p0
kgkp

0

Lp
0 (1.4.5)

Remplaçant f par �f (� > 0) il vient

Z
jfgj 6 �p�1

p
kfkpLp +

1

�p0
kgkp

0

Lp0
: (1.4.6)

On choisit � = kfk�1Lp + kgk
p0=p

Lp0
(de manière à minimiser le membre de droite dans

(1.4.4)). On obtient alors (1.4.1).

� Corollaire 1.4.1. (Inégalité de Hölder généralisée). � soient f1; f2; ::; fk des

fonctions telles que fi 2 Lpi(
); 1 6 i 6 k avec 1
p
= 1

p1
+ 1

p2
+ ::+ 1

pk
6 1:

(1)Que l�on utilisera aussi parfois sous la forme ab 6 "ap + C"bp
0
avec C" = "

� 1
p�1 :
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1.4. Dé�nition et propriétés élémentaires des espaces Lp:

Alors le produit f = f1f2:::fk appartient à Lp(
) et

kfkp 6 kf1kp1 ::: kfkkpk : (1.4.7)

En particulier si f 2 Lp(
) \ Lq(
) avec 1 6 p 6 q 6 1; alors f 2 Lr(
) pour tout
p 6 r 6 q et l�on a I�inégalité d�interpolation

kfkLr 6 kfk
�
Lp kfk

1��
Lq o�u

1

r
=
�

p
+
1� �

q
(0 6 � 6 1); (1.4.8)

Théorème 1.4.2.(1) Lp est un espace vectoriel et k:kLp est une norme pour tout 1 6
p 61:

Théorème 14.3.(1) (Riesz-Fischer). � Lp est un espace de Banach pour tout 1 6 p 6
1:

Théorème 14.4. (Premiere inegalite de Clarkson). � Soit 2 6 p 61 ; on a

f + g

2

p
Lp
+

f � g

2

p
Lp
6 1

2
(kfkpLp + kgk

p
Lp) 8f; g 2 Lp: (1.4.9)

DEMONSTRATION. � Bien entendu, il su¢ t de montrer que��a+b
2

��p + ��a�b
2

��p 6 1
2
(jajp + jbjp) 8a; b 2 R:

on a

�p + �p 6 (�2 + �2)p=2 8�; � > 0

(se ramener au cas où � = 1 et noter que la fonction (x2 + 1)p=2 � xp � 1 est croissante
sur [0;1[ ). prenant � =

��a+b
2

�� et � = ��a�b
2

�� il vient��a+b
2

��p + ��a�b
2

��p 6 (��a+b
2

��2 + ��a�b
2

��2)p=2 = (a2
2
+ b2

2
)p=2 6 1

2
jajp + 1

2
jbjp :

Théorème 1.4.5. (Théorème de représentation de Riesz). � Soit 1 < p < 1 et soit

' 2 (Lp)0: Alors it existe u 2 Lp0 unique tel que

< '; f >=

Z
uf 8f 2 Lp: (1.4.10)

de plus on a

(1)preuve . ( voir [1,p.57 ])
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1.5. Notions de base sur les distributions

kukLp0 = k'k(Lp)0 : (1.4.11)

Théorème 1.4.6 (Densité). � L�espace C0(
) est dense dans Lp(
) pour 1 6 p 61:

lemme de gronwall

soient � 2 L1(0; T ) ; �(t) > 0; p:p: t 2 [0; T ]; et � 2 L1(0; T ) ; �(t) > 0; p:p: t 2 [0; T ]:
on suppose

�(t) 6
tR
0

�(s)�(s)ds+ C; p:p: t 2 [0; T ]; (C = constante):

Alors

�(t) 6 C exp(

tZ
0

�(s)ds); p:p:t 2 [0; T ]: (1.4.12)

� Convolution et régularisation

Théorème 1.4.7.(1) � Soient f 2 L1(RN) et g 2 Lp(RN) avec 1 6 p 61:

Alors, pour presque tout x 2 RN , la fonction y 7! f(x� y)g(y) est intégrable sur RN :

On pose

(f � g)(x) =
Z
RN

f(x� y)g(y)dy: (1.4.13)

Alors f � g 2 Lp(RN) et

kf � gkLp 6 kfkL1 kgkLp : (1.4.14)

1.5 Notions de base sur les distributions

Rappels et notations

Soient 
 ouvert de RN et une application f : 
 ! Rn (ou Cn) dé�nie par f(x) =

(f1(x1; :::; xN); :::; fn(x1; :::; xN)):

(1)preuve . ( voir [1,p.67 ])
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1.5. Notions de base sur les distributions

Rappelons que l�application f est de classe Cp sur 
 � ce que l�on note f 2 Cp(
;Rn)
� si toutes les dérivées partielles d�ordre inférieur ou égal à p des fonctions f1; :::; fn sont

continues sur 
: L�espace Cp(
;R) ou Cp(
;C) selon le contexte est noté Cp(
):
Lemme 2 (Schwarz) Soit 
 ouvert de RN . Si � 2 C2(
) alors, pour tous k < l = 1; :::; N

, on a

@2�
@xk@xl

= @2�
@xl@xk

sur 
:

f 2 C1(
) , alors @kf(x) ou @xkf(x) désigne la dérivée partielle
@f
@xk
(x):

pour tout k = 1; :::; N , ainsi que

rf(x) ou rxf(x) =

0BBB@
@x1f(x)
...

@xNf(x)

1CCCA :

Passons au cas des dérivées partielles d�ordre supérieur.

On nomme "multi-indice" tout élément � = (�1; :::; �N) 2 NN . A tout multi-indice

� 2 NN on associe sa longueur j�j = �1 + :::+ �N :

Pour chaque multi-indice � 2 NN , on note les dérivées partielles itérées d�une fonction
f de classe C1 sur 
 comme suit :

@�f(x) ou @�x f(x) désigne
@j�jf

@x
�1
l :::@x

�N
N

(x):

c�est- à-dire que

@�f(x) ou @�x f(x) = @�1xl :::@
�N
xN
f(x):

Par analogie, pour tout x 2 RN et tout � 2 NN , on note x� = x�11 :::x
�N
N :

Notons encore, pour tout � 2 NN et tout � 2 NN ; � 6 � si seulement si �k 6 �k pour

k = 1; :::; N:

On posera alors
�
�

�

�
= �!

(���)!�! où �! = �1!:::�N !:

Avec ces notations, on peut écrire trés simplement

(a) la formule du binôme :
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1.5. Notions de base sur les distributions

(x+ y)� =
X
�6�

�
�

�

�
x���y�; (1.5.1)

(b) la formule du multinôme :

(x1 + :::+ xN)
k =

X
j�j=k

k!

�!
x�; (1.5.2)

(c) la formule de Leibnitz : pour f; g 2 Cp(
) et j�j 6 p

@�(fg) =
X
�6�

�
�

�

�
@���f@�g: (1.5.3)

1.5.1 Fonctions de classe C1 à support compact

Dé�nition 8.� Soit une fonction continue � dé�nie sur un espace topologique X et à

valeurs dans R ou C. Le support de la fonction � est

supp(�) = fx 2 X n �(x) 6= 0g .

Exemple 1

Considérons la fonction E : R �! R dé�nie par E(x) = e1=x si x < 0 et E(x) = 0 si

x > 0:
Il est clair que E est de classe C1 sur R� ; d�autre part, on montre que

E(n)(x) = Pn(
1
x
)e1=x pour tout x < 0;

où Pn est la suite de polynômes dé�nis par la relation de récurrence

P0(X) = 1 , Pn+1(X) = �X2(P 0n(X) + Pn(X));n > 0:
On en déduit que E(n)(x) �! 0 lorsque x �! 0� pour tout n > 0 et donc que

E 2 C1(R). D�autre part, le support de E est R�:

A partir de la fonction E, on construit très simplement une fonction F de classe C1 sur
R et à support dans un segment [a; b], où a < b sont deux réels quelconques : il su¢ t de

poser
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1.5. Notions de base sur les distributions

F (x) = E(a� x)E(x� b) pour tout x 2 R

c�est- à-dire

F (x) = e�
b�a

(b�x)(x�a) si x 2]a; b[;
F (x) = 0 si x 2]�1; a] [ [b;+1[:

Il est clair que F 2 C1(R) et que supp(F ) = [a; b]:
� L�espace de base D(
)
On appelle espace de fonctions d�essai et que l�on note D(
) l�espace des fonctions '

dé�nies et indé�niment dérivables et à support compact dans 
. autrement dit,

D(
) = fespace des fonctions C1 à support compact � 
g :

On désigne par D(
) l�espace des restrictions à 
 des fonctions de D(Rn):
REMARQUE 6.�

supp(' ) � supp' \ supp ; pour tout ';  2 D(
):

Dé�nition 9.(Convergence dans D(
) ) � On dit qu�une suite f'n; n 2 Ng � D(
)
converge vers une fonction ' 2 D(
); s�il existe un compact K contenu dans 
 tel que :

i) supp('n) � K; 8n 2 N
ii) @�('n) converge uniformément vers @

�'; 8� = (�1; :::; �i; :::; �n) 2 Nn:

Proposition 1.5.1 (1) 8p > 1; l�ensemble D(
) est dense dans Lp(
):

1.5.2 Espace des distributions D0(
)

Dé�nition 10. (Notion et Caractérisation de distribution) � Soient N > 1 entier et 
 un
ouvert de RN : Une distribution T sur 
 est une forme linéaire sur C1c (
) à valeurs réelles
(ou complexes) véri�ant la propriété de continuité suivante :

pour tout compact K � 
 , il existe CK > 0 et pK 2 N tels que, pour toute fonction

test ' 2 C1c (
) avec supp(') � K;

(1)Preuve .[6,p.148]
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1.5. Notions de base sur les distributions

jhT; 'ij 6 Cmax
j�j6p

sup
x2K

j@�'(x)j :

Autrement dit

T 2 D0(
),
�
� 8' 2 D(
); ' 7! hT; 'i est linéaire de D(
) dans R
� Si 'j �! 0 dans D(
) alors



T; 'j

�
! 0 dans R

(1.5.4)

On note toujours D0(
) l�espace vectoriel (sur R ou C) des distributions sur 
 ( à valeurs
respectivement réelles ou complexes ).

On dira, que deux distributions T1 et T2 sur 
 sont égales si elles le sont en tant

qu�applications de D(
) dans R

hT1; 'i = hT2; 'i 8' 2 D(
)

REMARQUE 7.� Toute foncion f de L2(
) engendre une distribution Tf 2 D0(
 dé�nie
par

Tf (') = hTf ; 'i =
R



f(x)'(x)dx; 8' 2 D(
):

Exemple 1 (Masse de Dirac) A tout point x0 2 
 ouvert de RN , on associe la forme
linéaire dé�nie par

h�x0 ; 'i = '(x0); pour toute fonction test ' 2 D(
):
Evidemment, pour tout compact K � 
 et toute fonction test ' 2 C1(
) à support

dans K, on a

jh�x0 ; 'ij 6 sup
x2K

j'(x)j :

Donc �x0 est une distribution d�ordre 0 sur 
:

Exemple 2 A tout point x0 2 R, on associe la forme linéaire dé�nie parD
�(m)x0

; '
E
= (�1)m'(m)(x0); 8' 2 D(R):

A nouveau, pour tout compact K � R et toute fonction test ' 2 C1(R) à support dans
K, on a ���D�(m)x0

; '
E��� 6 sup

x2K

��'(m)(x)�� :1R
0

'(x)�'(�x)
x

dx:
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1.5. Notions de base sur les distributions

et on véri�e que �(m)x0
est une distribution d�ordre m sur R:

Proposition 1.5.2 (Continuité séquentielle des distributions) Soient 
 ouvert de RN et

T 2 D0(
). Alors, pour toute suite ('n)n>1 des fonctions test appartenant à D(
) et telle
que

'n ! ' dans D(
) lorsque n �!1;

on a

hT; 'ni �! hT; 'i lorsque n �!1:

Dé�nition 11. (Distributions positives) � Soient 
 ouvert de RN et T une distribution

sur 
 . On dit que T est une distribution positive, ce que l�on note T > 0, si
hT; 'i > 0 pour tout ' 2 D(
) telle que ' > 0 sur 
:
Dé�nition 12. (Suite convergente de distributions) � Soient N > 1 entier et 
 ouvert

de RN , ainsi que (Tn)n>1 une suite de distributions sur 
 . On dit que

Tn �! T dans D0(
) lorsque n �!1;

si, pour tout ' 2 D(
);

hTn; 'i �! hT; 'i lorsque n �!1:

Exemple 1 (Dipôle de moment �) Dans le cas N = 1 et 
 = R , on pose

Tn = �n
2
(�1=n � ��1=n); n > 1:

Nous avons 1
�t
(�t+�t� �t) �! ��(1)t

Alors on véri�e sans peine que

Tn �! ���(1)0 dans D0(
):

(pour plus information ,voir [5, p.67]).

Exemple 2 Dans R, on considère, pour tout entier n > 1, la fonction localement

intégrable sur R dé�nie par
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1.5. Notions de base sur les distributions

Tn : x 7!
1[1=n;+1[(jxj)

x
;

Alors, on véri�e à nouveau sans aucune di¢ culté que

Tn �! vp 1
x
dans D0(
) lorsque n �!1:

REMARQUE 8.� On peut identi�er L2(
) à son dual et comme D(
) est dense dans
L2(
); on a les inclusions suivantes

D(
) � L2(
) = (L2(
))0 � D0(
):

Dé�nition 13. (Dérivation des distributions) � Soient N > 1 entier, 
 ouvert de RN

et T 2 D0(
): Pour tout j = 1; :::; N; on dé�nit la distribution @xjT par la formule



@xjT; '

�
= �



T; @xj'

�
; pour tout ' 2 D(
):

Evidemment, cette notion de dérivation coïncide avec la notion habituelle pour les fonc-

tions de classe C1:

Proposition 1.5.3 (Dérivation classique et dans D0) � Soit 
 ouvert de RN :Pour toute

fonction f 2 C1(
)

@xjTf = T@xj f ; j = 1; :::; N:

Exemple 1 (Dérivée de la fonction de Heaviside) � Notons H la fonction de Heaviside

dé�nie par

H(x) = 1R+(x); x 2 R:

Alors

H 0 = �0 dans D0(R):

Dé�nition 14. (Dérivées d�ordre supérieur dans D0) � Soient un entier N > 1, un

ouvert 
 de RN et T 2 D0(
). Pour tout multi-indice � 2 NN , on pose

h@�xT; 'i = (�1)j�j hT; @�x'i ; pour tout ' 2 D(
):
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1.5. Notions de base sur les distributions

Exemple 1 (Dérivées de la masse de Dirac) � Dans D0(R); on a

@mx �x0 = �(m)x0
:

où �(m)x0
est la distribution d�ordre m dé�nie ci-dessus par la formuleD

�(m)x0
; '
E
= (�1)m h�x0 ; @mx 'i = (�1)m'(m)(x0); 8' 2 D(
):

Dé�nition 15. (Continuité dans D0(
)) � On dit qu�une forme linéaire A : D0(
) !
D0(
) est continue si pour toute suite de distributions fTn; n 2 Ng � D0(
) l�implication
suivante est véri�é

Tn converge dans D0(
) vers T =) A(Tn) converge dans D0(
) vers A(T ):

Proposition 1.5.4 (Continuité de la dérivation dans D0(
))� Soient 
 ouvert de RN et

(Tn)n>1une suite de distributions sur 
. Supposons que

Tn �! T dans D0(
) lorsque n �!1:

Alors, pour tout multi-indice � 2 N, la suite des dérivées multiples

@�xTn �! @�xT dans D0(
) lorsque n �!1:

DEMONSTRATION. � En e¤et, pour toute fonction test ' 2 D(
) , on a

h@�xTn; 'i = (�1)j�j hTn; @�x'i �! (�1)j�j hT; @�x'i = h@�xT; 'i lorsque n �!1: �

1.5.3 La classe de Schwartz S(Rn)

Dé�nition 16. (L�espace S(Rn)) � On note S(Rn) l�espace des fonctions de classe C1 sur
Rn à décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées.

Autrement dit, une fonction ' 2 C1(Rn) appartient à S(Rn) si

sup
x2Rn

��x�@�'(x)�� <1 pour tous �; � 2 Nn:

S(Rn) est un espace vectoriel sur R (ou sur C ).
Exemple 1 (Quelques fonctions de S) � D(Rn) � S(Rn): Toutes les fonctions de la

forme
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1.5. Notions de base sur les distributions

'(x) = P (x)e�ajxj
2

:

avec a > 0 et P fonction polynôme appartiennent à la classe de Schwartz S(Rn):
En revanche, aucune fraction rationnelle (autre que la fonction nulle) n�appartient à la

classe de Schwartz.

La topologie de l�espace S(Rn) n�est pas dé�nie par une norme, mais par une famille
dénombrable de normes, dé�nies comme suit : pour toute fonction ' 2 S(Rn); on pose

Np(') =
P

j�j;j�j6p
sup
x2Rn

��x�@�'(x)�� ; p 2 N:

Grâce à la famille de normes Np, on peut dé�nir ce qu�est une suite convergente dans

S(Rn):
Dé�nition 17. (Suites convergentes dans S(Rn)) � Une suite ('m)m>1 de fonctions de

S(Rn) converge vers une fonction ' 2 S(Rn) dans l�espace S(Rn) si

Np('m � ') �! 0 pour tout p > 0 lorsque m �!1:

Proposition 1.5.5 (1)(Densité de l�espace D(Rn) dans S(Rn)) � D(Rn) est sous-espace de
S(Rn) partout dense dans S(Rn):

C�est à dire que pour tout �; � 2 Nn; tout " > 0 et pour toute fonction u 2 S(Rn) il
existe une suite f'm; m 2 Ng � D(Rn) telle que

lim
m!1

( sup
x2Rn

��x�@�('m)� x�@�u
��) = 0:

� Corollaire 1.5.1. (Densité de S(Rn) dans Lp(Rn)). � Pour tout p 2 [1;1[;
toute fonction de Lp(Rn) est limite au sens de la norme Lp d�une suite de fonctions appar-

tenant à S(Rn):
DEMONSTRATION. � C�est évident puisque D(Rn) � S(Rn) , et que, d�après la

proposition 1.5.1 , l�espace D(Rn) est dense dans Lp(Rn) pour 1 6 p <1: �
(1)Preuve: voir [6, p.7] �
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1.5. Notions de base sur les distributions

1.5.4 Les distributions tempérées

Dé�nition 18. (L�espace S 0(Rn) des distributions tempérées sur Rn ) � Une distribution

tempérée est une forme linéaire continue sur S(Rn), c�est- à-dire une forme linéaire T sur
S(Rn) telle qu�il existe un entier p > 0 et C > 0 pour lesquels

jhT; 'ij 6 CNp(') pour tout ' 2 D(Rn):

L�ensemble des distributions tempérées est un C-espace vectoriel, que l�on note S 0(Rn):
Comme D(Rn) � S(Rn), toute distribution tempérée T 2 S 0(Rn) dé�nit par restriction

une forme linéaire

D(Rn) 3 ' 7! hT; 'i :

Cette forme linéaire est évidemment une distribution puisque, pour toute fonction test

' 2 C1(Rn) à support dans un compact K de Rn, on a

Np(') 6 ApK(p+ 1)
2nmax
j�j6p

sup
x2K

j@�'(x)j avec AK = maxx2K(1 + jxj):

Par conséquent

S 0(Rn) � D0(Rn):

Exemple 1 (Quelques distributions, tempérées ou non)

Toute distribution à support compact est tempérée E 0(Rn) � S 0(Rn):
Toute fonction appartenant à l�espace de Lebesgue Lp(Rn) avec 1 6 p 61 dé�nit une

distribution tempérée

Lp(Rn) � S 0(Rn) pour tout p tel que 1 6 p 61:

Toute fonction continue à croissance polynômiale dé�nit une distribution tempérée sur

Rn:

Théorème 1.5.1. � (Caractérisation des distributions de S 0(Rn)) � Toute distribution

T 2 S 0(Rn) est de la forme

T = @�x ((1 + jxj
2)mf) au sens des distributions
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1.5. Notions de base sur les distributions

où � 2 Nn, où m est un entier naturel, et où f est une fonction continue bornée sur Rn:

Dé�nition 19. (Convergence dans S 0(Rn) ) � On dit qu�une suite (Tn)n>1 de distrib-

utions tempérées converge vers T 2 S 0(Rn) si

hTn; 'i ! hT; 'i lorsque n!1 pour tout ' 2 S(Rn):

Dé�nition 20. (Transformation de Fourier sur S ) � A toute fonction ' 2 S(Rn), on
associe sa transformation de Fourier

F' (ou encore b' ) : Rn ! C

� 7! F'(�) =
Z
Rn

e�i�:x'(x)dx (1.5.5)

pour tout x:� 2 Rn par x:� le produit scalaire usuel sur Rn dé�ni par : x:� =
nP
i=1

xi�i:

L�application linéaire F est dé�nie pour tout ' 2 S(Rn), puisque, pour tout � 2 Rn , on
a ��e�i�:x'(x)�� = j'(x)j :
Théorème 1.5.2. � (Formule d�inversion de Fourier sur S(Rn)) � La transformation

de Fourier est un isomorphisme de C-espaces vectoriels de l�espace S(Rn) sur lui-même.
L�inverse de cet isomorphisme est donné par la formule

F�1 (x) =

Z
Rn

eix:� (�)
d�

(2�)n
; x 2 Rn: (1.5.6)

En�n, les isomorphismes F et F�1 sont continus sur S(Rn):
Dé�nition 21. (Transformation de Fourier d�une distribution tempérée ) �

On remarquera d�abord que : ' 2 S(Rn)) b' 2 S(Rn):
A toute distribution tempérée T 2 S 0(Rn), on associe sa transformée de Fourier FT qui

est la distribution tempérée dé�nie par

hFT; 'i = hT;F'i pour toute fonction ' 2 S(Rn):
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On désigne parhf; gi le produit scalaire dans L2(
); i.e.

hf; gi =
Z
Rn

f(x)g(x)dx; (1.5.7)

et également le produit de dualité entre f 2 D0(
) (espace des distributions sur 
 ), et
g 2 D(
) (espace des fonctions C1 sur 
 et à support compact dans 
 ).

Proposition 1.5.6 (Transformation de Fourier dans S 0 et opérations) � Soit une distrib-

ution tempérée T 2 S 0(Rn). Alors

(a) pour tout k = 1; :::; n, on a F(@xkT ) = i�kFT ;
(b) pour tout k = 1; :::; n, on a F(xkT ) = i@�kFT ;
(c) pour tout a 2 Rn; en notant �a : x 7! x+ a; on a F(T � �a) = eia:�FT ;
(d) pour tout a 2 Rn;on a F(e�ia:xFT ) = (FT ) � �a;
(e) pour tout k = 1; :::; n, on a F(@�xkT ) = (i�k)

j�jFT ;
(f) pour T1; T2 2 S 0(Rn) alors F�1(T1T2) = F�1T1 � F�1T2:

1.6 Les espaces de Sobolev

Dé�nition 22. (Espaces de Sobolev W k;p(
) ) � Soient 
 ouvert de Rn, un entier k 2 N
et p 2 [1;1]. L�espace de Sobolev W k;p(
) est dé�ni par

W k;p(
) = ff 2 Lp(
); @�f 2 Lp(
) pour j�j 6 kg :

Cet espace est muni de la norme

kfkWk;p(
) =

0@X
j�j6k

k@�fkpLp(
)

1A1=p

=

0BBB@X
Z



j�j6k

j@�f(x)jp dx

1CCCA
1=p

: (1.6.1)
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Evidemment W 0;p(
) = Lp(
):

On véri�e sans peine que les espaces W k;p(
) munis de la norme ainsi dé�nie sont des

espaces de Banach � c�est une conséquence facile du fait que Lp(
) muni de la norme

k:kLp(
) est complet, du fait qu�une suite de fonctions convergeant dans Lp(
) converge
dans D0(
) vers la même limite, et en�n de la continuité de la dérivation dans D0(
):
Un cas particulier très important de ces espaces de Sobolev est celui où p = 2:On note,

pour tout k 2 N;

Hk(
) = W k;2(
):

Par rapport aux espaces de SobolevW k;p(
), les espaces Hk(
) possèdent une propriété

supplémentaire fort agréable : ce sont des espaces de Hilbert, pour le produit scalaire

(f; g)Hk(
) =
X
j�j6k

(@�f; @�g)L2(
): (1.6.2)

où on rappelle que

(�;  )L2(
) =

Z



�(x) (x)dx: (1.6.3)

et la norme associée à ce produit scalaire

kfkHk(
) = (f; f)
1=2

Hk(
)
=

0@X
j�j6k

k@�fk2L2(
)

1A1=2

=

0BBB@X
Z



j�j6k

j@�f(x)j2 dx

1CCCA
1=2

: (1.6.4)

Lemme 3 Soit k 2 N� et f 2 S 0(Rn) ; il y a équivalence entre
(1) f 2 Hk(Rn);

(2) pour tout multi-indice � 2 Nn tel que j�j 6 k, on a

��Ff 2 L2(Rn):
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D�après le théorème de Plancherel et la Proposition 1.5.8 (a)

(f; g)Hk(Rn) =
1

(2�)n

P
j�j6k

(��Ff; ��Fg)L2(Rn):

de sorte que

(f; f)Hk(Rn) =
1

(2�)n

R
Rn

 P
j�j6k

�2�

!
jFf(�)j2 d� = 1

(2�)n

R
Rn
(1 + j�j2)k jFf(�)j2 d�:

Dé�nition 23. (Espaces de Hs(Rn)) � Pour tout s 2 R, on dé�nit

Hs(Rn) =
�
f 2 S 0(Rn); (1 + j�j2)s=2Ff 2 L2(Rn)

	
et on pose

(f; g)Hs(Rn) =
1

(2�)n

Z
Rn

(1 + j�j2)sFf(�)Fg(�)d�: (1.6.5)

L�espace vectorielHs(Rn) est un espace de Hilbert pour la forme sesquilinéaire ( ; )Hs(Rn):

Dans toute la suite, on note k:kHs(Rn) la norme hermitienne .

Proposition 1.6.1 (1)(Echelle des espaces Hs(Rn)) � Soient s; t 2 R:

(a) Si s < t; alors H t(Rn) � Hs(Rn) et cette inclusion dé�nit une application

linéaire continue, car

kfkHs(Rn) 6 kfkHt(Rn) ; f 2 H t(Rn);

(b) Pour tout s > 0; on a

Hs(Rn) � L2(Rn) � H�s(Rn)

et ces deux inclusions sont continues ;

(c) pour tout s 2 R, on a

S(Rn) est un sous-espace dense de Hs(Rn):
(1)Preuve: voir [5, p.186]
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(d) l�application linéaire

H�s(Rn) 3 f 7! Lf 2 Hs(Rn)0;

où Lf est la forme linéaire dé�nie par

Lf (�) =
1

(2�)n

R
Rn
Ff(�)F�(�)d�;

est un isomorphisme (anti-linéaire) isométrique entre H�s(Rn) et le dual topologique(1)

Hs(Rn)0 de l�espace Hs(Rn):

Les espaces Hs(Rn) ont beau avoir sur les espaces Cm(Rn) le grand avantage d�être des
espaces de Hilbert, on ne peut pas se passer complétement de ces derniers, et il est donc

souhaitable de pouvoir comparer les espaces de Sobolev aux espaces Cm(Rn), qui sont des
objets plus familiers.

B On introduit ensuite :

H1
0 (
) = adhérence de D(
) dans H1(
)

= sous-espace de H1(
) des fonctions "nulles" sur � = @
:

Puisque (par dé�nition) D(
) est dense dans H1
0 (
) , on peut identi�er le dual H

�1(
)

de H1
0 (
) à un espace de distributions sur 
 :�

H�1(
) = (H1
0 (
))

0;

H1
0 (
) ,! L2(
) ,! H�1(
) ,! D0(
):

G�en�eralement Hm+1(
) ,! Hm(
) ,! Hm�1(
) ,! H1(
) ,! H0(
): m > 2 (1.6.6)

Les injections précédentes sont continues. (de toute façon sont compacts ).

1/ Si m > m0; Hm(
) est contenu, avec injection continue, dans Hm0
(
):

2/ Hm(
) muni du produit scalaire (:; :)m est un espace de Hilbert .

REMARQUE 9.� On a pour ' 2 H2
0 (
); �' 2 L2(
) et pour � assez régulière

k'(t)kH2
0 (
)

6 C k�'(t)kL2(
) : (1.6.7)

(1)Le dual topologique d�un espace vectoriel normé E est le sous-espace du dual E� de E,

généralement noté E0, des formes linéaires continues sur E:

31



1.6. Les espaces de Sobolev

Théorème 1.6.1. � (Formule de Green) � Pour tout u 2 H2(
), v 2 H1(
) on a

�
Z



�uvdx =

Z



rurvdx�
Z
�

@u

@�
vd�: (1.6.8)

où @u
@�
est la dérivée normale de u à � dirigée viers l�extérieur.

� De façon générale, X étant un espace de Banach,

I On désigne par Lp(0; T ;X); 1 6 p <1:l�espace des classes de fonctions t 7! f(t) de

]0; T [! X qui sont mesurables à valeurs dans X et telles que

0@ TZ
0

kf(t)kpX dt

1A1=p

= kfkLp(0;T ;X) <1; (1.6.9)

si p =1, on remplace la norme précédente par

sup
t2]0;T [

ess kf(t)kX = kfkL1(0;T ;X) <1: (1.6.10)

L�espace normé Lp(0; T ;X) est complet. (Voir [8])

I On dé�nit Lq(0; T ;Lp(
t)) comme étant l�espace des fonctions w 2 Lq(0; T ;Lp(
t))
telles que w(x; t) = 0 p:p: dans 
�
t, où 1 6 q <1; muni de la norme

kwkLq(0;T ;Lp(
t)) =

0@ TZ
0

kw(t; x)kqLp(
t) dt

1A1=q

: (1.6.11)

Si q =1

kwkL1(0;T ;Lp(
t)) = sup
t2]0;T [

ess kw(t; x)kLp(
t) : (1.6.12)
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On dé�nit de la même façon les espaces Lq(0; T ;H1
0 (
t)); 1 6 q 61:

REMARQUE 10.� Soit (X; Y )un couple d�espaces de Banach avec X ,! Y (injection

continue).

Alors, on a:

Lp(]a; b[;X) ,! Lp(]a; b[;Y ); 1 6 q 61;

et

D0(]a; b[;X) ,! D0(]a; b[;Y ):

REMARQUE 11.� Les espaces L2(
t), (resp. H1
0 (
t)) s�identi�ent à des sous-espaces

fermés de L2(
), (resp. H1
0 (
)), pour tout t 2]0; T [:

Théorème 1.6.2. � Soit w : 
�]0; T [! R une fonction mesurable, alors

w(x; t) = 0 p:p dans 
�
t et pour tout t 2]0; T [ si et seulement si w = 0 dans


�]0; T [�Q:
Théorème 1.6.3. � Si v est une fonction de H1

0 (
t) (resp. L
2(
t)), alors la fonction

~v prolongement de v par 0 sur 
�
t appartient à H1
0 (
) (resp. L

2(
)).

On désigne par D0(0; T ;X) l�espace de distributions sur ]0; T [ à valeurs dans X; de�ni
par

D0(0; T ;X) = L(D(]0T [);X):

Si f 2 D0(0; T ;X) , sa dérivée première au sens des distributions est dé�nie par



df
dt
; '
�
= �



f; d'

dt

�
; 8' 2 D(]0T [):

On introduira quelques lemmes qu�on utilisera ultérieurement.

Théorème 1.6.4. (Inégalité de Sobolev -Poincaré) � Si 2 6 q 6 2n
n�2 ; alors

kukLq(
) 6 C(
; q) krukL2(
) ; 8u 2 H1
0 (
): (1.6.13)
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Lemme 4 � Si f 2 Lp(0; T ;X) et df
dt
2 Lp(0; T ;X) (au sens des distributions) (1 6

p 61), alors f 2 C(0; T ;X):
Lemme 5 � Soit U =]0T [�
 un ouvert borné de R � Rn; g�; g des fonctions de

Lq(0; T ;Lq(
)); 1 < q <1 telles que

kg�kLq(0;T ;Lq(
)) 6 C; 8� 2 N:

et

g� ! g p:p dans U:

Alors g� * g dans Lq (faiblement).

Théorème 1.6.5. (Théorème de trace) � Soient n > 2 et s > 1=2. Alors l�application
linéaire

 : S(Rn)! S(Rn�1)

dé�nie par

(f)(x1; :::; xn�1) = f(x1; :::; xn�1; 0)

se prolonge en une application linéaire continue

 : Hs(Rn)! Hs�1=2(Rn�1):

L�application linéaire  est appelée habituellement �trace sur l�hyperplan d�équation

xn = 0�.

Comme nous l�avons expliqué ci-dessus, il serait impropre d�appeler (f) la restriction

de f à l�hyperplan d�équation xn = 0. Plus exactement,  est l�unique application linéaire

de Hs(Rn) dans Hs�1=2(Rn�1) coïncidant avec la restriction à l�hyperplan d�équation xn = 0

sur la classe de Schwartz S(Rn);qui est un sous-espace dense de Hs(Rn):

34



Partie III

Rappels sur les opérateurs et les

semi-groupes
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1.7 Opérateurs : dé�nitions et premières propriétés

1.7.1 Opérateurs non-bornés

Soient E et F deux espaces de Banach. Notons j:j la norme dont ils sont munis. Soit 
 un
ouvert régulier de Rn:

Dé�nition 24. Un opérateur linéaire A de E dans F est une application linéaire A

dé�nie sur un sous-espace vectoriel D(A) de E appelé domaine de A dé�ni par

D(A) = fu;Au 2 Fg : Ainsi, A : D(A) � E ! F:

On dit que A est borné s�il existe C > 0 telle que :

8u 2 D(A); jAujF 6 C jujE :

On dit sinon que A est non borné.

On dit que A est coercif s�il existe � > 0 tel que :

(A(u); u) > � jujpE ; 8u 2 E; 1 < p <1; ou bien
(A(u); u)

jujE
! +1 si jujE ! +1:

On dit que A est monotone de E dans F s�il véri�e :

8u; v 2 E : (A(u)� A(v); u� v)F;E > 0:

On dit que A est pseudo monotone si :

a) A est borné,

b) lorsque uj ! u dans E faible et lim
j!1

sup(A(uj); u� v) 6 0; alors

lim
j!1

inf(A(uj); u� v) > (A(u); u� v); 8v 2 E:

Dé�nition 25. Le graphe de A est le sous-espace vectoriel de E � F noté G(A) dé�ni

par :

G(A) = f(x;Ax); x 2 D(A)g :

On appelle noyau de A le sous-espace de E noté N(A) dé�ni par :
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N(A) = fx 2 D(A); Ax = 0g

et image de A le sous-espace de F noté R(A) dé�ni par :

R(A) = A(D(A)):

Un opérateur est dit fermé si G(A) est fermé dans E�F: De plus, si A est un opérateur
fermé, alors N(A) est fermé.

1.7.2 Opérateurs m-accrétifs

Dé�nition 26. On appelle opérateur dissipatif un opérateur A dans E tel que :

8u 2 D(A); 8� > 0; ju� �AujE > jujE :

� Si, de plus, R(I � �A) = F , c�est-à-dire :

8f 2 F; 9u 2 D(A); u� �Au = f;

l�opérateur est dit dissipatif.

Soit H un espace de Hilbert muni d�un produit scalaire noté (�;�): Notons L(H) l�espace
des applications linéaires continues de H dans H; muni de la norme :

kTk = sup fjTxj ; x 2 H; jxj 6 1g :

On a en particulier :

Si A : D(A) � H ! H est un opérateur linéaire non-borné,

� A est monotone si (�A) est dissipatif, c�est-à-dire :

8v 2 D(A); (Av; v) > 0:

� A est dit maximal monotone si (�A) est m-dissipatif.
� On appelle opérateur m-accrétif un opérateur linéaire non-borné tel que :

1.D(A) = E;

2. l�opérateur (�A) est m-dissipatif.
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Dans le cas où E est un Banach ré�exif : si pour tout � > 0; (I + �A) est inversible,

d�inverse continu, tel que k(I + �A)�1kL(E) 6 1, alors D(A) = E: (Pour montrer qu�un

opérateur A : D(A) � E ! E est m-accrétif dans un espace de Banach ré�exif, il nous

su¢ ra donc de montrer la deuxième propriété de la dé�nition de m-accrétif).

Dé�nition 27. A : D(A) � E ! F un opérateur non-borné à domaine dense. Il existe

un unique opérateur A� : D(A�) � F 0 ! E 0 appelé adjoint de A qui véri�e :

8u 2 D(A); 8v 2 D(A�); (v; Au)F 0�F = (A�v; u)E0�E

où D(A�) = fv 2 F 0;9C > 0; j(v; Au)j 6 C jujE ; 8u 2 D(A)g :
Dé�nition 28. L�opérateur A est dit symétrique si :

8u; v 2 D(A); (Au; v) = (u;Av):

L�opérateur A est dit autoadjoint si A� = A, c�est-à-dire :

1. D(A�) = D(A);

2. pour tout u 2 D(A); A�u = Au:

Propriétés

Proposition 1.7.1 Soit A un opérateur maximal monotone,A : D(A) � H ! H: Alors :

1. D(A) est dense dansH;

2. G(A) est fermé dans H �H;

3. pour tout � > 0; (I + �A) est bijectif de D(A) sur H; (I + �A)�1 est un opérateur

non-borné et k(I + �A)�1kL(H) 6 1:

1.7.3 Exemples d�opérateurs m-accrétifs

Dans cette section, 
 désigne un ouvert borné, régulier de Rn, de frontière �.

L�opérateur des ondes dans H1
0 (
)� L2(
)

Pour étudier l�équation

�@2z
@t2
��z = f dans Q = 
� (0; T );
z = 0 sur � = �� (0; T ); z(x; 0) = z0 et @z

@t
= z1 dans 
;

(p1)
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avec (z0; z1) 2 H1
0 (
) � L2(
) et f 2 L2(Q), nous transformons l�équation en une

équation d�évolution du premier ordre. Posons y = (z; dz
dt
); l�équation (p1) peut être écrite

sous la forme

dy

dt
= Ay + F; y(0) = y0;

avec

Ay = A

�
y1
y2

�
=

�
y2
�y1

�
; F =

�
0

f

�
; et y0 =

�
z0
z1

�
:

Posons Y = H1
0 (
)�L2(
): Le domaine de A dans Y est D(A) = (H2(
)\H1

0 (
))�
H1
0 (
): (A;D(A)) est m-dissipatif dans Y:

L�opérateur des ondes dans L2(
)�H�1(
)

Pour étudier l�équation (p1) quand (z0; z1) 2 L2(
) � H�1(
) et f 2 L2(0; T ;H�1(
));

nous posons Ŷ = L2(
)�H�1(
);

Ây = Â

�
y1
y2

�
=

�
y2
�y1

�
;

et D(Â) = H1
0 (
)� L2(
): Montrer que (Â;D(Â)) est m-dissipatif dans Ŷ :

1.7.4 Opérateurs compacts

Dé�nition 29. On appelle opérateur compact de E dans F tout élément T 2 L(E;F );
pour lequel l�image de la boule unité fermée de E est une partie relativement compacte de

F:

� Si, R(I � �T ) = F alors, l�opérateur est dit m-accretif.

1.8 Semi-groupes

Soit Z un espace de Hilbert, on désigne par L(Z) l�ensemble des applications linéaires
continues de Z dans Z:

Dé�nition 31. Un semi-groupe continu (fortement) sur Z est une fonction

39



1.8. Semi-groupes

S : R+ ! L(Z)
t 7�! S(t);

qui véri�e les propriétés suivantes :

1) S(0) = IZ :

2) S(t+ s) = S(t) � S(s) pour tout s; t > 0:
3) lim

t!0+
S(t)z = z pour tout z 2 Z:

On dit que fS(t); t > 0g est un semi-groupe de classe C0, ou un C0:semi-groupe.

Principe de Duhamel

.

Soit P (x; t) = ut � �u un opérateur di¤érentiel, x 2 Rn et t 2 [0;1[: On considère le
problème de cauchy suivant :�

ut ��u = F (x; t) dans Rn � [0;1[;
u(x; 0) = u0(x):

La solution du problème homogène est sous la forme

S(t)u0 = G(t) � u0;
où S(t) est le semi-groupe de la chaleur dé�ni par la convolution avec la fonction de

Green

On a

@
@t
[exp(�t�)u(x; t)] = ��exp(�t�)u(x; t) + exp(�t�)@u(x;t)

@t

= exp(�t�)(@u
@t
��u)(x; t)

= exp(�t�)F (x; t):

En integrant entre 0 et t; on trouve

tR
0

@
@�
(exp(���)u(x; �))d� =

tR
0

exp(���)F (x; �))d� ;

c�est-à-dire :

exp(�t�)u(x; t) = u0(x) +
tR
0

exp(���)F (x; �))d� ;
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d�où

u(x; t) = exp(t�)u0(x) +
tR
0

exp((t� �)�)F (x; �))d� :

Si S(t) est le semi-groupe de la chaleur S(t) = et�

u(x; t) = S(t)u0(x) +
tR
0

S(t� �)F (x; �)d� ;

et comme S(t)u0 = G(t) � u0; il s�ensuit que la solution du problème initial est donnée
par

u(x; t) =
R
Rn
u0(y)G(x� y; t)dy +

tR
0

(
R
Rn
G(x� y; t� �)F (y; �)dy)d� :
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Le théorème de Hille-Yosida
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1.9. Introduction

1.9 Introduction

On s�intéresse à la résolution du problème d�évolution :

(P )

�
du
dt
+ Au = 0; sur [0;+1[

u(0) = u0

où A est un opérateur dé�ni sur un espace E.

Nous allons d�abord étudier le cas où l�espace E est un espace de Hilbert et l�opérateur

A un opérateur maximal monotone, puis nous a¤aiblirons les hypothèses et nous essaierons

de mettre en évidence les remèdes nous permettant de conclure.

1.10 Cas d�un espace de Hilbert et d�un opérateur

maximal monotone

On se place dans le cas où E = H est un espace de Hilbert muni d�un produit scalaire noté

(�;�):
On dé�nit J�f la solution de l�équation u + �Au = f; � > 0. Pour tout f 2 H;

l�opérateur J� = (Id+ �A)�1 est appelé la résolvante de A;

l�opérateur A� = 1
�
(Id� J�) est appelé la regularisée Yosida de A:

Donc J� 2 L(E) et kJ�kL(E) 6 1:
De plus, les opérateurs A sont (linéaires) bornés, nous pouvons donc utiliser le théorème

de Cauchy-Lipschitz pour résoudre le problème de Cauchy approché :

(P�)

�
du
dt
+ A�u = 0; sur [0;+1[

u(0) = u0 2 D(A):

En e¤et :

8� > 0; A� = 1
�
(I � J�)) kA�kL(H) 6 2

�
:

D�où, d�après le théorème de Cauchy-Lipschitz, pour tout � > 0, il existe u� 2 C1([0;+1[;H)
unique solution du problème (P�):

Nous allons montrer que les solutions u� de (P�) convergent vers une solution de (P ):

Avant cela, rappelons quelques résultats techniques sur les opérateurs A� .
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1.11. Cas auto adjoint

Lemmes préliminaires

Soit A un opérateur monotone. Alors :

1. A�v = A(J�v); 8v 2 H; 8� > 0;
2. A�v = J�Av; 8v 2 D(A);8� > 0;
3. jA�vj 6 jAvj ; 8v 2 D(A);8� > 0;
4. lim

�!0
J�v = v; 8v 2 H;

5. lim
�!0

A�v = Av; 8v 2 D(A);
6. (A�v; v) > 0; 8v 2 H;8� > 0;
7. jA�vj 6 1

�
jvj ; 8v 2 H;8� > 0:

8. 8�; � > 0; J�; J�; A�; A� commutent.
Théorème 1.10.1.(1) (Hille-Yosida) � Soit A un opérateur maximal monotone dans

un espace de Hilbert H:

Alors pour tout u0 2 D(A); il existe une fonction u 2 C1([0;1[;H) \ C([0;1[;D(A))
unique solution du problème de Cauchy :�

du
dt
+ Au = 0

u(0) = u0:

De plus, on a :

ju(t)j 6 u0 et
��du
dt
(t)
�� = jAu(t)j 6 jAu0j pour tout t > 0:

1.11 Cas auto adjoint

Dans le cas oùA est un opérateur maximal monotone autoadjoint, on peut a¤aiblir l�hypothèse

u0 2 D(A):
Théorème 1.11.1. Soit A un opérateur maximal monotone, auto adjoint. Alors pour

tout u0 2 H; il existe une unique fonction

u 2 C([0;+1[;H) \ C1(]0;+1[;H) \ C(]0;+1[;D(A))

telle que �
du
dt
+ Au = 0; sur ]0;+1[

u(0) = u0:

(1)Preuve: voir [9, p.28] �
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1.12. Cas d�un espace de Banach quelconque

1.12 Cas d�un espace de Banach quelconque

Nous étendons maintenant le théorème de Hille-Yosida dans le cas d�un espace de Banach

quelconque. Nous introduisons pour cela la notion de semi-groupe de contraction qui va se

reveler être l�outil essentiel de la démonstration. Commençons par donner la dé�nition d�un

semi-groupe de contractions comme précédemment.

Dé�nition 32. On appelle semi-groupe de contractions une famille à un paramètre

fS(t)gt>0 d�opérateurs linéaires continus sur E espace de Banach telle que :

1. kS(t)k = 1 pour tout t > 0:
2. S(0) = Id:

3. S(t+ s) = S(t) � S(s) pour tous t; s > 0:
4. Pour tout u0 2 E; S(t)u0 2 C([0;+1[):
L�opérateur u0 2 E 7! S(t)u0 = u(t) a un e¤et régularisant sur la donnée initiale.

REMARQUE 13.� Sur E = Rn; l�opérateur A est une matrice deMn(R): S(t) = etA

dé�nit un semi-groupe. L�exponentielle d�une matrice est dé�nie par une série entière donc

on peut écrire S(t) comme suit :

S(t) = etA =
+1P
n=0

(tA)n

n!
:

Théorème 1.12.1. (Hille-Yosida) � Soit E un espace de Banach et soit A : D(A) �
E ! E un opérateur linéaire m-accrétif

1. Alors pour tout u0 2 D(A), il existe une unique fonction u 2 C1([0;+1[;E) \
C([0;+1[;D(A)) telle que :

�
du
dt
+ Au = 0; sur [0;+1[

u(0) = u0
(1.12.1)

De plus on a :

pour tout t > 0; ku(t)k 6 ku0k et
du
dt
(t)
 = kAu(t)k 6 kAu0k :

2. Si u(t) est la solution de (1.12.1) , alors l�application
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1.12. Cas d�un espace de Banach quelconque

D(A)
S(t)�! D(A)

u0 7�! u(t)

véri�e :

(i) S(t) est une application linéaire continue de norme inférieure ou égale à 1 pour tout

t > 0:
(ii) S(t) se prolonge à E tout entier.

(iii) fS(t)gt>0 dé�nit un semi-groupe sur E:
(iv) L�application :

[0;+1[! E

t 7! S(t)u0

est continue sur [0;+1[:
Dans la démonstration du théorème nous serons amenés à considérer à nouveau le prob-

lème (P�) :

(P�)

�du�
dt
+ A�u� = 0; sur [0;+1[

u�(0) = u0
(1.12.2)

u� désigne la solution du problème approché et A� désigne la régularisée de Yosida de

A:

Pour u0 2 E; comme A� 2 L(E); le problème ci dessus possède une unique solution
d�après le théorème de Cauchy-Lipschitz. Notons S� le semi-groupe associé à u� , u�(t) =

S�(t)u0:

Voici maintenant deux lemmes préliminaires à la démonstration du théorème :

Lemme 6(1) � Les opérateurs A� et S�(t) commutent.

Lemme 7(1) � Soit u0 2 E et A : D(A) � E ! E un opérateur linéaire et m-accrétif.

Alors si u� est solution du problème approché (1.12.2) on a :

1. ku�(t)k 6 ku0k et donc kS�(t)k 6 1; 8t > 0
2. ku�(t)� u�(t)k 6 t kA�u0 � A�u0k ; 8t > 0; 8�; � > 0:
Nous pouvons maintenant en�n passer à la preuve du théorème de Hille-Yosida.

(1)Preuve: voir [9, p.36] �
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1.12. Cas d�un espace de Banach quelconque

Démonstration de Hille-Yosida.

Etape1 : On considère le problème approché (P�): On a déjà vu que d�après Cauchy-

Lipschitz il admettait une et une seule solution u�: On considère dans la suite S� le semi-

groupe associé à cette solution.

Etape2 : Soit u0 2 D(A); le but de cette partie est de démontrer que u� converge

uniformément sur [0; T ] vers une fonction u 2 C1([0;+1[; E): Ceci est immédiat car ( le
lemme 7) entraîne que la suite (u�) est de Cauchy dans E qui est complet, donc u�(t)! u

dans E uniformément par rapport à t 2 [0; T ]:
Etape3 : Le premier point du (lemme 7) entraîne par passage à la limite que ku(t)k 6

ku0k :De plus l�application :

D(A)! E

u0 7! S(t)u0 = u(t)

est linéaire en tant que limite simple des applications u0 ! u�(t) qui sont linéaires. De

plus kS(t)kL(E) 6 1; et D(A) est dense dans E puisque A est m-accrétif donc

on peut prolonger ce semi-groupe par densité et continuité à E tout entier, de sorte que

kS(t)kL(E) 6 1:
Etape4 : Soit u0 2 E: Montrons que si u(t) = S(t)u0 alors en fait u est limite uniforme

des u� par rapport à t 2 [0; T ]; ce qui donnera que u 2 C([0; T ]; E): On utilise le fait que
D(A) est dense dans E donc :

8u0 2 E; 8" > 0;9y0 2 D(A); ky0 � u0k 6 ":

On cherche donc à majorer kS�(t)u0 � S(t)u0k

kS�(t)u0 � S(t)u0k 6 kS�(t)u0 � S�(t)y0k+ kS�(t)y0 � S(t)y0k+ kS(t)y0 � S(t)u0k
6 kS�(t)k ku0 � y0k+ kS�(t)y0 � S(t)y0k+ kS(t)k ku0 � y0k
6 1� "+ "+ 1� "

On peut rendre petit le terme du milieu car y0 2 D(A) et d�après l�étape 2 on a conver-
gence dans ce cas là de u� vers u: Donc �nalement :

8" > 0;8t 2 [0; T ];9�0;8� < �0; ku�(t)� u(t)k 6 3"
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On conclut que u(t) 2 C([0; T ];E) car c�est une limite uniforme d�une suite de fonctions
continues.

Etape5 : On montre maintenant que pour tout u0 2 D(A) on a u 2 C1([0;+1[;E) \
C([0;+1[;D(A)): Soit donc u0 2 D(A): Par dé�nition de u� qui est C1; on a :

u�(t) = u0 +
tR
0

� A�u�(s)ds = u0 �
tR
0

A�S�(s)u0ds:

D�après (le lemme 6) ; u� et S�(t) commutent pour tout � > 0 et pour tout t > 0; d�où :

u�(t) = u0 �
tR
0

S�(s)A�u0ds:

Passons à la limite quand � tend vers 0; on a u�(t) ! u(t) dans E uniformément par

rapport à t 2 [0; T ] d�après l�étape 2: On a aussi :

tR
0

S�(s)A�u0ds!
tR
0

S(s)Au0ds:

En e¤et :

kS�(s)A�u0 � S(s)Au0k 6 kS�(s)(A�u0 � Au0)k+ k(S�(s)� S(s))Au0k
6 kA�u0 � Au0k+ k(S�(s)� S(s))Au0k :

Or A�u0 ! Au0 8u0 2 D(A) et d�après la quatrième étape on a (S�(s)�S(s))(Au0)! 0

uniformément car Au0 2 E donc :

kS�(s)A�u0 � S(s)Au0k �!
�!0

0

et la convergence est uniforme en t 2 [0; T ] donc on a convergence des intégrales sans
problème. Donc à la limite on obtient :

u(t) = u0 +
tR
0

S(s)Au0ds:

D�après la quatrième étape on a que S(s)Au0 2 C([0; T ];E) d�où
TR
0

S(s)Au0ds est une

fonction C1([0; T ];E): et par conséquent u 2 C1([0; T ];E): De plus :

du
dt
(t) = S(t)Au0(t) 8t > 0:
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Ceci reste vrai si S(t)A = AS(t) sur D(A); on a 8� > 0;8t > 0 que A�S�(t)u0 =

A(J�S�(t)u0) et

kJ�S�(t)u0 � S(t)u0k 6 kJ�(S�(t)u0 � S(t)u0)k+ kJ�S(t)u0 � S(t)u0k
6 kS�(t)u0 � S(t)u0k+ kJ�S(t)u0 � S(t)u0k

car kJ�kL(E) 6 1:
�S�(t)u0 ! S(t)u0 uniformément sur [0; T ]

�J�S�(t)u0 ! S(t)u0:

On a alors :

(J�S�(t)u0; A(J�S�(t)u0)) �!
�!0

(S(t)u0; S(t)Au0):

Le graphe de A étant fermé, ceci implique que S(t)u0 2 D(A) pour tout t > 0 et

A�S�(t)u0 ! AS(t)u0; par unicité de la limite on a AS(t)u0 = S(t)Au0 et donc on en

déduit que u 2 C([0;+1[;D(A)) pour tout u0 2 D(A); donc :

du
dt
(t) + Au(t) = 0 8t > 0:

Etape6 : On montre en�n que fS(t); t > 0g est un semi-groupe. Soit u0 2 E et

u0;n 2 D(A) tels que u0;n �!
n!+1

u0; il vient :

kS�(t)u0 � S(t)u0k 6 kS�(t)u0 � S�(t)u0;nk+ kS�(t)u0;n � S(t)u0;nk+ kS(t)u0;n � S(t)u0k
6 2 ku0;n � u0k+ kS�(t)u0;n � S(t)u0;nk �! 0

Donc S�(t)u0 ! S(t)u0 uniformément sur [0; T ] pour tout T > 0 quand �! 0: De plus

S�(t) � S�(s) = S�(s) � S�(t) pour tous �; t; s > 0; d�où :

kS(t)S(s)u0 � S(t+ s)u0k 6 kS(t)S(s)u0 � S(t)S�(s)u0k+ kS(t)S�(s)u0 � S�(t)S�(s)u0k
+ kS�(t+ s)� S(t+ s)u0k �!

�!0
0:

Donc fS(t); t > 0g est un semi-groupe de contractions.
Etape7 : Unicit�e : Soit u une solution de (1.12.1) et soit T > 0: Posons v(t) =

S(T � t)u(t); t 2 [0; T ]; alors v 2 C([0; T ];D(A)) \ C1([0; T ];E) et :

v0(t) = �AS(T � t)u(t) + S(T � t)u0(t) = S(T � t)(u0(t)� Au(t)) = 0 8t 2 [0; T ]:

Donc v(T ) = v(0) c�est-à-dire que u(T ) = S(T )u0: �
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1.13 Application du théorème de Hille-Yosida

l�équation de la chaleur

Grâce au théorème de Hille-Yosida on peut maintenant montrer un résultat d�existence

et d�unicité pour l�équation de la chaleur (équation parabolique). On note toujours 
 un

ouvert de Rn et Q = 
�]0;+1[; on considère l�équation :

�
ut ��u = 0 sur Q
u(0) = u0 2 D(A):

(1.13.1)

On a donc une variable de temps et une variable d�espace, pour se ramener à la théorie

de Hille-Yosida on considère u(x; t) comme une fonction dé�nie sur [0;+1[ à valeurs dans
un espace de Hilbert H qui dépend seulement de x: Ainsi u(t) désigne un élément de H:

L�équation de la chaleur modélise la distribution de la température u dans le domaine 
:

Cette équation et ses variantes interviennent dans les phénomènes de di¤usion. On prend

H = L2(
) et D(A) est le domaine du laplacien qui rappelons le est :

D(A) = fu 2 H1
0 (
);�u 2 L2(
)g :

On a

Au = ��u

et on a déjà vu que A était maximal monotone. Donc en appliquant le théorème de

Hille-Yosida on obtient le résultat suivant :

Théorème 19. Si u0 2 D(A); alors il existe un unique u 2 C([0;+1[;D(A)) \
C1([0; T ]; L2(
)) tel que (1.13.1).
Si on suppose seulement que u0 2 L2(
) on a tout de même un résultat d�existence et

d�unicité car le laplacien est auto-adjoint. Il existe donc un unique u 2 C([0;+1[;L2(
))\
C(]0;+1[;D(A)) et u 2 C1(]0;+1[;L2(
)):
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Chapitre 2

Etude de l�équation d�onde semi-

linéaire accrétive

2.1 Position du probleme:

Nous étudions l�équation d�ondes semi-linéaire :

utt ��u = aut jutjp�1 + bu jujq�1

où a; b; p et q sont des nombres reels, p; q > 1: Quand a 6 0 et b = 0 alors la limite du
terme aut jutjp�1 assure l�existence globale en temps pour des données arbitraire (voir, par
exemple, [21] et [22]).

Quand a 6 0 , b > 0 et p > q ou quand a 6 0 , b > 0 et p = 1 alors on peut citer,

par exemple ( [23] et [24]), qui donnent l�existence des solutions globales sous la condition

d�énergie négative.

Le premier à considérer le cas a > 0 était (voir [25]) (avec b = 0 dans un domaine borné),

qui construit une solution pour des données initiales arbitraires .(Voir également le [26] ) et

la références là-dedans pour la même équation sur un domaine borné.

Dans ce paragraphe, on considère le cas a = 1 et b = 0, c�est à dire: l�équation d�ondes

semi-linéaire accrétive :

�
utt ��u = ut jutjp�1 ; x 2 Rn; t > 0;
u(0; x) = u0(x); ut(0; x) = u1(x); x 2 Rn (2.1.1)

51



2.2. Résultats préliminaires:

On s�interesse à l�existence et l�unicité locale dans l�espace de phase H� �H��1(Rn) de

la solution d�équation d�ondes semi- linéaire utt ��u = ut jutjp�1 ; p > 1:
Dans ce qui suit on va chercher dans Y � = H��H��1(Rn) des conditions sur p et l�ordre

� de sorte que nous ayons existence locale.

Où H� est l�espace de Sobolev homogène d�ordre � dé�ni par

H�(Rn) =
n
u 2 S 0; (��)

�
2 u 2 L2(Rn)

o
;

si u =2 N; et par

H�(Rn) =
n
u 2 L2(Rn); (��)

�
2 u 2 L2(Rn)

o
;

si u 2 N; et (��)�2 est le laplacien fractionnaire dé�ni par

(��)
�
2 u(x) := F�1(j�j�F(u)(�))(x)

pour tout u 2 D((��)�2 ) = H�(Rn): F et F�1 sont la transformée de Fourier et son

inverse respectivement.

2.2 Résultats préliminaires:

Dans cette section nous employons les notations utilisées dans [13]. Pour x 2 X , X espace

vectoriel normé; notons par kx;Xk la norme de x, et pour tout (x; y) 2 X � Y , de façon

naturelle : k(x; y);X � Y k = kx;Xk+ ky;Y k. Finalement , pour q 2 [1;+1) on dé�nit la
norme:

kf ;Lq(0; T;X)kq :=
TZ
0

kf(t);Xkq dt (2.2.1)

avec celle utilisée pour q = +1:

Considérons l�équation d�ondes non homogène dans R� Rn:

�
utt ��u = f;

u(0; x) = u0(x); ut(0; x) = u1(x);
(2.2.2)
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2.2. Résultats préliminaires:

On dé�nit l�opérateur � := (��) 12 par

�u(x) = (��) 12u(x) = F�1(j�j F(u)(�))(x):

La solution de(2.2.2) en peut s�écrire : u = � + ! , où � est la solution d�équation

homogène et ! est la solution de l�équation non homogène avec les mêmes données initiales.

Si l�on cnsidère l�équation d�onde homogene

�
�tt ��� = 0;
�(0; x) = u0(x); �t(0; x) = u1(x);

(2.2.3)

On applique la transformation de Fourier sur x à (2.2.3), posons #(t; �) = F(�(t; x))(�)
Alors

�
#tt + j�j2 # = 0;
#(0; �) = F(u0(x))(�); #t(0; �) = F(u1(x))(�);

La solution d�équation ici sous la forme

#(t; �) = #(0; �) cos(t j�j) + #t(0; �)
sin(t j�j)
j�j

Maintenant, on applique la transformation inverse de Fourier

Alors

F�1 (#(t; �)) = F�1 (cos(t j�j)F(u0(x))(�)) + F�1
�
sin(t j�j)
j�j F(u1(x))(�)

�

Posons alors:

K(t)g := ��1 sin�t := F�1
�
sin(t j�j)
j�j Fg(�)

�

_K(t)g := cos�t := F�1 (cos(t j�j)Fg(�)) ;

On s�écrit alors:
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2.2. Résultats préliminaires:

�(t; x) = _K(t)u0 +K(t)u1

Dérivons en t; il vient:

�t(t; x) = F�1
�
� j�j2 sin(t j�j)j�j F(u0(x))(�)

�
+ F�1 (cos(t j�j)F(u1(x))(�))

Alors

�t(t; x) = �K(t)u0 + _K(t)u1

On note: H(t)U0 = (�(t) ; �t(t)) où H(t) =

0@ _K(t) K(t)

�K(t) _K(t)

1A et U0 := (u0; u1):

Si l�on cnsidère maintenant

�
!tt ��! = f;

!(0; x) = !t(0; x) = 0:
(2.2.4)

Nous écrivons (2.2.4) par

�
Ut � AU = F;

U(0; x) = U0(x):

Où

U =

�
!

!t

�
; A =

0@ 0 I

� 0

1A ; F =

�
0

f

�
Selon le principe de Duhamel, alors

_H(t)U0(t) +H(t) _U0(t)� AH(t)U0(t) = F

Où

AH(t) =

0@ 0 I

� 0

1A0@ _K(t) K(t)

�K(t) _K(t)

1A =

0@ �K(t) _K(t)

� _K(t) �K(t)

1A = _H(t)

Alors

H(t) _U0(t) = F

Multipliant par H(�t); on en déduit
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2.3. Existence et unicité

_U0(t) = H(�t)F

En integrant entre 0 et t; on trouve

U0(t) =

tZ
0

H(�s)F (s)ds

c�est-à-dire

H(t)U0(t) = H(t)

tZ
0

H(�s)F (s)ds =
tZ
0

H(t� s)F (s)ds:

D�où

U(t) = H(t)U0 +

tZ
0

H(t� s)F (s)ds:

Avec les données initiales nulles la solution de (2.2.4) peut être écrite, pour t > 0 par:

!(t) =

tZ
0

K(t� s)f(s)ds = K � f(t) et !t(t) =

tZ
0

_K(t� s)f(s)ds = _K � f(t):

La donnée initiale U0 est prise dans l�espace de phase Y � pour � 2 R:

2.3 Existence et unicité

Proposition 2.3.1 Soient �1 ; �2 ; � 2 R et 2 6 q1 ; q2 ; r1; r2 6 1 tels que la

condition suivante soit satisfaite:

�1 + �(r1)�
1

q1
= � = 1� (�2 + �(r2)�

1

q2
): (2.3.1)

0 6 2

qi
6 min((ri); 1) pour i = 1; 2 (2.3.2)
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2.3. Existence et unicité

(
2

qi
; (ri)) 6= (1; 1) pour i = 1; 2 (2.3.3)

Alors

kH(:)U0;Lq1(R; Y �1)k 6 C kU0;Y �k : (2.3.4)

et pour tout intervalle I = [0; T ); T 61 :

k(!(:); !t(:));Lq1(I; Y �1)k 6 C
f ;Lq2(I;H��2)

 : (2.3.5)

Les constantes C peuvent varier d�une inégalité à l�autre et sont indépendantes de

l�intervalle I .

Preuve.

I Avant d�aller à la preuve de la proposition, nous donnons un certain nombre de

notations, de dé�nitions et de remarques préliminaires.

On pose

�(r) � n+1
2
�(r); (r) � (n� 1)�(r); �(r) � n�(r); avec �(r) = (1

2
� 1

r
):

L�utilisation des décompositions dyadiques de Paley-Littlewood est inévitable dans le

problème actuel. Elles sont dé�nies dans la manière standard suivante. Soit  ̂ 2 C10 (Rn)
avec 0 6  ̂ 6 1 ,  ̂(�) = 1 pour j�j 6 1 et  ̂(�) = 0 pour j�j > 2 . Nous dé�nissons

'̂0(�) =  ̂(�)�  ̂(2�) et pour tout j 2 Z, '̂j(�) = '̂0(2
�j�); de sorte que:

Supp'̂j �
�
� : 2j�1 6 j�j 6 2j+1

	
et pour tout � 2 Rnn f0g

X
j2Z

'̂j(�) = 1

Nous dé�nissons également le ~'j = 'j�1+'j+'j+1 pour tout j 2 Z . Puis de '̂j = b~'j'̂j
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'j � u = ~'j � 'j � u (2.3.6)

pour toute distribution temperée u:

Nous donnons maintenant les dé�nitions et les faits de base. À chaque distribution

tempérée u nous associons une suite de C1 fonctions 'j�u , considérées comme une fonction
de deux variables j et x. L�espace homogène B�

r;s de Besov, est alors dé�ni pour n�importe

quel � 2 R et 1 6 r; s 61 par

_B�
r;s =

n
u;
u; _B�

r;s

 = 2�j'j � u; lsj(Lrx) <1o (2.3.7)

De même, l�espace homogène F �r;s de Triebel-Lizorkin, est dé�ni (pour r <1) par

_F �r;s =
n
u;
u; _F �r;s = 2�j'j � u;Lrx(lsj) <1o (2.3.8)

avec Lrx et l
s
j normes prises dans l�ordre opposé .Par l�inégalité de Minkowski

lsj(L
r
x) � Lrx(l

s
j) =) _B�

r;s � _F �r;s pour r > s

lsj(L
r
x) � Lrx(l

s
j) =) _B�

r;s � _F �r;s pour r 6 s:

La comparaison avec les espaces homogènes H�
r de Sobolev est donnée par la théorie de

Paley-Littlewood, précisement par les espaces de Hilbert evalués, version du théorème de

Mikhlin-Hörmander qui implique que

H�
r =

_F �r;2

pour tout � 2 R et 1 < r <1, rapportant de ce fait les inclusions

_B�
r;2 � H�

r pour 2 6 r <1; _B�
r;2 � H�

r pour 1 < r 6 2 (2.3.9)

REMARQUE 14. La région permise pour les paramètres est mieux décrite dans le plan

des variables (1=q; 1=r). Pour n > 4, la région permise est un quadrilatère ABCD avec des

sommets A = (0; 1=2); B = (1=2; (n�3)=2(n�1)); C = (1=2; 0) et D = (0; 0) correspondant

à (q =1; r = 2); (q = 2; (r) = 1); (q = 2; r =1) et (q =1; r =1) respectivement.
Pour n = 3, il est réduit au triangle ACD et pour n = 2 au triangle plus petit AC2D où

C2 = (1=4; 0) correspond à (q = 4; r =1). Le cas limité q = 2 n�a lieu que pour n > 4.Voir
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Les Figures.1, 2, et 3. La frontière du quadrilatère est entièrement permise sauf le seul point

B pour n > 3 (ce point coïncide avec C pour n = 3) qui est exclu par (2.3.3).

REMARQUE 15. nous pouvons �xer arbitrairement le � = 0 sans limiter la généralité.

Il sera donc su¢ sant de prouver les inégalités

U(:)u;Lq1(R; _B�1
r1
)
 6 C kuk2 (2.3.10)

U � f ;Lq1(I; _B�1
r1
)
 6 C

f ;L�q2(I; _B��2
r2
)
 (2.3.11)

pour I � R

UR � f ;Lq1(I; _B�1
r1
)
 6 C

f ;L�q2(I; _B��2
r2
)
 (2.3.12)

pour I = [0; T ) � R+, dans les conditions (2.3.2), (2.3.3), et

�i + �(ri)�
1

qi
= 0 pour i = 1; 2 (2.3.13)

Le passage de (2.3.1) à (2.3.13) est dû au changement de K à U de (2.3.5) à (2.3.11),

(2.3.12).

REMARQUE 16.

Si q1 > 2, la borne supérieure donnée par (r1) = 2
q1
, est autorisée, et il est donc su¢ sant

de considérer ce cas spécial, où en outre �1 = ���(r1) dans (2.3.4), (2.3.5), et �1 = ��(r1)
dans (2.3.10), (2.3.11), (2.3.12).
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Si q1 = 2, la borne supérieure se produit au point interdit B, et aucune réduction n�est

autorisée..

D�une manière semblable, les normes dans le côté droit de (2.3.5) ou (2.3.11), (2.3.12)

diminuent avec �2 ou d�une manière équivalente avec
1
r2
pour q2 et � �xes, et il est encore

su¢ sant pour prouver les inégalités pour les plus grandes valeurs permises de �2 ou de
1
r2
.

Si q2 > 2, la borne supérieure (r2) = 2
q2
est autorisée et il est su¢ sant de considérer ce

cas où en outre �2 = 1� �� �(r2) dedans (2.3.5) et �2 = ��(r2) dedans (2.3.11), (2.3.12).
Si q2 = 2, aucune réduction ne se produit.

REMARQUE 17. la condition 2
q
6 (r) est équivalente à la condition � 6 1 � �(r)

dans ce cas. D�autre part, avec L(t) = U(t) coïncide avec les cas de limitation �1 = ��(r1);
�2 = ��(r2) de (2.3.12)
Preuve de proposition 2.3.1. Nous commençons par l�estimation suivante:

sup
x

������
Z
Rn

exp(it j�j+ ix�)'̂0(�)d�

������ 6 min
n
k'̂0k1 ; C0 jtj

�(n�1)=2
o
; (2.3.14)

la partie non triviale dont est une évaluation de phase stationnaire ([13], sec. 7.7).

Graduation � par 2�j et x; t par 2j, nous obtenons

sup
x

������
Z
Rn

exp(it j�j+ ix�)'̂j(�)d�

������ 6 min
n
k'̂0k1 2nj; C0 jtj

�(n�1)=2 2j(n+1)=2
o
; (2.3.15)

ce qui signi�e cela

U(t)'j1 6 Cmin
n
2nj; jtj�(n�1)=2 2j(n+1)=2

o
: (2.3.16)

Maintenant soit f une fonction su¢ samment régulière (ou distribution) pour la variable

de l�espace. Nous estimons

'j � U(t)f1 = 'j � U(t)~'j � f1 6 U(t)'j1 ~'j � f1
par (2.3.6) et l�inégalité de young , et par conséquent par (2.3.16)

::: 6 Cmin
n
2nj; jtj�(n�1)=2 2j(n+1)=2

o~'j � f1 (2.3.17)
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Par interpolation entre (2.3.17) et l�unitarité de U(t) en L2, nous obtenons

'j � U(t)fr 6 Cmin
n
22j�(r); jtj�(r) 22j�(r)

o~'j � f�r (2.3.18)

pour 2 6 r 61: Dorénavant, nous considérons séparément le cas q > 2 et le cas limité

q = 2.

� Le cas q > 2 ([14], lemme 2.3). On multiplie (2.3.18) par 2�j�(r) et on prend la norme
dans l2j , obtenant de ce fait

U(t)f ; _B��(r)
r

 6 C jtj�(r)
f ; _B�(r)

�r

 (2.3.19)

où nous avons injecté le premier terme dans le minimum et avons employé la dé�nition

de ~'j, et la dé�nition (2.3.7).

Maintenant, soit f dépendant également du temps et récrivant (2.3.19) par:

U(t� t0)f(t0); _B��(r)
r

 6 C jt� t0j�(r)
f(t0); _B�(r)

�r

 (2.3.20)

Soit 0 6 2
q
= (r) < 1 et a soit I � R un intervalle. Intégrant au-dessus de t0, prenant

la norme de Lq en temps et appliquant l�inégalité Hardy-Littlewood-Sobolev ([13], P. 117),

nous obtenons

UR �t f ;Lq(I; _B��(r)
r )

 6 C
f ;L�q(I; _B�(r)

�r )
 (2.3.21)

où U(R) représente soit U; soit UR. Maintenant (2.3.21) sans et avec retardement est le cas

diagonal (q1 = q2; r1 = r2) du cas de limitation 2
qi
= (ri), ou d�une manière equivalente

�i = ��(ri) de (2.3.11) et (2.3.12) respectivement. La �n de la preuve procède maintenant
par des arguments abstraits de dualité.

Dans le cas non retardé, pour l�opérateur A dé�ni par

Af =

Z
I

U(�t)f(t)dt:

kAfk 6 a kf ;Xk ; 0 6 a <1; f 2 D;

avec X = L�q(B; _B
�(r)
�r ), à savoir
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U(:)u;Lq(R; _B��(r)
r )

 6 C kuk2 (2.3.22)

où nous avons pris I = R, et qui hormis un changement de notation est le cas de limitation
2
q
= (r) (d�une manière equivalente � = ��(r)) de (2.3.10). avec X = L�qi(I; _B

�(ri)
�ri ),

(2.3.21) implique l�évaluation au loin diagonale

U � f ;Lq1(I; _B��(r1)
r1

)
 6 C

f ;L�q2(I; _B�(r2)
�r2 )

 (2.3.23)

Procédant dans l�ordre inverse, nous aurions réécrit (2.3.18) sous la forme

'j � U(t� t0)f(t0)

r
6 Cmin

n
22j�(r); jt� t0j�(r) 22j�(r)

o~'j � f(t0)�r (2.3.24)

et obtenu de là

'j �x U(R) �t f ;Lq(I; Lr) 6 C22j�(r)
~'j �x f ;L�q(I:L�r) (2.3.25)

pour 0 6 2
q
= (r) 6 1, par laquelle (2.3.21) s�ensuit en prenant la norme dans L2j ; et

d�appliquer l�inégalité de Minkowski.

� Le cas q = 2, pour n > 4. Après la dernière remarque, nous prenons d�abord la norme
dans le temps. Prenant la norme L2t dans (2.3.24) avec (r) > 1 et appliquons l�inégalité de

young en temps, nous obtenons

'j �x U �t f ;L2(I; Lr) 6 C
min�22j�(r); jtj�(r) 22j�(r)� ;L1t~'j �x f ;L2(I; L�r)

= C2(r)((r)� 1)�12(2�(r)�1)j
~'j � f ;L2(I; L�r) (2.3.26)

par calcul explicite. En prenant la norme de l2

U(R) �t f ;L2(I; _B�(�(r)�1=2)
r )

 6 C
f ;L2(I; _B�(r)�1=2

�r )
 ; (2.3.27)

qui est la forme diagonale de (2.3.11), (2.3.12) dans le cas de limitation q = 2, et

l�équivalent pour ce cas de (2.3.21) pour le cas en bloc q > 2. De là dessus, la preuve des
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estimations restantes non retardés suit le même chemin abstrait que précédemment, utilisant

(2.3.21) et (2.3.27) ensemble d�une manière appropriée, accomplissant de ce fait la preuve

(2.3.10) et (2.3.11) pour tous les cas. Notons également que l�application des inégalités de

Sobolev est déjà intégré dans (2.3.27), à savoir (2.3.27) est d�autant plus forte que (r) est

plus petit. Cependant le point de limitation (r) = 1, à savoir le point B dans le diagramme

de FIG. 1. est interdit, et l�ensemble tout entier (2.3.27) ne peut pas être déduit d�un seul

point de limitation.

Nous avons déjà prouvé le cas où les deux qi > 2; i = 1; 2. Le cas au loin diagonal

q1 = q2 = 2, r1 6= r2 s�ensuit du cas diagonal q1 = q2 = 2, r = min(r1; r2) par les inégalités

de Sobolev, comme déja expliquer. Les autres cas (q1 > 2; q2 = 2) et (q1 = 2; q2 > 2) se

déduisent de l�argument d�interpolation abstrait de (Corollaire 2.2 [15]), excepté dans les

doubles cas de limitation où soit ( 2
q1
= (r1) < 1; q2 = 2) ou (q1 = 2; 2q2 = (r2) < 1). En

e¤et, soit P1 = ( 1q1 ;
1
r1
) et P2 = ( 1q2 ;

1
r2
) dans le diagramme de (la remarque 14) , et prendre

q1 > 2, q2 = 2; pour la dé�nition (voir la FIG. 4). (Le corollaire 2.2 [15]) tient compte de

l�interpolation avec le point A = (0; 1=2) correspondant à X0 = L1(I; L2). AP1 intersecte

BC à P 02, et AP2 intersecte la ligne
1
q
= 1

q1
à P 01. Maintenant le cas au loin diagonal (P1; P2)

se déduit par les inégalités de Sobolev, comme expliqué dans (la remarque 16), du cas au

loin diagonal (P1 _ P 01; P2 _ P 02), où Pi _ P 0i est Pi (resp. P 0i ) si
1
ri
> 1

r0i
(resp. 1

ri
6 1

r0i
).

Le cas au loin diagonal (P1 _ P 01; P2 _ P 02) lui même s�ensuit du cas diagonal P2 _ P 02 par
(corollaire 2.2 [15]) a condition que P2 _P 02 est autorisé, à savoir di¤érent de B, c�est à dire
si P1 =2 (AB). Le même argument s�applique au cas dual où q1 = 2 et q2 > 2, accomplissant
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de ce fait la preuve de l�évaluation retardée (2.3.12) excepté dans les deux cas de limitation

où (P1; P2) 2 (A;B)� (B;C] [(B;C]� (A;B):
Le double cas de limitation retardé exige une preuve spéciale et bien délicate. Une telle

preuve a été donnée dans [16] dans le codimension avec un cas secondaire où �1 + �2 = 1 et

se prolonge d�une manière simple au cas général.�

Proposition 2.3.2 Soient 1 6 n 6 3; f 2 W 1;1(Rn) et g 2 L1(Rn) . Alors:

 _K(t)f ;L1(Rn) 6 max(1; t)f ;W 1;1(Rn)
 ; t > 0; (2.3.28)

kK(t)g;L1(Rn)k 6 t kg;L1(Rn)k ; t > 0: (2.3.29)

On aura besoin dans la suite d�une estimation de la norme H� d�une puissance d�une

fonction.

Preuve.

Nous avons

K(t) = (��)� 1
2 sin

h
t(��) 12

i
= F�1 �j�j�1 sin(t j�j)� ;

_K(t) = cos
h
t(��) 12

i
= F�1 [cos(t j�j)] :

Où

F [�(�)] (�) = �(�) =

�qj�j2 � 1
4
; j�j > 1

2
;

i
q

1
4
� j�j2; j�j 6 1

2
:

Quand n = 2 , la solution fondamentale K(t) est donnée comme suivant (voir [17,18]) :

k(t)g =
1

2�

Z Z
jx�yj6t

g(y)q
t2 � jx� yj2

dy:
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Ainsi

�������
1

2�

Z
jx�yj6t

g(y)q
t2 � jx� yj2

dy

������� =
t

2�

��������
Z

jxt�zj61

g(tz)q
1�

��x
t
� z
��2dz

��������
6 t

2�
sup

jx�yj6t
jg(y)j

Z
jxt�zj61

1 6q
1�

��x
t
� z
��2dz

6 t kgk1

1Z
0

rp
1� r2

dr = t kgk1 �

� pour preuve d�autre cas suivons la même méthode et (voir [19])

Proposition 2.3.3 Soient p 2 N n f0; 1g; s > �n
2
; s 6= n

2
en plus �(s; p) := supf0; (n

2
�

s)(p�1
p
)g. Alors, pour une fonction non négative f 2 Hs+�(s;p)(Rn), fp 2 Hs(Rn) et il existe

une constante positive C tels que

kfp;Hs(Rn)k 6 C
f ;Hs+�(s;p)(Rn)

p : (2.3.30)

Proposition 2.3.4 (1)(Gagliardo-Nirenberg) � Soient q; r deux nombres réels tels que

1 6 q ; r 61 , et soient j;m des nombres entiers 0 6 j < m . En plus a 2 [ j
m
; 1] ( a < 1

si m� j � n
r
est un nombre entier > 0) , et soit p donné par

1

p
=
j

n
+ a

�
1

r
� m

n

�
+ (1� a)

1

q
:

Pour f 2 Lq(Rn) telle que D�f 2 Lr(Rn) avec j�j = m , alors : D�f 2 Lp(Rn) avec

j�j = j. De plus: il existe une constante positive C telle que:

X
j�j=j

kD�fkLp 6 C

0@X
j�j=m

kD�fkLr

1Aa

kfk1�aLq : (2.3.31)

(1)Preuve: voir [20, Théorème 9.3] �
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Proposition 2.3.5 Supposons que � 2 (1; 2)[N� et p 2 R\ (1;1)\ [��1;1): Pour une
fonction non négative f 2 L1(Rn) \H��1(Rn) , fp 2 H��1(Rn) et il existe une constante

positive C telle que:

kfpkH��1(Rn) 6 C kfkp�1L1(Rn) kfkH��1(Rn) : (2.3.32)

Preuve.

Premier cas : � 2 (1; 2). Utilisant le théorème de valeur moyenne et la norme équiva-
lente suivante de k:kH��1 (voir [12, page 214 de théorème 7.48 ]), nous avons:

kfpk2H��1 := kfpk2L2 +
Z
Rn

Z
Rn

(fp(x)� fp(y))2

jx� yjn+2��2
dxdy

= kfpk2L2 +
Z
Rn

Z
Rn

(pzp�1(f(x)� f(y)))
2

jx� yjn+2��2
dxdy

6 p2
fp�12

L1

24kfk2L2 + Z
Rn

Z
Rn

(f(x)� f(y))2

jx� yjn+2��2
dxdy

35

6 p2 kfk2(p�1)L1 kfk2H��1 ; (D0apr�es H�older):

où

min (f(x); f(y)) < z < max (f(x); f(y)) pour chaque x; y 2 Rn:
Deuxième cas : � 2 N�. nous avons

kfpkH��1 :=

0@ X
06j�j6��1

kD�fpk2L2

1A 1
2

: (2.3.33)

Où

D�(fp) =
X

j�1j+:::+j�mj=m

Cmj�1j;:::;j�mjf
p�mD�1f:::D�mf;
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On conclue que:

kD�fpkL2 6 C kfkp�mL1

X
j�1j+:::+j�mj=m

D�1f:::D�mf

L2

6 C kfkp�mL1

X
j�1j+:::+j�mj=j�j

D�1f

L
2j�j
j�1j

:::
D�mf


L
2j�j
j�mj

;

� j�1j+:::+j�mj
2j�j = 1

2
:

grâce à l�inégalité de Hölder.En utilisant la proposition 2.3.4, nous obtenons

kD�fpkL2 6 C kfkp�mL1

X
j�1j+:::+j�mj=m

24 X
j�j=j�j

D�f

L2

35
j�1j
j�j

kfk
1� j�1j

j�j
L1 :::

24 X
j�j=j�j

D�f

L2

35
j�mj
j�j

kfk
1� j�mj

j�j
L1 6 C kfkp�1L1 kD�fkL2 :

� kfk
1+:::+1� j�1j+:::+j�mj

j�j
L1 = kfkm�1L1 :

� kfkp�mL1 kfkm�1L1 = kfkp�1L1 :

I La même chose pour
D�f


L2

.

Théorème 2.3.1. (cas p nombre entier ) ; p 2 N n f0; 1g et � 2 R \ [1;1) tels que:

�
1 < p <1; si � > 1 + n

2
;

1 < p < n+4�2�
n+2�2� ; si 1 6 � < 1 + n

2
:

(2.3.34)

Pour (u0; u1) 2 Y � , il existe un temps maximal Tmax > 0 et une unique solution (u; ut) 2
C0([0; Tmax);Y �) du problème (2.1.1). Si Tmax < 1; alors: ku(t)kH� + kut(t)kH��1 ! 1
lorsque t! Tmax .

La dimension doit être plus petite ou égale à 3 .

Dans ce qui suit on note par: Y 2;1 := W 2;1 �W 1;1(Rn):

Preuve. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que les données initiales

(u0; u1) sont à support compact. Par la vitesse �nie de la propagation, la solution (u; ut)

est également à support compact. Ceci nous permet d�employer la proposition 2.3.1 sur
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les intervalles liés [0; T ] dans les espaces de Sobolev habituels à la place des espaces ho-

mogènes de Sobolev (puisque pour des distributions à supports compacts, les normes sont

équivalentes, voient [29]).

Maintenant, nous écrivons (2.1.1) par

�
Ut � AU = F (U);

U(0; x) = U0(x) 2 Y �
(2.3.35)

où

U = (u; ut); A =

24 0 I

� 0

35 et F (U) :=

24 0

ut jutjp�1

35 .
Avec ces notations, existence locale pour (2.1.1) est équivalente à l�existence locale pour

(2.3.35), et c�est équivalent à l�équation intégrale suivante

�
Trouver T > 0 et une solution unique,

U = (u; v) 2 C0 ([0; T ] ;Y �) de U(t) = H(t)U0 + L(U)(t);
(2.3.36)

où

H(t)U0 =

24 _K(t)u0 +K(t)u1

�K(t)u0 + _K(t)u1

35 et L(U)(t) =
24 [K � vp] (t)h

_K � vp
i
(t)

35 , où vp dénote v jvjp�1 :
� F lipschitzienne ?

nous avons Upt �V p
t = P (Ut�Vt) où P est un polynôme homogène du degré p� 1: Alors

jUpt � V p
t j 6M jUt � Vtj ; M > 0

Donc : jF (U)� F (V )j 6M jU � V j :
A�n d�employer le théorème du point �xe.

Lemme 8. (Théorème du point �xe de Banach). Soit E un espace métrique complet,

non vide. On note d la distance et on considère F une application de E dans lui-même.

On suppose F contractante, c�est-à-dire: il existe une constante positive k, strictement

inférieure à 1, telle que : d(F (x); F (y) 6 kd(x; y) pour tous x; y 2 E.
Alors, il existe un unique point a 2 E tel que F (a) = a. De plus, ce point peut s�obtenir

comme limite de la suite (xn)n2N des itérées, dé�nies par récurrence à partir d�un point

quelconque x0 de E selon xn+1 = F (xn). On a en outre :

8n > 1 : d(xn; a) 6
kn

1� k
d(x0; x) (m�ethode de P icard):
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2.3. Existence et unicité

Lemme 9. (Gronwall). Soient T > 0;  2 L1([0;T ]);  > 0 pp et C1; C2 > 0:

Soit � 2 L1([0;T ]); � > 0 pp telle que  � 2 L1([0;T ]) et �(t) 6 C1 + C2
tR
0

 (s)�(s)ds; pp

t 2 [0;T ] : Alors:

�(t) 6 C1 exp

0@C2 tZ
0

 (s)ds

1A ; ppt 2 [0;T ] :

Introduisons l�espace métrique suivant:

X := fU = (u; v) 2 Lq(0; T ;Y �) t:q kU �HU0;L
q(0; T ;Y �k 6 �g

où T et � sont les constantes positives et � et q satisfont (2.3.1).Ces constantes seront

�xées plus tard.

Pour ';  2 X , notons par:

k';Xk := k'�HU0;L
q(0; T ;Y �k (2.3.37)

(HU0 dénote la fonction t 7! H(t)U0) et la distance induite naturelle:

d(';  ) := k'�  ;Lq(0; T ;Y �k : (2.3.38)

Dé�nir en�n l�application � sur X par � : U(t) 7�! H(t)U0 + L(U)(t):

Existence

Première étape. L�application � envoie X sur X. Soit U 2 X , par la proposition

2.3.1, on a:

k�(U);Xk 6 kL(U);Lq(0; T ;Y �k 6 C
vp;Lq2(0; T ;H��2

 (2.3.39)

pour tous (q2; �2) satisfaisant (2.3.1). Prenons: q2 := +1 , par conséquent �2 := 1� � .
Alors:

k�(U);Xk 6 C
vp;L1(0; T ;H��1)

 : (2.3.40)

Par la proposition 2.3.3
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vp;H��1 6 C
v;H��1+�(��1;p)p ;

ainsi

k�(U);Xk 6 C
v;Lp(0; T ;H��1+�(��1;p))

p : (2.3.41)

I Si � > 1 + n
2
puis �(� � 1; p) = 0 et choix " = 1; q = 1 et � = � et (D�après

Hölder), alors (2.3.41) donne

k�(U);Xk 6 C
v;Lp(0; T ;H��1)

p = C

TZ
0

v;H��1p

6 C

TZ
0

1: sup
t2[0;T ]

v;H��1p = CT
v;L1(0; T ;H��1)

p
6 CT " kU ;Lq(0; T ;Y �)kp : (2.3.42)

I Si � < 1+ n
2
, dé�nissons: " := 1� p�(�� 1; p) = 1� (p� 1)(1 + n

2
� �) 2 (0; 1) par

(2.3.34). Alors: �+ �(�� 1; p)� 1�"
p
= �. En utilisant l�inégalité de Hölder nous avons

v;Lp(0; T ;H��1+�(��1;p))
p = TZ

0

v;H��1+�(��1;p)p

6

0@ TZ
0

1
1
"

1A"

:

0@ TZ
0

�v;H��1+�(��1;p)p� 1
1�"

1A1�"

= T ":

0@ TZ
0

v;H��1+�(��1;p) p
1�"

1A(
1�"
p )p

6 CT "
v;L p

1�" (0; T ;H��1+�(��1;p))
p : (2.3.43)

En choisissant � = � + �(� � 1; p) et q = p
1�" , et en employant la proposition 2.3.1,

l�inégalité (2.3.41) donne

k�(U);Xk 6 CT "
v;Lq(0; T ;H��1)

p 6 CT " kU ;Lq(0; T ;Y �)kp :
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Nous voyons que dans les deux cas, on a:

k�(U);Xk 6 CT " kU ;Lq(0; T ;Y �)kp : (2.3.44)

avec � et q satisfaisant (2.3.1) et D�après (2.3.37). Ainsi nous avons

k�(U);Xk 6 CT " kU ;Lq(0; T ;Y �)kp 6 CT " [kU ;Xk+ kHU0;Lq(0; T ;Y �)k]p ; (2.3.45)

Et comme � et q satisfont (2.3.1), par la proposition 2.3.1, nous aurons:

k�(U);Xk 6 CT " [kU ;Xk+ kU0;Y �k]p :

Donc, X est stable par � si T et � sont tels que:

CT " (�+ kU0;Y �k)p 6 �: (2.3.46)

Deuxième étape . L�application � est une contraction sur X

Principalement, c�est la même idée. Soient U(u:v); V (~u; ~v) 2 X. et D�après(2.3.39):Alors:

d (�(U);�(V )) = kL(U)� L(V );Lq(0; T ;Y �)k 6 C
vp � ~vp;Lq2(0; T ;H��2)

 (2.3.47)

pour �2 et q2 satisfaisant (2.3.1) . Prenons: q2 := +1 , nous obtenons �2 := 1 � � et

donc:

d (�(U);�(V )) 6 C
vp � ~vp;L1(0; T ;H��1)

 :
Maintenant, nous écrivons vp� ~vp = (v� ~v)P (v; ~v) où P est un polynôme homogène du

degré p� 1. Utilisant la proposition 2.3.3 et la convexité de la fonction exponentielle, pour
avoir :

d (�(U);�(V )) 6 C
v � ~v;Lp(0; T ;H��1+�(��1;p))


�
hv;Lp(0; T ;H��1+�(��1;p))

p�1 + ~v;Lp(0; T ;H��1+�(��1;p))
p�1i :
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(pour l�inégalité précédente en utilisant (2.3.41) et l�inégalité de Hölder)

Par la même technique, et un calcul semblable que dans la première étape, nous obtenons

d (�(U);�(V )) 6 Cd(U; V )T " [�+ kU0;Y �k]p�1 :

En conclusion, � est une contraction sur X si le � et le T satisfont

CT " [�+ kU0;Y �k]p�1 < 1: (2.3.48)

Unicité

Soient U et V deux solutions généralisées de (2.3.35). On a :

� 8t > 0; U(t) = H(t)U0 + L(U)(t) = H(t)U0 +H � F (U)(t):

� 8t > 0; V (t) = H(t)V0 + L(V )(t) = H(t)V0 +H � F (V )(t):

d�où, par di¤érence :

8t > 0; U(t)� V (t) = H(t)(U0 � V0) +

tZ
0

H(t� s)(F (U(s))� F (V (s)))ds:

Alors

8t > 0; jU(t)� V (t)jY � 6 jU0 � V0jY � +M

tZ
0

jU(s)� V (s)jY � ds:

Car kH(t)kL(Y �) 6 1;8t > 0:
Par le lemme de Gronwall, on obtient donc :

8t > 0; jU(t)� V (t)jY � 6 jU0 � V0jY � exp

0@M tZ
0

ds

1A 6 jU0 � V0jY � exp (Mt) :

Or, U0 = V0 si U et V sont solutions généralisées de (2.3.35). Donc U = V:

En choisissant le � et le T satisfaisant (2.3.46) et (2.3.48), le théorème de point �xe et

le lemme de Gronwall assurent l�existence et l�unicité.
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Finalement, nous prouvons la continuité de la solution

Troisième étape. continuité de la solution.

Nous avons obtenu l�existence et l�unicité d�une solution U = (u; ut) 2 X � Lq(0; T ;Y �)

où le � et le q satisfont (2.3.1). Montrons que U 2 Lq0(0; T ;Y �0) pour tout �0 et q0 satisfaisant

(2.3.1). C�est un calcul semblable à la première étape.

En e¤et,U ;Lq0(0; T ;Y �0)
 6 C kjutjp ;L1(0; T ;Y ��1)k + kU0;Y �k ; ceci D�après (2.3.4) et

(2.3.40)

maintenant selon (2.3.44) et (2.3.45) , alors:

U ;Lq0(0; T ;Y �0)
 6 CT " kU ;Lq(0; T ;Y �)kp + kU0;Y �k <1:

� En particulier U 2 L1(0; T ;Y �). Maintenant, en utilisant (2.3.36), pour 0 6 t0 6 t,

nous avons

kU(t)� U(t0);L
1(t0; t;Y

�)k 6 kU(t)�H(t� t0)U0;L
1(t0; t;Y

�)k

+ kU(t0)�H(t� t0)U0;L
1(t0; t;Y

�)k

Comme dans la première étape

kU(t)�H(t� t0)U0;L
1(t0; t;Y

�)k 6 C(t� t0)
" kU(t);Lq(t0; t;Y �)kp �! 0

et la continuité forte du C0- groupe H associé à l�équation d�ondes implique que:

lim
t!t0

kH(t� t0)U0 � U0;L
1(t0; t;Y

�)k = 0

Par conséquent ; U 2 C0([0; T ] ;Y �): �
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Théorème 2.3.2. (cas p nombre reel ) Soient 1 6 n 6 3; � 2 (1; 2) [ N� et p 2
(1;1)\ [��1;1) . Alors pour chaque (u0; u1) 2 Y �\Y 2;1 , il existe T > 0 et une solution

unique (u; ut) 2 C0([0; T ]; (L1 \H�)� (L1 \H��1)(Rn)) de (2.1.1).

Preuve. En utilisant la proposition 2.3.2, la preuve est semblable à celle de Théorème

2.3.1. où nous employons la proposition 2.3.5 au lieu de la proposition 2.3.3. �
REMARQUE 18. Malheureusement, pour ce dernier théorème, nous ne prenons pas

l�alternative maximale du temps. La raison est que l�utilisation du théorème de point

�xe, pour (u0; u1) 2 Y � \ Y 2;1, il existe une solution dans C([0; T ] ;Y � \ L1). a�n

d�obtenir le temps maximal, nous devons procéder par l�itération : commencer l�itération

avec (u(T ); ut(T )) comme les nouvelles données initiales et employer le théorème de point

�xe encore.

Mais, (u(T ); ut(T )) n�est pas nécessairement dans Y � \ Y 2;1:
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Chapitre 3

Un exemple et un contre -exemple

d�équation hyperbolique non linéaire

On désigne par 
 un ouvert de Rn, � = @
 sa frontière (assez-régulière) et par Q l�ouvert


�]0; T [, T �ni. On désigne aussi par � = ��]0; T [ la frontière latérale de Q.

3.1 Position du problème

Soient � > 0 et u0 = @u
@t
; u00 = @2u

@t2
, on résout l�équation

u00 ��u+ ju0j� u0 = f; dans Q; (3.1.1)

avec les conditions aux limites et initiales

u = 0 sur �; (3.1.2)

u(x; 0) = u0(x); u
0(x; 0) = u1(x); x 2 
: (3.1.3)
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3.2. Existence et unicité

3.2 Existence et unicité

3.2.1 Théorèmes d�existence

Théorème1(1) Soit E un espace de Banach ré�exif de norme strictement convexe, ainsi que

celle de son dual F . Soit L un opérateur linéaire de D(L) sous espace dense de E , à valeurs

dans F , L étant maximal monotone. Soit A un opérateur de E ! F; pseudo-monotone,

coercif, donc :

(A(v); v)

kvk ! +1 si kvk ! +1:

Alors,

8f 2 F;9u 2 D(L) tel que Lu+ A(u) = f:

Théorème2(1) Soit E un espace de Banach ré�exif de norme strictement convexe, ainsi

que celle de son dual F . Soit L un opérateur linéaire de D(L) sous espace dense de E , à

valeurs dans F , L étant maximal monotone. Soit A un opérateur de D(L); (et non E tout

entier) ! F véri�ant les hypothèses suivantes :

8>>><>>>:
si uj ! u dans E faible;

uj 2 D(L); u 2 D(L); Luj ! Lu dans F faible;

et lim
j!1

sup(A(uj); uj � u) 6 0 alors lim
j!1

inf(A(uj); uj � v) > (A(u); u� v);

8>>><>>>:
il existe une fonction � 7!  (�) de � > 0! R+ born�ee sur tout compact;

et il existe un nombre �; 0 6 � < 1 tels que :

kA(u)k� 6  kuk+ � kLuk� ; 8u 2 D(L):

8f 2 F;9u 2 D(L) solutionde Lu+ A(u) = f:

(1)Preuve. (voir J. L. lions [31]).�
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3.2.2 Existence

Théorème 3.2.1 On suppose que 
 est un ouvert borné ,de frontière régulière. Soient f ,

u0 et u1 telles que:

f 2 L2(0; T ;H1
0 (
)); f

0 2 L2(0; T ;L2(
)) = L2(Q); (3.2.1)

u0 2 H2(
) \H1
0 (
); (3.2.2)

u1 2 H1
0 (
) \ L2(�+1)(
): (3.2.3)

Il existe alors une fonction u ,solution de (3.1.1) (3.1.2) (3.1.3) , avec

u 2 L1(0; T ;H2(
) \H1
0 (
)); (3.2.4)

u0 2 L1(0; T ;H1
0 (
)); (3.2.5)

u00 2 L1(0; T ;L2(
)); (3.2.6)

u0 2 L�+2(Q): (3.2.7)

Preuve.

1� Solution approchée.

on va utiliser la méthode de Faedo-Galerkin avec une base spéciale. Soient wj les

fonctions propres de �� pour le problème de Dirichlet :

��wj = �jwj; j = 1; :::; wj = 0 sur �: (3.2.8)

On suppose la frontière � de 
 assez régulière pour que

wj 2 H2(
) et wj 2 L2(�+1)(
): (3.2.9)

On choisit u0m; u1m 2 [w1; :::; wm] de façon que
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3.2. Existence et unicité

u0m ! u0 dans H2(
) \H1
0 (
); (3.2.10)

u1m ! u1 dans H1
0 (
) \ L2(�+1)(
): (3.2.11)

On dé�nit alors um(t) solution de

�
(u00m(t); wj) + a(um(t); wj) + (ju0m(t)j

� u0m(t); wj) = (f(t); wj);

1 6 j 6 m; um(t) 2 [w1; :::; wm] ;
(3.2.12)

0@o�u a(';  ) =
nX
i=1

Z



@'

@xi

@ 

@xi
dx

1A ;

um(0) = u0m; u0m(0) = u1m: (3.2.13)

Le système (3.2.12) (3.2.13) admet une solution locale dans [0; tm]:

Les estimations a priori qui suivent montreront que tm = T:

2� Estimation a priori (I).

Si

um(t) =
nX
j=1

gjm(t)wj;

on multiplie (3.2.12) par g0jm(t) et on somme en j ; il vient

(u00m(t); u
0
m(t)) + a(um(t); u

0
m(t)) + (ju0m(t)j

�
u0m(t); u

0
m(t)) = (f(t); u

0
m(t)))

1

2

d

dt
(ju0m(t)j

2
+ kum(t)k2) +

Z



ju0m(t)j
�+2

dx = (f(t); u0m(t))
(1)

on intégrant entre 0; t on en déduit :

1

2
(ju0m(t)j

2
+kum(t)k2)+

tZ
0

Z



ju0m(x; �)j
�+2

dxd� =

tZ
0

(f(�); u0m(�))d�+
1

2
(ju1mj2+ku0mk2);

(3.2.14)

(1)kvk =
p
a(v; v) (= norme sur H1

0 (
) équivalente à kvkH1(
) ).
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D�après (3.2.10) (3.2.11) et l�inégalité de Cauchy-Schwartz et l�inégalité ab 6 1
2
a2+ 1

2
b2

on a :

1

2
(ju1mj2 + ku0mk2) +

tZ
0

(f(�); u0m(�))d� 6 C +
1

2

tZ
0

jf(�)j2 d� + 1
2

tZ
0

ju0m(�)j
2
d�

D�après (3.2.1) ,

tZ
0

jf(�)j2 d� 6 cste: (3.2.15)

On déduit donc, en particulier,

ju0m(t)j
2 6 C +

tZ
0

ju0m(�)j
2
d�; (3.2.16)

d�où résulte que

ju0m(t)j 6 cste (indépendante de m): (3.2.17)

D�après (3.2.15) (3.2.17) on a :

ju0m(t)j
2
+ kum(t)k2 6 C; (3.2.18)

Z
Q

ju0m(t)j
�+2

dxdt 6 C: (3.2.19)

Cela su¢ t à montrer que tm = T 8m:
3� Estimation a priori (II).

Grâce à (3.2.8) on peut remplacer dans (3.2.12) wj par ��wj et multipliant
encore par g0jm(t) et sommant en j, on en déduit

a(u00m(t); u
0
m(t))+(�um(t);�u

0
m(t))+

nX
i=1

Z



@

@xi
(ju0mj

�
u0m)

@u0m
@xi

dx = a(f(t); u0m(t)): (3.2.20)

Le terme non bilinéaire de (3.2.20) vaut
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(�+ 1)

nX
i=1

Z



�
ju0mj

�
2
@u0m
@xi

�2
dx =

(�+ 1)

(�
2
+ 1)2

nX
i=1

Z



�
@

@xi
(ju0mj

�
2 u0m)

�2
dx

et l�on déduit donc de (3.2.20) :

1

2
(ku0m(t)k

2
+ j�um(t)j2) +

(�+ 1)

(�
2
+ 1)2

tZ
0

Z



nX
i=1

�
@

@xi
(ju0mj

�
2 u0m)

�2
dxd�

=
1

2
(ku1mk2 + j�u0mj2) +

tZ
0

a(f(�); u0m(�))d�: (3.2.21)

Utilisant (3.2.10) (3.2.11) on en déduit :

u0m demeure dans un borné de L1(0; T ;H1
0 (
)); (3.2.22)

um demeure dans un borné de L1(0; T ;H2(
)); (1) (3.2.23)

@

@xi
(ju0mj

�
2 u0m) demeure dans un borné de L

2(Q); i = 1; :::; n: (3.2.24)

4� Estimation a priori (III).

On déduit de (3.2.12) :

ju00m(0)j
2
= (�u0m; u

00
m(0)) + (f(0); u

00
m(0))� (ju1mj

� u1m; u
00
m(0));

d�où

ju00m(0)j 6 j�u0mj+ jf(0)j+

0@Z



ju1mj2(�+1) dx

1A 1
2

et donc, grâce à (3.2.10) (3.2.11) :

(1)On utilise ici l�inégalité j�'j > C k'kH2(
) pour ' 2 H1
0 (
);�' 2 L2(
), valable, � étant assez

régulière.
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ju00m(0)j 6 C: (3.2.25)

Dérivons (3.2.12) en t ; il vient :

(u000m(t); wj) + a(u0m(t); wj) + (�+ 1)(ju0m(t)j
�
u00m(t); wj) = (f

0(t); wj): (3.2.26)

Multipliant par g00jm(t) et sommant en j , on en déduit :

1

2

d

dt
(ju00m(t)j

2
+ ku0m(t)k

2
) + (�+ 1)

Z



ju0m(t)j
�
u00m(t)

2dx = (f 0(t); u00m(t)): (3.2.27)

Le terme non bilinéaire dans (3.2.27) vaut

(�+ 1)

(�
2
+ 1)2

Z



�
@

@t
(ju0m(t)j

�
2 u0m(t))

�2
dx:

On déduit donc de (3.2.27) que

1

2
(ju00m(t)j

2
+ ku0m(t)k

2
) +

(�+ 1)

(�
2
+ 1)2

tZ
0

Z



�
@

@t
(ju0m(t)j

�
2 u0m(t))

�2
dxd�

=
1

2
(ju00m(0)j

2
+ ku1mk2) +

tZ
0

(f 0(�); u00m(�))d�: (3.2.28)

Grâce à (3.2.25) on en déduit donc encore une fois (3.2.22) et

u00m demeure dans un borné de L
1(0; T ;L2(
)); (3.2.29)

@

@t
(ju0mj

�
2 u0m) demeure dans un borné de L

2(Q): (3.2.30)

5� Passage à la limite.

D�après (3.2.18) (3.2.23) on a :

um est borné dans L1(0; T ;H2(
)\H1
0 (
)) alors est borné dans L

2(0; T ;H2(
)): Donc
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il existe une sous suite de um; u� telle que, comme L1(0; T ;H2(
)\H1
0 (
)) fresp: de L1(0; T ;H1

0 (
))g
est le dual de L1(0; T ;H2(
)0 +H�1(
)) (1)fresp: de L1(0; T ;H�1(
))g :
Donc d�après la proposition 1.2.3 (v) on a :

8g 2 L1(0; T ;H2(
)0 +H�1(
)) :

TZ
0

(u�(t); g(t)dt �!
�!1

TZ
0

(u(t); g(t)dt:

Qui implique

u� �! u faible dans L1(0; T ;H2(
) \H1
0 (
)) et dans L

2(0; T ;H2(
)); (2) (3.2.31)

Donc

9u0� �! u0 dans D0(0; T ;H2(
) \H1
0 (
))

) u0� �! u0 faible dans L1(0; T ;H1
0 (
))et dans L

2(0; T ;H1
0 (
)):

(3) (3.2.32)

Alors en particulier um borné dans H1(Q) mais on sait que l�injection suivante est com-

pact :

H1(Q) ,! L2(Q): (3.2.33)

Donc, on peut supposer que la suite u� extraite de um qui véri�e (3.2.31) (3.2.32) , donc

u; u0 existe et dans L2(Q) alors :

�
u� �! u dans L2(0; T ;H2(
) \H1

0 (
)) fort (p.p),
u0� �! u0 dans L2(0; T ;H1

0 (
)) fort (p.p).
(3.2.34)

Etudier la convergence de ju0mj
� u0m :

(1)H2(
)0 +H�1(
) est muni de la structure de dual fort de H2(
) \H1
0 (
):

(2)« weak- star » ou « faible étoile »
(3) la limite «weak- star» de u0� est nécessairement u

0:
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3.2. Existence et unicité

ju0mj
� u0m étant dans un borné de L1(0; T ;L(�+2)

0
(
)); donc on pose :

��u0���� u0� �! ! dans L1(0; T ;L(�+2)
0
(
)); (3.2.35)

Montrant que

! = ju0j� u0 (3.2.36)

Pour cela on donne le lemme suivant :

Lemme 10 . Soit O un ouvert borné de Rnx � Rt; g� et g des fonctions de Lq(O);

1 < q <1; telles que

kg�kLq(O) 6 c; g� ! g p:p: dans O

Alors

g� ! g dans Lq faible:

Quand pose, O = Q et g� =
��u0���� u0�; d�après (3.2.34)

u0� ! u0 dans L2(Q) (p:p):

Donc

g� =
��u0���� u0� * ju0j� u0 = g (p:p) dans L(�+2)

0
(Q):

Telle que (�+ 2)0 = �+2
�+1

= q et d�aprés (3.2.35)

��u0���� u0� * ! dans L(�+2)=(�+1)(Q):

Mais la limite est unique donc

g = ju0j� u0 = !:

D�après (3.2.30) et la même méthode on a :
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3.2. Existence et unicité

��u0��� �2 u0� * � dans H1(Q):

On montre que cette solution véri�é l�équation des solutions approchées, donc quand

pose m = � et j �xe et qui � > j alors :

(u00�(t); wj) + a(u�(t); wj) + (
��u0�(t)��� u0�(t); wj) = (f(t); wj) (3.2.37)

D�après (3.2.31)

a(u�; wj)* a(u;wj) dans L
1(0; T ):

(u0�; wj)* (u0; wj) dans L
1(0; T ))

d

dt
(u0�; wj) = (u

00
�; wj)! (u00; wj) dans D

0(0; T );

Et d�après (3.2.35) (3.2.36)

(
��u0���� u0�; wj)* (ju0j� u0; wj) dans L1(0; T ):

On déduit donc de (3.2.37) que

(u00; wj) + a(u;wj) + (ju0j� u0; wj) = (f; wj):

D�après la densité de la base fwjg dans l�espace séparable H2(
) \H1
0 (
); on a :

(u00; v) + a(u; v) + (ju0j� u0; v) = (f; v); 8v 2 H2(
) \H1
0 (
):

Alors la solution u satisfait (3.1.1) (3.2.4) (3.2.5) (3.2.6) et (3.2.7).

Reste à montrer que la solution u véri�é les conditions initiales (3.1.3) , u(0) = u0; u
0(0) =

u1:

D�après (3.2.31) (3.2.32) et le lemme 4 on a :

Donc u� est continue sur [0; T ] alors continue en 0 donc :
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3.2. Existence et unicité

u0� = u�(0)! u(0) = u0 dans H2(
) \H1
0 (
):

Et encore

(u0�; wj)* (u0; wj) dans L
1(0; T );

(u00�; wj)* (u00; wj) dans L
1(0; T ):

D�après le lemme 4

(u0�(0); wj)* (u0; wj) jt=0= (u0(0); wj);

et d�après (3.2.13)

(u0�(0); wj)* (u1; wj):

On a

(u0(0); wj) = (u1; wj);8j:

Alors

u0(0) = u1:

D�où (3.1.3). �

3.2.3 Unicité

Lunicité est immédiate (1) ; si u et v sont deux solutions, alors w = u� v véri�e

w00 ��w + ju0j� u0 � jv0j� v0 = 0: (3.2.38)

Prenant le produit scalaire des deux membres de (3.2.38) avec w0(t); on obtient

(1)Et valable dans des conditions plus générales
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3.2. Existence et unicité

1

2

d

dt
(jw0(t)j2 + kw(t)k2) +

Z
(




ju0j� u0 � jv0j� v0)(u0 � v0)dx = 0: (3.2.39)

où

k'k2 =
Z
(




grad')2dx: (3.2.40)

Mais � et c�est le premier exemple de monotonie que nous rencontrons �

Z
(




ju0j� u0 � jv0j� v0)(u0 � v0)dx > 0 (3.2.41)

de sorte que (3.2.39) donne

d

dt
(jw0(t)j2 + kw(t)k2) 6 0 (3.2.42)

d�où w = 0: �
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Chapitre 4

Un autre exemple d�équation

hyperbolique non linéaire

4.1 Position du problème

On reprend le problème posé au Chapitre 3. En changeant � en p� 2 , il s�agit de trouver
une fonction u satisfaisant à

u00 ��u+ ju0jp�2 u0 = f dans Q = 
� ]0; T [ ; (1 < p <1); (4.1.1)

u = 0 sur �; (4.1.2)

u(x; 0) = u0(x); u
0(x; 0) = u1(x); x 2 
: (4.1.3)

On démontre le résultat suivant:

Théorème 4.1.1 � On suppose quef; u0; u1 sont données avec

f 2 L2(Q) + Lp
0
(Q)(1) (4.1.4)

u0 2 H1
0 (
); u1 2 L2(
): (4.1.5)

(1)Comme d�ordinaire 1p+
1
p0 = 1: Evidemment, 
 étant supposé borné, (4.1.4) équivaut à f 2 L

inf(2;p0)(Q):
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4.1. Position du problème

Il existe alors une fonction u et une seule telle que

u 2 L1(0; T ;H1
0 (
)); u0 2 L1(0; T ;L2(
)); (4.1.6)

u0 2 Lp(Q); (4.1.7)

et les conditions (4.1.1) (4.1.2) (4.1.3).

REMARQUE 19.

1) La condition (4.1.2) est en fait entraînée par l�appartenance de u à L1(0; T ;H1
0 (
)):

2) La condition (4.1.7) est évidemment inutile si p < 2:

3) Il résulte de (4.1.1) et de (4.1.6) (4.1.7) que

u00 2 L2(0; T ;H�1(
)) + Lp
0
(Q); (4.1.8)

de sorte que u0(0) a un sens et la deuxième condition (4.1.3) a un sens.

REMARQUE 20.

Les hypothèses sur les données sont moins fortes que dans le Théorème 3.2.1, Chapitre 3,

et (naturellement) la solution obtenue est plus faible. On observe encore une fois un exemple

du phénomène général : la méthode de monotonie (lorsqu�elle s�applique !) permet de passer

à la limite avec moins d�estimations a priori que la méthode de compacité et permet donc

d�obtenir des solutions plus faibles avec moins d�hypothèses sur les données.

On va démontrer le Théorème 4.1.1 dans les deux numéros suivants.

4.1.1 Démonstration de l�existence

Notations :

V = H1
0 (
); H = L2(
); a(u; v) =

nX
i=1

Z



@u

@xi

@v

@xi
dx;

B(v) = jvjp�2 v; (f; g) =
Z



fgdx; jf j = (f; f) 12 ; kvk = a(v; v)
1
2 :

1) On applique la méthode de Faedo-Galerkin avec une « base » w1:::wm:::de l�espace

V \ Lp(
):
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4.1. Position du problème

Soit donc um(t) 2 [w1:::; wm] caractérisé (localement en t) par

(u00m; wj) + a(um; wj) + (B(u
0
m(t)); wj) = (f(t); wj); 1 6 j 6 m; (4.1.9)

um(0) = u0m 2 [w1; :::; wm] ; u0m ! u0 dans V; (4.1.10)

u0m(0) = u1m 2 [w1; :::; wm] ; u1m ! u1 dans H: (4.1.11)

Les mêmes estimations a priori qu�au n 3.2, Chapitre 3, montrent que

�
um demeure dans un borné de L1(0; T ;V );
u0m demeure dans un borné de L1(0; T ;H) \ Lp(Q): (4.1.12)

On va voir que ces estimations, et la monotonie, su¢ sent pour passer à la limite.

2) D�après (4.1.12) on peut extraire une suite u� telle que

�
u� ! u dans L1(0; T ;V ) faible étoile ;

u0� ! u0 dans L1(0; T ;H) faible étoile et dans Lp(Q) faible :
(4.1.13)

B(u0�)! � dans Lp
0
(Q) faible: (4.1.14)

D�après (4.1.13), u�(0)! u(0) dans H faible (en particulier) et donc u(0) = u0: Appli-

quant (4.1.9) pour m = � et j �xé, on voit que

(u00; wj) + a(u;wj) + (�;wj) = (f; wj); 8wj

et par conséquent

(u00; v) + a(u; v) + (�; v) = (f; v); 8v 2 V \ Lp(
);

et donc

u00 + Au+ � = f; (A = ��): (4.1.15)

On a donc (4.1.8). Par ailleurs on a ainsi obtenu que
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4.1. Position du problème

d

dt
(u0�; wj)! (f; wj)� a(u;wj)� (�;wj) =

d

dt
(u0; wj)

dans L2(0; T ) + Lp
0
(0; T ) faible, donc

(u0�; wj) jt=0= (u1�; wj)! (u0(0); wj)

et par conséquent

(u1; wj)! (u0(0); wj) 8j; donc u0(0) = u1:

On aura donc démontré l�existence si l�on véri�e que

� = B(u0): (4.1.16)

3) On véri�e plus loin le

Lemme 11(1) � Soit w une fonction satisfaisant à

w 2 L1(0; T ;V ); w0 2 L1(0; T ;H) \ Lp(0; T ;Lp(
)); (4.1.17)

�
w00 + Aw = g; g 2 L2(0; T ;H) + Lp

0
(0; T ;Lp

0
(
));

w(0) = u0; w0(0) = u1:
(4.1.18)

Alors, pour presque tout t 2 [0; T ], on a (2) :

a(w(t); w(t)) + jw0(t)j2 > a(u0; u0) + ju1j2 + 2
tZ
0

(g; w0)d�: (4.1.19)

Nous allons en déduire que

� lim inf tR
0

�
B(u0�)�B('); u0� � '

�
d� 6

tR
0

(��B('); u0 � ')d�

8t non exceptionnel dans (4.1.19), 8' 2 Lp(Q):
(4.1.20)

En fait pour montrer (4.1.20) il su¢ t de véri�er que

(1)Véri�cation du Lemme 11 ( voir [31,p.225 ])
(2)Il y a égalité dans (4.1.19) si u0 = 0; u1 = 0:
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4.1. Position du problème

lim inf

tZ
0

�
B(u0�); u

0
�

�
d� 6

tZ
0

(�; u0)d�: (4.1.21)

Or on déduit de (4.1.9) que

1

2
a(u�(t); u�(t)) +

1

2

��u0�(t)��2 + tZ
0

�
B(u0�); u

0
�

�
d�

=
1

2
a(u0�; u0�) +

1

2
ju1�j2 +

tZ
0

(f; u0�)d� (4.1.22)

Mais pour t �xé on peut supposer (d�après (4.1.12) et après nouvelle extraction

éventuelle de sous-suite) que

u�(t)!  0 dans V faible; u0�(t)!  1 dans H faible:

On véri�e, par un raisonnement analogue à celui fait à la �n du 2), que

 0 = u(t);  1 = u0(t):

On déduit alors de (4.1.22) que

1

2
a(u(t); u(t)) +

1

2
ju0(t)j2 + lim inf

tZ
0

�
B(u0�); u

0
�

�
d�

6 1

2
a(u0; u0) +

1

2
ju1j2 +

tZ
0

(f; u0)d�: (4.1.23)

Mais d�après (4.1.15) on peut appliquer le Lemme 11 à u en prenant g = f � �:

On déduit alors de(4.1.23) que

lim inf

tZ
0

�
B(u0�); u

0
�

�
d� 6

tZ
0

(f; u0)d� +

tZ
0

(�� f; u0)d�

d�où (4.1.21) et (4.1.20).
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4.1. Position du problème

D�après la monotonie de B , on a :

tZ
0

�
B(u0�)�B('); u0� � '

�
d� > 0

et par conséquent (4.1.20) entraîne :

tZ
0

(��B('); u0 � ') d� > 0

8t non exceptionnel dans (4.1.19) ; prenant t = tk ! T; tk non exceptionnel, on en

déduit que

TZ
0

(��B('); u0 � ') dt > 0 8' 2 Lp(Q) (4.1.24)

d�où résulte (4.1.16) par le procédé habituel. �

4.1.2 Démonstration de l�unicité

Démontrons d�abord qu�il y a égalité dans (4.1.19) si u0 = 0; u1 = 0 i. e.

a(w(t); w(t)) + jw0(t)j2 = 2
tZ
0

(g; w0) d�: (4.1.25)

Soient alors u1 et u2 deux solutions du problème. Posant u1 = u2 = w on a :

w00 + Aw = �(B(u01)�B(u02)); w(0) = 0; w0(0) = 0;

l�égalité (4.1.8) donne alors :

a(w(t); w(t)) + jw0(t)j2 = �2
tZ
0

(B(u01)�B(u02); u
0
1 � u02) d� 6 0

(par la monotonie de B ) d�où w = 0: �
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4.2. Un résultat de régularité

4.2 Un résultat de régularité

Dans le troisième et le quatrième chapitre, On a déjà introduit et utilisé l�espace de Sobolev

(d�ordre 1et 2). Plus généralement, on étend le resultat à des espaces de Sobolev Hm(
)

d�ordre quelconque m:

4.3 Conclusion

Dans ce mémoire on a montré l�existence locale et l�unicité des solutions pour une équation

d�onde semi- linéaire accrétive avec des conditions initiales , en utilisant le théorème de

Hille-Yosida. Nous avons donné un exemple et un contre -exemple d�équation hyperbolique

non linéaire avec des conditions initiales et des condition aux limites de Dirichlet. On a

démontré l�existence, l�unicité des solutions par la méthode (de Faedo-Galerkin).

Perspectives

Il serait souhaitable d�étudier

1 � Peut-on résoudre l�équation

u00 ��u+ ju0j� u0 = f

dans un ouvert non cylindrique (avec les conditions aux limites et initiales appropriées) ?

2 � A-t-on pour l�équation (par exemple)

u00 ��u+ (u0)3 = f

des résultats analogues à ceux indiqués brièvement à la Remarque 21 relatifs à l�équation

u00 ��u+ (u)3 = f ?

3 � On sait résoudre, par exemple, l�équation de la chaleur :

@u

@t
��u = f; u j�= 0; u(0) = u0;
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4.3. Conclusion

pour f 2 L�(0; T ;L�(
)); � 6= �; en trouvant u dans les classes « optimales » (u 2
L�(0; T ;W 2;�(
)): Peut-on obtenir des résultats analogues pour l�équation

@u

@t
�

nX
i=1

@

@xi

 ���� @u@xi
����p�2 @u@xi

!
= f; u j�= 0; u(0) = u0 ?

4 � Le même problème dans la quatrième chapitre avec 1 < p < 2

et des conditions

u(x; 0) = u(x; T ); u0(x:0) = u0(x:T ); x 2 
:

On donne f 2 Lp0(Q): Il existe alors une fonction u et une seule véri�ant

u = u+ u0; u0 2 H1
0 (
) +W 2;p0(
) \W 1;p0

0 (
);

u 2 L2(0; T ;H1
0 (
));

u0 2 Lp(Q):

5 � Peut-on trouver des solutions fortes périodiques dans le problème précédent (avec
des hypothèses supplémentaires sur f ) ?

6 � A-t-on des solutions périodiques pour l�équation

u00 ��u+ jujp�2 u = f ?
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Résumé

L'objectif de ce mémoire est l'étude de l'existence locale et de

l'unicité des solutions d'une équation d'onde semi-linéaire accrétive .

Pour ce faire , on utilise deux techniques différentes .

La première s'appuie sur le théorème de Hille- Yosida et la seconde

technique repose sur la méthode de F. Galerkin .

Mots-clés

Existence, unicité, onde, semi-linéaire, Sobolev.

Summary

The objective of this memory is the study of the local existence and

the unicity of the solutions of an equation of accretive semi-linear wave.

With this intention, two different techniques are used.

The first is based on the theorem of Hille- Yosida and the second

technique rests on the method of F. Galerkin .

Key words

Existence, unicity, wave, semi-linear, Sobolev.

الخلاصة

.إن ھدف ھذه الأطروحة ھو دراسة الوجودیة المحلیة والوحدانیة لحلول معادلة موجة نصف خطیة متبددة

.ھذا الغرض استعملنا تقنیتان مختلفتان من أجل 

-Hilleالأولى مستندة على نظریة  Yosida والتقنیة الثانیة تستند على طریقةF. Galerkin.

الكلمات الدلیلیة 

سوبولاف,نصف خطیة ,موجة ,الوحدانیة ,الوجودیة 
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