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0.1. Notations

0.1 Notations

Notations generales

E/

()

B(xg,r) = {z; ||z — x| < 7}
By ={z € E;||z| < 1}

*

espace dualde F
produit scalaire dans la dualité E', E
boule ouverte, centrée en xy de rayon r

boule unité

%) fonction conjuguée de ¢

L(E,F) espace des opérateurs linéaires continus de E dans F
D(A) domaine de l'opérateur A

G(A) graphe de l'opérateur A

N(A) noyau de 'opérateur A

R(A) image de l'opérateur A

o(E,E") topologie faible définie sur F

o(E'E) topologie faible * définie sur £’

— convergence faible

S:RT — L(Z) Semi-groupes

Fe(§) = Héf,ie_"g"”@(ﬂ?)dw

transformation de Fourier

Jj injection canonique de E dans E”

2 exposant conjugué de p ,c’est-a-dire % + ]% =1
p.p presque partout

|A| mesure (de Lebesgue) de 1’ensemble A
Supp f support de la fonction f

f*xg produit de convolution

| | norme Hilbertienne

=T +rA)? résolvante de l'opérateur A

Ay = Ajy régularisée Yosida de I'opérateur A
Dy %u, la] = ﬁlai

‘g—‘; dérivée normale extérieure

Au = giéf Laplacien de u



0.1. Notations

Espaces fonctionnels

QCRY ouvert

oN=r frontiere de (2

LP(R2) {f : 0 — R; f mesurable et g\f(xﬂp dx < oo}

1) f:Q — R; f mesurable et il existe une constante C telle que
[f(2)] < C pp. sur Q

C.(Q) fonctions continues a support compact dans {2

CH(Q) fonctions k fois continiment différentiables sur € (k entier >0)

C> () kQOCk(Q)

cx(©) C¥(@) N () = D)

Wi WyP wme

H'H}, H™ les espaces de Sobolev

D(Q) I'espaces de base

D'(Q) lespace des distributions

S(Q) la classe de Schwartz

S'(Q) les distributions tempérées

Bﬁs {u; u; B{f’s = [|205¢p; * u; lj(L;)H < oo} les espases de Besov

Ff’s {u; Hu, Fﬁs = [|275¢, * u; Lg(lj)” < oo} les espases de Triebel-Lizorkin




0.2. Introduction

0.2 Introduction

Ce travail, comprend quelques problémes aux limites pour des équations aux dérivées par-
tielles semi-linéaires du deuxiéme ordre et un probléme dynamique de la diffusion.

La premiére catégorie des problémes aux limites, modélisent les petites vibrations, par
exemple, d’une corde, d’'une membrane élastique et de maniére générale la propagation d’une
onde (acoustique, électromagnétique, etc) dans un milieu élastique homogene @ C R™. Ces
phénomeénes sont modélisés mathématiquement par ’équation des ondes linéaires ou non-
linéaires suivant le cas, avec des conditions aux limites et initiales. En pratique, la partie
non-linéaire définit les changements des perturbations du phénomeéne.

Le dernier probleme, est celui de la diffusion et est du type parabolique. Ce genre
de problémes interviennent dans plusieurs applications, comme la théorie de la chaleur, la
diffusion des gaz, etc.

Dans le premier chapitre, on a introduit un rappel sur ’analyse fonctionnelle, dans le
deuxiéme, le troisiéme et le quatriéme chapitres, on a considéré d’abord, le modele mathé-
matique

général des ondes perturbées, composée d’'une équation différentielle semi-linéaire du
second ordre et de type hyperbolique, dans un ouvert €2 de R™ borné et de frontiere I'
réguliére avec :

- une condition aux limites de Dirichlet v = 0 sur I,

- des conditions initiales : déplacement initial ug(z) et la vitesse initiale u(x).

On commence dans le deuxiéme chapitre par I’étude de ’existence locale et de 'unicité
des solutions pour une équation d’onde semi- linéaire accrétive uy — Au = ug |ug|[” -1 ,pour
p>1. a2 €Rt>0.

On utilise pour cela essentiellement le théoréme de Hille-Yosida.

Dans le troisiéme et le quatriéme chapitres , on introduit un exemple et un contre -
exemple d’équation hyperbolique non lin¢aire v” — Au + |[o/|° v’ = f, dans Q, p > 0. On

démontre alors P'existence et 1'unicité des solutions par la méthode (de Faedo-Galerkin).
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1.1. Définition et propriétés élémentaires de la topologie faible o(E, E')

1.1 Définition et propriétés élémentaires de la topolo-
gie faible o(FE, E')

Soit E un espace de Banach et soit f € E'. On désigne par ¢, : £ — R I'application définie
par ¢;(r) =< f,x >. Lorsque f décrit E', on obtient une famille (¢;)scx d’applications
de E dans R.

Définition 1. La topologie faible o(E, E’) sur E est la topologie la moins fine sur F

rendant continues toutes les applications (¢;)sepr.
Proposition 1.1.1 ) La topologie faible o(E, E') est séparée.

Proposition 1.1.2 Soit g € E; on obtient une base de voisinages de xo pour la topologie

o(E, E") en considérant tous les ensembles de la forme:
V= {CL' e FE, |<f1,33—270>| <e Vi€ ]}

ou [ est fini, f; € E' et € > 0.

DEMONSTRATION. - 1l est clair que V = irg]goﬁl(]ai —¢,a; +¢€[) avec a; = (f;, xo) est
un ouvert pour la topologie o(FE, E') et contient xg. Inversement soit U un voisinage de
pour o(E, E'). On sait ([1, p.34]) qu’il existe un voisinage W de zog, W C U de la forme:

W = ig(p;il (w;), I fini, et w; voisinage (dans R) de (f;, o) = a;. Donc il existe € > 0
tel que |a; — €, a; + €[C w; pour chaque ¢ € I. Par suite zo € V C W C U.

Proposition 1.1.3 ) — Soit (z,,) une suite de E. On a:

i) [0 — 2 pour o(B, B)] & [(f,a0) — (f,2) Vf €

ii) Six, — x fortement, alors x, — x faiblement pour o(E,E")

iii) Si x, = faiblement pour o(E,E'), alors ||x,| est bornée et |z| < liminf |z, .
iv)  Siz, — x faiblement pour o(E,E') et si f, — f fortement dans E' (i.e.

an - fHE’ - 0)7 CLZO?”S <fn7xn> - <f7$>

(Upreuve . ( voir [1,p.35 ])

2)preuve . ( voir [1,p.36 ])



1.1. Définition et propriétés élémentaires de la topologie faible o(E, E')

REMARQUE 1— Lorsque FE est de dimension finie, la topologie faible o(E, E’) et
la topologie usuelle coincident. En particulier une suite (x,) converge faiblement si et
seulement si elle converge fortement.

REMARQUE 2.

— Lorsque E est de dimension infinie la topologie faible o(F, E’) n’est pas métrisable .

— Lorsque E est de dimension infinie il existe en géneral des suites qui convergent
faiblement mais qui ne convergent pas fortement.

Définition 2. — Une fonction ¢ : E —]—o00, +00] est dite semi-continue inferieurement
(s.c.i.) si pour tout A € R, 'ensemble [p < A] = {z € F;p(z) < A} est fermé

Définition 3. — Une fonction ¢ : F —] — 00, +00]| est dite convexe si p(tx+ (1 —1)y) <
to(z)+ (1 —t)ply) Vz,y € E, Vt€]0,1].

Proposition 1.1.4 — les convezes fortement fermés sont faiblement fermés.

DEMONSTRATION. — Si C' C E est convexe fermé, soient U = E\C et xy € U.
D’apres le théoréme de Hahn-Banach il existe f € E' et o € R tels que

(fimo) <a<(f;y)

pour tout y € C. Alors {z € F; (f,z) < a} est un ouvert faible inclus dansU et contenant
xo. Ceci montre que U est faiblement ouvert, et donc que C' est faiblemen fermé.

° Corollaire .1.1.1 — Soit ¢ : £ —] — 00, +00] une fonction convexe, s.c.i. (pour
la topologie forte). Alors, ¢ est s.c.i. pour la topologie faible o(F, E’). En particulier si

x, — x pour o(FE, E'), alors
(x) < liminf p(z,).

REMARQUE 3 . — On retrouve en particulier que si x,, — = pour o(E, E’) alors
||| < lim inf ||x,|]. En effet la fonction ¢(z) = ||z| est convexe et continue pour la
topologie forte, donc a fortiori ¢ est s.c.i. pour la topologie forte — et par consequent ¢ est
s.c.i. pour la topologie faible o(E, E').

Définition 4. — Soit £ un espace de Banach et soit J I'injection canonique de E dans

E" (voir § I11.4 [1]). On dit que FE est reflexif si J(E) = E".



1.2. la topologie faible x o(FE', E)

Lorsque F est reflexif on identifie implicitement E et E” (a I’aide.de 'isomorphisme .J).

* La topologie faible est intéressante lorsqu’on connait bien E’. C’est le cas par exemple
pour LP(§2) avec 2 un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesgue et p € [1;400], dont le
dual topologique s’identie avec L” avec 713 + z% = 1 (voir le tableau ) via le théoréme de
représentation de Riesz ([1, p. 61]) : pour tout f € (LP(Q))" il existe un unique v € L (Q)
tel que, quel que soit u € LP(9),

(fyu) = /vu. (1.1.1)

Le théoréme qui suit montre qu’elle est plus intéressante si ' est réflexif, c’est & dire
isomorphe & son bi-dual E” (par I'injection canonique z — Jz* : f — (f, z)).

Théoréme 1.1. (Kakutani). La boule fermée unité est faiblement compacte si et
seulement si I'espace est réflexif.

DEMONSTRATION. — Supposons d’abord que E est reflexif. Alors J(Bg) = Bpgn
.D’autre part (theoréme III.15[1]) Bg» est compact pour la topologie o(E, E"). 1l suffit
donc de verifier que J~! est continu de E” muni de o(E”, E’) a valeurs dans F muni de
o(E, E"). 1l reste a prouver (cf. proposition II1.2 [1]) que pour tout f € E’ fixé Papplication
v (f, J7LE) est continue sur E” muni de o(E", E’). Or (f, J71&) = (&, f) et 'application

& — (&, f) est bien continue sur E” muni de o(E", E').

1.2 la topologie faible % o(F’, F)

Etant donné un espace de Banach FE et son dual topologique E’, on peut bien entendu définir
la topologie faible sur £’. On va en fait définir une topologie encore moins fine (strictement

si £ n’est pas réflexif).

(UTAB. Espaces L?(2) avec Q un ouvert de R” muni de la mesure de Lebesgue

espace réflexif | séparable espace dual
Lt non out L
P 1 <p<oo out ous L”,,%—l-ﬁ:l
Lee non non oLt

2)Surtout ne pas confondre avec I'application de dualité, F : E — E’, introduite a la remarque 1.2 1],

qui est en général non linéaire (sauf cas Hilbertien).

10



1.2. la topologie faible x o(FE', E)

Définition 5. — La topologie faible * désignée aussi par o(E’, E) est la topologie la
moins fine sur E’ rendant continues toutes les applications ¢, : B/ = R: f — ¢ (f) = (f, x)
Pour chaque x € E.

Comme E C E”, il est clair que la topologie o(E’, E') est moins fine que la topologie
o(E', E"). Autrement dit la topologie o(E’, E) posséde moins d’ouverts (resp. fermés) que
la topologie o(E’, E”) [qui & son tour posséde moins d’ouverts (resp. fermés) que la topologie

forte].

Proposition 1.2.1 — La topologie faible x o(E', E) est separée. (Ceci résulte quasiment

directement des définitions) .

DEMONSTRATION. — Si f; et fy sont deux éléments distincts de £, il existe = € F
tel que (f1,x) < (f2, ). En choisissant un nombre réel « €](f1, ) , (f2, x)[, on peut prendre
O, ={feE;{(f,r) <a}let Oy ={f € E';(f,x) > a} comme ouverts faibles * séparant
f1 et fa.

Proposition 1.2.2 Vf, € E’, une base de voisinages faibles x de fy est formée par les

ouverts faibles x de la forme

{f e ESKf = fo,wi)| <e Viel},

oue >0, [ estfinietx; € F.

N otation. — Etant donnée une suite (f,) de £’ on désigne par f, — f la convergence
de f,, vers f pour la topologie faible x o(FE’, F'). Afin d’éviter les confusions on précisera
souvent

«fo = f pour o(E', E) », «f, = f pour o(E',E") » et «f, — f fortement ».
Proposition 1.2.3 M) — Soit (f,) une suite de E'. Ona

(1) [fa = f pour o(E',E)] & [(fo. ) — (f,2) Vo € E]
(ii) Si f, — f fortement, alors f, — f faiblement pour o(E', E").
Si f, — f faiblement pour o(E', E") alors f, — f pour o(E', E).

(U]a meéme démonstration de la proposition 1.1.3

11



1.3. Métrisabilité et séparabilité

(iii) Si f, > f pour o(E' E), alors ||f,| est bornée et ||f|| < liminf|f,| .
(iv) Si f, = f pour o(E',E) et si ¥, — = fortement dans E (i.e. |, — x| — 0),
alors (fn, zn) — (f, ).

(v)  Sif, bornée dans E’, alors il existe une sous-suite extraite {f,, } qui converge
pour la topologie o(E', E) . C’est a dire : (f,,,,x) — (f,x), Vo € E.

REMARQUE 4. — On verra dans la suite (théoréme VI.5 [1]) que la boule unité fermée

d’un espace normé de dimension infinie n’est jamais compacte pour la topologie forte.

1.3 Meétrisabilité et séparabilité

La notion de compacité définie par la propriété de Borel-Lebesgue (définition [3 ,p.1]) est
équivalente a la propriété de Bolzano-Weierstrass (selon laquelle toute suite bornée admet
une sous-suite convergente) seulement dans les espaces métriques. Or l’espace E' muni
de la topologie faible * n’est pas métrisable si E est de dimension infinie. Cependant, la
boule fermée unité de E’ est métrisable si F est séparable (c’est- a-dire admet une famille

dénombrable dense): il suffit (voir [1, p. 48-49]) de définir la distance d par:

A(f,g) = z°°2 0 = g,2a)].

ol (z,)nen+ est une famille dénombrable dense dans la boule fermée unité de E.

° Corollaire 1.3.1. — Si E est séparable, toute suite bornée dans E’ admet une
sous-suite faible % convergente.

Ceci s’applique par exemple & £ = L' : toute suite bornée dans L> admet une sous-suite
faible * convergente.

° Corollaire 1.3.2. — Si E est réflexif, toute suite bornée dans E’ admet une

sous-suite faiblement convergente.

12



Partie 11

Les espaces fonctionnels
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1.4. Définition et propriétés élémentaires des espaces LP.

1.4 Deéfinition et propriétés élémentaires des espaces

L7,

Définition 6. — Soit p € R avec 1 < p < 0o et {2 un ensemble au sens de lebesgue de R"

; on pose
LP(Q) = {f :Q — R; f mesurable et [ |f(z)]" dx < oo} :
Q
on note
1/p
= | [ 1@ do (1.4.1)
Q
Définition 7. — Si p = oo , on note L*>(Q2) l'espace des fonctions mesurables essen-

tiellement bornées sur €2 ; on pose:

L>(Q) =
{f:9Q — R; f mesurable et il existe une constante C' telle que |f(x)| < C p.p. sur Q}.

on note

| fll =inf{C >0,|f(x)] < C p.p.sur Q} = supﬂess lfl. (1.4.2)
REMARQUE 5 —Si f € L™ on a
[F@)] < [1fll e p-p- sur Q.
s =1

Notation.— Soit 1 < p < 0o ; on désigne par p’ 'exposant conjugué de pi.e.
Théoréme 1.4.1. (Inégalité de Hélder). — Soient f € LP et g € L* avec 1 < p < 00.
Alors f.g € L' et

( voir [1,p.56 ])

(Upreuve .

14



1.4. Définition et propriétés élémentaires des espaces LP.

/umswmmmmw (1.43)

DEMONSTRATION. — La conclusion est évidente si p = 1 et si p = 0o. Supposons

donc que 1 < p < oo. Rappelons I'inégalité de Young'").

1 1
ab < —a” + =0’ Ya >0, Vb=0. (1.4.4)
p p

la demonstration de I'inégalité est évidente : la fonction log étant concave sur |0, +o0]

o1n a

log(%ap + Z%b”') > +loga? + Z%log W' = log ab.

1
p

Donc

@) g@| < Ef@F + F 9@ ppxeq.

Il en résulte que fg € L' et que

1 1 /
[ 1891 <11 + sl (145)

Remplacant f par Af (A > 0) il vient

D
J1891< 151+ 5 Nl - (1.46)
On choisit A = | f||» + | gH’Zp/,p (de maniére & minimiser le membre de droite dans

(1.4.4)). On obtient alors (1.4.1).
° Corollaire 1.4.1. (Inégalité de Holder généralisée). — soient fi, fo,.., fr des
fonctions telles que f; € LPi(§2), 1 < i < k avec % = pil + p% + ..+ pik < 1.

. . . / _1
()Que I’on utilisera aussi parfois sous la forme ab < ea? + C.bP avec C. = ¢ »-1.

15



1.4. Définition et propriétés élémentaires des espaces LP.

Alors le produit f = fifs...fr appartient a LP(2) et

111, < Lfull, - Ml - (1.4.7)

En particulier si f € LP(Q) N LI(2) avec 1 < p < g < oo, alors f € L7()) pour tout

p <r < q etlon al'inégalité d’interpolation

1 a 11—«

17l < IAIZ W ot 2= 24 —— (0<a <) (14.8)

Théoréme 1.4.2.1Y) [P est un espace vectoriel et ||.||;, est une norme pour tout 1 <

p < 0.

Théoréme 14.3.Y) (Riesz-Fischer). — LP est un espace de Banach pour tout 1 < p <

Théoréme 14.4. (Premiere inegalite de Clarkson). — Soit 2 < p < oo ;on a

p p

f—g 1
<SG+ gl h.g € L. (1.4.9)
Lp Lr

DEMONSTRATION. — Bien entendu, il suffit de montrer que

f+y
2

i

222" 4|25t < L(lafP + b)) Va,bER.
on a
af + P < (a? +62)p/2 Vo, 3 >0

(se ramener au cas ol 3 = 1 et noter que la fonction (22 + 1)?/2 — 27 — 1 est croissante

a—b
2

sur [0,00] ). prenant o = |“2| et g = | il vient
— 2 —p|2 2 2
[+ 1 < (P + [ )2 = (5 + 52 < dal” 4 5 ol
Théoréme 1.4.5. (Théoréme de représentation de Riesz). — Soit 1 < p < oo et soit

@ € (LP). Alors it existe u € LP unique tel que

<o, f>= /uf Vfell. (1.4.10)

de plus on a

(Upreuve . ( voir [1,p.57 ])
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1.5. Notions de base sur les distributions

[ull = ||<P||(Lp)/- (1.4.11)

Théoréme 1.4.6 (Densité). — L’espace Cy(£2) est dense dans LP(2) pour 1 < p < oo.
lemme de gronwall
soient ¢ € L>®(0,T) , ¢(t) =0, p.p. t € [0,T], et u € L0, T) , u(t) =0, p.p. t € [0,T].

on suppose

¢(t) <

O%r&-

p(s)p(s)ds + C, p.p. t € 10, T], (C = constante).

Alors

o(t) < Cexp(/u(s)ds),p.p.t € [0, 7). (1.4.12)

e Convolution et régularisation

Théoréme 1.4.7.) — Soient f € LY(RY) et g € LP(RY) avec 1 < p < <.

Alors, pour presque tout x € R, la fonction y — f(x — y)g(y) est intégrable sur RY.
On pose

(f % g)(x) = / £ — 1)g(y)dy. (14.13)

Alors f* g€ LP(RY) et
1f* gl < N lpallgllze - (1.4.14)

1.5 Notions de base sur les distributions

Rappels et notations
Soient © ouvert de R™ et une application f : © — R" (ou C") définie par f(x) =
(fi(x1, e, N), ooy frlT1, oy TN)).

(Wpreuve . ( voir [1,p.67 )
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1.5. Notions de base sur les distributions

Rappelons que Papplication f est de classe CP sur 2 — ce que l'on note f € CP(Q2, R™)
— si toutes les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal a p des fonctions fi, ..., f,, sont
continues sur . L’espace CP(Q2,R) ou CP(£2, C) selon le contexte est noté CP(£2).

Lemme 2 (Schwarz) Soit Q ouvert de RY. Si ¢ € C*(Q) alors, pour tous k <1 =1,..., N

,on a

0%¢ 0%

Oxr0x; ~ Ox;07k sur §D.

f€CHQ), alors O f(z) ou d,, f(x) désigne la dérivée partielle %(m).

pour tout k=1, ..., N, ainsi que

O, f ()
Vf(x)ouV,f(z) = :

Ony f ()

Passons au cas des dérivées partielles d’ordre supérieur.
On nomme "multi-indice" tout élément o = (ay,...,ay) € N¥ . A tout multi-indice

a € N¥ on associe sa longueur |o| = a3 + ... + ay.

Pour chaque multi-indice & € NV | on note les dérivées partielles itérées d'une fonction

f de classe C* sur 2 comme suit :

0%f(x) ou 0% f(x) désigne ma‘?&(:c).

l '--&C%N
c’est- a-dire que
0% f(z) ou 05 f(x) = Ogt...09N f(x).

Par analogie, pour tout = € R et tout a € NV, on note x® = z{*...2%.
Notons encore, pour tout o € NV et tout 3 € NV, 8 < « si seulement si 3, < oy, pour
kE=1,..,N.
@ al o8l ]
On posera alors P = g ou ol = arlayl.
Avec ces notations, on peut écrire trés simplement

(a) la formule du bindme :

18



1.5. Notions de base sur les distributions

(+y) =) (g) T (1.5.1)

(b) la formule du multinéme :

k!
(14 ... +ay)* = Z L (1.5.2)
la|=k

(c) la formule de Leibnitz : pour f,g € CP(12) et |a| < p

o (fg) = (“) 928 108y (1.5.3)

B<a B

1.5.1 Fonctions de classe C* a support compact

Définition 8.— Soit une fonction continue ¢ définie sur un espace topologique X et a

valeurs dans R ou C. Le support de la fonction ¢ est

supp(¢) ={r € X \ ¢(x) #0} .

Exemple 1
Considérons la fonction E : R — R définie par E(z) = e/* siz < 0 et E(z) = 0 si
z > 0.

Il est clair que E est de classe C* sur R* ; d’autre part, on montre que
E™(z) = P,(1)e’/* pour tout z < 0,

ou P, est la suite de polynémes définis par la relation de récurrence

Po(X) =1, Pop(X) = —X3(P(X) + Fu(X));n > 0.

On en déduit que E(")(x) — 0 lorsque x —— 0~ pour tout n > 0 et donc que
E € C*®(R). D’autre part, le support de F est R_.

A partir de la fonction E, on construit trés simplement une fonction F' de classe C* sur
R et a support dans un segment [a,b], ot a < b sont deux réels quelconques : il suffit de

poser
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1.5. Notions de base sur les distributions

F(z) = E(a — z)E(x — b) pour tout x € R
c’est- a-dire

F(z) = e_(b—s)_ﬁ si x €la, b],

F(x)=0 stz €] — 00,a] U[b,+o0].

Il est clair que F' € C*°(R) et que supp(F') = [a, b].
e L’espace de base D((?)
On appelle espace de fonctions d’essai et que I'on note D({2) 'espace des fonctions ¢

définies et indéfiniment dérivables et & support compact dans 2. autrement dit,
D(Q2) = {espace des fonctions C*> a support compact C Q}.

On désigne par D(Q2) I'espace des restrictions a Q des fonctions de D(R™).
REMARQUE 6.—

supp(p) C suppp N suppy, pour tout p, 1 € D(Q).

Définition 9.(Convergence dans D(2) ) — On dit qu’une suite {p,,n € N} C D(Q)
converge vers une fonction ¢ € D(Q), s'il existe un compact K contenu dans € tel que :
i) supp(e,) C K, Yne N

ii) 0%(¢,,) converge uniformément vers 0%p, Va = (aq, ..., 4, ...,ap) € N

Proposition 1.5.1 ) Vp > 1, I"ensemble D(Q) est dense dans LP(Q).

1.5.2 Espace des distributions D'()

Définition 10. (Notion et Caractérisation de distribution) — Soient N > 1 entier et 2 un
ouvert de RY. Une distribution 7" sur € est une forme linéaire sur C°(92) a valeurs réelles
(ou complexes) vérifiant la propriété de continuité suivante :

pour tout compact K C €0, il existe Cx > 0 et px € N tels que, pour toute fonction

test ¢ € C°(N2) avec supp(p) C K,

(U Preuve .[6,p.148]
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1.5. Notions de base sur les distributions

(T’ )| < Cmax sup [0%¢p(x)] .

lal<p zeK

Autrement dit

e Vo e D(Q), ¢ — (T,p) est linéaire de D(2) dans R

1.54
e Si p; — 0 dans D(Q) alors (T',¢;) — 0 dans R ( )

T €D'(Q) @{

On note toujours D’(2) 'espace vectoriel (sur R ou C) des distributions sur €2 ( & valeurs
respectivement réelles ou complexes ).
On dira, que deux distributions 77 et 75 sur {2 sont égales si elles le sont en tant

qu’applications de D(2) dans R
<T17 §0> = <T27 ()0> V()D € D<Q)
REMARQUE 7.— Toute foncion f de L?(f2) engendre une distribution Ty € D'(2 définie
par

Ty(p) = Ty, ¢) = gf(w)w(w)d% Vi € D().

Exemple 1 (Masse de Dirac) A tout point zy € © ouvert de RV, on associe la forme
linéaire définie par

(029, ) = @(x0), pour toute fonction test ¢ € D(Q).

Evidemment, pour tout compact K C €2 et toute fonction test ¢ € C*(2) a support
dans K, on a

(020, )| < sup ()]
zeK

Donc §,, est une distribution d’ordre 0 sur €.

Exemple 2 A tout point zy € R, on associe la forme linéaire définie par

(80, 6) = (~1)"¢™ (z0), Vi € D(R).

A nouveau, pour tout compact K C R et toute fonction test ¢ € C*°(R) a support dans

K,ona

)<5§?)’ 90>’ < sup | ()| [ 2= gy
zeK 0
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1.5. Notions de base sur les distributions

et on vérifie que 5;’0”) est une distribution d’ordre m sur R.

Proposition 1.5.2 (Continuité séquentielle des distributions) Soient 0 ouvert de RY et

T € D'(Q). Alors, pour toute suite (¢,,)n>1 des fonctions test appartenant & D(QY) et telle

que

©, — ¢ dans D(Q2) lorsque n — oo,

on a

(T, @,) — (T, ) lorsque n — 0.

Définition 11. (Distributions positives) — Soient  ouvert de RY et T une distribution
sur {2 . On dit que 7" est une distribution positive, ce que ’on note 7" > 0, si

(T, p) = 0 pour tout ¢ € D(QQ) telle que ¢ > 0 sur Q.

Définition 12. (Suite convergente de distributions) — Soient N > 1 entier et 2 ouvert

de RY | ainsi que (7},),>1 une suite de distributions sur Q2 . On dit que

T,, — T dans D'(Q) lorsque n — oo,

si, pour tout ¢ € D(),

(T, ) — (T, ¢) lorsque n — oo.
Exemple 1 (Dipole de moment 1) Dans le cas N =1 et 2 =R, on pose

Tn = Mg(él/n - 571/71)7 n = 1.

Nous avons A%((SHN— d) — —(5§1)

Alors on vérifie sans peine que

T, — —uéél) dans D'(Q2).

(pour plus information ,voir [5, p.67]).

Exemple 2 Dans R, on considére, pour tout entier n > 1, la fonction localement

intégrable sur R définie par
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1.5. Notions de base sur les distributions

1[1/n+oo[(‘x|) .

T, : z— ~ :

Alors, on vérifie & nouveau sans aucune difficulté que
1 /
T,, — vp ; dans D'(Q) lorsque n — oo.

REMARQUE 8.— On peut identifier L?(€2) & son dual et comme D(f2) est dense dans

L*(9), on a les inclusions suivantes
D(Q) C L*(Q) = (L*(2)) Cc D'(Q).

Définition 13. (Dérivation des distributions) — Soient N > 1 entier, 2 ouvert de RY

et '€ D'(Q). Pour tout j = 1,..., N, on définit la distribution 0,,7" par la formule
<8ij, <p> =— <T, 8xj<p> , pour tout ¢ € D(N).

Evidemment, cette notion de dérivation coincide avec la notion habituelle pour les fonc-

tions de classe C!.

Proposition 1.5.3 (Dérivation classique et dans D') — Soit Q ouvert de RY.Pour toute

fonction f € C(Q)
OnTr =To, 1, j=1 .. \.

Exemple 1 (Dérivée de la fonction de Heaviside) — Notons H la fonction de Heaviside

définie par
H(z)=1g,(z), z €R.
Alors
H' = §y dans D'(R).

Définition 14. (Dérivées d’ordre supérieur dans D') — Soient un entier N > 1, un

ouvert Q de RN et T € D'(2). Pour tout multi-indice « € N, on pose

(02T, ) = (=1)I*I(T, 0g) . pour tout ¢ € D(Q).

23



1.5. Notions de base sur les distributions

Exemple 1 (Dérivées de la masse de Dirac) — Dans D'(R), on a
Oy = 601
ol 59(0?) est la distribution d’ordre m définie ci-dessus par la formule
(3.0 ) = (=1 (B0, O0) = (=)™ (x0), Vop € D(Q).

Définition 15. (Continuité dans D'(2)) — On dit qu’'une forme linéaire A : D'(2) —
D'(2) est continue si pour toute suite de distributions {7,,,n € N} C D’(Q2) I'implication

suivante est vérifié

T,, converge dans D'(§2) vers T' = A(T,,) converge dans D’'(Q2) vers A(T).

Proposition 1.5.4 (Continuité de la dérivation dans D'(Q2))— Soient Q ouvert de RN et

(Th)n=1une suite de distributions sur §). Supposons que
T,, — T dans D'(Q2) lorsque n — 0.
Alors, pour tout multi-indice o € N, la suite des dérivées multiples
09T, — 09T dans D'(2) lorsque n — oo.
DEMONSTRATION. — En effet, pour toute fonction test ¢ € D(Q2) , on a

(02T, @) = (~D)N(T,,, 050) — (—1) (T, 829) = (2T, ) lorsque n — co. W

1.5.3 La classe de Schwartz S(R")

Définition 16. (L’espace S(R")) — On note S(R™) l'espace des fonctions de classe C* sur
R™ & décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées.
Autrement dit, une fonction ¢ € C*°(R™) appartient a S(R™) si
sup ‘x"‘@ﬂcp(w)’ < oo pour tous a, 3 € N,
TzER™
S(R™) est un espace vectoriel sur R (ou sur C ).

Exemple 1 (Quelques fonctions de §) — D(R"™) C S(R™). Toutes les fonctions de la

forme
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1.5. Notions de base sur les distributions

o(z) = P(z)e~l=’

avec a > 0 et P fonction polyndéme appartiennent a la classe de Schwartz S(R").

En revanche, aucune fraction rationnelle (autre que la fonction nulle) n’appartient a la
classe de Schwartz.

La topologie de I'espace S(R™) n’est pas définie par une norme, mais par une famille

dénombrable de normes, définies comme suit : pour toute fonction ¢ € S(R"), on pose

Nolp) = > sup [2°0%p(z)|, peN.

|al,|Bl<pr€R™

Grace a la famille de normes N, on peut définir ce qu’est une suite convergente dans
S(R™).
Définition 17. (Suites convergentes dans S(R")) — Une suite (,,)m>1 de fonctions de

S(R™) converge vers une fonction ¢ € S(R") dans 'espace S(R™) si
N, (¢, — ¢) — 0 pour tout p > 0 lorsque m — oc.

Proposition 1.5.5 () (Densité de I'espace D(R") dans S(R™)) — D(R") est sous-espace de
S(R™) partout dense dans S(R™).

C’est a dire que pour tout a, 8 € N, tout € > 0 et pour toute fonction u € S(R™) il
existe une suite {y,,, m € N} C D(R") telle que

lim (sup |$0‘85(g0m) - xaaﬂu’) =0.

m—0o0 rER?

° Corollaire 1.5.1. (Densité de S(R") dans LP(R")). — Pour tout p € [1, 0],
toute fonction de LP(IR™) est limite au sens de la norme L? d’une suite de fonctions appar-
tenant a S(R").

DEMONSTRATION. — C’est évident puisque D(R™) C S(R") , et que, d’apres Ila
proposition 1.5.1 , I'espace D(R") est dense dans LP(R"™) pour 1 < p < co. B

(U Preuve: voir [6, p.7] B
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1.5. Notions de base sur les distributions

1.5.4 Les distributions tempérées

Définition 18. (L’espace S'(R™) des distributions tempérées sur R" ) — Une distribution
tempérée est une forme linéaire continue sur S(R"), c’est- a-dire une forme linéaire 7' sur

S(R") telle qu’il existe un entier p > 0 et C' > 0 pour lesquels
(T, p)| < CN,(p) pour tout p € D(R™).

L’ensemble des distributions tempérées est un C-espace vectoriel, que 1’on note S'(R™).
Comme D(R") C S(R"), toute distribution tempérée T € S’(R™) définit par restriction

une forme linéaire
DR™) 2 o= (T, ).

Cette forme linéaire est évidemment une distribution puisque, pour toute fonction test

¢ € C*(R™) a support dans un compact K de R", on a

N, (o) < A% (p + 1)*"max sup |0%p(z)| avec Ax = max,ex(1+ |z]).

le|<p zeK

Par conséquent
S'(R™) C D'(R™).

Exemple 1 (Quelques distributions, tempérées ou non)
Toute distribution & support compact est tempérée E'(R™) C S’'(R").
Toute fonction appartenant a ’espace de Lebesgue LP(R™) avec 1 < p < oo définit une

distribution tempérée
LP(R™) C 8'(R™) pour tout p tel que 1 < p < 0.

Toute fonction continue a croissance polyndémiale définit une distribution tempérée sur
R™.

Théoréme 1.5.1. — (Caractérisation des distributions de S'(R™)) — Toute distribution
T € 8'(R") est de la forme

T =9((1+ |z)*)™f) au sens des distributions
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1.5. Notions de base sur les distributions

ol a € N", ot m est un entier naturel, et ot f est une fonction continue bornée sur R".
Définition 19. (Convergence dans S'(R™) ) — On dit qu’une suite (7},),>1 de distrib-

utions tempérées converge vers 7' € S'(R") si
(T, 0) — (T, ) lorsque n — oo pour tout ¢ € S(R").

Définition 20. (Transformation de Fourier sur S ) — A toute fonction ¢ € S(R"), on
associe sa transformation de Fourier

Fo (ouencore p ) : R" — C

E— Fop() = /e‘ig'mgo(x)dx (1.5.5)

]Rn

pour tout z.£ € R" par x.£ le produit scalaire usuel sur R™ défini par : z.£ = > 2:&,.
=1

L’application linéaire F est définie pour tout ¢ € S(R"), puisque, pour tout & c R» , on

e o(x)| = le()].

Théoréme 1.5.2. — (Formule d’inversion de Fourier sur S(R"™)) — La transformation
de Fourier est un isomorphisme de C-espaces vectoriels de 'espace S(R™) sur lui-méme.

L’inverse de cet isomorphisme est donné par la formule

dg
(2m)"’

Flp(x) = /em'gw({) x € R". (1.5.6)
Re

Enfin, les isomorphismes F et F~! sont continus sur S(R").

Définition 21. (Transformation de Fourier d’une distribution tempérée ) —

On remarquera d’abord que : ¢ € S(R") = ¢ € S(R").

A toute distribution tempérée T' € S’'(R™), on associe sa transformée de Fourier FT qui

est la distribution tempérée définie par

(FT, ) = (T, Fe) pour toute fonction ¢ € S(R").
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1.6. Les espaces de Sobolev

On désigne par(f, g) le produit scalaire dans L?(Q), i.e.

(r9) = [ f@)gla)da, (1.57)

et également le produit de dualité entre f € D’'(£2) (espace des distributions sur 2 ), et
g € D(Q) (espace des fonctions C*> sur €2 et a support compact dans € ).

Proposition 1.5.6 (Transformation de Fourier dans S’ et opérations) — Soit une distrib-

ution tempérée T € S'(R™). Alors

a) pour tout k =1,....,n,ona F(0,T) =i, FT;

b) pour tout k =1,...,n,ona  F(x;T) =0 FT;

c) pour tout a € R" en notant 7,: 1+ x+a,ona F(Tor,) = FT;
d) pour tout a € R"ona F(e *FT) = (FT) o Ty

pour tout k =1,....,n,ona F(05T) = (i€, FT

pour T}, T € S'(R™) alors F YT\ Ty) = F T « F~'T.

e

(
(
(
(
(
(f

)
)

1.6 Les espaces de Sobolev

Définition 22. (Espaces de Sobolev W#P(€)) ) — Soient 2 ouvert de R”, un entier k¥ € N
et p € [1,00]. L’espace de Sobolev W#P(Q) est défini par

WkP(Q) = {f € LP(Q);0°f € LP() pour |a| < k}.
Cet espace est muni de la norme

1/p
1/p

I lweny = | Do 10 ey | = Z/I(?O‘f(x)lpdx : (1.6.1)
|| <k
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1.6. Les espaces de Sobolev

Evidemment Wo?(Q) = LP(Q).

On vérifie sans peine que les espaces W#P(2) munis de la norme ainsi définie sont des
espaces de Banach — c’est une conséquence facile du fait que LP(€2) muni de la norme
[l ooy est complet, du fait quune suite de fonctions convergeant dans LP(§2) converge
dans D'(Q2) vers la méme limite, et enfin de la continuité de la dérivation dans D'(2).

Un cas particulier trés important de ces espaces de Sobolev est celui ot p = 2.0n note,

pour tout k£ € N,
H(Q) = WF2(Q).

Par rapport aux espaces de Sobolev W*?(Q), les espaces H*(Q2) possédent une propriété

supplémentaire fort agréable : ce sont des espaces de Hilbert, pour le produit scalaire

(f, Qar@ = > (0°f,0°9) 2. (1.6.2)
lal<k
ou on rappelle que
(6 0) e = [F@()ds (1.63)
Q

et la norme associée a ce produit scalaire

1/2
1/2

||f||Hk(Q) = (f, f)}lﬁl/g(ﬂ) = Z ||5af||22(9) = Z/ |aaf($)|2d1’ . (1.6.4)
Q

o<k
la|<k

Lemme 3 Soit k € N* et f € S'(R") ; il y a équivalence entre
(1) f e HYR");

(2) pour tout multi-indice o € N" tel que |a| < k, on a

EFf e LA(RY).
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1.6. Les espaces de Sobolev

D’apres le théoréme de Plancherel et la Proposition 1.5.8 (a)

(f, )@ = @y 2 (EOFF,EFg) 12y,

|al<k

de sorte que

o [ (L+ [P IFF©) de.

Rn

(f: Dy = oy | (252a> [FF(E)I dt =

la|<k
Définition 23. (Espaces de H*(R")) — Pour tout s € R, on définit

H*R™) = {f € S'(R"); (1+[¢°)2Ff € L2R™)}

et on pose

1 o
(£ = o / (1+ €2 FFE)Fo(€)de. (1.6.5)

R

L’espace vectoriel H°(R") est un espace de Hilbert pour la forme sesquilinéaire ( , ) gs(gn).

Dans toute la suite, on note ||.|| ;. (g« la norme hermitienne .
Proposition 1.6.1 () (Echelle des espaces H*(R")) — Soient s,t € R.

(a) Si s < t, alors H'(R™) C H*(R™) et cette inclusion définit une application

linéaire continue, car

/]

Ho@r) S ||f”Ht(Rn) ,f € H'(R");
(b) Pour tout s > 0, on a
H*(R") € L2(R") C H—*(R")

et ces deux inclusions sont continues ;

(c) pour tout s € R, on a

S(R™) est un sous-espace dense de H*(R™).

(U Preuve: voir [5, p.186]
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1.6. Les espaces de Sobolev

(d) Papplication linéaire

H(B") 3 f o Ly € H'(R"):
ou Ly est la forme linéaire définie par

Ls(®) = @y | FFEOF(€)de,

est un isomorphisme (anti-linéaire) isométrique entre H—*(R") et le dual topologique"
H*(R™)" de l’espace H*(R™).

Les espaces H*(R™) ont beau avoir sur les espaces C™(R™) le grand avantage d’étre des
espaces de Hilbert, on ne peut pas se passer complétement de ces derniers, et il est donc
souhaitable de pouvoir comparer les espaces de Sobolev aux espaces C™(R™), qui sont des
objets plus familiers.

> On introduit ensuite :

H}(Q2) = adhérence de D(Q2) dans H' ()

= sous-espace de H'(Q) des fonctions "nulles" sur I' = 99).
Puisque (par définition) D() est dense dans Hi(€2) , on peut identifier le dual H ()

de Hj(2) a un espace de distributions sur € :

HH(Q) — L2(Q) — H-1(Q) — D(Q).

Généralement H™ Q) — H™(Q) — H™ 1(Q) — H'(Q) — H°(Q). m>2 (1.6.6)

Les injections précédentes sont continues. (de toute fagon sont compacts ).

1/ Sim > m', H™() est contenu, avec injection continue, dans H™ ().

2/ H™(Q) muni du produit scalaire (.,.),, est un espace de Hilbert .
REMARQUE 9.— On a pour ¢ € H2(Q), Ap € L?(Q) et pour I assez réguliere

le® a0y < C 1800 120 (1.6.7)

(ULe dual topologique d’un espace vectoriel normé E est le sous-espace du dual E* de E,

généralement noté E’, des formes linéaires continues sur E.
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Théoréme 1.6.1. — (Formule de Green) — Pour tout u € H*(Q), v € H(2) on a

—/Auvdw = /Vqudm — /%vda. (1.6.8)
Q Q r 7
ou

ou 7 est la dérivée normale de u a I' dirigée viers I'extérieur.

> De fagon générale, X étant un espace de Banach,
» On désigne par LP(0,7; X), 1< p < oo.lespace des classes de fonctions t — f(t) de

10, T[— X qui sont mesurables a valeurs dans X et telles que

1/p

T
JIOde | =18l < o (169)
0

si p = 00, on remplace la norme précédente par

sup ess | f(8)]|y = 1/ || oo or,x) < 00 (1.6.10)
t€]0,T]

L’espace normé LP(0,T; X) est complet. (Voir [8])
» On définit L9(0,T; LP(€);)) comme étant 'espace des fonctions w € L9(0,T'; LP(§2;))

telles que w(x,t) = 0 p.p. dans O\, ou 1 < ¢ < 0o, muni de la norme

1/q

T
ooy = | [ 10Dl dt| - (16.11)
0

Siqg= o

[l oo o 7sr () = SUP ess [w(t, 2)] oq,) - (1.6.12)
t€]0,T'[
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On définit de la méme fagon les espaces L4(0,T; H}(Q:)), 1 < ¢ < oo.
REMARQUE 10.— Soit (X, Y )un couple d’espaces de Banach avec X — Y (injection
continue).

Alors, on a:

et
D'(Ja,b[; X) — D'(Ja,b[;Y).

REMARQUE 11.— Les espaces L*(€), (resp. H}(€;)) s’identifient a des sous-espaces
fermés de L2(2), (resp. H(2)), pour tout ¢ €]0, T

Théoréme 1.6.2. — Soit w : 2x]0,T[— R une fonction mesurable, alors

w(z,t) = 0 p.p dans O\, et pour tout t €]0,7 si et seulement si w = 0 dans
Qx]0, TNQ.

Théoréme 1.6.3. — Si v est une fonction de Hj () (resp. L?(;)), alors la fonction
¥ prolongement de v par 0 sur Q\; appartient a H}(Q2) (resp. L*()).

On désigne par D'(0,7; X) D'espace de distributions sur |0, T a valeurs dans X, defini

par
D0, X) = L(D(0T]); X).
Si fe€D'(0,T;X) , sa dérivée premiére au sens des distributions est définie par
die) == (%), Ve eD(OT).

On introduira quelques lemmes qu’on utilisera ultérieurement.

Théoréme 1.6.4. (Inégalité de Sobolev -Poincaré) — Si 2 < q¢ < 2n_ - alors

n—2’

ull Loy < C(Q,0) I Vull 2qy, Yu € H(9)- (1.6.13)
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Lemme 4 — Si f € LP(0,T;X) et z—{ € L?(0,7; X) (au sens des distributions) (1 <
p < o0),alors f € C(0,T;X).

Lemme 5 — Soit U =|07[x un ouvert borné de R x R",g,,¢ des fonctions de
L9(0,T; L9()), 1 < g < oo telles que

||gﬂ||LQ(O,T;Lq(Q)) < C, V/L € N.
et
gy — g p.p dans U.

Alors g, — ¢g dans L? (faiblement).
Théoréme 1.6.5. (Théoréme de trace) — Soient n > 2 et s > 1/2. Alors I'application

linéaire
v :S(R") — S(R™1)
définie par

Y ) x1, oy xn1) = f(x1, .00y xy-1,0)

se prolonge en une application linéaire continue
v Hs(Rn) N Hs—l/Q(Rn—l).

L’application linéaire v est appelée habituellement “trace sur ’hyperplan d’équation
T, =0".

Comme nous 'avons expliqué ci-dessus, il serait impropre d’appeler v(f) la restriction
de f a 'hyperplan d’équation x,, = 0. Plus exactement, v est 'unique application linéaire
de H*(R") dans H* '/2(R""1) coincidant avec la restriction & ’hyperplan d’équation z,, = 0

sur la classe de Schwartz S(R™),qui est un sous-espace dense de H*(R").
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Partie 111

Rappels sur les opérateurs et les

semi-groupes
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1.7 Opérateurs : définitions et premiéres propriétés

1.7.1 Opérateurs non-bornés

Soient F et F' deux espaces de Banach. Notons |.| la norme dont ils sont munis. Soit © un
ouvert régulier de R".

Définition 24. Un opérateur linéaire A de E dans F' est une application linéaire A
définie sur un sous-espace vectoriel D(A) de E appelé domaine de A défini par

D(A) ={u; Au € F}. Ainsi, A: D(A) C E — F.

On dit que A est borné s’il existe C' > 0 telle que :

Vu € D(A), |Aul, < Clul, .

On dit sinon que A est non borné.

On dit que A est coercif s’il existe a > 0 tel que :

(A(u), u)

— 400 st |u|lp — +00.
|ul

(A(u),u) > alul’,, Yu e E,1 < p < o0,ou bien

On dit que A est monotone de E dans F' §’il vérifie :

Vu,v € E: (A(u) — A(v),u —v)pg > 0.

On dit que A est pseudo monotone si :
a) A est borné,

b) lorsque u; — v dans E faible et lim sup(A(u;),u —v) < 0, alors
j—o0

lim inf(A(u;),u —v) = (A(u),u —v), Yv € E.

o0
Définition 25. Le graphe de A est le sous-espace vectoriel de E X F noté G(A) défini

par :
G(A) = {(z,Azx); x € D(A)}.

On appelle noyau de A le sous-espace de E noté N(A) défini par :
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N(A) ={z € D(A); Az =0}

et image de A le sous-espace de F' noté R(A) défini par :

Un opérateur est dit fermé si G(A) est fermé dans E x F. De plus, si A est un opérateur

fermé, alors N(A) est fermé.

1.7.2 Opérateurs m-accrétifs
Définition 26. On appelle opérateur dissipatif un opérateur A dans E tel que :
Vu € D(A), YA >0, lu — NMu|, > |ulg .
e Si, de plus, R(I — AA) = F, c’est-a-dire :
VfeF Jue DA); u— Nu=f,

lopérateur est dit dissipatif.
Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire noté (-,-). Notons £(H) l'espace

des applications linéaires continues de H dans H, muni de la norme :
T =sup{|Tz|; v € H,|z| <1}.

On a en particulier :
Si A: D(A) C H— H est un opérateur linéaire non-borné,

o A est monotone si (—A) est dissipatif, c’est-a-dire :
Vv € D(A), (Av,v) > 0.

o A est dit maximal monotone si (—A) est m-dissipatif.

e On appelle opérateur m-accrétif un opérateur linéaire non-borné tel que :

1.D(A)=E,
2. Vopérateur (—A) est m-dissipatif.
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Dans le cas ou E est un Banach réflexif : si pour tout A > 0, (I + AA) est inversible,
d’inverse continu, tel que ||({ + )\A)_lHﬁ(E) < 1, alors D(A) = E. (Pour montrer qu'un
opérateur A : D(A) C E — E est m-accrétif dans un espace de Banach réflexif, il nous
suffira donc de montrer la deuxiéme propriété de la définition de m-accrétif).

Définition 27. A: D(A) C E — F un opérateur non-borné a domaine dense. Il existe

un unique opérateur A* : D(A*) C I — E’ appelé adjoint de A qui vérifie :
Vu € D(A), Yv € D(A"), (v, Au)prwr = (A", u)prxE

ou D(A*) ={v e F';3C =2 0;|(v, Au)| < C'|u|,, Yu € D(A)}.

Définition 28. L’opérateur A est dit symétrique si :
Vu,v € D(A), (Au,v) = (u, Av).

L’opérateur A est dit autoadjoint si A* = A, c’est-a-dire :
1. D(A*) = D(A),
2. pour tout u € D(A), A*u = Au.

Propriétés
Proposition 1.7.1 Soit A un opérateur maximal monotone,A : D(A) C H — H. Alors :

1. D(A) est dense dansH,

2. G(A) est fermé dans H x H;

3. pour tout A > 0, (I + AA) est bijectif de D(A) sur H, (I + AA)~! est un opérateur
non-borné et [|(1 +AA)"H |y < 1.

1.7.3 Exemples d’opérateurs m-accrétifs

Dans cette section, €2 désigne un ouvert borné, régulier de R", de frontiére I.

L’opérateur des ondes dans H}(2) x L*(Q)

Pour étudier I’équation

{%_AZ:JC dans Q:QX(OuT)7

z=0 sur Y =T x(0,T), 2(z,0)=2 et & =2 dans

ot ’
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avec (29,21) € Hy(Q) x L*(Q) et f € L*(Q), nous transformons I'équation en une

équation d’évolution du premier ordre. Posons y = (z, %), I’équation (p,) peut étre écrite

sous la forme

L — Ay+ F, y(0) =
7 y+ F, y(0) = yo,

avec

n Y2 0 20
Ay=A = , F= , et yp= :
! (yz> (Azn) <f> . <21>
Posons Y = H}(Q) x L*(Q). Le domaine de A dans Y est D(A) = (H*(Q) N H(Q)) x
Hi (). (A, D(A)) est m-dissipatif dans Y.

L’opérateur des ondes dans L?*(Q2) x H~1(Q)

Pour étudier I'équation (p;) quand (29, 21) € L*(Q) x H Q) et f € L*0,T; H (),
nous posons Y = L%(Q) x H1(Q),

=) = (4,)
A, D(4))

et D(A) = HL(Q) x L2(€). Montrer que (A, est m-dissipatif dans Y.

1.7.4 Opérateurs compacts

Définition 29. On appelle opérateur compact de E dans F' tout élément T € L(E, F),

pour lequel I'image de la boule unité fermée de E est une partie relativement compacte de

F.
e Si, R(I — A\T) = F alors, l'opérateur est dit m-accretif.

1.8 Semi-groupes

Soit Z un espace de Hilbert, on désigne par L£(Z) l’ensemble des applications linéaires
continues de Z dans Z.

Définition 31. Un semi-groupe continu (fortement) sur Z est une fonction
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SRt — L(Z)
t— S(t),

qui vérifie les propriétés suivantes :

1) S(0) =1I4.

2) S(t+s)=S5(t)oS(s) pour tout s,t > 0.
3) tlir[%S(t)z =z pour tout z € Z.

On dit que {S(¢), t > 0} est un semi-groupe de classe C°, ou un C°.semi-groupe.

Principe de Duhamel

Soit P(z;t) = uy — Au un opérateur différentiel, x € R" et ¢t € [0, 00[. On considere le
probléme de cauchy suivant :
up — Au = F(z,t) dans R™ x [0, 00|,
u(z,0) = up(x).
La solution du probléme homogeéne est sous la forme
S(t)UQ = G(t) * U,
ou S(t) est le semi-groupe de la chaleur défini par la convolution avec la fonction de

Green

On a

% [exp(—tA)u(x, t)] =—-A exp(—tA)u(m’ t) + eXp(—tA) 8u((9:;,t)
= exp(—tA)(2 — Au)(z,t)
= exp(—tA)F(x,t).

En integrant entre 0 et £, on trouve

O%c&-

¢

a%(exp(—TA)u(:v,T))dT = [exp(—=TA)F(z,7))dr,
0

c’est-a-dire :

exp(—tA)u(z,t) = ug(x) + zexp(—TA)F(x, T))dr,
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d’ou
u(z,t) = exp(tA)ug(z) + Zexp((t — 7)A)F(z,7))dT.

Si S(t) est le semi-groupe de la chaleur S(t) = /4

t

u(z,t) = S(t)uo(x) + {S(t —7)F(x,7)dT,

et comme S(t)ug = G(t) * up, il s'ensuit que la solution du probléme initial est donnée

par

u(x,t) = Hizuo(y)G(x —y,t)dy + }(fG(a: —y,t —7)F(y, 7)dy)dr.

0 Rn
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Partie IV

Le théoréme de Hille-Yosida
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1.9. Introduction

1.9 Introduction

On s’intéresse & la résolution du probléme d’évolution :

(P){flj—qt‘ + Au =0, sur [0, +oo|
u(0) = ug

ou A est un opérateur défini sur un espace F.

Nous allons d’abord étudier le cas ou ’espace E est un espace de Hilbert et 'opérateur
A un opérateur maximal monotone, puis nous affaiblirons les hypothéses et nous essaierons

de mettre en évidence les remeédes nous permettant de conclure.

1.10 Cas d’un espace de Hilbert et d’un opérateur
maximal monotone

On se place dans le cas ot £ = H est un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire noté
o)

On définit J,f la solution de 'équation v + AAu = f, A > 0. Pour tout f € H,
I'opérateur J, = (Id + MA)~! est appelé la résolvante de A;

lopérateur A, = %(I d — J)) est appelé la regularisée Yosida de A.

Donc Jy € L(E) et [[J\] g < 1.

De plus, les opérateurs A sont (linéaires) bornés, nous pouvons donc utiliser le théoréme

de Cauchy-Lipschitz pour résoudre le probléeme de Cauchy approché :

Db Ayu =0, sur [0, +oo]
(P)‘){u(()) = ug € D(A).

En effet :

VA> 0, Ay = (I — 1) = | sl g < 2

D’ou, d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz, pour tout A > 0, il existe uy € C*([0, +oo[; H)

unique solution du probléme (P).

Nous allons montrer que les solutions uy de (P,) convergent vers une solution de (P).

Avant cela, rappelons quelques résultats techniques sur les opérateurs A, .
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Lemmes préliminaires

Soit A un opérateur monotone. Alors :

1. Ayv=A(Jyw), Yv € H,¥Y\ >0,

2. Ayv = JyAv, Yv € D(A),YA > 0,

3. [Ayv| < |Av|, Vv € D(A),VA > 0,

4. /l\ii%J,\v =uv,Yv € H,

5. ;iiréAw = Av, Yv € D(A),

6. (Ayv,v) =0, Yo € H VA > 0,

7. |Ay| < 1 |v|, Vv € H YA > 0.

8. VA, >0, Jy J,, Ax, A, commutent.

Théoréme 1.10.1.1 (Hille-Yosida) — Soit A un opérateur maximal monotone dans
un espace de Hilbert H.

Alors pour tout ug € D(A), il existe une fonction u € C!([0, 0o[; H) N C([0, co[; D(A))
unique solution du probléme de Cauchy :

% +Au =20
u(0) = up.

De plus, on a :

lu(t)] < ug et |2(t)| = [Au(t)] < |Aug| pour tout ¢ > 0.

1.11 Cas auto adjoint

Dans le cas ot A est un opérateur maximal monotone autoadjoint, on peut affaiblir I’hypothése
Ug € D(A)
Théoréme 1.11.1. Soit A un opérateur maximal monotone, auto adjoint. Alors pour

tout ug € H, il existe une unique fonction
w € C([0,+o0f; H) N C(J0, +oo[; H) N C(J0, +00[; D(A))

telle que

4 Au =0, sur ]0, +oo]
u(0) = uo.

(I Preuve: voir [9, p.28] B
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1.12 Cas d’un espace de Banach quelconque

Nous étendons maintenant le théoreme de Hille-Yosida dans le cas d’un espace de Banach
quelconque. Nous introduisons pour cela la notion de semi-groupe de contraction qui va se
reveler étre ’outil essentiel de la démonstration. Commengons par donner la définition d’un
semi-groupe de contractions comme précédemment.

Définition 32. On appelle semi-groupe de contractions une famille & un parameétre
{S(t)}+>0 d’opérateurs linéaires continus sur E espace de Banach telle que :

1. ||S(t)]| = 1 pour tout ¢ > 0.

2. 5(0) = Id.

3. S(t+s) = S(t) o S(s) pour tous t,s > 0.

4. Pour tout ug € E, S(t)ug € C([0, +00]).

L’opérateur ug € E — S(t)ug = u(t) a un effet régularisant sur la donnée initiale.

REMARQUE 13.— Sur E = R", 'opérateur A est une matrice de M, (R). S(t) = e'4
définit un semi-groupe. L’exponentielle d'une matrice est définie par une série entiére donc
on peut écrire S(t) comme suit :

+o0

S(t) =etd = S UA°

n!
n=0

Théoréme 1.12.1. (Hille-Yosida) — Soit E un espace de Banach et soit A : D(A) C
E — E un opérateur linéaire m-accrétif

1. Alors pour tout uy € D(A), il existe une unique fonction v € C'([0, +oo[; E) N
C([0, +o0[; D(A)) telle que :

{‘fl—? + Au =0, sur [0, +o0] (1.12.1)

u(0) = ug

De plus on a :
pour tout ¢ >0, lu(t)|] < [luol| et [|%(t)]] = [[Au(t)]] < [|Auo] .

2. Si u(t) est la solution de (1.12.1) , alors I’application
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5(t)

p(A) 2% p(a)

up — u(t)

vérifie :

(i) S(t) est une application linéaire continue de norme inférieure ou égale & 1 pour tout
t>0.
(i1) S(t) se prolonge & F tout entier.

(111) {S(t) }+=0 définit un semi-groupe sur FE.
(iv) L’application :

[0, +00]— F

est continue sur [0, +oo.
Dans la démonstration du théoréme nous serons amenés a considérer & nouveau le prob-

leme (P) :

x4 Ayuy =0 0
(P,\){ 2+ Ayuy =0, sur [0, +o0] (112.2)

ux(0) = ug
uy désigne la solution du probléme approché et A, désigne la régularisée de Yosida de
A.

Pour ug € E, comme A, € L(FE), le probléme ci dessus posséde une unique solution
d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz. Notons Sy le semi-groupe associé a wuy , uy(t) =
Sx(t)uo.

Voici maintenant deux lemmes préliminaires & la démonstration du théoréme :

Lemme 6! — Les opérateurs Ay et S,(t) commutent.

Lemme 7(Y) — Soit ug € E et A: D(A) C E — E un opérateur linéaire et m-accrétif.
Alors si uy est solution du probléme approché (1.12.2) on a :

1. ||lux(®)|l < |luwo|l et donc ||SK(t)]| <1, VEt>=0

2. Jux(t) — uu(t)]] < t||Ayug — Apuol, VE=0, VYA, u > 0.

Nous pouvons maintenant enfin passer a la preuve du théoréme de Hille-Yosida.

(I Preuve: voir [9, p.36] W
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Démonstration de Hille- Yosida.

Etapel : On considére le probléeme approché (Py). On a déja vu que d’aprés Cauchy-
Lipschitz il admettait une et une seule solution u,. On considére dans la suite S le semi-
groupe associé a cette solution.

Etape2 : Soit uy € D(A), le but de cette partie est de démontrer que u, converge
uniformément sur [0, 7] vers une fonction v € C!([0, +oo[, E). Ceci est immédiat car ( e
lemme 7) entraine que la suite (u,) est de Cauchy dans E qui est complet, donc u,(t) — u
dans F uniformément par rapport a t € [0, 7.

Etape3 : Le premier point du (lemme 7) entraine par passage a la limite que [|u(t)|| <

||uo|| -De plus Papplication :

D(A) — FE
ug — S(t)ug = u(t)

est linéaire en tant que limite simple des applications ug — wuy(t) qui sont linéaires. De
plus [[S(t)| ;g < 1, et D(A) est dense dans E puisque A est m-accrétif donc

on peut prolonger ce semi-groupe par densité et continuité & £ tout entier, de sorte que
ISl ey < 1.

Etaped : Soit ug € E. Montrons que si u(t) = S(t)uo alors en fait u est limite uniforme
des u, par rapport a t € [0,7], ce qui donnera que u € C([0,7], E'). On utilise le fait que
D(A) est dense dans E donc :

Yug € E,Ve > 0,3ys € D(A), ||yo — uol| < e.
On cherche donc & majorer ||.Sy(t)ug — S(t)uol|

[Sx()uo — S()uoll < [[Sx(t)uo — Sx(B)yoll + 15x(E)yo — SE)woll + [15(t)yo — S(#)uoll

<
< ISA®)[[ o — voll + 153 (#)yo — SE)yoll + [ISE [[wo — yoll
<lXxe+4+e+lxe

On peut rendre petit le terme du milieu car yo € D(A) et d’aprés ’étape 2 on a conver-

gence dans ce cas la de u, vers u. Donc finalement :

Ve > 0Vt € [0, T], Iho, YA < Ao, [[ua(t) — u(t)]| < 3¢
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On conclut que u(t) € C([0,T]; E) car c’est une limite uniforme d’une suite de fonctions
continues.

Etape5 : On montre maintenant que pour tout ug € D(A) on a u € C1([0, +oo[; E) N
C([0, +o0[; D(A)). Soit donc ug € D(A). Par définition de uy qui est C', on a :

t t
upn(t) = ug + [ — Ayup(s)ds = ug — [ArS\(s)uods.
0 0
D’apres (Ie lemme 6) ,uy et Sy(t) commutent pour tout A > 0 et pour tout ¢ > 0, d’ou :
t
u(t) = ug — [Sa(s)Aruods.
0

Passons a la limite quand A tend vers 0, on a uy(t) — u(t) dans F uniformément par
rapport a t € [0, 7] d’apres I'étape 2. On a aussi :
t

t
[ Sx(s)Ayupds — [S(s)Augds.
0 0

En effet :

19 (8)(Anuo — Auo)|| + [[(Sx(s) = S(s)) Auol|

|1Sx(s)Arug — S(s)Aug|| <
< [[Anug — Aug|| + [|(Sx(s) — S(s)) Augl| -

|
|
Or Ayug — Aug Yug € D(A) et d’apres la quatriéme étape on a (Sy(s)—S(s))(Aug) — 0

uniformément car Aug € E donc :
|Sx(5) Anug — S(s)Aug|| P 0

et la convergence est uniforme en ¢t € [0,7] donc on a convergence des intégrales sans
probléme. Donc a la limite on obtient :
t
u(t) = up + [ S(s)Augds.
0
T
D’apres la quatriéme étape on a que S(s)Aug € C([0,T); E) d’ou [S(s)Augds est une
0
fonction C1([0,T]; E). et par conséquent u € C1([0,T]; E). De plus :

du () = S(t) Aug(t) V> 0.

dt
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1.12. Cas d’un espace de Banach quelconque

Ceci reste vrai si S(t)A = AS(t) sur D(A), on a VA > 0,Vt > 0 que A\S\(t)ug =
A(J)\S)\(t)’lm) et

[ T3S () uo — S(t)uol| < |IA(Sx(E)uo — S(E)uo)|| + [[IxS(t)uo — S(t)uoll
< [[Sa(B)uo — S(t)uoll + [[AS(£)uo — S(t)uol|

car [l sy < 1
— S\(t)ug — S(t)up uniformément sur [0, 7'
- J,\S)\(t>u0 — S(t)uo.

On a alors :

(JxSa ()0, A(TnS(H)uo)) — (S(t)uo, S(E) Aug).

A

Le graphe de A étant fermé, ceci implique que S(t)up € D(A) pour tout t > 0 et

A\Sa(t)ug — AS(t)up, par unicité de la limite on a AS(t)ug = S(t)Auy et donc on en
déduit que u € C([0, +oo[; D(A)) pour tout ug € D(A), donc :

Du(t) + Au(t) =0 Vt=0.

Etape6 : On montre enfin que {S(t),t > 0} est un semi-groupe. Soit uy € E et

upn, € D(A) tels que g, 2, Uo: il vient :
n—-+oo

15x(#)uo = S(E)uoll < [1Sx()uo = Sx(B)uonll + [[Sx()uon = SE)uonll + [1S()uon — S(E)ul|

<
< 2|luom — uoll + 1S3 (E)uon — SE)unll — 0

Donc Sy (t)ug — S(t)ug uniformément sur [0, 7] pour tout 7" > 0 quand A — 0. De plus
Sy(t) o Sa(s) = Si(s) o S\(t) pour tous A, t,s > 0, d’ou :

I1S(#)S(s)uo = S(t + shuoll < S()S(s)uo — S(8)Sa(s)uol| + 1S (1) Sr(s)uo — Sx(£)Sa(s)uo
+ 83t + 8) = S(t + s)uol — 0.

Donc {S(t),t > 0} est un semi-groupe de contractions.
Etape7 : Unicité : Soit u une solution de (1.12.1) et soit 7" > 0. Posons v(t) =
S(T — t)u(t), t € [0,T], alors v € C([0, T]; D(A)) N C ([0, T]; E) et :

V(t) = —AS(T — t)u(t) + S(T — t)u'(t) = S(T — t) (W' (t) — Au(t)) =0 Vt e [0,T].

Donc v(T') = v(0) c’est-a-dire que u(T") = S(T)u,. W
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1.13. Application du théoréme de Hille-Yosida

1.13 Application du théoréme de Hille-Yosida

I’équation de la chaleur
Grace au théoréme de Hille-Yosida on peut maintenant montrer un résultat d’existence
et d’unicité pour I'équation de la chaleur (équation parabolique). On note toujours €2 un

ouvert de R" et Q = 2x]0, +o0[, on consideére I’équation :

uy — Au =0 sur Q
{ u(0) = ug € D(A).

On a donc une variable de temps et une variable d’espace, pour se ramener & la théorie

(1.13.1)

de Hille-Yosida on considére u(x,t) comme une fonction définie sur [0, +oo[ & valeurs dans
un espace de Hilbert H qui dépend seulement de x. Ainsi u(t) désigne un élément de H.
L’équation de la chaleur modélise la distribution de la température u dans le domaine 2.
Cette équation et ses variantes interviennent dans les phénomeénes de diffusion. On prend

H = L*(Q2) et D(A) est le domaine du laplacien qui rappelons le est :

D(A) = {u € H}(Q), Au € L*(Q)} .

Au = —Au

et on a déja vu que A était maximal monotone. Donc en appliquant le théoréme de
Hille-Yosida on obtient le résultat suivant :

Théoréme 19. Si uy € D(A), alors il existe un unique u € C([0,4o0[; D(A)) N
C1([0,T], L*(Q)) tel que (1.13.1).

Si on suppose seulement que uy € L?(2) on a tout de méme un résultat d’existence et

d’unicité car le laplacien est auto-adjoint. Il existe donc un unique u € C([0, +oo[; L2(2)) N

C(]0, +oc[; D(A)) et u € C'(]0, +oo[; L2(R)).
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Chapitre 2

Etude de ’équation d’onde semi-

linéaire accrétive

2.1 Position du probleme:

Nous étudions I’équation d’ondes semi-linéaire :

Uy — Au = auy [ug [P+ buul

ou a, b, p et ¢ sont des nombres reels, p,g > 1. Quand a < 0 et b = 0 alors la limite du
terme auy |u|” ~! assure D'existence globale en temps pour des données arbitraire (voir, par
exemple, [21] et [22]).

Quand a < 0,b>0et p>q ouquand a < 0, b > 0et p=1 alors on peut citer,
par exemple ( [23] et [24]), qui donnent existence des solutions globales sous la condition
d’énergie négative.

Le premier a considérer le cas a > 0 était (voir [25]) (avec b = 0 dans un domaine borné),
qui construit une solution pour des données initiales arbitraires .(Voir également le [26] ) et
la références la-dedans pour la méme équation sur un domaine borné.

Dans ce paragraphe, on considere le cas a = 1 et b = 0, c’est a dire: 1’équation d’ondes

semi-linéaire accrétive :

{utt—Au:ut \ut|p_1, xeR"t>0, (2.1.1)

uw(0,2) = up(x), w(0,2) =uy(z), zeR"
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2.2. Résultats préliminaires:

On s’interesse a 'existence et I'unicité locale dans 1’espace de phase H* x H*~1(R") de

. 3 . C e L. -1
la solution d’équation d’ondes semi- linéaire uy; — Au = uy |uy|” ", p > 1.

Dans ce qui suit on va chercher dans Y* = H* x H*~}(R") des conditions sur p et 'ordre

1 de sorte que nous ayons existence locale.
Ou H* est l'espace de Sobolev homogeéne d’ordre o défini par
HH(R™) = {u €S (~A)sue L2(R")} ,

siu ¢ N, et par

HA(R") = {u € L2A(R™): (—A)5u e L?(Rn)} ,

siu €N, et (—A)?2 est le laplacien fractionnaire défini par

(=A)2u(x) = F (€] Fu)(€))(x)

J=2
2

pour tout u € D((—A)

inverse respectivement.

2.2 Reésultats préliminaires:

) = H*(R™). F et F~! sont la transformée de Fourier et son

Dans cette section nous employons les notations utilisées dans [13]. Pour x € X | X espace

vectoriel normé; notons par ||z; X|| la norme de x, et pour tout (z,y) € X x Y, de facon

naturelle : ||(z,y); X x Y| = ||z; X|| + ||y; Y||. Finalement , pour ¢ € [1,+00) on définit la

norme:

T
I£:200. 73017 = [ @] ar
0

avec celle utilisée pour ¢ = 4oc.

Considérons I’équation d’ondes non homogéne dans R x R".

{utt —Au = f,
w(0,z) = up(x), u(0,2) = uy(z),
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2.2. Résultats préliminaires:

N

On définit I'opérateur o := (—A)z par

ou(w) = (=A)2u() = F (€ F(u)(&))(x).

La solution de(2.2.2) en peut s’écrire : u = 6 + w , ou 6§ est la solution d’équation

homogeéne et w est la solution de I’équation non homogeéne avec les mémes données initiales.

Si 'on cnsidére I’équation d’onde homogene

{0” ~a0=0, (2.2.3)

0(0,x) = up(z), 6:0,2) =u(x),
On applique la transformation de Fourier sur x & (2.2.3), posons 9(t, &) = F(0(t,x))(§)
Alors

{19“ + €79 =0,
9(0,€) = Fluo(x))(&), 00,8 = F(ur(2))(§),

La solution d’équation ici sous la forme

D(t,€) = 9(0,€) cos(t |¢]) + m(o,asmfz,'f )
Maintenant, on applique la transformation inverse de Fourier
Alors
F(0(1,)) = F* (cos(t €) Flun(@))(€)) + F (Si“fg'g ')f<u1<x>><§>)

Posons alors:

sin(t |€])

K(t)g =0 'sinogt :== F ! (T

Fg(f))

K(t)g .= cosot := F ' (cos(t|¢)) Fg(€)),

On s’écrit alors:
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2.2. Résultats préliminaires:

0(t,z) = K(t)uo + K (t)us

Dérivons en t, il vient:

2 sin(t [€])
€l

O(t,a) = F ! (— € F(Uo(x))(f)) T (cos(t1€) Fluy (2))(6))

Alors

0:(t,2) = AK (t)ug + K (t)u,

K(t) K(t)

On note: H(t)Uy = (0(t) ,0,(t)) ou H(t) = ( AK() K(t)

) et Up := (ug, uq).

Si 'on cnsidére maintenant

%M_A“:ﬁ (2.2.4)

w(0,z) = w(0,2) = 0.

Nous écrivons (2.2.4) par

U — AU = F,
U(0,x) = Up(x).
Ou

(2= (10) ()

Selon le principe de Duhamel, alors

H(t)Uy(t) + Ht)Uy(t) — AH(t)Up(t) = F

Alors

Multipliant par H(—t), on en déduit
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2.3. Existence et unicité

c’est-a-dire

H(t)Uy(t) = H(t)/H(—s)F(s)ds = /H(t —s)F(s)ds

D’ou

U(t)= H(t)Uy + /H(t — $)F(s)ds.
0
Avec les données initiales nulles la solution de (2.2.4) peut étre écrite, pour ¢ > 0 par:

t t

w(t) = /K(t— s)f(s)ds = K * f(t) et w(t)= /f((t— s)f(s)ds = K * f(t).

0 0

La donnée initiale Uy est prise dans I’espace de phase Y* pour i € R.

2.3 Existence et unicité

Proposition 2.3.1 Soient p;, po, p € Ret 2 < q, g2 ,71,72 < 00 tels que la

condition suivante soit satisfaite:

1 1
pr+o(r) ——=p=1=(p+0(r2) = —). (2.3.1)
q1 42
2 . :
0 < — <min(y(ry),1) pouri=1,2 (2.3.2)
4i
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2.3. Existence et unicité

(z,v(n)) #(1,1) pouri=12 (2.3.3)

i

Alors

[1H ()Uo; L™ (R, Y1) || < C[|Uo; Y| (2.3.4)

et pour tout intervalle I = [0,7"),7 < oo :

N () wel ) (Y]] < C || L2 H )| (2.3.5)

Les constantes C' peuvent varier d’une inégalité a 'autre et sont indépendantes de
I'intervalle I .

Preuve.

» Avant d’aller & la preuve de la proposition, nous donnons un certain nombre de

notations, de définitions et de remarques préliminaires.

On pose

B(r) ="a(r), () =m—1a(r), d@r)=na(r), avec a(r)=(;3— ;)

L’utilisation des décompositions dyadiques de Paley-Littlewood est inévitable dans le
probléme actuel. Elles sont définies dans la maniére standard suivante. Soit ¢ € C°(R™)

avec 0 < 1 < 1, 9(€) =1 pour €] < 1 et (&) = 0 pour || > 2. Nous définissons

~ ~

20(€) = B(€) — $(2€) et pour tout j € Z, $;(€) = $p(277), de sorte que:

Suppp; C {&: 271 < g <27}

et pour tout & € R™\ {0}

Z@g(@ =1

JEZL

Nous définissons également le ¢; = ¢;_; +¢;+¢;4 pour tout j € Z . Puisde ¢; = @jgbj
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2.3. Existence et unicité

‘:Oj *x U = ij * gpj * U (2.3.6)

pour toute distribution temperée wu.

Nous donnons maintenant les définitions et les faits de base. A chaque distribution
tempérée u nous associons une suite de C fonctions p;*u , considérées comme une fonction
de deux variables j et x. L’espace homogene BY, de Besov, est alors défini pour n’importe

quel pe Ret 1 <r, s < oo par

20— Joly BP
Br,s - {U, Hu7 Br,s

= |25, + s I3(LE) || < oo} (2.3.7)

De méme, I'espace homogene F?, de Triebel-Lizorkin, est défini (pour r < o) par

P Ny TP
Fr,s - {u7 Hu’ Fr,s

= |27, s L (1) < o0} (2.3.8)
avec Ly, et [} normes prises dans 'ordre opposé .Par I'inégalité de Minkowski
13(Ly) C Li(13) = BE, C F¥, pour r
13(L) D Li(I3) = Bf, D F¥, pour r
La comparaison avec les espaces homogeénes HY de Sobolev est donnée par la théorie de
Paley-Littlewood, précisement par les espaces de Hilbert evalués, version du théoréme de
Mikhlin-Hérmander qui implique que

r

pour tout p € Ret 1 < r < oo, rapportant de ce fait les inclusions

B&Cﬂf pour 2 < r < 00, B,’,”QDH{,’ pour 1 <r <2 (2.3.9)

REMARQUE 1/. La région permise pour les parameétres est mieux décrite dans le plan
des variables (1/q,1/r). Pour n > 4, la région permise est un quadrilatére ABCD avec des
sommets A = (0,1/2),B = (1/2,(n—3)/2(n—1)),C = (1/2,0) et D = (0,0) correspondant
a(qg=o00,r=2),(q=2,7v(r)=1),(¢q =2,7=00) et (¢ = 00,7 = 00) respectivement.

Pour n = 3, il est réduit au triangle AC'D et pour n = 2 au triangle plus petit ACyD ou

Cy = (1/4,0) correspond a (¢ = 4,r = 00). Le cas limité ¢ = 2 n’a lieu que pour n > 4. Voir
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2.3. Existence et unicité

=P
H Liq

FIG. I Lecasn 24 FIG. 2.1e cas k=3

1rq /2

FIG. 3.Le cas =1

Les Figures.1, 2, et 3. La frontiére du quadrilateére est entierement permise sauf le seul point

B pour n > 3 (ce point coincide avec C' pour n = 3) qui est exclu par (2.3.3).

REMARQUE 15. mnous pouvons fixer arbitrairement le ;1 = 0 sans limiter la généralité.

Il sera donc suffisant de prouver les inégalités

HU(.)u; L (R, B

< Cul,

v pizm By

|<C|fen B

|

pour [ C R

|Uns g 1o )

| <c||fLma. B

pour I =[0,7) C R, dans les conditions (2.3.2), (2.3.3), et

1
p; +0(r;))——=0 pouri=12

7

Le passage de (2.3.1) a (2.3.13) est di au changement de K a
(2.3.12).
REMARQUE 16.

(2.3.10)

(2.3.11)

(2.3.12)

(2.3.13)

U de (2.3.5) a (2.3.11),

Si q; > 2, la borne supérieure donnée par y(r) = q%, est autorisée, et il est donc suffisant

de considérer ce cas spécial, ou en outre p; = u— [(r1) dans (2.3.4), (2.3.5), et p, = —5(r1)

dans (2.3.10), (2.3.11), (2.3.12).
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2.3. Existence et unicité

Si ¢ = 2, la borne supérieure se produit au point interdit B, et aucune réduction n’est
autorisée..

D’une maniére semblable, les normes dans le coté droit de (2.3.5) ou (2.3.11), (2.3.12)
diminuent avec p, ou d’'une maniére équivalente avec % pour ¢» et pu fixes, et il est encore
suffisant pour prouver les inégalités pour les plus grandes valeurs permises de p, ou de %

Si g2 > 2, la borne supérieure y(ry) = q% est autorisée et il est suffisant de considérer ce
cas ol en outre p, = 1 — u — [(r2) dedans (2.3.5) et p, = —f(r2) dedans (2.3.11), (2.3.12).

Si g2 = 2, aucune réduction ne se produit.

REMARQUE 17. la condition % < 7y(r) est équivalente a la condition p < 1 — 5(r)
dans ce cas. D’autre part, avec L(t) = U(t) coincide avec les cas de limitation p; = —3(ry),
py = —P(rg) de (2.3.12)

Preuve de proposition 2.3.1. Nous commencons par I’estimation suivante:

sup | [ exp(it g + ix€)eo(€)de| < min (ol Colel 2} (2:3.14)

Rn
la partie non triviale dont est une évaluation de phase stationnaire ([13], sec. 7.7).

Graduation & par 277 et z,t par 2/, nous obtenons

sup / exp(it €] +i2€)2, (€)dg| < min { gy, 277, Co [t~ /2 20 0/2L - (2.3.15)

Rn

ce qui signifie cela

|U@Well., < Cmin {2, 70D/ 20t 0r2 ] (2.3.16)

Maintenant soit f une fonction suffisamment réguliére (ou distribution) pour la variable

de ’espace. Nous estimons

leos * U@ F |l = lles = UD2; * fll < NTBesl 118 % 711,

par (2.3.6) et I’ inégalité de young , et par conséquent par (2.3.16)
< C'min {Qn@ ¢~ (D)2 2j<n+1)/2} 13, % £, (2.3.17)
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2.3. Existence et unicité

Par interpolation entre (2.3.17) et I'unitarité de U(t) en L?, nous obtenons

iy U], < Cmin {250, 120250 o p . (23a8)

pour 2 < r < 0o. Dorénavant, nous considérons séparément le cas ¢ > 2 et le cas limité
q=2.

e Le cas ¢ > 2 ([14], lemme 2.3). On multiplie (2.3.18) par 277°(") et on prend la norme
dans [2, obtenant de ce fait
f: BA0

HU(t)f’ Br—ﬁ(r) <C |t|*’7(r)

(2.3.19)

ol nous avons injecté le premier terme dans le minimum et avons employé la définition
de @;, et la définition (2.3.7).
Maintenant, soit f dépendant également du temps et récrivant (2.3.19) par:

‘Vf@-—tuf(ﬂ),3;5“> (2.3.20)

ey B2

Soit 0 < % =~(r) <1leta soit I CR un intervalle. Intégrant au-dessus de #', prenant
la norme de L7 en temps et appliquant I'inégalité Hardy-Littlewood-Sobolev ([13], P. 117),

nous obtenons

|Uns g0, 370 | < ¢

£ L9(1, BE(’"))H (2.3.21)

ou Ugy représente soit U, soit Ur. Maintenant (2.3.21) sans et avec retardement est le cas

diagonal (¢1 = ¢2,71 = 79) du cas de limitation % = 7(r;), ou d’'une maniére equivalente

p; = —P(r;) de (2.3.11) et (2.3.12) respectivement. La fin de la preuve procéde maintenant
par des arguments abstraits de dualité.

Dans le cas non retardé, pour 'opérateur A défini par
Af:/U@wﬂmw
I

[AfII < allf; X[, 0<a<oo, feD;

avec X = Li(B, B?"), a savoir
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2.3. Existence et unicité

|0y L, B20)| < € Jul (2:3.22)
ou nous avons pris I = R, et qui hormis un changement de notation est le cas de limitation
% = v(r) (d’'une maniére equivalente p = —f3(r)) de (2.3.10). avec X = L%([, Bg(”)),

(2.3.21) implique I’évaluation au loin diagonale

|0 iz (r oo < | gm0, 85| (2:3.23)

Procédant dans 1'ordre inverse, nous aurions réécrit (2.3.18) sous la forme

ngj « U(t . t/>f<t,)||r < C'min {223'6(7')7 |t i t/|*’¥(?‘) 22j5(r)} HCO] % f(t,)” (2.3‘24)

T

et obtenu de la

|0, %2 Ury #¢ f3 LY, L) || < C2%°0) || @, %, f3 LU(ILT)|| (2.3.25)

pour 0 < % = v(r) < 1, par laquelle (2.3.21) s’ensuit en prenant la norme dans LJQ-, et
d’appliquer l'inégalité de Minkowski.

e Le cas ¢ = 2, pour n > 4. Aprés la derniére remarque, nous prenons d’abord la norme
dans le temps. Prenant la norme L? dans (2.3.24) avec v(r) > 1 et appliquons I'inégalité de

young en temps, nous obtenons

;% U s f; L3I, L7)|| < C Hmin (223'5(“, P zwm) Y| |13, %0 £ 221, 17|

= O2y(r)(y(r) = D7 2EO gy« SLHL LD (2:3:26)

par calcul explicite. En prenant la norme de [?

HU(R) %, f;L2<I, BT—(J(T)—l/2))H <C Hf§L2(I, Bg(r)—1/2) ’ (2.3'27)

qui est la forme diagonale de (2.3.11), (2.3.12) dans le cas de limitation ¢ = 2, et

I’équivalent pour ce cas de (2.3.21) pour le cas en bloc ¢ > 2. De la dessus, la preuve des
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2.3. Existence et unicité

1/r

172j

FIG. 4. évaluations rewardées pour g.72

estimations restantes non retardés suit le méme chemin abstrait que précédemment, utilisant
(2.3.21) et (2.3.27) ensemble d’une maniére appropriée, accomplissant de ce fait la preuve
(2.3.10) et (2.3.11) pour tous les cas. Notons également que I'application des inégalités de
Sobolev est déja intégré dans (2.3.27), a savoir (2.3.27) est d’autant plus forte que ~y(r) est
plus petit. Cependant le point de limitation v(r) = 1, a savoir le point B dans le diagramme
de FIG. 1. est interdit, et 'ensemble tout entier (2.3.27) ne peut pas étre déduit d’un seul
point de limitation.

Nous avons déja prouvé le cas ou les deux ¢; > 2,7 = 1,2. Le cas au loin diagonal
1 = q2 = 2, 11 # 1o s’ensuit du cas diagonal ¢; = ¢z = 2, ¥ = min(ry, ry) par les inégalités
de Sobolev, comme déja expliquer. Les autres cas (q1 > 2,q2 = 2) et (g1 = 2,q2 > 2) se
déduisent de I'argument d’interpolation abstrait de (Corollaire 2.2 [15]), excepté dans les
doubles cas de limitation ou soit (q% =7(r1) <1l,q¢o =2) ou (q1 =2, q% = (re) < 1). En
effet, soit P, = (qil, %) et Py = (q%, %) dans le diagramme de (la remarque 14) , et prendre
¢1 > 2, ¢ = 2; pour la définition (voir la FIG. 4). (Le corollaire 2.2 [15]) tient compte de
I'interpolation avec le point A = (0,1/2) correspondant & Xy = L'(I,L?). AP, intersecte
BC a Py, et AP; intersecte la ligne % = qil a P{. Maintenant le cas au loin diagonal (P, P)
se déduit par les inégalités de Sobolev, comme expliqué dans (la remarque 16), du cas au
loin diagonal (P, V P{, P, V P}), ou P,V P/ est P; (resp. P/) si % > rl—; (resp.%i < Tl; ).
Le cas au loin diagonal (P; V P}, P> V Pj) lui méme s’ensuit du cas diagonal P, V Py par

(corollaire 2.2 [15]) a condition que P; V Pj est autorisé, a savoir différent de B, c’est a dire

si P, ¢ (AB). Le méme argument s’applique au cas dual ou ¢; = 2 et go > 2, accomplissant
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2.3. Existence et unicité

de ce fait la preuve de I’évaluation retardée (2.3.12) excepté dans les deux cas de limitation
ou (P, R) € (A B) x (B,C]U(B,C] x (A, B).

Le double cas de limitation retardé exige une preuve spéciale et bien délicate. Une telle
preuve a été donnée dans [16] dans le codimension avec un cas secondaire ot p; + p, = 1 et

se prolonge d’'une maniére simple au cas général.ll

Proposition 2.3.2 Soient 1 <n <3, f € Wh(R") et g € L*(R") . Alors:

HK@) £ L®(R") . t>0, (2.3.28)

< max(1,t) Hf, Wheo(R™)

1K (#)g; L= (R < tllg; LR, > 0. (2.3.29)

On aura besoin dans la suite d’'une estimation de la norme H* d’une puissance d’une

fonction.
Preuve.
Nous avons
K(t) = (=) Fsin [t(=2)}| = 77 [l¢] sin(t[¢))]
K(t) = cos [t(—A)%} = F1cos(t|€])].
Ou

Fla(@)](§) = al§) =

{\/15\2 et
i/i—1¢? <

Quand n = 2, la solution fondamentale K (t) est donnée comme suivant (voir [17,18]) :

_ 1 9(y)
k(g = 5, / ) /| mdy
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2.3. Existence et unicité

Ainsi

1
)
<tllgl / T _ar=t|gl n
0 V T

e pour preuve d’autre cas suivons la méme méthode et (voir [19))
Proposition 2.3.3 Soient p € N\ {0,1},5 > —%,5 # & en plus v(s,p) := sup{0, (5 —

s)(p%l)}. Alors, pour une fonction non négative f € H*TVP(R™), fP € H*(R™) et il existe

une constante positive C' tels que

17 HE(R™)|| < C || f; HER (R || (2.3.30)
Proposition 2.3.4 ()(Gagliardo-Nirenberg) — Soient q,r deuz nombres réels tels que
1<q,r <0, et soient j,m des nombres entiers 0 < j <m . En plus a € [%,1} (a<1

sim — j— " est un nombre entier > 0) , et soit p donné par

%=Z+a(1—m>+(1—a)1.

n roon q

Pour f € L(R") telle que D*f € L"(R") avec |a| = m , alors : D*f € LP(R") avec

|a| = j. De plus: il existe une constante positive C' telle que:

a

DDl <O YU fllpe | 1" (2.3.31)

laf=j laj=m

(D Preuve: voir [20, Théoréme 9.3] B
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2.3. Existence et unicité

Proposition 2.3.5 Supposons que p € (1,2)UN* et p € RN (1,00)N[p—1,00). Pour une
fonction non négative f € L>®°(R™) N H*Y(R"™) , f7 € H*Y(R") et il existe une constante

positive C' telle que:

1P sy < O Ny 1 - emy (2.3.32)

Preuve.
Premier cas : p € (1,2). Utilisant le théoréme de valeur moyenne et la norme équiva-

lente suivante de ||.||.-. (voir [12, page 214 de théoréme 7.48 ]), nous avons:

= 11+ [ [ L by

R R™

-1 [ [OUD SO o,

RrR™

)2
<P ”fp 1||L°0 Hf||L2 // ~ n+2u 2dxdy

R? R?

<P ARSI A1 (D'aprés Holder).

ou
min (f(x), f(y)) < z <max (f(z), f(y)) pour chaque z,y € R™.

Deuxiéme cas : p € N*. nous avons

[N

1PN s = | D 1D N5 | (2.3.33)

0< || p—1

D(f?) = Z Clapatd”” "D DPnf,

18114 +[Bp|=m
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2.3. Existence et unicité

On conclue que:

1D fPll e < CAFIES > || DM f.D f

|B1‘++|Bm‘:m

<SCUIAL" > (DS ey o [ D7 I] 2
81+ +B, =l

Bal Bl _ 1

* 2/al 2

grace a l'inégalité de Holder.En utilisant la proposition 2.3.4, nous obtenons

1811

|

| 18yl
1D fPl e < CIAR D > I 1l .

|B1l+- 4B |=m | |B=lal

[Bm |

laf

_1Bml
SR I < I S e

|1Bl=le

o £l =l
_ —1 -1

o ANz T = 1f Iz -

» La méme chose pour HD/H f || 12

Théoréme 2.3.1. (cas p nombre entier ) ; p € N\ {0,1} et p€RN[l,00) tels que:

1<p<oo, sip =142,
{1 -2y . S (2.3.34)
<P <o sil<p<l+3.

Pour (ug,u;) € Y* | il existe un temps maximal 7,,,, > 0 et une unique solution (u, u;) €

C°([0, Trnaz); Y*) du probleme (2.1.1). Si Tp0p < o0, alors: ||u(t)|| . + |ue(t)] juor — 0

lorsque t — 11,05 -

La dimension doit étre plus petite ou égale a 3 .
Dans ce qui suit on note par: Y% := ¥/ x Whe(R").

Preuve. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que les données initiales

(ug, u1) sont & support compact. Par la vitesse finie de la propagation, la solution (u,wu;)

est également & support compact. Ceci nous permet d’employer la proposition 2.3.1 sur
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2.3. Existence et unicité

les intervalles liés [0, 7] dans les espaces de Sobolev habituels a la place des espaces ho-
mogenes de Sobolev (puisque pour des distributions & supports compacts, les normes sont
équivalentes, voient [29]).

Maintenant, nous écrivons (2.1.1) par

Uy — AU = F(U),
2.3.
{ U(0,x) =Up(x) € YK (2.3.35)
0 I 0
U= (u,w), A= et F(U):= 1
A 0 g P

Avec ces notations, existence locale pour (2.1.1) est équivalente & l’existence locale pour

(2.3.35), et C’est équivalent a ’équation intégrale suivante

Trouver T" > 0 et une solution unique,
Wl € (010 o U = 0T+ L), 2359
_ K(tyuo + K (t)un e _ | ) ou v” dénote v |v|" !
HB) = AK (g + K (t)u BLE) = [K ¥ vp] @ |’ dénote v ol

e [’ lipschitzienne ?

nous avons Ul — V! = P(U; —V}) ou P est un polyndéme homogene du degré p — 1. Alors
Uf = VI < MU= Vi[; M >0

Donc : [F(U)-F(V)|[<M|U-V|.

Afin d’employer le théoréme du point fixe.

Lemme 8. (Théoréme du point fixe de Banach). Soit E un espace métrique complet,
non vide. On note d la distance et on considére F' une application de E dans lui-méme.

On suppose F' contractante, c’est-a-dire: il existe une constante positive k, strictement
inférieure a 1, telle que : d(F(x), F(y) < kd(x,y) pour tous =,y € E.

Alors, il existe un unique point a € E tel que F'(a) = a. De plus, ce point peut s’obtenir
comme limite de la suite (z,)nen des itérées, définies par récurrence a partir d’'un point

quelconque xy de F selon z,,1 = F(z,). On a en outre :

d(xg,z) (méthode de Picard).
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2.3. Existence et unicité

Lemme 9. (Gronwall). Soient T > 0, ¢ € LY([0;T]), ¥ > 0 pp et C1,Cy > 0.
t
Soit ¢ € L'([0;T]), ¢ = 0 pp telle que y¢ € L([0;T]) et o(t) < C1 + Co [Y(s)d(s)ds, pp
0
t € [0;7]. Alors:

o(t) < Crexp Cg/w(s)ds .ppt € [0;T].
0

Introduisons I’espace métrique suivant:

X :={U = (u,v) € LY0,T;Y") t.q ||U— HUy; LU0, T;Y"|| < A}

ou T et A sont les constantes positives et p et ¢ satisfont (2.3.1).Ces constantes seront
fixées plus tard.

Pour ¢, € X |, notons par:

lp: X1| = llp — HUy; L0, T3 Y*)| (2.3.37)

(HU, dénote la fonction t — H(t)U) et la distance induite naturelle:

d(p, ) = [l — ¢; LU0, T Y| . (2.3.38)

Définir enfin 'application ® sur X par & : U(t) — H(t)Uy + L(U)(1).
Existence
Premiére étape. L’application ® envoie X sur X. Soit U € X | par la proposition

2.3.1, on a:

|D(U); X || < | L(U); L0, T; Y?|| < C ||v?; L=(0,T; H*2|| (2.3.39)

pour tous (gs, py) satisfaisant (2.3.1). Prenons: ¢s := +00 , par conséquent p, :=1— p .

Alors:

1®(U); X|| < CJoP; L0, T; H* 1| (2.3.40)

Par la proposition 2.3.3
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2.3. Existence et unicité

o7 B | < C o et

ainsi

|@(U); X|| < C||vs LP(0, T; H# ==ty |7 (2.3.41)

» Sipu>1+7% puisv(p—1,p) =0et choixe =1, =occet p=p et (Dapres
Holder), alors (2.3.41) donne
T
|8(U); X|| < C||o; 22(0.T; B*)|” = c/ s 51|
0

T

<0 [Lswp st = O =0T )

te[0,7

< CT||U; L0, T; Y*)|IP (2.3.42)

» Sip <14 %, définissons: e :=1—pr(p—1,p)=1—(p—1)(1+% —p) € (0,1) par
(2.3.34). Alors: p+vip—1,p)— 11.%8 = p. En utilisant Iinégalité de Holder nous avons

T
[Jo; LP(0, T; HP- (=10 |P = / Jo; et et |7
0

£

T T
(1) (/¢
0 0

l1—e
1
1—¢

T
v; Hu—1+V(u—17p)Hp> — T=. /HU? Hu—1+V(u—1,p)||&
0

p

< COT¢ ||lv; LT= (0, T; H*—1Hv(e=1))

(2.3.43)

En choisissant p = p + v(pu — 1,p) et ¢ = -, et en employant la proposition 2.3.1,
I'inégalité (2.3.41) donne

|(U); X || < CT* [Jv; L0, 75 B H)||” < CT||Us L0, T3 Y 7).
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Nous voyons que dans les deux cas, on a:

12(U); X|| < CT||U; L0, T; Y7)|I7. (2.3.44)

avec p et ¢ satisfaisant (2.3.1) et D’apres (2.3.37). Ainsi nous avons

1@(U); X[| < CT[|U; LU0, T3 Y7)|IP < CT* [\U; X|| + | HUo; L0, T5 Y )7, (2.3.45)
Et comme p et ¢ satisfont (2.3.1), par la proposition 2.3.1, nous aurons:

[2(U); X < CT=[||U; X1 + [[Uo; Y .

Donc, X est stable par ® si T" et A sont tels que:

OT® (A + ||Ug; Y™||)P < A (2.3.46)

Deuxiéme étape . L’application ¢ est une contraction sur X

Principalement, c’est la méme idée. Soient U(u.v),V (@,7) € X. et D’apres(2.3.39).Alors:

d(®(U), (V) = |L(U) = L(V); LU0, T;Y?)|| < C||o* — 07, L2(0,T; H )| (2.3.47)

pour p, et ¢o satisfaisant (2.3.1) . Prenons: ¢s := +00 , nous obtenons p, := 1 — u et

donc:

d(®(U),®(V)) < C|[v? — o7 L0, T; H* ||

Maintenant, nous écrivons v* — o = (v — 0) P(v, ) ot P est un polynome homogeéne du
degré p — 1. Utilisant la proposition 2.3.3 et la convexité de la fonction exponentielle, pour

avoir :

d(®(U),®(V)) < C|jo — 5; LP(0, T; H# 110

x|l D20, T B0t [P [ L0, T B [P
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(pour l'inégalité précédente en utilisant (2.3.41) et I'inégalité de Holder)

Par la méme technique, et un calcul semblable que dans la premiére étape, nous obtenons

d(®(U), (V) < Cd(U, V)T [\ + || Uo; Y*[I" .

En conclusion, ® est une contraction sur X sile A et le T satisfont

CT M+ ||Ug; VM < 1. (2.3.48)
Unicité

Soient U et V' deux solutions généralisées de (2.3.35). On a :

oVt 0,U(t) = Ht)Up + L(U)(t) = H(t)Us + H % F(U)(t).

o Vt=0,V(t)=HWVo+ L(V)(t)=H(t)Vo+ H = F(V)(t).
d’ou, par différence :
V>0, U(t)—V(t)=H(t)(Uy— Vo) + /H(t —3)(F(U(s)) — F(V(s)))ds.

Alors

t
vt =0, [U(t) = V(1)lyw < U0 = Volys + M/ U(s) = V(8)lyu ds.
0

Car ||H(t)||£(w) <1,vt > 0.
Par le lemme de Gronwall, on obtient donc :
t
2 0, [U0) = VOl < [0 = Voo | M [ds | <[00~ Valywexp ().
0

Or, Uy = Vo si U et V' sont solutions généralisées de (2.3.35). Donc U = V.
En choisissant le A et le T" satisfaisant (2.3.46) et (2.3.48), le théoréme de point fixe et

le lemme de Gronwall assurent ’existence et 'unicité.
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Finalement, nous prouvons la continuité de la solution

Troisiéme étape. continuité de la solution.

Nous avons obtenu l'existence et 1'unicité d’une solution U = (u,w;) € X C L%(0,T;Y?)
ot le p et le ¢ satisfont (2.3.1). Montrons que U € L7 (0,T;Y*") pour tout p' et ¢ satisfaisant
(2.3.1). C’est un calcul semblable & la premiére étape.

En effet,

|U; L0, T, V)| < Clllwel”; LHO, T; Y1) + [|[Uo; Y#|| 5 ceci Dapres (2.3.4) et
(2.3.40)

maintenant selon (2.3.44) et (2.3.45) , alors:

HU; LY(0,T;Y")

| < T |[U; 190, T5 Y )| + || U Y| < 0.

e En particulier U € L*>(0,T;Y*). Maintenant, en utilisant (2.3.36), pour 0 < t5 < t,

nous avons
[U(t) = Ulto); L= (to, t; Y*)|| < [[U(t) — H(t — to)Uo; L™ (to, ;Y]]
+[|U(to) — H(t — to)Uo; L™ (to, t; Y")||
Comme dans la premiére étape

|U(t) — H(t — to)Uo; L= (to, t; YM)|| < C(t — to)° ||U(t); L (to, t; Y?)||” — 0

et la continuité forte du Cy- groupe H associé a ’équation d’ondes implique que:

lim || H (t — to)Up — Up; L™ (to,t; Y*)|| = 0

t—to

Par conséquent ,U € C°([0,T]; Y*"). |
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Théoréme 2.3.2. (cas p nombre reel ) Soient 1 < n < 3,u € (1,2)UN* et p €
(1,00) N[ —1,00) . Alors pour chaque (ug,u;) € Y¥NY?> il existe T > 0 et une solution
unique (u,us) € C°([0,T); (L N H*) x (L N H*1)(R™)) de (2.1.1).

Preuve. En utilisant la proposition 2.3.2, la preuve est semblable a celle de Théoréme
2.3.1. ou nous employons la proposition 2.3.5 au lieu de la proposition 2.3.3. B

REMARQUE 18. Malheureusement, pour ce dernier théoréme, nous ne prenons pas
I’alternative maximale du temps. La raison est que l'utilisation du théoréme de point
fixe, pour (ug,u;) € YY" N Y% il existe une solution dans C([0,7];Y* N L*>). afin
d’obtenir le temps maximal, nous devons procéder par l'itération : commencer 'itération
avec (u(T),u;(T)) comme les nouvelles données initiales et employer le théoréme de point
fixe encore.

Mais, (u(T'),us(T)) n’est pas nécessairement dans Y* N Y%,
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Chapitre 3

Un exemple et un contre -exemple

d’équation hyperbolique non linéaire

On désigne par € un ouvert de R™, I' = Jf sa frontiere (assez-réguliére) et par @) 1'ouvert

0x]0,T[, T fini. On désigne aussi par ¥ = I'x]0, T la frontiére latérale de Q.

3.1 Position du probléme

9%u

= du g — 5 » on résout 1'équation

Soient p > 0 et v’ = %7,

' — Au+ | |"u = f, dans Q, (3.1.1)
avec les conditions aux limites et initiales

u =0 sur X, (3.1.2)

u(z,0) = up(x), v (z,0) = uy(z),z € Q. (3.1.3)
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3.2 Existence et unicité

3.2.1 Théorémes d’existence

Théorémel™ Soit £ un espace de Banach réflexif de norme strictement convexe, ainsi que
celle de son dual F. Soit L un opérateur linéaire de D(L) sous espace dense de F , a valeurs
dans F', L étant maximal monotone. Soit A un opérateur de £ — F, pseudo-monotone,

coercif, donc :

(A(v),v)
o]

— 400 si ||v|| = +o0.

Alors,

Vfe F,Jue D(L) tel que Lu+ A(u) = f.

Théoréme2!) Soit E un espace de Banach réflexif de norme strictement convexe, ainsi
que celle de son dual F. Soit L un opérateur linéaire de D(L) sous espace dense de E , a
valeurs dans F', L étant maximal monotone. Soit A un opérateur de D(L), (et non E tout

entier) — F vérifiant les hypothéses suivantes :

st u; — u dans E faible,
u; € D(L),u € D(L), Lu; — Lu dans F faible,

et lim sup(A(u;),u; —u) <0 alors lim inf(A(u;), u; —v) = (A(u), v —v),
j—oo j—oo

il existe une fonction A — () de A > 0 — R bornée sur tout compact,

et il existe un nombre 6, 0 < 0 < 1 tels que :

[AG)l, < ¢ llull + 0 Lull,, Yu e D(L).

Vf e F,Jue D(L) solutionde Lu+ A(u) = f.

(D Preuve. (voir J. L. lions [31]).H
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3.2.2 Existence

Théoréme 3.2.1 On suppose que () est un ouvert borné ,de frontiére réguliére. Soient f,

ug et uq telles que:

fe L}0,T; Hy(Q)), f' € L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q), (32.1)
ug € H*(Q) N HY (), (3.2.2)
uy € HY(Q) N L2PH)(Q). (3.2.3)

Il existe alors une fonction u ,solution de (3.1.1) (3.1.2) (3.1.3) , avec

u € L0, T; H*(Q) N Hy(Q)), (3.2.4)
u' € L™®(0,T; Hy(Q)), (3.2.5)

u" € L0, T; L*()), (3.2.6)

u' € LPT2(Q). (3.2.7)

Preuve.
1° Solution approchée.
on va utiliser la méthode de Faedo-Galerkin avec une base spéciale. Soient w; les

fonctions propres de —A pour le probléme de Dirichlet :

—Aw; = \w;,j=1,...,w; =0sur I'. (3.2.8)

On suppose la frontiére I' de €2 assez réguliére pour que

w; € H*(Q) et w; € LXPHD(Q). (3.2.9)

On choisit wop, U1, € [w, ..., wy,] de fagon que
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Uom — U dans H?(Q) N H(Q), (3.2.10)

Uy — up dans H}(Q) N L2PHD(Q). (3.2.11)

On définit alors u,,(t) solution de

(s (1), 103) + 0ot (0, 07) + ([ ()1 w1 (0), 03) = (F (), 03),
{1 <j<m, um(t) € [wr, ... wn), (3.2.12)

. "L Do O
o) =3 [22 00,

i=17,
Um (0) = ugpm, ul (0) = Uy, (3.2.13)

Le systéme (3.2.12) (3.2.13) admet une solution locale dans [0, ¢,,].
Les estimations a priori qui suivent montreront que ¢,, = T.
2° Estimation a priori (I).

Si

U (1) = Zgjm(t)wj,

on multiplie (3.2.12) par g/, (t) et on somme en j ; il vient
(U (£), 13 (£)) + @t (£), 103, (£)) 4 (g ()] 013, (), 0, (1)) = (f (1), 0, (1)) =
3 g O + T )+ [ 1 (O o = (£0) 0
Q

on intégrant entre 0,¢ on en déduit :

S @OF a1+ [ [ o)l dedo = [ (500,100t 5+ o),
0 Q 0

(3.2.14)

W lv]| = \/a(v,v) (= norme sur H}(Q) équivalente a V]l g1 () )-
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D’apreés (3.2.10) (3.2.11) et I'inégalité de Cauchy-Schwartz et I'inégalité ab < 3a® + b

on a :

t t

il + luonl) + [(F@)ioNdr < € +5 [ 170 o+ 5 [ i)l do

0 0

D’apres (3.2.1) ,

/ |f(0)|? do < este. (3.2.15)
0

On déduit donc, en particulier,

t
W/ (1)) < C+ / ! (0)]? do, (3.2.16)
0
d’ou résulte que

lu, (t)| < cste (indépendante de m). (3.2.17)

D’apres (3.2.15) (3.2.17) on a:

[t (O + lum(]* < C, (3.2.18)

/ ! ()77 dedt < C. (3.2.19)
Q

Cela suffit & montrer que t,, =T Vm.
3° Estimation a priori (II).
Gréce & (3.2.8) on peut remplacer dans (3.2.12) w; par —Aw; et multipliant

encore par ¢;,,(t) et sommant en j, on en déduit

o0l 1), 1)+ (B (0 8, 0) 43 [ 1) 52 = a(7(0) 0, (0). (3220

=1 Q

Le terme non bilinéaire de (3.2.20) vaut
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))zdx

o} f (et ) 0o | (3

= IQ =1

et 'on déduit donc de (3.2.20) :

1., - ?
Z A 2 4/
SO + A0,(0)] > (gl ) ) i
1
= & (sl + Ao ) + /a(f(a),u;n(a))da. (3.221)
0
Utilisant (3.2.10) (3.2.11) on en déduit :
u!, demeure dans un borné de L>°(0,T; Hy (1)), (3.2.22)
u,, demeure dans un borné de L>°(0,7T; H*(£2)), ) (3.2.23)
9 5 . 2 .
8_m<’um|2 u,,) demeure dans un borné de L°(Q),i =1, ..., n. (3.2.24)

4° Estimation a priori (IIT).
On déduit de (3.2.12) :

[y, ()] = (Ao, iy, (0)) + (£(0), 1, (0)) = (Jtrm|” wrms 1y, (0)),

d’ou

N

[u (0)] < [Augm| + | f(0)] + /|u1m‘2(p+1) dx
Q

et donc, grace a (3.2.10) (3.2.11) :

DOn utilise ici I'inégalité |Ayp| > Cllell 2y pour ¢ € Hy(Q),Ap € L*(2), valable, T' étant assez

réguliere.

79



3.2. Existence et unicité

Dérivons (3.2.12) en t ; il vient :

(t (), ;) + g, (£), w;) + (p + 1) ([, ()] g, (8), w5) = (f(2),w5).

Multipliant par gj,,(¢) et sommant en j , on en déduit :

335 [ OF + 1, 1) + (0 1) [ O (0P = (7/0).08, 1)

Le terme non bilinéaire dans (3.2.27) vaut

. (%uumwﬁ%(t))fdx-

(5+1)
Q

On déduit donc de (3.2.27) que

L. 2 / 2 (p+1) t 9., £ ’
S @OF + [, ()] )+(§+1)2[Z (a(lum(t)l um(t))) drdo
1 " 2 2 t ! "
= 5 ([ O)] + [lurm] )+/(f (0), i (0))do.

0
Gréce a (3.2.25) on en déduit donc encore une fois (3.2.22) et

u demeure dans un borné de L°(0,T; L*(9)),

—(|u;n|g u! ) demeure dans un borné de L*(Q).

ot

5° Passage a la limite.

D’apres (3.2.18) (3.2.23) on a:

(3.2.25)

(3.2.26)

(3.2.27)

(3.2.28)

(3.2.29)

(3.2.30)

Uy, est borné dans L>(0,T; H?(Q)NHI(Q)) alors est born¢ dans L%(0, T'; H(2)). Donc
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3.2. Existence et unicité

il existe une sous suite de u,,, u, telle que, comme L>®(0,T; H*(Q)NH} () {resp. de L>=(0,T; H}(2))}
est le dual de L'(0,T; H*(Q)' + H~1(2)) W {resp. de L}(0,T; H™*(Q))}.
Donc d’aprés la proposition 1.2.3 (v) on a :

Vg e LY0,T; H*(Q)' + H1(Q)) :

Qui implique

u, — u faible dans L™(0,T; H*(Q) N Hy () et dans L*(0,T; H*(Q)),®  (3.2.31)

Donc

), — v’ dans D'(0,T; H*(2) N Hy(Q))

= u), — ' faible dans L>®(0,T; Hy(2))et dans L*(0,T; Hy(Q)).®) (3.2.32)

Alors en particulier u,, borné dans H'(Q) mais on sait que I'injection suivante est com-

pact :

HY(Q) — L*(Q). (3.2.33)

Donc, on peut supposer que la suite u,, extraite de u,, qui vérifie (3.2.31) (3.2.32) , donc

u,u’ existe et dans L?(Q) alors :

{ u, — u dans L*(0,T; H*(Q) N Hy(Q?)) fort (p.p),

3.2.34
w, — u' dans L2(0,T; Hy(Q2)) fort (p.p). ( )

. P .
Etudier la convergence de |u,|"ul :

W H2(Q) + H-Y(Q) est muni de la structure de dual fort de H?(Q) N H}(Q).
(2) « weak- star » ou « faible étoile »

()la limite «weak- star» de uL est nécessairement u'.
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3.2. Existence et unicité

lu! |°u! ~étant dans un borné de L>(0,T; L+2'(Q)), donc on pose :

|ut,|” w), — w dans L®(0,T; L2'(Q)), (3.2.35)

Montrant que

w = [u|" (3.2.36)

Pour cela on donne le lemme suivant :
Lemme 10 . Soit O un ouvert borné de R? x Ry, g, et g des fonctions de L?(O),

1 < qg< oo, telles que

HgﬂHLq(o) <ec, 9u — g p-p- dans O

Alors

gy — g dans L7 faible.

Quand pose, O =@ et g, = !uib pui“ d’apres (3.2.34)

u, —u'  dans L*(Q) (p.p).

Donc

g = [u,|"u, = [’ =g (pp) dans LPT(Q).

Telle que (p+2) =22 =g et d’aprés (3.2.35)
{u',u}p UL —w d(M’LS L(p+2)/(P+1) (Q)

Mais la limite est unique donc

g=u|"v =w.

D’apres (3.2.30) et la méme méthode on a :
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3.2. Existence et unicité

|uug u, — x dans HY(Q).

On montre que cette solution vérifié I’équation des solutions approchées, donc quand

pose m = p et j fixe et qui u > j alors :

(s (1), wy) + aluu(t), wy) + (g, (0)] 2 (8),w5) = (f(£),w5) (3.2.37)

D’apres (3.2.31)

a(uy,w;) = a(u, w;) dans L=(0,T).

(u,, w;) = (v, w;) dans L=(0,T) =

4
dt
Et d’apres (3.2.35) (3.2.36)

(u;uwj) = (UZ,’LU]') - (u//’wj) dans D/(O7T)>

(|u;}pu:“wj) — (|u'|" v/, wy) dans L*®(0,T).

On déduit donc de (3.2.37) que

(u",wy) + a(u, w;) + (|u'|" v’ wy) = (f, wy).

D’apres la densité de la base {w;} dans I'espace séparable H*(Q) N Hg(2), on a :

(u”,v) + a(u,v) + (|u'|” v/, v) = (f,v), Yo € H*(Q) N Hy(Q).

Alors la solution u satisfait (3.1.1) (3.2.4) (3.2.5) (3.2.6) et (3.2.7).

Reste a montrer que la solution u vérifié les conditions initiales (3.1.3) , u(0) = ug, w' (0) =
uy.

D’apres (3.2.31) (3.2.32) et le lemme 4 on a :

Donc u,, est continue sur [0, 7] alors continue en 0 donc :
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3.2. Existence et unicité

g, = u,(0) — u(0) = ug dans H*(Q) N Hy ().

Et encore

(u),, w;) — (v, w;) dans L>=(0,T),

(uy, wy) = (v, wy) dans L=(0,T).

D’apres le lemme 4

(3, (0), w;) = (' w;) li=o= (u'(0), w;),

et d’apres (3.2.13)

2(0),w;) = (ug, wy).

(u/(o)ij) = (ulij)avj-

Alors

u'(0) = uy.

Dot (3.1.3). &

3.2.3 Unicité

Lunicité est immédiate V) ; si u et v sont deux solutions, alors w = u — v vérifie

w’ — Aw + |u/|" v — )"V = 0. (3.2.38)

Prenant le produit scalaire des deux membres de (3.2.38) avec w'(t), on obtient

(Et valable dans des conditions plus générales
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3.2. Existence et unicité

d
5w )* + [|w(t) +/ (Ju' [ — ') o") (i — v)dx = 0. (3.2.39)
Q

ou

loll? = / (grad )*da. (3.2.40)
Q

Mais — et c’est le premier exemple de monotonie que nous rencontrons —

/( WP o — [0 ) (= o )da > 0 (3.2.41)
0
de sorte que (3.2.39) donne

d .
(W OF + [w(®)]*) < (3.2.42)

dotw=0. 1
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Chapitre 4

Un autre exemple d’équation

hyperbolique non linéaire

4.1 Position du probléme

On reprend le probléme posé au Chapitre 3. En changeant p en p — 2 | il s’agit de trouver

une fonction v satisfaisant a

W — Au+ [P = f dans Q =Q x]0,T[, (1<p< o), (4.1.1)
u=0 sur X, (4.1.2)
u(z,0) = ug(x),u (x,0) = us(x), z € Q. (4.1.3)

On démontre le résultat suivant:

Théoréme 4.1.1 — On suppose quef, ug, u; sont données avec

fe Q)+ L7 (Q)W (4.1.4)

ug € Hy(Q), uy € L*(Q). (4.1.5)

() Comme d’ordinaire %—l—i = 1. Evidemment, 2 étant supposé borné, (4.1.4) équivaut a f € Linf(2p") Q).
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4.1. Position du probléeme

Il existe alors une fonction u et une seule telle que

u € L®(0,T; Hy(Q)), u € L®(0,T; L*()), (4.1.6)

W € IP(Q), (4.1.7)

et les conditions (4.1.1) (4.1.2) (4.1.3).

REMARQUE 19.

1) La condition (4.1.2) est en fait entrainée par ’appartenance de u a L>(0,T; Hg(9)).
2) La condition (4.1.7) est évidemment inutile si p < 2.

3) Il résulte de (4.1.1) et de (4.1.6) (4.1.7) que

u’ € L2(0,T; HY(Q)) + L7 (Q), (4.1.8)
de sorte que v/(0) a un sens et la deuxiéme condition (4.1.3) a un sens.

REMARQUE 20.

Les hypothéses sur les données sont moins fortes que dans le Théoréme 3.2.1, Chapitre 3,
et (naturellement) la solution obtenue est plus faible. On observe encore une fois un exemple
du phénomene général : la méthode de monotonie (lorsqu’elle s’applique !) permet de passer
a la limite avec moins d’estimations a priori que la méthode de compacité et permet donc
d’obtenir des solutions plus faibles avec moins d’hypothéses sur les données.

On va démontrer le Théoréme 4.1.1 dans les deux numeéros suivants.

4.1.1 Démonstration de ’existence

Notations :

ou Ov
V = H}Q), H=L*Q), a(u,v) Z/axax

Bo) = o0, (£9) = [ Fodn, 111 = (.0 ol = alw.0)?.

1) On applique la méthode de Faedo-Galerkin avec une « base » w;...w,,...de 'espace

VN LP(Q).
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4.1. Position du probléeme

Soit donc u,,(t) € [w;...,w,,] caractérisé (localement en t) par

(U wy) + a(um, wy) + (Bup, (1), wy) = (f (), w;), 1<j<m, (4.1.9)
Um(0) = uom € (Wi, oo, W],  Uom — Ug dans V, (4.1.10)
u (0) = Uy € (W, oo, W], Upm — U dans H. (4.1.11)
Les mémes estimations a priori qu’au n 3.2, Chapitre 3, montrent que
Uy,  demeure dans un borné de L>(0,7;V), (4.1.12)
u/,  demeure dans un borné de L>(0,7T; H) N LP(Q). o
On va voir que ces estimations, et la monotonie, suffisent pour passer a la limite.
2) D’aprés (4.1.12) on peut extraire une suite u,, telle que
u, —u dans L*>(0,T;V) faible étoile , (4.1.13)
u, — v dans L>(0,T; H) faible étoile et dans Lr(Q) faible . o
B(u,) — x  dans L7 (Q) faible. (4.1.14)

D’aprées (4.1.13), u,(0) — w(0) dans H faible (en particulier) et donc u(0) = uy. Appli-
quant (4.1.9) pour m = u et j fixé, on voit que

(U”,w]') + CL(’U,,U}J') + (Xawj) = (f> wj)? ij

et par conséquent

(u",v) + a(u,v) + (x,v) = (f,v), YveVnNILPQ),

et donc

'+ Au+x=f, (A=-A). (4.1.15)

On a donc (4.1.8). Par ailleurs on a ainsi obtenu que
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4.1. Position du probléeme

E(u;uwj) — (f,w)) — alu,wy) — (x,wj) = —

dans L?(0,T) + L*(0,T) faible, donc

(s W) lt=0= (U1, wj) — (W'(0),w;)

et par conséquent

(u1,w;) — (W'(0),w;) Vj, donc u'(0) = u;.

On aura donc démontré I'existence si ’on vérifie que

X = B(u). (4.1.16)

3) On vérifie plus loin le

Lemme 11(Y) — Soit w une fonction satisfaisant a

we Lo0,T; V), w' € L®(0,T; H) N LP(0, T; LP(R)), (4.1.17)
w'+ Aw =g, g€ L*0,T;H)+ L (0,T; L (Q)), (4.1.18)
w(0) = uy, w'(0) = uy. o
Alors, pour presque tout ¢ € [0, 7], on a ) :
t
a(w(t), w(t)) + |w' ()] = alug, uo) + |ua]* + 2/(g,w')da. (4.1.19)
0
Nous allons en déduire que
t t
liminf [ (B(u;L) — B(p),u;, — go) do < [(x — B(p),u — ¢)do
{ 4 > (4.1.20)
V¢t non exceptionnel dans (4.1.19), Vo € LP(Q).

En fait pour montrer (4.1.20) il suffit de vérifier que

(DVerification du Lemme 11 ( voir [31,p.225 ])
11y a égalité dans (4.1.19) si ug = 0,u; = 0.
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4.1. Position du probléeme

t t

liminf/ (B(uy,), u},) do < /(X,u’)da. (4.1.21)
0 0
Or on déduit de (4.1.9) que

a(u,(t), u,(t)) + % |uL(t) 2y / (B(u;), u;) do

t

1 1
— palunn o) + 5l + [(fw)de  (@12)
0

Mais pour ¢ fixé on peut supposer (d’aprés (4.1.12) et aprés nouvelle extraction

éventuelle de sous-suite) que

u,(t) — by dans V' faible, w,(t) —1y dans H faible.

On vérifie, par un raisonnement analogue a celui fait a la fin du 2), que

o =ult), ¥y =u(t).

On déduit alors de (4.1.22) que

t

a(u(t),u(t)) + % /(8] + liminf/ (B(u),),u,) do

) ®u

1
2
0

t

a(uo,u0)+%|u1\2—|—/(f,u’)da. (4.1.23)
0

1
< =
2

Mais d’apres (4.1.15) on peut appliquer le Lemme 11 & u en prenant g = f — x.
On déduit alors de(4.1.23) que

lim inf] (B(u),), up,) do < t/(f, u')do + ](X — f,u)do
0 0 0

d'ott (4.1.21) et (4.1.20).



4.1. Position du probléeme

D’apres la monotonie de B , on a :

et par conséquent (4.1.20) entraine :

t

/(X—B(¢),u’—¢)da>0

Vt non exceptionnel dans (4.1.19) ; prenant ¢ = t, — T, t;, non exceptionnel, on en

déduit que

/(x — B(p),u' —p)dt > 0 Vo € LP(Q) (4.1.24)

d’ou résulte (4.1.16) par le procédé habituel. B

4.1.2 Démonstration de 'unicité
Démontrons d’abord qu’il y a égalité dans (4.1.19) si ug = 0,u; =0 i. e.

t

a(w(t), w(t)) + |w'(t))* = 2/ (g,w") do. (4.1.25)
0
Soient alors u; et uy deux solutions du probléme. Posant u; = us = w on a :

w” + Aw = —(B(u}) — B(uy)), w(0) =0, w'(0) = 0;

I'égalité (4.1.8) donne alors :

a(w(t), w(t)) + ' ()] = —2/ (B(uy) — B(us), uy — up) do < 0

(par la monotonie de B ) d'onw =0. W
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4.2. Un résultat de régularité

4.2 Un résultat de régularité

Dans le troisiéme et le quatriéme chapitre, On a déja introduit et utilisé I’espace de Sobolev
(d’ordre let 2). Plus généralement, on étend le resultat & des espaces de Sobolev H™((2)

d’ordre quelconque m.

4.3 Conclusion

Dans ce mémoire on a montré I'existence locale et 'unicité des solutions pour une équation
d’onde semi- linéaire accrétive avec des conditions initiales , en utilisant le théoréme de
Hille-Yosida. Nous avons donné un exemple et un contre -exemple d’équation hyperbolique
non linéaire avec des conditions initiales et des condition aux limites de Dirichlet. On a

démontré P'existence, 'unicité des solutions par la méthode (de Faedo-Galerkin).

Perspectives
Il serait souhaitable d’étudier

1 e Peut-on résoudre I’équation

u" — Au+ || u = f
dans un ouvert non cylindrique (avec les conditions aux limites et initiales appropriées) ?
2 e A-t-on pour I’équation (par exemple)
’LL” o Au—i— (uI)S —_ f

des résultats analogues & ceux indiqués briévement & la Remarque 21 relatifs & I’équation

u' — Au+ (u)P=f ?

3 e On sait résoudre, par exemple, ’équation de la chaleur :

ou
E —AU:f, (4 |Z: 07 U(O) = Uo,
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4.3. Conclusion

pour f € LP(0,7;L°(2)),p # o, en trouvant u dans les classes « optimales » (u €

Lr(0, T;W?°(9)). Peut-on obtenir des résultats analogues pour 1’équation

)
L

Oa:i

ou
833‘2'

ou "0

1=

)zf, uls=0, w(0)=1wup?

4 e Le méme probléme dans la quatriéme chapitre avec 1 < p < 2
et des conditions
w(z,0) =u(z,T), u'(x.0)=1du"(2T), =z

On donne f € L”(Q). 1l existe alors une fonction u et une seule vérifiant

w=u+uy, uy€ HNQ)+ W (Q)N WP (Q),
ue L*0,T; Hy(Q)),
u' € LP(Q).
5 e Peut-on trouver des solutions fortes périodiques dans le probléme précédent (avec

des hypotheéses supplémentaires sur f ) ?

6 e A-t-on des solutions périodiques pour ’équation

W' — AuAt lufPPu=f 7
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Résune

L' objectif de ce nménoire est |'étude de |'existence |ocale et de
|"unicité des solutions d une équation d' onde seni-linéaire accrétive .

Pour ce faire , on utilise deux techniques différentes

La premi ére s'appuie sur le théoréne de Hille- Yosida et |a seconde
t echni que repose sur |la nméthode de F. Galerkin

Mot s-cl és
Exi stence, unicité, onde, sem -|inéaire, Sobol ev.
Sunmary

The objective of this nenory is the study of the |ocal existence and
the unicity of the solutions of an equation of accretive seni-linear wave.

Wth this intention, two different techniques are used.

The first is based on the theoremof Hille- Yosida and the second
technique rests on the nethod of F. Galerkin .

Key words
Exi stence, unicity, wave, sem -linear, Sobolev.
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