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Résumé

Résumé

ans ce travail, on s’intéressera plus précisément a 1’étude des files d’attente

Da serveur non fiable et vacances. Ce type de modeéle trouve son application
dans les systémes de production, stok, systéme de communication réseaux, ect. ...

Nous calculons explicitement les fonctions génératrices partielles des états du
systéme en régime stationnaire dans le cas ol les arrivées sont groupées, serveur non
fiable et vacance.

Par ailleurs, nous avons étudié la file M/ M[Y]/ 1 avec catastrophe, nous avons
retrouvé explicitement les probabilités d’états de ce systéeme

Mots-clés : File d’attente MX1 /G /1, vacance du serveur, panne, réparation, File
d’attente M/ M) /1, vacance multiple, catastrophe , méthode de la variable supplé-

mentaire, Fonction génératrice, Transformée de Laplace.



Introduction générale

Introduction générale

a recherche d’une gestion optimale des phénomeénes d’attente est un des vastes
Ldomaines de la recherche opérationnelle.

La théorie des files d’attente née en 1917 des travaux du savant danois Erlang
sur la gestion des réseaux téléphoniques s’attache a modéliser et & analyser des
situations en apparences tres diverses : attente des clients au guichet, attente des
bateaux pour l'accostage, gestion des avions lors de l'atterrissage et le décollage,
ou bien encore gestion du stockage des informations et programmes informatiques
avant leur exécution.

Les files d’attente peuvent étre considérées comme un phénomeéne caractéristique
de la vie contempraine.

Nous les rencontrons dans les domaines d’activité les plus divers. Les exemples
les plus courants de la vie de tous les jours sont les caisses des supermarchés, les
établissements des restaurations rapides, les billetteries des aéroports, les cinémas,
les bureaux de poste, les banques.

Toutefois, lorsqu’on parle d’attente, nous pensons souvent & des personnes.

Or, les clients en attente sont aussi des commandes en attente de traitement,
des camions en attente de chargement ou de déchargement, des machines en at-
tente de réparation, des programmes d’ordinateur qui attendent d’étre exécutés, des
avions qui attendent ’autorisation de décoller, des bateaux qui attendent les remor-
queurs pour accoster, les voitures aux panneaux d’arrét, les patients dans les salles
d’urgence, etc.

Il est devenu inconcevable de construire un systéme quelconque (que ce soit un
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systéme informatique, un réseau de communication, un systéme de production ou un
systéme de la vie quotidienne) sans avoir auparavant fait ’analyse des performances.

La pression des enjeux économiques est telle actuellement que 1’on ne peut abou-
tir & un systeme sous-dimensionné et que 1’on doit éviter au maximum le surdimen-
sionnement.

Construire un systéme adapté respectant le plus possible les objectifs du cahier
des charges est une démarche qui passe obligatoirement par une étape de modélisa-
tion et d’analyse des performances.

En plus des modélisations analytiques, les simulations sur calculateurs permet-
tront des évaluations relativement précises, mais demandant parfois des temps de
calcul qui peuvent étre importants si I’on veut reproduire correctement les phéno-
meénes aléatoires et avoir atteint un régime permanent.

Une condition nécessaire pour dimensionner un centre de service est qu’il soit
capable d’absorber le débit moyen de clients prévu, condition trés facile a vérifier
par de simples calculs de débits moyens.

Mais, méme avec un systéme correctement dimensionné, le caractére aléatoire des
arrivées et des temps de service rend les attentes impossibles & éviter complétement.

La théorie mathématique des files d’attente étant assez complexe, La théorie
des files d’attente s’attache & modéliser et & analyser de nombreuses situations en
apparence trés diverses, mais qui relévent néanmoins toutes du schéma descriptif
général suivant. Des clients arrivent a intervalles aléatoires dans un systéme. Dans
ce mémoire, on s’intéresse a ’étude des files d’attente avec vacances, panne et ca-
tastrophes.

Les files d’attente & un seul serveur et service groupé ont plusieurs applications
dans le transport, systéme de production...

les files d’attente avec service groupé ont été étudiés par plusieurs auteurs Bailey,
Jaiswal, Neuts, Fakino, Briere et Chaudhry; Grassmann et Chaudhry; Kambo et

Chaudhry ; Chaudhry et Templeton.
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Dans ce mémoire nous allons aussi étudié, les files d’attente avec catastrophe.Une
catastrophe en générale consiste un événement soudain par exemple un virus qui
pertube gravement le fonctionnement d’un systeme.

La notion de catastrophes arrivant au hasard, menant & annulation de tous les
clients dans le systéeme.

Les catastrophes peuvent arriver de 'extérieur du systéme ou d’une autre station-
service. Dans les systémes informatiques, si un travail est infecté, ce travail transmet
un virus a d’autres processeurs.

Les fichiers (dossiers) Infectés dans des disquettes négligées, par exemple, peuvent
aussi arriver aux processeurs selon un certain processus aléatoire. D’ou ’étude des
systemes de files d’attente avec catastrophe.

Les réseaux informatiques infectés par un virus peuvent étre aussi modélisés par
des réseaux des files d’attente avec catastrophe. Les files d’attente avec vacances ont
été largement étudiées par beaucoup de chercheurs.

Le premier chapitre de ce travail est un apercu sur les processus aléatoire.

Le deuxiéme, le troisiéme, le quatriéme chapitre sont des cas particuliers du cin-
quieme chapitre; on a effectué¢ 'étude détaillée du régime stationnaire d’une file
d’attente arrivées groupées, serveur non fiable avec vacances; ceci permet de mo-
déliser les phénomeénes de pannes avec réparations. On utilise la technique de la
variable supplémentaire pour calculer les performances de la file étudiée.

Le sixiéme chapitre est I’étude de la file d’attente avec service groupé avec va-
cances et catastrophe

Enfin la derniére partie de ce mémoire est réservée pour 'application numérique.



Chapitre

Processus aléatoires

1 Introduction et Généralités

Les processus aléatoires décrivent 1’évolution d’une grandeur aléatoire en fonc-
tion du temps. Il existe de nombreuses applications des processus aléatoires
notamment en physique statistique (par exemple le ferromagnétisme, les transitions
de phases, etc), en biologie (évolution, génétique et génétique des populations), mé-
decine (croissance de tumeurs, épidémie), et bien entendu les sciences de I'ingénieur.

Dans ce dernier domaine, les applications principales sont pour ’administration
des réseaux, de 'internet, des télécommunications et bien entendu dans les domaines
économique et financier. L’étude des processus aléatoires s’insére dans la théorie des
probabilités dont elle constitue 'un des objectifs les plus profonds. Elle souléve des
problémes mathématiques intéressants et souvent tres difficiles.

Ce chapitre préesente quelques aspects des processus aléatoires utiles a I'ingé-
nieur mathématicien du fait de leur fréquence d’occurrence dans les applications :
processus de renouvellement, processus de Markov, mouvement brownien et intégrale

stochastique.
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1.1 Définitions

On appelle processus aléatoire a temps continu une famille {X;;¢ € T} de va-
riables aléatoires indicées par un parameétre réel positif.

L’ensemble T représente un intervalle de temps, et le plus souvent la demi-droite
R,.

Les variables sont définies sur un méme espace probabilisé.

Dans ce chapitre, nous étudierons des processus a valeurs entiéres ou réelles.

Nous identifierons parfois, de maniére abusive et lorsque les ambiguités seront
impossibles, processus et variables en notant (X;) ou { X;} pour désigner le processus.

Pour une éventualité du hasard w fixée, 'application qui a ¢ associe la valeur
Xy (w) s’appelle une trajectoire du processus.

Les trajectoires constituent généralement les observations concrétes que I’'on peut
faire d’un processus.

Par exemple, les journaux publient chaque jour les trajectoires des valeurs bour-
sieres.

Un processus est a valeurs entieres si X; € N, pour tout ¢t > 0.

Les exemples de processus a valeurs entiéres sont les processus de Poisson, les
processus de renouvellement liés au comptage d’événements survenus au hasard, par
exemple les processus liés a ’état d’une file d’attente. Dans les files d’attente, la va-
riable X} représente en général le nombre de clients dans un systéme. Ce nombre peut
accroitre ou décroitre en fonction des durées et des stratégies de service. Les pro-
cessus de branchement décrivant la taille d’une population sont aussi des exemples
importants.

Un processus est a valeurs réelles si X; C R, pour tout ¢t > 0.

Les exemples de tels processus sont les mouvements browniens décrivant par
exemple les cours des marchés financiers, les processus de Poisson composés ou les
capitaux de sociétés (e.g., compagnies d’assurance).

Laloi d’un processus aléatoire est caractérisé par la donnée des lois fini-dimensionnelles.
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Nous considérons en particulier des processus a accroissements indépendants. Un
accroissement du processus est tout simplement une variable aléatoire A;; égale a
Ag =X, — X5t > s, ou s,t sont quelconques.

Définition :

Un processus a accroissements indépendants est a accroissements stationnaires
si la loi de I'accroissement (X, — X;) ne dépend pas de t, pour tout ¢ > 0.

Quelques exemples de processus

Parmi les plus élémentaires des processus, nous trouvons les processus de comp-

tage qui seront étudiés par la suite.

1.1.1 Processus de comptage :

Un processus aléatoire { V;; ¢ > 0}a valeurs entiéres est un processus de comptage

si

ZZ) Vs S t,NS S Nt'

Commentaires : Les trajectoires d’un tel processus sont donc des fonctions en
escalier dont les marches sont de taille aléatoire. Les processus de comptage peuvent
modéliser de nombreux phénomeénes. Si I’on s’intéresse au nombre d’accés de clients
a un serveur durant une période (0,7"), on observe en fait un processus de comptage
sur cet intervalle de temps. De méme, le nombre de particules détectées par un
capteur ou le nombre de buts marqués lors d’'un match de football peuvent étre
modélisés par des processus de comptage. Nous connaissons déja un processus de

comptage important : le processus de Poisson.
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1.1.2 Processus de Poisson :

Un processus aléatoire { Ny;t > 0} a valeurs entiéres est un processus de Poisson
de parametre A > 0 si

i) (Ny) est un processus de comptage & accroissements indépendants et station-
naires;

ii) la variable N; suit la loi de Poisson de parametre At

(A" i

n!e

VnZO, P(Nt:n):

le processus de Wiener ot mouvement brownien est le plus célebre des processus
a valeurs réelles. Sa découverte est due a I'observation du biologiste Brown, interessé
par les fluctuations aléatoires d’un grain de pollen dans un liquide.

Le premier a avoir formalisé les propriétés du mouvement brownien n’est autre
que A. Einstein dans un article fondamental écrit en 1905. Ce processus posséde
de nombreuses propriétés mathématiques : accroissements indépendants et station-
naires, processus gaussien,martingale, processus de Markov, équation de la diffusion.
Cela explique que I'on puisse I’étudier trés en détails. Il intervient dans la modéli-
sation de nombreux phénomeénes comme une conséquence du théoréme de tendance

vers la loi normale. Les exemples importants sont en physique et en finance.

1.1.3 Processus deWiener ou mouvement brownien :

Un processus aléatoire {W;;t > 0} a valeurs réelles est un processus de Wiener
ou mouvement brownien standard si

i)(W;) est un processus & valeurs réelles a accroissements indépendants et sta-
tionnaires ;

ii) la variable W} suit la loi normale de moyenne nulle et de variance t.

Une classe de processus trés importante en pratique et contenant les deux exemples

précédents est celle des processus de Markov. Pour ces processus, I’évolution future



Chapitre 1 Processus aléatoires

de la variable étudiée conditionnellement a son passé jusqu’a l'instant présent ne
dépend que de son état a l'instant présent. Nous étudierons en particulier les pro-
cessus de Markov a valeurs entiéres, temporisation naturelle des chaines de Markov

a temps discret.

1.2 Compléments sur la transformée de Laplace

La transformée de Laplace est un outil analytique fréquemment utilisé dans
I’étude des variables aléatoires et des processus aléatoires. Nous trouverons de nom-
breuses opportunités d’application de cet outil dans la suite de ce texte. En particu-
lier, il sera intéressant de l’utiliser lors de I’étude des processus de renouvellement,
pour résoudre certaines équations fonctionnelles ou équations différentielles. Dans
ce paragraphe, nous définissons la transformée de Laplace de certaines fonctions de
R, et nous montrons a travers quelques exemples I'intérét technique de cet outil.

Définition :

Une fonction continue f de R, dans R est d’ordre exponentiel s’il existe o >

0,to > 0 et M > 0 tels que, pour tout t > t,
[f(t)] < Me™

Vs> a,Lf(s) = /OO f(t)e *tdt
0

Commentaires : La transformée de Laplace d'une fonction d’ordre exponentiel

est bien définie.
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En effet, pour tout s > «a

L(s) < LA“qune-“dt

to o)
|w@|s/Wﬂme+M/e*ﬂw
0 to
1

(1—e (7)) < o

ILf(s)] < My—M

s—«

Une propriété importante de 'opérateur de Laplace est qu’il détermine presque
partout la fonction qu’il transforme.

Théoréme

Soient f et g deux fonctions d’ordre exponentiel identique.

Supposons que

Vs >0,Lf(s) = Lg(s) alors f = ¢ presque par tout.

Exemple Transformée de Laplace d’une constante.

Cherchons a calculer L1(s) pour tout s > 0 (la constante 1 est évidemment une

fonction d’ordre exponentiel).

o 1
Vs >0, L1(s) = / e tdt = ~
0 s

Exemple Transformée de Laplace de I’exponentielle.

Soit @ € R Cherchons a calculer Le™(s).

o 1
Vs>a , Le™(s) = / e dt =
0

s—a
Nous énoncons maintenant une propriété fondamentale de la transformée de

Laplace. Elle transforme un produit de convolution en un produit de fonctions.

Proposition : Soient f,g deux fonctions d’ordre exponentiel identique et o

9
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la constante correspondante. La transformée de Laplace du produit de convolution

f = g défini par

V>0, fxg(t)= /Otf(t —x)g(x)dx.

est égale a

Vs>a , Lfxg(z)=Lf(s)Lg(s)

Démonstration : Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la transformée
de Laplace du produit de convolution est bien définie pour s > « . Effectuons le

calcul

trea)= [ [ = agtwe s

en posant u =t — x et v = x. Nous obtenons

Lf % g(x) :/Ooo /Ooo f(w)g(v)e ) dudo.

Finalement, d’aprés le théoréme de Fubini

Lf xg(s) = Lf(s)Lg(s).

Proposition : Soit f une fonction d’ordre exponentiel dérivable et dont la

dérivée est continue.

Alors

Vs >a: Lfi(s)=sLf(s)— f(0)

Démonstration : Nous avons

10
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Lf(s) = /O T Petat

Une intégration par parties (réalisée comme il se doit sur un intervalle borné)

conduit au résultat suivant

Lf'(s) =—f(0)+ S/OOO f(t)e *tdt

Transformée de Laplace d’une variable aléatoire positive :
Pour une variable réelle positive X admettant une densité, la transformée de
Laplace est une notion voisine de la fonction caractéristique. Il s’agit en fait de la

transformée de la densité

Vs R, , Ly(s) = Ele—] = /0 e () da

Cette fonction est a valeurs réelles donc plus facile & manipuler sur le plan théo-
rique que la fonction caractéristique. Notons que les calculs a effectuer sont iden-

tiques dans les deux cas.

1.3 Proprieté de la loi exponentielle :

la loi exponentielle

Lorsque I'on désire établir un modéle mathématique d’un phénomeéne réel, il est
souvent nécessaire de faire de nombreuses hypothéses simplificatrices afin d’analyser
le modeéle de maniére calculatoire. Une hypothése simplificatrice souvent émise en
pratique est que les phénomeénes aléatoires étudiés possedent une certaine indépen-
dance du passé, ou absence de mémoire. Dans ce cas, la loi de certaines variables
aléatoires sera une loi exponentielle. Cette hypothése simplificatrice se justifie du fait

de la simplicité de calcul lié & cette loi mais aussi du fait qu’elle constitue souvent

11
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une bonne approximation du phénomeéne réel. Par exemple, la loi exponentielle est
la loi de la durée de vie d’'un matériel qui ne s’use pas au cours du temps. Un tel ma-
tériel posséde un taux de destruction (taux de panne) constant dans le temps. Cette
propriété d’absence de mémoire sera mise en forme dans le premier paragraphe. La

loi exponentielle sera la seule loi qui possédera une telle propriété.

1.3.1 Définition

Une variable aléatoire réelle X suit une loi exponentielle de parameétre A > 0 si

sa densité est donnée par

e ™ siz >0

)= {o si non

Sa fonction de répartition est alors donnée par

F(x):/:f(x)dx:{l—ke_m sixz >0

0 si non

La transformée de Laplace de la loi exponentielle est

A
A+ s

Vs >0 ,L(s) = E(e**) = / e e M dy =
0

Les moments de la variable X s’obtiennent par différenciations successives de la

transformée de Laplace

> =

et

B(X?) = 1°(0) = 5

Des deux équations précédentes, on déduit aisément
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Var(X) = —

1.3.2 Absence de mémoire

Définition 1 : Une variable aléatoire X est dite sans mémoire (ou sans usure)

si

Vs>0, P(X >t+s/X >t)=P(X >s). (1.1)

Si X est la durée de vie d’un matériel quelconque, I’équation s’interpréte de
la maniére suivante. Sachant le matériel en état de bon fonctionnement au temps t,
la loi de probabilité de sa durée de vie future est la méme que celle de sa durée de
vie initiale.

Proposition 1 : Une variable aléatoire de loi exponentielle est sans mémoire.

Démonstration : La condition d’absence de mémoire se formule de la

maniére suivante

P(X >t+sX>t)
P(X >1t)

=P(X >5s)

soit

P(X >t+s)=P(X >t)P(X > s) (1.2)

La condition [1.2] est évidemment satisfaite par la loi exponentielle.
Proposition 2 : Une variable aléatoire sans mémoire suit la loi exponentielle .

Démonstration : Soit X une variable possédant la propriété [1.1l On note

G(z) = P(X > x).

Nous venons d’observer que la fonction GG était solution de I’équation fonction-
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nelle

Vo,y € Ry, g(o+y) = g(z)g(y)

Un résultat d’analyse tres classique garantit que les solutions continues (& droite)

de cette équation sont de la forme

Vo € Ry , g(x) =

Ainsi, nous devons avoir

Ve € IR, ,P(X<z)=1—¢e?

La propriété d’absence de mémoire de la loi exponentielle se traduit sur une
grandeur appelée taux de panne ou taux de hasard.
D “efinition 2 : Soit X une variable aléatoire réelle de densité f et de fonction

de répartition F'. On appelle taux de hasard la fonction définie par

VE>0, r(t)= 1L (1.3)

Cette grandeur s’interpréte de la maniére suivante. Supposons qu’un matériel de
durée de vie X soit en état de bon fonctionnement au temps ¢ > 0. On désire calculer
la probabilité d’une panne dans I'intervalle de temps (t, ¢+ dt). Cette probabilité est

égale a

P(X € (t,t+dt)/X >t).si X :"la durée de vie"
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Or

P(X € (ht+dt)/X >t)= LEELIFdSX>1)

P(X >1t)
P(X € (tt+dt)/X >1t)= P(f’f]f()(;’:;dt))
P(X € (Lt+dl)/X >1) % _ ()t

La fonction r(t) représente le taux. Pour la loi exponentielle, ce taux se doit

d’étre constant par absence d’usure. On vérifie bien

—At
W0, () = 2 )

Y

Proposition 3 : Soit X une variable aléatoire positive admettant une densité
f. Le taux de hasard de X caractérise la loi de cette variable.

Démonstration : Notons que 1'équation |1.3[se formule de maniére équivalente

F(t)

En intégrant des deux cotés, on obtient

In(l1-F(t) =— /Otr(s)ds +k

soit

1 — F(t) = ¢" exp {— /Okr(s)ds}

En prenantt = 0, on obtient, puisque F'(0) = 0,

Ft) =1 — exp {— /Otr(s)ds} |
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2 Processus de Markov

2.1 Processus de Markov

Les processus aléatoires que 1’on considére dans ce chapitre ont un large champ
d’application dans la modélisation de systémes réels. Ce sont des processus en temps
continu analogues aux chaiines de Markov.

Ils se caractérisent par la propriété de mémoire & court terme suivante. Connais-
sant ’état du processus au temps présent, la prédiction de ’état futur se fait indé-
pendamment du passé du processus.

Un exemple de processus de Markov en temps continu a déja été rencontré. Il
s’agit du processus de Poisson. Si 'on pose pour état au temps t le nombre total
d’arrivées a cet instant, le processus de Poisson est un processus de Markov & valeurs
dans N et qui n’effectue des sauts que de 1’état n vers I'état (n + 1), n > 0.

Un tel processus s’appelle un processus de naissance pure. Plus généralement, un
modele dont les durées inter-transitions sont de loi exponentielle et qui effectue des
transitions entre les états n et (n+1) ou (n— 1) uniquement est appelé processus de
naissance et de mort. On trouve des processus de naissance et de mort dans 1’étude
de populations biologiques par exemple, mais aussi lors de I’étude de files d’attente.
Dans ce cas, le processus de naissance et de mort modélise la longueur de la file

d’attente.

2.1.1 Définitions

Soit {X;;¢ > 0} un processus aléatoire a valeurs entéres.
Définition 1 : On dit que le processus {X;;t > 0} est un processus de Markov

si, pour tout s,t > 0;7,5 € Net x, e N, 0 < u < s,

P(Xiis=7j/Xs=1,Xy =2,V 0<u<s)=P(Xyys =j/Xs =1).
En d’autres termes, un processus de Markov est un processus ayant la propriété
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suivante. La loi conditionnelle de la variable future X, sachant ’état présent X
et toute I’histoire du processus jusqu’au temps s ne dépend que du présent et est
indépendante du passé.

Si, de plus, Pj;(s,t) = P(Xyys = j|Xs = 7) ne dépend pas de s, le proces-
sus {X;;t > 0} est dit homogene. Tous les processus de Markov considérés dans
ce chapitre seront homogeénes. Supposons qu’'un processus de Markov homogeéne
{X4;t > 0} se trouvait en ¢ au temps ¢ = 0 et qu’il n’ait pas quitté cet état durant
'intervalle de temps [0, t].

Cherchons a caractériser la loi conditionnelle de la variable aléatoire T; égale a
la durée de séjour dans ’état .

Soit s, >0

P(T;, > t+s|T; > t) = P(T; > t+ s|X; = i) par la propriété de Markov,
P(T; >t + s|T; > t) = P(T; > s) par homogénéite.

Ainsi, la variable T; posséde la propriété d’absence de mémoire qui caractérise la
loi exponentielle. Le paramétre de cette loi dépend de ’état 7. On note ce parameétre
i

Cette propriété d’absence de mémoire suggere une maniére intuitive de construire
un processus de Markov homogene quelconque.

1) Pour tout i dans N, le temps de s¢jour dans 1’état i(avant d’effectuer une
transition vers un état j # i) est une variable aléatoire de loi exponentielle de
parametre 1.

2) Lorsque le processus “quitte” 1’état i, il choisit d’aller en j # i avec la proba-

bilité p;; . Les probabilités de transition vérifient donc

Pij = O;sz‘j =1
i#]

3) Toutes les durées de séjour sont indépendantes entre elles, et indépendantes
des états de la chaine.

Commentaires : En d’autres termes, un processus de Markov est un processus
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aléatoire qui effectue des transitions d’état en état suivant une chaine de Markov (la
chaine incluse de probabilités de transition p;; et tel que le temps passé dans chaque
état avant de visiter un autre est de loi exponentielle. Si les temps de séjour n’étaient
pas des variables indépendantes, alors la prédiction de la valeur future du processus
devrait tenir compte des temps passés dans chaque état. Ceci est en contradiction

avec la propriété de Markov.

2.1.2 Equations de Kolmogorov

Soit {X;;t > 0} un processus de Markov & valeurs entiéres. Pour tout couple

(i,7) € N x N, on pose

Vi J o, Aij = Dijh-

La vitesse avec laquelle le processus quitte de 1’état ¢ est p, et la probabilité avec
laquelle il entre dans I’état j est p;; . Ainsi, on peut interpréter \;; comme le taux

avec lequel le processus partant de 1’état ¢ entre en état j. Bien entendu

Vi = Zpij,ui = Z Aij

i#] i#]

sz‘jzl §pz‘2‘+2pij:1-

jENN i#£]
et
o, Aij
Vi# j yDij = —

i

Ainsi, la donnée de la famille {);;;7 # j} détermine complétement le processus
en question. Posons, pour tout 7, j € N et s,t > 0, P,;(t) = P(Xy1s = j|Xs = 1) .
Il s’agit de la probabilité conditionnelle pour que le processus en I’état ¢ au temps

s se trouve en ’état j au temps t+s. Par homogénéité, cette grandeur ne dépend pas
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de s. La proposition suivante justifie la dénomination de taux de transition appliquée
aux A;; .

Proposition 1 : Pour tout i € IN,h > 0;1 — Py;(h) = u;h + o(h);

P,i(h) = A\jjh +o(h) lorsque j # i.

Démonstration. Nous avons, pour tout j # i, h > 0

P(X), = j|Xo=1) = P(T; < h)pij +o(h) , ono(h) = P(T; > h)

P(Xy, = j|Xo = i) = pijp;h + o(h) + o(h)

P(X), = j|Xo =1) = \jjh+ o(h).

La premiére assertion est évidente. Elle traduit simplement le fait que

> Pyl =1

La proposition suivante établit une propriétéde semigroupe pour les probabilités
de transition analogue a celle démontrée auparavant pour les chaines de Markov.

Proposition 2 : Propriété de semigroupe.

Vs, t >0 , Py(t+s)= ZPik(t)ij(S)

keN
Démonstration : Conditionner aux valeurs de X, et appliquer la propriété de
Markov.
Définition 2 Générateur infinitésimal.
On appelle générateur infinitésimal la matrice dont le terme général est \;; pour

i # j et —v; pour le terme diagonal d’ordre 7 . Cette matrice est notée

— Mo Aot o2
Ao —Hy A2
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Notons p(t) la loi de la variable aléatoire X

Vi € N,pi(t) = P(X, =)

La loi p(t) peut se calculer comme la solution d’un systéme différentiel linéaire.

Les équations de ce systéeme sont appelées équations de Kolmogorov.

Démonstration. Soit » > 0. D’aprées la formule des probabilités totales,

nous avons

VieN |, P(Xiyp =)= Z‘P(Xt-i-h =j/ Xt = i)pi(t)

D’apres la propriété d’homogénéité, nous avons

VieN | P(Xyp=7/Xi=1i)=P(X,=7/Xo=1)

Ainsi,

pit+h) = ZP(Xh = j/Xo =1)pi(t)

sz'(t)%‘jh +pi(#)(1 = p;h) 4+ o(h)

d’apres la proposition 1. Nous avons donc

BRI 57 o = s+ 2

Le résultat suit lorsque h — 0. on trouve

Pi(t)

Processus de Poisson
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Le processus de Poisson de paramétre A > 0 est un processus de Markov. En
effet, nous avons, pour tout 7 > 0

Ai=A et piiy1=1

Dans cette section, nous justifions ’aspect intuitif du processus de Poisson en
obtenant la loi de Poisson & partir des équations infinitésimales. La référence a la
définition de processus de Markov ne sera pas directement utilisée dans ce qui suit.

Définition 3 Le processus de comptage {N;;t > 0} est un processus de Poisson

de taux\ > 0, si

i) le processus est a accroissements indépendants et stationnaires ;

ii) P(N, =1) = A+ o(h);

iii) P(N, > 2) =o(h) .

Commentaires. Un argument heuristique permet de bien comprendre pour-
quoi la loi de Poisson intervient de maniére naturelle. Considérons l'intervalle de
temps (0,%) que nous subdivisons en n sous intervalles de longueur égale a % . La
probabilité pour qu’une occurrence survienne dans (kt/n, (k+1)t/n) est approxima-
tivement égale a t/n. Puisque les occurrences sont indépendantes, le nombre N; d’oc-
currences dans (0,¢) “suit” la loi binomiale B(n,t/n). L’approximation binomiale-
Poisson montre que ’on peut considérer que /N, suit la loi de Poisson de parameétre

nAt/n = At.

2.1.3 Comportement asymptotique

Nous cherchons a caractériser le comportement asymptotique d’un processus de
Markov homogene {X;;¢ > 0} dont 'espace d’état est égal & N. Supposons que la
variable X; converge en loi vers une loi 7 et supposons que l'inversion des signes

> et lim soit licite. On obtient, par les équations de Kolmogorov

an)\ij — ;T = 0
J
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soit

1A =0

avec
E T, = 1
i

Par analogie avec les chaines de Markov, nous cherchons des conditions sous
lesquelles ce systéme admet une solution unique. Pour simplifier la discussion, nous

nous limitons

a des ensembles d’état finis. L’existence d’une solution au systéme

1A =0

est garantie par le fait que 0 est toujours valeur propre de A . Un vecteur propre

associé a la valeur propre 0 est

1

L’unicité d’une solution stationnaire est, comme pour les chaines, liée a une

notion de connexité du diagramme de transition du processus {X;;t > 0}.

Définition 4 Le processus {X;;t > 0} est dit irréductible si

Vi, 7 5 3k, ke, ..k, tel que A, >0 et .oet A, ;>0

L’interprétation est la méme que pour les chaines. Le probléme de la périodicité

ne se pose pas puisque les temps de transition sont aléatoires. On admet le résultat

suivant
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Théoreme 3 Si le processus {X;;t > 0} est irréductible, alors la variable Xt

converge en loi quand t — oo vers la loi 7 solution de

1A =0

indépendamment de la loi de la condition initiale Xj.

3 Les files d’attente

Nous abordons dans ce chapitre le formalisme des files d’attente dans sa généra-
lité. La théorie des files d’attente est une technique de la recherche opérationnelle
qui permet de modéliser un systeme admettant un phénomene d’attente, de calculer
ses performances et de déterminer ses caractéristiques. Nous parlons de phénoméne
d’attente chaque fois que certaines unités appelées "clients" se présentent d’une
maniére aléatoire & des stations afin de recevoir un service dont la durée est généra-

lement aléatoire.

3.1 Les files d’attente simple

Une file d’attente simple ou station est un systéme constitué d’un ou plusieurs
serveurs et d’un espace d’attente. Les clients arrivent de ’extérieur, patientent éven-
tuellement dans la file d’attente pour recevoir un service, puis quittent la station.
Afin, de spécfier complétement une file simple, nous devons caractériser le processus
d’arrivée des clients, le temps de service ainsi que la discipline de service de la file

d’attente.
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Type de systeme Serveurs Clients
Cabinet médical Meédecins malades
Faculté Filieres étudiants
Atelier de maintenance Réparateures machines en pannes
Aéroport Piste d’atterrissage Avions
Réseaux téléphoniques Cables informations

Quelque exemples de domaines d’application

3.2 Les caractéristiques du systéme de files d’attente

3.2.1 La population

Dans la théorie des files d’attente, nous appelons population la source de clients
potentiels. Il y a deux situations possibles. Dans le premier cas, la population est
infinie, c’est- a-dire que le nombre potentiel de clients est infiniment grand en tout
temps. C’est le cas des clients des supermarchés, des banques, des restaurants, des ci-
némas, des centres d’appels, etc. De plus, les clients proviennent de toutes les régions
possibles. Dans la deuxiéme situation, la population est finie, ce qui signifie que le
nombre de clients potentiels est limité. Un bon exemple est le nombre de machines,

d’avions, etc, en réparation dans le centre de maintenance d’une entreprise.

3.2.2 Le processus d’arrivée

Le processus d’arrivée spécifie les instants auxquels les clients arrivent dans le
systéme. Dans la théorie classique des files d’attente, nous faisons le plus souvent
I’hypothése que les clients arrivent de maniere isolée et indépendamment les uns des
autres. Sous ces hypotheses les intervalles de temps entre deux arrivées successives

forment une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

(L.id).
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Soit {N(t), t € R*} un processus de poisson d’intensité A alors : Le temps T qui
s’ écoule entre deux arrivées consécutives obéit a une loi exponentielle de parameétre

A et de moyenne 1/\ , autrement

P(T>t)=e"

3.2.3 Le processus de service

La deuxiéme composante d’un systéme de files d’attente est la quantité de service
(le temps de service nécessaire au traitement) demandée par un client.

Dans la majorité des cas, nous supposons que la population des clients est ho-
mogene, ce qui entraine que les services demandés sont identiquement distribués, ou
ont une distribution commune dite distribution de service.

La distribution du processus de service revient alors a spécifier la loi de proba-
bilités de ces variables aléatoires. Les symboles utilisés pour décrire les processus de
service sont les mémes que ceux introduits ci-dessous pour le processus d’arrivée.

En pratique, nous rencontrons la distribution exponentielle qui est la plus simple
a manipuler mathématiquement. Une propriété assez importante de cette distribu-
tion est ’absence de mémoire, qui pourrait-étre caractérisée par le fait que le temps

résiduel d'un service est indépendant du temps déja écoulé de ce service.

3.2.4 Le nombre de serveurs

Le nombre de serveurs correspond au nombre maximal de clients pouvant étre
traités simultanément.

Au niveau de la station nous trouvons soit les serveurs qui sont tous identiques ot
les serveur opérent selon la méme procédure, en particulier les temps de services sont

indépendants d’un serveur a ’autre et distribués selon une méme loi de probabilités.

25



Chapitre 1 Processus aléatoires

3.2.5 La capacité de la file

La capacité d’accueil d’une file correspond au nombre maximal de clients pouvant
étre présents dans le systéme & un instant quelconque. Elle est égale & la somme du
nombre de serveurs et du nombre de places d’attente disponibles. Si la capacité de
la file est finie et elle vient d’atteindre son maximum, un client qui arrive dans le

systéme est refoulé et doit quitter le systéme sans avoir été servi.

3.2.6 La discipline de la file

La discipline de la file, ou discipline de service est la régle déterminant 1’ordre
dans lequel les clients vont accéder au serveur. Les disciplines de service classique,
ainsi que leurs acronymes sont :

*FIFO : acronyme de I'anglais " first in first out", soit "premier arrivé, premier
servi".

c’est la discipline de service employée le plus souvent et c’est celle qui sera admise
par défaut.

*LIFO : acronyme de 'anglais "last in first out", soit "dernier arrivé premier
servi", cette discipline correspond au cas ou les clients en attente forment une pile,
le dernier arrivé étant au-dessus de la pile et donc le prochain a étre servi.

*SIRO : acronyme de I'anglais "service in random order", cette discipline cor-
respond aux situations ou le prochain client servi est choisi au hasard parmi tous
ceux en attente.

Certains modeéles de files d’attente font usage de discipline plus complexe re-
posant sur les priorités de traitement. Ces derniéres apparaissent souvent lorsque
plusieurs types de clients cherchent a accéder au service. Dans un tel cas, il peut
étre nécessaire d’associer a chaque classe de clients une priorité de traitement, les
clients appartenant & une classe de grande priorité étant servis avant ceux apparte-
nant a une classe de priorité inférieure. Un tel systéme peut également accepter la

préemption d’un service, c’est- a~dire I'interruption du service d’un client au profit
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d’un autre (pour cause de priorité supérieure, par exemple). Si un tel mode de fonc-
tionnement est autorisé, le service interrompu peut étre simplement terminé plus
tard (preemptive resume) ou, alors, étre recommencé depuis le début, le travail déja

effectué étant perdu (preemptive repeat).

Notation de Kendall

La notation suivante, introduite par Kendall, permet de ramener la description
textuelle des différents éléments constituant une file d’attente simple a une formule
symbolique. Dans sa version étendue, un modéle est spécifié par une suite de six
symboles :

A/B/m/K/L/Z

La signification de chacun de ces symboles est :

* A : distribution d’inte-rarrivée

* B : distribution de service

* m : nombre de serveurs

* K : capacité de la file

* L : population des usagers

* 7+ discipline de service

La liste qui suit résume les lois de probabilités les plus couramment rencontrées
pour A et B ainsi que les symboles associés.

La lettre M désigne la loi exponentielle (abréviation de Markovian ou Memory-
less). Un processus d’arrivée de type M n’est rien d’autre qu’un processus de poisson
et les intervalles de temps entre deux arrivées successives de clients sont des variables
aléatoires i.i.d. exponentielles.

La lettre D correspond & une loi dégénérée (constante).Dans un tel processus les
arrivées de clients sont réguliérement espacées dans le temps.

Le symbole Ej désigne un processus ot les intervalles de temps entre deux arri-
vées successives sont des variables aléatoires i.i.d. Suivant une loi d’Erlang d’ordre

k (somme de k variables exponentielles i.i.d.)
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La lettre G est utilisée lorsqu’aucune hypothése particuliere n’est faite sur le

processus d’arrivée, ce dernier étant alors un processus de renouvellement quelconque

3.3 Notation de classe de clients

Une file d’attente peut étre parcourue par différentes classes de clients. Ces dif-
férentes classes se distingueront par :

— des processus d’arrivée différents.

— des temps de service différents.

— un ordonnancement dans la file d’attente en fonction de leur classe.

3.4 La formule de Little

La formule de Little est I'un des résultats les plus beaux et les plus utiles de la
théorie des files d’attente. De part sa grande simplicité et sa généralité ce théoréeme
possede une multitude d’applications. D’une certaine maniére il peut étre percu dans
la théorie des files d’attente de la loi d’Ohm en électricité ou de la loi de Hook en
élasticité.

Comme la plupart des résultats présentés dans ce chapitre, la formule de Little
n’est valable que pour des systémes stables.

théoréme Soit un systéme en régime stationnaire, alors

=
|

)\effg et @ = )\effW

Aerr = A= Pregpus)

Avec :

1. N est le nombre moyen de clients dans le systéme.

2. @ est le nombre moyen de clients dans la file d’attente.
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3. Aefs est le taux moyen d’arrivée des clients potentiels dans le systeme.
4. S est le temps moyen de séjour d’'un client dans le systéme.

5. Prefrus st la probabilité de refuser un client qui arrive a la file.

3.4.1 Files d’attente Markovienne caractérisées par un processus de

naissance et de mort

Pour étudier un phénomene d’attente nous le rapportons généralement a un
systéme décrit par un processus stochastique, les fondements de la théorie de files
d’attente ont été développés par A. K.ERLANG dés les deux premiéres decennies du
siecle précédent, c’est a dire bien avant les années trente quand FELLER introduisait
le concept de "processus de naissance et de mort".

Un processus de naissance et de mort caractérise une file d’attente de la fagon
suivante : une naissance est ’arrivée d’un client dans le systéme, une mort correspond

A une sortie ol & la fin du service d’un client.

Définition Une file d’attente est dite Markovienne si les processus d’arrivées et
de service sont des processus sans mémoire.

X(t) : Nombre de clients dans le systéme a U'instant t (y compris ceux en cours
de service).

ieme

T, : L’instant d’arrivée du n client.

TQ - O
ieme

A, =T, —T,_1 est appelée la n interarrivées, avec Ay =T, — Ty =T

ieme

X, : le temps de service réclamé par le n client.

W, : Le temps d’attente du nieme client.

W, + X, =V, : Le temps de séjour du nime client dans le systeme.

Hypothese :
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1-Nous supposons que les deux familles (A,)n>1; (X,)n>1 sont indépendantes,
constituées chacune de variables aléatoire de parente A et X

2- Nous supposons que la discipline du service est PAPS (premier arrivée, premier
servi), que

la capacité du systéme est infinie, dans ce cas on omet les lettres K et L dans

la notation de Kendall, par conséquent les files considérées seront représentées par

A/B/m.

3.4.2 Processus de naissance et de mort général

Processus de naissance et de mort est caractérisé par un nombre n d’entités qui
évolue de la facon suivante :

- les arrivées et les départs des entités obéissent a des lois exponentielles de taux
respectifs A, et u,,.

-la probabilité pour que deux événements se produisent dans un intervalle de
temps infinitésimal h est négligeable (hypothése de régularité : deux événements ne

peuvent pas se produire en méme temps).

-Il y a transition vers un état voisin, soit par l'arrivée d’un client (naissance),
soit par le départ d’un client (mort).
si m,(t) est la probabilité pour qu’il y ait n clients dans le systéme a l'instant t,

les équations de Chapman Kolmogorov en régime transitoire s’ écrivent :

mo(t) = —Xomo(t) + pymo(t) si n=0

7r/n(t) = —(An+ ) ma(t) + Hpp1Tn+1 (t) + Anamnoa(t) si n > 1

Il est pratiquement impossible de calculer 'expression générale de m,(t), si ce
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n’est par simulation & partir des valeurs 7,(0) qui caractérisent ’état initial du

systeme.

Toutefois, si 'on suppose qu'un régime permanent parvient a s’ établir, les pro-

babilitées deviennent indépendantes du temps.

n—1
Ai

i—o Mi+1

T = To

Avec

1

+oo = /\z
=21

n=1 i=0 /’Li—i-l

Ty =

+o0o n—1
by

\ 7
Ou g H —— converge
=1 i—o Hit1

Le processus de Poisson est un cas particulier du processus de naissance et de

mort pour lequel p, =0 et A\, = Cte =\ .

Les équations différentielles s’ écrivent alors :

mo(t) = —Amo(t) si n=0

() = —=Am(t) + Amp_1(t) sin>1

Donc la solution est

Remarque :
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Les files d’attentes markoviennes sont celles pour lesquelles les inter arrivées et
les durées de service sont exponentielles. Leur notation de Kendall sera de la forme

M/M/ .. .(M comme markovien...)

3.5 La fileM/M/1:
3.5.1 Propriétés de base

Les clients arrivent dans la file selon un processus de Poisson de paramétre A,
A>0;
Le temps de service est une loi exponentielle de paramétre p, > 0;

Il y a un seul serveur et la file a une capacité illimitée.

Cette file est un cas particulier du processus de naissance et de mort , dans lequel

les probabilités de naissance et de déces sont constantes.

)\ (2
En appliquant les résultats précédemment obtenus on trouve que ¢, = {—] ,

1
ce qui implique que la distribution stationnaire existe si et seulement si y > A et
qu’alors le nombre de clients dans le systeme est distribué selon une loi géométrique
A
de raison ¢ = [—] :
1

(- 0D

Le théoréme ergodique permet alors de calculer la fraction de temps pendant

laquelle le serveur est, en moyenne, occupé,
1-— Ty = —

On peut également calculer la loi du temps passé par un client dans la file :
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Proposition : En régime stationnaire, le temps passé par un client dans la file
(attente + service) est distribué selon une loi exponentielle de parameétre g — A

Démonstration : lorsqu'un client arrive dans la file et que n clients sont pré-
sents, il devra attendre pour sortir de la file un temps de loi d’Erlang de paramétres
(n+1,p):

En effet, les n personnes présentes doivent étre servies, puis il sera servi ; de plus,
du fait de la propriété d’absence de mémoire d’une variable exponentielle, pour le
client arrivant, le temps restant pour terminer le service de la personne en cours

est une variable exponentielle de parametre .

4 FEtude de la file M/G/1 par la méthode de la

variable supplémentaire

4.1 Introduction

Le processus des arrévées est un processus de Poisson de taux A, la distribution
du temps de service est non markovienne de loi générale de fonction de répartition
B(z) et de densité de probabilité b(z) avec B(z) = P(S < x); la discipline de la file

est FCFS.

4.2 Notation :

X(t) : le temps écoulé dans le service .

pn() = p(n,x) : la probabilté de trouver n client dans le systéme et le client en
cours de service a fait un service de durée x.(en régime statinnaire)

N(t) :le nombre de client dans le systéme a 'instant t .

p(t,z)de = P(N(t) =n,z < S<z+dr);n>1

po(t) :la probabilité qu’a l'instant ¢ le systéme est vide.
- [ @)z ~ [ @)z

p(x) = 17})%()1) avec B(v)=1—¢ 0 et b(v) = p(v)e ©
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4.3 Equation de Chapman-Kolmogorov en régime transi-
toire :

pour n =0 on a

po(t) gtpn( t) = —Apo(t) + fpl (t, x)p(z)dz. (4.1)

pour n > 1 on a

0

Calt,2) 2t 0) =~ pla)palts ) + Wpaln). (42

pour x = (0 on trouve

Pn(t,0) = [poy1(t, z)p(x)de. pour n 21 (4.3)
0
p1(t,0) = Apo(t) + fpg (t,z)p(z)dz. pour n =1 (4.4)

4.4 Equation de chapman-kolmogorov en régime station-

naire :
Apg = fpl x)dx. pour n =0 (4.5)
9 pua) = ~O-+ w())pa(r) + (Vs (2). pour n > 1 (4.6)
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p1(0) = Apo + fpg (x)dx. pour n =1 (4.7)
pul0) = fpn+l<x>u<x>d:c. pour 1% 1 (4.8)

4.5 Fonction génératrice :
4.5.1 fonction génératrice du nombre de clients dans la file d’attente :

on définit les fonctions génératrices suivantes :

Q(t’ Z, Z) = an(t’ :L‘)Zn

n>0

Q(x,2) = X pa()z"

n>0
determination de Q(z, 2) :

de ’équation [4.6) on a :

Zz —pn (t,z —|—Zz pn (t,x) Zz (A+p(z)))pn(t, —|—Zz )Pn—1(t, x). pour n > 1

n>1 n>1 n>1

(4.9)
apres calcul on trouve :
0 0
a@(i x Z) + a_Q(ta Z, Z) = (AZ —A- M<$>>Q(t7$7 Z)' (410)
on a aussi
Q(t,0,2) = palt,0)z (4.11)
n>1
Q(t.0,2) = pi(t,0)z+ Y pu(t,0)2" (4.12)

n>2
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Q(t,0,2) = (Apo(t) +/Ooop2(t x)p(x)dr)z + Z/ 2P (t, ) p(z)de.  (4.13)

n>1

Q(t,0,2) = Azpo(t) Z/ i1 (t, v)p(z)da. (4.14)

n>0

Q(t,0,2) = Azpo(t) / Q(t, z, z)pu(x)dr — —/ zpr(t, x)p(z)dz.  (4.15)
0

Q(t,0,2) = Azpo(t) / Q(t,x, z)u(z)dx — (py(t) + Apo(t)). (4.16)

on trouve :

2Q(t,0,2) = Azpo(t)(z — 1) + /000 Q(t, z, z)p(x)dx (4.17)

donc on obtient le systéme suivant :

%Q(t,x, z) + %Q(t, z,z) = (A= X — u(x)Q(t, z, 2). (4.18)
2Q(t,0,2) = Azpo(t)(z — 1) + /000 Q(t, z, z)u(x)dx. (4.19)

en régime stationnaire
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5@, 2) = (A2 = A = u(@))Q(x, 2).

2Q(0,2) = Azpo(z — 1) + /000 Q(z, z)p(x)dx.

on trouve

Q(z,2) = Q(0, z)e_’\(l_z)z(l — B(x))

Déterminons Q(0, 2) :

2Q(0,2) = Az(z — 1)pg + /00 Q(0, 2)e M1=22dB(x).
0

2Q(0,2) = Az(z — 1)po + Q(0, 2) B(A(1 — 2)).

on trouve :

o xz(z 1)
Q02 = T F0a - o™

En remplagant I’équation dans I’équation on trouve

Az(z —1)

Q.2 = —Fa )

déterminons la fonction génératrice Q(z) :

Q(2) = [y Q(z,2)dx
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Q(2) = Q(0,2) [ 0=97(1 — B(a))da.

Qz) = Q(0, z) L BAL—2))

A1 —2)

en remplacant par son expression on trouve :

_ (1=B(A\(1-2))2

détermination de py

et
ImQ(z) = Q(1).
. . (=BA1=2)z  (1=BK0) 0
ImQG) = I = ™~ Bo)-1 0

On a une forme d’indétermination, on utilise la formule de I’hopital :
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Q) _ (1-Bl(1-2) N N (=B - )
= B\ - 2))— 2 h=p = ,Q(l) N ,lz—>1 D’ T ,lz—>1 (BA(1—2)) — 2
0) — i B0 AB O B O

1A B (AM1-2)—-1 =-AB0)—1 =\B(0)—1

Q1) = ;210[1) (4.28)

on remplace dans .28, on trouve :

po=1-p
donc s’écrit comme suit :
(1— E()\(l —2)))z

Q) ="Fhn g, () (4.29)

4.5.2 fonctoin génératrice du nombre de clients dans le systéme :

on définit la fonction génératrice

P(z) =Y 2"pn (4.30)
n>0
on a .
P(z)=> 2"pu=po+ Y 2"pn=po+Q(2) (4.31)
n>0 n>1
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B (1—-B(\1-2)))z
P(z) = po+ Toa_) . ™ (4.32)
B B\(1—2))(1-2)
I l BO\(1-2)) -2 ]po (4:33)
on trouve la fonction génératrice du nombre de clients dans le systéme :
[ =p)A1 = 2)(1 = 2)
Ple)= [ BOM1—2)) — = } (434)

4.6 calcul des performances de la files M/G/1 :

Pour calculer les performances de cette file on utilise la formule de mean valus

approch :

E(w) = E(L,)E(S) + pE(R) (4.35)

4.6.1 temps moyen d’attente dans le systéme W :

En utilisant la formule de little on a :

E(Ly) = AE(W) (4.36)

on remplace [4.36dans :

EW)(1 = AE(S)) = pE(R)
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B(V) = £ B(R)
_ B($?)
B =550
on remplace dandg4.37]
T __p ESY
W=EW) =135

41
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Chapitre

File w6

ans se chapitre nous etudions un systéme de files d’attente ot le service des
Dclients est assuré par un seul serveur.

Les clients arrivent par groupes,ces arrivées de groupe de clients suivent une loi
de Poissonde paramétre A > 0.

Lataille X des groupes est une variable aléatoire discéte qui ést égale a i avec
la probabilité ¢; et de fonction génératrice C(z); la taille moyenne des groupes
E(X)=/J(1)

1- Le temps de service S suit une loi générale de fonction de répartition B(z),
de densité b(z) et de transformé de de Laplace Stieljes B(s).

Soit les moment d’ordre k 3, = (—1)*,

Les durées entre deux arrivées consécutives des groupes, la taille des groupes
ainsi que les durées de service sont supposées mutuellement indépendantes.

2- On supposera que la displine FIFO.

On applique la méthode des variables supplimentaires pour le temps de service
écoulé car il y’a deux type de variables supplimentaires 'une est le temps de service

écoulé et I'autre est de temps de service restant.
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Lorsqu’on utilise le temps de service écoulé comme variable supplimentaire, les
conditions & la limite et la fonction densité du hasard sont nécessaires.

dans ce chapitre, on utilise cette technique pour étudie la file M /G/1 et pour
écrire les équations de Chapman-Kolmogorov ainsi que les fonctions génératrices du
modéle.

3- Le taux conditionnels d’achevement

g(z)

plz) = -G (0.41)

L’état du systeme a l'instant t peut étre décrit par le processus de Markov :

[N(t), > 0} = {J(8), X (1), £(t), ¢ > 0}

J(t) représente I'état du serveur al’instant ¢, {0, 1} suivant le serveur est libre,
occupé respectivement siJ(t) = 1 alors &; représente le temps de service écouléde
client en service.

X (t) correspond au nombre de clients dans la file d’attente a I'instant ¢.

Distribution stationnaire des états du systéme, dans cette section nous étudions
la distribution stationnaire des états du systéme pour le processus {N(t),t > 0},
nous définissons.

po(x, t)de = P{J(t) =1, X(t) =n,x < &(t) <z + dz} pour n > 1

Q(t) = P{J(t) = 0,X(t) = 0}. pour n = 0.

4- nous obtenons les probabilités limites

tlim P,(t,x) =P, (z); tlim P,(t) :tlim P,(t,x)dx =P, (0.42)
—00 —0 —>Jo
lim Q(t) = Q. (0.43)

t—00

La condition de normalisation est
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Q+> /0 N P,(z)dz =1 (0.44)

1 Equations de Chapman-Kolmogorov

En utilisant la technique de la variable supplémentaire, les équations de Chapman-
Kolmogorov du modele en régime transitoire et en régime stationnaire peuvent étre
écrites comme suit :

Pour n = 0 on a les équations :

en régime transitoire on a :

8P0(t, I‘) i 8P0(t, QZ)

. LB [ ()] Po(t) 5 on=0
et en régime stationnaire
OF,
gf) = A+ @) B(x) ;. n=0 (1.1)

Pour n > lon a les équations suivantes :

en régime transitoire on a :

OP,(t,x) N OP,(t,x)

ot o = L= (A p(@)|Balt,2) + Y AeiPai(tn) 3 n>1

i=1

et en régime stationnaire

0P, (z)
ox

= ~(\+ (@) Pa(e) + D MeiPile) n>1 (12

en régime transitoir on a :
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a o0
T e+ [ A
en régime stationnaire on a
AQ = /000 Py(x)p(x)dx (1.3)
P,(0) = /OO Py (x)p(x)de + Aepy1@ pour n >0 (1.4)
0

2 Solution stationnaire du modéle

Dans cette section nous obténons la solution stationnare pour les équations dif-
férentielles ; le théoréeme suivant décrit la distrubution des états du systéme en équi-

libre, en terme de fonctions génératrices.

2.1 théoréme

si A\E(I)E(S).< 1 alors :

We) = Rila) = 2 a e © (2.1)
Q=1-p (2.2)
notons que
p=A\E(I)E(S). (2.3)
Preuve

nous définissons les fonctions génératrices partielles suivantes :
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n>0 n>0

P,(2,0) = Z 2"P,(0); C(z) = Z 2"

n>0 n>1

on multiplie [I.2] par 2", nous sommons sur n de 1 & oo

8IZP 2"+ Py(2)2° — Py(2)2"] = —(\+ p(z ZP 2"+ (Py(2)2° — Py(x)2°)]

n>1 n>1

+ 2”: ¢ i Po_i(x)2"
=1 n—i

S w7) = 5o Poa) =~k pla) By, 2) = (@) + A Y s Py, 2).
%Pq(x, 2) + (A= AC(2) + w(x))Py(z,x) = (2.5)
apres calcule nous trouvons
0
S Py(,2) = (A= AC(2) + u(a)) By (2, 2
P,(x,2) = P,(0, z)e”A2¢Ee(1 — G(x)). (2.6)
on trouve
—G(A—XC(2))

/OOO P,(z, 2)dz = P,(0, 2)(> reres

/000 P,(z,z)dx = Py(2)
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donc

P,(z) = P,(0, z)(1 — f(_x_(j?g(z)) (2.7)

calcule de p,,-):

on multiplie I’équation par 2" et on somme sur n de 0 & oo

Z Po(0)2"t! = /000 Z Py (2)2" M pu(x)de + 2Q Z Cny12™ ! (2.8)

n>0 n>0 n>0
n+1>1

on trouve

'MHQZFZAWUHﬁzyf%@WM@M$+AQC®)

2P,(0,2) = /000 P,(z, z)pu(z)dx + A\QC(2) — A\Q (2.9)

avec

Awammme:MQ

d’autre part on multiplie 'équation2.6] paru(z) et en intégrant de 0 a oo

/ Pq(:t,z)u(a:)da::/ P,(0, z)e~ AACEDT o= Jg nls)ds (1) . (2.10)
0 0

on trouve que

/0 B (e 2)p(a)de = Po(0, 2)GOA — AC(2)) (2.11)

ou
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G\ = )XC(2) = / h e~ AACET G (x)

0

En utilise I’équation et I’équation [2.9| on trouve

P 0,2) = —AZAE)Q (2.12)

z2—GA=AC(2))

’équation [2.12] et I’équation [2.7 donne

() = —Q—AC@»Q(l—GQ—AC@»)
! 2—GA—=XC(2)) A—=AC(z)

donc

! z— G\ = AC(2)) '

2.2 théoréme

si AE(I)E(S) < 1. La fonction génératrice du nombre de client dans la file

d’attente est

_ (GA=XC(2)) - 1)
Wae) =) ¢ (2.14)

ou

Q =1-\E()E(S)

Preuve

La fonction génératrice W,(z) est donnée par
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ou () est déterminée par la condition de normalisation qui est donnée par

Wq(1)+Q =1

apres calcule nous avons

(1) = AEDE)

C1- [AE(I)E(S)]Q (215)

d’apres la condition de normalisation nous obténons
Q+W,(1)=1 (2.16)

AE(I)E(S)

T EMED)

Q=1

avec p < 1 est la condition de stabilité ou p = AE(I)E(S5).

3 Nombre moyen de clients et le temps moyen

dans la file d’attente

on note Lq le nombre moyen de clients dans la file d’attente tel que

Lg= £ Wi2)) s
Wy(z) = géi;@
1= (PR Sy, — ¢ (3.)

est la forme indéterminer on aplique la formule de I’hopital on trouve
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N"()D'(1) — D"(1)N'(1)

R T B (32)
N'(1) = AE(D)E(S).
N"(1) = ME(I))*E(S?) + AE(I(I — 1))E(S).
D'(1) = 1 - AE(I)E(S).
D"(1) = —(ME(I)2E(S?) — \E(I(I —1))E(S).

C"(1) = BE(I(I — 1)) et G (0) = E(S?)

on note W, le temps moyen d’attente dans la file d’attente ou

W, = —L_ (3.3)

4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié la file d’attente M*1/G/1. En donnant les
équations décrivant 1’évolution du systéme, la fonction génératrice du nombre de
clients dans la file d’attente et le temps moyen dans la file d’attente sous la forme

explicite et ceci dans le but de calculer les performances du modeéle étudié.
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Chapitre

File d’attente w1 avec vacances

Nous abordons dans ce chapitre une classe trés importante de files d’attente
appelée "modele de files d’attente avec vacances", ou les clients arrivent en
groupe au systéme de 'exterieur selon un processus de Poisson et sont servis selon
I'ordre de leur arrivée (displine FIFO).

Nous nous intéressons au cas ot le serveur décide de prendre la vacance a chaque
fin de service.

Le serveur sert tous les clients qui arrivent au systéme avec des temps de service
indépendants.identiquement .distribués de loi générale.

Cependant a la fin de chaque service, le serveur peut prendre des vacances avec
une probabilité p, ou peut rester dans la systeme et servir la prochaine arrivée avec
une probabilité 1 — p.

On suppose que le serveur prend une seule vacances et que la durée de celleci est

de distribution générale.

1 Notation et modéle mathématique

Nous considérons une seule file d’attente avec vacance du serveur. Les hypothéses
suivantes décrivent le modeéle mathématique :

i. La capacité de la file : est infinie.
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ii. Processus des arrivées des clients :

Les clients arrivent en groupe suivant un processus de Poisson de taux A; si le
client trouve le serveur libre & son arrivée, il occupe le serveur et quitte le systéme
aprés achévement du service, autrement il attend le retour du serveur de la vacance.

iii. Processus de service :

Le serveur est sujet a des vacances non exhaustives, c’est a dire le serveur décide
de prendre la vacance a chaque fin de service avec une probabilité p.

Soit S la durée de service. Les durées de services successives sont indépendantes
de fonction de répartition commune G(z), de densité g(z), de transformée de Laplace
G(s) et possédant les deux premiers moments E(S) et E(S?).

iv. Processus de vacances :

Soit V' la durée de vacances. Les durées de vacances sont supposées étre mutuel-
lement indépendantes de fonction de répartition commune B(z), de densite b(x),
de transformée de Laplace B(s) ct possédant les deux premiers moments E(V) et
E(V?).

v. Les taux conditionnels d’achévement pour le service et la vacance sont res-

pectivement

() = 1_g(—é>(x) (1.1)
et

V(z) = 1_17(—;)(93) (1.2)

on suppose que le flux des arrivées des clients, le temps de service, la durée de
vacances, sont mutuellement indépendants.

L’état du systéme a l'instant ¢ peut étre décrit par le processus de Markov

{N(t);t = 0} = {Y (£); X(£); €,1(£); &5(2); £ = 0}
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X (t) : représente le nombre de clients dans la file & I'instant ¢.

Y'(t) : représente I'état du serveur a l'instant ¢.

SiY(t) = 1; alors, (t) représente le temps de service écoulé du client en service.
Si Y (t) = 2; alorsé,(t) représente le temps de vacance écoulé.

Pour le processus {N(t);t > 0} ;on définit les probabilités suivantes :

Pyx;t)de = P(Y(t) =1, X(t) =nyx <& (t) <z +dx);n>1

Volz;t)de = P(Y(t) =2; X(t) =njz < &) <x+dx);n >0

Qlt) = P(Y(t) = 0; X(t) = 0)

2 Distribution stationnaire des états des systéme

P, (t,z) : probabilité qu’a I'instant t, on a n clients dans la file d’attente (n > 0)
et un client en service avec un écoulé de temps .

V,.(t, x) :probabilité qu’a l'instant t ,on a n clients dans le systéme et le serveur
est en vacanes avec un écoulé de temps .

Q(t) : probabilité qu’a l'instat ¢, on a aucun clients dans le systéme

. nous obtenons les probabilités limites

tlim P,(t,x) =P, (x); tlim P,(t) :thm P,(t,x)dz =P, (2.1)
— 00 —00 —00 0
tlim Volt,z) =V (2); thm Va(t) :thm Valt,z)de =V
—00 —00 —> Jo
lim Q(t) = Q. (2.2)

La condition de normalisation est
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Q+> /0 N P (x)do+y /0 N V(z) =1 (2.3)

n>0 n>0

3 Les équations de Chapmane-Kolmogorov

Dans cette section ,nous donnons les équations d’état du systéme en régime
stationnaire.
Equations Chapman-Kolmogorov pour p,(t)

Pour n = 0 on a les équations :

en régime transitoire on a :

8P0(t, ZL’) + aP()(t, .Z')

ot or —(A+ (@) o(t,z) 5 n=0
et en régime stationnaire
0P,
é?:im) = —(A+p(=z)ho(z) 5  n=0 (3.1)

Pour n > 1lon a les équations suivantes :

en régime transitoire on a :

OP,(t,x) N OP,(t,x)
ot Ox

= —(A+u(x)P,(t,x) + Xn:)\ciPni(t,x) ;o n>0

=1

et en régime stationnaire

0P, ()
ox

= —(A+p(2))Palz) + Z AciPoi(z) n>0 (3.2)

L’équation Chapman-Kolmogorov pour v,(t)

Pour n = 0 on a les équations :
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en régime transitoire on a :

oVo(t, x) N OVo(t, x)

o 8 (A @)alta) 5 n=0
et en régime stationnaire
oVt
) _ @) 0 m=0 (3.3

Pour n > 1lon a les équations suivantes :

en régime transitoire on a :

IV, (t, x) N IVu(t, x)

ot o == @)Valt2) + Y AaiVailtm) 5 n>0

i=1

et en régime stationnaire

oV, (z)
ox

= (A +7(2)Vo(2) + ZAan_i(x) ;>0

I’ équation Chapman-Kolmogorov pour ()

en régime transitoir on a :

%}E’f) = —AQ(t)+(1—p) /Ooo Po(x)p(z)dx + /OOO Vo(z)y(z)dz

en régime stationnaire on a

AQzu—mém%mmww+Aw%mw@w (3.4)
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3.1 D’équation ou 1’écoulé égal a zéro (xr =0) est

P,(0) = (1-p) /000 Pn+1(x),u(x)dm+/ooo Vot (z)y(x)dz+Aep 1@ pour n >0 (3.5)

V. (0) = p/ooo P,(x)pu(z)dz pour n >0 (3.6)

4 Solution stationnaire du modéle

dans cette section, on obtient la solution stationnare pour les équation différen-
tielles ;
le théoréme suivant décrit la distrubution des états du systéme en équilibre, en

terme de fonction génératrice.

4.1 théoréme

si p <1 alors:

_ 0-Gu-xce))
(- — (1= p)TA — AC(2) — pON — AC() B~ AC(:))]

N p(1— BA— AC(2))
Vi) = AT B0 ACE) — iG0 — ACBO —ac & 4P

preuve :

nous notons les fonction génératrices suivantes :
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Pyz,z) = Y 2"Pu(z) ;5 Pyz)=) 2"P, (4.3)
Vi(z,z) = Z 2"Vo(z) 5 Vy(z) = Z 2"V,
C(z) = Z 2"e,

calculons de P,(z)

on multiplie [3.2] par 2", nous sommons sur n de 0 & oo

axZP 2"+ Py()2° = Po(2)2"] = —(A+ (@)D Pul2)z" + (Po(2)2" — Po()2°)]

n>1 n>1

+ i pYe i Py_i(x)z"
-1 n—i

& Pu(r,2) — - Po(r) = Ot @) Py, 2) — Po(a)] 44 Y ez Pz, 2)

i>1

& Pu(r,2) = O+ n()[Palr, 2]+ ACE)Py .3 5

0

%Pq(x, z) + (A= AC(2) + p(z)) Py(z,2) = 0 (44)

on integre ’équation [4.4 de 0 & = par rapport a s :

apres calcule nous obtenons

Py, 2) = B0, 2)e A1 - Gi(a)) (15)
on intégre [£.5 de 0 & oo par rapport a x
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/ Pq(CU, Z)dx = / Pq(O, Z)e—(A—AC(z))me— fOI M(S)dsdx'
0 0

/ awﬂmx_amﬁx/fﬂkwwﬂu—am»m
0 0
ce qui donne

(1- G\ —\C(2))

méme chose pour calculerV,(z)on trouve
Vo(z,2) = Vy(0, z)e” @2 (1 — B(a)).
) = V(0,9 E A ZACE) (@.7)

A —AC(z)

on multiplie I’équation par z"*! et on somme sur n de 0 & oo

S R0 = () [ Pa@ntadas [T 30 W@ (edern 3200

n>0 n>0 n>0 n>0
n+1>1

(4.8)

2,0.2) = (1-p) [ (Be, )~ BoDuta)des [ (Vo) Vo) ()t AC()Q pour n > 0
(4.9)
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zP,(0,2) = (1—p) /000 P,(z,z)p(z)dx + /000 Vy(x, 2)y(z)dx + A\C(2)Q

{(1-p) / " () + / Vo) (@)}

donc

2P,(0,z) = (1—p) /000 P,(z, z)p(z)dx + /000 Vi(x, 2)y(z)dr + A Q(C(2) — 1) (4.10)

P.(0,2) = (1—p) J5° Pylz, z)p(x)ds + foi‘/}}(x, 2)y(x)dz + A\Q(C(z) — 1) (4.11)

ou

/000 P,(z, z)p(z)dz = P,(0,2)G(\ — A\C(2)) (4.12)

et
/O V(@ )y (@)dr = pPy (0, )G~ AC()BO - AC(2)  (4.13)

on remplace .12 etfd.13] dans .11] on trouve

(=2 +AC(2))
z—(1-p)G(\ = \O(2)) — pG(A = A\C(2))B(X — A\O(2))

Py(0,2) = Q (4.14)

et de méme

V,(0,2) = pP,(0,2)G(\ — A\C(2)) (4.15)
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donc

PG\ — AC(2)) (=X + \C(2))

— (1= p)GA— AC(2)) — pG(A — AC(2))B(A — AC(z ))Q (4.16)

VQ(O> Z) =

en remplace [£.14dans [4.6) on trouve

Q (417

en remplacdd.16 dand4.7 on trouve

Vile) = 7 p p_(l — f(A — AC(2))G(A ~ AC(2)) Q. (4.18)

4.2 théoréme

si p < 1 la fonction génératrice du nmbre de clients dans la file d’attente est

donnée par

(G = AC(2)) —1)Q +pG(A — AC(2))(B(A — AC(2)) — 1)

Y el ) [P S Y el M.
O G o (42
Q=1 AB()PE(V)E(S)) (121)
p= NEWEV) + E(S) (12
Preuve
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on a la fonction génératrice W,(z) est

Wy(2) = Py(2) + Vy(2)

avec la condition de normalisation qui est

W,(1)+Q=1

on remplace dans I’équation z = 1,on trouve que W, (1) = % forme inditerminée,

on applique la formule de I’hopitale pour enlever la forme indéterminé on a

(1) = EWDEE) +pE(V)

1= AE()E(S) + pE(V)Q (4.23)

Q>0
1-AE(E(S)=0Q

Notons p = AE(I)E(S)d’ou la condition du systéme étudie si p < 1

avec p < 1 est la condition de stabilité.

5 Calcule des performances

5.1 Nombre moyen de clients dans la file d’attente

on note Lq le nombre moyen de clients dans la file d’attente tel que

La = £ Wy(2) e
W) = 5]

est la forme indéterminée on aplique la formule de ’hopital on trouve
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N()D(1) — DYHN'(L)
b= 2(D(1)? 51)

avec

N'(1) = AQE(I)(E(S) + pE(V).

N"(1) = Q{ME(I)){E(S?) + 2pE(S)E(V) + pE(V?)}+
AQE(I(I = 1){E(S) +pE(V)}.
D'(1)=1-=AXE(D{E(S)+pE(V)}.

D"(1) = —(AMEI)){E(S?) + 2pE(S)E(V) + pE(V?)}—
AE(I(I—1)){ES)+pE(V)}.

avec C"(1) = E(I(I — 1)) et
G"(0) = E(S?)

5.2 Temps moyen d’attente dans la file d’attente

on note W, le temps moyen d’attente ou

SE(D (5.2)

6 Cas particulier

Lorsque le serveur ne prend pas des vacances, on pose v =0 et p =10

on obtient :

_(GA=XC(2) - 1)
Wile) = E0 a0 @ (6.1)

Et on retrouve les résultats du Chapitre 2.
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7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié une file d’attente M1 /G /1 avec vacances.
Nous avons donné les équations décrivant 1’évolution du systéme, la fonction géné-
ratrice du nombre de client et le temps moyen de clients dans le systéme sous la
forme explicite et ceci dans le but de calculer les performances du modeéle étudié .

Pour valider les résultats théoriques, nous avons donné le cas particulier ou le

serveur ne prend pas de vacances.
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Chapitre

File d’attente w61 avec panne et
réparation

Dans ce chapitre nous étudions la file M*1 /G /1 avec pannes et réparation oil
le service est sujet & des pannes actives de loi de Poisson avec réparation
de loi exponentielle. Une fois la réparation achevée, le serveur reprend le service
immédiatement. Nous supposons la discipline de service FCFS. Le serveur sert tous

les clients qui arrivent au systéme.

1 Notations et modéle mathématique

Le modele décrit ci-dessus, est basé sur les hypothéses suivantes :

i. La capacité de la file est infnie.

ii. Processus des arrivées des clients

Les clients arrivent en groupe selon un processus de Poisson de taux A

iii. Processus de service

La distribution du temps de service est de loi générale de fonction de répartition
G(x) et de densité de probabilité g(z), de transformée de Laplace G(x), possédant
les deux premiers moments F(S) et F(S?).

iv. Processus de panne et processus de réparation :
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Le serveur est sujet a des pannes aprés un temps aléatoire de loi exponentielle
de taux « : Le client dont le service est intérrompu devient en téte de la file, il n’ya
pas perte de clients. Lorsque le serveur tombe en panne il est immédiatement réparé
et le temps requis pour la réparation est une variable aléatoire de loi exponentielle
de taux .

v. Les temps conditionnelles de complétion

pour le service est :

9(z)
p(x) = 1_—G(x)

on suppose que le flux des arrivées des clients, le temps de service, la durée de
vacances, le flux de pannes et la durée de réparation, sont mutuellement indépen-
dants.

L’état du systéeme a l'instant ¢ peut étre décrit par le processus de Markov

{N(t);t = 0} = {Y(1); X(t);:£(1);t = 0}

X (t) : représente le nombre de clients dans la file d’attente a l'instant .

Y (t) : représente I’état du serveur a l'instant .

SiY(t) = 1; alors¢(t) représente le temps de service écoulé du client en service.

Pour le processus { N(t);t > 0} ;on définit les probabilités suivantes :

Py(x;t)de = P(Y(t) = 1; X(t) =n;x <&(t) <z +dx);n>1

Q(t) = P(Y(t) = 0; X(t) = 0)

on a les notation suivantes :

‘P, (z,t) :1 a probabilité qu’a l'instant ¢ le serveur est actif (n’est pas en panne
ni en vacance) et il y a n clients dans la file d’attente .

‘R, (t) : la probabilité a I'instant ¢ le serveur est en réparation et il y a n clients
dans le systéme.

‘@Qn(t) : probabilité qu’a l'instant ¢ le systéme est vide et le serveur est fiable.
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En régime stationnaire on note

tlim P,(t,x) = P,(x) ; tlim P,(t) = tlim P,(t,x) =P, (1.1)
—00 —00 —00 0
tlim Qi) = @ . tlim R,.(t) =R, (1.2)

La condition de normalisation est :

Q+Z/000Pn(t,z) + Y R,=1 (1.3)

n>0 n>1

2 Equations de Chapman-Kolmogorov

Les équations de Chapmane-Kolmogorov

Dans ce chapitre ,on écrit en premier les équations d’état du systéme en régi-
metranstoire et stationnaire, en traitant les temps de service écoulé comme variable
supplémentaires, par la technique de la variable supplémentaire, les équations de
Chapman-Kolmogorov du modeéle sous conditions du régime stationnaire et les pro-
babilité limites, peuvent étre écrite comme suit :

les équations Chapman-Kolmogorov pour P, (¢, z)

Pour n = 0 on a les équations :

en régime transitoire on a :

aPO(ta .I’) + aPO(tLa ‘T)

et en régime stationnaire
8P0(x)
e —(A 4 p(z) + a) Py () ; n=0 (2.1)
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Pour n > 1lon a les équations suivantes :

en régime transitoire on a :

OP,(t,x) N OP,(t,z)
ot Ox

=N+ plz)+ )P (t,z) + Zn: A P,_i(t,z) ;3 n>0

=1

et en régime stationnaire

0P, (x)
ox

= —(A 4 p(x) + a)Pu(z) + Z ACi P —i(x) ; n>0 (2:2)

I’ équation Chapman-Kolmogorov pour R, (t)
Pour n > 1lon a les équations suivantes :

en régime transitoire on a :

OR,(t)
ot

= —(A+B)R.(t) + Z AR, i(t) + a/ P, 1(x)dz ; n>0
i=1 0
et en régime stationnaire on a

A+ B8R, = Z ARy _i + a/ P, q(x)dx ; n>0 (2.3)
i=1 0

I’ équation Chapman-Kolmogorov pour Q1)

en régime transitoir on a :

990 _ o0 + / " Po(w)ula)de.

en régime stationnaire on a
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2\ = /0 " Po(@)pla)de. (2.4)

P,(0) = /000 P ii(z)p(x)dr + Aep1@Q pour n >0 (2.5)

2.1 Solution stationnaire du modéle

Dans cette partie, on obtient la solution stationnaire du modéle.
Le théoréme suivant décrit la distribution des états du systéeme en équilibre, en

terme de fonctions génératrices.

Solution stationnaire du modéle

Théoréme si p < 1

P = (G =AC(2) +a) - 1)
! z— G\ = \C(2) 4 a)
zaP,(2,0)(1 — (G(\ — XC(2) + a))

e e v O ET E R O (2.7)

¢ (2.6)

Preuve. Pour résoudre le systéme d’équations diffErentielles ci-dessus, on utilise

les fonctions géneratrices partielles suivantes :

Pyz,x) = Y 2"Pu(z) ; Pyz)=)_ 2"P, (2.8)
R,(z) = Zz”Rn ;C'(z):Zz”cn.

apres calcule on trouve

& Pa(z, )~ - Po(x) = (ki) +0) Pa(z, )+ (b)) o) 4 AC(2) Pz, )

ox
(2.9a)

on remplace 1’équation [2.Idans I’équation ?? on trouve
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0

%Pq(z,$> =—(N1-=0C(2)) + p(x) + Oz)Pq(z7 x) (2.10)

pour calculé P,(z) on a comme suit

(%P (,2) = =(A = AC(2) + p(x) + a) Py(z, v)
%Pq(:t,z) _
81%(71‘) = —(A=AC() + p(x) + a) (2.11)

on integre 1’équation de 0 a x par rapport a s :

on trouve

P,(z,2) = P,(0, z)e” W AC@ 0o Jg uls)ds, (2.12)

on integre de 0 a oo par rapport a x

/ Pq(m, z)dx _ / P (0 Z) (A=AC(z)+a) e —fon (S)dsdl‘
0 0

/ P,(z, 2)dz = P,(0, 2) / e O=NCCH(1 _ () da
0 0

on trouve

/0 TP, 2)de = Py(0, ) (A2 f(_A A_C?g(j); a) (2.13)

donc

— G\ = AC(2) + )

F A= AC(2) +«

(2) = Py(0,2)(*

(2.14)

calcul de r,0,2):
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n+1

on multiplie I’équation [2.5| par 2" et on somme sur n de 0 & co

2,0.2) = [T (Pa,2) - Rle)uta)ds + AQC()

2P,(0,z) = /000 Py(z, z)p(z)dx + A\QC(2) — AQ

d’autre par on multiplie l’équationm parp(z) et en intégrant de 0 & oo on

trouve
/000 P,(z, 2)p(z)dx = P,(0, z)a()\ —AC(z) + ) (2.15)
G_()\ —AC(2)+a)= /OO 6—()\—)\C(z)+a)de(x)
et
AG(x) = g(a) = p(x) eI Hobs
B 1-G\—)\C(2) +a)
Pe) = 0. g o) .16
donc
calcule de R, (2)?
Ry(2) = 220 A1 - O — AC(e) + o] (2.17)

A=XC(2)+B)+ (A= XC(2) + a)
2.2 théoréme

Sip<1ou p:)\E(I)(ﬁ%M—Faél[a] —-1-1)
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Wy(2) = Pyf2) + Ry(2) (2.18)

Preuve

on a la fonction génératrice W, (z) est donné par

Wy(z) = Fy(2) + Ry(2)

avec la condition de normalisation qui est
Wq(l) +0Q=1

on remplace dans 'équation 7?7 z = 1,on treuve que W, (1) = % forme inditerminer,

on applique la formule de I’hopitale pour enlevé la forme indéterminer coomme suit

N'(1)

Wq<1) - D’(l)

Q

ou

N'(1) = AE()Q{(a+ B)+Glal(—a=B)}
D'(1) = =AE(I){(a+p)+Glo](aB) +AE(I)(a+B)}

avec C1(1) = E(I)
alors

Wat) — ME(DQ{(a+ B) + Glo)(—a — )}
T XE(D{(a+ B) + Glal(aB) +AE(I)(a+ B)}

Q (2.19)

on somme (@ avec [2.19 on trouve

Q+W,(1)=1 (2.20)
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AE(D)Q{(a+ B) + Glo](—a — B)}

“NE(D{(a+ B) + Clal(@B) + ANt ] °

Q +

on trouve

1 1 1 1
Q = 1- AE([)(ﬁ_[a] + G 7 a ); (2.21)
1 1 1 1

la file est stable si p < 1

3 Calcul de nombre moyen de clients et le temps

moyen dans la file d’attente

on note Lq le nombre moyen de clients dans la file d’attente tel que

d
Lq = 5 Wy() )
on a
_ N(2)
W(I(Z> - D(Z)
N'(2)D(z) — D'(2)N(z) 0
Lo — I 3.1
‘ DE? O 1
est la forme indéterminer on aplique la formule de I’hopital on trouve
N"(1)D'(1) — D"(1)N'(1
1y ND(1) = D"(N'(1) 52)

avec
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N"(1) = 2Q{ME(){ (5 — 1) + Cla)(1 — &) + T (a)a + )
FAQE(I(I = V){(a + B) + Gla)(—a — B}.
D/(1) = ~AE(I){(a + B) + Cla](aB) +AE(I)(a + B)}.
D'(1) = 2ME(1)H{(1 — 52~ Cla)+

G(a)(~a =B = 5gqm)} — ABI(I = D){(~a — B) + G(a)(a + B)}.

c(l)=1;¢'(1) = E() ;C'(1) = E(I(I - 1))

on note W, le temps moyen d’attente ou

4  Cas particulier

4.1 Pas des pannes ni réparations

Lorsque le serveur n’est pas sujet & des pannes et des réparation, on pose a = 0

et = 0 on obtient :

! 2= G\ = \C(2)) '

Et on retrouve les résultats du Chapitre 2.

5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié la file d’attente M1 /G/1 avec panne et
réparations. Nous avons donné les équations décrivant ’évolution du systeme, la

fonction génératrice du nombre de client dans la file d’attente sous la forme explicite

73



Chapitre 4 File d’attente MX] /G /1 avec panne et réparation

et ceci dans le but de calculer les performances du modeéle étudié. Pour valider les

résultats théoriques, nous avons donné un cas particulier.
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Chapitre

File d’attente »v/¢/1 avec vacances,

panne et réparation
ans ce chapitre, nous considérons une file /X! /G /1 ou le serveur peut prendre
Ddes vacances avec une certaine probabilité. Les clients arrivent en groupe au
systéme selon un processus de Poisson et la durée de service est de distrubution
.Le serveur sert tous les clients qui arrivent au systeme avec des temps de service
indépendants, identiquement distribués de loi générale. Cependant, a la fin de chaque
service, le serveur peut prendre des vacances avec une probabilité p, ou peut rester
dans le systéme et servir la prochaine arrivée, avec une probabilitél — p.et que la
durée de est de distribution générale; Le systéme peut tombé en panne , les panne
proviennent selon un processus de poisson et rentre immédiatemment en réparation

, la durée de réparation est de loi exponentielle.

1 Notations et modéle mathématique

Le modele décrit ci-dessus, est basé sur les hypothéses suivantes :

i. La capacité de la file est infnie.

ii. Processus des arrivées des clients

Les clients arrivent en groupe selon un processus de Poisson de taux A
iii. Processus de service

La distribution du temps de service est de loi générale de fonction de répartition
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G(z) et de densité de probabilité g(z), de transformée de Laplace G(x) et possédant
les deux premiers moments F(S) et E(S?).

iv. Processus de panne et processus de réparation

Le serveur est sujet a des pannes aprés un temps aléatoire de loi exponentielle
de taux «, Le client dont le service est intérrompu devient en téte de la file, il n’y a
pas perte de clients. Lorsque le serveur tombe en panne il est immédiatement réparé
et le temps requis pour la réparation est une variable aléatoire de loi exponentielle
de taux .

v. Processus de vacances :

Aprés chaque service, le serveur décide de prendre la vacance avec probabilité p
ou de continuer a servir les clients avec probabilité 1 — p. La durée des vacances est
de distribution générale, de fonction de répartition B(x), de densité de probabilitE
b(x), de transformée de Laplace du temps de vacances est B(z) avec 7 est le taux
des vacances, et possédant les deux premiers moments F(V)et E(V?2).

vi. Les temps conditionnelles de complétion

pour le service et pour la vacance sont respectivement :

T ff'y(x)d:r
O S CERTO (12

on suppose que le flux des arrivées des clients, le temps de service, la durée de
vacances, le flux de pannes et la durée de réparation, sont mutuellement indépen-
dants.

L’état du systéeme & l'instant ¢ peut étre décrit par le processus de Markov

{N(1);t = 0F = {Y (£); X(£); €1(£); &5(2); £ = 0}
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X (t) : représente le nombre de clients dans le systéme a l'instant ¢.

Y'(t) : représente I'état du serveur a l'instant ¢.

SiY(t) = 1; alors¢, (t) représente le temps de service écoulé du clients en
service.

Si Y (t) = 2; alors€,(t) représente le temps de vacance écoulé.

Pour le processus {N(t);t > 0} ;on définit les probabilités suivantes :

Py(z;t)de = PY(t) =1, X(t) =n;z <& (t) <x+dx);n>1

Va(z;t)de = P(Y(t) =2, X (t) = nyx < &(t) <z +dx);n >0

Q(t) = P(Y () = 0; X(t) = 0)

on a les notation suivantes :

-P,(z,t) :1 a probabilité qu’a I'instant t le serveur est actif (n’est pas une panne
ni en vacance) et il y a n clients dans la file .

‘V(x,t) :la probabilité qu’a I'instant ¢ le serveur et en vacance et il y a n clients
dans la file.

‘R, (t) : la probabilité a l'instant tle serveur et en panne et le systéme est en
réparation et il y a n clients dans la file.

@y (t) : probabilité qu’a U'instant ¢ le systéme est vide est le serveur est fiable et

€1 repos.

2 Conditions de stabilité

en régime stationnaire ona :

tlim P,(z,t) = P,(z) ; thmP (t) = thm P,(z,t)dx = P,; (2.1)
—00 — 00 —00 0
tlim Valz,t) = Vio(z) tlim Va(t) = tlim Volz, t)de = V5 (2.2)
—00 —00 —00 0

limR,(t) = R, ;o lmQ(t) =@ (2.3)

t—o0 t—o0
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La condition de normalisation est :

Q+2/O°°pn( dg;-i-Z/ooVn(x)d:c—irZRn—l (2:4)

n>0 V0 n>0

2.1 Distribution stationnaire des Etats du systéme

A T'aide de la méthode de la variable supplémentaire, le systéme des équations
de Chapman-Kolmogorov du modeéle sous les conditions de stabilité, sont données

comme suit :

%pn( )+ (A + p(z) + —)\ZCZ i(x)  pourn >1 (2.5)
%Po(x) + A+ pu(@)+a)Py(r)=0  pourn=0 (2.6)
%Vn( )+ (A +7(z —)\Zcz wi(z)  pourn >1 (2.7)
%Vg(x) + A+ (@) Vo(z) =0 pour n =0 (2.8)

A+ PR, = A é iRy +« /OOO P, 1(x)dx pour n > 1 (2.9)
A+ B)R, = A i iRy i+ /Ooo P, i(v)dr  pourn>1 (2.10)

=1
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(A+5)Ry=0 pour n=0 (2.11)

AQ = BRy + / T Vole)(@)dr +(1—p) / " o)) da (2.12)

Ces équations sont résolues a I’aide des conditions suivantes (’écoulé z = 0)

P,(0)= (1-p) /000 P (z)p(z)dx —{—/OOO Vo1 (2)y(x)dz+B Ry 1+ Acp1Q pour n > 0
(2.13)

Vo (0) = p/oOO P,(x)u(x)dz  pour n >0 (2.14)

2.2 Solution stationnaire du modéle

Dans cette partie, on obtient la solution stationnaire du modéle pour les équa-
tions diffirentielles, ci-dessus dfinies.
Le théoréeme suivant décrit la distribution des états du systéeme en équilibre, en

terme de fonctions génératrices.
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2.2.1 Théoréme : Si p <1 alors

e f2(2)(1~ GIAEDAC(E) ~ 1)@ _
11221 = (1= P)GLAE) = pBA = ACEGLARI} - aBa(l - GlA ()

- PO aDIE(ENBA —XCla) - g _
A2 ()= = (= P)GLAE)] = pBA = ACEGLAG} - el = GlA ()

R 021~ GIAEDNCE) ~1)Q s
A L)1 = (= P)CIAE)] — 9B = ACEGIAG} - a1 - GIA))

avec fi1(z) = A= AC(2) +aet fi(z) =A== AC(2)+ 5
Preuve Pour résoudre le systéme d’équations différentielles ci-dessus, on utilise
les fonctions génératrices partielles suivantes on définie les les fonction génératrice

suivante :

P(z,z) = Z P,(z) = Zz"Pn,
Vi(w,z) = Vy(z) =Y 2"V
R,(z) = Z 2" Ry; C(z) = Z 2"y, (2.16)

On multiplier I’équation [2.5par z" et on somme de n =1 a 0o  aprés on somme

le résultat avec [2.6) et on applique les fonctions génératrices on trouve
0
qu(a:, 2)+ (A= AC(2) + p(x) + a)Py(x,2) =0 (2.17)

méme chose pour les équation [2.7et 2.10| et on applique les fonctions géné-

ratrices [2.16] on trouve

0

5 Val#.2) + (A= AC(2) + )V, 2) = 0 (2.18)
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(A= AC(2) + B)Ry(2) = a /O " P (2, 2)de (2.19)

On multiplier I’équation par z"*! et on somme de n = 0 a oo nous obtenons

le resultat suivant

zP,(0,2) = (1—p) /000 P,(z,2)pu(z)dx + /0°° Vi(z, 2)y(x)dr + BRy(2) +

AC(2)Q — (1 - p) / " Po@)ula)de + / Vo(w)y () + BIRRO)

on remplace

—(1-p) / " P@)p(a)de + / T Va(e)y(a)da + BRo) par—AQ (2.21)

on trove

2Py(0,2) = (1-p) / " Py () + / Vi, 2y (@)de BRy )+ AC(2)~ 1)@
(2.22)

On multiplier ’équation [2.12 par z™ et on somme de n = 0 a oo et on applique
les fonctions génératrices [2.16]

on trouve

V,(0,2) = p/oOO P,(z, 2)p(z)dx (2.23)

on intérgre de 0 a x 'équation [2.17] on trouve
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P,(z,2) = P,(0, z)e” A AC@Fa)e=[g uls)ds (2.24)

on a P,(0, z) de I'équation m et on integre ’équation e 0 a = on trouve

—GIN=XC(2)+«
P,(z) = F,(0, 2) F )\ E )\C(z)<—|—)oj— ] (2.25)

on multplie 1'équation2.24{ par p(x) et on l'intégre de 0 a = on trouve

/000 P,(z,2)pu(x)dz = P,(0,2)G]\ — AC(2) + q] (2.26)

de I’équation et on trouve

V,(0,2) = pP,(0,2)G[A — \C(2) + o (2.27)

et on integre ’équation de0Oaxona

Vi, 2) = Vyl0, 2)e”OACEm=15 (o) (2.28)

on a V,(0,z) de 'équation2.27 en la remplace dans on trouve

GIA—XCO(2) +al(1 — B[ — \CO(z
V.(2) = pPy(0, 2) [ ( )i_]ilc(j[ (2)]) (2.29)

on multplie 'équation ?? par y(x) et onlintégre de 0 a z on trouve
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/000 Vo (z, 2)y(x)dz = pP,(0,2)G[A — A\C(2) + o] B[\ — AC(2)] (2.30)

de I’équatio 2.19 on trouve

azP,(0,2)(1 — GIA — AC(z) + )
(A=AC(2) + B)(A = AC(2) + @)

Ry(2) = (2.31)

on remplace les équations2.26}2.30| et [2.20{ on trouve F,(0, 2)

f(2)(2)AC() 1)@

h(2) f2(){z = (1 = p)GLAi(2)] = pBIA = AC(2)]G[f1(2)]} — aBz(1 (—2%];1(2)])

P,(0,z2) =

ot fi(z) =A—=AC(2)+aet fa(z) =A—AC(2) + 5
donc on trouve les fonction [2.25(, [2.29 et [2.30| qui sont :

f(2)(1 = GLARE)DAC(2) - DE

fi(2) fa(2){z = (1 = p)GLfi(2)] = pBIA = AC()IG[1(2)]} — 0452((12 53)@[f1<z>}>

pf1(2) f2(2)GLARBA = AC(2)] = DQ

f1(2) fa(2){z = (1 = p)G[f1(2)] — pBIX — AC(2)|G[f1(2)]} — aBz(1 — G[f1(2)])
(2.34)

az(1 = GlAR)DAMC(2) — D@

fi(2) fa(2){z = (1 = p)G[f1(2)] = pBIA = AC(2)|G[f1(2)]} — aBz(1 — g[é”%(f)])
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la fonction génératrice du nombre de client dans la file d’attente en régime sta-

tionnaire :
Wo(z) = Fy(2) + Vo(2) + Ry(2)
Wo(z) = f(2)(1 = GLARIDMC(Z) = DQ + pfi(2) () GLARIBN — AC(2)] - )QQ_%)
! fi(2) f2(2){z — (1 = p)GLfi(2)] — pBIA = AC(2)]G[f1(2)]} — aBz(1 — Gf1(2)])
_ax(1 - GAEDAC() - 1)Q 257
(@) fa(2){z = (1= p)GLA ()] = pBIA = ACR)IGIf(2)]} — aBz(1 - )
pour z = 1 on a Wy(z) = g on applique la formule de I'hopitale sur la formule
2.37bn trouve
(1) = MBQL(+ B)(1 Tl + pafGlolEV]) 239
afGla] = AE(I)(a + B)(1 = Gla]) — pAapGla] E(I)E[V]
C(1)=1,C'(1) = E(I)
et
Bl0] = 1,B0] = —E(V);
donc on a

1 1 1 1
t == 5~ — +pE(V))

@=1- )\EU)(BG[O(] aGla] B

@ > 0 d’oula cndition de stabilité est

1 1 1 1
p= )\E(I)(Ba[a] + Tl 5 a +pE(V))
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la file est stable si p < 1

3 calcul de performances du modéle

3.1 Nombre moyen de clients dans la file d’attente

on note Lq le nombre moyen de clients dans la file d’attente tel que

La = £ Wy(2) oo
Wy(z) = ]l\;gg
Lq= N/(z)D((,zl))(—Z)l))z’(z)N(z)Jz_l _ g (3.1)

est la forme indéterminer on aplique la formule de I’hopital on trouve

~ N"(1)D'(1) — D"(1)N'(1)
o= 2D

avec

N'(1) = \QE(I{(a + ) + G(a)(paBE(V) — a — B}
N"(1) =
2QNEN{GEm — 1 + G~ x5 — paB(V) = pBE(V) + 3paBE(V?))+
G'(a)(a+ B —paBE(V)} + AQE(I(I — D)){(a + 8) + G(a)(paBE(V) — a — §}.
D'(1) = = AE(I)(a+ B) + G(a){aB + AE(I)(a+ 3 — paBE(V)}.
D"(1) = 2B {(1 = 355) + G(@) (=1 +paE(V) + pBE(V) = 3paBE(V?))+
G () (—a—B— 5@ +paBE(V))} = AE(I(I-1){(-a—8)+G(a)(a+B-pafE(V))}.

avec
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C(1)=1;C'(1) = E(I) ;C'(1) = E(I(I - 1))
et
B(0) =1; B'(0) = E(S) ; B"(0) = E(S?)

3.2 le temps moyen d’attente dans la file d’attente

on note W, le temps moyen d’attente ou

4  Cas particulier

4.1 Pas des panne ni réparation

Lorsque le serveur n’est pas sujet a des pannes et & des réparations, on pose

a =0 et =0 on obtient :

G(A=AC(2) =1)Q +pG(A — AC(2))(B(A — AC(2)) — 1)@

) = (
Ve = T G- AC() — pBO - AC)IT0 — AC ()

(4.1)

Et on retrouve les résultats du Chapitre 3.

4.2 Pas des vacances

Lorsque le serveur ne prend pas des vacances, on pose 7 = 0

(A =XC(2) + B) +az)(1 — G\ = AC(2) + a)A(C(z) — 1)

Wy(z) =
(4.2)
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Et on retrouve les résultats du Chapitre 4.

4.3 Pas des vacances et pas des pannes ni réparations

Lorsque le serveur ne prend pas des vacances, n’est pas sujet a des pannes et des
réparation, on pose vy =0, a=0etf =0
on obtient :

Wy(z) = (

GA—)XC(2)) = 1)
z— G\ — MO (2))

Et on retrouve les résultats du Chapitre 2.

5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié une file d’attente M /G /1 ol le serveur

est sujet a des pannes actives et vacances. Nous avons donné la

fonction génératrice du nombre de clients dans le systéme sous la forme explicite
et ceci dans le but de calculer les performances du modele étudié. Afin de valider les

résultats théoriques nous avons donné quelques applications.

87



Chapitre

File d’attente »/v™1 avec vacance multiple
et catastrophe

ans ce chapitre nous analysons une file M /MP1/1 avec des catastrophes et
Dvacances multiples.

Le modele est décrit dans la Section 2. Dans la Section 3, nous avons tiré le
systéme des équations stables d’état et utilisant ces équations, La probabilité pro-
duisant des fonctions pour le nombre (numeéro) de clients dans la file d’attente quand
le serveur est occupé(animé) ou dans des vacances sont tiré et obtenu aussi des dis-
tributions de probabilité d’état stables.

La Section 4 traite la condition de stabilité du systéme. Dans la section 5, nous
discutons le cas (la caisse) particulier.

Les solutions de formé des mesures de performance de systéme sont obtenues
dans 6.

Une étude numérique est effectuée dans la Section 7 pour tester 'efficacité du

systeme

1 Notation et modéle mathématique

Nous considérons une file d’attente a un seul serveur et service groupé par taille
fixe et vacances multiples. Les hypotheéses suivantes décrivent le modele mathéma-

tique :
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i. La capacité du systeme est infinie.

ii. Processus des arrivées des clients :

Les clients arrivent au systéeme selon un processus de Poisson de taux A

iii. Processus de service :

Les service se font par groupe de k clients (k fixé), le temps nécessaire pour
effectuer un service pour k clients suit une loi exponentielle de parameétre .

iv. Processus de vacances :

Le serveur est sujet a des vacances multiples, autrement dit, le serveur décide
de prendre la vacance de durée exponentielle de parameétre «; a chaque fois que
le systéme contient moins de k clients. Si le systéme est vide, le serveur part en
vacance. Nous supposons qui initialement le systéme contient k clients. Aprés la
fin de service, s’il trouve un nombre de clients inférieur & k dans la file, le serveur
part en vacances :Si le serveur trouve plus que k clients en attente, k clients seront
selectionnés pour étre servi en groupe. Lorsque le serveur termine son service, et le
systéme devient vide, il part en vacance multiple. Si lors de son retour des vacances,
le serveur trouve moins que k clients dans la file, il quitte imméditement le systéme
et part pour une autre vacance et ainsi de

suite jusqu’a ce qu’il trouve k client ou plus dans la file d’attente.

v. Processus des catastrophes :

Les catastrophes arrivent au hasard selon un processus de Markov de paramétre

Les catastrophes peuvent venir de I’extérieur du systéme, tous les clients qui sont
dans le systéme sont complétement détruits ou perdus et le systéme devient vide.
vi. Les durées des inter-arrivées, les durées de service, les durées de vacances

sont supposées étre mutuellement indépendantes.
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1.1 Description du modéle

Ce modele est complétement résolu en construisant les fonctions génératrices et
le nombre moyen de clients dans la file d’attente.

Soit {N (t), C (t)}étre un processus aléatoire oit N (t) est la variable aléatoire
qui représente le nombre de clients dans la file d’attente au temps t et C (t) étre la
variable aléatoire qui représente 1’état du serveur a l'instant t.

Nous définissons :

-P,, 1(t) : probabilité a I'instant t le serveur est occupé et n clients dans la file
d’attente a 'instant t.

-P,, »(t) :probabilité a I'instant t le serveur est en vacances et n clients dans la

file d’attente a l'instant t.

1.2 Les équation de Chapman-Kolmogorov :

Les équations de Chapman-Kolmogorov en régime transitoire sont :

Foat) = —(A+v+p)Poa(t) + pPra(t) + aPya(t)

P ) = —A\+v4w)Pui(t) + pPyiga(t) + @Puyra(t) + APy 11(t) n=1,23(,2)
Pos(t) = —(N+v)Poa(t) + pnPor(t) + v

Plo(t) = —(A+v)Pust) + APa_1o(t) +pPus(t) n=1,2,3,4,.. k-1

P ot) = —(A+v4a)Pus(t)+ APu12(t) n>k

2 Evaluation des probabilités stationnaire des états
du systéme

Dans cette partie, on donne la fonction génératrice du nombre de clients dans la

file lorsque le serveur est occupé ou en vacances.
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En régimes stationnaire, les équations précédentes deviennent :

A+tv+uwhy = pbea+ab (2.1)
A+p+v)pn1 = APn—11+ WPntk1 + OPpyk2pour n=1,2.3,...  (2.2)
(A+v)po2 = ppos+v (2.3)
(A+V)pn2 = Apn—12+ ppni pour n=1,23,.. k—1 (2.4)
A+ pu+v)ph2 = App_12 pour n >k (2.5)

Les fonctions génératrices de la distribution conjointes de ’état du serveur et du
nombre de clients dans la file d’attente en régime stationnaire lorsque le serveur est

occupé ou en vacances sont respectivement définies par

En utilisant les fonction génératrice partielles et les équationg2.1et2.2 on trouve

k1 k-1
G(2) AT — AN +v+ )+ p) +aH(z) = p Z Z"Ppa + Z Z"pr2  (2.6)
n=0 n=0

e la méme maniére en utilise les équations2.3et2.4] et [2.5) on trouve

k—1 k—1
HE((L =M v +a) —v=pY 2"pui+a Y 2"pas (2.7)
n=0 n=0

H(Z) — 'LLZ:‘CL;%] an"%l + Zfz;(l) ann,Q + v
(1—2)A+v+a)
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I'équation2.§ représente la fonction génératrice du nombre de clients dans la file
lorsque le serveur est en vacance.

de les équation [2.6] etf2.§ on trouve

(uzk : ”pnl—f-azn 02" Pn2 + V) (1= 2)A+v)—v)

Glz) = ((1 —z))\—i-y—i-oz)()\z’f“ (A+v+p)k 4+ )

(2.9)

La fonction génératrice G(z) doit converger au moins & I'intérieur du cercle uni-

taire.

A
Glz) = Mz —20))(a+v+ = A2) (2.10)

A
GO) = (—Az0)(a + v+ N) (2.11)

ott Ona par définition, G(0) = po 1

A = Poi((—Xz0)(a+v+A) (2.12)
Gl) = Po1(Az0)(a+ v+ AN) (2.13)

(AMzo— 2))(a+ v+ A= A2)

En appliquant quelques transformations sur G(z) on a

oz = 1 “‘120(“”“)[2 S I T

— 1
(a+v+X—A2) 2 n21a+u+)\

Par identiOcation, on obtient

Pna =Dpo1s" (1+(r/s)+...+(r/s)") avecn =1,2,3,...et r =1/29; s = A/ A+a+v
(2.15)
En utilisant les équations[2.15] [2.3|et [2.4] et par récurrence pourn = 1,2, 3, ..., k—

1, on obtient
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Pz = (1) A+10))po (8" (14(r/s) .4 (r/8)") + (A (M) (8" (14 /5)+A(r/5)" )

et N A+p)")+ N A+ )" (v/(A+v)) avecn=0,1,2,3,....k —1 (2.16)

P2 =N/ (AN +a+ )" o avecn >k (2.17)

on a la condition de normalisation

00 k—1 [e'S)
Po1 + an,l + an,z + an,z =1 (2.18)
n=1 n=0 n==k

on remplace [2.15]2.16pt2.17] dans [2.18 on trouve

N
DPo,1 = D
N = 1- 2(A/<A + )" W/ A+ v)) = (NN + )/ (a+r)) (2.19)
1 k—1 . .
D = m+(u/(>\+u))(§(s (14 (r/s)+ ..+ (r/s)") +

AN AF)E" A+ (r)s)+ o+ (/)" D+ A+ (N A+ )+

(/4 )L+ (/8) + e (1/5)7) e (/0 + ) ) ~3:20)

at v
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2.1 Condition de stabilité

Le systéme sera stable si

A
p<lavec p=—
kp

3 Perfermances du systéme étudié

Dans cette partie, on va citer quelques mesures de performances importantes

du modéle étudié.

3.1 Nombre moyen de clients dans le systéme Ls

Ls = Z(n + k)pn,l + Npn,2 (31)

n>0

3.2 Nombre moyen de clients dans la file Lg

Ly=) n(pni+pn2) (3.2)
>0

3

4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons évalué les équations décrivant un systéme M /M ) /1
a un serveur avec vacance multiple et service groupé. Nous avons calculé les pro-
babilités stationnaires du systéme lorsque le serveur est occupé ou en vacances, et

nous avons donné ’expression du nombre moyen de clients dans le systéme et dans

la file.
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Chapitre

Applications numériques

Dans le but d’une numérique de nos résultats, on utilise le cas particulier de
la file MX/G/1 avec vacances Bernoulli Ou le temps des services et des
vacances sont de distribution exponentielle. Les ré

sultats ont été obtenus a l'aide des logiciels Matlab et Excel

1 Application au cas de la file M'*1/G/1 avec va-

cances,pannes et réparation

1.1 Les différentes caractéristiques de la file en fonction de

aetp

On choisit les valeurs arbitraires suivantes :
B=10;y=T;A=2;u=5FE(I)=t; E(I(I — 1)) =t* —t.
Les programmes sur MATLAB sont

pour t =1 donc E(I) =1; E(I(I —1)) =0.

pour L, est

function lq=kouka nombe moy atte graph

b=10; g=7; c=2; m=5;
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k=1;
for p=.25 :.25 :.75
i=1;
for a=1 :7
Q=1-c*((m+a)/(b*m)+(m+a)/(a*m)-1/b-1/a+p/g) ;
it Q<1
nl=c*Q*(a+b+m/(m+a)*(p*a*b*1/g-a-b));
n2=2*Q*c"2*(a/c-1+m/(m+a)*(1-a/c-p*a*1/g-p*b*1 /g+p*a*b*1/(g"2))
-m/(m+a)”2*(a+b-p*a*b*1/g));
dl=-c*(a+b)+m/(m+a)*(a*b+c*(a+b-p*a*b*1/g));
d2=2%c~2*(1-(a+b)/c+m/(m+a)*(-1+p*a*l/g+p*b*1/g-a*b*p*1/(g"2))-
m/(m+a)"2*(-a-b-a*b/c+a*b*p*1/g));
lq(i,k)=(d1*n2-n1*d2)/(2*d1"2);
i=i+1;
end
end
k=k+1;
end
hold on
plot(lq( :,1));
plot(lq( :,2),1");
plot(lq( :,3),’g");
pour W, est :
unction wq=kouka temps moy atte graph
b=10; g=7; c=2; m=5;
k=1;
for p=.25 :.25 :.75

i=1;
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for a=1 :4

Q=1-c*((m+a)/(b*m)+(m+a)/(a*m)-1/b-1/a+p/g) ;

if Q<1

nl=c*Q*(a+b+m/(m+a)*(p*a*b*1/g-a-b));

n2=2*Q*c"~2*(a/c-14+m/(m+a)*(1-a/c-p*a*1/g-p*b*1 /g+p*a*b*1/(g"2))-m/(m+a) ~2*(a+b-
p*a*b*1/g));

dl=-c*(a+b)+m/(m+a)*(a*b+c*(a+b-p*a*b*1/g));

d2=2%c"2*(1-(a+b)/c+m/(m+a)*(-14+p*a*l/g+p*b*1/g-a*b*p*1/(g"2)) -m/(m+a) ~2*(-
a-b-a*b/c+a*b*p*1/g));

lq=(d1*n2-n1*d2)/(2*d1"°2);

waq(ik)=lqg/c;

=it 1 ;

end

end

k=k+1;

end

hold on

plot(wa( -.1)):

plot(wa( :2),1");

plot(wq( :,3),)m’);
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Le tableau suivant donne les valeurs des dfférents états du serveur : la proportion

du temps ot le serveur est en repos, la charge du serveur, le nombre moyen de client

dans la file, la probabilité de temps moyen de dans le systéeme.

W,

11025

0.4885

0.5115

0.5592

0.2796

1] 0.50

0.417

0.583

0.7724

0.3862

110.75

0.3456

0.6544

1.0738

0.5369

21025

0.4486

0.5514

0.7515

0.3758

21 0.50

0.3772

0.6228

1.0237

0.5119

21075

0.3057

0.6943

1.4228

0.7114

310.25

0.4086

0.5914

0.9818

0.4909

3105

0.3371

0.6629

1.3348

0.6674

31 0.75

0.2657

0.7343

1.878

0.939

4 10.25

0.3687

0.6313

1.2613

0.6307

0.2972

0.7028

1.7288

0.8644

41 0.75

0.2258

0.7742

2.4927

1.2464
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25F
p=0.25
——— p=0.50
p=0.75
2+
_° 15}
1+
0.5 1 1 1 1 1 I
1 1.5 2 25 3 3.5 4
alpha
figurel : variation de L, en fonction de o .
16
p=0.25
p=0.50
14} p=0.75

0.2 1 1 1 1 1 ]

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
alpha

figure 2 : variation de W, en fonction de .
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Interprétation des résultats :
La figurel explique bien le comportement de la file d’attente dés que le taux de la
panne et la probabilité de vacances augente,car le serveur cesse de servit les clients

arrivant au systéme.

de méme , le temps d’attente des clients augmente, la figure 2 montre cette

croissance.
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2 Application au cas de la file M/MY!/1 avec va-

cances et Catastrophe

2.1 Les différentes caractéristiques de la file en fonction de
k :

avec A=2;u=10;v =1, =5
On a le programme suivant :

function [Pnl]=costa

lamda=2;

mu=10;

nu=1;

alpha=>5;

z0=[5.6085 6.3770 6.4816 6.4972];
%2z0=[2 2 3 4];

r=1./70;
s=lamda/(lamda+alpha+nu);

for k=1 :4

SS=0;

for n=0 :k-1
SS=SS+(lamda/(lamda+nu)) "n;
end
Nr(k)=1-nu/(lamda+nu)*SS-((nu/(alpha+nu))*(lamda/(lamda+nu)) k) ;
Nr(k)

SS1=0;

for n=0 :k-1

for j=0 :n
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F=0

for i=0 :j

F=F+((x(k)/s)"i)
SS1=8S1+(s"j)*((lamda/(lamda-+nu)) "~ (u-§))*((x(k) /5) 1) ;
end

end

end

$52=0;

for j=0 k-1

for i=0 :j

$52=882+ (s"j*(lamda/(lamda+nu)) ~ (k-1-§)*(x(k) /s) 1) ;
end

end
Dr(k)=1/((1-s)*(1-r(k)))+(mu/(lamda-+nu))*(SS1+(lamda/ (alpha-+nu)) *SS2) ;
Dr(k)

PO1(l)=Nr(k)/Dr(k)

P01

end

S1=0

for 1=1 :4

for j=0 :1

S1=S1+s"1*(r(k)/s)"j

end
P11=P01*S1
end

K=[1 :4];

plot(K,P01)
plot(K,P11)
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end

on a le tableau suivant :

On a les graphes suivants :

0.1

0.09

0.08
0.07
0.06 |-
0.05f
0.04
0.03f
0.02

0.01
1

POl

0.0916

0.0370

0.0114

0.0032

0.0382

0.0154

0.0048

0.0013

0.0202

0.0082

0.0025

0.0007

0.0118

0.0048

0.0015

0.0004

figure 3 :Variation de PO1 en fonction de k
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figure 4 : variation de P11 en fonction de k
0.04 T T T T T

0.03

0.025

0.02

P11

0.015

0.005

figure 5 :variation de P21 en fonction de k
0.012 T T T T T

0.01

0.008

0.006

P21

0.004

0.002
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x 10° figure 6 :Variation de P31 en fonction de k
3.5 T T T T T
3k u
25F 1
2L -
bl
™
o
15F B
1+ -
0.5 B
0 1 1 1 1 1
1 15 2 2.5 3 3.5 4
k
x 10 figure 7 : variation de P41 enfonctionde k

10 T T T T T

P41

Interprétation des résultats :

D’apreés le graphe figure 3 nous remarquons & chaque fois que la taille du groupe
de service augmente ,la probabilité que le service est occupé et la file est vide diminue.

D’apreés les graphes figures 4 et 5,6,7 nous remarquons a chaque fois que la taille

du groupe de service augmente ,la probabilité que le service est occupé diminue.
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Conclusion générale

ans ce travail, nous avons effectué une étude analytique compléte du mo-

Ddéle MY /G /1avec serveur non fiable, réparation sans « delay », vacances
multiples et non exhaustive et catastrophe.

En utilisant la méthode de la variable supplémentaire, nous avons obtenu la
condition d’ergodicité et quelques mesures de performances.

Notons que pour le cas du modele M /M ¥] /1,nous avons retrouvé explicitement
les probabilités stationnaire des états du systeme.

Pour illustrer les modeles étudiés, nous avons évalué numériquement les perfor-

mances du modéles.
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