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Introduction

Les espaces de Sobolev avec poids ont été introduits par nombreux auteurs pour étudier
en particulier ’équation de poisson. Sans étre exhaustif, nous signalons les travaux de
Kudrjavcev [21], Hanouzet [14], ou Cantor [11], ot une premiére famille d’espaces de
Sobolev avec poids est utilisée, celle-ci ensuite généralisée avec l'introduction de poids
logarithmique, notamment par Leroux [17], Giroire [12].

On s’intéresse dans ce travail & I’étude du probléme bilaplacien dans un demi-plan avec
conditions aux limites de type Dirichlet. Ce probléme se rencontre lorsque ’on modélise
les déplacements verticaux d’une plaque mince encastrée pour laquelle est faite I'hypothése
de Kirchoff ou lorsque 'on cherche & résoudre le systéme de Stokes bidimensionnel par
I'intermédiaire d’une fonction de courant.

L’objet du premier chapitre est I’étude des espaces de Sobolev avec poids et de leurs
propriétés. Cependant, si ce cadre fonctionnel est adéquat lorsque le domaine est borné,
il ne 'est plus dés que 'on s’intéresse a certains domaines non bornés. En effet, on ne
dispose plus pour de tels domaines des inégalités de Poincaré qui sont I'un des ingrédients
essentiels de résolution. D’autre part, le comportement des fonctions & 'infini devient un
élément important pour la description du comportement des solutions car les espaces de
Sobolev classiques ne sont pas adéquats en domaines non bornés, ils ne permettent pas,
d’une part, de décrire convenablement le comportement (croissance ou décroissance des
fonctions a infini).

C’est pour quoi nous allons introduire le cadre fonctionnel, car I'inégalité de Poincaré
n’étant valide dans un domaine non borné dans aucune direction, Hanouzet [14] a utilisé

une inégalité de Hardy dans le cas hilbertien qui 1’a conduit & introduire une famille



INTRODUCTION 4

d’espaces de Sobolev avec poids. Les poids sont, & I'infini, des puissances de

p(z) =/1+ |z

et ils sont déterminés de maniére que les formes bilinéaires associées a 'opérateur de
Laplace et aux opérateurs, polyharmonique, de 1’élasticité ou de Stokes soient coercives.

En dimension deux, une difficulté supplémentaire apparait : I'inégalité de Hardy qui a
permet d’obtenir la coercivité des formes bilinéaires, n’est plus valide et doit étre remplacée
par une inégalité généralisée. Cela conduit & une famille d’espaces de Sobolev avec poids,

ces derniers comportant, & I'infini, outre des puissances de p, la fonction
lgr = Log (2 —l—r2) ,

tel que r = |z].

Nous définissons ensuite les espaces le*l, les théoremes de régularité de Laplace
nous conduirons dans le cas critique (p = 2, n = 2) a introduire une famille d’espaces trés
proches des espaces VVlmH ou W/lt’;fl, ces nouveaux espaces sont identiques aux VVZ’”H dans
le cas non critique et n’en difféerent en dimension deux ie : le cas critique, que du fait
I’apparition brutale d’'un logarithme.

L’objet du deuxieéme chapitre est ’étude du comportement a I’'infini et de la régularité
des solutions dans ., de ’équation de poisson dans le cas critique et non critique, le cadre
fonctionnel développe a cette occasion, ainsi que les techniques utilisées permettant de
faire le méme travail pour 'opérateur polyharmoniques, puis nous étudierons la régularité
de Laplace dans le cas hilbertien, critique et non critique, avec 'utilisation des espaces
Xm+n pour éviter d’avoir le poids logarithmique et nous donnons quelques résultats sur
I'opérateur polyharmonique.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude du probléme de Laplace dans le demi plan,
nous commencons par le probléme de Dirichlet dans le cas hilbertien et non hilbertien
aprés on passe au probléme de Neumann.

Dans le dernier chapitre nous appliquons ce cadre fonctionnel & la résolution du prob-
leme du bilaplacien, plus précisément, nous caractérisons les données qui permettent de

trouver une solution dans un espace avec poids donné. En particulier, dés que I’espace ou
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I’on cherche une solution contient des fonctions polynomiales, 'unicité n’est plus assurée
dans cet espace. Si au contraire, on impose des contraintes fortes de décroissance a la
solution (typiquement, décroit plus vite que la solution élémentaire) alors son existence
est subordonnée au fait que f, g et h vérifient des conditions de compatibilité, nous allons
traiter le probleme biharmonique, existence, unicité et régularité, avec 'utilisation des
résultas de Laplace dans le cas non hilbertien, mais dans le cas hilbertien il faut changer

I’espace W parX pour éviter le probléme de régularité.

Notation et cadre fonctionnel
Tout au long de ce travail,

e 1 désigne un entier supérieur ou égal a 2 et p un réel dans U'intervalle |1, oo .

e 7 (R™), l'espace des fonctions indéfiniment différentiable & support compact dans

R™, 2’ (R™) son dual.
e A tout réel p €]1,00[, on a associée son conjugué par la relation
1 1
p P

On rappelle que L? (R™) désigne 1'espace des fonctions mesurables telles que

/|u|p dr < oo,

R

qui muni de la norme
1
P

fillngery = | [ 1z

Rn

est un espace de Banach dont le dual est L? (R").

e Pour tout entier naturel m, WP (Q) désignera comme ’espace de Sobolev

WP (Q) ={ve Z'(Q), VAeN", |\| <m, d*ue L’ (Q)},
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doté par la norme
1

p
||u||Wm,p(Q) = {Z H@Au”ip(ﬂ)} :

A<m
o ¥ (resp. glA) Pespace des polynodmes (resp. polynéme harmonique) sur R" de degré
inférieur ou égal a .

e On convient que &, = P = {0} si | < 0.

e D’autre part, pour tout sous espace fermé Y d’un espace de Banach X, on note

XY, lespace quotient de X par Y et le polaire de Y dans le dual X'de X :

X1y ={fe X' YweY, (f,v)=0}.

e A2 : Espace des polynémes harmoniques de degré inférieur ou égal a [ et vérifiant
la condition

u ('r,17 O) - O; ou Ill - (Il, ...xn_l) .
= Espace des polyndémes harmoniques impairs par rapport a z,, et de degré inférieur

ou égal a [.

° /\/’lA : Espace des polynémes de degré inférieur ou égal a [ et vérifiant la condition

ou
ox,,

(21,0) =0, ot | = (w1, .0 1) .

= Espace des polynémes harmoniques pairs par rapport a x,, et de degré inférieur

ou égal .
° ,QAZ; : Espace des polynémes &7 dépend de n — 1 premier variable.

~ 0
° RZA : Le sous espace de f@lA X P 1 engendré par les couples (p, _8_p (33’1,0))
L,
quand p décrit A2

e O2 : Le sous espace de 2P x 35; engendré par les couples (p, p (z’,0)) quand p décrit

(parcourt) N/A.



Chapitre 1

Espaces de Sobolev avec poids

1.1 Deéfinitions des espaces avec poids WP (Q))

Nous allons donc introduire une famille d’espaces adaptée au cas d’un ou-
vert non borné ou extérieur de R", ils nous serviront pour des domaines suff-
isamment réguliers, complémentaires d’ouverts bornés, nous introduisons les

hypothéses sur ces ouverts au fur et & mesure des besoins.

Définition 1.1 Soit Q un ouvert de R™ et A\ e N, o, € R, m €N, X € R". Posons

n 3
r = o] = <Zw%> 7
=1

!
p=p(r)=(1+17%)2,
lgr = Log(2 + ).

Introduisons maintenant une famille d’espaces
Wi (Q) = {U €2'(Q) ; VAeN": 0 < |\ <m, p“*mHMD)\u cIP (Q)} :

. 2z z n
cet espace sera souvent considéré dans le cas —+a ¢ {1,....,m}.
p

war (@) ={ue2'(Q) ;
YAEN":0 < A <k po ™t (Igr) ™ DMue LP (Q) ;
VAEN" k+1< |\ <m, p ™ DM e LP(Q)},
Dans le cas ot = +a€{l,...m}, onpose k = k(m,n,p,a) =m — n — a, ot dans le
p

p
cadre de la présente note, ) est soit R? tout entier, soit le demi-plan R2.
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Nous sommes, en mesure de faire un certain nombre de remarques

Remarque 1.1 En convenant de poser :

-1, sittad{l,..,m},
p

m—ﬁ—a, sz’ﬁ—i—ae{l,...,m}.
p

Wod (@) ={ueZ(Q) ;
VAEeN":0< |\ <k, po ™t (1gr)’ ' DMy e L7 (Q),
VAeN": k+1<|\ <m, p>™ P 1gr)’ D ue Lr (Q)},
C’est un espace de Banach réflexif équipé de sa norme naturelle

el ={ > |

0<N <k

p
pafm+|)\| (lg r)ﬁfl DMy

Lr(Q)

p
LP(Q)

Remarque 1.2 Lorsque 3 = 0, on notera plus simplement W () au lieu de Wg" (Q2) .

hSA

+Z(

k+1<[A|<m

pa7m+|)\| (1g T)B D)\u‘

Le role des poids est de préciser le comportement a linfini des éléments de ces espaces,
ils n'ont aucune influence sur les propriétés locale qui sont identiques, quel que soit «,
a celles des espaces de Sobolev usuels H™ (2), en particulier dans le cas, ou ) est le
complémentaire d’un compact 0, tous les théorémes sur les traces des éléments de H™ (Q),
sur la frontiére I' de 0 restent exacts pour les traces sur I' des éléments de WP (Q).
Par ailleurs, les fonctions de W™ (Q) appartiennent a W™ (0') , pour tout ouvert borné
0" contenu dans ). les traces Vg, .., V1 de ces fonctions sur T vérifient donc les théorémes

de traces usuels. Cela permet de définir [’espace
0
WP (Q) ={v e W (Q) ; 7= = V1 = 0},

0 /
on montre que 2 (X)) est dense dans WP (Q) est son dual W_"" () est un espace de

distributions.

Remarque 1.3 i) p(r) et lg(r) ont a linfini le comportement de r et de

Log (1) respectivement. Lorsque lintérieur du complémentaire de 2 n’est pas vide, il
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est loisible d’y placer l'origine, ce qui permet de remplacer dans la définition de WIP (§2),
p (1) par r éventuellement aprés un changement d’unité lg (r) par log(r).

i1) Les poids ont été choisis de maniére a permettre l'obtention d’inégalités de coercivité
grace auzxquelles nous construisons au chapitre suivant des formulations variationnelles

de plusieurs problémes.

1.2 Les espaces de traces

Afin de définir les traces des fonctions de W2? (R'} ), Hanouzet [14] & prolongé la définition
des espaces aux valeurs réelles, comme toute fonction u appartenant a W27 (R") est
localement dans W™P (R™), la trace de u sur I'hyperplan ¥ = {x € R" | x,, = 0} est
localement dans W™ #? (R™) . Nous nous proposons d’étudier le comportement a 'infini
des traces sur un hyperplan des fonctions de W;"” (R™), pour cela nous introduisons les

espaces suivants

Définition 1.2 Pour tout o € ]0,1[, 1 < p < 00, on pose
Wy? (R") ={ue 2 R") ; wue LP(R"),

(
+oo o
f 1= pdtfRn
g
D

u(x+te;) —u(x )|pdx<oo},

alm

ouw = p st — 7é oetw = p(lgp) =0 et eyq,.., e, désignent les vecteurs de la

base canomque de R™.

WP (R™) : est un espace de Banach pour la norme

el ey = (HW . +Z/ oo [ e te) - uts >|pdx>

Cette norme est équivalente a la norme suivante :
N p
H / [u@@) —u @,

n+op
|z =yl
Pour tout nombre réel «, on introduire I’espace suivant :

D=

B =

LP(R™)
R xR™

Wwaor(R") ={ue 2'(R") ; w*u e LP(R"),
[ ee-rouwr, )

|.’13 . y|n+ap
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ol w=psi— +0z7éaetw—p(lgp)da81 +a=o0.
p p

e Pour tout s € R", on pose

Wer (RY) ={ue 2'(R") ; 0< |\ <k, p*=tP(Igp) ™ D u e L? (R),
k+1<|A<[s]—1, po st D e L (R?) ; Dlu e WP (R")},

n .n
s———«a 81 —+a€q0,...,0+ S,
’ ; { [s]}

avec 0 = s — [s] et k=

-1 si;+a¢{a,...,a+[s]}.

o W2P(IR") : est un espace de Banach pour la norme

3=

lellwgr @ny = > et (g P D/\UHIZ/P(R”) + 2. (i SHMDAUHLP (Rn)
0<| A<k E+1<|A<]s]-1

+|)\|Z HD/\UHW” R7) °

Si s < 0 espace W=P (R") est le dual de W 2% (R") .

On a le résultat suivant :

Théoréme 1.1 Soit m > 1 un entier et o un nombre réel. Il existe une application
m—j—1

m—1
linéaire continue v = (Vg, ..., Ym_1) de WP (R") dans [] Wa PP (R quec les
j=0
propriétés sutvantes :
- b) 8m71
e Pourue 7 (RY), yu= (u («',0), 8u (2',0),. Y (x’,O)) :
)
e 7 est une application surjective.

e v 1(0) = V?/g%p (R1).

En plus si p =2 on a la formule de Green suivante :

v ou
de = — de, Vi=1=,..,n—1
ov ou
dr = — —ud ’.0 ’,0) da’
/Riuamnaz Rnaxnv m+/Rn_1u(x, Yo (2',0)dx

pour toute fonction u € W} (Ri) etve W, (R’}r) .
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1.3 Propriétés fondamentales des espaces W'} ()

Les propositions qui suivent se vérifient immédiatement ou se démontrent en reprenant

mot pour mot, la démonstration de la propriété correspondante des espaces H™.

Proposition 1.1 W™?2 (Q) est un espaces de Hilbert pour le produit scalaire

(0o = 3 / plam A (1g 1) DAyuDMy
Q

0<|A|<k

" Z pe=m+IN) DAy DAy,
k+1<Al<m” @

Proposition 1.2 On a les inclusions suivantes avec injections continues :

Lorsque “ta ¢ {1,...m},
p
m, m_17 07
a,Bp (Q) - Wafl, 1 (Q) T Wafm,ﬂ (Q) .
n .
Lorsque, par contre — +a =i € {1,...,m},
p
WP (Q) = o> WP (Q) > WP (Q) — oo WP L (D).
Proposition 1.3 Soit u € W7 (), alors
YAEN", 0< |\ <m, DMue W "),
cette application est continue.
Proposition 1.4 Pour tout A € N" et 5 € R, il 3 une constante C(\, 3), telle que

‘kaﬁ" < Cp/j—w_

On a définit ausst la semi norme

B =

’“|W;7;f<m = Z ‘

[Al=m

p* (g r)’ D’\qu
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0
1.4 Approximation des éléments de W 7/ ((2) par des
fonctions réguliéres

Théoréme 1.2 2 (R") est dense dans W’ (R™).

Preuve. Tout d’abord, étant donné un élément u de W,";’ (R"), nous construisons

une suite (uy,) ayant un support compact convergente vers u sur ce support, les

neN
topologies W, (R") et W™ (R") coincident, chaque élément de cette suite peut donc

étre approché par un élément de 2 (R"™), ce qui achéve la démonstration.

En effet, nous pouvons écrire aprés avoir mené a bien la premiére étape

Vu e W7 (R"), Ve >0, Ju, € (u,)

neN
€
Supp (u,) C B(0,R,) et ||u— UnHW;n[,jp(Rn) < 3
La deuxiéme étape permet d’écrire
n €
El’Un - @(R ), ||Un — U””WT”*P(B(O,RTI,)) = ||un — Un”Wgﬁ’ip(Rn) S 5

, . .
Il ne nous reste donc plus qu’a construire cette suite (uy,),,c -
Dans ce but, nous allons introduire une fonction de troncature, plus précisément,

introduisons une fonction ¢ € C* ([0, o), telle que

vee0,1 , ¢(t) =0,
Vte[,2] |, 0<o(t) <1,
Vte 2,00 , o(t) =1

Posons alors pour ’entier naturel n :

—— ), VzreR" |z|>1,

1 sinon.
Nous voyons que :
¥z € R, |z] < exp (%) bn (1) =1,

Vz e R", exp (%) <|z[ <exp(n) 0<¢,(z) <1,
Vr e R", |z| > exp (n) ¢, (x) =0.
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Ce qui montre que ¢,, est bien une fonction de troncature, il sera commode, dans la suite,

poser
Vr € [exp (2),exp(n)] ¥, (r)=¢ (#gr) :

Nous aurons besoin de deux lemmes. m

Lemme 1.1 Pourr € [exp (%) , €XP (n)} et n > 2 nous avons l'inégalité

@djn (T) s <

&’ C;
riLog 1

Preuve. a) On démontre par récurrence que :

47

J n d n a n @
(m) il el
mz::lgb <Log T> Z Cor (dr <Log T)) Cdri (Log r) '

ar+..+j, a;j=j
aijtoaz+...+a;=m

b) On démontre en suite toujours par récurrence que :

d’ 1 1 1 1
drt \ Log r rt Log®r Log r

Ou Z;_4 (t) est un polyndme en t, de degré i — 1 au plus.

¢) En reportant cette expression dans ng ) (r), on obtient la majoration souhaitée en
tenant compte du fait que

pour les valeurs considérées de r et n, on a:

n 1
€l1,2],0<
[1,2] Log r

<1
Log r -

En effet, nous pouvons écrire que
d n o d’ n “
dr \ Log r " \dri \ Log r

< 27 (Log r)"

() (2 ()

< Cn(L )" ! 1 < Cm < Cm
m oqgr — S m S .
- g i (Log?r) 17 (Log 1) 17 (Log 1)
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Lemme 1.2 Pour x € R", tel que |z| € [eXp (g) , €Xp (n)}, n > 2, A € N, nous avons

la magoration
Ch

A
|D*¢, (z)] < S Loa

Preuve. Comme
D*¢,, (x) = D™, (|z])

nous pouvons vérifier par récurrence que

A ) ,
D, (x) = <t (z]) (O ([21)™ (@ (J))™ .. (Dn ()™
IA—1
dlH! lul
+||21an (z) {ZCVEID ' (|$|)} ,
wl= v
ou
A€ (A, An) €N = (g, ooy it,) € N
vi € N5 3 fwil = A5 2o (vil = 1) = (Al =l
Vv = (I/l, ...,V|M|) .
Puisque
Co
Vo e N*, [D* |z|| £ ——=.
o]
Il vient immédiatement que
C
D*¢, ()| € —5r—)
| ) [ Log |

les hypothéses du lemme impliquant d’autre part que
r>exp (1),

d’ou
r<VrE+1<ry2
et
Log r < Log (2 +1?) =1g(r)
r<Vrttl=p(r).
nous en déduisons le résultat annoncé.

Nous pouvons Maintenant passer a la démonstration du théoréme.
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Soit donc la suite u,, définie par

Up = P U.

Cette suite u,, converge vers u ssi :

VAENL0 < <k, [0 gt DY (u - )

LP(R?)

D’une part et

VAEN, k+1< |\ <m, ’ p2=m M (1g )P D (1 — )

Lp(R™)
D’autre part, tendent vers 0 lorsque n tend vers 'infini. Démontrons pour les termes
de la deuxiéme série, la démonstration est identique pour la premiére. En développant

D? (¢,,u) nous obtenons

|

o (I D (1= w,)

<]

p o (1) (1= 6,) Dl

Lp(R") Ly (R™)

p* P (g 7)” D, DA

+3 O

U u#0

Lp(R")

Le premier terme du membre de droite tend vers 0. Les autres s’écrivent :

> (g r)” D, D Py
LP(R™)

B =

/ et (1g 1) | Dy, DA 1 do
exp( % ) <|z|<exp(n)
et en utilisant la majoration obtenue au deuxiéme lemme 1.2 pour D*¢, nous arrivons

a

A

oW (g )’ Drg, DA

Le(R™)

/ pp(afer\)\f/,L\) (lg r)p(ﬁfl) ‘D)\juu|p dx
exp( % ) <|z|<exp(n)

Cette quantité tend bien vers 0 puisque u € W." ép (R™), nous avons donc montré que

1
P

nhjgo ”U - unHngg’(R”) =0.



0
1.4 Approximation des éléments de W "7 (2) par des fonctions réguliéres 16

La démonstration du théoréme s’achéve, alors le résultat.
Comme on a prouver que Z (R") est dense dans W'}’ (R"), de sorte que le dual de
Way (R™) noté par W_" ’_pé (R™), est un espace de distribution. On définit aussi la semi

norme

P
“(Log r) (9’\u

|U|W;’fbp(R") =
[Al=m

On notera que la présence du poids logarithmique, n’intervient que pour des exposants
dits critiques ie : qui vérifient n + a € {1,...,m} leur introduction indispensable pour
prolonger certains résultats obte];lus dans ce cas non critique. m

J

d

n
au 1.2 En effet, il est utilisé lorsque — + o € {1, ..., m} pour les termes tels que
p

obtenue

1
Remarque 1.4 Le facteur 7 indispensable dans la majoration de
og r

AN >k+1et |N—p| <k
La fonction de troncature utilisé par Hanouzet [1]], ne convenait donc pas ici.

Le théoréme suivant généralise le résultat que nous venons d’obtenus a un ouvert

0+ R

Théoréme 1.3 Soit 2 un ouvert ayant la propriété du segment (ie : régulier), 9 (ﬁ) est

dense dans W'} (Q).

Preuve. On procéde comme pour le théoréme précédent. La méme fonction de tronca-
ture ¢,, définie sur R" donc sur €2, permet de construire une suite w,, dont les éléments sont
a support compact. On termine la propriété d’approximation des éléments de W™P (2)
par ceux de ¥ (ﬁ) .

Nous pouvons maintenant introduire la
0
Définition 1.3 Pour Q # R", W7 (Q) désignera l'adhérence de 2 () dans W75 () .

Un théoréme (d’isomorphisme)
Le théoréme est I'objet de ce paragraphe nous donnera la possibilité de réduire ’étude

de la famille d’espaces W% (2) & celle d'une sous-famille plus restreinte.
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Théoréme 1.4 Soient v,6 € R et Q2 un ouvert de R™, l'application
5
u—lg(r)° u,

n
est un isomorphisme de W 7 (Q) sur W75 s (). D’autre part, lorsque a+— ¢ {1,...,m}
b b p

n
alors pour toute v € R, telle que a + — — v ¢ {1,...,m}, Uapplication

p

u—sp(r) u,

est un isomorphisme de W7 (Q) sur WP 5 (Q).

Preuve. Le théoreme 1.3 va nous permettre de travailler avec des u réguliers nous

allons d’autre part, utiliser le fait que

Yy #0, ’DW (1g7")6) < CcpM(gr)’
et
D* (0gm))| < Co() ™ (1)

Soit donc u € ¥ (ﬁ) posons
v=(lgr)’ u.

Nous avons alors:

pafm+\)\| (lg T),Bfé DM =
> (2) pom A (1g )70 Dr (1g ) DA,

1500

D’ou il découle que

pa—m—l—\)\I (lg 7,)5—5 |D>"U‘ <
cy (2) pemHA=Hl (1g r)ﬁ_l ‘DA_“M )

1590

et donc que

Yu e 9 (ﬁ) y |‘U||WZBP*5(Q) < C HUHW;"BP(Q) .

Réciproquement, puisque

u=(gr) v

on vérifie de la premiére partie du théoréme, s’achéve alors par densité.
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La deuxiéme partie se démontre comme la premiére partie. La restriction n +a ¢
{1, ...,m} est nécessaire parce que lorsqu’elle n’est pas vérifiée, il faudrait pouvoir obtenir
une majoration en (lg 7“)571, alors qu’on ne peut faire mieux que (lg 7“)5 .

Nous allons établir des résultats du type de I'inégalité de Poincaré sur ces espaces ils

sont basés sur 'inégalité suivante:

1.5 Inégalité de Hardy

Lemme 1.3 Soient f € Z(|R,0|) et p € |1,00], alors

a) Si B,y €R avec f# —1 et R> exp <ﬁ|+l>, nous avons

70|f<r>|prﬁ<Log s () /\

b) Sivy€R avecy# —1 et R > 1, nous avons

+oo
v p 8
/]f Y(Log r)"dr < <|7+1|) 4

Preuve. En utilisant ’égalité suivante

PP (Log r) dr. (1.1)

aff’

. = (Log r)"*" dr. (1.2)

ir [P+ (Log r)"] = [(6 +1)7r8 (Log r)” + TBH% (Log r)v_l}
(64 1)1 (Log 1)+ 123 (Log 1) 1

— 8 (Log 1) [(m 1+ LOZ r)}

Avec ’hypothése sur

2Ivl)
R > ex t -1
> p(|ﬂ+1| B #
29|
Vr>R=— Logr > Log R > RS >0
78 (Log )| | B+ 1+ —— )| = ¥ (Log )" |( 18+ 1] — |-—
Logr /)|~ Log r
ZT’B(LOQT’Y‘(|5+1|——|6;—1| ‘
=B s (og vy

2
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alors
1
}r Log r | ‘(5—1—14- L:g T)‘ > |5'2|“ |r5(Logr)v
= (Log ) 2 |7” (Log r)"| (6 N )
|5+ 1 Log r
2 d
— el B+1 L Y
g 7
D’apres cette inégalité on obtient I'inégalité suivante
+0o0o
/ |f ()P r? (Log r)? (77t (Log 7)"] dr (1.3)

0

Nous intégrons par parties le membre droite de (1.3)

[ U @F S [ (Log 7] dr -

0 r

R

[1f () 72+ (Log )] - / T 0y 4 (Log )]

= [Ty |f( P[5 (Log r)") dr.

0

Nous avons alors

+00 +oo
[ @y < 2[4 U\ () [ (Log )] dr

|5+ 1| dr
0
w T df ()
p p=lr.6+1 (7, Nd
< en ) Car VO [ (Log r)"] dv.
On a
o [ 1 )P [ (Log 1)) dr =
. B8 B(p 1)) ol y(p—1)
572 1 )P e (Log 17 (Log 1) dr
< [ [ 42 r2 (Log vy |7 [ 15 )P (Log 1) riar] 7
Alors

+oo
/ @) 7 (Log 1) <

0
2p oo ldf (r)
|5+ 1] [/0 ‘ dr

"84 (Log r)’*] : . [ / 1 O (Log )7 rﬂdr}

0




1.5 Inégalité de Hardy 20

hSA

warmow < / L (Log vy
7Orf<r>\prﬁ (Log ) / L (nog ry

D’ot le résultat.

Deuxiéme cas : si v € R, avec v # —1 et R > 1, nous avons :

p o d p
/|f Y (Log r)"dr < <—| f_ 1|) / ‘ fd(r) 1P (Log )" dr
r
7 R
En utilisant cette égalité :
L Y 1 L 7+1
Loy 1) = s (Log 1)
On a
o0 1 oo
w2 i [ lrepe oy ) e = —— [y Loy iy
R d /Y + 1 R dr
STl fdir) £ )P (Bog )7 (Log r) ™5 5 5 .
avec l'utilisation de I'inégalité de Hardy on obtient
| £ (Log ryar <
R 1 p—1
d v ra
" f_ 1 [/ de’ ) r=P (Log r)? dr] . {/R |f (M) (Log r)" r—tdr

=P (Log )P dr

/\f Logr)wdr g /‘
p | Tl
/\f Logr)'VdT §|’y+1\ 4‘ I

d’ou le résultat. m

r~ P (Log r)? dr

Définition 1.4 Les polynomes présents dans les espaces W ép (Q) vont jouer un certain

role. On preuve facilement que q le plus haut degré des polynémes contenus dans W;” Iép (Q)
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défini par
( n
—tae{l,..,m}et(B—-1)p>-1
n , b
m—<—+a>—1sz ou
p n
q= }—9+0¢E{i€Z,i§0}etﬁpZ—1,

b)) e

[.] : La partie entiére.
Notons P, l'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a q, si q est négatif, P, est

nul

Remarque 1.5 Dans le cas ou 5 = 0, le plus haut degré des polynémes contenus dans

Wo'y (Q2) donnés par

n
—+ac{l,..m
p { }

(o) o

g = g+a§2{1,...,m} et%Jragé{ieZ,iSO},

m—(EwLoz)—l, 3i2+a€{i€Z, i <0}.
\ p D

Nous aurons aussi besoin de la

Définition 1.5 Soit 2 un ouvert de R", nous noterons F,, ,(2) Uespace des fonctions
définies sur (),
- dont la restriction & chaque composante connexe bornée de §2 est un polynéome de degré
m — 1 au plus.
- dont la restriction & chaque composante connexe non bornée de §2 est un polynome de

degré inf (q,m — 1) au plus.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme qui est 'objet de ce paragraphe
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Théoréme 1.5 Soit o, [ deux réels et m un entier > 1 tels que

g+a¢{1,...,m} ou (B—1)p#—1.

Soit ¢ = inf (¢q,m — 1), ou q le plus haut degré des polynoémes contenus dans W;”ép (Q).
Alors la semi norme |.|W;7?bp(Q) est une norme sur W10 (Q) /Py, équivalente & la
norme quotient. En particulier si ¢ < 0, la semi norme |.|mep(9) est une morme sur

Wy (Q), équivalente a la norme ”-ngjg(ﬂ) .
Rappel sur la norme quotient

[U]Wzﬁp(g) = H“|’W§BP(Q)/% = qé%’fql HU + QHW;’?BP(Q)

Dans certains cas il est possible de mieux caractérisé le comportement & I'infini des fonc-

tions de W'}’ (R") . A titre d’exemple, on a

Lemme 1.4 Soit p > n, o € R tels que L + a # 1. Pour toute fonction uw € WP (R")
p

et x € R"™ tel que |x| > 1,0n a
-2 . n_q
(@) < Clal' 75 fulhypeny et Jim ol ™57 fu(e)] =0,
ot C' est une constante indépendante de u.

Preuve. On traite tout d’abord le cas o = 0. Soit ¢ € Z (R") a support compact
dans la boule de rayon 1 centrée a lorigine en (0) et égale & 1 sur la boule de rayon
% centrée en (0). L’estimation proposée est triviale pour u¢. D’autre part, on montre
aisément que

Vu(l-9¢)el’R"), p>n,
de Sorte que, grace aux injections de Sobolev, on a
u(@) (1= 6(@) = u ) L= W) < CIT (1= Dl lr =37

Ce qui permet de conclure en choisissant y = 0. Pour traité le cas général, il suffit de

n
remarquer que si u € WP (R") et — + « # 1, alors
p

pu € WyP (R™).
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Pour la seconde propriété, on considére une suite u,, € Z (R™)

approximant v dans WP (R"). il découle de la premiére inégalité que

sup 2" (@) = 2]y (@) < OV (1= ) ||y -
x|>1

Par conséquent, en dehors de la boule unité |x|a+%_1 u est limite uniforme de fonctions a
support compact et tend vers (0) a U'infini. =
Passons maintenant a la démonstration du théoréme
Preuve. du théoréme (1.5)
Il est clair par construction de &, que |.|W$ép(m est une norme sur W, (Q) / Py et
que
Vu € Wi (Q) s [ulywma o) < llullymrq)

(||.]| la norme naturelle). Il reste & montrer que

3C, Vi e Wi () | Py lillwmro)/p, < Clilymeq)

Le reste voir [12]. m

Lemme 1.5 FEtant donnés o, 5 et m > 1, tels que

g+a¢{1,...,m} ou (B—1)p+# —1.

Soit B = B (0, R), la boule ouverte de centre l'origine et de rayon R suffisamment grand.

Notons B' = B, le complémentaire de B Alors la semi norme |-[ymp(pry €st une norme
a,f
0
sur W5 (B'), équivalente a la norme induite par W'} (B') .

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’en vertu de la remarque 1.3 , nous pouvons
remplacer p(r) par r et lg(r) par Log r dans la définition W'} () sans changer la
topologie, ensuite & (B’) étant dense dans V(I)/%’ (B') Par définition, nous pouvons tra-
vailler avec u dans & (B’). La démonstration du lemme est basée sur I'utilisation des

coordonnées polaires et 'inégalité de Hardy, nous avons donc

ou — T noJu 1

—_— u —_— P

87“ T i:18$i T,

0 "o i

a—:f < ; &Z- % Cauchy Schwartz.
oul? p 2| oul?

— | <nsB.

or| <"l an |
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et plus généralement
2

P
<niy;
i=1 Ox;

D’autre part, (1.4)
D> (r,0) / —D’\ p,0)dp

Appliquons pour 6 fixé et R Sufﬁsamment grand, l'inégalité de Hardy a la fonction

VAEN:0< |\ <n—1, DMu

0
D>\
or Y

r — Du(r,0),
Puis intégrons en 6, nous obtenons
VAeN":0< A\ <k-—1,

<

a—m+|A|+1 (
Lr(B’)

r Log r)

Y

Lr(B')

1 0
B 15(1))\“)

re=m+A (Log r)’B_l D’\u‘

puis, comme nous avons exclu le cas (5 —1)p # —1, lorsque n +a € {1,..,m}, il
p
vient
VA e N |\ =k,

roz—m+‘)\| (LOg 7”)6_1 D)\UH < C

0
roz—m+‘A|+1 Loag r B _DAU
@) (Log 7)

or

Lr(B')
C’est pour ces valeurs de A, que nous avons besoin de poids logarithmiques et de 'inégalité

de Hardy généralisée. Enfin, pour le dernier cas & considérer, nous arrivons &

VAEN  k+1<|\<m-—1,

0
po—m+[A| (LOg 7“)6 D)\u‘ < C ro—m+A+1 (LOg 7”)5 e (D)‘u) ,
Lr(B') or Lr(B')
nous en déduisons, en prenant en compte les relations (1.4) que Vi =0,1,....,m — 1
P (Log 1)’ DMal| <037 || (Log 1) D
r (Log 1) u .- Z r (Log r) u .
A=l lul=1+1
ou
5 -1, si0<|A\<E g -1, si0<|ul <k,
B, sinon ’ B, sinon 7

ce qui permet de proche en proche de vérifier I’assertion du lemme m

On définit finalement les espaces
D={ve2(R") ; dive=0}, H,={ve LP(R"), divv=0}.

Lemme 1.6 L’espace D est dense dans H,.
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1.6 Une deuxiéme famille d’espaces de Sobolev avec

poids

Introduction

Une deuxiéme famille de régularité du chapitre suivant nous conduiront (naturellement)
dans le cas de p = 2 a introduire une famille d’espaces trés proches des espaces W)™ ou
W, étudiés lors des paragraphes précédents. Nous verrons que ces nouveaux espaces
sont identiques aux W)™ en dimension trois ie : le cas non critique et n’en différent en
dimension deux, que du fait de I'apparition brutale d’un logarithme dans la suite des

poids intervenant dans la définition W;™.

1.7 Définitions et premiéres propriétés
Définition 1.6 Soient m € Z, alors X" (R?) est l’espace défini par

XM(R) = {f e Wi (R?)
VaeN2:0< |a| <1, zf € WIH(R2), fe H™™ (R?)}.

loc

Proposition 1.5 7 (R?) est dense dans les espaces X"t (R?).
Pour ce faire, nous aurons besoin de trois lemmes.
Lemme 1.7 Soient m € Z, | € N, alors
vu e X" (R?), Vo € 2 (R?), ¢uec X" (R?).

Preuve. La propriété analogue étant vraie pour H™*' (R?) et W;"" (R?), il vient,

pour tout ¢ € 7 (R?)

Va e N2:0 < |al <1, z°u € W (R2) = gaou = 2° (pu) € Wi (R2)

Vi € 2 (R?), yu € H™" (R?) = ¢u = ou € H™H (R?) = ¢u € X" (R?).

D’ot le résultat. m
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Lemme 1.8 Soient m € Z, | € N, tel que
)
Va e N?: |al =1, 2u € W (R?),

i) 3, € D (R?), identique o 1dans un voisinage de l'origine des coordonnées, telle que
pou € H™ (R?), alors
Vo € 7 (R?), ¢gu e H™ (R?).

Preuve. On a

r%u € W (R?) par hypothése, il en découle que
Vo € 7 (R?), ¢pau € Wit (R?),

et méme que r%¢u € H™ ' (R?), du fait de la présence de ¢, ® ne joue de r6le qu’a

I’origine des coordonnées , et nous avons donc
Ve >0, ¢u € H™ (B!) tel que B, = B..

Par ailleurs, ¢ou € H™' (R?), donc en choisissant ¢, tel que B. soit contenu dans le

voisinage de l'origine ol ¢, est identique & 1, il vient u € H™* (B.) et donc
Vo € 2 (R?), ¢ue H™ (B,),
et puisqu’il n’y pas de probléme de raccord sur 0B. du fait que
Ve <0, pu € H™(BL),

il vient

Vo € 7 (R?), ¢pu e H™ (R?).

D’ou le résultat. m

Lemme 1.9 Soient m € Z, | € N, alors si u a support compact

u€ X" (R?) <= ue H™ (R?)
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Preuve. La propriété analogue est vraie pour les espaces .

On a

X R = {f e Wy (R?) ;
VaeN2:0<|a <1, 2of e W' (R2) | f e HH (R2)}

loc

et u a support compact, nous avons donc

{Va eN2 0< |a| <1, zou e W (R2)}

— {Va e N2, 0 < |a| <1, z®u € H™H (R?)} .

Mais cette derniére propriété, plus le fait que u € HI’Z}CH (R?) est équivalente a u €

H™(R?). D’ot le résultat. =
Proposition 1.6 Soient m € Z, | € N, alors 2 (R?) est dense dans X" (R?).

Preuve. La démonstration est analogue a celle des W(c’est le méme principe). m

Montrons maintenant que X;"*" (R?) est un espace de Hilbert.

Proposition 1.7 Soient m € Z, | € N et ¢, € Z (R?) identique & 1 sur un voisinage de

l'origine des coordonnées, alors X lmH (R?) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(s )pn,n défini par

Vu, vE leH (R2) ) (ua U)m,l = Z (Iau’ xav)mHaLO + ((b()u?v)erl'
0< o<t
Ou
* (o Dmtjalo ésigne le produit scalaire de Wénﬂa‘ (R?).

* (., )y désigne le produit scalaire de H™ 4 (R?) .
Remarque 1.6 La topologie ainsi définie ne dépend pas du choix de la fonction ¢,.

Preuve. Il faut s’assurer que le produit scalaire ci-dessus fait de X lmH (R?) un espace
de Hilbert, et que X lm+l (R?) est complet pour la topologie ainsi définie. m

Nous allons maintenant étudier le lien entre les deux familles W™ (R?) et X" (R?).
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1.8 Identité des familles X;"*' (R?) et W/""' (R?) pour
m et [ positifs

Lemme 1.10 Soient q, m, | € Z, alors les espaces :

W oo (R?) ={ue Z2'(R?) ; Vo€ 2(R?), duec W (R}

S’identifient a ’espace

H (R*) ={uec 2 (R*)/Voe 2 (R, guc H™ (R*)}

Preuve. Ce résultat se déduit de la définition ol 'on constatait que les poids ne

jouent aucun role & distance finie. m
Proposition 1.8 Soientm, | € N, alors l'espace X" (R?) s’identifie a ’espace W™ (R?).

Preuve. Voir la these [12] =

1.9 Relations entre les familles X lmH (R2) et I/VlmH (RQ)

dans le cas ou m est négatif et [ positif

m+l

Ce paragraphe étudié la famille X, pour m positif (donc —m négatif) et —m+1 positif,

on donne une deuxiéme définition de cette famille.

Définition 1.7 Soient m, | € N, tels que —m +1 > 0, alors Uespace X; ™" (R?) peut
étre défini par la maniére suivante équivalente a
XM R = {f ey (R ;
VaeN2:0<|a| <1, 2of e WN(R2), f e W, (R2)).
Théoréme 1.6 Soient m € Z et | € N, alors nous avons les inclusions algébriques et

topologiques ci-dessous :

VI/ZTEL+Z (R2) N le+l (R2) SN lfrfgl (RZ)

dense dense

Preuve. Voir [12]. =
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1.10 Multiplication et dérivation dans les espaces X lm” (]R2)

Proposition 1.9 Soient m € Z, | € N, alors
ue X" (R?) = gu e X" (R?).
Preuve. On sait que
ue Wi (R*) = ou e Wi (R?).

On outre,

Va € N*: 1< |a| <n, 2%0;u = 9; (x*u) — Z Cop,z%U,
18l=lal-1
Or

e X (R?) = 2u e W™ (R?) = W57 (R?), 18] = |a] - 1,

mais aussi
ue X (R?) = atu € W' (R?)

= 0; (z°u) € W1 (R2)

, et nous avons ainsi montré que
o m—1+|«] 2
r*0u € W, (R?),
ce qui acheéve la démonstration, Puisque d’autre part

uwe H (R?) = d;u € H W (R?).

loc loc

[ |
Proposition 1.10 Soient m € Z, l € N, [ > 1, alors
uwe X" (R?) = zu e X1 (R?).

Preuve. V3 e N2, 0 < || <1 —1, z;2” = 2%, |a] = |B] + 1, il vient immédiatement
que
{Yae N1 <ol <1, 2w e Wy (R2) ]
D’autre part,

ue H™H (]R2) — z;u € H™H (Rz) .

loc loc
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Proposition 1.11 Soient m € Z, | € N, alors tout u appartenant & X" (R?) vérifie

Va, AeN?:0< |a| = |A| <1, 2°DMu e W (R?).

Preuve. Propriété des espaces X" (R?).

Le cas ou [ négatif nous utiliserons le dualité et transposition m

Définition 1.8 Soient m € 7Z, | € N, alors nous désignerons par XTl’l (R?) le dual
de X" (R?), soit
Xinl—l (RQ) _ (Xl—m-H (R2)>*

Proposition 1.12 Soient m € Z, | € Z, alors Z (R?) est dense dans X;"*' (R?).

Preuve. C’est le méme principe avec les W, troncature et la régularisation et I'utilisation

de la topologie X. m
Proposition 1.13 Soient m € Z, | € N, | > 1, alors
ue X" (R?) = oue X" (RY).

Preuve. Il s’agit de montrer que le produit scalaire (0;u, ¢) est défini lorsque ¢ €

X, ™ (R?), or par définition de la dérivée

(Oju, ¢) = — (u,0;9) ,

le fait que
¢ c leerlJrl (RQ) —_— aj¢ c leerl (RQ) ’

ce qui montre 'existence et la continuité du produit scalaire considéré. m
Proposition 1.14 Soient m € Z, | € N, alors

u € XTl_l (]R2) — ;U € XTlfll_l_l (]RQ) .
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Preuve. Il s’agit de montrer que le produit scalaire (x;u, ¢) , est défini lorsque
(/5 c Xl:_nl%JrlJrlJrl (RQ) , Or

<ZEZ-U,, ¢> = <u7 :L‘ng> )

et en vertu de la proposition précédente,
b Xl—ﬂz+1+l+1 (Rz) — 1,0 € X; ™! (]R2) ‘
Ce qui montre bien 'existence et la continuité du produit scalaire. m

Remarque 1.7 La proposition 1.14 contient le cas | = 0, que ne contenait pas la

proposition 1.10 , et remarquons aussi bien que
ue Wi (R*) = X§" (R?) % zu e W7 (R?).

a cause du logarithime présent dans certaines poids de W[ (R?) et absent dans tous les

poids de W™ (R?) | par contre
we Xp (R?) = W' (R?) — i € X7 (R?) = (X, "7 (RY) )
Proposition 1.15 Soient m, | € Z, alors nous avons l'inclusion algébrique et topologique

X (R2) > X (R2).

En plus le premier espace est dense dans le deuxiéme.

1.11 Cas particulier : R?
Si Q = R? les mémes définitions que précédemment.
Théoréme 1.7 9 (@) est dense dans WP (R%) .

Preuve. La démonstration est analogue au théoreme (2 (R?) est dense dans W™? (R?).

Remarque 1.8 ¥ <@> est Uespace des restrictions a R% des fonctions de 7 (R?).
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1.12 Propriétés de W/ (R%)

Théoréme 1.8 WP (Ri) coincide algébriquement et topologiquement avec l’espace des

restrictions a R des fonctions de W (R?).

Lemme 1.11 [l existe un opérateur de prolongement linéaire continu de WP (Ri) dans
Wmr (R?).
P W (RE) — W (R?)
I Pullyzereey < € Nllgen )
Preuve. On utilise la méthode de Babich(voir I’article de Hanouzet [14]). =

Remarque 1.9 Comme WP (Ri) coincide localement avec WP (Ri) , pour m > 1,

9 (Ri) n’est pas dense dans W™P (Ri) )
Nous introduisons donc un nouvel espace

Définition 1.9 Pourm e N, a € R, 1 < p < o0,
0 /
on désigne par W7 (R%) Uadhérence de 2 (R%) dans W? (R%) . Nous notons W_;"" (R%)
0 1 1 /
le dual de WP (Ri) , avec ]—) + 17 = 1. Cet espace <W:;”’p (Ri)) est un espace de dis-

tributions.

0
1.13 Reésultats sur W7'? (R?)

1- Pour m € N, o, € R, 'application
U ——p (r)ﬁ u,
0 0
est un isomorphisme de W7'# (R% ) sur W%, (R?%) .

Lemme 1.12 Soit m > lun entier et o, 3 deux réels tels que

a—i—%%{l,...,m} ou (B—1)p# —1.

Soit ¢ = inf (q,m — 1), ot q désigne le plus haut degré des polynémes contenus dans

o (R:ﬁ) . Alors la semi norme |-|W;'jg”(Ri) ’
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0
* Est une norme sur W4 (R") , équivalente a la norme ||.||W'm,p(Rn) :
) o,B +

* Est une norme sur W5 (R) /| Py

D o . .

n particulier, si ¢ < 0, la semi norme |.|,m, est une norme sur ||. : .
b , St g ) | ’W:ZBP(RQL) | ”Wé’?;(Ri)
Preuve. Voir la démonstration dans le chapitre précédent. m

Nous avons aussi le lemme suivant :

Lemme 1.13 Soit m >0, a € R et u e WP (Rﬁ) , on note par u le prolongement par

zéro en dehors R'}. Alors

T e W (RY) <= u e W (R).



Chapitre 2

Résultats de Laplace et

polyharmonique sur R"

2.1 Reésultats préliminaires sur ’opérateur gradient
et divergence

Ce paragraphe exhibe certaines propriétés des opérateurs gradient et divergence dans les
espaces de Sobolev avec poids. On appliquera celles ci pour montrer certains résultats de

Laplace.

Lemme 2.1 Soit u € Wi (R"), tel que
YAEN":0< )\ < [m—ﬁl , D*u(0) = 0.
p
Alors pour m > 1 et r ¢ {1,...,m}, il existe une constante C' indépendante de u, telle
b

que
[ullyrmp ey < C ltlyyme gy -

Proposition 2.1 Pour tout entiern > 2 et 1 < p < 400, tel que — # 1.
p

Alors les opérateurs suivants

Wo? (R") /)y _ & 1 (R") L H,

1—n
P
et

div

LY (R") [Hy =5 Wo " (R") L 21, .



2.1 Résultats préliminaires sur ’opérateur gradient et divergence 35

sont des isomorphismes.

Preuve. L’opérateur gradient est clairement linéaire et continu, son noyau K, réduit

1—n
P

a{0},pour 1l <p<mneta P pourn<p<oo,iec :K,= 33[ ] D’ailleurs on sait
que

[U]WOLP(Rn) < C ’u‘Wén,p(Rn) = C HVUHLP(R”)

et par conséquent I'opérateur gradient est un isomorphisme de W, (R™) / ,@[

1-n] sur son
p

image R,. D’ou R, est un sous espace fermé de L? (R"), ainsi que
R, = (Ker (div))",

ou div est un opérateur défini par

!’

L () — (Wo? (B") /Py

Ainsi R, = (Hp/)L. On a le gradient est un isomorphisme, nous observons clairement par
dualité et transposition que 'opérateur div est aussi isomorphisme. m
Le résultat qui suit est une conséquence des inégalités de Hardy et de la densité de

D dans H,, ou
D={ve2(R") ;dive=0}, H,={ve LP(R"), divv =0} ;
il caractérise les distributions dont le gradient est dans L” (R").

Proposition 2.2 Soit u € 2" (R"), tel que Vu € LP (R"). Alors
i) 511 < p < n, il existe une constante k, dépendant de u, telle que u + k € Wol’p (R™).

De plus il existe une constante C' > 0, indépendante de u, telle que
[+ k”w&”’(w) <C HVUHLp(Rn) .

i) Sin < p, alors u € Wy (R™) . De plus il existe une constante C' > 0 indépendante de

u, telle que

||U||W(}vp(w)/gzo <C ||Vu||LP(]R”) :
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Preuve. Cette proposition est une conséquence directe de la proposition 2.1 et du
lemme 2.1 . En effet, soit u € 2’ (R"), tel que Vu € LP (R™) puisque v € Z' (R™), nous
avons

Vo e ' (R"), < Vu,¢ >= — < u,divg >,

ainsi que Vu est orthogonal a D est dense dans H,, on sait que Vu € (Hp/)L , ainsi que

d’aprés la proposition 2.1 , il existe w € Wy (R™), tel que

Vw = Vu
et

||w||w(}vp(Rn)/,9z[1J] <C HVUHLP(RW) )

P

maintenant puisque V (w — u) = 0 = w — u = k, ol k est une constante

ii) Evidente =

2.2 Théorémes d’isomorphisme de Laplace sur R” dans
le cas non critique

Le premier théoréme ci-dessous est une conséquence immédiate du théoréme de Lax Mil-
gram, ou p = 2.
. n n .
Théoréme 2.1 Si — # 1 et — # 1, alors l'opérateur défini par
p p
Wo? (RY) /Py _a) = Wy 7 (RY) L D1 s] (2.1)
p pl

est un isomorphisme.

Preuve. L’application définie par (2.1) est clairement continue, linéaire et injective,

puisque Au = 0 implique que u est un polynéme de @[ , il reste & montrer la surjectiv-

1-2)
ité de cette application. Enfin, donner f dans Wo_l’p (R™) L ;@[

u dans W, ” (R™), tel que

17£] et nous construisons
p/

Au = f,

il est évidemment que la représentation de u est F'x f ou F est la solution fondamentale de

Iopérateur Laplace, mais la difficulté est de donner un sens a ce produit de convolution,
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puisque aucune des deux distributions & un support compact, nous procédons en trois
étapes :

1) Puisque n # 1, grace a la proposition 2.1, il existe v € L? (R™), tel que
p

div (v) = f
et

V]l Loy < C Nl rr eny

et ou la constante C, indépendante de v. Maintenant, puisque 2 (R") est dense dans

LP (R™), alors il existe une suite v, € Z (R"), tel que

Uy — v dans LP (R")

2) Posons
fm = div (vy,)
et
VY = F o fin,

pour tout i = 1,....n et ¢ € I (R™)

<O, @ >= = < Fx [, 010 >= — < fpn, F x 0,0 >
= — < div (vy),0; (F * ¢) >=< vy, VO; (F * ¢) >,

alors d’apres I'inégalité suivante m

Rappel : Inégalité de Calderon Zygmund :
2

Supposons que f de class C? & support compact, soit Af = > alors nous avons

27
=107
I'inégalité suivante

‘ el <A, ||Af]l,, tel que: 1 < p < 0.
ox; » p
On a
(Oithn, @) = (vm NV O; (F % 9)) = [(0it)yn, O)| = [(0m, VO, (F % ¢))]
[{0m, VO, (F % @))| < Nlvmll pony - IV O (F % &)| 1o geny
<G HUmHLp(Rn) A (F ¢)HLp’(Rn).
Car

IVO; (F * ¢)||Lp’(Rn) < [JA(F = ¢)||Lp’(Rn).
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d’apres l'inégalité de Caldéron-Zygmund. Alors on a

[(0ithn, ) < C Joml 1oy 1A (F" % D)| 17 ey
< Cy ”fHWO_I’p(R”) H¢HLP’(R") )
car

A(Fx¢g)=AFx¢=0x¢p=0¢.

Alors V1), est borné dans LP (R") .
n
3) Finalement puisque — # 1, nous appliquons la proposition 4.2 alors pour tout
p

m, il existe une constante C,,, tel que

Uy + O € Wy? (R"),
[6m + Conllwro@ny < Cs | fllw 10y -

Alors 1, + C,, converge faiblement vers un élément de I/VO1 P(R™), tel que
Au = f,
ainsi que l'application, est surjective

Lemme 2.2 Pour m € N, m > 2, L ¢ {1,....,m}, Uopérateur défini par
b

W5 (R") [ P, _a) = W57 (RY) ) 2

m—2
P

(2.2)

m_g_ﬂ] ’
p
est un isomorphisme.

Preuve. On sait que I’application est bornée, linéaire, est injective.
D’apreés les résultats précédents, maintenant 'utilisation de (Calderon Zygmund),

nous pouvons écrire

Vu e Wy (R™), VAe N [N\ =m—2, Vi,j=1,..,n.

10:0; D | gy < C'||ADY ) S ClAullygzr)

[re-g]

UHLP(R”

On a

|U|W0m_2’p(R"): Z ||DAU||]ZP(R")'

[A|=m—2
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\.]Wgn_z,p(Rn)est une norme sur

W(;n’p (Rn> /‘@m—Z = ’Au‘wm‘2’p(R") = Z HAD)‘uH]Zp
[ ] 0 (

_n
p

- (2.3)

[A|l=m—2

n
Donc par conséquent, puisque — ¢ {1,...,m},
p

[U]W(;m,p(Rn) < Clulymr@ny (inégalité de Hardy).

[ulymr@ny < C 22 ||DAu||]Zp(Rn) <C HAuHqu_z,p/y[ -, _d’apres 'inégalité 2.3 ,
Al=m m=

P

Y

[U]WS’L’p(R’L) S C HAUHWSYL_Q’p(Rn)/W[m

—_2_n
d

preuve que 'image de 'opérateur de Laplace (2.2) est un sous espace fermé dans ’espace

quotient Wi >? (R™) / 93[ - On a R (A) est fermé implique que 'image de 1'adjoint

m—2—2
P

est fermé, ’adjoint est injectif Alors 1'opérateur A est surjectif, d’ott A est bijectif, continu

d’apres le théoréme de Banach, implique que A est un isomorphisme de

WP (R™) /y[m_%} — WP (R /f/‘)[m_Q_%].

D’ou le résultat. m

Le théoréeme suivant est une conséquence de la preuve du lemme.

Théoréme 2.2 Pour m € N,m > 2 et n ¢ {1,...,m}, Uopérateur défini par
p

W (R |22 -2 WP (RY) (2-2)

[m—3]
est un isomorphisme.

Preuve. L’application définie par (2-2) est continue, linéaire et injective, il reste a
montrer que application est surjective. Soit f € Wy" >? (R") d’aprés le lemme 2.2 , il

existe u € Wy"" (R™) /9[ , tel que

)
Au = f,

ceci signifie que pour tout r € ﬁ[mﬂfﬂ], il existe s € Q[mfﬂ], tel que
P g

As =r. (Voir Neri)
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Rappel :
Lemme(Neri) : Soit [ <m,q € &, q(x) # 0, alors application linéaire

Q(g>‘@mﬁf@ml
ox

est surjective. m

Le théoreme donne une généralisation de la proposition 2.2
Corollaire 2.1 Soit m un entier naturel et % ¢{1,...,m},ue 2 (R"), tel que
YAeN": |A\ =m, DM€ LP(R").
1l existe un polynome q € Z,,_1, dépendant de u, tel que
u+q€ Wy (R"), [u+ Q]W(;”’p(R") <C |U‘W5”’p(IR") -

Preuve. 1 suffit de montrer que u + g € Wy (R™) pour m = 1, voir la proposition
2.2
2) Raisonnement par récurrence, supposons que le corollaire est vérifié pour

|IA\| = m — 1, et montrons pour m = |\|. Soit u € 2’ (R"),
VA € N |X\| =m, D*u € LP (R") (2.4)
Nous pouvons écrire I’égalité (2.4) sous la forme suivante
Vu e N |u| =m —1, D*(Vu) € LP (R").

On supposons que la propriété est vraie pour |A| = m—1 implique qu’il existe un polynéme

q € P,,_5 dépend de Vu, tel que
Vu+q e W P (R").
Posons | = Vu + ¢, grace au théoreme 2.2 | il existe z € Wy™" (R"), tel que
Az = divl.

On observe que
divl = divVu + divg

= Au + divg = Az = Au+ AR,
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tel que R est un polynéme de degré m — 1.

Maintenant,
V.(Vu) =V (V (u+ R)) = A(Vz) = AV (u + R),

d’ou les composantes de V (z — v — R) sont des fonctions harmoniques, puisque sont des

distributions tempérées, dans la suite il existe un polynome 7', tel que
V(iz—u—R)=VT,
considérons que Vz € WJ" " (R") et que Vu est de la forme :
Vu=1—-gq

Avec | € Wy" —Lp (R™) et g € P2 et que m — 2 précise plus grand degré des polyndomes
dans WJ""""(R"). m
Nous sommes maintenant dans la position de prouver les isomorphismes suivants :

généralisation du théoréme (2.1)

n o n
Théoréme 2.3 Soitm > 2, m € N, — et — n'appartient pas a {1,...,m} , alors l'opérateur
p D

polyharmonique défini par

WE™ (R) [ Py a) 55 W™ (R L P,y

est un isomorphisme.

Preuve. Ce résultat est une conséquence du lemme 2.2 | nous examinons le cas ol
m paire et impaire.
Premier cas :

Si m = 2I, application du 2.2 , nous voyons que Al défini par

Wy'r (R") /Pl =) AL (R (2.5)

n
est un isomorphisme, pour — ¢ {1,...,2[}, l'utilisation de dualité et transposition on
p
obtient
L (R") — W, 2 (R™) L 33[

2 z]
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est un isomorphisme, en changeant p en p’ on obtient :
LP(R" AL W, 2P (R™) L P 2.6
(R™) 0 (R™) [2-%] (2.6)

est un isomorphisme, pour n ¢ {1,...,2l}, avec la composition entre (2.5) et (2.6) On
obtient le résultat. g

Deuxiéme cas :

Sim = 2]+ 1ie: (m impaire), application de le lemme 2.2 , nous observons que

Wthe (R") /2 ] AL g R") /P1_n); (2.7)

_n
20+1 p

n
est un isomorphisme pour — ¢ {1, ...,2l + 1} avec dualité et transposition de 'opérateur
p

on obtient que

Wo T (RY) L Py, S Wyt (R L

20+1-2]

=5

en changeant p en p’, on obtient

“1,p /pn Al —2l-1,p /mpn
Wy P (R ) L (@[17%] — W, (R™) L 9[ (2.8)

2l+17£,]
4

n n
est un isomorphisme, pour — ¢ {1,...,2] + 1}. L’utilisation du théoréme 2.1, avec — #
p

n
1, ]? # 1, on obtient

Wo” (R") L Ppy_u S Wy (R L 2 (2.9)

21+1—§]

est un isomorphisme, maintenant nous combinaisons (2.7) , (2.8) , (2.8) , d’ou le résultat

pour m impaire. =

GENERALISATION DU THEOREME 2.3

n o n
Théoréme 2.4 Soitm > 2 et | deuz entiers, tel que — et — n’appartient pas a {1,...,m},
p D

alors l'opérateur défini par

W R )2

p/

| WL P,

m—n
p

est un isomorphisme
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Preuve. Lorsque [ = 0, voir théoréme 2.3 supposons que le théoréeme est vrai pour
[ = k et montrons pour [ = k + 1, il est clairement que A™ est continu et injectif, il reste

a montrer que A™ est surjectif, Soit f € Wk_ﬁMH’p (R™) L @[ N

m—2
Iy

= f € Wk_m%’p (R™) L @[m_%], On a A™ est surjectif pour | = k + 1, d’apres
P

Phypothese, implique qu’il existe u € W, (R") | tel que
Amu=f.
il reste & montrer que u € W,:'r{kﬂ’p (R™). On a la propriété suivante :
u € WP (R™) = pdiu € W™ (R™)
Nous considérons I’écriture suivante

A™ (pyu) = po; f + Z D*pD*du.
0 <Al [pl <2m

A# 0, [N+ p| =2m

Application :

wmP (R ¢ WMRY) C, .. WP (RY) (2.10)
u € WP (R") = D € W Pe (R") (2.11)

DX (p")] < Crp ™™ (2.12)
u € WP (R") = p'uc Wit (R") (2.13)

D’aprés (2.10), (2.11), (2.12), (2.13), on sait que
A™ (pdsu) € W™ (R,
et puisque k > 0 = A” (pd;u) € W"""? (R"), semblablement
pdiu € WP (R™) = pdu € W™ (R™).
Application de la formule de Green on obtient

(A™ (pdiu) , o) = (pOju, A™ ) .
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En particulier si ¢ = ¢q € @[m_&], (A™ (pOiu) ,q) = 0, d’ou

A™ (pOiu) € W™ (R™) L y[m_l].

p
D’apres I’hypothése précédente pour [ = k, implique I'existence d’un élément v € W,:”‘*k (R™),
tel que
Ay = A" (poiu) ,

ainsi pd;u — v est un polyharmonique de W™ J{k_Lp (R™), appartient & @[m_ﬂ]. D’ou
P

pdu € WP (R™) = u € WM (R™).
|

Proposition 2.3 Soit l’entier naturel | > 1, tel que n ¢ {1,....,m}, alors lopérateur
p
défini par

A

WIPRY) /27, — WP (RY),

r1-4)

est un isomorphisme.

Preuve. Nous commencons par le théoréme suivant :
Théoréme :

n
pour m € N, m > 2, tel que — ¢ {1,...,m},

p

Wo (RY) [ 2h g == Wo' ™ (R,
p
est un isomorphisme.

Avec I'utilisation de dualité et transposition, on sait que 'opérateur défini par

m—"n
P

Wo e (R S W R L
est un isomorphisme. Alors le raisonnement utilisé dans la preuve du théoréme permet a

montrer que

m—"n
p

Wy () A LR

est un isomorphisme. Avec un changement de variable, [ = m — 1 on obtient
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W @) S W R L 2P g,

Avec dualité et transposition, on trouve que

A

WP (R™) P8 — WP (R,

41-3)

est un isomorphisme. m

Théoréme 2.5 Soit m > 0 et | > 1 deux entiers et L ¢ {1,....1+ 1}, alors l'opérateur
p
défini par
Witmep (R™) /{@A N W_—ll+m (R,

—l4+m [14_1_%] +m

est un isomorphisme.

Preuve. C’est une conséquence de la proposition 2-2 avec la régularité classique. m
Le corollaire suivant est une conséquence de la proposition 2.3 par dualité et trans-

position.
Corollaire 2.2 Soit | > 1, un entier et ]% ¢ {1,....,1+ 1}, alors lopérateur défini par
Wi R S W R LD
Pl

est un isomorphisme.

n
Proposition 2.4 Soitm > 0 etl > 1, deux entiers et — ¢ {1,...,1 + 1}, alors l’opérateur
p

défini par
Wl—i—m,p (Rn) i)

I+m Wi "' (RY) L 28

[t+1-5 ]

est un isomorphisme.
Remarque 2.1 Lorsque on change le signe de m par dualité on obtient

W imp (R™) /@A N W mp (R™).

—l+m [l+17%] —l+m
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2.2.1 Reésultats de régularité de Laplace dans le cas non critique

Théoréme 2.6 Soit m € Z, p € |1, 00], alors

n
i) Pour tout entier | > 0, tel que — ¢ {1,...,0 + 1}, les opérateurs suivants
p

A o WHTP(RM) )22 — WP (R

—l+m [z+17%] —Il+m

A W (R — W (R L

l+m

sont des isomorphismes

i1) Siﬁ%l etﬁl%l, alors
p p

AW R 2

1—n
p

est un isomorphisme.

1-2]

] — Wﬂ;ler,p (Rn) 1 @[1_

2.3 Théorémes d’isomorphisme de Laplace dans le

cas critique

n
Nous commencons par le gradient et divergence . Pour — = 1, la proposition 2.1 est

fausse car I'inégalité de Hardy n’est pas vérifier pour I'espace WP (R™), en particulier

g {Lm).

Lemme 2.3 Pour tout entier n > 2, les opérateurs suivants

Wo™ (R™) /Py P L (R") L H
et

. n
div

L7 (R") /Ho 2% Wy 777 (RY) L 2,

sont des isomorphismes.

Proposition 2.5 Les opérateurs suivants

Wo? (R") /P _a) &% L7 (R") L Hy

1—n
P

et
div

P (R) [Hy =5 W7 (R") L P}, ),

p

(2.14)
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Sont des isomorphismes.
Remarque 2.2 Cette proposition est une extension de la proposition 2.1

Proposition 2.6 Soit u € Z' (R"), tel que Vu € LP (R"™). Alors
i) Si 1 < p <mn, il existe une constante k dépendant de u, telle que u—+k € Wy* (R"). De

plus il existe une constante C' > 0, indépendante de u, telle que
o+ Koy < C 19l ey

i) Sin < p, alors u € Wy (R™). de plus il existe une constante C' > 0, indépendante de

u, telle que

HUHWOLP(W)/% <C HVUHLP(]R”) :

2.3.1 L’équation de Laplace dans le cas R? et p = 2
Le cas intermédiaire

Proposition 2.7 Le probléeme suivant

trouwver u € Wy (R?) /R, tel que
Au = f dans R?,

définit un isomorphisme de W3 (R?) /R sur son dual (W} (R?) /R)*

Preuve. Grace a une inégalité de Hardy généralisée, on montre que la forme bilinéaire
au probléme est coercive sur W3 (R?) /R =
Résultats de régularité de Laplace pour le cas intermédiaire

Proposition 2.8 Soit | € N, alors le probléme

trowver u € W} (R?) /R, tel que
Au = f dans R2,

définit un isomorphisme de W' (R?) /R sur (X' (R?) /R)".

Preuve. raisonnement par induction. m
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Cas de contraintes moins restrictives que le cas intermédiaire

Nous nous intéressons dans ce paragraphe aux solutions de ’équation de Laplace ayant

un comportement & I'infini moins bon que la solution variationnelle.

Théoréme 2.7 Soit m € N, m > 1, alors l'opérateur de Laplace définit un isomorphisme
de
X! (R?) /2P sur X7} (R?).

Preuve. Méme démarche qu’en le cas non critique, mais nous aurons besoin du lemme

suivant m

Lemme 2.4 Soit | € N, alors nous avons les inclusions
P XY (RY) etl>2, Py C XL (RY).

Preuve. Procédons par dualité

ue Wy R?) /VaeN?2:0< |a| <1,

XL (R = (X7 (@) = l
= WO_ —1+al (RZ), w e H1-1+lal (R2>

et comme &, est inclus dans W™ (R?), 2|, dans Wil (R2) il en découle que les

produits de dualité

VB €N’ B4l =1 |8l =], (u.a™7) = (aPu,27),

sont bien définis, ce qui montre que & est bien inclus dans X!, (R?). Pour la deuxiéme
inclusion ie : (I > 2) se montre de la méme maniére. m

Examinons maintenant ce qui passe a la régularité.

La régularité dans le Cas de contraintes moins restrictives que le cas intermé-
diaire

Théoréme 2.8 Soitent m, | € N, [ > 1, alors l'opérateur de Laplace définit un isomor-
phisme de

XU, (B) /27 sur X2 (R?).
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Preuve. Remarquons tout d’abord que 'application est linéaire et continue, en vertu

de la proposition 1.13 et le lemme 1.8 d’autre part, du fait de 'inclusion

X4 (R?) = X5, (RY),

le théoréeme 2.7 , nous assurons de l'injection de cette application, il nous reste donc
a montrer sa surjectivité. Pour ce faire, nous allons distinguer deux cas, suivant que
m inférieur ou supérieur & m. m

Dans le premier cas nous passons par le lemme suivant

Lemme 2.5 Soient m, | € N, [ > 1, 1 <m <, alors l'opérateur de Laplace définit de

XM (R2) /Py sur X7 (R?), lorsque | = 1,

l+m l+m
et
XU (R?) )2y sur X[ (R?) ) Py, lorsque | > 2,

est un isomorphisme.

Preuve. a) On a les applications

XHm (R2) /2 XM (R2) | pour | = 1,

—l+m —l+m
XM (R2) /2 s X1 (R2) /2y, pour | > 2,

sont, définies, continues, injectives.
b) L’application :

Al+1

W () 20 88 (X0, () /)

—m —l4+m

et donc sont des isomorphismes, ’adjoint admet donc l'inverse.

(WA (R?) 7)) X (R?) ) 2,

—l+m

c) L’espace I/Vll:}f(l_m) (R?), s’identifie a ’espace X Hlt(i-m) (R?), donc les applications

l—m

W2 (R2) /92 25 X1 (R?), pour | = 1,
W2 (R2) )22, 25 (X1 (R2) [ 2,,)"

l+m
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pour [ > 2, sont bien définies et continues, ainsi que leurs adjointes

X (R?) e (W2t—m (R?) /91)*, pour [ =1,

—14+m Al —m *
X (R?) [Py — (W™ (R?) /97) ", pour | > 2.
d) Composons, nous obtenons les applications continues

C14m Al —m * AL yrlam
Xk (R2) AL (WA (R?) 2)" A5 X (R?), pour [ = 1,
Al

XL (R2) )Py 25 (WL (R2) /22)" 25 XM (R2), pour [ > 2.
D’ou la démonstration. m

Preuve. (du théoréme) la suite

Le théoréme se déduit dans le cas m < [, du lemme (2.5) , il nous reste pour finir,
a montrer la surjectivité des applications de 1’énoncé dans le cas [ > m Remarquons
qu’alors

Xz, (B) = X0 (%) — Wi, (R2)

et procédons par récurrence.

a) Le théoréme est vrai pour m = [, nous venons de le montrer.

b) Supposons que le théoréme est vrai pour m’ = p, p+1,...,m, et soit

f e X Hml(R?) — X' (R?). Du fait de I'’hypothése de récurrence, il existe un

—l+m+1 I+m
we XU (R) = W, (R?), tel que
Au = f dans R%.
Examinons

A (asﬁju) = .Q?Za]f -+ 20i0ju,
alors

u € XN (R?) = 9;0;u e XZ}m (R?), d’aprés la proposition 1.13

foe XA (R?) = 2;0;f € X7/t (R?), d’apres la proposition 1.13 et 1.14

D’ou
A (z:05u) € X500 (R?),

et donc en vertu de ’hypothése de récurrence et du fait que

vidu € X0 (R?), wi0pu € X177 (R?) = WL (R?).
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Comme u € W' (R?), il en résulte que

VAEN’: Al =m+1, z;p" "D € L* (R?).

Il reste donc & montrer que

D*u e L}, (R?),

cela se fait comme la partie de la démonstration du théoréeme 2.12 , ce qui achéve la

démonstration. =

Corollaire 2.3 Soientm, [ € N, [ > 1, m > 1, alors l'opérateur définit un isomorphisme
de
whim (R?) /22 sur W2 (R?).

—l+m —l+m

Preuve. Il s’agit en fait d’un cas particulier du théoréme 2.8 , son intérét réside dans
le fait qu’il peut s’exprimer dans le cadre des espaces W,

sSalls recours aux espaces X. n

Théoréme 2.9 Sotent m € Z, | € N, m < 0, | > 1, alors l'opérateur de Laplace définit
de
x1m (Rz) JPA syr X1m (]RQ)

—l4+m l+m

est un isomorphisme.

Preuve. Elle identique a la démonstration du théoréme 2.8 faite dans le cas 0 <

m < [, le point clé et que I'identification

I/Vl(l—i-l)—i-(l—m) (R2) = Xl(£+1)+(l—m) (RQ)

—m

utilisé au cours du lemme 2.5 , reste valide pour le cas négatif. Passons maintenant
a ’étude du cas ou la solution variationnelle & un meilleur comportement & l'infini que
le comportement standard ie : (u € W{ (R?)), nous allons voir, que comme le cas non
critique, les données doivent non seulement avoir un meilleur comportement a I'infini que le
comportement standard (Au e Wyt (]R2)) ; mais doivent en outre satisfaire des relations

d’orthogonalité a des polyndmes harmoniques, tout ceci est I’objet de ce paragraphe. m
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Cas de contraintes fortes

Nous avons immédiatement

Théoréme 2.10 Soitl € N, [ > 1, alors l'application définie par
X! (R?) — (X2, (R?) /2P)",

est un isomorphisme.

Preuve. Ce théoréme s’obtient par dualité et transposition a partir du théoréme 2.7

La régularité dans le cas ou les contraintes fortes

Examinons maintenant ce qui passe a la régularité.

Théoréme 2.11 Soient m € Z, | € N, | > 1, alors Uapplication définie par

Xt () = (x4, () /27p)

est un isomorphisme.

Preuve. Le théoréme s’obtient par dualité et transposition a partir des théorémes

(28et 29). =m

Corollaire 2.4 Soit m, | € N*, m > [, alors l'application définie par

Wi (R S (WL (B2) ) 20)

—l+m

est un isomorphisme.

Preuve. Ce corollaire se déduit du corollaire 2.3 par dualité et transposition. m
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2.4 Quelques résultats sur ’équation polyharmonique

Proposition 2.9 Soient m € N, m > 1, alors le probléme

trouver u € W (R?) /2,1, tel que
A"y = f dans R?,

définit un isomorphisme de W™ (R?) /2,1 sur son dual (W™ (R?) /2, 1)",
le probléme admet une formulation variationnelle analogue au proposition 2.7 coercive et

continue, d’apres [inégalité de Hardy.

Nous aurons aussi besoin d'un théoréeme de régularité analogue a la proposition 2.8

c’est la que vont s’introduire les espaces X, déja étudier au chapitre précédent.

Théoréme 2.12 Soient m, | € N, m > 1,1 > 1, alors le probléme

trouwver u € W' (R?) /2,1, tel que

(2.15)
A"y = f dans R2,

définit un isomorphisme de W™ (R?) / Py, 1 sur (X" (R?) /P, 1)
Preuve. Pour la démonstration nous aurons besoin du lemme suivant m
Lemme 2.6 Soientu € W™ (R?) = ¥\ € N?: |\| = 2m, D*u € (X' (R?) /2, 1) .

Preuve. a) Le lemme précédent nous assure que le probleme (2.15) définit une

application continue de
W (R?) / Py dans (X771 (R?) ) Pya)”

D’autre part, u € W,"" (R?) et {A™u = 0 dans R?} = u € &, ;, cette application
est bien injectif, il reste & montrer la surjectivité, pour ce faire, nous allons procéder
par récurrence, supposons que f € (X' (R%) /2,,1)", alors f € (W (R?) /P,01)",
d’apres la définition des X et donc en vertu de la proposition 2.9 , il existe

u € Wit (R?) / Z,,_1 unique, tel que

A™y = f dans R%
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Mais on a

A™ (xzaju) = xﬁjAmu + Z OAD)\U

[A|=2m

On vérifier tout d’abord que

Vo € Py, (2:0;A™u,¢) = (D u, ¢) = 0.

i) u € W (R?) d’apres hypothése = D € W, ™ (R?), pour |\ = 2m.
i) A™u € X" (R?) = 2;0;A™u € W™ (R?).
Alors
(;0;A™u, ¢) = (0;A™u, :L’Z-(Zﬁ>X;ng,m
= (A", 0j2i0) y—m+1, xm
=0
— <D’\u, ¢> =0,
de sorte que, A™ (z;0;u) € (W (R?) /P,,—1)", il existe nécessairement un w unique de
W (R?) | Py1, tel que
A"w = A™ (2;0;u) dans R?,

d’on puisque u € Wi (R?) et z;0;u € W™ (R?) et il en découle que

VAEN’: Al =m+1, ;D u e L* (R?).

Pour montrer que, u € W™ (R?), il ne nous reste plus qu’a vérifier que

VAEN’: A\l =m+1, D ue L, (R?),

loc

or nous savons, puisque A™u € X; " (R?) | que A™u € H,"™*" (R?), d’aprés la défini-

tion des X, pour tout R > 0 et tout ¢ € Z (Bg), nous avons :

A" (u) = GA™u + > Co DN DM,
Al =2m
0<|ul<2m—1
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Or

i) A™u € H,," (R?) = ¢A™u € H,""' (Bg)
i) u € W (R?) = Vu e N?: 0 < |u| <2m -1,
DMu € Wy (R?) — Hy WH(R?) < Hm 1 (R?) = DM #¢Dru € H-™ (Bp)

loc loc

i) 6 € 2 (Br) = (60) foy = o (60) = . = o (gu) =0,
et ainsi nous arrivons &
A™gu € H-™ (Bg)
(60) fom = . = o (9m) =0

Probleme aux limites d’u ouvert borné les résultats classiques de régularité, nous disent
alors que ¢u € H™(Bg), puisque R et ¢ sont quelconques, u € H,"'(R?) et en
définitive, nous avons montré que u € W™t (R?) .

b) Deuxiéme partie de la récurrence, supposons maintenant que le théoréme est vrai

pour I’ =1, ...,1 et nous donnons f € (X" "1 (R?) /2,1 " avec le méme
I-1

raisonnement, on trouve le résultat m



Chapitre 3

Résultats de Laplace dans un demi

plan

3.1 Le probléme de Dirichlet dans un demi-plan re-

latif au laplacien

3.1.1 Introduction

On se propose d’étudier dans un cadre fonctionnel, ’équation de Laplace
Au = f,

dans un demi-plan, cette équation joue un role fondamental dans I’étude des équations
aux dérivées partielles, dans le cas d'un domaine géométrique borné, on dispose dans la
littérature d’un nombre considérable de résultas précis la concernant et cela pour divers
types des conditions aux limites. Quand le domaine non borné, des contraintes supplé-
mentaires sont nécessaires pour controler le comportement des solutions & l'infini. Nous

considérons le probléme suivant

Au=f dans R%

u=gq sur %
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3.1.2 Le cas variationnel

1
Théoréme 3.1 Soit f € Wy (R2) et g € W (), alors le probléme (3.1) a une unique

solution u dans W (Ri), il existe une constante C' indépendante de f et g, telle que

lullwy (z2) < € {”f”wol(Ri) * ”g”wé@)} |

maL
En plus, si f € Xm! (Ri) et g € VVm+2 (X)), pour m entier supérieur ou égal & 1, alors

S W) et Pullgeser) < O { W (e * Iyt

Existence et ’unicité :

Lemme 3.1 Soit ug € Wy (R?), tel que u/s = g un relévement, alors u € Wy (R%) est
une solution du probléme 3.1 si et seulement si uqy = u— ug est une solution du probléme

suivant .
Trouwver uy € W§ (R2) , tel que

(Auy, Av) = (f — Augv) Yv € V(I)/(l) (R%).

Preuve. En utilisant I'inégalité de Hardy, on montre en suite que la semi norme
‘U‘Wol(Ri) = ||Vollggz est une norme sur I/(I)/(l) (R%), équivalente a la norme||.HW01(R2+)
D’aprés Lax Milgram, on en déduit qu’il existe une et une seule solution de la formu-
lation variationnelle dans W (Ri) . Pour démontrer la régularité, en utilisant I’espace
X lm“ (Ri) pour éviter I'apparition de poids logarithmique. Puis on procede par récur-
rence.

Régularité :

feXn(RY)
et = ue W (RY)
geWn' (%)
et

lullwrpzy < C {||f| xpo(ez) ‘|9HW$+%(E)}

3
A’ m = 1, supposons que f € X? (Ri) et g € Wi (X). D’apres le théoréme de traces il
existe un relévement

Ug/x = G-
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Posons

Uy = U — Ug.

wl(R?
wEWS (R L e (R et Au e WO (R2).
Ug € W12 (Ri)

En s’appuyant sur le principe de réflexion de Schwarz. On prolonge u; & tout 'espace R2,

., uy (2, ) st x, >0,
uy (2, z,) =
—uy (2, —xy) si x, < 0.
Ainsi, u; € W3 (R?) et Auy € WP (R?). Les théoremes de régularité dans R? permettent
de conclure que u; € W (R?), d'ou u; et u appartient a Wi (R2 ). Maintenant supposons

que la propriété est vraie pour 0,1,...,m. On suppose ensuite que f € X , (]RQ)

VVmJr 2 (R), Puisque

xm o (R2) = X, W0 (R2) o X 14m (R2)
Wit (R2) — Wi (R2)
R2
feXin®) 1 cwmn @)
€ Wm+l (Z)
( hypothése de récurrence ).
Pour i =1,...,n — 1, posons v; = pd;u, nous avons
Av; = po; f + ET‘V (Oju) + (g + %) oiu,
P PP

d’'ou Av; € X! (Ri) et v;/x € WTZZJF% (Ri) )

D’apres 'hypothése de récurrence implique que

pOiu € Wit (RY) = ue Wi (RE) Vi=1,..,n— 1.

m

En plus nous avons :

Opu € W (R%) puisque u € W+ (RY)

n—1
D2ue Wi, (RY) puisque diu = Au — Z@zu ewyr (R2).

=1
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Et pour tout ¢+ =1,...,n — 1.
9;0pu € W' (RY) puisque 9;0,u = 9,0,u € W', (R)
D’apres les relations
O;0pu = 0,0usii#net Qoue Wi (RY),

on en déduit que

Opu € W (RY).

D’ou u € W;fjff (Ri), finalement la propriété est vraie pour tout m > 1. m

3.1.3 Cas de contraintes faibles

Dans ce deuxiéme cas les conditions & l'infini sur la solution moins restrictives que dans

le cas précédent ie : le cas variationnel. Nous considérons le probléme suivant

Au = f dans R?,
u=gsur 2 =0,

(3.2)

1
Théoréme 3.2 Soit k un entier supérieur ou égal a1, f € X7} (R%) et g € X2 (X), alors

le probléme a une unique solution dans X', (R%) /AL. En plus, si [ € X'~} (R?) et

g
g€ mekz (X) pour tout entier m > 1, alors u € X"} (R?) AL et il existe une constante

C(k,m), telle que

el s o2 yrap < € {1 lLmms ) + M lxmizey

Preuve. Montrons tout d’abord 'existence d’au moins une solution du probléme, on

se raméne & un probléme avec les données sur le bord homogene. On effectue ensuite une

extension de f a tout I'espace R?, en utilisant encore le principe de réflexion de Schwarz.

Nous considérons le probléme (3.2) avec f € X7} (R%) et g € X2, (), avec l'utilisation

du théoréme de traces, nous pouvons supposé que g = 0.

<f,v> = (f,v1) Yv € X} (Rz) ,
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c’est a dire c’est un prolongement par zéro (0)
-1
~ feX? (Ri)
0e X, (R2)
Pour toute fonction v € X} (R?), nous posons

0
vr (21, 22) = v (@1, 22) — v (21, —22) € X ; (RY)

Les théorémes de régularité dans R? permettent de conclure qu’ il existe une fonction
u e X', (R?), tel que

AU = ],
nous posons

u(xy, o) = = [u (21, 22) — u (21, —22)] ,

N |

0
alors u € X1, (Ri) . De plus pour toute fonction v € ¥ (]Ri) , ous avons

2 (Au,v) = /R2 [0 (21, 29) — w (21, —22)] Av (21, 22) dx,

= (Au,v) — u (w1, 22) Av (21, —72) d,

R2

= (Au,v —7),

—

ouvEY (Ra) définie par
T (21, 22) = v (21, —13) , Vo = (21, 29) € R2.
On note que v = v, et v = —v
(Au,v — 1) = <7,v —@> = <T,v1 —61> =2(f,v).

D’ou
Au = f,

et u est une solution du probléme avec g = 0.

L’unicité est une conséquence simple du lemme suivant : =
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Lemme 3.2 Soit k un entier dans 7, ’ensemble des solutions du probléme suivant

Au =0 dans Ri
(3.3)
s =0 sur X

n’est autre que AL.

Preuve. Il est clair que tout élément u de A% est une solution du probléme (3.3) .
Inversement :

Toute solution u € X', (R%) du probleme (3.3) est prolongeable par le principe
de réflexion de Schwarz & une fonction harmonique u € X', (R?) ainsi, u appartient
nécessairement 4 22 et u € Ay, o

Passons maintenant au cas ot les données possédant plus de régularité en dérivées.

Théoréme 3.3 Soient m, | € N, | > 1, alors le probléeme suivant

Trouver u, tel que

Au=fe XM (RY),

1im
ws = up € X400 (2),

a une unique solution u € X'T" (R%) /AP

Preuve. Du fait des inclusions

Xim (B2) = X1 (R2).

—14m — 1tm 1
X0 (RY) — XTI (RY), X2, (B) — X% (D).
Il résulte du théoréeme précédent, que le probléeme admet au plus une solution.
Il reste la surjectivité (la démonstration est semblable a la premiére ) ie : raisonnement

par récurrence (avec l'utilisation de prolongement par le principe de réflexion). =

Corollaire 3.1 Soient m, | € N, m > 1, alors l’application

u— (Au, u/p)
1 m
est un isomorphisme de X" (R2) / AR sur X7 (R2) x Xz (3.

Preuve. Cette application est bien définie, continue d’aprés le théoréme précédent il

est bijective, d’ou est un isomorphisme, d’aprés le théoréme de Banach. m
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3.1.4 Cas de contraintes fortes

Passons maintenant a I’étude des cas ou la solution variationnelle & un comportement
meilleur que le comportement standard : celui de W (Ri) Nous allons travailler par

dualité et transposition a partir de certain des résultats du paragraphe précédent.

1
Théoréme 3.4 Soit k un entier, k > 1, f € X! (Ri) et g € X2 (X), alors le probléme

sutvant

Au = f dans R?,
U/ =9,

a une unique solution dans X} (R2) si et seulement si

0
Vpe Ay (f.p)— <g, 0_ai> =0. (3.4)
>

En plus, si f € X;:Jr,i (RQ) et g € Xm+k (X), oum > 1, est un entier, alors

€ X"t (R%) et il existe une constante C (k,m), telle que

lollegssez) < © {1 egzaay + ol oo b

'm+ k

Preuve. Il résulte d’apres la formule de Green que les données f et g doivent vérifier
la relation de comptabilité (3.4) . m

L’existence. Nous aurons besoin du

Lemme 3.3 Soient k €N, k> 1, f € X; ' (R2), ug € X? (X) et Ry un relévement de
g dans X} (R2), alors la propriété

Vp S AkA7 <f - ARg7p> = 07
est équivalente a la propriété

dp
A _— =

1
Preuve. Tout d’abord, on sait que tout ¢ € X? (X) admet un relévement R, &

support compact dans X} (R%r) et par conséquent A (R,) appartient bien X, ! (Ri) .
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D’autre part
Vp € AR, p(z1,0) =0et Ap=0¢€ X7, (R%),

et par conséquence(application de la formule de Green) on obtient :

(AR,,p) =— fRi VR,Vpdx

0
S <Rg, £> + fRi R,Apdx

_ dp
- <RQ’%>
__/ 9
- g78n 2'

n : est la normale extérieur a ]R%r. D’ou découle I’équivalence des deux propriétés.
L’existence et la régularité se démontrent alors de la méme maniére qu’au cas précé-

dent, avec le souci supplémentaire d’avoir une extension de f. m

3.1.5 Le cas non hilbertien

Dans ce paragraphe nous étudions 1’équation de Laplace avec une condition aux limites

de type Dirichlet dans le cas non hilbertien.

Théoréme 3.5 Soientl € Z et p # 2, 1 < p < oco. Alors pour toutes fonctions

1
few " (R%) et g e W * (%), vérifient la condition de compatibilité suivante

9
Vo€ AR a1 (B = <g, a_f> | (3.5)
P ’ Y

1 1 .
On note par {.,.)s le crochet de dualité entre W,” * (D) et W_" * (%), le probléeme ad-

A

i1z De plus il existe une

. . , . 1,
met unique solution dans l'espace quotient W, * (Ri) JA

constante C' indépendante de u, f et g, telle que

AAlnf |lu+ q”Wllvp(Ri) <C (Hf”wllvp(]}gi) + ”g“Wl”ll’p(E)> :

-]
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Preuve. Premier cas :

Sil >0, .A[A_ 141-2] = 0, montrons que 'application suivante est bijective.
p

1
Y

(=A%) = W (RY) — W7 (RY) x W™ (%)
u — (f,9)

Cette application est injective il reste & montrer la surjectivité. En utilisant le théoréeme

de traces, soit u, un relévement de g, tel que

ty = g sur et uylyoo(ez) < Clall s
l

Le probleme est équivalent au probléme homogéne suivant

—Av = f + Au, dans R?,
v =0 sur X.

Posons

h = f+ Auy,

pour tout ¢ € W'? "(R?), posons

¢, = ¢(1’1>$2) - ¢(5U1, —552) si xg > 0.

0., .
Il est évident que ¢, € Wl_zf (R?). Alors h peut étre prolongeable & h par

0 € WL (B?), (@) = (hd1)yo o )iy (m2)

De plus
H H -1 ||h|| 1 °
w, P (R2) w, »P (Ri)

A

[ , 1, alors ¢ peut s’écrire sous la forme
l+177]
p

Soit ¢ un polynéme de &

q:r—l—soﬁrEA@H_ﬁ] etsENﬁ_

Alors
<l~1,q> =(f+ Aug,r>w

)ty ()
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Application de la formule de Green on obtient

(Aug,r) = — Vuy. Vrdz

2
R

L < or >
9 s )
(on a Ar = 0 dans R? et r = 0 sur X). Ainsi, h € W, "? (R?) et vérifiant la condition

A 7 _
vqu[H»li%}, <h,q>—0
D’apres les résultats précédents sur le Laplace sur tout ’espace

Wle (RZ) A, Wl—l,p (R2) L f@ﬁﬂ,z]’ sil>1.

VVILp (RQ) /(@[17%] A I/Vl—Lp (RQ) n L@ﬁ_%}, sil=0.

D’ou il existe & € W, (R?), tel que
—AD = h,

l~

. . . . 1 ~ ~
maintenant nous remarquons que la solution w = 50, = 5 (0 (z1, 22) — 0 (71, —T2))

€ VVll’p (Ri) et
—Aw:hdansRi et w=0sur X

ie : w est une solution du (3.1) .

Deuxiéme étape. méme démarche que précédemment m

3.1.6 Reésultat de régularité

Théoréme 3.6 Soient m et | deux entiers relatifs, p # 2, 1 < p < oo.

1im, B
Soit g € li; : (2) et f € W,i™" (R2), vérifient la condition de compatibilité (3.5)
alors le probléme (3.1) a une unique solution dans I/Vlljnzn’p (R%) /.A[Ailﬂii]. De plus

] f m < — m .
el lu+allypmr @y < € <Hf\|wl+1; ol pl,+m,p(z)>

[7z+17%] I+m

Preuve. On procéde par récurrence. m
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3.2 Le probléme de Neumann dans un demi-plan re-
latif au Laplacien

Introduction

On s’intéresse dans ce paragraphe au probléeme de Neumann

Au = f,

Wlu =9,
I’étude de ce probléme dans les espaces W} (Ri) conduit de maniére analogue au prob-

leme de Dirichlet & distinguer trois situations.

3.2.1 Le cas variationnel
On introduit maintenant pour tout réel k, I’espace
V! ={ue X (R}), tel que Aue Xy, (R3)}.

Lemme 3.4 L’opérateur de dérivée normale sur le bord

ou _1
cu €Y —€X_ (T
Y- U kT on r(2)
est bien défini et continu. En outre on a la formule de Green

ou

_%,U> L Vuexi(®) Woe X', (R).
X, 2 (D)xX2, (D)

(Vu, Vo) + (Au, v) = <

(.,.) désigne le produit scalaire de L? (R%),

Théoréme 3.7 Etant données (f,g) € {<X91 (Ri) X Xo% (Z)> /R}*

Trouver u

Au = f dans R?, | (3.6)
0

8_Z =g sur X,

alors le probléme a une unique solution dans u € Xj (R%) /R =W7 (R%) /R



3.2 Le probléme de Neumann dans un demi-plan relatif au Laplacien 67

Preuve. On a
feX)(R) =X (R2) ={feW;'(R%), tel que Va e N?, 0 < |a| <1,
e f e Wyt (R2), fe W (R%)}

Ici il faut une condition de compatibilité pour que la solution existe
(fr9) € { (X% (R2) x XG (%)) /R} .

Supposons qu’une solution u existe, intégrons sur ]Ri et appliquons la formule de Green

—/@.Cd5:/ f.Cdr.
an R2
) +

La condition au bord entraine que

f.dxr = —/gd5.
RZ b

Donc pour qu'une solution existe il faut ajouter une condition de compatibilité. De méme
il faut chercher u dans W, (Ri) /R pour assurer 'unicité, alors le probléme admet la
formulation variationnelle suivante

Trouver u € Xg (R2) /R =W (R%) /R, tel que

Yo e Ws (R) /R ;

fRi VuVo = — <f7U>W0‘1(R2+)XW3(R2+) * <g’v>XJ%(z)xXJ%(z)

Puisque par hypothése
FeXy(RY) ={few;" (BRY)|pfel?(R])},

_1
et g € X, 2 (X), donc le second membre de probléeme 3.6 est bien défini sur W] (Ri) , il
est en outre supposé orthogonal aux constantes est la forme bilinéaire associée étant coer-
cive sur Wy (Ri) /R, alors le probléme admet bien une solution unique. L’interprétation

de g comme a—u est rendue possible par le fait que pf € L? (Ri) .
n

3.2.2 Reésultat de régularité

Théoréme 3.8 Soit m > 1, un entier, alors l'opérateur

U — <Au, g—Z) ,
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définit un isomorphisme de
W (R2) /R — { (X1 (R2) x X3 " (9)) /R}

U
Remarque 3.1 i) Pour m = 0, le théoréme est fauz, puisque I ne peut pas étre définit
n

dans ce cas. Le théoréme 3.7 montre que l'on a alors un isomorphisme de
XE(ARZ) = {ve W (B2) = X! (B2) | Au e X0 (R2))

sur

{(x ) < X3 ) /)

3.2.3 Le cas non hilbertien

Introduction
Nous étudions ici le probléme non homogene de Neumann dans le demi plan. Nous don-
nons des résultats fondamentaux d’existence et de régularité en théorie LP, avec p # 2 et

1 < p < 00, dans des espaces avec poids. Soit (3.7) le probléme suivant

—Au = f dans R
ou (3.7)
or, g

Théoréme 3.9 Soit [ un entier et supposons que p # 2, 1 < p < oo.

Pour tout f € VVlO’p (Ri) , vérifiant la condition de compatibilité suivante
A _
VQb € N[l—%] ) <f> ¢>Wlo’p(R2+)><WE’lpl (Ri) = 0.

Le probléeme (3.7) , avec g =0, a une unique solution u € VVlQ’p (Ri) /./\/’[é—l_g].

Preuve. L’unicité est évidente.
Le premier cas : [ < 1. Nous posons f = f dans R? et f = 0 dans R2. Alors
fe WP (R?) et pour tout ¢ € ./\f[lA_g] = P2 | hous avons :
P

(=3

(Fo0 ) ommaorian = fon T 9% = [ Jot =0 =0

0, 0,p’
w; p(RQ)xwilp (r2)
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Donc, il existe une fonction w € V[/f’p (R?), tel que
Aw = fdans R
La fonction u définie par

[w (2!, 22) +w (2, —22)],

N | —

u (2, x,) =

ou
avec T > 0, appartient a VVZQ’p (R?) et vérifiant —Au = f et Ere 0 sur X.
T2

Le deuxiéme cas : [ > 2. La fonction définie par

f(x/7m2> _ f(@ zg) sizg >0 |

f(a,—xq) sizy <0

appartient a W, (R?) et vérifiant
Vo € Q[Al—ﬁ]’ <J7’ ¢>Wl0’p(IR2)><WO‘lp’(R2) =0
Ainsi, il existe une fonction w € Wf’p (R?), tel que
—Aw = fda,ns R,
Mais, notons que la fonction v définie par
v (2, z2) =w (2, —x),

appartient a T/VlZ’p (R?) et vérifiant également I’équation. L’unicité des solutions v = w et
ou

Frele 0 sur X. Maintenant, la fonction u = w /R est la solution de notre probléeme. m
T2

1—1
Corollaire 3.2 Soit | un entier et g€ W, * Y (]Ri) Supposons que p # 2, 1 < p < oo.
Si fe I/Vlo’p (]Ri) et vérifiant la condition de compatibilité suivante

Vqﬁ S Nﬁ_;] s <f, ¢>Wlo’p(R3_)><WE’Lpl (R?&-) = <ga ¢> 1—

W, 2 E)xW_F " (%)

Alors le probléme (3.7) a une unique solution u € W (R2) /A [g_l_% I

Preuve. Conséquence du théoréeme 3.9 . m
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1 /

—1- 7. .
Théoréme 3.10 Soitl un entier, tel quep #2, 1 <p<oocetgeW_, 7 ! (X) vérifiant

la condition de compatibilité

v¢ € N@,l,%]a <g7 Qb) —1-L 2—

., =0. (3.8)
w_, p (Z)XWl p (%)

Alors le probléme (3.7) , avec f =0, a une unique solution v € Wg}p, (R%) /Nﬁ,z]‘

pl

Preuve. Premiére étape : nous définissons I'espace
0,p’ . 0,p
T(R2) = {ve W (R) 5 Aue W, (R?)}

aU _1_%7]),
,et nous pouvons que si v € T (Ri) ,alors — € W_, 7 (X), alors nous remarquons
n

0
que le probléme (3.7) avec f = 0 est équivalent & trouver v € W7 / (R%) /N, [?7 2] tel

0
que pour tout ¢ € W/ (R%) avec 8—¢ =0sur %,
T2

p

A / —- — / .
(0 Ay (s yompr(3) =~ DO o o b

w., *

Maintenant d’aprés le théoreme 3.9 , pour tout h € I/Vlo’p (R%r) , tel que
A _
V¢ 6 N{l*%] 3 <h, ¢>Wl0,p<Ri>XWE’lpl (Ri) — 0

1l existe unique ¢ € W;>" (R%) /./\f[g_l_%], tel que

—A¢ = h dans Ri et % =0 sur X,
3@

avec 'estimation

||¢||Wl2’P(R1)//\/’[A2_l ) SCHhHWlO’P(Ri)

En utilisant (3.8) , nous avons

A
= < 1 0,P (M2 ) -
VA€ Nz (9,9} = [{g, 0 + M) < IIQIIW:;TP . 1llyes (g2 )

Grace au théoréeme de représentation de Reisz, application h — (g, ¢) définie & unique

!’

ve W (RY) L Nﬁ_ﬁ] =W (R2) /N[?_;]

solution du probléme (3.7) , avec f =0. =
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1
Corollaire 3.3 Soit | un entier, tel que p#2,1<p<ooetge W_ /" " (%) wvérifiant

la condition de compatibilité suivante

Vo € Nf; (9.0) 1,

S N

Alors le probléme (3.7) , avec f = 0, admet unique solution v € Wi’lp, (]Ri) /N’[Alﬂfl]-

Théoréme 3.11 Soit | un entier, tel que p # 2,1 < p < 0.

1
Pour tout f € I/Vlo’p (Ri) etge I/Vl_ﬁ”p (3) vérifient la condition de compatibilité suivante

\V/Qb 6./\/’[?_5], <f, ¢>W10,p(R%r)XWEYlP’(R2+) = <g>¢> _1

Le probléme (3.7) admet unique solution u € W' (R2) /N2



Chapitre 4

Probléme de Dirichlet pour le

bilaplacien dans un demi plan

4.1 Le cas hilbertien intermédiaire

Dans cette partie, on s’intéresse a la résolution avec conditions aux limites de type Dirich-
_1 _1
let. Etant données f € W, *° (R%), g0 € W02 2(X)et gy € VVO1 2(%).

Trouver u € Wy'? (R2) solution de

A*y = f dans R?,

u = go sur X, (4.1)
0
a—z = gp sur 2.

A Paide d’'un relévement de gy et g;, on raméne le probléeme de (4.1) au probléme

homogéne suivant

A%y = f dans R%

u=0 surX (4.2)
g—z = (0sur X

0
Une formulation variationnelle équivalente de ce probléme est : Trouver u € WS’Q (Ri)
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solution de
0
Yo € Wi (R%), /Au.Avdx = (f, v>W

72 (R3) X W (R
Q

0
le crochet désigne le crochet de dualité entre W, > (]Ri) et W2? (Ri) . Or on a le lemme

suivant :

0
Lemme 4.1 Pour tout v € Wg? (R2) on a

[0 o, = 1AV a2

w?(R2)

Grice o ce lemme, le théoréme de Lax Milgram et le lemme 1.12 montrent que le probléme

(4.2) admet unique solution.

Preuve. En effet
2 2

0 2\ || 90 v |
Vo e Wt (RL), b o =) |- .
wor(er) S 10T () 1107075 | a(ea )
Or pour tout v € Z (R%) et 4,5 € {1,2}
Pv  Pv O Puv [0 P
Or;0r; Ox,0x; Ox; 0x;0x% n Ox? 0x3

2 2 2
RJr R+ R+

Donc pour tout v € Z (R%) on a
2 2
o0 = 180 Eagas

0 0
par densité cette égalité est vraie sur VV(Q)’2 (Ri) , cette égalité est vraie sur WS’Q (Ri) .

4.2 Le cas non hilbertien intermédiaire

. . , N , . oy . . -2
Dans cette partie, on s’intéresse a la résolution avec condition aux limites f € Wy " (Ri) ,
1

2-1 1—%

A*y = f dans R?,

U = gg sur 2,

0
au = g1 sur X.

on
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Donnons maintenant des théorémes d’isomorphisme (démontrés dans les chapitres précé-

dents) que l'on utilisera dans la suite.

Théoréme 4.1 Pour tout entier n > 2 et tout réel p > 1, l'opérateur

A% WOQ’p (R™) /gz[ ] — WJQ’p (R™) L @[2_2]

n
22 ]
p

est un isomorphisme.

Théoréme 4.2 Pour tout entier n > 2 et tout réel p > 1, tels que n ¢ {1,2} et
p

n
— & {1,2}, les opérateurs biharmoniques suivants :
p

A? ng’p (R") /t@P_%] — Wl_l’p (Rn) 1 32[2_%]

P

et

A2 W, P (R | Plyn) — Wy (R) L @[2_%]

P

sont des isomorphismes.

4.3 Existence et unicité dans les espaces de Sobolev
avec poids W,” (R%)

Nous commencons par établir I’existence de solutions lorsque [ = 0. Puis, nous généralisons

la méthode au cas [ < 0 et on obtient le cas [ > 0 par dualité.

Caractérisation des noyaux : On se propose maintenant de caractériser le noyau
724 (Ri) de l'opérateur bilaplacien avec des conditions de Dirichlet.

v (R2) = {z e Wy (R2), A2z =0sw R%, z = % =0 sur Z}

1

Proposition 4.1 Soitp € ]1,00[, f € W, *P (R%), g0 € Wo%p (X) etgy € Wolip (2) . Trouver

u € WP (R%) solution de

1

Ay = f dans R%

u = go sury, (4.3)
ou

— = g1 sur .

on
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Alors le probleme 4.8 a une unique solution u € W02’p (R%r) /PP (Ri) :
Remarque 4.1 Sip <2, 27 (R%) =0.

Nous pouvons maintenant résoudre le probleme pour p > 2.

1

Théoréme 4.3 Soit p > 2, f € Wy (R%), g0 € W2 (X) et g € WOI_E (X)), alors le

probléme a une unique solution dans Wy" (R2) /2 (R%).

Preuve. On a déja traité le cas hilbertien p = 2

On vient de montrer notamment que pour tout réel p > 2, 'opérateur bilaplacien
0
2, 727
A? Wit (RL) /28 (RY) — Wy =P (RZ) .

Cette application est injective, il nous reste a étufziier sa surjectivité. On a pour tout
0 0
¢ dans WP (R%), V¢ appartient a (Wé’p (Ri)) et grace au résultats précédents il

existe une constante C, telle que

0
o € W5 (RL) 1 llwer(as) < Clolyar(zs) -

[Blwer(zzy < IVSllwpnez)

On en déduit donc que
0
Yo € Wo” (RL), Néllwzr(rs) < [IVOllwr(ea)
On vient donc de montrer que 'application linéaire, continue suivante
0 2,p 2 0 1,p 2
VW (RE) — WP (RY) .
est d’image fermée, on a donc ImV = (Ker div)" et il 3¢ € (Wo_l’p (Ri))Q, tel que
f = div€.

. . . 2
Les théorémes des isomorphismes sur le Laplace montre I'existence de ¥ € (Wol P (Ri)) ,

vérifiant

AV = ¢,
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En posant

F = div¥,

ou
fq = AF,
avec F' e [P (Ri) .
Soit F le prolongement de F par 0 dans R? et fg = AF , alors f; appartient a
Wy 2P (R2) L Ply-3]- Verifiant
A’w = f, dans R?,
d’ou lexistence. Alors I'application est une bijection, cette application étant continue, on

en déduit, via le théoréme d’isomorphisme de Banach que I'application est une isomor-

phisme. Par ailleurs on a
Vo € W2 (R2), Vo € W2 (R2), (A%, 8) = (v, A%)

Par conséquent, par dualité en changeant p’ en p, on obtient que pour tout réel 1 < p < 2,

I'opérateur bilaplacien :
A WEP (BZ) — Wy (B2) L 9F (R2) (4.4
|

Remarque 4.2 Dans lapplication (4.4) , notons qu’il n’y a pas de condition d’orthogonalité

dans le second membre car on ap >2 = p <2 = 95, (Ri) = 0.

4.4 Existence et unicité pour le bilaplacien dans I/Vl?ﬂ (Ri)

avec p # 2

L’objectif de cette section est établir des résultats d’existence, d’unicité et de régularité
du probléme bilaplacien dans les espaces de Sobolev avec poids. Le probléme trouver la

solution u de
A?y = f dans R

u = g sur X, (4.5)
Oyt = h sur X,
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avec g et h sont des fonctions données sur la frontiére.

Remarque 4.3 Toute fois avant de prouver [’existence dans les espaces de Sobolev avec
poids, nous caractérisons les noyaux.

- Nous utilisons Uespace W>? i1 (Ri) pour lutilisation des résultats de Laplace.

Nous sommes alors en mesure de formuler précisément notre probléme : comment
choisir ¢g et h pour que le probléeme (4.5) admet une solution dans l'espace de Sobolev
avec poids 7

La solution est-elle unique dans cet espace ?

La réponse est donnée par le théoréme suivant:

Théoréme 4.4 Soit | un entier relatz’f, tel que p # 2 et 1 < p < 00, alors pour toutes
fonctions f dans W7 (R2), g € VVal’p (X) ethe VVal’p (), le probléme admet une

solution dans W2>P (R2 ) st et seulement si

I+1

241 ot — <g,A82U0>

, U - + h7A'LL “p B
<f 0> 1p( )Xwizpl( +) < U>VV2 ;,p(z)xwfl—lp’ ) Wlil

+1

1 1
— 5P —3+3,
PrExw_,_ P

VUO € B+,p .

Quand la solution existe, elle est unique dans W" (]R2 ) / B+’ o et dépend contimiment

I+1
des données. En outre si f € W/, 1P (R%), g€ VVI+1+m "(2), he VVZ »r (3), avec

+14+m

+3,
m > 1, alors w € W/ 7" (RQ)

+1+m

Nous démontrons dans cette section le théoréme. Nous étudions en premier lieu I'unicité
des éventuelles solutions dans un espace avec poids donné.
Un résultat d’unicité des solutions

Nous introduisons ’espace défini par
;rl’p— {ueW?P (R2), tel que A’u=0, u=0sur S, dyu=0surS}.

Cet espace caractérise le noyau de 'opérateur

T: WP

—I+1

(R2) — WA (R2)><Wl+1 (2)><W2‘%”’(2).

—I+1 —I+1

u (A%, u, Oyu)

Le noyau est décrit explicitement dans la proposition suivante :
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Proposition 4.2 Soitl € Z, p #2 etl < p < oo, on note par B ¥ les solutions dans

W2 (RY) de

A%y =0 dans R%, u = dpu = 0 sur X. (4.6)

Alors B; i est lespace des polynémes de la forme
u = 0xy + Ip + 22020 — ¢,

ouf € A> et IT est un opérateur défini par

pEA[l 2 etquA[

[(+1-2] 1+2-2]

I : U .AA — U c@k
keZ keZ

1
p — lp= B <l‘2 Jo o (2.t fo (21w dudt)

Posséde la propriété suivante

1
Allp = 0 dans R%, 9,IIp = 572D dans R2 et IIp = QpIIp = 0 sur X,Vp € kUzAkA'
(S

2
Remarque 4.4 Dans le cas ot — ¢ {1,....k + 2}
p

A _ A
Alaz) = Ae)
A _ A
Az = Az
A _ A
A[z+2—§] A [-1+2]+1

2
Dans ce cas on a p # 2, alors le noyau est nul si | < —, ie : B;l’p ={0}.
p b

Preuve. ( de la proposition 4.2 )
nous aurons besoin dans cette démonstration & ’espace nul de 'opérateur de Stokes

défini par

(u,m) € W2P (R2) x W (R?), —0Au + Vr = 0 dans R?,

S-hp —
2,1 .
divu=0dans R?, u=0sur &

le noyau est décrit explicitement :

S;f ;7 est I'espaces polynomial de la forme

U = (d’lU ¢/) T + LE2V¢2 - ¢262 - (b/ - JJV(#,
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2
ol ¢ = ¢’ + Pyeq appartient a(A[AHZ]) )

Passons maintenant & la démonstration, Soit u € Wfﬁl (Ri) est une solution de
I'équation (4.6)

Premier cas. Si/<0on a B;’ 7 = {0} d’apres la remarque précédente.

Deuxiéme cas. Maintenant supposons que si [ > 1 et soit ¢ € Wfﬂrl (R%r) est une

solution du probléme de Neumann suivant

Ag =0 dans R? . A (—Au+ d2q) = 0 dans R%

Ooq = Au surX —Au+ g =0 sur X,
ainsi, il existe une fonction polynomiale p € Aé[—l+ 2]y tel que
—Au~+ Ooq = p.
Posons
v = u + llp,
alors
—AUQ + (92q = 0,

soit v/ € Wf’ﬁrl (]Ri) la solution du probléme de Dirichlet suivant

Av = 91q dans R?,
v =0 sur X,

alors le couple (v = v’ + vq9ey, q) vérifiant
2
—Av + Vg = 0 dans R,

d’ailleurs, nous avons
A (div v) = 0 dans R?,
div v =0 sur X,

dans la suite il existe une fonction polynomiale s € Af[ E tel que

—i+2

div v = s dans Ri,

nous posons

A=v—Vllset u=gq-—s,
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alors le couple (\, ) appartient a S;f [, avec 0 = 1. La proposition (4.7) implique

I’existence d’une fonction ¢ € .Af[ tel que

—l+2]41

u + IIp — Oplls = (div @) z9 + 190205 — Py,

ainsi

u = 0xy — Ip + 220205 — ¢,
ou
s o,
0=—-+diva¢.
2
inversement. Toute fonction de la forme

u = 81'2 — Hp + $262¢2 - gb??

tels que 6 € A@H_%], pE Aﬁ—%] et ¢ € Aflﬂ—%} appartient a B;l’p.

Peuve du théoréme 4.4

1) Unicité. Conséquence de la proposition 4.2 .

2) La condition de compatibilité est nécessaire. Considérons u € VVli’i (Ri) , alors
A%y € I/Vljrll’p (Ri) , de plus, par densité de ¥ <RTZ+> dans Wi’l’i 1 (Ri) , on vérifie que pour
tout ¢ € I (@)

0A
(A%u, ¢>W1111,p(R2+)XW12{1(R2) = —(VAu, Vo) + <8_nu’ ¢>E

B )0, 0Au
= <Au, A¢> - <Au, %>2 + <W7¢>2

B ou ¢ 0Au
- —@nvag+(Gas) —(sugl) +(GE

‘),

OAG Ou 9
= = () +(Fhae) - (sugt) +
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comme 7 (@) est dense dans Wi’l’i . (Ri), alors Vo) € Wi’l’i . (]R%r)
et o =ug € B;l’p, — Wi’fil (Ri) On a

0Aug ou Oug

2 _ = - _ -

(u, A%ug) <u, o >z + <8n’ Au0>2 <Au, o >z +
0A

().

>
0Aug ou
= (%)t ()

ou
comme u = ¢ sur X et — = g sur X, alors

on

2 —
A ol ety (v2) =

3Au /
:<fau0> __<ga an0> —<h’AuO>E,VuOEB;l’p’
by

kP ()it () A2 (42)

<A2u, u0>

d’ou le résultat.
3) Existence. Avec l'utilisation du théoréme de traces le probléme devient homogeéne
A?y = f dans R%,
u =0 sur X,
Oyu = 0 sur X.
Soit Al = f dans R%,1 = [y sur X, tel que [ € I/Vljrll’p (Ri) ce probléme a une unique

soluion ssi [y vérifiant la condition de compatibilité suivante

_ / - l / - a 4
f p>Wl+11’p<Ri>XWiﬁl(Ri) (o, 62p>Wzi__1%’p(74)XW;li—+1%m A) Rk A[l+2_%]’ (48)
d’apreés les résultats précédents sur le Laplace. D’ailleurs, pour tout polynome p dans
A
,on a
a3
(Al Ip) , = (/f,1Ip) , =0,
Wit (53w () Wit () ()
puisque IIp € B; PP ' ainsi
ATI sl (my = (= & 4.
AT (s w2t (s3) = o Phwgn (sl (a) = OVP € Az (49)
En plus nous pouvons trouver une fonction 6 dans I/Vli’i (]Ri) solution du probléme
suivant
A =1 dans R%,

0 =0sur X,
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le systéme évidement admet une solution puisque [ vérifie (4.9) Considérons aussi une

fonction ¢; dans I/Vl%ﬁ (R%r) solution du probléme suivant

Agy = 0, dans R?,

q1 = 0 sur X,

ce probléme a une solution puisque pour tout p appartient a A@H N ],

2406k Phugs sz ey (32

) = T2 0Py rr ywo (m2)

= — (Al x2p>lerll*P(Ri)><Wi’fil(Ri)

= - y L - 07
<f 2p>lerll’p<R3_)><W1’p,/1<R3_)

on a Tep € B; P /, finalement
u = T2q1 + 0 — 22050,

alors avec les calculs on obtient

A?y = f dans R?,

uw =0y =0 sur X

4) La régularité. Nous supposons que f € Wﬁ;ﬁ (]Ri), avec m > 1, alors [ €

W;fj:lﬁ (R%) et par conséquence 6 € W:ﬁl‘lﬁ (R%) quand ¢; € W;:fliﬁ (R%), d’apres les

théoréemes de régularité précédents on observe que
Au = 282(]1 + [ — 830,

implique que u € W;fili’i (R%) . D’out le résultat. m

Remarque 4.5 Dans le cas hilbertien le noyau reste le méme, voir [3] mais il faut

changer U'espace WP par X'P, les démonstrations sont semblables.
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