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Introduction

Les espaces de Sobolev avec poids ont été introduits par nombreux auteurs pour étudier

en particulier l�équation de poisson. Sans être exhaustif, nous signalons les travaux de

Kudrjavcev [21], Hanouzet [14], ou Cantor [11], où une première famille d�espaces de

Sobolev avec poids est utilisée, celle-ci ensuite généralisée avec l�introduction de poids

logarithmique, notamment par Leroux [17], Giroire [12].

On s�intéresse dans ce travail à l�étude du problème bilaplacien dans un demi-plan avec

conditions aux limites de type Dirichlet. Ce problème se rencontre lorsque l�on modélise

les déplacements verticaux d�une plaque mince encastrée pour laquelle est faite l�hypothèse

de Kircho¤ ou lorsque l�on cherche à résoudre le système de Stokes bidimensionnel par

l�intermédiaire d�une fonction de courant.

L�objet du premier chapitre est l�étude des espaces de Sobolev avec poids et de leurs

propriétés. Cependant, si ce cadre fonctionnel est adéquat lorsque le domaine est borné,

il ne l�est plus dès que l�on s�intéresse à certains domaines non bornés. En e¤et, on ne

dispose plus pour de tels domaines des inégalités de Poincaré qui sont l�un des ingrédients

essentiels de résolution. D�autre part, le comportement des fonctions à l�in�ni devient un

élément important pour la description du comportement des solutions car les espaces de

Sobolev classiques ne sont pas adéquats en domaines non bornés, ils ne permettent pas,

d�une part, de décrire convenablement le comportement (croissance ou décroissance des

fonctions à l�in�ni).

C�est pour quoi nous allons introduire le cadre fonctionnel, car l�inégalité de Poincaré

n�étant valide dans un domaine non borné dans aucune direction, Hanouzet [14] a utilisé

une inégalité de Hardy dans le cas hilbertien qui l�a conduit à introduire une famille
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d�espaces de Sobolev avec poids. Les poids sont, à l�in�ni, des puissances de

p (x) =

q
1 + jxj2

et ils sont déterminés de manière que les formes bilinéaires associées à l�opérateur de

Laplace et aux opérateurs, polyharmonique, de l�élasticité ou de Stokes soient coercives.

En dimension deux, une di¢ culté supplémentaire apparaît : l�inégalité de Hardy qui a

permet d�obtenir la coercivité des formes bilinéaires, n�est plus valide et doit être remplacée

par une inégalité généralisée. Cela conduit à une famille d�espaces de Sobolev avec poids,

ces derniers comportant, à l�in�ni, outre des puissances de p; la fonction

lg r = Log
�
2 + r2

�
;

tel que r = jxj :

Nous dé�nissons ensuite les espaces Xm+l
l , les théorèmes de régularité de Laplace

nous conduirons dans le cas critique (p = 2; n = 2) à introduire une famille d�espaces très

proches des espacesWm+l
l ouWm+l

l;� ; ces nouveaux espaces sont identiques auxWm+l
l dans

le cas non critique et n�en di¤èrent en dimension deux ie : le cas critique, que du fait

l�apparition brutale d�un logarithme.

L�objet du deuxième chapitre est l�étude du comportement à l�in�ni et de la régularité

des solutions dansS 0; de l�équation de poisson dans le cas critique et non critique, le cadre

fonctionnel développe à cette occasion, ainsi que les techniques utilisées permettant de

faire le même travail pour l�opérateur polyharmoniques, puis nous étudierons la régularité

de Laplace dans le cas hilbertien, critique et non critique, avec l�utilisation des espaces

Xm+n
n , pour éviter d�avoir le poids logarithmique et nous donnons quelques résultats sur

l�opérateur polyharmonique.

Le troisième chapitre est consacré à l�étude du problème de Laplace dans le demi plan,

nous commençons par le problème de Dirichlet dans le cas hilbertien et non hilbertien

après on passe au problème de Neumann.

Dans le dernier chapitre nous appliquons ce cadre fonctionnel à la résolution du prob-

lème du bilaplacien, plus précisément, nous caractérisons les données qui permettent de

trouver une solution dans un espace avec poids donné. En particulier, dès que l�espace où
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l�on cherche une solution contient des fonctions polynomiales, l�unicité n�est plus assurée

dans cet espace. Si au contraire, on impose des contraintes fortes de décroissance à la

solution (typiquement, décroît plus vite que la solution élémentaire) alors son existence

est subordonnée au fait que f , g et h véri�ent des conditions de compatibilité, nous allons

traiter le problème biharmonique, existence, unicité et régularité, avec l�utilisation des

résultas de Laplace dans le cas non hilbertien, mais dans le cas hilbertien il faut changer

l�espace W parX pour éviter le problème de régularité.

Notation et cadre fonctionnel

Tout au long de ce travail,

� n désigne un entier supérieur ou égal à 2 et p un réel dans l�intervalle ]1;1[ :

� D (Rn), l�espace des fonctions indé�niment di¤érentiable à support compact dans

Rn; D 0 (Rn) son dual.

� A tout réel p 2]1;1[, on a associée son conjugué par la relation

1

p
+
1

p0
= 1:

On rappelle que Lp (Rn) désigne l�espace des fonctions mesurables telles queZ
Rn

jujp dx <1;

qui muni de la norme

kukLp(Rn) =

0@Z
Rn

jujp dx

1A
1
p

;

est un espace de Banach dont le dual est Lp
0
(Rn).

� Pour tout entier naturel m; Wm;p (
) désignera comme l�espace de Sobolev

Wm;p (
) =
�
v 2 D 0(
); 8� 2 Nn; j�j � m; @�u 2 Lp (
)

	
;
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doté par la norme

kukWm;p(
) =

(X
��m



@�u

p
Lp(
)

)1
p
:

� Pl

�
resp. P�

l

�
l�espace des polynômes (resp. polynôme harmonique) surRn de degré

inférieur ou égal à l:

� On convient que Pl = P�
l = f0g si l < 0.

� D�autre part, pour tout sous espace fermé Y d�un espace de Banach X; on note

X=Y; l�espace quotient de X par Y et le polaire de Y dans le dual X 0de X :

X 0?Y = ff 2 X 0; 8v 2 Y; hf; vi = 0g :

� A�l : Espace des polynômes harmoniques de degré inférieur ou égal à l et véri�ant

la condition

u (x01; 0) = 0; où x
0
1 = (x1; :::xn�1) :

� Espace des polynômes harmoniques impairs par rapport à xn et de degré inférieur

ou égal à l.

� N�
l : Espace des polynômes de degré inférieur ou égal à l et véri�ant la condition

@u

@xn
(x01; 0) = 0; où x

0
1 = (x1; :::xn�1) :

� Espace des polynômes harmoniques pairs par rapport à xn et de degré inférieur

ou égal l:

� fPl : Espace des polynômes Pl dépend de n� 1 premier variable.

� R�
l : Le sous espace de P�

l � fPl�1 engendré par les couples
�
p; � @p

@xn
(x01; 0)

�
quand p décrit A�l :

� Q�
l : Le sous espace deP�

l � fPl engendré par les couples (p; p (x0; 0)) quand p décrit

(parcourt) N�
l :



Chapitre 1

Espaces de Sobolev avec poids

1.1 Dé�nitions des espaces avec poids Wm;p
� (
)

Nous allons donc introduire une famille d�espaces adaptée au cas d�un ou-

vert non borné ou extérieur de Rn, ils nous serviront pour des domaines su¤-

isamment réguliers, complémentaires d�ouverts bornés, nous introduisons les

hypothèses sur ces ouverts au fur et à mesure des besoins.

Dé�nition 1.1 Soit 
 un ouvert de Rn et � 2 Nn; �; � 2 R; m 2 N; X 2 Rn: Posons

r = jxj =
�

nP
i=1

x2i

� 1
2

;

� = �(r) = (1 + r2)
1
2 ;

lg r = Log(2 + r):

Introduisons maintenant une famille d�espaces

Wm;p
� (
) =

�
u 2 D 0 (
) ; 8� 2 Nn : 0 � j�j � m; ���m+j�jD�u 2 Lp (
)

	
;

cet espace sera souvent considéré dans le cas
n

p
+ � =2 f1; :::;mg :

Wm;p
� (
) = fu 2 D 0 (
) ;

8� 2 Nn : 0 � j�j � k; ���m+j�j (lg r)�1D�u 2 Lp (
) ;

8� 2 Nn : k + 1 � j�j � m; ���m+j�jD�u 2 Lp (
)g;

Dans le cas où
n

p
+ � 2 f1; :::;mg ; on pose k = k (m;n; p; �) = m � n

p
� �, où dans le

cadre de la présente note, 
 est soit R2 tout entier, soit le demi-plan R2+:
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Nous sommes, en mesure de faire un certain nombre de remarques

Remarque 1.1 En convenant de poser :

k =

8>>>><>>>>:
�1; si

n

p
+ � =2 f1; :::;mg ;

m� n

p
� �; si

n

p
+ � 2 f1; :::;mg :

Wm;p
�;� (
) = fu 2 D

0
(
) ;

8� 2 Nn : 0 � j�j � k; ���m+j�j (lg r)��1D�u 2 Lp (
) ;

8� 2 Nn : k + 1 � j�j � m; ���m+j�j (lg r)�D�u 2 Lp (
)g;

C�est un espace de Banach ré�exif équipé de sa norme naturelle

kukwm;p�;� (
)
=

( P
0�j�j�k




���m+j�j (lg r)��1D�u



p
Lp(
)

+
P

k+1�j�j�m




���m+j�j (lg r)�D�u



p
Lp(
)

) 1
p

:

Remarque 1.2 Lorsque � = 0, on notera plus simplementWm;p
� (
) au lieu deWm;p

�;0 (
) :

Le rôle des poids est de préciser le comportement à l�in�ni des éléments de ces espaces,

ils n�ont aucune in�uence sur les propriétés locale qui sont identiques, quel que soit �,

à celles des espaces de Sobolev usuels Hm (
) ; en particulier dans le cas, où 
 est le

complémentaire d�un compact �, tous les théorèmes sur les traces des éléments de Hm (
),

sur la frontière � de � restent exacts pour les traces sur � des éléments de Wm;p
� (
) :

Par ailleurs, les fonctions de Wm;p
� (
) appartiennent à Wm;p (�0) ; pour tout ouvert borné

�0 contenu dans 
. les traces 
0; :::; 
m�1 de ces fonctions sur � véri�ent donc les théorèmes

de traces usuels. Cela permet de dé�nir l�espace

0

Wm;p
� (
) =

�
v 2 Wm;p

� (
) ; 
0 = ... = 
m�1 = 0
	
;

on montre que D (
) est dense dans
0

Wm;p
� (
) est son dual W�m;p0

�� (
) est un espace de

distributions.

Remarque 1.3 i) � (r) et lg (r) ont à l�in�ni le comportement de r et de

Log (r) respectivement. Lorsque l�intérieur du complémentaire de 
 n�est pas vide, il
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est loisible d�y placer l�origine, ce qui permet de remplacer dans la dé�nition de Wm;p
� (
),

� (r) par r éventuellement après un changement d�unité lg (r) par log(r).

ii) Les poids ont été choisis de manière à permettre l�obtention d�inégalités de coercivité

grâce auxquelles nous construisons au chapitre suivant des formulations variationnelles

de plusieurs problèmes.

1.2 Les espaces de traces

A�n de dé�nir les traces des fonctions deWm;p
�

�
Rn+
�
, Hanouzet [14] à prolongé la dé�nition

des espaces aux valeurs réelles, comme toute fonction u appartenant à Wm;p
� (Rn) est

localement dans Wm;p (Rn), la trace de u sur l�hyperplan � = fx 2 Rn j xn = 0g est

localement dans Wm� 1
p
;p (Rn) : Nous nous proposons d�étudier le comportement à l�in�ni

des traces sur un hyperplan des fonctions de Wm;p
0 (Rn), pour cela nous introduisons les

espaces suivants

Dé�nition 1.2 Pour tout � 2 ]0; 1[ ; 1 < p <1; on pose

W �;p
0 (Rn) = fu 2 D 0 (Rn) ; w��u 2 Lp (Rn) ;R +1

0
t�1��pdt

R
Rn ju (x+ tei)� u (x)jp dx <1

o
;

où w = � si
n

p
6= � et w = � (lg �)

1
� si

n

p
= � et e1; :::; en désignent les vecteurs de la

base canonique de Rn:

W �;p
0 (Rn) : est un espace de Banach pour la norme

kukW�;P
0 (Rn) =

 


 u
w�




p
Lp(Rn)

+

nX
i=1

Z 1

0

t�1��p
Z
Rn
ju (x+ tei)� u (x)jp dx

! 1
p

:

Cette norme est équivalente à la norme suivante :0@


 u
w�




p
Lp(Rn)

+

Z
Rn�Rn

ju (x)� u (y)jp

jx� yjn+�p
dxdy

1A 1
p

:

Pour tout nombre réel �; on introduire l�espace suivant :

W �;p
� (Rn) = fu 2 D 0 (Rn) ; w���u 2 Lp (Rn) ;Z

Rn�Rn

j�� (x)u (x)� �� (y)u (y)jp

jx� yjn+�p
dx <1

�
;
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où w = � si
n

p
+ � 6= � et w = � (lg �)

1
��� si

n

p
+ � = �:

� Pour tout s 2 R+; on pose

W s;p
� (Rn) =

�
u 2 D 0 (Rn) ; 0 � j�j � k; ���s+j�j (lg �)�1D�u 2 Lp (Rn) ;

k + 1 � j�j � [s]� 1; ���s+j�jD�u 2 Lp (Rn) ; D[s]u 2 W �;p
� (Rn)

	
;

avec � = s� [s] et k =

8>>>><>>>>:
s� n

p
� � si

n

p
+ � 2 f�; :::; � + [s]g ;

�1 si
n

p
+ � =2 f�; :::; � + [s]g :

� W s;p
� (Rn) : est un espace de Banach pour la norme

kukW s;p
� (Rn) =

" P
0�j�j�k



���s+j�j (lg �)�1D�u


p
Lp(Rn) +

P
k+1�j�j�[s]�1



���s+j�jD�u


p
Lp(Rn)

# 1
p

+
P

j�j=[s]



D�u



W�;p
� (Rn) :

Si s < 0 l�espace W s;p
� (Rn) est le dual de W�s;p0

�� (Rn) :

On a le résultat suivant :

Théorème 1.1 Soit m � 1 un entier et � un nombre réel. Il existe une application

linéaire continue 
 =
�

0; :::; 
m�1

�
de Wm;p

�

�
Rn+
�
dans

m�1Q
j=0

W
m�j� 1

p
;p

� (Rn�1) avec les

propriétés suivantes :

� Pour u 2 D
�
Rn+
�
; 
u =

�
u (x0; 0) ;

@u

@y
(x0; 0) ; :::;

@m�1u

@ym�1
(x0; 0)

�
:

� 
 est une application surjective.

� 
�1 (0) =
0

Wm;p
�

�
Rn+
�
:

En plus si p = 2 on a la formule de Green suivante :

Z
Rn+

u
@v

@xi
dx = �

Z
Rn+

@u

@xi
vdx; 8i = 1 =; :::; n� 1;

Z
Rn+

u
@v

@xn
dx = �

Z
Rn+

@u

@xn
vdx+

Z
Rn�1

u (x0; 0) v (x0; 0) dx0:

pour toute fonction u 2 W 1
�

�
Rn+
�
et v 2 W 1

1��
�
Rn+
�
:
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1.3 Propriétés fondamentales des espaces Wm;p
�;� (
)

Les propositions qui suivent se véri�ent immédiatement ou se démontrent en reprenant

mot pour mot, la démonstration de la propriété correspondante des espaces Hm:

Proposition 1.1 Wm;2
� (
) est un espaces de Hilbert pour le produit scalaire

(u; v)Wm;2
� (
) =

X
0�j�j�k

Z



�2(��m+j�j) (lg r)�2D�uD�v

+
X

k+1�j�j�m

Z



�2(��m+j�j)D�uD�v:

Proposition 1.2 On a les inclusions suivantes avec injections continues :

Lorsque
n

p
+ � =2 f1; :::;mg ;

Wm;p
�;� (
) ,! Wm�1;p

��1;� (
) ,! ::: ,! W 0;p
��m;� (
) :

Lorsque, par contre
n

p
+ � = i 2 f1; :::;mg ;

Wm;p
�;� (
) ,! ::: ,! Wm�i+1;p

��i+1;� (
) ,! Wm�i;p
��i;��1 (
) ,! ::: ,! W 0;:p

��m;��1 (
) :

Proposition 1.3 Soit u 2 Wm;p
�;� (
) ; alors

8� 2 Nn; 0 � j�j � m; D�u 2 Wm�j�j;p
� ; � (
) ;

cette application est continue.

Proposition 1.4 Pour tout � 2 Nn et � 2 R; il 9 une constante C(�; �), telle que

��D���
�� � C���j�j:

On a dé�nit aussi la semi norme

jujWm;p
�;� (
)

=

0@X
j�j=m




�� (lg r)�D�u



p
1A 1

p

:
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1.4 Approximation des éléments de
0

Wm;p
�;� (
) par des

fonctions régulières

Théorème 1.2 D (Rn) est dense dans Wm;p
�;� (Rn) :

Preuve. Tout d�abord, étant donné un élément u de Wm;p
�;� (Rn), nous construisons

une suite (un)n2N ayant un support compact convergente vers u sur ce support, les

topologies Wm;p
�;� (Rn) et Wm;p (Rn) coïncident, chaque élément de cette suite peut donc

être approché par un élément de D (Rn), ce qui achève la démonstration.

En e¤et, nous pouvons écrire après avoir mené à bien la première étape

8u 2 Wm;p
�;� (R

n) ; 8" > 0; 9un 2 (un)n2N

Supp (un) � B (0; Rn) et ku� unkWm;p
�;� (Rn)

� "

2
:

La deuxième étape permet d�écrire

9vn 2 D (Rn) ; kun � vnkWm;p(B(0;Rn))
= kun � vnkWm;p

�;� (Rn)
� "

2
:

Il ne nous reste donc plus qu�a construire cette suite (un)n2N :

Dans ce but, nous allons introduire une fonction de troncature, plus précisément,

introduisons une fonction � 2 C1 ([0;1[), telle que

8t 2 [0; 1] ; � (t) = 0;

8t 2 [1; 2] ; 0 � � (t) � 1;

8t 2 [2;1[ ; � (t) = 1:

Posons alors pour l�entier naturel n :

�n (x) =

8<: �
�

n
Logjxj

�
; 8x 2 Rn; jxj > 1;

1 sinon.

Nous voyons que :

8x 2 Rn; jxj � exp
�
n
2

�
�n (x) = 1;

8x 2 Rn; exp
�
n
2

�
� jxj � exp (n) 0 � �n (x) � 1;

8x 2 Rn; jxj � exp (n) �n (x) = 0:
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Ce qui montre que �n est bien une fonction de troncature, il sera commode, dans la suite,

poser

8r 2
�
exp

�
n
2

�
; exp (n)

�
 n (r) = �

�
n

Log r

�
:

Nous aurons besoin de deux lemmes.

Lemme 1.1 Pour r 2
�
exp

�
n
2

�
; exp (n)

�
et n � 2 nous avons l�inégalité���� djdrj n (r)
���� s � Cj

rjLog r
:

Preuve. a) On démontre par récurrence que :

dj

drj
	n (r) =
jP
m=1

�(m)
�

n

Log r

� X
�1+:::+j ; �j=j
�1+�2+:::+�j=m

C�1:::�M

�
d

dr

�
n

Log r

���1
:::
dj

drj

�
n

Log r

��j
:

b) On démontre en suite toujours par récurrence que :

di

dri

�
1

Log r

�
=
1

ri
1

Log2r
Pi�1

�
1

Log r

�
:

Où Pi�1 (t) est un polynôme en t; de degré i� 1 au plus.

c) En reportant cette expression dans  (j)n (r) ; on obtient la majoration souhaitée en

tenant compte du fait que

pour les valeurs considérées de r et n, on a:

n

Log r
2 [1; 2] ; 0 � 1

Log r
� 1:

En e¤et, nous pouvons écrire que����� d

dr

�
n

Log r

���1
:::

�
dj

drj

�
n

Log r

���j ����
� 2m (Log r)m

����� d

dr

�
n

Log r

���1
:::

�
d

dr

�
n

Log r

���j ����
� Cm (Log r)

m 1

rj
1

(Log2r)m
� Cm
rj (Log r)m

� Cm
rj (Log r)

:
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Lemme 1.2 Pour x 2 Rn, tel que jxj 2
�
exp

�
n
2

�
; exp (n)

�
, n � 2; � 2 Nn; nous avons

la majoration ��D��n (x)
�� � C�

� (r)j�j Log r
:

Preuve. Comme

D��n (x) = D� n (jxj) ;

nous pouvons véri�er par récurrence que

D��n (x) =
dj�j

drj�j
 n (jxj) (@1 (jxj))

�1 (@2 (jxj))�2 ::: (@n (jxj))�n

+

j�j�1X
j�j=1

dj�j

drj�j
 n (x)

(X
�

C�
j�j
�
i=1
D�i (jxj)

)
;

où
� 2 (�1; :::; �n) 2 Nn ; � = (�1; :::; �n) 2 Nn ;

�i 2 Nn ;
P
j�ij = j�j ;

P
(j�ij � 1) = j�j � j�j ;

� =
�
�1; :::; � j�j

�
:

Puisque

8� 2 Nn; jD� jxjj � C�

jxjj�j�1
:

Il vient immédiatement que

��D��n (x)
�� � C�

jxjj�j Log jxj
;

les hypothèses du lemme impliquant d�autre part que

r � exp (1) ;

d�où
r �

p
r2 + 1 � r

p
2

et

Log r � Log (2 + r2) = lg (r)

r �
p
r2 + 1 = � (r) :

nous en déduisons le résultat annoncé.

Nous pouvons Maintenant passer à la démonstration du théorème.
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Soit donc la suite un dé�nie par

un = �nu:

Cette suite un converge vers u ssi :

8� 2 Nn; 0 � j�j � k;



���m+j�j (lg r)��1D� (u� un)





Lp(Rn)

:

D�une part et

8� 2 Nn; k + 1 � j�j � m;



���m+j�j (lg r)�D� (u� un)





Lp(Rn)

:

D�autre part, tendent vers 0 lorsque n tend vers l�in�ni. Démontrons pour les termes

de la deuxième série, la démonstration est identique pour la première. En développant

D� (�nu) nous obtenons


���m+j�j (lg r)�D� (u� un)




Lp(Rn)

�



���m+j�j (lg r)� (1� �n)D

�u




Lp(Rn)

+
P

���;� 6=0
C��




���m+j�j (lg r)�D��nD
���u





Lp(Rn)

:

Le premier terme du membre de droite tend vers 0. Les autres s�écrivent :


���m+j�j (lg r)�D��nD
���u





Lp(Rn)

=8>><>>:
Z

exp(n2 )�jxj�exp(n)

�p(��m+j�j) (lg r)p�
��D��nD

���u
��p dx 1

p

9>>=>>;
1
p

et en utilisant la majoration obtenue au deuxième lemme 1.2 pour D��n nous arrivons

à 


���m+j�j (lg r)�D��nD
���u





Lp(Rn)

�(Z
exp(n2 )�jxj�exp(n)

�p(��m+j���j) (lg r)p(��1)
��D���u

��p dx) 1
p

Cette quantité tend bien vers 0 puisque u 2 Wm;p
�;� (Rn), nous avons donc montré que

lim
n!1

ku� unkWm;p
�;� (Rn)

= 0:
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La démonstration du théorème s�achève, alors le résultat.

Comme on a prouver que D (Rn) est dense dans Wm;p
�;� (Rn), de sorte que le dual de

Wm;p
�;� (Rn) noté par W

�m;p0
��;�� (Rn), est un espace de distribution. On dé�nit aussi la semi

norme

jujWm;p
�;� (Rn)

=

0@X
j�j=m




�� (Log r)� @�u


p
1A 1

p

:

On notera que la présence du poids logarithmique, n�intervient que pour des exposants

dits critiques ie : qui véri�ent
n

p
+ � 2 f1; :::;mg leur introduction indispensable pour

prolonger certains résultats obtenus dans ce cas non critique.

Remarque 1.4 Le facteur
1

Log r
indispensable dans la majoration de

���� djdrj n (r)
���� obtenue

au 1.2 En e¤et, il est utilisé lorsque
n

p
+ � 2 f1; :::;mg pour les termes tels que

j�j � k + 1 et j�� �j � k:

La fonction de troncature utilisé par Hanouzet [14], ne convenait donc pas ici.

Le théorème suivant généralise le résultat que nous venons d�obtenus à un ouvert


 6= R2:

Théorème 1.3 Soit 
 un ouvert ayant la propriété du segment (ie : régulier), D
�


�
est

dense dans Wm;p
�;� (
).

Preuve. On procède comme pour le théorème précédent. La même fonction de tronca-

ture �n dé�nie sur Rn donc sur 
, permet de construire une suite un dont les éléments sont

à support compact. On termine la propriété d�approximation des éléments de Wm;p (
)

par ceux de D
�


�
:

Nous pouvons maintenant introduire la

Dé�nition 1.3 Pour 
 6= Rn;
0

Wm;p
�;� (
) désignera l�adhérence de D (
) dans Wm;p

�;� (
) :

Un théorème (d�isomorphisme)

Le théorème est l�objet de ce paragraphe nous donnera la possibilité de réduire l�étude

de la famille d�espaces Wm;p
�;� (
) à celle d�une sous-famille plus restreinte.
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Théorème 1.4 Soient 
; � 2 R et 
 un ouvert de Rn, l�application

u �! lg (r)� u;

est un isomorphisme deWm;p
�;� (
) surW

m;p
�;��� (
) : D�autre part, lorsque �+

n

p
=2 f1; :::;mg

alors pour toute 
 2 R; telle que �+ n

p
� 
 =2 f1; :::;mg, l�application

u �! � (r)
 u;

est un isomorphisme de Wm;p
�;� (
) sur W

m;p
��
;� (
) :

Preuve. Le théorème 1.3 va nous permettre de travailler avec des u réguliers nous

allons d�autre part, utiliser le fait que

8
 6= 0;
���D��
 (lg r)�

��� � C�
�j�j (lg r)�

et���D�
�
(lg r)�

���� � C� (r)�j�j (lg r)��1 :

Soit donc u 2 D
�


�
posons

v = (lg r)� u:

Nous avons alors:

���m+j�j (lg r)���D�v = P
���

�
�
�

�
���m+j�j (lg r)���D� (lg r)�D���u:

D�où il découle que

���m+j�j (lg r)���
��D�v

�� �
C
P
���

�
�
�

�
���m+j���j (lg r)��1

��D���u
�� :

et donc que

8u 2 D
�


�
; kvkWm;p

�;���(
)
� C kukWm;p

�;� (
)
:

Réciproquement, puisque

u = (lg r)�� v

on véri�e de la première partie du théorème, s�achève alors par densité.
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La deuxième partie se démontre comme la première partie. La restriction
n

p
+ � =2

f1; :::;mg est nécessaire parce que lorsqu�elle n�est pas véri�ée, il faudrait pouvoir obtenir

une majoration en (lg r)��1, alors qu�on ne peut faire mieux que (lg r)� :

Nous allons établir des résultats du type de l�inégalité de Poincaré sur ces espaces ils

sont basés sur l�inégalité suivante:

1.5 Inégalité de Hardy

Lemme 1.3 Soient f 2 D (]R;1[) et p 2 ]1;1[, alors

a) Si �; 
 2 R avec � 6= �1 et R � exp
�
2j
j
�+1

�
, nous avons

+1Z
R

jf (r)jp r� (Log r)
 dr �
�

2p

j� + 1j

�p +1Z
R

����dfdr
����p r�+p (Log r)
 dr: (1.1)

b) Si 
 2 R avec 
 6= �1 et R > 1, nous avons

+1Z
R

jf (r)jp r�1 (Log r)
 dr �
�

p

j
 + 1j

�p +1Z
R

����dfdr
����p r�1+p (Log r)
+p dr: (1.2)

Preuve. En utilisant l�égalité suivante

d

dr

�
r�+1 (Log r)


�
=
h
(� + 1) r� (Log r)
 + r�+1




r
(Log r)
�1

i
=

�
(� + 1) r� (Log r)
 + r�
 (Log r)


1

Log r

�
= r� (Log r)


��
� + 1 +




Log r

��
:

Avec l�hypothèse sur

R � exp
�
2 j
j
j� + 1j

�
et � 6= �1:

8r � R =) Log r � Log R �
�
2 j
j
j� + 1j

�
� 0:

��r� (Log r)
�� : ������ + 1 + 


Log r

����� � r� (Log r)

�����j� + 1j � ���� 


Log r

���������
� r� (Log r)


�����j� + 1j � j� + 1j2

�����
=
j� + 1j
2

r� (Log r)
 :
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alors ��r� (Log r)
�� : ������ + 1 + 


Log r

����� � j� + 1j
2

r� (Log r)


=) r� (Log r)
 � 2

j� + 1j
��r� (Log r)
�� ������ + 1 + 


Log r

�����
=

2

j� + 1j
d

dr

�
r�+1 (Log r)


�
D�après cette inégalité on obtient l�inégalité suivante

+1Z
0

jf (r)jp r� (Log r)
 � 2

j� + 1j

+1Z
0

jf (r)jp d
dr

�
r�+1 (Log r)


�
dr (1.3)

Nous intégrons par parties le membre droite de (1.3)Z +1

0

jf (r)jp d
dr

�
r�+1 (Log r)


�
dr =�

jf (r)jp r�+1 (Log r)

�+1
R

�
Z +1

0

p
df (r)

dr
jf (r)jp�1

�
r�+1 (Log r)


�
dr

=

Z +1

0

p
df (r)

dr
jf (r)jp�1

�
r�+1 (Log r)


�
dr:

Nous avons alors

+1Z
0

jf (r)jp r� (Log r)
 � �2p
j� + 1j

+1Z
0

df (r)

dr
jf (r)jp�1

�
r�+1 (Log r)


�
dr

� 2p

j� + 1j

+1Z
0

df (r)

dr
jf (r)jp�1

�
r�+1 (Log r)


�
dr:

On aR +1
0

���df(r)dr

��� jf (r)jp�1 �r�+1 (Log r)
� dr =R +1
0

���df(r)dr

��� jf (r)jp�1 r1+�
p r

�(p�1)
p (Log r)



p (Log r)


(p�1)
p dr

�
hR +1
0

���df(r)dr

���p r�+p (Log r)
i 1p : hR +10 jf (r)jp (Log r)
 r�dr
i p�1

p
:

AlorsZ +1

0

jf (r)jp r� (Log r)
 �

2p

j� + 1j

�Z +1

0

����df (r)dr

����p r�+p (Log r)
� 1p : �Z +1

0

jf (r)jp (Log r)
 r�dr
� p�1

p

:
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24+1Z
0

jf (r)jp r� (Log r)

35 1

p

� 2p

j� + 1j

24+1Z
0

����df (r)dr

����p r�+p (Log r)

35 1

p

=)

24+1Z
0

jf (r)jp r� (Log r)

35 � 2p

j� + 1j

24+1Z
0

����df (r)dr

����p r�+p (Log r)

35 :

D�où le résultat.

Deuxième cas : si 
 2 R, avec 
 6= �1 et R � 1, nous avons :
1Z
R

jf (r)jp r�1 (Log r)
 dr �
�

p

j
 + 1j

�p 1Z
R

����df (r)dr

����p r�1+p (Log r)
+p dr:
En utilisant cette égalité :

1

r
(Log r)
 =

1

(
 + 1)

d

dr
(Log r)
+1 :

On a

8r � R;

Z 1

R

jf (r)jp r�1 (Log r)
 dr = � 1


 + 1

Z 1

R

p
df (r)

dr
jf (r)jp�1 (Log r)
+1 dr

= � p


 + 1

Z 1

R

df (r)

dr
jf (r)jp�1 (Log r)



p : (Log r)


(p�1)
p r

(p�1)
p r

(1�p)
p dr:

avec l�utilisation de l�inégalité de Hardy on obtientZ 1

R

jf (r)jp r�1 (Log r)
 dr �

p

j
 + 1j

�Z 1

R

����df (r)dr

����p r�1+p (Log r)p dr� 1p : �Z 1

R

jf (r)jp (Log r)
 r�1dr
� p�1

p

=)

241Z
R

jf (r)jp r�1 (Log r)
 dr

35 1
p

� p

j
 + 1j

241Z
R

����df (r)dr

����p r�1+p (Log r)p dr
35 1

p

=)

241Z
R

jf (r)jp r�1 (Log r)
 dr

35 � p

j
 + 1j

241Z
R

����df (r)dr

����p r�1+p (Log r)p dr
35 :

d�où le résultat.

Dé�nition 1.4 Les polynômes présents dans les espaces Wm;p
�;� (
) vont jouer un certain

rôle. On preuve facilement que q le plus haut degré des polynômes contenus dansWm;p
�;� (
)
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dé�ni par

q =

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

m�
�
n

p
+ �

�
� 1 si

8>>>><>>>>:
n

p
+ � 2 f1; :::;mg et (� � 1) p � �1

ou
n

p
+ � 2 fi 2 Z; i � 0g et �p � �1;

�
m�

�
n

p
+ �

��
sinon.

[:] : La partie entière.

Notons Pq l�espace des polynômes de degré inférieur ou égal à q, si q est négatif, Pq est

nul

Remarque 1.5 Dans le cas où � = 0; le plus haut degré des polynômes contenus dans

Wm;p
�;� (
) donnés par

q =

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

�
m�

�
n

p
+ �

��
; si

8>>>><>>>>:
n

p
+ � 2 f1; :::mg

ou
n

p
+ � =2 f1; :::;mg et n

p
+ � =2 fi 2 Z; i � 0g ;

m�
�
n

p
+ �

�
� 1; si

n

p
+ � 2 fi 2 Z; i � 0g :

Nous aurons aussi besoin de la

Dé�nition 1.5 Soit 
 un ouvert de Rn, nous noterons Fm;q (
) l�espace des fonctions

dé�nies sur 
;

- dont la restriction à chaque composante connexe bornée de 
 est un polynôme de degré

m� 1 au plus.

- dont la restriction à chaque composante connexe non bornée de 
 est un polynôme de

degré inf (q;m� 1) au plus.

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème qui est l�objet de ce paragraphe
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Théorème 1.5 Soit �; � deux réels et m un entier � 1 tels que

n

p
+ � =2 f1; :::;mg ou (� � 1) p 6= �1:

Soit q0 = inf (q;m� 1), où q le plus haut degré des polynômes contenus dans Wm;p
�;� (
).

Alors la semi norme j:jWm;p
�;� (
)

est une norme sur Wm;p
�;� (
) =Pq0, équivalente à la

norme quotient. En particulier si q0 < 0; la semi norme j:jWm;p
�;� (
)

est une norme sur

Wm;p
�;� (
) ; équivalente à la norme k:kWm;p

�;� (
)
:

Rappel sur la norme quotient

[u]Wm;p
�;� (
)

= k _ukWm;p
�;� (
)=Pq

= inf
q2Pq0

ku+ qkWm;p
�;� (
)

Dans certains cas il est possible de mieux caractérisé le comportement à l�in�ni des fonc-

tions de Wm;p
�;� (Rn) : A titre d�exemple, on a

Lemme 1.4 Soit p > n; � 2 R tels que n
p
+ � 6= 1. Pour toute fonction u 2 W 1;p

� (Rn)

et x 2 Rn tel que jxj > 1;on a

ju (x)j � C jxj1�
n
p
�� kukWm;p

�;� (Rn)
et lim

jxj�!1
jxj�+

n
p
�1 ju (x)j = 0;

où C est une constante indépendante de u.

Preuve. On traite tout d�abord le cas � = 0. Soit � 2 D (Rn) à support compact

dans la boule de rayon 1 centrée à l�origine en (0) et égale à 1 sur la boule de rayon
1

2
centrée en (0) : L�estimation proposée est triviale pour u�. D�autre part, on montre

aisément que

r (u (1� �)) 2 Lp (Rn) ; p > n;

de Sorte que, grâce aux injections de Sobolev, on a

ju (x) (1� � (x))� u (y) (1� � (y))j � C kr (u (1� �))kLp(Rn) jx� yj1�
n
p ;

Ce qui permet de conclure en choisissant y = 0: Pour traité le cas général, il su¢ t de

remarquer que si u 2 W 1;p
� (Rn) et

n

p
+ � 6= 1, alors

��u 2 W 1;p
0 (Rn) :
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Pour la seconde propriété, on considère une suite un 2 D (Rn)

approximant u dans W 1;p
� (Rn) : il découle de la première inégalité que

sup
jxj>1

���jxj�+n
p
�1 u (x)� jxj�+

n
p
�1 un (x)

��� � C kr (u� un)kW 1;p
�
:

Par conséquent, en dehors de la boule unité jxj�+
n
p
�1 u est limite uniforme de fonctions à

support compact et tend vers (0) à l�in�ni.

Passons maintenant à la démonstration du théorème

Preuve. du théoréme (1.5)

Il est clair par construction de Pq0 ; que j:jWm;p
�;� (
)

est une norme sur Wm;p
�;� (
) =Pq0 et

que

8u 2 Wm;p
�;� (
) ; jujWm;p

�;� (
)
� kukWm;p

�;� (
)

(k:k la norme naturelle). Il reste à montrer que

9C; 8 _u 2 Wm;p
�;� (
) =Pq0 : k _ukWm;p

�;� (
)=P�q
� C j _ujWm;p

�;� (
)

Le reste voir [12].

Lemme 1.5 Etant donnés �; � et m � 1, tels que
n

p
+ � =2 f1; :::;mg ou (� � 1) p 6= �1:

Soit B = B (0; R), la boule ouverte de centre l�origine et de rayon R su¢ samment grand.

Notons B0 = BC
R , le complémentaire de B Alors la semi norme j:jWm;p

�;� (B
0) est une norme

sur
0

Wm;p
�;� (B

0), équivalente à la norme induite par Wm;p
�;� (B

0) :

Preuve. Remarquons tout d�abord qu�en vertu de la remarque 1.3 , nous pouvons

remplacer � (r) par r et lg (r) par Log r dans la dé�nition Wm;p
�;� (
) sans changer la

topologie, ensuite D (B0) étant dense dans
0

Wm;p
�;� (B

0) Par dé�nition, nous pouvons tra-

vailler avec u dans D (B0). La démonstration du lemme est basée sur l�utilisation des

coordonnées polaires et l�inégalité de Hardy, nous avons donc

@u

@r
=
�!ru:

�!r
r
=

nP
i=1

@u

@xi
:
ri
r
;����@u@r

���� � nX
i=1

���� @u@xi
���� ���rir ��� Cauchy Schwartz.����@u@r

����p � n
p
�p :

nP
i=1

���� @u@xi
����p ;
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et plus généralement

8� 2 Nn : 0 < j�j � n� 1;
���� @@rD�u

����2 � n
p
�p

nP
i=1

���� @@xiD�u

����2
D�autre part,

D�u (r; �) =

Z r

R

@

@�
D�u (�; �) d�

(1.4)

Appliquons pour � �xé et R su¢ samment grand, l�inégalité de Hardy à la fonction

r �! D�u (r; �) ;

Puis intégrons en �, nous obtenons

8� 2 Nn : 0 � j�j � k � 1;


r��m+j�j (Log r)��1D�u




Lp(B0)

�




r��m+j�j+1 (Log r)��1 @@r �D�u

�




Lp(B0)

;

puis, comme nous avons exclu le cas (� � 1) p 6= �1, lorsque n
p
+ � 2 f1; :::;mg, il

vient

8� 2 Nn; j�j = k;


r��m+j�j (Log r)��1D�u




Lp(�0)

� C





r��m+j�j+1 (Log r)� @

@r
D�u






Lp(�0)

C�est pour ces valeurs de �, que nous avons besoin de poids logarithmiques et de l�inégalité

de Hardy généralisée. En�n, pour le dernier cas à considérer, nous arrivons à

8� 2 Nn : k + 1 � j�j � m� 1;


r��m+j�j (Log r)�D�u




Lp(B0)

� C





r��m+j�j+1 (Log r)� @

@r

�
D�u

�




Lp(B0)

;

nous en déduisons, en prenant en compte les relations (1.4) que 8l = 0; 1; :::;m� 1X
j�j=l




r��m+j�j (Log r)�0 D�u




Lp(B0)

� C
X

j�j=l+1




r��m+j�j (Log r)�00 D�u




Lp(B0)

;

où

�0 =

8<: � � 1; si 0 � j�j � k

�; sinon
; �00 =

8<: � � 1; si 0 � j�j � k;

�; sinon
;

ce qui permet de proche en proche de véri�er l�assertion du lemme

On dé�nit �nalement les espaces

D = fv 2 D (Rn) ; div v = 0g ; Hp = fv 2 Lp (Rn) ; div v = 0g :

Lemme 1.6 L�espace D est dense dans Hp.
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1.6 Une deuxième famille d�espaces de Sobolev avec

poids

Introduction

Une deuxième famille de régularité du chapitre suivant nous conduiront (naturellement)

dans le cas de p = 2 à introduire une famille d�espaces très proches des espaces Wm
l ou

Wm
l;q; étudiés lors des paragraphes précédents. Nous verrons que ces nouveaux espaces

sont identiques aux Wm
l en dimension trois ie : le cas non critique et n�en di¤érent en

dimension deux, que du fait de l�apparition brutale d�un logarithme dans la suite des

poids intervenant dans la dé�nition Wm
l :

1.7 Dé�nitions et premières propriétés

Dé�nition 1.6 Soient m 2 Z; alors Xm+l
l (R2) est l�espace dé�ni par

Xm+l
l (R2) = ff 2 Wm

0 (R2) ;

8� 2 N2 : 0 � j�j � l; x�f 2 Wm+j�j
0 (R2) ; f 2 Hm+n

loc (R2)g:

Proposition 1.5 D (R2) est dense dans les espaces Xm+l
l (R2) :

Pour ce faire, nous aurons besoin de trois lemmes.

Lemme 1.7 Soient m 2 Z; l 2 N, alors

8u 2 Xm+l
l

�
R2
�
; 8� 2 D

�
R2
�
; �u 2 Xm+l

l

�
R2
�
:

Preuve. La propriété analogue étant vraie pour Hm+l (R2) et Wm+q
0 (R2) ; il vient,

pour tout � 2 D (R2)

8� 2 N2 : 0 � j�j � l; x�u 2 Wm+j�j
0 (R2) =) �x�u = x� (�u) 2 Wm+j�j

0 (R2) ;

8 2 D (R2) ;  u 2 Hm+n (R2) =) � u =  �u 2 Hm+l (R2) =) �u 2 Xm+l
l (R2) :

D�où le résultat.
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Lemme 1.8 Soient m 2 Z; l 2 N, tel que

i)

8� 2 N2 : j�j = l; x�u 2 Wm+l
0

�
R2
�
;

ii) 9�0 2 D (R2), identique à 1dans un voisinage de l�origine des coordonnées, telle que

�0u 2 Hm+l (R2), alors

8� 2 D
�
R2
�
; �u 2 Hm+l

�
R2
�
:

Preuve. On a

x�u 2 Wm+l
0 (R2) par hypothèse, il en découle que

8� 2 D
�
R2
�
; �x�u 2 Wm+l

0

�
R2
�
;

et même que x��u 2 Hm+l (R2) ; du fait de la présence de �; x� ne joue de rôle qu�à

l�origine des coordonnées , et nous avons donc

8" > 0; �u 2 Hm+l (B0
") tel que B

0
" =

C B":

Par ailleurs, �0u 2 Hm+l (R2) ; donc en choisissant "; tel que B" soit contenu dans le

voisinage de l�origine où �0 est identique à 1; il vient u 2 Hm+l (B") et donc

8� 2 D
�
R2
�
; �u 2 Hm+l (B") ;

et puisqu�il n�y pas de problème de raccord sur @B" du fait que

8"0 < 0; �u 2 Hm+l (B0
"0) ;

il vient

8� 2 D
�
R2
�
; �u 2 Hm+l

�
R2
�
:

D�où le résultat.

Lemme 1.9 Soient m 2 Z; l 2 N; alors si u à support compact

u 2 Xm+l
l

�
R2
�
() u 2 Hm+l

�
R2
�
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Preuve. La propriété analogue est vraie pour les espaces W .

On a

Xm+l
l (R2) = ff 2 Wm

0 (R2) ;

8� 2 N2 : 0 � j�j � l; x�f 2 Wm+j�j
0 (R2) ; f 2 Hm+l

loc (R2)g

et u à support compact, nous avons doncn
8� 2 N2; 0 � j�j � l; x�u 2 Wm+j�j

0 (R2)
o
()

�
8� 2 N2; 0 � j�j � l; x�u 2 Hm+j�j (R2)

	
:

Mais cette dernière propriété, plus le fait que u 2 Hm+l
loc (R2) est équivalente à u 2

Hm+l (R2) : D�où le résultat.

Proposition 1.6 Soient m 2 Z; l 2 N; alors D (R2) est dense dans Xm+l
l (R2) :

Preuve. La démonstration est analogue à celle des W (c�est le même principe).

Montrons maintenant que Xm+l
l (R2) est un espace de Hilbert.

Proposition 1.7 Soient m 2 Z; l 2 N et �0 2 D (R2) identique à 1 sur un voisinage de

l�origine des coordonnées, alors Xm+l
l (R2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(:; :)m;n dé�ni par

8u; v 2 Xm+l
l

�
R2
�
; (u; v)m;l =

X
0�j�j�l

(x�u; x�v)m+j�j;0 + (�0u; v)m+l :

Où

* (:; :)m+j�j;0 désigne le produit scalaire de W
m+j�j
0 (R2) :

* (:; :)m+l désigne le produit scalaire de H
m+l (R2) :

Remarque 1.6 La topologie ainsi dé�nie ne dépend pas du choix de la fonction �0:

Preuve. Il faut s�assurer que le produit scalaire ci-dessus fait de Xm+l
l (R2) un espace

de Hilbert, et que Xm+l
l (R2) est complet pour la topologie ainsi dé�nie.

Nous allons maintenant étudier le lien entre les deux famillesWm+l
l (R2) et Xm+l

l (R2) :
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1.8 Identité des familles Xm+l
l

�
R2
�
et Wm+l

l

�
R2
�
pour

m et l positifs

Lemme 1.10 Soient q; m; l 2 Z; alors les espaces :

Wm
l;q;loc

�
R2
�
=
�
u 2 D 0 �R2� ; 8� 2 D

�
R2
�
; �u 2 Wm

l;q

�
R2
�	

S�identi�ent à l�espace

Hm
loc

�
R2
�
=
�
u 2 D 0 �R2� = 8� 2 D

�
R2
�
; �u 2 Hm

�
R2
�	

Preuve. Ce résultat se déduit de la dé�nition où l�on constatait que les poids ne

jouent aucun rôle à distance �nie.

Proposition 1.8 Soientm; l 2 N; alors l�espaceXm+l
l (R2) s�identi�e à l�espaceWm+l

l (R2) :

Preuve. Voir la thèse [12]

1.9 Relations entre les familles Xm+l
l

�
R2
�
etWm+l

l

�
R2
�

dans le cas où m est négatif et l positif

Ce paragraphe étudié la familleX�m+l
l pourm positif (donc �m négatif) et �m+l positif,

on donne une deuxième dé�nition de cette famille.

Dé�nition 1.7 Soient m; l 2 N; tels que �m + l � 0; alors l�espace X�m+l
l (R2) peut

être dé�ni par la manière suivante équivalente à

X�m+l
l (R2) = ff 2 W�m

0 (R2) ;

8� 2 N2 : 0 � j�j � l; x�f 2 Wm+j�j
0 (R2) ; f 2 W�m+l

l (R2)g:

Théorème 1.6 Soient m 2 Z et l 2 N; alors nous avons les inclusions algébriques et

topologiques ci-dessous :

Wm+l
l;1

�
R2
�
,!
dense

Xm+l
l

�
R2
�
,!
dense

Wm+l
l;�1

�
R2
�

Preuve. Voir [12].
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1.10 Multiplication et dérivation dans les espacesXm+l
l

�
R2
�

Proposition 1.9 Soient m 2 Z; l 2 N; alors

u 2 Xm+l
l

�
R2
�
=) @ju 2 Xm�1+l

l

�
R2
�
:

Preuve. On sait que

u 2 Wm
0

�
R2
�
=) @ju 2 Wm�1

0

�
R2
�
:

On outre,

8� 2 N2 : 1 � j�j � n; x�@ju = @j (x
�u)�

X
j�j=j�j�1

C��jx
�u;

Or

u 2 Xm+l
l

�
R2
�
=) x�u 2 Wm+j�j

0

�
R2
�
= W

m+j�j�1
0

�
R2
�
; j�j = j�j � 1;

mais aussi
u 2 Xm+l

l (R2) =) x�u 2 Wm+j�j
0 (R2)

) @j (x
�u) 2 Wm+j�j�1

0 (R2)

, et nous avons ainsi montré que

x�@ju 2 Wm�1+j�j
0

�
R2
�
;

ce qui achève la démonstration, Puisque d�autre part

u 2 Hm+l
loc

�
R2
�
=) @ju 2 Hm�1+l

loc

�
R2
�
:

Proposition 1.10 Soient m 2 Z; l 2 N; l � 1; alors

u 2 Xm+l
l

�
R2
�
=) xiu 2 Xm+l

l�1
�
R2
�
:

Preuve. 8� 2 N2; 0 � j�j � l � 1; xix� = x�; j�j = j�j+ 1; il vient immédiatement

que n
8� 2 N2 : 1 � j�j � l; x�u 2 Wm+j�j

0

�
R2
�o

D�autre part,

u 2 Hm+l
loc

�
R2
�
=) xiu 2 Hm+l

loc

�
R2
�
:
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Proposition 1.11 Soient m 2 Z; l 2 N; alors tout u appartenant à Xm+l
l (R2) véri�e

8�; � 2 N2 : 0 � j�j = j�j � l; x�D�u 2 Wm
0

�
R2
�
:

Preuve. Propriété des espaces Xm+l
l (R2) :

Le cas où l négatif nous utiliserons le dualité et transposition

Dé�nition 1.8 Soient m 2 Z; l 2 N; alors nous désignerons par Xm�l
�l (R2) le dual

de X�m+l
+l (R2), soit

Xm�l
�l

�
R2
�
=
�
X�m+l
l

�
R2
���

Proposition 1.12 Soient m 2 Z; l 2 Z; alors D (R2) est dense dans Xm+l
l (R2) :

Preuve. C�est le même principe avec lesW; troncature et la régularisation et l�utilisation

de la topologie X:

Proposition 1.13 Soient m 2 Z; l 2 N; l � 1; alors

u 2 Xm�l
�l

�
R2
�
=) @ju 2 Xm�1�l

�l
�
R2
�
:

Preuve. Il s�agit de montrer que le produit scalaire h@ju; �i est dé�ni lorsque � 2

X�m+1+l
l (R2), or par dé�nition de la dérivée

h@ju; �i = �hu; @j�i ;

le fait que

� 2 X�m+1+l
l

�
R2
�
=) @j� 2 X�m+l

l

�
R2
�
;

ce qui montre l�existence et la continuité du produit scalaire considéré.

Proposition 1.14 Soient m 2 Z; l 2 N; alors

u 2 Xm�l
�l

�
R2
�
=) xiu 2 Xm+1�l�1

�l�1
�
R2
�
:
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Preuve. Il s�agit de montrer que le produit scalaire hxiu; �i ; est dé�ni lorsque

� 2 X�m+1+l+1
l+1 (R2) ; or

hxiu; �i = hu; xi�i ;

et en vertu de la proposition précédente,

� 2 X�m+1+l+1
l+1

�
R2
�
=) xi� 2 X�m+l

l

�
R2
�
:

Ce qui montre bien l�existence et la continuité du produit scalaire.

Remarque 1.7 La proposition 1.14 contient le cas l = 0; que ne contenait pas la

proposition 1.10 , et remarquons aussi bien que

u 2 Wm
0

�
R2
�
� Xm

0

�
R2
�
; xiu 2 Wm

�1
�
R2
�
:

à cause du logarithime présent dans certaines poids de Wm
0 (R2) et absent dans tous les

poids de Wm
�1 (R2) ; par contre

u 2 Xm
0

�
R2
�
� Wm

0

�
R2
�
=) xiu 2 Xm

�1
�
R2
�
=
�
X
�(m+1)+1
1

�
R2
���

Proposition 1.15 Soient m; l 2 Z; alors nous avons l�inclusion algébrique et topologique

Xm+l+1
l+1

�
R2
�
,! Xm+l

l

�
R2
�
:

En plus le premier espace est dense dans le deuxième.

1.11 Cas particulier : R2+

Si 
 = R2+ les mêmes dé�nitions que précédemment.

Théorème 1.7 D
�
R2+
�
est dense dans Wm;p

�

�
R2+
�
:

Preuve. La démonstration est analogue au théorème (D (R2) est dense dansWm;p
� (R2) :

Remarque 1.8 D
�
R2
�
est l�espace des restrictions à R2+ des fonctions de D (R2) :
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1.12 Propriétés de Wm;p
�

�
R2+
�

Théorème 1.8 Wm;p
�

�
R2+
�
coïncide algébriquement et topologiquement avec l�espace des

restrictions à R2+ des fonctions de Wm;p
� (R2) :

Lemme 1.11 Il existe un opérateur de prolongement linéaire continu de Wm;p
�

�
R2+
�
dans

Wm;p
� (R2) :

P : Wm;p
�

�
R2+
�
�! Wm;p

� (R2)

kPukWm;p
� (R2) � C kukWm;p

� (R2+)

Preuve. On utilise la méthode de Babich(voir l�article de Hanouzet [14]).

Remarque 1.9 Comme Wm;p
�

�
R2+
�
coïncide localement avec Wm;p

�
R2+
�
; pour m � 1;

D
�
R2+
�
n�est pas dense dans Wm;p

�
R2+
�
:

Nous introduisons donc un nouvel espace

Dé�nition 1.9 Pour m 2 N; � 2 R; 1 < p <1;

on désigne par
0

Wm;p
�

�
R2+
�
l�adhérence de D

�
R2+
�
dansWm;p

�

�
R2+
�
: Nous notonsW�m;p0

�a
�
R2+
�

le dual de
0

Wm;p
�

�
R2+
�
; avec

1

p
+
1

p0
= 1: Cet espace

�
W�m;p0
�a

�
R2+
��
est un espace de dis-

tributions.

1.13 Résultats sur
0

Wm;p
�

�
R2+
�

1- Pour m 2 N; �; � 2 R; l�application

u �! � (r)� u;

est un isomorphisme de
0

Wm;p
�

�
R2+
�
sur

0

Wm;p
���

�
R2+
�
:

Lemme 1.12 Soit m � 1un entier et �; � deux réels tels que

�+
n

p
=2 f1; :::;mg ou (� � 1) p 6= �1:

Soit q0 = inf (q;m� 1) ; où q désigne le plus haut degré des polynômes contenus dans

Wm;p
�;�

�
Rn+
�
: Alors la semi norme j:jWm;p

�;� (Rn+)
;
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* Est une norme sur
0

Wm;p
�;�

�
Rn+
�
; équivalente à la norme k:kWm;p

�;� (Rn+)
:

* Est une norme sur Wm;p
�;�

�
Rn+
�
=Pq0 :

*En particulier, si q0 < 0; la semi norme j:jWm;p
�;� (Rn+)

est une norme sur k:kWm;p
�;� (Rn+)

:

Preuve. Voir la démonstration dans le chapitre précédent.

Nous avons aussi le lemme suivant :

Lemme 1.13 Soit m � 0; � 2 R et u 2 Wm;p
�

�
Rn+
�
; on note par eu le prolongement par

zéro en dehors Rn+: Alors

eu 2 Wm;p
� (Rn)() u 2

0

Wm;p
�

�
Rn+
�
:



Chapitre 2

Résultats de Laplace et

polyharmonique sur Rn

2.1 Résultats préliminaires sur l�opérateur gradient

et divergence

Ce paragraphe exhibe certaines propriétés des opérateurs gradient et divergence dans les

espaces de Sobolev avec poids. On appliquera celles ci pour montrer certains résultats de

Laplace.

Lemme 2.1 Soit u 2 Wm;p
0 (Rn), tel que

8� 2 Nn : 0 � j�j �
�
m� n

p

�
; D�u (0) = 0:

Alors pour m � 1 et
n

p
=2 f1; :::;mg ; il existe une constante C indépendante de u; telle

que

kukWm;p
0 (Rn) � C jujWm;p

0 (Rn) :

Proposition 2.1 Pour tout entier n � 2 et 1 < p < +1, tel que n
p
6= 1:

Alors les opérateurs suivants

W 1;p
0 (Rn) =P[1�n

p ]
grad�! Lp (Rn) ? Hp

et

Lp
0
(Rn) =Hp0

div�! W�1;p0
0 (Rn) ? P[1�n

p ]
;
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sont des isomorphismes.

Preuve. L�opérateur gradient est clairement linéaire et continu, son noyau Kg réduit

à f0g ; pour 1 < p < n et à P0; pour n < p < 1; ie : Kg = P[1�n
p ]
D�ailleurs on sait

que

[u]W 1;p
0 (Rn) < C jujWm;p

0 (Rn) = C krukLp(Rn)

et par conséquent l�opérateur gradient est un isomorphisme de W 1;p
0 (Rn) =P[1�n

p ]
sur son

image Rg: D�ou Rg est un sous espace fermé de Lp (Rn) ; ainsi que

Rg = (Ker (div))
? ;

où div est un opérateur dé�ni par

Lp
0
(Rn) �!

�
W 1;p
0 (Rn) =P[1�n

p ]

�0
:

Ainsi Rg = (Hp0)
?. On a le gradient est un isomorphisme, nous observons clairement par

dualité et transposition que l�opérateur div est aussi isomorphisme.

Le résultat qui suit est une conséquence des inégalités de Hardy et de la densité de

D dans Hp, où

D = fv 2 D (Rn) ; div v = 0g ; Hp = fv 2 Lp (Rn) ; div v = 0g ;

il caractérise les distributions dont le gradient est dans Lp (Rn) :

Proposition 2.2 Soit u 2 D
0
(Rn) ; tel que ru 2 Lp (Rn) : Alors

i) Si 1 < p < n; il existe une constante k, dépendant de u; telle que u + k 2 W 1;p
0 (Rn).

De plus il existe une constante C > 0; indépendante de u, telle que

ku+ kkW 1;p
0 (Rn) � C krukLp(Rn) :

ii) Si n < p; alors u 2 W 1;p
0 (Rn) . De plus il existe une constante C > 0 indépendante de

u, telle que

kukW 1;p
0 (Rn)=P0

� C krukLp(Rn) :



2.2 Théorèmes d�isomorphisme de Laplace sur Rn dans le cas non critique 36

Preuve. Cette proposition est une conséquence directe de la proposition 2.1 et du

lemme 2.1 . En e¤et, soit u 2 D 0 (Rn), tel que ru 2 Lp (Rn) puisque u 2 D 0 (Rn) ; nous

avons

8� 2 D 0 (Rn) ; < ru; � >= � < u; div� >;

ainsi que ru est orthogonal à D est dense dans Hp0 ; on sait que ru 2 (Hp0)
? ; ainsi que

d�après la proposition 2.1 , il existe w 2 W 1;p
0 (Rn), tel que

rw = ru

et

kwkW 1;p
0 (Rn)=P

[1�n
p ]
� C krukLp(Rn) ;

maintenant puisque r (w � u) = 0 =) w � u = k, où k est une constante

ii) Evidente

2.2 Théorèmes d�isomorphisme de Laplace sur Rn dans

le cas non critique

Le premier théorème ci-dessous est une conséquence immédiate du théorème de Lax Mil-

gram, où p = 2:

Théorème 2.1 Si
n

p
6= 1 et n

p0
6= 1; alors l�opérateur dé�ni par

W 1;p
0 (Rn) =P[1�n

p ]
��! W�1;p

0 (Rn) ? Ph
1� n

p0

i; (2.1)

est un isomorphisme.

Preuve. L�application dé�nie par (2.1) est clairement continue, linéaire et injective,

puisque �u = 0 implique que u est un polynôme deP[1�n
p ]
, il reste à montrer la surjectiv-

ité de cette application. En�n, donner f dans W�1;p
0 (Rn) ? Ph

1� n
p0

i et nous construisons
u dans W 1;p

0 (Rn), tel que

�u = f;

il est évidemment que la représentation de u est F �f où F est la solution fondamentale de

l�opérateur Laplace, mais la di¢ culté est de donner un sens à ce produit de convolution,
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puisque aucune des deux distributions à un support compact, nous procédons en trois

étapes :

1) Puisque
n

p
6= 1, grâce à la proposition 2.1 , il existe v 2 Lp (Rn), tel que

div (v) = f

et

kvkLp(Rn) � C kfkW�1;p
0 (Rn) ;

et où la constante C; indépendante de v. Maintenant, puisque D (Rn) est dense dans

Lp (Rn) ; alors il existe une suite vm 2 D (Rn), tel que

vm �! v dans Lp (Rn)

2) Posons

fm = div (vm)

et

 m = F � fm;

pour tout i = 1; :::; n et � 2 D (Rn)

< @i m; � >= � < F � fm; @i� >= � < fm; F � @i� >

= � < div (vm) ; @i (F � �) >=< vm;r@i (F � �) >;

alors d�après l�inégalité suivante

Rappel : Inégalité de Calderon Zygmund :

Supposons que f de class C2 à support compact, soit �f =
nP
j=1

@2f

@x2i
, alors nous avons

l�inégalité suivante 



 @2f

@xixk






p

� Ap k�fkp , tel que : 1 < p <1:

On a
h@i m; �i = hvm;r@i (F � �)i =) jh@i m; �ij = jhvm;r@i (F � �)ij

jhvm;r@i (F � �)ij � kvmkLp(Rn) : kr@i (F � �)kLp0 (Rn)
� C1 kvmkLp(Rn) k�(F � �)kLp0 (Rn):

Car

kr@i (F � �)kLp0 (Rn) � k�(F � �)kLp0 (Rn):
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d�après l�inégalité de Caldéron-Zygmund. Alors on a

jh@i m; �ij � C1 kvmkLp(Rn) k�(F � �)kLp0 (Rn)
� C2 kfkW�1;p

0 (Rn) k�kLp0 (Rn) ;

car

�(F � �) = �F � � = � � � = �:

Alors r mest borné dans Lp (Rn) :

3) Finalement puisque
n

p
6= 1; nous appliquons la proposition 4.2 alors pour tout

m; il existe une constante Cm, tel que

 m + Cm 2 W 1;p
0 (Rn) ;

k m + CmkW 1;p
0 (Rn) � C3 kfkW�1;p

0 (Rn) :

Alors  m + Cm converge faiblement vers un élément de W
1;p
0 (Rn) ; tel que

�u = f;

ainsi que l�application, est surjective

Lemme 2.2 Pour m 2 N, m � 2; n
p
=2 f1; :::;mg ; l�opérateur dé�ni par

Wm;p
0 (Rn) =P[m�n

p ]
��! Wm�2;p

0 (Rn) =P[m�2�n
p ]
; (2.2)

est un isomorphisme.

Preuve. On sait que l�application est bornée, linéaire, est injective.

D�après les résultats précédents, maintenant l�utilisation de (Calderon Zygmund),

nous pouvons écrire

8u 2 Wm;p
0 (Rn) ; 8� 2 Nn : j�j = m� 2; 8i; j = 1; :::; n:

@i@jD�u



Lp(Rn) � C



�D�u



Lp(Rn) � C k�ukWm�2;p

0 =P
[m�2�n

p ]

On a

jujWm�2;p
0 (Rn) =

X
j�j=m�2



D�u


p
Lp(Rn) :
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j:jWm�2;p
0 (Rn)est une norme sur

Wm;p
0 (Rn) =P[m�2�n

p ]
=) j�ujWm�2;p

0 (Rn) =
X

j�j=m�2



�D�u


p
Lp(Rn) (2.3)

Donc par conséquent, puisque
n

p
=2 f1; :::;mg ;

[u]Wm;p
0 (Rn) � C jujWm;p

0 (Rn) (inégalité de Hardy).

[u]Wm;p
0 (Rn) � C

P
j�j=m



D�u


p
Lp(Rn) � C k�ukWm�2;p

0 =P
[m�2�n

p ]
; d�après l�inégalité 2.3 ;

[u]Wm;p
0 (Rn) � C k�ukWm�2;p

0 (Rn)=P
[m�2�n

p ]
;

preuve que l�image de l�opérateur de Laplace (2.2) est un sous espace fermé dans l�espace

quotientWm�2;p
0 (Rn) =P[m�2�n

p ]
. On a R (�) est fermé implique que l�image de l�adjoint

est fermé, l�adjoint est injectif Alors l�opérateur� est surjectif, d�où� est bijectif, continu

d�après le théorème de Banach, implique que � est un isomorphisme de

Wm;p
0 (Rn) =P[m�n

p ]
�! Wm�2;p

0 (Rn) =P[m�2�n
p ]
:

D�où le résultat.

Le théorème suivant est une conséquence de la preuve du lemme.

Théorème 2.2 Pour m 2 N;m � 2 et n
p
=2 f1; :::;mg, l�opérateur dé�ni par

Wm;p
0 (Rn) =P�

[m�n
p ]

��! Wm�2;p
0 (Rn) ; (2-2)

est un isomorphisme.

Preuve. L�application dé�nie par (2-2) est continue, linéaire et injective, il reste à

montrer que l�application est surjective. Soit f 2 Wm�2;p
0 (Rn) d�après le lemme 2.2 , il

existe
:
u 2 Wm;p

0 (Rn) =P[m�n
p ]
, tel que

�
:
u = f;

ceci signi�e que pour tout r 2 P[m�2�n
p ]
; il existe s 2 P[m�n

p ]
, tel que

�s = r: (Voir Neri)
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Rappel :

Lemme(Neri) : Soit l � m; q 2 Pl; q (x) 6= 0; alors l�application linéaire

q

�
@

@x

�
: Pm �! Pm�l

est surjective.

Le théorème donne une généralisation de la proposition 2.2

Corollaire 2.1 Soit m un entier naturel et
n

p
=2 f1; :::;mg ; u 2 D 0 (Rn) ; tel que

8� 2 Nn : j�j = m; D�u 2 Lp (Rn) :

Il existe un polynôme q 2 Pm�1; dépendant de u; tel que

u+ q 2 Wm;p
0 (Rn) ; [u+ q]Wm;p

0 (Rn) � C jujWm;p
0 (Rn) :

Preuve. Il su¢ t de montrer que u + q 2 Wm;p
0 (Rn) pour m = 1; voir la proposition

2.2

2) Raisonnement par récurrence, supposons que le corollaire est véri�é pour

j�j = m� 1, et montrons pour m = j�j : Soit u 2 D 0 (Rn) ;

8� 2 Nn; j�j = m; D�u 2 Lp (Rn) (2.4)

Nous pouvons écrire l�égalité (2.4) sous la forme suivante

8� 2 Nn; j�j = m� 1; D� (ru) 2 Lp (Rn) :

On supposons que la propriété est vraie pour j�j = m�1 implique qu�il existe un polynôme

q 2 Pm�2 dépend de ru; tel que

ru+ q 2 Wm�1;p
0 (Rn) :

Posons l = ru+ q; grâce au théorème 2.2 , il existe z 2 Wm;p
0 (Rn), tel que

�z = divl:

On observe que

divl = divru+ divq

= �u+ divq =) �z = �u+�R;
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tel que R est un polynôme de degré m� 1:

Maintenant,

r: (ru) = r (r (u+R)) =) �(rz) = �r (u+R) ;

d�ou les composantes de r (z � u�R) sont des fonctions harmoniques, puisque sont des

distributions tempérées, dans la suite il existe un polynôme T , tel que

r (z � u�R) = rT;

considérons que rz 2 Wm�1;p
0 (Rn) et que ru est de la forme :

ru = l � q

Avec l 2 Wm�1;p
0 (Rn) et q 2 Pm�2 et que m� 2 précise plus grand degré des polynômes

dans Wm�1;p
0 (Rn) :

Nous sommes maintenant dans la position de prouver les isomorphismes suivants :

généralisation du théorème (2.1)

Théorème 2.3 Soitm � 2; m 2 N; n
p
et
n

p0
n�appartient pas à f1; :::;mg ; alors l�opérateur

polyharmonique dé�ni par

Wm;p
0 (Rn) =P[m�n

p ]
�m�! W�m;p

0 (Rn) ? Ph
m� n

p0

i;
est un isomorphisme.

Preuve. Ce résultat est une conséquence du lemme 2.2 , nous examinons le cas où

m paire et impaire.

Premier cas :

Si m = 2l; application du 2.2 , nous voyons que �l dé�ni par

W 2l;p
0 (Rn) =P[2l�n

p ]
�l�! Lp (Rn) (2.5)

est un isomorphisme, pour
n

p
=2 f1; :::; 2lg ; l�utilisation de dualité et transposition on

obtient

Lp
0
(Rn) �! W�2l;p0

0 (Rn) ? Ph
2� n

p0

i;
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est un isomorphisme, en changeant p en p0 on obtient :

Lp (Rn) �l�! W�2l;p
0 (Rn) ? P[2�n

p ] (2.6)

est un isomorphisme, pour
n

p
=2 f1; :::; 2lg ; avec la composition entre (2.5) et (2.6) On

obtient le résultat.

Deuxième cas :

Si m = 2l + 1 ie : (m impaire), application de le lemme 2.2 , nous observons que

W 2l+1;p
0 (Rn) =P[2l+1�n

p ]
�l�! W 1;p

0 (Rn) =P[1�n
p ]
; (2.7)

est un isomorphisme pour
n

p
=2 f1; :::; 2l + 1g avec dualité et transposition de l�opérateur

on obtient que

W�1;p0
0 (Rn) ? Ph

1� n
p0

i �l�! W�2l�1;p0
0 (Rn) ? P[2l+1�n

p ]
;

en changeant p en p0, on obtient

W�1;p
0 (Rn) ? P[1�n

p ]
�l�! W�2l�1;p

0 (Rn) ? Ph
2l+1� n

p0

i (2.8)

est un isomorphisme, pour
n

p0
=2 f1; :::; 2l + 1g. L�utilisation du théorème 2.1 , avec n

p
6=

1;
n

p0
6= 1, on obtient

W 1;p
0 (Rn) ? P[1�n

p ]
��! W�1;p

0 (Rn) ? Ph
2l+1� n

p0

i (2.9)

est un isomorphisme, maintenant nous combinaisons (2.7) , (2.8) , (2.8) , d�ou le résultat

pour m impaire.

GENERALISATION DU THEOREME 2.3

Théorème 2.4 Soitm � 2 et l deux entiers, tel que n
p
et
n

p0
n�appartient pas à f1; :::;mg ;

alors l�opérateur dé�ni par

Wm+l;p
l (Rn) =P[m�n

p ]
�m�! W�m+l;p

l ? Ph
m� n

p0

i;
est un isomorphisme
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Preuve. Lorsque l = 0, voir théorème 2.3 supposons que le théorème est vrai pour

l = k et montrons pour l = k + 1; il est clairement que �m est continu et injectif, il reste

à montrer que �m est surjectif, Soit f 2 W�m+k+1;p
k+1 (Rn) ? Ph

m� n
p0

i
=) f 2 W�m+k;p

k (Rn) ? Ph
m� n

p0

i, On a �m est surjectif pour l = k + 1; d�après

l�hypothèse, implique qu�il existe u 2 Wm+k;p
k (Rn) ; tel que

�mu = f;

il reste à montrer que u 2 Wm+k+1;p
k+1 (Rn) : On a la propriété suivante :

u 2 Wm+k+1;p
k+1 (Rn) =) �@iu 2 W k+m;p

k (Rn)

Nous considérons l�écriture suivante

�m (�@iu) = �@if +
X

0 � j�j ; j�j � 2m

� 6= 0; j�+ �j = 2m

D��D�@iu:

Application :

Wm;p
� (Rn) � Wm�1;p

��1 (Rn) �; :::;� W 0;p
��m (Rn) (2.10)

u 2 Wm;p
� (Rn) =) D�u 2 Wm�j�j;p

� (Rn) (2.11)��D� (�
)
�� � C�
�


�j�j (2.12)

u 2 Wm;p
� (Rn) =) �
u 2 Wm;p

��
 (Rn) (2.13)

D�après (2.10) , (2.11) , (2.12) , (2.13) , on sait que

�m (�@iu) 2 W�m+k;p
k (Rn) ;

et puisque k � 0 =) �m (�@iu) 2 W�m�1;p
�1 (Rn) ; semblablement

�@iu 2 Wm+k�1;p
k�1 (Rn) =) �@iu 2 Wm�1;p

�1 (Rn) :

Application de la formule de Green on obtient

h�m (�@iu) ; �i = h�@iu;�m�i :
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En particulier si � = q 2 Ph
m� n

p0

i; h�m (�@iu) ; qi = 0; d�où

�m (�@iu) 2 W�m+k
k (Rn) ? Ph

m� n
p0

i:
D�après l�hypothèse précédente pour l = k; implique l�existence d�un élément v 2 Wm+k

k (Rn) ;

tel que

�mv = �m (�@iu) ;

ainsi �@iu� v est un polyharmonique de Wm+k�1;p
k�1 (Rn) ; appartient à P[m�n

p ]
: D�où

�@iu 2 Wm+k;p
k (Rn) =) u 2 Wm+k+1;p

k+1 (Rn) :

Proposition 2.3 Soit l�entier naturel l � 1, tel que
n

p
=2 f1; :::;mg ; alors l�opérateur

dé�ni par

W 1;p
�l (R

n) =P�

[l+1�n
p ]

��! W�1;p
�l (Rn) ;

est un isomorphisme.

Preuve. Nous commençons par le théorème suivant :

Théorème :

pour m 2 N; m � 2, tel que n
p
=2 f1; :::;mg ;

Wm;p
0 (Rn) =P�

[m�n
p ]

��! Wm�2;p
0 (Rn) ;

est un isomorphisme.

Avec l�utilisation de dualité et transposition, on sait que l�opérateur dé�ni par

W�m+2;p0
0 (Rn) ��! W�m;p0

0 (Rn) ? P�

[m�n
p ]

est un isomorphisme. Alors le raisonnement utilisé dans la preuve du théorème permet à

montrer que

W�m+2;p0
0 (Rn) ��! W�m;p0

0 ? P�

[m�n
p ]
;

est un isomorphisme. Avec un changement de variable, l = m� 1 on obtient
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W 1;p0

l (Rn) ��! W�1;p0
l (Rn) ? P�

[m�n
p ]
;

Avec dualité et transposition, on trouve que

W 1;p
�l (R

n) =P�

[l+1�n
p ]

��! W�1;p
�l (Rn) ;

est un isomorphisme.

Théorème 2.5 Soit m � 0 et l � 1 deux entiers et n
p
=2 f1; :::; l + 1g ; alors l�opérateur

dé�ni par

W 1+m;p
�l+m (Rn) =P�

[l+1�n
p ]

��! W�1+m
�l+m (Rn) ;

est un isomorphisme.

Preuve. C�est une conséquence de la proposition 2-2 avec la régularité classique.

Le corollaire suivant est une conséquence de la proposition 2.3 par dualité et trans-

position.

Corollaire 2.2 Soit l � 1; un entier et n
p0
=2 f1; :::; l + 1g ; alors l�opérateur dé�ni par

W 1;p
l (Rn) ��! W�1;p

l (Rn) ? P�h
l+1� n

p0

i;
est un isomorphisme.

Proposition 2.4 Soit m � 0 et l � 1; deux entiers et n
p0
=2 f1; :::; l + 1g, alors l�opérateur

dé�ni par

W 1+m;p
l+m (Rn) ��! W�1+m;p

l+m (Rn) ? P�h
l+1� n

p0

i;
est un isomorphisme.

Remarque 2.1 Lorsque on change le signe de m par dualité on obtient

W 1+m;p
�l+m (Rn) =P�

[l+1�n
p ]

��! W�1+m;p
�l+m (Rn) :
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2.2.1 Résultats de régularité de Laplace dans le cas non critique

Théorème 2.6 Soit m 2 Z, p 2 ]1;1[ ; alors

i) Pour tout entier l > 0; tel que
n

p
=2 f1; :::; l + 1g ; les opérateurs suivants

� : W 1+m;p
�l+m (Rn) =P�

[l+1�n
p ]
�! W�1+m;p

�l+m (Rn) ;

� : W 1+m;p0

l+m (Rn) �! W�1+m;p0
l+m (Rn) ? P�

[l+1�n
p ]
;

sont des isomorphismes

ii) Si
n

p
6= 1 et n

p0
6= 1; alors

� : W 1+m;p
m (Rn) =P[1�n

p ]
�! W�1+m;p

m (Rn) ? Ph
1� n

p0

i;
est un isomorphisme.

2.3 Théorèmes d�isomorphisme de Laplace dans le

cas critique

Nous commençons par le gradient et divergence . Pour
n

p
= 1; la proposition 2.1 est

fausse car l�inégalité de Hardy n�est pas véri�er pour l�espace Wm;p
� (Rn), en particulier

n

p
=2 f1; :::;mg :

Lemme 2.3 Pour tout entier n � 2; les opérateurs suivants

W 1;n
0 (Rn) =P0

grad�! Ln (Rn) ? H n
n�1

et

L
n

n�1 (Rn) =H n
n�1

div�! W
�1; n

n�1
0 (Rn) ? P0;

(2.14)

sont des isomorphismes.

Proposition 2.5 Les opérateurs suivants

W 1;p
0 (Rn) =P[1�n

p ]
grad�! Lp (Rn) ? Hp0

et

Lp
0
(Rn) =Hp0

div�! W�1;p0
0 (Rn) ? P[1�n

p ]
;
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Sont des isomorphismes.

Remarque 2.2 Cette proposition est une extension de la proposition 2.1

Proposition 2.6 Soit u 2 D 0 (Rn) ; tel que ru 2 Lp (Rn) : Alors

i) Si 1 < p < n; il existe une constante k dépendant de u; telle que u+ k 2 W 1;p
0 (Rn). De

plus il existe une constante C > 0, indépendante de u, telle que

ku+ kkW 1;p
0 (Rn) � C krukLp(Rn) :

ii) Si n < p; alors u 2 W 1;p
0 (Rn). de plus il existe une constante C > 0; indépendante de

u; telle que

kukW 1;p
0 (Rn)=P0

� C krukLp(Rn) :

2.3.1 L�équation de Laplace dans le cas R2 et p = 2

Le cas intermédiaire

Proposition 2.7 Le problème suivant8<: trouver u 2 W 1
0 (R2) =R, tel que

�u = f dans R2,

dé�nit un isomorphisme de W 1
0 (R2) =R sur son dual (W 1

0 (R2) =R)
�

Preuve. Grâce à une inégalité de Hardy généralisée, on montre que la forme bilinéaire

au problème est coercive sur W 1
0 (R2) =R

Résultats de régularité de Laplace pour le cas intermédiaire

Proposition 2.8 Soit l 2 N; alors le problème8<: trouver u 2 W 1+l
l (R2) =R, tel que

�u = f dans R2;

dé�nit un isomorphisme de W 1+l
l (R2) =R sur

�
X1�l
�l (R2) =R

��
:

Preuve. raisonnement par induction.
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Cas de contraintes moins restrictives que le cas intermédiaire

Nous nous intéressons dans ce paragraphe aux solutions de l�équation de Laplace ayant

un comportement à l�in�ni moins bon que la solution variationnelle.

Théorème 2.7 Soit m 2 N; m � 1; alors l�opérateur de Laplace dé�nit un isomorphisme

de

X1
�l
�
R2
�
=P�

l sur X�1
�l
�
R2
�
:

Preuve. Même démarche qu�en le cas non critique, mais nous aurons besoin du lemme

suivant

Lemme 2.4 Soit l 2 N, alors nous avons les inclusions

Pl � X1
�l
�
R2
�
et l � 2; Pl�1 � X�1

�l
�
R2
�
:

Preuve. Procédons par dualité

X1
�l (R2) =

�
X�l�1+l
l (R2)

��
=

8<: u 2 W�l�1
0 (R2) = 8� 2 N2 : 0 � j�j � l;

x�u 2 W�l�1+j�j
0 (R2) ; u 2 H�l�1+j�j (R2)

9=;
et comme Pl est inclus dans W l+1

0 (R2) ; Pl�j�j dans W
l+1�j�j
0 (R2) ; il en découle que les

produits de dualité

8�; 
 2 N2 : j� + 
j = l; j�j = j
j ;


u; x�+


�
=


x�u; x


�
;

sont bien dé�nis, ce qui montre que Pl est bien inclus dans X1
�l (R2). Pour la deuxième

inclusion ie : (l � 2) se montre de la même manière.

Examinons maintenant ce qui passe à la régularité.

La régularité dans le Cas de contraintes moins restrictives que le cas intermé-

diaire

Théorème 2.8 Soient m; l 2 N; l � 1; alors l�opérateur de Laplace dé�nit un isomor-

phisme de

X1+m
�l+m

�
R2
�
=P�

l sur X�1+m
�l+m

�
R2
�
:
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Preuve. Remarquons tout d�abord que l�application est linéaire et continue, en vertu

de la proposition 1.13 et le lemme 1.8 d�autre part, du fait de l�inclusion

X1+m
�l+m

�
R2
�
,! X1

�l
�
R2
�
;

le théorème 2.7 , nous assurons de l�injection de cette application, il nous reste donc

à montrer sa surjectivité. Pour ce faire, nous allons distinguer deux cas, suivant que

m inférieur ou supérieur à m:

Dans le premier cas nous passons par le lemme suivant

Lemme 2.5 Soient m; l 2 N; l � 1; 1 � m � l; alors l�opérateur de Laplace dé�nit de

X1+m
�l+m (R2) =Pl sur X�1+m

�l+m (R2) ; lorsque l = 1;

et

X1+m
�l+m (R2) =Pl sur X�1+m

�l+m (R2) =Pl�2; lorsque l � 2;

est un isomorphisme.

Preuve. a) On a les applications

X1+m
�l+m (R2) =Pl

�7�! X�1+m
�l+m (R2) ; pour l = 1;

X1+m
�l+m (R2) =Pl

�7�! X�1+m
�l+m (R2) =Pl�2; pour l � 2;

sont dé�nies, continues, injectives.

b) L�application :

W
l+1+(l�m)
l�m

�
R2
�
=Pl

�l+1�!
�
X1+m
�l+m

�
R2
�
=Pl

��
et donc sont des isomorphismes, l�adjoint admet donc l�inverse.

�
W 2l+1�m
l�m

�
R2
�
=Pl

�� ��l�1�! X1+m
�l+m

�
R2
�
=Pl:

c) L�espace W l+1+(l�m)
l�m (R2) ; s�identi�e à l�espace X l+1+(l�m)

l�m (R2) ; donc les applications

W 2l+1�m
l�m (R2) =Pl

�l�! X1�m
l�m (R2) ; pour l = 1;

W 2l+1�m
l�m (R2) =Pl

�l�!
�
X�1+m
�l+m (R2) =Pl�2

��
;
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pour l � 2; sont bien dé�nies et continues, ainsi que leurs adjointes

X�1+m
�l+m (R2)

�l�!
�
W 2l+1�m
l�m (R2) =Pl

��
; pour l = 1;

X�1+m
�l+m (R2) =Pl�2

�l�!
�
W 2l+1�m
l�m (R2) =Pl

��
; pour l � 2:

d) Composons, nous obtenons les applications continues

X�1+m
�l+m (R2)

�l�!
�
W 2l+1�m
l�m (R2) =Pl

�� ��l�1�! X1+m
�l+m (R2) ; pour l = 1;

X�1
�l+m (R2) =Pl�2

�l�!
�
W 2l+1�m
l�m (R2) =Pl

�� ��l�1�! X1+m
�l+m (R2) ; pour l � 2:

D�où la démonstration.

Preuve. (du théorème) la suite

Le théorème se déduit dans le cas m � l; du lemme (2.5) , il nous reste pour �nir,

à montrer la surjectivité des applications de l�énoncé dans le cas l > m Remarquons

qu�alors

X1+m
�l+m

�
R2
�
= X

1+l+(m�l)
m�l

�
R2
�
= W 1+m

�l+m
�
R2
�

et procédons par récurrence.

a) Le théorème est vrai pour m = l; nous venons de le montrer.

b) Supposons que le théorème est vrai pour m0 = p; p+ 1; :::;m, et soit

f 2 X�1+m+1
�l+m+1 (R2) ,! X�1+m

�l+m (R2). Du fait de l�hypothèse de récurrence, il existe un

u 2 X1+m
�l+m (R2) � W 1+m

�l+m (R2), tel que

�u = f dans R2:

Examinons

�(xi@ju) = xi@jf + 2@i@ju;

alors

u 2 X1+m
�l+m

�
R2
�
) @i@ju 2 X�1+m

�l+m
�
R2
�
; d�après la proposition 1.13

f 2 X�1+m+1
�l+m+1

�
R2
�
=) xi@jf 2 X�1+m

�l+m
�
R2
�
; d�après la proposition 1.13 et 1.14

D�où

�(xi@ju) 2 X�1+m
�l+m

�
R2
�
;

et donc en vertu de l�hypothèse de récurrence et du fait que

xi@ju 2 X�1+m+1
�l+m�1

�
R2
�
; xi@ju 2 X1+m

�l+m
�
R2
�
� W 1+m

�l+m
�
R2
�
:
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Comme u 2 W 1+m
�l+m (R2) ; il en résulte que

8� 2 N2 : j�j = m+ 1; xi�
m�nD�u 2 L2

�
R2
�
:

Il reste donc à montrer que

D�u 2 L2loc
�
R2
�
;

cela se fait comme la partie de la démonstration du théorème 2.12 , ce qui achève la

démonstration.

Corollaire 2.3 Soient m; l 2 N; l � 1; m � l; alors l�opérateur dé�nit un isomorphisme

de

W 1+m
�l+m

�
R2
�
=P�

l sur W�1+m
�l+m

�
R2
�
:

Preuve. Il s�agit en fait d�un cas particulier du théorème 2.8 , son intérêt réside dans

le fait qu�il peut s�exprimer dans le cadre des espaces W;

sans recours aux espaces X:

Théorème 2.9 Soient m 2 Z; l 2 N; m < 0; l � 1; alors l�opérateur de Laplace dé�nit

de

X1+m
�l+m

�
R2
�
=P�

l sur X
�1+m
�l+m

�
R2
�

est un isomorphisme.

Preuve. Elle identique à la démonstration du théorème 2.8 faite dans le cas 0 �

m � l; le point clé et que l�identi�cation

W
(l+1)+(l�m)
l�m

�
R2
�
� X

(l+1)+(l�m)
l�m

�
R2
�
;

utilisé au cours du lemme 2.5 , reste valide pour le cas négatif. Passons maintenant

à l�étude du cas où la solution variationnelle à un meilleur comportement à l�in�ni que

le comportement standard ie : (u 2 W 1
0 (R2)) ; nous allons voir, que comme le cas non

critique, les données doivent non seulement avoir un meilleur comportement à l�in�ni que le

comportement standard
�
�u 2 W�1

0 (R2)
�
; mais doivent en outre satisfaire des relations

d�orthogonalité à des polynômes harmoniques, tout ceci est l�objet de ce paragraphe.
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Cas de contraintes fortes

Nous avons immédiatement

Théorème 2.10 Soit l 2 N; l � 1; alors l�application dé�nie par

X1
l

�
R2
�
�!

�
X1
�l
�
R2
�
=P�

l

��
;

est un isomorphisme.

Preuve. Ce théorème s�obtient par dualité et transposition à partir du théorème 2.7

La régularité dans le cas où les contraintes fortes

Examinons maintenant ce qui passe à la régularité.

Théorème 2.11 Soient m 2 Z; l 2 N; l � 1; alors l�application dé�nie par

X1+m
l+m

�
R2
� ��!

�
X1�m
�l�m

�
R2
�
=P�

l

��
est un isomorphisme.

Preuve. Le théorème s�obtient par dualité et transposition à partir des théorèmes

( 2.8 et 2.9 ).

Corollaire 2.4 Soit m; l 2 N�; m � l; alors l�application dé�nie par

W 1�m
l�m

�
R2
� ��!

�
W 1+m
�l+m

�
R2
�
=P�

l

��
;

est un isomorphisme.

Preuve. Ce corollaire se déduit du corollaire 2.3 par dualité et transposition.
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2.4 Quelques résultats sur l�équation polyharmonique

Proposition 2.9 Soient m 2 N; m � 1; alors le problème8<: trouver u 2 Wm
o (R2) =Pm�1; tel que

�mu = f dans R2;

dé�nit un isomorphisme de Wm
o (R2) =Pm�1 sur son dual (Wm

o (R2) =Pm�1)
�,

le problème admet une formulation variationnelle analogue au proposition 2.7 coercive et

continue, d�après l�inégalité de Hardy.

Nous aurons aussi besoin d�un théorème de régularité analogue à la proposition 2.8

c�est là que vont s�introduire les espaces X; déjà étudier au chapitre précédent.

Théorème 2.12 Soient m; l 2 N; m � 1, l � 1; alors le problème

8<: trouver u 2 Wm+l
l (R2) =Pm�1; tel que

�mu = f dans R2;
(2.15)

dé�nit un isomorphisme de Wm+l
l (R2) =Pm�1 sur

�
Xm�l
�l (R2) =Pm�1

��
:

Preuve. Pour la démonstration nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 2.6 Soient u 2 Wm+l
l (R2) =) 8� 2 N2 : j�j = 2m;D�u 2

�
Xm�l
�l (R2) =Pm�1

��
:

Preuve. a) Le lemme précédent nous assure que le problème (2.15) dé�nit une

application continue de

Wm+l
l

�
R2
�
=Pm�1 dans

�
Xm�l
�l

�
R2
�
=Pm�1

��
:

D�autre part, u 2 Wm+l
l (R2) et f�mu = 0 dans R2g =) u 2 Pm�1; cette application

est bien injectif, il reste à montrer la surjectivité, pour ce faire, nous allons procéder

par récurrence, supposons que f 2
�
Xm�1
�1 (R2) =Pm�1

��
, alors f 2 (Wm

0 (R2) =Pm�1)
�,

d�après la dé�nition des X et donc en vertu de la proposition 2.9 , il existe

u 2 Wm
0 (R2) =Pm�1 unique, tel que

�mu = f dans R2:
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Mais on a

�m (xi@ju) = xi@j�
mu+

X
j�j=2m

C�D
�u

On véri�er tout d�abord que

8� 2 Pm�1; hxi@j�mu; �i =


D�u; �

�
= 0:

On a

i) u 2 Wm
0 (R2) d�après l�hypothèse =) D�u 2 W�m

0 (R2) ; pour j�j = 2m:

ii) �mu 2 X�m+1
1 (R2) =) xi@j�

mu 2 W�m
0 (R2) :

Alors
hxi@j�mu; �i = h@j�mu; xi�iX�m

1 �Pm

= h�mu; @jxi�iX�m+1
1 �Xm�1

�1

= 0

=)


D�u; �

�
= 0;

de sorte que, �m (xi@ju) 2 (Wm
0 (R2) =Pm�1)

�
; il existe nécessairement un w unique de

Wm
0 (R2) =Pm�1, tel que

�mw = �m (xi@ju) dans R2;

d�où puisque u 2 Wm
0 (R2) et xi@ju 2 Wm

0 (R2) et il en découle que

8� 2 N2 : j�j = m+ 1; xiD
�u 2 L2

�
R2
�
:

Pour montrer que, u 2 Wm+1
1 (R2) ; il ne nous reste plus qu�a véri�er que

8� 2 N2 : j�j = m+ 1; D�u 2 L2loc
�
R2
�
;

or nous savons, puisque �mu 2 X�m+1
1 (R2) ; que �mu 2 H�m+1

loc (R2) ; d�après la dé�ni-

tion des X, pour tout R > 0 et tout � 2 D (BR) ; nous avons :

�m (�u) = ��mu+
X

j�j = 2m

0 � j�j � 2m� 1

C��D
����D�u:
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Or

i) �mu 2 H�m+1
loc (R2) =) ��mu 2 H�m+1

loc (BR)

ii) u 2 Wm
0 (R2) =) 8� 2 N2 : 0 � j�j � 2m� 1;

D�u 2 Wm��
0 (R2) ,! H

m�j�j
loc (R2) ,! H�m+1

loc (R2) =) D����D�u 2 H�m+1 (BR)

iii) � 2 D (BR) =) (�u) =@BR =
@

@n
(�u) = ::: =

@m�1

@nm�1
(�u) = 0;

et ainsi nous arrivons à 8<: �m�u 2 H�m+1 (BR)

(�u) =@BR = ::: =
@m�1

@nm�1
(�u) = 0

:

Problème aux limites d�u ouvert borné les résultats classiques de régularité, nous disent

alors que �u 2 Hm+1 (BR) ; puisque R et � sont quelconques, u 2 Hm+1
loc (R2) et en

dé�nitive, nous avons montré que u 2 Wm+1
1 (R2) :

b) Deuxième partie de la récurrence, supposons maintenant que le théorème est vrai

pour l0 = 1; :::; l et nous donnons f 2
�
Xm�l�1
�l�1 (R2) =Pm�1

��
avec le même

raisonnement, on trouve le résultat



Chapitre 3

Résultats de Laplace dans un demi

plan

3.1 Le problème de Dirichlet dans un demi-plan re-

latif au laplacien

3.1.1 Introduction

On se propose d�étudier dans un cadre fonctionnel, l�équation de Laplace

�u = f;

dans un demi-plan, cette équation joue un rôle fondamental dans l�étude des équations

aux dérivées partielles, dans le cas d�un domaine géométrique borné, on dispose dans la

littérature d�un nombre considérable de résultas précis la concernant et cela pour divers

types des conditions aux limites. Quand le domaine non borné, des contraintes supplé-

mentaires sont nécessaires pour contrôler le comportement des solutions à l�in�ni. Nous

considérons le problème suivant 8<: �u = f dans R2+
u = g sur �

(3.1)
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3.1.2 Le cas variationnel

Théorème 3.1 Soit f 2 W�1
0

�
R2+
�
et g 2 W

1
2
0 (�), alors le problème (3.1) a une unique

solution u dans W 1
0

�
R2+
�
, il existe une constante C indépendante de f et g, telle que

kukW 1
0 (R2+)

� C

�
kfkW�1

0 (R2+)
+ kgk

W
1
2
0 (�)

�
:

En plus, si f 2 Xm�1
m

�
R2+
�
et g 2 Wm+ 1

2
m (�) ; pour m entier supérieur ou égal à 1; alors

u 2 Wm+1
m

�
R2+
�
et kukWm+1

m (R2+)
� C

�
kfkWm�1

m (R2+)
+ kgk

W
m+1

2
m (�)

�
Existence et l�unicité :

Lemme 3.1 Soit u0 2 W 1
0

�
R2+
�
; tel que u=� = g un relèvement, alors u 2 W 1

0

�
R2+
�
est

une solution du problème 3.1 si et seulement si u1 = u�u0 est une solution du problème

suivant 8<: Trouver u1 2
0

W 1
0

�
R2+
�
; tel que

(�u1;�v) = hf ��u0;vi 8v 2
0

W 1
0

�
R2+
�
:

Preuve. En utilisant l�inégalité de Hardy, on montre en suite que la semi norme

jvjW 1
0 (R2+)

= krvk0;R2+ est une norme sur
0

W 1
0

�
R2+
�
; équivalente à la normek:kW 1

0 (R2+)

D�après Lax Milgram, on en déduit qu�il existe une et une seule solution de la formu-

lation variationnelle dans W 1
0

�
R2+
�
: Pour démontrer la régularité, en utilisant l�espace

Xm+l
l

�
R2+
�
pour éviter l�apparition de poids logarithmique. Puis on procède par récur-

rence.

Régularité : 8>>><>>>:
f 2 Xm�1

m

�
R2+
�

et

g 2 Wm+ 1
2

m (�)

9>>>=>>>; =) u 2 Wm+1
m

�
R2+
�

et

kukWm+1
m (R2+)

� C

�
kfkXm�1

m (R2+)
+ kgk

W
m+1

2
m (�)

�
A�m = 1; supposons que f 2 X0

1

�
R2+
�
et g 2 W

3
2
1 (�) : D�après le théorème de traces il

existe un relèvement

u0=� = g:
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Posons

u1 = u� u0:

On a
u 2 W 1

0

�
R2+
�

u0 2 W 2
1

�
R2+
�
9=; =) u1 2 W 2

1

�
R2+
�
et �u1 2 W 0

1

�
R2+
�
:

En s�appuyant sur le principe de ré�exion de Schwarz. On prolonge u1 à tout l�espace R2;

eu1 (x0; xn) =
8<: u1 (x

0; xn) si xn > 0;

�u1 (x0;�xn) si xn < 0:

Ainsi, eu1 2 W 1
0 (R2) et �eu1 2 W 0

1 (R2). Les théorèmes de régularité dans R2 permettent

de conclure que eu1 2 W 2
1 (R2) ; d�ou u1 et u appartient àW 2

1

�
R2+
�
. Maintenant supposons

que la propriété est vraie pour 0; 1; :::;m. On suppose ensuite que f 2 Xm
m+1

�
R2+
�
et

g 2 Wm+ 3
2

m+1 (R), Puisque

Xm
m+1

�
R2+
�
� X

�1+(1+m)
m+1

�
R2+
�
,! X�1+m

m

�
R2+
�
;

W
m+ 3

2
m+1

�
R2+
�
,! W

m+ 1
2

m

�
R2+
�
:

On a
f 2 Xm

m+1

�
R2+
�

g 2 Wm+ 3
2

m+1 (�)

9=; =) u 2 Wm+1
m

�
R2+
�

( hypothèse de récurrence ).

Pour i = 1; :::; n� 1, posons vi = �@iu; nous avons

�vi = �@if +
2

�
rr (@iu) +

�
2

�
+
1

�3

�
@iu;

d�ou �vi 2 Xm�1
m

�
R2+
�
et vi=� 2 W

m+ 1
2

m

�
R2+
�
:

D�après l�hypothèse de récurrence implique que

�@iu 2 Wm+1
m

�
R2+
�
=) @iu 2 Wm+1

m+1

�
R2+
�
8i = 1; :::; n� 1:

En plus nous avons :

@nu 2 Wm
m

�
R2+
�
puisque u 2 Wm+1

m

�
R2+
�

@2nu 2 Wm
m+1

�
R2+
�
puisque @2nu = �u�

n�1X
i=1

@2i u 2 Wm
m+1

�
R2+
�
:
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Et pour tout i = 1; :::; n� 1:

@i@nu 2 Wm
m+1

�
R2+
�
puisque @i@nu = @n@iu 2 Wm

m+1

�
R2+
�

D�après les relations

@i@nu = @n@iu si i 6= n et @2nu 2 Wm
m+1

�
R2+
�
;

on en déduit que

@nu 2 Wm+1
m+1

�
R2+
�
:

D�ou u 2 Wm+2
m+1

�
R2+
�
, �nalement la propriété est vraie pour tout m � 1:

3.1.3 Cas de contraintes faibles

Dans ce deuxième cas les conditions à l�in�ni sur la solution moins restrictives que dans

le cas précédent ie : le cas variationnel. Nous considérons le problème suivant8<: �u = f dans R2+;

u = g sur � = 0;
(3.2)

Théorème 3.2 Soit k un entier supérieur ou égal à 1; f 2 X�1
�k
�
R2+
�
et g 2 X

1
2
�K (�) ; alors

le problème a une unique solution dans X1
�k
�
R2+
�
=A�k : En plus, si f 2 Xm�1

m�k
�
R2+
�
et

g 2 Xm+ 1
2

m�k (�) pour tout entier m � 1; alors u 2 Xm+1
m�k (R2) =A�k et il existe une constante

C (k;m) ; telle que

kukXm+1
m�k(R2+)=A�k

� C
n
kfkXm�1

m�k(R2+)
+ kgkXm+1

m�k(�)

o
Preuve. Montrons tout d�abord l�existence d�au moins une solution du problème, on

se ramène à un problème avec les données sur le bord homogène. On e¤ectue ensuite une

extension de f à tout l�espace R2; en utilisant encore le principe de ré�exion de Schwarz.

Nous considérons le problème (3.2) avec f 2 X�1
�k
�
R2+
�
et g 2 X

1
2
�k (�) ; avec l�utilisation

du théorème de traces, nous pouvons supposé que g = 0:D ef; vE = hf; v1i 8v 2 X1
k

�
R2
�
;
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c�est à dire c�est un prolongement par zéro (0)

ef =
8<: f 2 X�1

�k
�
R2+
�

0 2 X�1
�k
�
R2�
�

Pour toute fonction v 2 X1
k (R2) ; nous posons

v1 (x1; x2) = v (x1; x2)� v (x1;�x2) 2
0

X 1
k

�
R2+
�

Les théorèmes de régularité dans R2 permettent de conclure qu� il existe une fonctioneu 2 X1
�k (R2), tel que

�eu = ef;
nous posons

u (x1; x2) =
1

2
[eu (x1; x2)� eu (x1;�x2)] ;

alors u 2
0

X1
�k
�
R2+
�
: De plus pour toute fonction v 2 D

�
R2+
�
; nous avons

2 h�u; vi =

Z
R2+

[eu (x1; x2)� eu (x1;�x2)]�v (x1; x2) dx;
= h�eu; vi � Z

R2�

eu (x1; x2)�v (x1;�x2) dx;
= h�eu; v � vi ;

où v 2 D
�
R2�
�
dé�nie par

v (x1; x2) = v (x1;�x2) ;8x = (x1; x2) 2 R2�:

On note que v = v1 et v = �v

h�eu; v � vi =


f; v � v

�
=


f; v1 � v1

�
= 2 hf; vi :

D�ou

�u = f;

et u est une solution du problème avec g = 0:

L�unicité est une conséquence simple du lemme suivant :
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Lemme 3.2 Soit k un entier dans Z, l�ensemble des solutions du problème suivant

8<: �u = 0 dans R2+
u=� = 0 sur �

(3.3)

n�est autre que A�k :

Preuve. Il est clair que tout élément u de A�k est une solution du problème (3.3) .

Inversement :

Toute solution u 2 X1
�k
�
R2+
�
du problème (3.3) est prolongeable par le principe

de ré�exion de Schwarz à une fonction harmonique u 2 X1
�k (R2) ainsi, u appartient

nécessairement à P�
k et u 2 A�k :

Passons maintenant au cas où les données possédant plus de régularité en dérivées.

Théorème 3.3 Soient m; l 2 N; l � 1; alors le problème suivant

8>>><>>>:
Trouver u; tel que

�u = f 2 X�1+m
�l+m

�
R2+
�
;

u=� = u0 2 X
1
2
+m

�l+m (�) ;

a une unique solution u 2 X1+m
�l+m

�
R2+
�
=A�l

Preuve. Du fait des inclusions

X1+m
�l+m

�
R2+
�

,! X1
�l
�
R2+
�
:

X�1+m
�l+m

�
R2+
�

,! X�1
�l
�
R2+
�
; X

1
2
+m

�l+m (�) ,! X
1
2
�l (�) :

Il résulte du théorème précédent, que le problème admet au plus une solution.

Il reste la surjectivité (la démonstration est semblable à la première ) ie : raisonnement

par récurrence (avec l�utilisation de prolongement par le principe de ré�exion).

Corollaire 3.1 Soient m; l 2 N; m � 1; alors l�application

u �!
�
�u; u=�

�
est un isomorphisme de X1+m

�l+m
�
R2+
�
= A�l�1 sur X�1+m

�l+m
�
R2+
�
�X

1
2
+m

�l+m (�) :

Preuve. Cette application est bien dé�nie, continue d�après le théorème précédent il

est bijective, d�ou est un isomorphisme, d�après le théorème de Banach.
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3.1.4 Cas de contraintes fortes

Passons maintenant à l�étude des cas où la solution variationnelle à un comportement

meilleur que le comportement standard : celui de W 1
0

�
R2+
�
. Nous allons travailler par

dualité et transposition à partir de certain des résultats du paragraphe précédent.

Théorème 3.4 Soit k un entier, k � 1; f 2 X�1
k

�
R2+
�
et g 2 X

1
2
k (�), alors le problème

suivant 8<: �u = f dans R2+;

u=� = g;

a une unique solution dans X1
k

�
R2+
�
si et seulement si

8p 2 A�k hf; pi �
�
g;
@p

@x2

�
�

= 0: (3.4)

En plus, si f 2 Xm�1
m+k

�
R2+
�
et g 2 Xm+ 1

2
m+k (�) ; où m � 1; est un entier, alors

u 2 Xm+1
m+k

�
R2+
�
et il existe une constante C (k;m), telle que

kukXm+1
m+k(R2+)

� C

�
kfkXm�1

m+k(R2+)
+ kgk

X
m+1

2
m+k (�)

�
:

Preuve. Il résulte d�après la formule de Green que les données f et g doivent véri�er

la relation de comptabilité (3.4) .

L�existence. Nous aurons besoin du

Lemme 3.3 Soient k 2 N; k � 1; f 2 X�1
k

�
R2+
�
; u0 2 X

1
2
k (�) et Rg un relèvement de

g dans X1
k

�
R2+
�
; alors la propriété

8p 2 A�k ; hf ��Rg; pi = 0;

est équivalente à la propriété

8p 2 A�k ; hf; pi+
�
g;
@p

@n

�
= 0:

Preuve. Tout d�abord, on sait que tout g 2 X
1
2
k (�) admet un relèvement Rg à

support compact dans X1
k

�
R2+
�
et par conséquent �(Rg) appartient bien X�1

k

�
R2+
�
:
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D�autre part

8p 2 A�k ; p (x1; 0) = 0 et �p = 0 2 X0
k+1

�
R2+
�
;

et par conséquence(application de la formule de Green) on obtient :

h�Rg; pi = �
R
R2+
rRgrp dx

= �
�
Rg;

@p

@n

�
+
R
R2+
Rg�p dx

= �
�
Rg;

@p

@n

�

= �
�
g;
@p

@n

�
�

:

n : est la normale extérieur à R2+: D�ou découle l�équivalence des deux propriétés.

L�existence et la régularité se démontrent alors de la même manière qu�au cas précé-

dent, avec le souci supplémentaire d�avoir une extension de f:

3.1.5 Le cas non hilbertien

Dans ce paragraphe nous étudions l�équation de Laplace avec une condition aux limites

de type Dirichlet dans le cas non hilbertien.

Théorème 3.5 Soient l 2 Z et p 6= 2; 1 < p <1: Alors pour toutes fonctions

f 2 W�1;p
l

�
R2+
�
et g 2 W

1
p0 ;p

l (�), véri�ent la condition de compatibilité suivante

8� 2 A�h
l+1� 2

p0

i; hf; �i
W�1;p
l �W 1;p0

�l
=

�
g;
@�

@n

�
�

: (3.5)

On note par h:; :i� le crochet de dualité entre W
1
p0 ;p

l (�) et W
� 1
p0 ;p

0

�l (�) ; le problème ad-

met unique solution dans l�espace quotient W 1;p
l

�
R2+
�
=A�
[�l+1� 2

p ]
: De plus il existe une

constante C indépendante de u; f et g; telle que

inf
q2A�
[�l+1� 2

p ]

ku+ qkW 1;p
l (R2+)

� C

�
kfkW�1;p

l (R2+)
+ kgk

W

1
p0 ;p

l (�)

�
:
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Preuve. Premier cas :

Si l � 0; A�
[�l+1� 2

p ]
= 0; montrons que l�application suivante est bijective.

(��; 
0) : W 1;p
l

�
R2+
�
�! W�1;p

l

�
R2+
�
�W

1
p0 ;p

l (�)

u �! (f; g)

Cette application est injective il reste à montrer la surjectivité. En utilisant le théorème

de traces, soit ug un relèvement de g, tel que

ug = g sur � et kugkW 1;p
l (R2+)

� C kgk
W

1
p0 ;p

l (�)

:

Le problème est équivalent au problème homogène suivant8<: ��v = f +�ug dans R2+;

v = 0 sur �:

Posons

h = f +�ug

pour tout � 2 W 1;p0

�l (R2) ; posons

�1 = � (x1; x2)� � (x1;�x2) si x2 > 0:

Il est évident que �1 2
0

W 1;p0

�1 (R2). Alors h peut être prolongeable à ~h par

� 2 W 1;p0

�l
�
R2
�
; ~h (�) = hh; �1iW�1;p

l (R2+)XW
1;p0
�l (R2+)

De plus 


~h



W�1;p
l (R2)

= khk
W
�1;p
l (R2+)

:

Soit q un polynôme de P�h
l+1� 2

p0

i; alors q peut s�écrire sous la forme
q = r + s où r 2 A�h

l+1� 2
p0

i et s 2 N�h
l+1� 2

p0

i:
Alors D

~h; q
E
= hf +�ug; ri

W
�1;p
l (R2+)XW

1;p0
�l (R2+)

:
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Application de la formule de Green on obtient

h�ug; ri = �
Z

R2+

rug:rrdx

= �
�
g;

@r

@x2

�
�

(on a �r = 0 dans R2+ et r = 0 sur �). Ainsi, ~h 2 W
�1;p
l (R2) et véri�ant la condition

8q 2 P�h
l+1� 2

p0

i; D~h; qE = 0:
D�après les résultats précédents sur le Laplace sur tout l�espace

W 1;p
l

�
R2
� ��! W�1;p

l

�
R2
�
? P�h

l+1� 2
p0

i; si l � 1:
W 1;p
l

�
R2
�
=P[1� 2

p ]
��! W�1;p

l

�
R2
�
? P�h

1� 2
p0

i; si l = 0:
D�ou il existe ~v 2 W 1;p

l (R2) ; tel que

��~v = ~h;

maintenant nous remarquons que la solution w = 1
2
~v1 =

1
2
(~v (x1; x2)� ~v (x1;�x2))

2 W 1;p
l

�
R2+
�
et

��w = h dans R2+ et w = 0 sur �

ie : w est une solution du (3.1) .

Deuxième étape. même démarche que précédemment

3.1.6 Résultat de régularité

Théorème 3.6 Soient m et l deux entiers relatifs, p 6= 2; 1 < p <1:

Soit g 2 W
1
p0+m;p

l+m (�) et f 2 W�1+m;p
l+m

�
R2+
�
; véri�ent la condition de compatibilité (3.5)

alors le problème (3.1) a une unique solution dans W 1+m;p
l+m

�
R2+
�
=A�
[�l+1� 2

p ]
: De plus

inf
q2A�
[�l+1� 2

p ]

ku+ qkW 1+m;p
l+m (R2+)

� C

 
kfkW�1+m;p

l+m (R2+)
+ kgk

W

1
p0 +m;p

l+m (�)

!
:

Preuve. On procède par récurrence.
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3.2 Le problème de Neumann dans un demi-plan re-

latif au Laplacien

Introduction

On s�intéresse dans ce paragraphe au problème de Neumann

8<: �u = f;


1u = g;

l�étude de ce problème dans les espaces Wm
k

�
R2+
�
conduit de manière analogue au prob-

lème de Dirichlet à distinguer trois situations.

3.2.1 Le cas variationnel

On introduit maintenant pour tout réel k; l�espace

Y 1
k =

�
u 2 X1

k

�
R2+
�
; tel que �u 2 X0

k+1

�
R2+
�	
:

Lemme 3.4 L�opérateur de dérivée normale sur le bord


1 : u 2 Y 1
k �!

@u

@n
2 X� 1

2
k (�)

est bien dé�ni et continu. En outre on a la formule de Green

(ru;rv) + (�u; v) =
�
�@u
@n
; v

�
X
� 1
2

k (�)�X
1
2
�k(�)

8u 2 X1
k

�
R2+
�
;8v 2 X1

�k
�
R2+
�
:

(:; :) désigne le produit scalaire de L2
�
R2+
�
,

Théorème 3.7 Etant données (f; g) 2
n�
X0
�1
�
R2+
�
�X

1
2
0 (�)

�
=R
o�

8>>><>>>:
Trouver u

�u = f dans R2+;
@u

@n
= g sur �;

; (3.6)

alors le problème a une unique solution dans u 2 X1
0

�
R2+
�
=R �W 1

0

�
R2+
�
=R
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Preuve. On a

f 2 X0
1

�
R2+
�
� X�1+1

1

�
R2+
�
=
�
f 2 W�1

0

�
R2+
�
; tel que 8� 2 N2; 0 � j�j � 1;

x�f 2 W�1+�
0

�
R2+
�
; f 2 W 0

1

�
R2+
�	

Ici il faut une condition de compatibilité pour que la solution existe

(f; g) 2
n�
X0
�1
�
R2+
�
�X

1
2
0 (�)

�
=R
o�
:

Supposons qu�une solution u existe, intégrons sur R2+ et appliquons la formule de Green

�
Z
�

@u

@n
:Cd� =

Z
R2+

f:Cdx:

La condition au bord entraîne queZ
R2+

f:dx = �
Z
�

gd�:

Donc pour qu�une solution existe il faut ajouter une condition de compatibilité. De même

il faut chercher u dans W 1
0

�
R2+
�
=R pour assurer l�unicité, alors le problème admet la

formulation variationnelle suivante8>>><>>>:
Trouver u 2 X1

0

�
R2+
�
=R �W 1

0

�
R2+
�
=R; tel que

8v 2 W 1
0

�
R2+
�
=R ;R

R2+
rurv = �hf; viW�1

0 (R2+)�W 1
0 (R2+)

+ hg; vi
X
� 1
2

0 (�)�X� 1
2

0 (�)

Puisque par hypothèse

f 2 X0
1

�
R2+
�
=
�
f 2 W�1

0

�
R2+
�
j �f 2 L2

�
R2+
�	
;

et g 2 X� 1
2

0 (�) ; donc le second membre de problème 3.6 est bien dé�ni sur W 1
0

�
R2+
�
; il

est en outre supposé orthogonal aux constantes est la forme bilinéaire associée étant coer-

cive sur W 1
0

�
R2+
�
=R; alors le problème admet bien une solution unique. L�interprétation

de g comme
@u

@n
est rendue possible par le fait que �f 2 L2

�
R2+
�
:

3.2.2 Résultat de régularité

Théorème 3.8 Soit m � 1; un entier, alors l�opérateur

u �!
�
�u;

@u

@n

�
;
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dé�nit un isomorphisme de

W 1+m
m

�
R2+
�
=R �!

n�
X1�m
�m

�
R2+
�
�X

1
2
�m

m (�)
�
=R
o�

Remarque 3.1 i) Pour m = 0; le théorème est faux, puisque
@u

@n
ne peut pas être dé�nit

dans ce cas. Le théorème 3.7 montre que l�on a alors un isomorphisme de

X1
0

�
�;R2+

�
=
�
v 2 W 1

0

�
R2+
�
� X1

0

�
R2+
�
j �u 2 X0

1

�
R2+
�	

sur n�
X0
�1
�
R2+
�
�X

1
2
0 (R)

�
=R
o�

3.2.3 Le cas non hilbertien

Introduction

Nous étudions ici le problème non homogène de Neumann dans le demi plan. Nous don-

nons des résultats fondamentaux d�existence et de régularité en théorie Lp; avec p 6= 2 et

1 < p <1; dans des espaces avec poids. Soit (3.7) le problème suivant

8><>:
��u = f dans R2+
@u

@xn
= g

(3.7)

Théorème 3.9 Soit l un entier et supposons que p 6= 2; 1 < p <1:

Pour tout f 2 W 0;p
l

�
R2+
�
; véri�ant la condition de compatibilité suivante

8� 2 N�h
l� 2

p0

i; hf; �i
W 0;p
l (R2+)�W

0;p0
�l (R2+)

= 0:

Le problème (3.7) ; avec g = 0, a une unique solution u 2 W 2;p
l

�
R2+
�
=N�

[2�l� 2
p ]
:

Preuve. L�unicité est évidente.

Le premier cas : l � 1: Nous posons ef = f dans R2+ et ef = 0 dans R2�: Alorsef 2 W 0;p
l (R2) et pour tout � 2 N�

[l� 2
p ]
= P�

[l� 2
p ]
; nous avons :

D ef; �E
W 0;p
l (R2)�W 0;p0

�l (R2)
=

Z
R2
ef:�dx = Z

R2+

f:�dx = hf; �i
W
0;p
l (R2)�W0;p0

�l (R
2)
= 0:
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Donc, il existe une fonction w 2 W 2;p
l (R2), tel que

�w = ef dans R2:
La fonction u dé�nie par

u (x0; xn) =
1

2
[w (x0; x2) + w (x0;�x2)] ;

avec x2 > 0; appartient à W 2;p
l (R2) et véri�ant ��u = f et

@u

@x2
= 0 sur �.

Le deuxième cas : l � 2: La fonction dé�nie par

ef (x0; x2) =
8<: f (x0; x2) si x2 > 0

f (x0;�x2) si x2 < 0
;

appartient à W 0;p
l (R2) et véri�ant

8� 2 P�h
l� 2

p0

i; D ef; �E
W 0;p
l (R2)�W 0;p0

�l (R2)
= 0:

Ainsi, il existe une fonction w 2 W 2;p
l (R2) ; tel que

��w = ef dans R2:
Mais, notons que la fonction v dé�nie par

v (x0; x2) = w (x0;�x2) ;

appartient à W 2;p
l (R2) et véri�ant également l�équation. L�unicité des solutions v = w et

@u

@x2
= 0 sur �: Maintenant, la fonction u = w=R2+ est la solution de notre problème.

Corollaire 3.2 Soit l un entier et g 2 W 1� 1
p
;p

l

�
R2+
�
Supposons que p 6= 2; 1 < p <1:

Si f 2 W 0;p
l

�
R2+
�
et véri�ant la condition de compatibilité suivante

8� 2 N�h
l� 2

p0

i; hf; �i
W 0;p
l (R2+)�W

0;p0
�l (R2+)

= hg; �i
W

1� 1
p ;p

l (�)�W
� 1
p0 ;p

0

�l (�)

Alors le problème (3.7) a une unique solution u 2 W 2;p
l

�
R2+
�
=N�

[2�l� 2
p ]
:

Preuve. Conséquence du théorème 3.9 .
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Théorème 3.10 Soit l un entier, tel que p 6= 2; 1 < p <1 et g 2 W
�1� 1

p0 ;p
0

�l (�) véri�ant

la condition de compatibilité

8� 2 N�

[2�l� 2
p ]
; hg; �i

W
�1� 1

p0 ;p
0

�l (�)XW
2� 1

p ;p

l (�)

= 0: (3.8)

Alors le problème (3.7) ; avec f = 0; a une unique solution v 2 W 0;p0

�l
�
R2+
�
=N�h

l� 2
p0

i:
Preuve. Première étape : nous dé�nissons l�espace

T
�
R2+
�
=
n
v 2 W 0;p0

�l
�
R2+
�
; �u 2 W 0;p0

�l+2
�
R2+
�o

;et nous pouvons que si v 2 T
�
R2+
�
; alors

@v

@n
2 W

�1� 1
p0 ;p

0

�l (�) ; alors nous remarquons

que le problème (3.7) avec f = 0 est équivalent à trouver v 2 W 0;p0

�l
�
R2+
�
=N�h

l� 2
p0

i; tel
que pour tout � 2 W 2;p

l

�
R2+
�
avec

@�

@x2
= 0 sur �;

hv;��i
W 0;p0
�l (R2+)xW

0;p
l (R2+)

= �hg; �i
W

�1� 1
p0 ;p

0

�l (�)�W
2� 1

p ;p

l (�)

:

Maintenant d�après le théorème 3.9 ; pour tout h 2 W 0;p
l

�
R2+
�
; tel que

8� 2 N�h
l� 2

p0

i; hh; �i
W 0;p
l (R2+)�W

0;p0
�l (R2+)

= 0:

Il existe unique � 2 W 2;p
l

�
R2+
�
=N�

[2�l� 2
p ]
; tel que

��� = h dans R2+ et
@�

@x2
= 0 sur �;

avec l�estimation

k�kW 2;p
l (R2+)=N�

[2�l� 2
p ]
� C khkW 0;p

l (R2+)

En utilisant (3.8) ; nous avons

8� 2 N�

[2�l� 2
p ]
; jhg; �ij = jhg; �+ �ij � kgk

W
�1� 1

p0 ;p
0

�l (�)

khkW o;p
l (R2+)

:

Grâce au théorème de représentation de Reisz, l�application h �! hg; �i dé�nie à unique

v 2
�
W 0;p
l

�
R2+
�
? N�h

l� 2
p0

i�0 = W 0;p0

�l
�
R2+
�
=N�h

l� 2
p0

i
solution du problème (3.7) ; avec f = 0:
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Corollaire 3.3 Soit l un entier, tel que p 6= 2; 1 < p < 1 et g 2 W
� 1
p0 ;p

0

�l (�) véri�ant

la condition de compatibilité suivante

8� 2 N�

[1�l� 2
p ]
; hg; �i

W
� 1
p0 ;p

0

�l (�)�W
1� 1

p ;p

l (�)

= 0:

Alors le problème (3.7) , avec f = 0; admet unique solution v 2 W 1;p0

�l
�
R2+
�
=N�h

1+l� 2
p0

i:
Théorème 3.11 Soit l un entier, tel que p 6= 2; 1 < p <1.

Pour tout f 2 W 0;p
l

�
R2+
�
et g 2 W� 1

p
;p

l�1 (�) véri�ent la condition de compatibilité suivante

8� 2 N�h
l� 2

p0

i; hf; �i
W 0;p
l (R2+)�W

0;p0
�l (R2+)

= hg; �i
W

� 1
p ;p

l�1 (�)�W
1� 1

p0 ;p
0

�l+1 (�)

:

Le problème (3.7) admet unique solution u 2 W 1;p
l�1
�
R2+
�
=N�

[2�l� 2
p ]
:



Chapitre 4

Problème de Dirichlet pour le

bilaplacien dans un demi plan

4.1 Le cas hilbertien intermédiaire

Dans cette partie, on s�intéresse à la résolution avec conditions aux limites de type Dirich-

let. Etant données f 2 W�2;2
0

�
R2+
�
; g0 2 W

2� 1
2

0 (�) et g1 2 W
1� 1

2
0 (�) :

Trouver u 2 W 2;2
0

�
R2+
�
solution de

8>>><>>>:
�2u = f dans R2+;

u = g0 sur �;
@u

@n
= g1 sur �:

(4.1)

A l�aide d�un relèvement de g0 et g1, on ramène le problème de (4.1) au problème

homogène suivant

8>>><>>>:
�2u = f dans R2+
u = 0 sur �
@u

@n
= 0 sur �

(4.2)

Une formulation variationnelle équivalente de ce problème est : Trouver u 2
0

W 2;2
0

�
R2+
�
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solution de

8v 2
0

W 2;2
0

�
R2+
�
;

Z



�u:�vdx = hf; vi
W�2;2
0 (R2+)�

0
W 2;2

0 (R2+)

le crochet désigne le crochet de dualité entre W�2;2
0

�
R2+
�
et

0

W 2;2
0

�
R2+
�
: Or on a le lemme

suivant :

Lemme 4.1 Pour tout v 2
0

W 2;2
0

�
R2+
�
on a

jvj 0

W 2;2
0 (R2+)

= k�vkL2(R2+):

Grâce à ce lemme, le théorème de Lax Milgram et le lemme 1.12 montrent que le problème

(4.2) admet unique solution.

Preuve. En e¤et

8v 2
0

W 2;2
0

�
R2+
�
; jvj2 0

W 2;2
0 (R2+)

=
2X
i=1





@2v@x2i





2
L2(R2+)

+
2X
i6=j





 @2v

@xi@xj





2
L2(R2+)

:

Or pour tout v 2 D
�
R2+
�
et i; j 2 f1; 2gZ

R2+

@2v

@xi@xj
:
@2v

@xi@xj
= �

Z
R2+

@v

@xi
:
@3v

@xi@x2j
=

Z
R2+

@2v

@x2i
:
@2v

@x2j
:

Donc pour tout v 2 D
�
R2+
�
on a

jvj2W 2;2
0
= k�vk2

L2(R2+)
;

par densité cette égalité est vraie sur
0

W 2;2
0

�
R2+
�
; cette égalité est vraie sur

0

W 2;2
0

�
R2+
�
:

4.2 Le cas non hilbertien intermédiaire

Dans cette partie, on s�intéresse à la résolution avec condition aux limites f 2 W�2;p
0

�
R2+
�
;

g0 2 W
2� 1

p

0 (�) et g1 2 W
1� 1

p

0 (�) :

8>>><>>>:
�2u = f dans R2+;

u = g0 sur �;
@u

@n
= g1 sur �:
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Donnons maintenant des théorèmes d�isomorphisme (démontrés dans les chapitres précé-

dents) que l�on utilisera dans la suite.

Théorème 4.1 Pour tout entier n � 2 et tout réel p > 1; l�opérateur

�2 : W 2;p
0 (Rn) =P[2�n

p ]
�! W�2;p

0 (Rn) ? Ph
2� n

p0

i
est un isomorphisme.

Théorème 4.2 Pour tout entier n � 2 et tout réel p > 1; tels que
n

p
=2 f1; 2g et

n

p0
=2 f1; 2g ; les opérateurs biharmoniques suivants :

�2 : W 3;p
1 (Rn) =P[2�n

p ]
�! W�1;p

1 (Rn) ? Ph
2� n

p0

i
et

�2 : W 4;p
2 (Rn) =P[2�n

p ]
�! W 0;p

2 (Rn) ? Ph
2� n

p0

i
sont des isomorphismes.

4.3 Existence et unicité dans les espaces de Sobolev

avec poids W 2;p
l

�
R2+
�

Nous commençons par établir l�existence de solutions lorsque l = 0: Puis, nous généralisons

la méthode au cas l < 0 et on obtient le cas l > 0 par dualité.

Caractérisation des noyaux : On se propose maintenant de caractériser le noyau

Dp
o

�
R2+
�
de l�opérateur bilaplacien avec des conditions de Dirichlet.

Dp
o

�
R2+
�
=

�
z 2 W 2;p

0

�
R2+
�
; �2z = 0 sur R2+; z =

@z

@n
= 0 sur �

�
Proposition 4.1 Soit p 2 ]1;1[ ; f 2 W�2;p

0

�
R2+
�
; g0 2 W

2� 1
p

0 (�) et g1 2 W
1� 1

p

0 (�) : Trouver

u 2 W 2;p
0

�
R2+
�
solution de

8>>><>>>:
�2u = f dans R2+
u = g0 sur �;
@u

@n
= g1 sur �:

(4.3)
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Alors le problème 4.3 a une unique solution u 2 W 2;p
0

�
R2+
�
=Dp

o

�
R2+
�
:

Remarque 4.1 Si p � 2; Dp
o

�
R2+
�
= 0:

Nous pouvons maintenant résoudre le problème pour p � 2:

Théorème 4.3 Soit p � 2; f 2 W�2;p
0

�
R2+
�
; g0 2 W 2� 1

p (�) et g1 2 W
1� 1

p

0 (�) ; alors le

problème a une unique solution dans W 2;p
0

�
R2+
�
=Dp

0

�
R2+
�
:

Preuve. On a déjà traité le cas hilbertien p = 2

On vient de montrer notamment que pour tout réel p � 2; l�opérateur bilaplacien

�2 :
0

W 2;p
0

�
R2+
�
=Dp

0

�
R2+
�
�! W�2;p

0

�
R2+
�
:

Cette application est injective, il nous reste à étudier sa surjectivité. On a pour tout

� dans
0

W 2;p
0

�
R2+
�
; r� appartient à

�
0

W 1;p
0

�
R2+
��2

et grâce au résultats précédents il

existe une constante C; telle que

8� 2
0

W 2;p
0

�
R2+
�
; k�kW 2;p

0 (R2+)
� C j�jW 2;p

0 (R2+)
:

Or

j�jW 2;p
0 (R2+)

� kr�kW 1;p
0 (R2+)

On en déduit donc que

8� 2
0

W 2;p
0

�
R2+
�
; k�kW 2;p

o (R2+)
� kr�kW 1;p

0 (R2+)

On vient donc de montrer que l�application linéaire, continue suivante

r :
0

W 2;p
0

�
R2+
�
�!

0

W 1;p
0

�
R2+
�
:

est d�image fermée, on a donc Imr = (Ker div)? et il 9� 2
�
W�1;p
0

�
R2+
��2

; tel que

f = div�:

Les théorèmes des isomorphismes sur le Laplace montre l�existence de 	 2
�
W 1;p
0

�
R2+
��2

;

véri�ant

�	 = �:
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En posant

F = div	;

où

fg = �F;

avec F 2 Lp
�
R2+
�
:

Soit eF le prolongement de F par 0 dans R2� et efg = � eF ; alors efg appartient à
W�2;p
0

�
R2+
�
? Ph

2� 2
p0

i. Véri�ant
�2w = fg dans R2;

d�où l�existence. Alors l�application est une bijection, cette application étant continue, on

en déduit, via le théorème d�isomorphisme de Banach que l�application est une isomor-

phisme. Par ailleurs on a

8v 2
0

W 2;p
0

�
R2+
�
; 8� 2 W 2;p0

0

�
R2+
�
;


�2v; �

�
=


v;�2�

�
Par conséquent, par dualité en changeant p0 en p, on obtient que pour tout réel 1 < p < 2,

l�opérateur bilaplacien :

�2 :
0

W 2;p
0

�
R2+
�
�! W�2;p

0

�
R2+
�
? Dp0

0

�
R2+
�

(4.4)

Remarque 4.2 Dans l�application (4.4) , notons qu�il n�y a pas de condition d�orthogonalité

dans le second membre car on a p > 2 ) p0 < 2) Dp0

0

�
R2+
�
= 0:

4.4 Existence et unicité pour le bilaplacien dansW 3;p
l+1

�
R2+
�

avec p 6= 2

L�objectif de cette section est établir des résultats d�existence, d�unicité et de régularité

du problème bilaplacien dans les espaces de Sobolev avec poids. Le problème trouver la

solution u de 8>>><>>>:
�2u = f dans R2+

u = g sur �;

@2u = h sur �;

(4.5)
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avec g et h sont des fonctions données sur la frontière.

Remarque 4.3 Toute fois avant de prouver l�existence dans les espaces de Sobolev avec

poids, nous caractérisons les noyaux.

- Nous utilisons l�espace W 3;p
�l+1

�
R2+
�
pour l�utilisation des résultats de Laplace.

Nous sommes alors en mesure de formuler précisément notre problème : comment

choisir g et h pour que le problème (4.5) admet une solution dans l�espace de Sobolev

avec poids ?

La solution est-elle unique dans cet espace ?

La réponse est donnée par le théorème suivant:

Théorème 4.4 Soit l un entier relatif, tel que p 6= 2 et 1 < p < 1; alors pour toutes

fonctions f dans W�1;p
l+1

�
R2+
�
, g 2 W 3� 1

p
;p

l+1 (�) et h 2 W 2� 1
p
;p

l+1 (�) ; le problème admet une

solution dans W 3;p
l+1

�
R2+
�
si et seulement si

hf; u0iW�1;p
l+1 (R2+)�W

1;p0
�l�1(R2+)

+ hh;�u0i
W

2� 1
p ;p

l+1 (�)�W
�2+ 1

p ;p
0

�l�1 (�)
� hg;�@2u0i

W
3� 1

p ;p

l+1 (�)�W
�3+ 1

p ;p
0

�l�1 (�)
= 0;

8u0 2 B+;p
0

2;l :

Quand la solution existe, elle est unique dans W 3;p
l+1

�
R2+
�
=B+;p2;�l et dépend continûment

des données. En outre si f 2 Wm�1;p
l+1+m

�
R2+
�
; g 2 Wm+3� 1

p
;p

l+1+m (�) ; h 2 Wm+2� 1
p
;p

l+1+m (�) ; avec

m � 1, alors u 2 Wm+3;p
l+1+m

�
R2+
�
:

Nous démontrons dans cette section le théorème. Nous étudions en premier lieu l�unicité

des éventuelles solutions dans un espace avec poids donné.

Un résultat d�unicité des solutions

Nous introduisons l�espace dé�ni par

B+;p2;l =
�
u 2 W 3;p

�l+1
�
R2+
�
; tel que �2u = 0; u = 0 sur �; @2u = 0 sur �

	
:

Cet espace caractérise le noyau de l�opérateur

T : W 3;p
�l+1

�
R2+
�
�! W�1;p

�l+1
�
R2+
�
�W

3� 1
p
;p

�l+1 (�)�W
2� 1

p
;p

�l+1 (�) :

u 7�! (�2u; u; @2u)

Le noyau est décrit explicitement dans la proposition suivante :



4.4 Existence et unicité pour le bilaplacien dans W 3;p
l+1

�
R2+
�
avec p 6= 2 78

Proposition 4.2 Soit l 2 Z; p 6= 2 et 1 < p < 1; on note par B+;p2;l les solutions dans

W 3;p
�l+1

�
R2+
�
de

�2u = 0 dans R2+; u = @2u = 0 sur �: (4.6)

Alors B+;p2;l est l�espace des polynômes de la forme

u = �x2 +�p+ x2@2�� �;

où � 2 A�
[l+1� 2

p ]
; p 2 A�

[l� 2
p ]
et � 2 A�

[l+2� 2
p ]
et � est un opérateur dé�ni par

� : [
k2Z
A�k �! [

k2Z
Pk

p 7�! �p =
1

2

�
x2
R x2
0
p (x1; t) dt�

R x2
0

R t
0
p (x1;u) dudt

�
:

Possède la propriété suivante

��p = 0 dans R2+; @2�p =
1

2
x2p dans R2+ et �p = @2�p = 0 sur �;8p 2 [

k2Z
A�k :

Remarque 4.4 Dans le cas où
2

p
=2 f1; :::; k + 2g

A�
[l+1� 2

p ]
= A��[�l+ 2

p ]
;

A�
[l� 2

p ]
= A��[�l+ 2

p ]�1
;

A�
[l+2� 2

p ]
= A��[�l+ 2

p ]+1
:

Dans ce cas on a p 6= 2; alors le noyau est nul si l < 2

p
, ie : B+;p2;l = f0g :

Preuve. ( de la proposition 4.2 )

nous aurons besoin dans cette démonstration à l�espace nul de l�opérateur de Stokes

dé�ni par

S+;p2;l =

8<: (u; �) 2 W 1;p
�l
�
R2+
�
�W 0;p

�l
�
R2+
�
; ���u+r� = 0 dans R2+;

div u = 0 dans R2+; u = 0 sur �

9=; ; (4.7)

le noyau est décrit explicitement :

S+;p2;l est l�espaces polynomial de la forme

u = (div �0)x+ x2r�2 � �2e2 � �0 � xr�0;
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où � = �0 + �2e2 appartient à
�
A�
[�l+ 2

p ]

�2
:

Passons maintenant à la démonstration, Soit u 2 W 3;p
�l+1

�
R2+
�
est une solution de

l�équation (4.6)

Premier cas. Si l � 0 on a B+;p2;l = f0g d�après la remarque précédente.

Deuxième cas. Maintenant supposons que si l � 1 et soit q 2 W 2;p
�l+1

�
R2+
�
est une

solution du problème de Neumann suivant8<: �q = 0 dans R2+
@2q = �u sur�

=)

8<: �(��u+ @2q) = 0 dans R2+
��u+ @2q = 0 sur �;

ainsi, il existe une fonction polynomiale p 2 A��[�l+ 2
p ]�1

; tel que

��u+ @2q = p:

Posons

v2 = u+�p;

alors

��v2 + @2q = 0;

soit v0 2 W 3;p
�l+1

�
R2+
�
la solution du problème de Dirichlet suivant

8<: �v = @1q dans R2+;

v = 0 sur �;

alors le couple (v = v0 + v2e2; q) véri�ant

��v +rq = 0 dans R2+;

d�ailleurs, nous avons 8<: �(div v) = 0 dans R2+;

div v = 0 sur �;

dans la suite il existe une fonction polynomiale s 2 A��[�l+ 2
p ]
; tel que

div v = s dans R2+;

nous posons

� = v �r�s et � = q � s;
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alors le couple (�; �) appartient à S+;p2;l+1 avec � = 1. La proposition (4.7) implique

l�existence d�une fonction � 2 A��[�l+ 2
p ]+1

, tel que

u+�p� @2�s = (div �
0)x2 + x2@2�2 � �2;

ainsi

u = �x2 � �p+ x2@2�2 � �2;

où

� =
s

2
+ div �0:

inversement. Toute fonction de la forme

u = �x2 � �p+ x2@2�2 � �2;

tels que � 2 A�
[l+1� 2

p ]
; p 2 A�

[l� 2
p ]
et � 2 A�

[l+2� 2
p ]
appartient à B+;p2;l :

Peuve du théorème 4.4

1) Unicité. Conséquence de la proposition 4.2 .

2) La condition de compatibilité est nécessaire. Considérons u 2 W 3;p
l+1

�
R2+
�
; alors

�2u 2 W�1;p
l+1

�
R2+
�
; de plus, par densité de D

�
R2+
�
dansW 1;p0

�l�1
�
R2+
�
; on véri�e que pour

tout � 2 D
�
R2+
�

h�2u; �i
W�1;p
l+1 (R2+)�W

1;p0
�l�1(R2+)

= �hr�u;r�i+
�
@�u

@n
; �

�
�

= h�u;��i �
�
�u;

@�

@n

�
�

+

�
@�u

@n
; �

�
�

= �hru;r��i+
�
@u

@n
;��

�
�

�
�
�u;

@�

@n

�
�

+

�
@�u

@n
; �

�
�

=

=

hu;�2�i �
�
u;
@��

@n

�
�

+

�
@u

@n
;��

�
�

�
�
�u;

@�

@n

�
�

+�
@�u

@n
; �

�
�

;
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comme D
�
R2+
�
est dense dans W 1;p0

�l�1
�
R2+
�
, alors 8� 2 W 1;p0

�l�1
�
R2+
�

et � = u0 2 B+;p
0

2;l ,! W 1;p0

�l�1
�
R2+
�
On a

h�2u; u0iW�1;p
l+1 (R2+)�W

1;p0
�l�1(R2+)

=

hu;�2u0i �
�
u;
@�u0
@n

�
�

+

�
@u

@n
;�u0

�
�

�
�
�u;

@u0
@n

�
�

+�
@�u

@n
; u0

�
�

;

= �
�
u;
@�u0
@n

�
�

+

�
@u

@n
;�u0

�
�

;

comme u = g sur � et
@u

@n
= g sur �; alors



�2u; u0

�
W
�1;p
l+1 (R2+)�W

1;p0
�l�1(R2+)

= hf; u0i
W
�1;p
l+1 (R2+)�W

1;p0
�l�1(R2+)

= �
�
g;
@�u0
@n

�
�

�hh;�u0i� ;8u0 2 B
+;p0

2;l ;

d�où le résultat.

3) Existence. Avec l�utilisation du théorème de traces le problème devient homogène8>>><>>>:
�2u = f dans R2+;

u = 0 sur �;

@2u = 0 sur �:

Soit �l = f dans R2+; l = l0 sur �; tel que f 2 W�1;p
l+1

�
R2+
�
ce problème a une unique

soluion ssi l0 véri�ant la condition de compatibilité suivante

hf; pi
W�1;p
l+1 (R2+)�W

1;p0
�l�1(R2+)

� hl0; @2pi
W

3� 1
p ;p

l+1 (�)�W
�3+ 1

p ;p
0

+l+1 (�)
= 0;8p 2 A�h

l+2� 2
p0

i; (4.8)

d�après les résultats précédents sur le Laplace. D�ailleurs, pour tout polynôme p dans

A�h
l+2� 2

p0

i; on a
h�l;�pi

W
�1;p
l+1 (R2+)�W

1;p0
�l�1(R2+)

= hf;�pi
W
�1;p
l+1 (R2+)�W

1;p0
�l�1(R2+)

= 0;

puisque �p 2 B+;p
0

2;l ; ainsi

hl;��pi
W 3;p
l+1(R2+)�W

�3;p0
�l�1 (R2+)

= hl; pi
W 3;p
l+1(R2+)�W

�3;p0
�l�1 (R2+)

= 0;8p 2 A�h
l� 2

p0

i: (4.9)

En plus nous pouvons trouver une fonction � dans W 3;p
l+1

�
R2+
�
solution du problème

suivant 8<: �� = l dans R2+;

� = 0 sur �;
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le système évidement admet une solution puisque l véri�e (4.9) Considérons aussi une

fonction q1 dans W
2;p
l+1

�
R2+
�
solution du problème suivant8<: �q1 = @2l dans R2+;

q1 = 0 sur �;

ce problème a une solution puisque pour tout p appartient à A�h
l+1� 2

p0

i;
2 h@2l; piW 0;p

l+1(R2+)�W
0;p0
�l�1(R2+)

= �2 hl; @2piW 1;p
l+1(R2+)�W

�1;p0
�l�1 (R2+)

= �h�l; x2piW�1;p
l+1 (R2+)�W

1;p0
�l�1(R2+)

= �hf; x2pi
W
�1;p
l+1 (R2+)�W

1;p0
�l�1(R2+)

= 0;

on a x2p 2 B+;p
0

2;l ; �nalement

u = x2q1 + � � x2@2�;

alors avec les calculs on obtient 8<: �2u = f dans R2+;

u = @2u = 0 sur �

4) La régularité. Nous supposons que f 2 Wm�1;p
m+l+1

�
R2+
�
; avec m � 1; alors l 2

Wm+1;p
m+l+1

�
R2+
�
et par conséquence � 2 Wm+3;p

m+l+1

�
R2+
�
quand q1 2 Wm+2;p

m+l+1

�
R2+
�
; d�après les

théorèmes de régularité précédents on observe que

�u = 2@2q1 + l � @22�;

implique que u 2 Wm+3;p
m+l+1

�
R2+
�
: D�où le résultat.

Remarque 4.5 Dans le cas hilbertien le noyau reste le même, voir [3] mais il faut

changer l�espace Wm;p
� par Xm;p

� ; les démonstrations sont semblables.
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