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Introduction

La théorie des graphes est un outil important dans la recherche mathématique,
I’économie, la sociologie, la gestion des réseaux, la liste peut aller indéfiniment. L’étude
de la domination et les sous problemes liés a cette branche note un développement
important dans la théorie des graphes, en raison de la diversité de ses applications
dans plusieurs domaines comme ’analyse des réseaux de communication, la détection

des défaillances dans les systemes, la garde et la streté dans les organismes...

En 1987 Slater introduit les ensembles dominants localisateurs (voir [30, 29]). Le
concept de la domination totale localisatrice a été introduit par Haynes, Henning et
Howard en 2006 (voir [25]). La principale motivation de l'introduction de ces deux

notions de domination est I’étude de la protection contre les incendies.

En 1990, dans le but de ’étude de la vulnérabilité des réseaux de communication,
Fink, Jacobson, Kinch et Roberts [17] introduisent un nouveau parametre de domina-
tion le nombre de bondage b(G) d’un graphe simple non vide. Le nombre de bondage

désigne la robustesse du réseau quand certaines liaisons sont coupées.

Dans ce mémoire nous nous intéressons a 1’étude théorique du nombre de bondage
localisateur by, (G) et du nombre de bondage total localisateur b% (G). Nous examinons
également les graphes aréte enlevée critiques par rapport aux parametres nombre de

domination localisatrice v, et nombre de domination totale localisatrice 7% .
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Ce mémoire comporte quatre chapitres. Dans les deux premiers nous présentons

quelques résultats préliminaires. Dans les chapitres 3 et 4 nous exposons nos résultats.

Le chapitre 1 comporte deux sections. Dans la premiere nous donnons les diffé-
rentes notions de base de la théorie des graphes, dont nous nous servons tout au long
de ce mémoire. Dans la seconde nous exposons un apercu sur la domination dans les
graphes et nous présentons quelques parametres de domination, nous donnons des

exemples d’applications pratiques ayant motivé l'introduction des parametres vy, et

-

Le chapitre 2 comporte trois sections. Dans la premiere nous présentons le nombre
de bondage b(G) ainsi que l'application pratique ayant motivé Iintroduction de ce
parametre, nous exposons les meilleures bornes du b(G) et nous donnons quelques
résultats sur le nombre de bondage fractionnaire b*(G). La deuxiéme section com-
porte quelques résultas sur le nombre de bondage d’autres parametres de domination
comme 7, et 7,. Enfin, dans la troisieme section nous abordons le concept des graphes

critiques.

Le chapitre 3 est consacré a 1'étude des parametres by (G) et b (G), il comporte
deux sections. Dans la premiere section nous donnons des valeurs exactes du by (G)
pour certaines classes de graphes, les chaines, les cycles, les graphes complets et les
graphes multipartis complets et nous établissons des bornes supérieures du bz (G)
pour les arbres et pour les graphes dans quelques cas particuliers. Dans la deuxieme
section des valeurs exactes du b% (G) des chaines, des cycles et des graphes complets
et des graphes bipartis complets sont données, on y trouve également la définition et
la caractérisation des arbres 7%-fortement stables et I'exemple de quelques graphes

% -fortement stables.
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Le chapitre 4 est consacré a 1’étude des graphes aréte enlevée critiques par rap-
port aux parametres 7, et 7%, il comporte deux sections. Dans la premiere section
nous caractérisons les graphes v -aréte enlevée-critiques et nous montrons que les
graphes complets et les graphes multipartis complets sous certaines conditions sont
des graphes 7, -aréte enlevée-critiques. Dans la seconde section nous caractérisons
les graphes ~i"-aréte enlevée-faiblement critiques, nous prouvons également que les
graphes complets et les graphes multipartis complets sous certaines conditions sont

des graphes v} -aréte enlevée-critiques.

Nous proposons dans ce travail trois conjectures qui ont pour objet la caractéri-

sation de tous
e Les graphes 7% -fortement stables.
o Les graphes vy, -aréte enlevée-critiques.

e Les graphes 7, -aréte enlevée-critiques.



Chapitre 1

Généralité sur les Graphes

Dans ce chapitre nous introduisons les différentes notions de base de la théorie
des graphes, dont nous nous servons tout au long de ce mémoire. Nous exposons
également un apercu sur la domination dans les graphes et nous présentons quelques
parametres de domination.

Les différentes définitions et les principaux résultats employés dans ce chapitre sont

inspirés des livres [3, 23].

1.1 Définitions et Notations

Graphe et Graphe Simple

Un graphe non orienté fini G est un couple (V, E), ou V est un ensemble d’élé-
ments finis et dénombrables et E est un sous ensemble de paire de sommets de V,
E C{uv,u € Vetwve V} Unélément v € V est dit sommet, un élément e = uv € E
est dit aréte. G est souvent écrit G = (V, E) ou G = (V(G), E(G)).

On note par n l'ordre de G, n = |V (si n > 2, alors G est non trivial) et par m la
taille de G, m = |E| (si m > 1, alors G est non vide).

Le complémentaire d’un graphe G est le graphe G = (V,U) avec U = {uv,uv ¢ E}.
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Deux sommets u,v dans V' sont dit adjacents ou voisins si l'aréte uv € E, u et v
sont dits les extrémités de l'aréte e, e est dite incidente aux sommets u et v.
Deux arétes sont adjacentes si elles ont au moins une extrémité commune.

Si 'aréte e = uu € E pour un sommet u € V', alors e est dite boucle.

Un graphe G est dit p-graphe si le nombre d’arétes uv entre deux sommets u et v
est inférieur ou égale a p.

Un graphe simple est un 1-graphe sans boucle.

Nous considérons dans ce qui suit les graphes simples.

Sommets, Voisinages d’'un Sommet et degré d’un Sommet

Le voisinage ouvert d’un sommet u € V' est I’ensemble de tous les sommets v voisins
a u dans G, écrit N(u) ou Ng(u).

Le voisinage fermé d’un sommet u € V est 'ensemble {u} U N(u), noté par N[u] ou
Nelul.

Deux sommets u et v dans G sont des vrais jumeaux si uv € E et N(u)\{v} =
N(w)\{u}.

Deux sommets u et v dans G sont des faux jumeaux si uv ¢ E et N(u) = N(v).

Le degré d'un sommet v € V est la cardinalité de 1’ensemble du voisinage ouvert de
v, écrit deg(v) ou dg(v).

A(G), 6(G) désigne respectivement le degré maximum et le degré minimum du graphe
G.

Un sommet v € V' est dit isolé si et seulement si deg(v) = 0.

Un sommet v € V est dit pendant si et seulement si deg(v) = 1, le voisin d'un sommet
pendant est dit sommet support et une aréte incidente a un sommet pendant est dite

pendante.

L(G) est 'ensemble des sommets pendants du graphe G, |L(G)| = l[(G), et S(G) est

5
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'ensemble des sommets supports du graphe G, |S(G)| = s(G).

Nous appelons le coeur du graphe G 'ensemble des sommets V (G)\(S(G) U L(G)).
L’ensemble L, est ’ensemble des sommets pendants voisins a un sommet support v.
Si |L,| = 1, alors v est un sommet support faible.

Si |L,| > 1, alors v est un sommet support fort.

Soit S un sous ensemble de sommets du graphe G, 'ensemble N (S) = U N(u) est
appelé le voisinage ouvert de S et 'ensemble N[S] = SUN(S) est appelé ﬁsvoisinage
fermé de S.

Soit un sommet v € S, un sommet v est un voisin privé de u par rapport a S si et

seulement si N[v] NS = {u}. L’ensemble pngu, S| = {v : Nv]NS = {u}} est le

voisinage privé du sommet u par rapport a S, il est noté également png(u, S).

Sous Graphe et Graphe Partiel

Soient, G = (V, E) un graphe, V' C V(G) et E' C E(G). On note par E, 'ensemble
des arétes uwv € E(G) avecu € V' et v € V.

Le graphe H = (V’, El) est appelé un sous graphe de G engendré ou induit par V',
H=(").

Le graphe H = (V,E') est appelé un graphe partiel de G engendré par E', H =
G—-E' E'=E—-F.

Le graphe H = (V’, E'n E,) est appelé un sous graphe partiel de G.

Un sous graphe vide est appelé stable.

Un sous graphe H = (V', E') tel que E' = {uv,Yu,v € V' et u # v} est appelé clique.
Un couplage est un sous ensemble d’arétes non adjacentes deux a deux. Le couplage
est dit parfait si pour tout sommet v € V il existe une aréte du couplage incidente a

V.
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Le Concept Minimal, Maximal, Minimum et Maximum

Un sous ensemble A de V' est dit minimal par rapport a une proprié¢té P s’il
n’existe pas un sous ensemble B C A tel que le sous graphe induit par B vérifie la
propriété P. Un sous ensemble A de V' est dit maximal par rapport a une propriété
P s’il n’existe pas un sous ensemble B tel que A C B et le sous graphe induit par B

vérifie la propriété P.

Un sous ensemble A de V' est dit minimum ou de taille minimale par rapport a
une propriété P s’il n’existe pas de sous ensemble B C V' tel que le sous graphe induit
par B vérifie la propriété P et |B| < |A|. Un sous ensemble A de V est dit maxi-
mum ou de taille maximale par rapport a une propriété P s’il n’existe pas de sous

ensemble B C V tel que le sous graphe induit par B vérifie la propriété P et |B| > |A.

Un m-ensemble est un sous ensemble de cardinalité 7 vérifiant une propriété P

associé a un graphe G.

Chaine, Cycle, Arbre et Connexité

La séquence de sommets ujus...u,, d'un graphe G = (V, E) est une chaine si et
seulement si pour tout indice ¢ = 1,...,n — 1, 'aréte w;u;.1 € E.
Un graphe G est une chaine P, = (V, E) si et seulement si V = {uy,ug,...,u,} et
E = {uu1,i =1,....,n — 1}, uy et u, sont les extrémités de la chaine. La longueur

d’une chaine désigne son nombre d’arétes.

Un cycle d'un graphe G = (V, E) est une chaine dont les extrémités coincident.
Un graphe G est un cycle C,, = (V, E) si et seulement si V' = {uy,us,...,u,} et

E = {uyui } U{uu;1,i = 1,...,n — 1}. La longueur d’un cycle désigne son nombre
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d’arétes.

Un graphe G est dit connexe si et seulement si pour toute paire de sommet u et
v dans G il existe une chaine joignant u et v. Une composante connexe d’un graphe
GG est un sous graphe connexe maximal.
La distance entre deux sommets u et v, dg(u, v) est la longueur minimum d’une chaine
reliant u et v.
Le diametre d'un graphe G, diam(G) = max (dg(u,v)).

u,veG

Un arbre est un graphe connexe sans cycle, il est souvent noté par T. Pour tout
arbre T, A(T) < I(T)
Une forét est un graphe ot chaque composante connexe est un arbre.
Nous appelons un sommet du sous ensemble V (T')\(L(7)US(T')) un sommet branche.
Un arbre enraciné en un sommet r est un arbre pendu par ce sommet. Les sommets
d’un arbre enraciné seront classés par niveaux suivant leurs distances par rapport au
sommet racine 7.
Un sommet u est 'ancétre d'un sommet v s’il se trouve sur la chaine entre v et la
racine de 'arbre.
Un sommet u est le pere de v s’il est 'ancétre de v qui lui est adjacent, v est dit le

fils de wu.

Graphes Particuliers

Un graphe complet K, est un graphe connexe G = (V, E), |V| = n et |E| = m tel que
m=n(n—1)/2.

Un graphe multiparti complet ou t-partie complet K, 5, . n,,t > 2 est un graphe
connexe G = (V, E) ou I'ensemble des sommets V, |[V| = ny + ny + ... + ny, peut étre
partitionné en ¢ stables N;,i = 1,¢ avec |N;| = n; et pour toute paire de sommets

u€ N;etve Nji#ji,j=11t u € F.
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Un graphe biparti complet est le graphe K,,, ,,.

Une étoile est le graphe K ,.

Une étoile double est un graphe connexe obtenu en reliant par une aréte le sommet
support d’une étoile K , et le sommet support d’une étoile K 4.

Une galaxie est une forét ou chaque composante connexe est une étoile.

Autres Concepts

Le produit cartésien de deux graphes G et H qu’on note GUIH est le graphe
K = (V(K),E(K)), avec V(K) = V(G) x V(H), et deux sommets (u,v1), (ug,v2)
dans V(K) sont adjacents dans F(K) si et seulement si u; = us et vivy € E(H) ou

bien vy = vy et ujuy € E(G).

Deux graphes G et H sont isomorphes s'il existe une bijection ¢ : V(G) — V(H)

telle que uv € E(G) si et seulement si ¢(u)p(v) € E(H).

Le nombre aréte-connectivité A(G) est le plus petit nombre d’arétes a enlever d’un

graphe G pour augmenter le nombre de composantes connexes de G.

1.2 Apercu sur la Domination dans les Graphes

1.2.1 Historique

Bien que l’étude mathématique des ensembles dominants a commencé dans les
années soixante, le sujet trouve son origine en 1862 dans les jeux des échecs quand
De Jaenisch [15] étudia le probleme de déterminer le nombre minimum de reines a
placer sur un échiquier n X n de sorte que chaque case soit occupée par une reine

ou peut étre occupée en un seul mouvement par 'une d’elles, tout en sachant que
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les regles du jeu des échecs permet a une reine de se déplacer a travers les cases soit
horizontalement, verticalement ou diagonalement. Pour un échiquier 8 x 8, cinq est le
nombre minimum de reines qui dominent toutes les cases de ’échiquier, dans ce cas le
probleme est appelé « le probleme des cinqg reines », et on peut dire qu’il est l'origine
de I’étude mathématique de la domination.

En 1892 Ball [1] a traité la question de De Jaenish en considérant d’autres conditions

supplémentaires.

En 1964 les freres Yaglom [36] étudierent les problémes posés par De Jaenish et
Ball.
Dans [3], Berge introduit le nombre de domination sous I'appellation « coefficient de
stabilité externe ». En 1962 Ore [26] fut le premier & employer les termes « ensemble

dominant »et « nombre de domination » qu’il nota d(G).

L’étude moderne de la domination a débuté apres I’apparition de I'article de Co-
ckayne et Hedetniemi [12] en 1977. Les auteurs de [12] sont les premiers a utiliser la
notation y(G) pour désigner le nombre de domination.

Depuis, plusieurs chercheurs se sont investis dans I’étude de la domination dans les
graphes et beaucoup de nouveaux parametres ont été introduits. Dans les livres de
Haynes et al. [23, 24], on peut trouver les concepts fondamentaux de la domination

ainsi que la majorité des articles publiés avant 1998.

1.2.2 La Domination dans les Graphes

On peut associer au probleme des cinq reines le graphe de déplacement de la reine,
soit G = (V, E) un graphe simple tel que V est ’ensemble des cases de 1’échiquier
8 x 8, et uv € E si et seulement si la reine peut se déplacer de la case u vers la case v.
La résolution du probleme consiste a déterminer un ensemble dominant de cardinalité

minimum dans le graphe G.

10
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Définition 1.1. Un ensemble dominant D dans un graphe simple G = (V| E) est un
sous ensemble de sommets dans V' tel que tout sommet dans V — D est adjacent a au
moins un sommet dans D.

La cardinalité d’un ensemble dominant ayant la plus petite taille dans G est appelée
nombre de domination, notée v(QG).

La cardinalité d’un ensemble dominant minimal ayant la plus grande taille dans G

est appelée nombre de domination supérieur, notée I'(G).

Les définitions suivantes sont équivalentes a la définition 1.1.
e Un ensemble D C V est un ensemble dominant dans GG si pour tout sommet
veV,|NvnD|>1.

e Un ensemble D C V est un ensemble dominant dans G si N[D] = V.

Avant d’exposer quelques parametres de domination nous présentons les ensembles

irrédondants.

Irrédondant Un irrédondant dans un graphe G = (V, E) est un sous ensemble
de sommets I C V tel que tout sommet v € I possede un voisinage privé par rapport
al.Yvel pnvI]#0.

La cardinalité d'un ensemble irrédondant maximal ayant la plus petite (resp. grande)
taille dans G est notée ir(G) (resp. IR(G)).

I est facile de conclure que tout ensemble dominant D est minimal si et seulement
si D est un dominant et un irrédondant, et tout ensemble dominant minimal est un

irrédondant maximal.

1.2.3 Quelques Parametres de Domination

Dans plusieurs applications, il est nécessaire de combiner la domination avec

d’autres propriétés de la théorie de graphes. Dans cette partie nous exposons quelques

11
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parametres de domination ou des conditions supplémentaires sont imposées sur le sous
graphe induit par ’ensemble dominant ou sur les sommets qui n’appartiennent pas a

I’ensemble dominant.

Nous rappelons qu'un stable S dans un graphe G est un sous ensemble de sommets
de G tel que le sous graphe induit par S, (S) est sans arétes. Il est simple de voir que
tout ensemble stable S est maximal si et seulement si S est un stable et un dominant,
et tout stable maximal est un ensemble dominant minimal.

Dominant stable Un ensemble dominant stable dans G est un dominant D tel
que le sous graphe induit par D est stable.

La cardinalité d'un ensemble dominant stable ayant la plus petite taille dans G est
appelée nombre de domination stable, notée i(G).
La cardinalité d’'un ensemble dominant stable ayant la plus grande taille dans G est

appelée nombre de domination stable supérieur, notée a(G), 5o(G) ou bien 3(G).

Dominant total Un ensemble dominant total dans G est un dominant D tel que
le sous graphe induit par D est sans sommets isolés.
La cardinalité d'un ensemble dominant total ayant la plus petite taille dans G est
appelée nombre de domination totale, notée v;(G).
La cardinalité d’un ensemble dominant total minimal ayant la plus grande taille dans

G est appelée nombre de domination totale supérieur, notée I';(G).

Dominant pair Un ensemble dominant pair ou couplé est un dominant D tel que
le sous graphe induit par D admet un couplage parfait.
La cardinalité d’un ensemble dominant pair ayant la plus petite taille dans G est
appelée nombre de domination couplée, notée v,(G).
La cardinalité d'un ensemble dominant pair minimal ayant la plus grande taille dans

G est appelée nombre de domination couplée supérieur, notée I',(G).

12
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Dominant restreint Un ensemble dominant restreint est un dominant D tel que
le sous graphe induit par V' — D est sans sommets isolés.
La cardinalité d’un ensemble dominant restreint ayant la plus petite taille dans G est
appelée nombre de domination restreinte, notée 7, (G).
La cardinalité d’un ensemble dominant restreint minimal ayant la plus grande taille

dans G est appelée nombre de domination restreinte supérieur, notée I'.(G).

Code identifiant Un code identifiant est un ensemble dominant D tel que pour
toute paire de sommets u et v dans V' les ensembles N[u] N D et N[v] N D sont diffé-
rents.

On note par v4(G) la cardinalité d'un code identifiant ayant la plus petite taille dans
G. On note par I'4(G) la cardinalité d'un code identifiant minimal ayant la plus grande
taille dans G.

Si G admet deux sommets u et v tels que Ng[u] = Ng|v], alors 74(G) = oo.

L’installation des appareils de controle tels que les caméras de surveillance, les
alarmes de détection de feu ou d’objets intrus dans les constructions, est la principale
motivation de l'introduction des ensembles dominants localisateurs et des ensembles
dominants totaux localisateurs. Nous présentons maintenant ces parametres et les

principaux résultats utiles au développement des chapitres 3, 4.

Dominant localisateur

Les ensembles dominants localisateurs ont été introduits par Slater dans [29, 30].

Dans le but d’équiper une construction d’un systeme de détection de feu, on utilise

un type d’appareil qui est concu de la maniere suivante,
e Détecter I'incendie qui débute dans la piece ou il est installé.

e Détecter tout incendie qui débute dans toutes pieces voisines a celle ou il est installé.
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Chapitre 1 Généralité sur les Graphes

e Distinguer entre un incendie déclenché dans la piece ou il est mis que celui supposé

provenir d’'une chambre voisine.

Pour des raisons de cotit on veut minimiser le nombre d’appareil a installer.

Cette construction peut étre modélisée par un graphe simple G = (V, E), ou l'en-
semble des sommets V' représente les pieces de la construction, et deux sommets sont
adjacents dans G si et seulement si les pieces représentées par ces deux sommets sont
voisines. Donc, le probleme de détection et de localisation de tout incendie dans la
construction consiste a determiner dans le graphe GG un ensemble dominant minimum

tout en considérant la propriété supplémentaire des ensembles localisateurs.

Les notions suivantes sont dues a Slater [28, 30].

Définition 1.2. [30] Un sous ensemble de sommets D = {vy, va, ..., u} dans un graphe
G = (V, E) est un ensemble localisateur si pour tout sommet v € V' la D-localisation
de v, f(v) = (dg(v,v1),dc(v,v2), ...,dc(v,v;)) est unique.

On note par R(G) la taille minimum d’un ensemble localisateur dans G.

Autrement dit tout sommet v € V peut étre localisé d’'une maniere unique par

rapport a sa distance de chaque sommet dans D.

Définition 1.3. [30] Un ensemble dominant localisateur (E.D.L.) dans un graphe
simple G est un dominant D tel que pour toute paire de sommets u et v dans V — D
les ensembles N(u) N D et N(v) N D sont différents.

Un ensemble dominant localisateur de cardinalité minimum est appelé « referencing-
set ».

La cardinalité d’un E.D.L. ayant la plus petite taille dans G est appelée nombre de
domination localisatrice, notée RD(G) ou v.(G).

La cardinalité d’un E.D.L. minimal ayant la plus grande taille dans G est appelée

nombre de domination localisatrice supérieur, notée I'p(G).
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Chapitre 1 Généralité sur les Graphes

Remarque 1.1. [30]
Un ensemble dominant localisateur est un dominant et un ensemble localisateur.
Un sous ensemble de sommets D qui est un ensemble dominant et un ensemble loca-

lisateur n’est pas forcément un ensemble dominant localisateur.

En effet il est simple de vérifier que pour la chaine Py = vvov3v40506, I’ensemble
{v1,v9,v5} est un ensemble dominant et un ensemble localisateur mais il n’est pas un

ensemble dominant localisateur.

On considére maintenant deux sommets u, v du graphe G, d; (u, v) = min(2, dg(u, v)),

et f1(v) = (di(v,v1),d1(v,09), ..., d1 (v, 0y)).

La définition suivante est équivalente a la définition 1.3.

Définition 1.4. [30] Un sous ensemble de sommets D = {vy,vs, ..., v} dans un graphe

simple G est un ensemble dominant localisateur si et seulement si pour toute paire de

sommets u,v dans V avec u # v on a fi(u) # fi(v) et fi(u) # (2,2,...,2),YVu e V.
Lemme 1.1. [30] Pour tout graphe G, on a v, (G) > max{v(G), R(G)}.

Lemme 1.2. [30] Soit Dy, un ~y-ensemble d’un graphe G.
(i) Siuv ¢ E et Ng(u) = Ng(v),
(ii) Ou bien wv € E et Ng(u)\{v} = Ng(v)\{u},

alors Dy contient u ou v.
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Proposition 1.1. [30/

(a) SiCy,Cy,...,Cy sont les k composantes connexes d’un graphe G, alors
Y(G) = 7(Ch) +72(C2) + ... + 7L(Ck).

(b) Si |G| =n, alors v,(G) =n si et seulement si G = K,,.

(c) Si|G| =n, alors vy (G) = n—1 si et seulement si G a exactement une composante
non trivial qui soit un graphe complet soit une étoile.

(d) SiG =Ky n,

nes t > 2 est un graphe t-partie complet d’ordre

-----

n=ny+ny+..+n avec2 <ny <mng < ... <y, alors vL(Kp, g .ny) =n—t.

Théoréme 1.1. [30]

Le nombre de domination localisatrice d’une chaine P,, n > 2 est

2k sin = ok,
Yo(Pn) = 2k +1 si n=5k+1, n=5k+2,
2k 4+ 2 st n=5k+3, n=5k+4.

Le nombre de domination localisatrice d’un cycle C,,, n > 2 est

2k stn = bk,
Ye(Cr) =7(Pn) = 2k+ 1 si n=5k+1, n=5k+2,
2k 4+ 2 st n=5k+3, n=5k+4.

Théoreme 1.2. [30] Pour tout arbre T d’ordre n, v,(T) > n/3.

Le théoreme 1.2 montre que tout ~z-ensemble d'un arbre 7' contient plus que le
tiers des sommets de T" par contre le théoreme 1.1 montre que tout v-ensemble d'une

chalne P, contient au moins 40% des sommets de P,,.
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Les auteurs de [6] ont amélioré la borne du théoreme 1.2.

Théoréme 1.3. [6] Pour tout arbre T' d’ordre n > 3, avec | sommets pendants et s

sommets supports, yp(T) > (n+1—s+1)/3.

Dominant total localisateur
Le concept des ensembles dominants totaux localisateurs a été introduit par Haynes,

Henning et Howard [25].

En considérant ’application précédente et dans le but d’améliorer la sauvegarde
dans la construction, on désire que chaque appareil installé soit au moins relié a
une autre. Le probleme consiste a identifier un ensemble dominant total localisateur

minimum dans le graphe G.

Définition 1.5. [25] Un ensemble dominant total localisateur (E.D.T.L.) dans un
graphe simple G est un ensemble dominant total D tel que pour toute paire de som-
mets u et v dans V' — D les ensembles N(u) N D et N(v) N D sont différents.

La cardinalité d’un E.D.T.L. ayant la plus petite taille dans G est appelée nombre de
domination total localisatrice, notée v (G).

La cardinalité d’un E.D.T.L. minimal ayant la plus grande taille dans G est appelée

nombre de domination totale localisatrice supérieur, notée ' (G).

Nous terminons ce chapitre en donnant les résultats suivants,
Remarque 1.2. [25] 74 (G) > v(G), pour tout graphe G.

Théoréme 1.4. [25] Le nombre de domination totale localisatrice d’une chaine P,,

n > 2 est L (P) = 7(Fn) = [n/2] + [n/4] = [n/4].

Théoréme 1.5. [25] Pour tout arbre T d’ordre n > 2, 74 (T) > 2(n + 1).
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Le théoreme 1.6 est une amélioration du théoreme 1.5.

Théoréme 1.6. [11] Pour tout arbre T d’ordre n > 2, avec | sommets pendants et s

sommets supports, v (T) > (n+1—s+1)/5.

Théoréeme 1.7. [25] Pour tout arbre T' d’ordre n > 3, avec | sommets pendants et s

sommets supports, v5(T) > (n+2(l — s) +1)/3.
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Chapitre 2

Résultats Existants sur le Nombre
de Bondage et les Graphes

Critiques

Dans ce chapitre nous présentons le nombre de bondage b(G) d’un graphe simple
non vide G. L’application pratique ayant motivé l'introduction de ce parametre est
également donnée. Nous exposons des bornes et des valeurs exactes du b(G) pour
certaines classes de graphes. Nous donnerons par la suite quelques résultats sur le
nombre de bondage d’autres parametres de domination comme -, et 7,. Enfin nous

aborderons le concept des graphes critiques.

2.1 Le Nombre de Bondage

Motivé par 'application suivante, Fink, Jacobson, Kinch et Roberts [17] intro-
duisent le nombre de bondage d’un graphe non vide simple.
« Parmi les applications variées de la théorie de la domination, on cite les réseaux
de communication. Dans ces réseaux la communication se fait a travers des liaisons
entre des sites fixes, le probleme consiste a choisir un nombre minimum de sites ot on

place des transmetteurs de sorte que chacun des sites du réseau est soit équipé d’un
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transmetteur soit il est relié a un site équipé d’un transmetteur. Ce probleme revient
a déterminer un ensemble dominant minimum dans le graphe G correspondant a ce
réseau. Les sommets du graphe G représentent les sites et 'existence d'une aréte e
dans G correspond a l'existence d’une liaison directe entre les deux sites représen-
tés par les deux extrémités de 'aréte e. Pour ’étude de la vulnérabilité du réseau,
supposons qu'un saboteur tout en ignorant les sites dotés de transmetteurs mais en
connaissant leur nombre, quel est le nombre minimum de liaisons qu’il doit détruire
pour que la communication entre tous les sites ne soit établie que si on doit équiper
au moins un autre site d’'un nouveau transmetteur ? La réponse a cette question mene
a introduire un nouveau parametre de domination qui est le nombre de bondage d'un

graphe non vide. »

Définition 2.1. Le nombre de bondage b(G) d’un graphe G = (V, E) non vide est la
cardinalité du plus petit ensemble d’arétes E' C E pour lequel le nombre de domination
du graphe partiel G — E' augmente.

b(G) =min{|E'|,E' C E [ 7(G - E') > v(G)}.

Comme tout graphe partiel H d’un graphe non vide G est tel que v(H) > v(G),
le nombre de bondage b(G) du graphe G est bien défini.

Le nombre de bondage b(G) d’'un graphe non vide G = (V, E') est une mesure de
la stabilité du nombre de domination v(G), quand G est modifié par la suppression
d’un sous ensemble d’arétes E' C E.

Les premiers résultats sur le nombre de bondage sont dus a Bauer, Harary, Nie-

minen et Suffel [2] sous le terme de « domination line-stability. »

2.1.1 Le Nombre de Bondage dans Certaines Classes de Graphes

Nous présentons maintenant des valeurs exactes et les meilleures bornes du nombre

de bondage dans certaines classes de graphes.
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Le Nombre de Bondage dans les Cycles

Théoréme 2.1. [17] Le nombre de bondage d’un cycle C,, n > 3 est

3 sin=1[3],
b(Cy) =

2 S1non.

Le Nombre de Bondage dans les Chaines

Corollaire 2.1. [17] Le nombre de bondage d’une chaine P,, n > 2 est

b(P,) = 2 sin=1[3],

1 SInon.

Le Nombre de Bondage dans les Graphes Complets

Proposition 2.1. [17] Le nombre de bondage d’un graphe complet K, n > 2 est
b(Ky) = [n/2].

Le Nombre de Bondage dans les Graphes Multipartis Complets
Théoréme 2.2. [17] Le nombre de bondage d’un graphe t-partie complet

Ky ngomi, t 2> 2 tel que ng <ng < ... <ny est

;

[m/2] sing, =1etn, >2, avecl <m <t,

20 —1 SIng =ng = ... =ny = 2,

t—1
E n; sinon.
[ =1

Le Nombre de Bondage dans les Arbres

Théoréme 2.3. [2, 17] Si T est un arbre non trivial, alors b(T) < 2.

Corollaire 2.2. [17] Si T est un arbre non trivial qui admet un sommet support

adjacent a au moins deux sommets pendants, alors b(T) = 1.
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Suite au probleme posé dans [17] de caractérisation de tous les arbres avec b(G) = 1

Hartnell et Rall donnent la caractérisation des arbres avec b(7T') = 2, voir [21].

2.1.2 Bornes Supérieures du Nombre de Bondage

Observation 2.1. [23] Si k arétes peuvent étre enlevées d’un graphe G, pour obtenir

un graphe partiel H avec b(H) = 1, alors b(G) < k + 1.

Théoréeme 2.4. [2, 17] Si G est un graphe non vide, alors b(G) < deg(u)+deg(v)—1,

pour toute paire de sommets u et v dans G telle que dg(u,v) < 2

Corollaire 2.3. [2, 17] Si G est un graphe sans sommets isolés, alors

b(G) < 8(G) + A(G) — 1.

Dans [21] Hartnell et Rall améliorent la borne du théoreme 2.4.
Soit G = (V, E) un graphe non vide, et soient A, B deux sous ensembles dans V', On
désigne par F(A, B) 'ensemble des arétes ab € F avec a € Aet b e B, |E(A,B)| =
e(A, B).

Théoreme 2.5. [21] Si G est un graphe non vide, alors
b(G) <  min ){deg(u) +e(v,V — NJu])}.

T u€VweN(u
Corollaire 2.4. [21] Si G est un graphe non vide, alors
b(G) < deg(u) + e(v,V — Nlu]), pour toute paire de sommets non adjacents u et v

telle que v(G + uv) = v(G).

Proposition 2.2. [2] Si G est un graphe qui admet un sommet v tel que

(G —v) > v(G), alors b(G) < A(G).

Les bornes présentées dans les théoremes 2.6, 2.7, 2.8 indiquent la relation entre

b(G) et d’autres parametres comme v(G) et A(G).

Théoréme 2.6. [21] Si G est un graphe non vide avec \(G) > 1, alors
b(G) < A(G) + AG) — 1.
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Théoréme 2.7. [17] Si G est un graphe non vide avec v(G) > 2, alors
b(G) < (4(G) — DA(G) +1.
Théoréme 2.8. [17] Si G est un graphe conneze d’ordre n > 2, alors
b(G) <n—~(G)+1.
Suite a ces résultats Fink, Jacobson, Kinch et Roberts [17] posent la conjecture
suivante,
Conjecture 2.1. [17] Si G est un graphe non vide, alors b(G) < A(G) + 1.

Contre exemple de la conjecture 2.1

Brigham, Chinn et Dutton [10] définissent un sommet critique comme suit,

Définition 2.2. [10] v est un sommet critique si et seulement si Y(G — v) < v(Q).
G est un « sommet domination-critique » si et seulement si tout sommet dans G est

un sommet-critique, G' est écrit ve-graphe.

Le concept des vc-graphes joue un tres grand role dans I’étude du nombre de
bondage. Teschner prouve dans [32] que tout contre exemple de la conjecture 2.1 est

un ve-graphe et suite a la proposition 2.2, il donne le corollaire suivant,

Corollaire 2.5. [32] Si b(G) > A(G), alors v(G —v) < ¥(G), pour tout sommet v
dans G.

Fi1c. 2.1 — Le contre exemple
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On peut vérifier que le graphe G de la figure 2.1 est un contre exemple de la

conjecture 2.1, en effet b(G) =6 > A(G) +1 =4+ 1, de plus G est un ve-graphe.

Indépendamment, les auteurs de [21, 34] montrent que b(K,0K,) = %A(KnDKn),
ce qui prouve qu’aucune borne supérieure de la forme b(G) < A(G) + ¢, avec ¢ € N,

ne peut exister.

Théoreme 2.9. [21, 8/] Le nombre de bondage du produit cartésien de deux graphes

complets K,O0K,,n >3 est b(K,0K,) = 3(n — 1) = 3A(K,0K,,).

2.1.3 Le Nombre de Bondage Fractionnaire

Chvatal et Cook [14] ont montré que le probleme du nombre de bondage b(G) peut
étre représenté par un programme linéaire en nombre entier, ils donnent la définition

suivante,

Définition 2.3. [14] Un fouet F' dans un graphe G est un graphe partiel de G tel que
toute composante de F est une étoile et F' a exactement (G) composantes.

On désigne par W(G) l'ensemble de tous les fouets F' dans G.

Par conséquent, b(G) est la valeur de la solution optimale du programme linéaire

suivant,

minimiser Y {z.:e € E(G)}

YA{z.:e€ E(F)} > 1 pour tout F' € W(G), (1)
Te >0 pour tout e € E(G).
T, = entier pour tout e € E(G).
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On considere le programme linéaire relaxé du programme (1).

minimiser Y {z.:e € E(G)}
YH{ze:e€ E(F)} > 1 pour tout F' € W(G), (2)

e >0 pour tout e € E(G).

Les auteurs de [14] ont définit le nombre de bondage fractionnaire v*(G).

b*(G) est la valeur de la solution optimale du programme relaxé (2).

Théoréme 2.10. [14] b*(G) < A(G).
Théoréme 2.11. [14] b*(P,) =3/2 sin = 1[3|, et b*(P,) = 1 sinon.

Théoréme 2.12. [14] Si G = Kpy gy, i > 2,0 = 1,1 est un graphe multiparti

-----

complet avec n sommets et m arétes, alors b*(G) =m/(n — 2).

Théoréme 2.13. [14] Si T est un arbre d’ordre n, alors b*(T) = (n —1)/[n/2].

2.2 Le Nombre de Bondage d’autres Parametres
de Domination

L’introduction du nombre de bondage a motivé 1’étude des nombres de bondage

par rapport a d’autres parametres de domination.

2.2.1 Le Nombre de Bondage Pair

Dans [27], Raczek s’est investie dans I'étude du nombre de bondage pair. Nous
donnons les résultats les plus importants qu’elle a obtenus.

Dans cette partie le graphe simple non vide G = (V, E) est sans sommets isolés.
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Définition 2.4. [27] Le nombre de bondage pair b,(G) d’un graphe G = (V, E) est la
cardinalité du plus petit ensemble d’arétes E° C E pour lequel le nombre de domination

pair du graphe partiel G — E' sans sommets isolés augmente.

by(G) =min{|E'|,E' CE | v,(G—E') > 7,(G) et G— E' est sans sommets isolés }.

Définition 2.5. [27] Si pour tout sous ensemble d’arétes E' de G, G — E' contient
des sommets isolés ou bien v,(G — E') = 7,(G), alors G est un graphe v,-fortement

stable, on écrit b,(G) = 0.

Observation 2.2. [27] Si k arétes peuvent étre enlevées d’un graphe G, pour obtenir

un graphe partiel H avec b,(H) =1, alors b,(G) < k + 1.

Observation 2.3. [27] Si une aréte uv appartient & tout couplage parfait de tout

Yp-ensemble d’un graphe G avec dg(u) > 1 et dg(v) > 1, alors by(G) = 1.
Proposition 2.3. [27] Pour une chaine P,,n > 6, 1 < b,(P,) < 2.

Proposition 2.4. [27] Soit P,,n > 2 une chaine, alors

0 sin € {2,3,5},
bp(Pn) =9 1 sin=4k, n=4k+ 3 oun = 4k + 6,
2 sinon.

avec k est un entier positif.

Corollaire 2.6. [27] Soit C,,,n > 3 un cycle, alors

0 sin € {3,5},
bp(Pn) =1 2 sin=4k, oun =4k + 3 oun = 4k + 6,
3 stnon.

k est un entier positif.
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Théoréme 2.14. [27] Pour tout entier positif k, il existe un arbre T' avec b,(T') = k.

Fi1c. 2.2 - Un arbre T avec b,(G) = k

Caractérisation des Arbres 7,-Fortement Stables

Définition 2.6. [27] Soit S la famille des arbres définie comme suit,

— 8§ contient Ps.
— Les trois opérations suivantes prolongent un arbre T € S.

o Opération O : joindre par l’aréte xy un sommet supporty € T a un sommet

x.

e Opération O, : joindre par l'aréte x1y un sommet branche y € T a un

sommet x1 de la chaine r1x,.

e Opération O3z : joindre par 'aréte x1y un sommet support y € T a un

sommet x1 de la chaine x1T273.

Théoreme 2.15. [27] T est un arbre 7,-fortement stable si et seulement si T € S.

2.2.2 Le Nombre de Bondage Restreint

Dans [22] Hatting et Plummer ont examiné le nombre de bondage restreint, nous

donnons les plus importants résultats.
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Définition 2.7. [22] Le nombre de bondage restreint b.(G) d’un graphe G = (V, E)
est la cardinalité du plus petit ensemble d’arétes E° C E pour lequel le nombre de

domination restreint du graphe partiel G — E' augmente.

b,(G) =min{|E'|,E' C E | 3(G — E') > %(G)}.

Proposition 2.5. [22] Pour un graphe complet K,,, n > 3,

1 sin =3,
b (K,) =

[n/2]  sinon.

Proposition 2.6. [22] Sin > 3, alors

Théoreme 2.16. [22] Si P, est une chaine d’ordre n > 4, alors b.(P,) = 1.

Théoreme 2.17. [22] Soit n; < ny < ... < ny,t > 2 avec n; > 2 pour un certain

1<i<t, et soit G =Ky ny. n, alors

,,,,,

(m/2]  sing=1letn, >2(1<m<t),
2t — 2 sing=ng=..=n;=2(t>2),

2 sing =2etnyg >3 (t=2),

E n; — 1 stnon.

Théoreme 2.18. [22] Si §(G) > 2, alors
b.(G) < min{deg(u) + deg(v) — 2, wv € E(G)}.

Corollaire 2.7. [22] Si 6(G) > 2, alors b.(G) < 0(G) + A(G) — 2.

Théoréme 2.19. [22] Si~,.(G) > 2, alors b.(G) < (7.(G) — 1)A(G) + 1.
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2.3 Le Concept des Graphes Critiques

Un graphe critique par rapport a un parametre de domination 7 peut étre défini
de fagons différentes en fonction de l'opération effectuée sur le graphe G.
Les problemes classiques souvent étudiés dans la littérature sont les graphes critiques,
suite a la suppression d’un sommet, la suppression d’une aréte de GG ou suite a I’ajout

d’une aréte e du complémentaire G de G.

Selon [18], pour un graphe G = (V, E), et un parametre de domination m, G est
dit
e m-critique si et seulement si 7(G — v) < 7(G), pour tout sommet v € G.
e 7mt-critique si et seulement si 7(G — v) > 7(G), pour tout sommet v € G.
e T-aréte-critique si et seulement si 7(G + e) < 7(G), pour toute aréte e € G.
e mT-aréte-critique si et seulement si 7(G + e) > 7(G), pour toute aréte e € G.
e 7 -aréte enlevée-critique si et seulement si 7(G — e) < 7w(G), pour toute aréte
e € B, G est écrit m~-ER-critique.
e m-aréte enlevée-critique si et seulement si 7(G —e) > 7(G), pour toute aréte e € E,

G est écrit m-ER-critique.

2.3.1 Quelques Graphes m-Aréte Enlevée-Critiques

Nous exposons dans cette partie quelques résultats sur les graphes m-ER-critiques.

Il est clair que la suppression d'une aréte e peut augmenter le nombre de domina-
tion (@) par au plus un.
Les graphes GG, ayant la propriété que pour toute aréte e € G, (G —e) = v(G) + 1

ont été caractérisés séparément par Bauer [2], par Walikar et Acharya [35].

Théoreme 2.20. /2, 35] Un graphe G est y-ER-critique si et seulement si G est une

galazxie.
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Les auteurs de [35] ont également donné la caractérisation des graphes i-ER-

critiques.

Proposition 2.7. [35] Un graphe G est i-ER-critique si et seulement si G est une

galazxie.

On retrouve dans 'article [19] des résultats sur les graphes m-ER-critiques avec
€ {ir,3,T,IR}.
Proposition 2.8. [19] Pour tout graphe G = (V, E) non vide,
(a) B(G —uv) < B(G) + 1, pour toute aréte uv € E.
(b) B(G —ww) = B(G)+1, si et seulement s’il existe un F-ensembe B tel que u € B
et v € png(u, B).
Corollaire 2.8. [19]
(a) G =(V,E) est un graphe 3-ER-critique si et seulement si
B(G — uwv) = B(G) + 1, pour toute aréte uv € E.

(b) G = (V,E) est un graphe B-ER-critique si et seulement si pour toute aréte

wv € E, il existe un (3-ensemble B tel que u € B et v € png(u, B).

Comme # < T' < IR pour tout graphe G, si G est un graphe -ER-critique et
B =T, alors G est [-ER-critique, et si G est [-ER-critique et I' = IR, alors G est
I R-ER-critique.

Théoreme 2.21. [16] Un graphe G tel que v4(G) < oo et pour toute aréte e € G
va(G — €e) = oo si et seulement si G est l'union de sommets isolés et de chaines

disjointes de longuers deux.

Dans [31] Skaggs s’est penché sur I’étude des graphes critiques, aréte critiques et

aréte enlevée critiques par rapport au code identifiant.
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2.3.2 Quelques Graphes 7 -Aréte Enlevée-Critiques

Nous terminons ce chapitre en donnant quelques résultats sur les graphes 7~ -ER-

critiques.

Proposition 2.9. [19] Soit 7 € {v, 3,T, IR}, pour tout graphe G non vide, il existe

au moins une aréte e dans G telle que (G —e) > 7(G).

Il s’ensuit de cette propositon qu’il n’existe aucun graphe 7~ -ER-critique, pour

T e{y, 0, IR}.

Proposition 2.10. [19]/ Sim > 2 et n; > 3,1 = 1,m, alors Ky, n,..n, esti -ER-

m

critique.

Cockayne, Favaron et Mynhardt ont étudié les graphes i~-ER~critiques, voir [13].
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Chapitre 3

Le Nombre de Bondage par

rapport aux Parametres v; et vtL

Dans ce chapitre nous définissons et nous examinons le nombre de bondage par
rapport a d’autres parametres de domination. Nous nous investissons dans 1’étude
théorique du nombre de bondage localisateur by (G) par rapport au nombre de do-
mination localisatrice vy, nos résultats seront exposés dans la premiere section de
ce chapitre. Dans la seconde section, nous présenterons la suite de notre étude du
nombre de bondage total localisateur b% (G) par rapport au nombre de domination

total localisatrice 7% .

Nous considérons dans ce chapitre les graphes simples non vides.

3.1 Le Nombre de Bondage Localisateur

Comme tout graphe G = (V| FE) non vide admet au moins un graphe partiel
H = (V,0) tel que y,(H) > v.(G), le nombre de bondage localisateur by (G) d'un

graphe G est bien défini.
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Définition 3.1. Le nombre de bondage localisateur by (G) d’un graphe G = (V, E)
est la cardinalité du plus petit ensemble d’arétes E° C E pour lequel le nombre de

domination localisatrice du graphe partiel G — E' augmente.

bL(G) =min{|E'|, E' C E | 11(G — E') > 1.(G)}.

Dans la figure 3.1, 'ensemble des sommets colorés forment un 7, (G)-ensemble de
cardinalité 3, il suffit d’enlever I'aréte pendante pour obtenir un graphe partiel avec

un nombre de domination localisatrice v, = 4, donc by (G) = 1.

Fic. 3.1 — Un graphe G avec b, (G) =1

3.1.1 Valeurs Exactes du Nombre de Bondage Localisateur

Nous calculons dans cette partie des valeurs exactes du nombre de bondage loca-

lisateur pour certaines classes de graphes de structures simples.

Le Nombre de Bondage Localisateur dans les Chaines

Proposition 3.1. Le nombre de bondage localisateur d’une chaine P,, n > 2 est

2 sin =3[9,
br(P) =

1 SInon.

Preuve. Nous rappelons que le nombre de domination localisatrice d'une chaine
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P,, n > 2 est (voir [30])

2[n/5] —1 sin=1[5] oun = 2[5],
YL (Pn) =
2[n/5] sinon.
La propriété est facilement vérifiée pour n < 5.
Soit maintenant n > 6. En enlevant une aréte d’une chaine P,, considérons le cas ou

le graphe partiel H obtenu est composé de deux chaines notées respectivement F,, et

P,, avec n; +ng =n et ny > 2, ng > 2. Nous discutons les cas suivants,

ny =0[5] et ny =0[5],
Sin =0[5], alors v.(FP.) = 2[n/5] et ¢ ou, ny = 1[5] et ny = 4[5],

ou, n; = 2[5] et ny = 3[5].

Considérons le cas ot n; = 2[5] et ny = 3[5], calculons v, (H).

Yo(H) = vy0(Ppy) +70(Pny) = 2[n1 /5] —142[ny/5] =2(n1+3)/5—14+2(n.+2)/5 =
2(n/5) +1=2[n/5] +1>v,(P,).

D’ou by (P,) = 1, pour n = 0[5].

ny =0[5]  etny =1[5],
Sin =1[5], alors v,(FP,) = 2[n/5] — 1 et { ou, ny = 2[5] et ny = 4[5],

ou, ny = 3[5] et ny = 3[5].

Considérons le cas ou n; = 3[5] et ny = 3[5], calculons v, (H).

(H) = v0(Po) + 70(Fry) = 2[n1/5] 4 2[na/5] = 2(m +2)/5 4 2(n2 + 2)/5 =
2(n+4)/5=2[n/5] > vL(P,).

D’ou by (P,) = 1, pour n = 1[5].

np =0[5] et ny = 2[5,
Sin = 2[5, alors v,(P,) = 2[n/5] —Let ¢ ou, ny = 1[5] et ny = 1[5],

ou, ny = 3[5] et ny = 4[5].
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Considérons le cas ou ny = 3[5] et ny = 4[5], calculons vy, (H).

Yo(H) = y0(Poy) + 72(Poy) = 2[n1/5] + 2[ne/5] = 2(ny + 2)/5 + 2(na + 1)/5 =
2(n+3)/5=2[n/5] > v(Py).

D’ou br,(P,) = 1, pour n = 2[5].

Si n = 3[5], pour toute partition de P, en deux composantes connexes C,, et C,,
ny =0[5] et ny = 3[5),
telle que ny +ng =net ¢ ou, ny = 1[5] et ny = 2[5,

ou, ng = 4[5] et ny =4[5].

On a v(Cny) +7L(Cry) = Y2(Fy), donce by (F,) > 2.

En enlevant deux arétes de P,, considérons le graphe partiel H composé des deux
sommets isolés ny, ng et de la chaine P,,, ng > 2,n3 = 1[5] (ny + na + ng = n),
calculons v, (H).

Yvo(H) =24y, (Pp,) =2+2[n3/5] —1=24+2(n3+4)/5—-1=2(n+2)/5+1=
2[n/5] + 1> vy(P,), ainsi b (F,) < 2.

D’ou by (P,) = 2, pour n = 3[5].

ny =0[5] et ny =4[5,
Sin =4[5], alors v(FP,) = 2[n/5] et ¢ ou, ny = 1[5] et ny = 3[5],

ou, n; = 2[5] et ny = 2[5].

Considérons le cas ou ny = 1[5] et ny = 3[5], calculons v (H).

Yo(H) =v.(Po,) + . (Pry) = 2[n1 /5] =1+ 2[no /5] —2=2(ny +4)/5 — 1+ 2(ny +
2)/b—2=2(n+3)/5+1=2[n/5]+1>y.(FP).

D’ou by (P,) = 1, pour n = 4[5]. O
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Le Nombre de Bondage Localisateur dans les Cycles

Corollaire 3.1. Le nombre de bondage localisateur d’un cycle C,, n > 3 est

3 sin =3[9,
bL(Cn) =

2 S1NoN.

Preuve. Nous rappelons que le nombre de domination localisatrice d'un cycle C,,

n > 3 est (voir [30])

() = 2[n/5] —1 sin = 1[5] oun = 2[5],
2[n/5] sinon.

La propriété est facilement vérifiée pour n < 5.
Soit maintenant n > 6. Pour toute aréte e de C,, v.(C,, —e) = v.(P,) = v.(Ch),
donc b.,(C,) > 2.
Si n = 3[5]. De la proposition 3.1, b (P,) = 2. Donc pour tout couple d’arétes {e, e }
de C,, on av,(C, — {e,e'}) = v(P, — €) = v(P,) = v.(C,), ainsi b, (C,,) > 3.
D’autre part, considérons trois arétes e, e et e de C,, telles que
Yo (Cn —{e,e €' Y) =y (P, — {e',e"}) > v(P,) = 7(C), ainsi by (C,,) < 3.
D’ou b.,(C,,) = 3, pour n = 3[5].
Si n # 3[5]. De la proposition 3.1, by (P,) = 1. Considérons deux arétes e et ¢ de C,,
telles que v (C,, — {e,€'}) = v (P, — €') > v(P,) = 7(Cy), ainsi b1 (C,,) < 2.
D'ou b.,(C,) = 2, pour n # 3[5]. O

Le Nombre de Bondage Localisateur dans les Graphes Complets

Proposition 3.2. Le nombre de bondage localisateur d’un graphe complet K,,, n > 2

est by (K,) =n(n—1)/2.

Preuve. Comme le nombre de domination localisatrice d’'un graphe complet K,

n > 2 est y,(K,) = n — 1, le seul cas ou le nombre de domination localisatrice peut
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étre augmenté est d’avoir un graphe partiel H tel que . (H) = n, ce qui correspond
au nombre de domination localisatrice du graphe partiel vide de K,. Donc pour
augmenter 7 (K,) il faut enlever toutes les arétes du graphe complet, ainsi

br(K,) =n(n—1)/2.0

Le Nombre de Bondage Localisateur dans les Graphes Multipartis

Complets

Théoreme 3.1. Le nombre de bondage localisateur d’un graphe t-partie complet

Knimg,mes, t 2> 2 tel queny <ng < ... <ny est

(
ns(ng — 1) sit=2etn; > 2,
t
71127% stt > 3etng > 2,
2
n stit=2etn =1,
bL<Kn1,n2,...,nt) = . 2 !
min{m Z n; +m(m—1)/2,
i=m-+1
t
(Npme1 — 1) Z n;} Sit>3, Ny =1, N1 >2et 1 <m <t
L i=1,i#m+1

Preuve. Soit K, n,...n, = (V, E), t > 2 un graphe t-partie complet tel que
ny < ny < ... < ng. On note par N; la partie de K, n,.. n, de cardinalité n;, i = 1,¢.
Nous avons vu dans le chapitre 1 que le nombre de domination localisatrice d’un

graphe t-partie complet est

~+

(n; — 1) sing > 2,
fYL(Knl,ng,...,nJ = =1

N9 sit=2etn, =1.
et on peut conclure que,
t

Yo ( Ky ng.omy) = Z (ni—1)+(m—=1) sit>3, np=1, npy >2et 1 <m<t.
i=m+1
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1"cas. ny > 2.

Si t = 2. Observons d’abord que le graphe partiel H obtenu de K,,, ,,, en enle-

1,12

vant les ny(ny — 1) arétes incidentes aux n; — 1 sommets de N; est isomorphe au

graphe K U ...U K; UK ,,, ce qui fait que v, (H) =ny +n2 — 1 > y0.(Kp 0y )s
—_——

n1—1fois

donc br, (K, ny) < na(ny — 1). D’autre part, dans tout graphe partiel H ob-
tenu en enlevant au plus ng(ny — 1) — 1 arétes de K, ,,, il existe au moins
deux sommets non isolés x et y et au moins un sommet de degré supérieur
ou égale a deux dans Ny, sans perte de généralité soit deg(z) > 2 et dans ce
cas le sous ensemble (N;\{z}) U (No\{y'}) o1 y € Nk, n,(y), est un E.D.L.
du graphe H, donc v,(H) < vp(Kny ), alors b (K, n,) > na(ng — 1), ainsi
br(Knyny) =na(ng —1).

Sit > 2. Comme tout vy (Kp, n,.. . )-ensemble contient exactement n; — 1 som-
mets de chaque partie V;, pour augmenter le nombre de domination localisatrice
du graphe t-partie complet, il faut enlever le minimum d’arétes pour obtenir un
graphe partiel H tel que tout vz (H)-ensemble contient au moins tous les som-
mets d'une partie N; et n; — 1 sommets de chaque partie N, j # i, i,j = 1,¢.
Pour cela, il faut supprimer le minimum d’arétes de telle maniere a obtenir un
graphe partiel qui contient n; sommets isolés d'une partie V;, et comme

t t
nlzni < nkZ n;, Vk # 1,
2

1ik
on a,

t
min{anni,i,j =1t} = nlzni.
i 2

Donc le minimum d’arétes a enlever est atteint pour la partie /N1, en effet, si nous
isolons les sommets de la partie Ny, le graphe partiel H obtenu est isomorphe au

graphe Ky U ...U KUK, ., et il est de nombre de domination localisatrice
—_———

ny fois

t
strictement supérieur a celui de K, n,...n,, ainsi b (Ko ny.ny) = M1 E n;.
2
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2°cas. nyp = 1.

Sit=2. On adune part y,(Kj,, — E) =ne+ 1> v,(K;,,) et d’autre part,
VE' Cc Eona Yo (K1, — E') = v(K1n,), il s'ensuit que by (K ,,) = |E| = no.

m

Sit > 2. Posons M = UNi’ |M| = m, comme tout vz (Ky, n,.. n )-ensemble
contient respectivement ZE — 1 et m — 1 sommets des parties N;,7 > m + 1 et
M, afin d’augmenter vz (Ky, ny...n,), il faut enlever le minimum d’arétes pour
obtenir un graphe partiel H tel que tout 7. (H )-ensemble doit comprendre au

moins tous les sommets de la partie M ou d'une partie N;,i > m+ 1. Pour cela,

dans le premier cas il faut isoler tout les sommets de la partie M, ceci revient
t

donc a enlever les m Z n; +m(m — 1)/2 arétes, d’ou on a
i=m-+1
’YL(H> - ’VL(Kl U..UK; UKan,m,nt) =m+ ’VL(Kan,.-.,nt) > ’VL(Knl,nz,m,nt)‘
—_———
mfois
Ou bien, isoler tout les sommets sauf un d’une partie N;,7 > m + 1, et comme
t

t
— Z n; < — Z n;, vk > m + 2,

i=1,i#m+1 i=1,ik
et
t t
N1 g n; < ng g ng, Vk > m+ 2,
i=1,i#m+1 i=1,ik
on a,
i—=T11

min{(n; — 1)Zni, b= (npme — 1) Z n;.

i#j J=m+ 1t i#m41

En effet, le graphe partiel H = Ky U...U K; UK, n, Obtenu de
—_———

Nm+1—1fois
Ky ny....n, €0 supprimant les (n,,41 — 1) E n; arétes incidentes aux sommets

i#£m+1
t

de la partie N,,;1 est tel que v, (H) = Z (n; — 1) +m > v (Kpy ng..ne)-
i=m-+1

t

¢

Ainsi, il reste a choisir le nombre minimum entre m Z n; +m(m —1)/2 et
i=m+1

(Nypy1 — 1) Z n;, pour obtenir la valeur du nombre de bondage localisateur.

i#Fm4+1
Par conséquent,
t t

br(Knymy...m) = min{m Z n; +m(m—1)/2, (ny — 1) Z n;}. O

i=1,i#m+1 i=1,i#m—+1
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3.1.2 Bornes Supérieures du Nombre de Bondage Localisa-

teur

Nous commencons cette partie par établir des bornes supérieures du nombre de

bondage localisateur dans la classe des arbres.

Le Nombre de Bondage Localisateur dans les Arbres
Théoreme 3.2. Si T est un arbre non trivial, alors by (T) < A(T).

Preuve. Soient, T' = (V, E') un arbre non trivial et v un sommet support de 7.
Nous notons par L, = {wy, ws,...,wi}, k > 1 Pensemble des sommets pendants voi-
sins a v et par F, 'ensemble des arétes incidentes a v. Considérons le graphe partiel
H = (T — E,). Tout dominant localisateur minimum D; de H contient le sous en-
semble de sommets {v} U L,. L'ensemble Dy \{w;} est un dominant localisateur de

l'arbre T de cardinalité strictement inférieure au nombre de domination localisatrice

du graphe H, d’ou by (T) < |E,| = dr(v) < A(T). O

Il s’ensuit du théoreme 3.2, le corollaire suivant,

Corollaire 3.2. Si T est un arbre non trivial avec I(T) sommets pendants, alors

br(T) < UT).

Corollaire 3.3. 5i T est un arbre non trivial qui admet un sommet support de degré

deuz, alors b (T) < 2.

Preuve. Soit S(T') I'ensemble des sommets supports de arbre T'. Pour tout som-
met v € S(T), v(T — E,) > v.(T), ou E, est 'ensemble des arétes incidentes a v.
Donc b (T) < min{dr(v),v € S(T)}, et comme T admet un sommet support v de

degré deux, min{dr(v),v € S(T)} =2, ainsi b,(T) < 2.0
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Il conséquent du théoreme 3.1, le corollaire suivant,

Corollaire 3.4. Le nombre de bondage localisateur d’une étoile Ky ,, n > 1 est

bL<K17n) =nNn.

Nous présentons les résultats obtenus suite a notre étude des arbres dans cette
inéquation br,(T) < min{dr(v),v € S(T)} < A(T) < I(T).
En considérant by (T') < I(T'), cette borne n’est pas atteinte pour tous les arbres, en
particulier si le degré maximum de 7' est strictement inférieur au nombre de sommets
pendants ou bien strictement supérieur au degré minimum des sommets supports de

T. La question qu’on se pose est, pour quels arbres cette borne est atteinte ?

Proposition 3.3. b, (T) = I(T) si et seulement si T est une chaine P,, n = 3[5] ou

T est une étoile Ky, n > 2.

Preuve. La borne du nombre de bondage localisateur est atteinte si et seulement
si br(T) = min{dr(v),v € S(T)} = A(T) = U(T).
La condition suffisante.
Soit T'= P,, n = 3[5]. De la proposition 3.1, by,(P,) = 2. D’autre part,
min{dp,(v),v € S(P,)} = A(P,) = l(P,) = 2. D’ou 'égalité.
Soit T' = K ,, n > 2. Du corollaire 3.4, by, (K} ,) = n. D’autre part,
min{dg, , (v),v € S(Ki,)} = A(K1n) = (K1) = n. Dot I'égalité.
La condition nécessaire.
Pour {(T') = 2, T est une chaine. De la proposition 3.1, b,(P,) = 2 < n = 3[5].
Pour [(T') > 3. Soit T un arbre tel que by (T') = min{dr(v),v € S(T)} = A(T) = I(T)
et supposons que 1" # K ,, n > 2. Donc T" admet au moins deux supports v et v et
forcément dp(v) = dp(v') = A(T), et comme v et v sont reliés par une unique chaine,
T a au moins 2(A(T) — 1) sommets pendants, [(T) > 2(A(T) — 1) mais A(T) = I(T).
Il résulte que (T") < 2, contradiction.

Ainsi la borne du nombre de bondage localisateur n’est atteinte que si T est une
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chaine P,, n = 3[5] ou 7" est une étoile K ,, n > 2. O

Nous terminons cette partie en donnant des bornes supérieures du nombre de

bondage localisateur pour des graphes de structure plus générale.

Observation 3.1. Si k arétes peuvent étre enlevées d’un graphe G, avec tout graphe
partiel H de G vérifie y,(H) > v(G), pour obtenir un graphe partiel H avec by,(H) =

1, alors b (G) < k+1.

Théoreme 3.3. St G est un graphe tel que tout graphe partiel H vérifie
vo(H) > v.(G), alors

br(G) < min{deg(u) + deg(v) — 1, u et v sont des sommets voisins dans G}.

Preuve. Soient u et v deux sommets voisins d’'un graphe G = (V, E). Nous notons
par E, 'ensemble des arétes incidentes a un sommet x € V. Considérons le graphe
partiel H = G — E avec E' = (E, U E,) — {uv}. 1l est clair que by(H) = 1 et
comme |[(E, U E,) — {uv}| = deg(u) + deg(v) — 2, il s’ensuit de 'observation 3.1 que
br(G) < deg(u) + deg(v) — 1. Ainsi

br(G) < min{deg(u) + deg(v) — 1, u et v sont des sommets voisins dans G}. O

Corollaire 3.5. St G est un graphe sans sommets isolés tel que tout graphe partiel

H wvérifie yvp(H) > v(G), alors by (G) < §(G) + A(G) — 1.

Preuve. Soient u et v deux sommets adjacents d'un graphe G = (V| E) tels que
deg(u) = 0(G). Nous déduisons du théoreme 3.1 que by (G) < 6(G) + deg(v) — 1, ceci
implique que b, (G) < 0(G) + A(G) — 1. O

Proposition 3.4. Si H est un graphe partiel d’un arbre T" non trivial, alors

Yo(H) = v.(T).

Preuve. Soit T' = (V, E) un arbre non trivial. Supposons qu'il existe au moins
un graphe partiel H = T — E'E' C E tel que y,(H) < 7.(T). Considérons un

v1(H)-ensemble Dy . En rajoutant 'ensemble des arétes £ & H, il est clair que pour
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toute paire de sommets u et v de V\ Dy, les ensembles Ng(u) N Dy, et Ng(v) N Dy, sont
différents et non vides. Alors Dy est un ensemble dominant localisateur de 'arbre T'.

D’ou v, (T) < |Dp| =vL(H) < v.(T), contradiction. [J

Du corollaire 3.5 et de la proposition 3.4, nous pouvons déduire les bornes du

nombre de bondage localisateur des chaines et des arbres.

Proposition 3.5. Si G est un graphe qui admet un sommet v tel que

(G =) 2 7L(G), alors br(G) < A(G).

Preuve. Soit G = (V, E) un graphe et soit v un sommet de G tel que
Y(G —v) > v,(G). On a v, (G —v) = v, (G — E,) — 1, avec E, est 'ensemble des
arétes incidentes a v. Il résulte que v.(G — E,) > v.(G) + 1 > v.(G).
Ainsi by (G) < |E,| = degv < A(G). O

Comme conséquence immédiate de la proposition 3.5, on a le corollaire suivant,

Corollaire 3.6. Si b,(G) > A(G), alors v,(G —v) < yL(G), pour tout sommet v de
G.

Remarquons que la proposition 3.5 s’applique au cas des cycles C,, lorsque n # 3[5],
par contre le corollaire 3.6 s’applique au cas des cycles C,, lorsque n = 3[5] et au cas

des graphes complets d’ordre strictement supérieur a deux.

Nous considérons maintenant les graphes simples non vides et sans sommets isolés.

3.2 Le Nombre de Bondage Total Localisateur

Puisque le concept de la domination totale localisatrice n’est défini que pour les

graphes simples et sans sommets isolés et du fait que dans certains cas le graphe
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partiel H d’un graphe G peut contenir des sommets isolés, le nombre de bondage

total localisateur b% (G) n’est pas défini pour tout graphe G.

Définition 3.2. Le nombre de bondage total localisateur b (G) d’un graphe G=(V, F)
est la cardinalité du plus petit ensemble d’arétes E° C E pour lequel le nombre de

domination total localisatrice du graphe partiel G — E' sans sommets isolés augmente.

Vo (G) =min{|E'|,E' CE | v.(G - E') >~4(G) et §(G — E) # 0}.

Dans la figure 3.2, 'ensemble des sommets colorés forment un +% (G)-ensemble de
cardinalité 3, il suffit d’enlever ’aréte en pointillé pour obtenir un graphe partiel avec

un nombre de domination localisatrice vi = 4, donc b (G) = 1.

F1G. 3.2 — Un graphe G avec 0} (G) =1

Définition 3.3. Un graphe G est dit v% -fortement stable si pour tout sous ensemble
d’arétes ' de G, G — E' contient des sommets isolés ou bien (G — E') < 44 (G).

Par convention G est un graphe ~% -fortement stable si et seulement si b’ (G) = 0.

Observons que pour tout sous ensemble d’arétes E de la chaine P, ou du cycle

(3, le nombre de domination total localisatrice ne peut étre augmenté,

donc 0% (Py) = b4 (C5) = 0.
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3.2.1 Valeurs Exactes du Nombre de Bondage Total Locali-

sateur

Nous calculons dans ce qui suit la valeur exacte du nombre de bondage total
localisateur des chaines, des cycles, des graphes complets et des graphes bipartis

complets.
Le Nombre de Bondage Total Localisateur dans les Chaines

Proposition 3.6. Le nombre de bondage total localisateur d’une chaine P,, n > 2

est
0 sin € {2,3},
br(P.) =14 2 sin= 4],
1 Sinon.

Preuve. Nous rappelons que le nombre de domination total localisatrice d’une

chaine P,, n > 2 est (voir [25])

2[n/4] —1 sin=1[4],
2[n/4] sinon.

On peut vérifier facilement que b} (Py) = b (P3) = 0.
Soit maintenant n > 4. Considérons le graphe partiel H composé des deux chaines
P,, et P,,, (n1 > 2, ny > 2 et ny+ny =n), obtenu en enlevant une aréte de la chaine

P,. Nous discutons les cas suivants,

Si n = 0[4], alors 4L (P,) = 2[n/4].

Il suffit de prendre ny = 2[4] et ny = 2[4], calculons % (H).

W(H) = 7 (Pu) + 14(Pos) = 21 /4] + 2na/4] = 2y +2)/4 + 2(ny + 2)/4 =
2(n/4) +2=2[n/4] 4+ 2 > L (P,).

D’ou b (P,) = 1, pour n = 0[4].
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Sin = 1[4], alors 44 (P,) = 2[n/4] — 1.

11 suffit de prendre n; = 2[4] et 1y = 3[4], calculons ~% (H).

YL(H) = YL(Pay) + 7L (Poy) = 2[n1/4] + 2[na/4] = 2(n1 +2)/4 + 2(ny + 1)/4 =
2(n+3/4) = 2[n/4] > ~L(P,).

D’ou b (P,) = 1, pour n = 1[4].

Si n = 2[4], alors ~% (P,) = 2[n/4].

Pour toute partition de la chaine P, en deux composantes connexes C,, et C,,
ny =0[4] et ng = 2[4],

ni+ng=netq oun =1[4] etny =1[4],

ou,n; = 3[4] et ny = 3[4].

Il résulte que 74 (Cp,) + ¥4 (Chy) = v (Pn), donce bl (P,) > 2.

Sans perte de généralité considérons les trois chaines P, , P,, et P,, avec n; > 2,

n; # 1[4] et S n; = n pour i = 1, 3, obtenues en enlevant deux arétes de P,, on a

Ve (Poy) + V5 (Poy) + 74 (Poy) = 2[n1 /4] + 2[na/4] + 2[ns/4] = 2(ny + 2)/4 + 2(ng +
2)/4+ (n3+2)/4=2(n+2/4) +2=2[n/4] + 2 > v.(P,), ainsi b’ (P,) < 2.

D’ou b (P,) = 2, pour n = 2[4].

Si n = 3[4], alors 4L (P,) = 2[n/4].

Il suffit de prendre ny = 1[4] et ny = 2[4], calculons % (H).

L) = A (Po) 9 (Pag) = 2T /4] — 12/ 4] = 2 +3)/4— 1+ 2y +2) /4 =
2(n+1/4)+1=2[n/4] +1 > ~L(P,).

D’ou b} (P,) = 1, pour n = 3[4]. O
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Le Nombre de Bondage Total Localisateur dans les Cycles

Corollaire 3.7. Le nombre de bondage total localisateur d’un cycle C,,, n > 3 est

0 stn=3,
br(Cn) =4 3 sin=2[4],

2 SInon.

Preuve. Nous pouvons déduire que le nombre de domination total localisatrice

dun cycle C),, n > 3 est

2[n/4] —1 sin=1[4],

2[n/4] sinon.

Sin =3, b (Cy) = 0.

Soit maintenant n > 4. Pour toute aréte e de C,, 74 (C,, — e) = vL(P,) = 7L(Ch).
Donc b4 (C,,) > 2.

Si n = 2[4]. De la proposition 3.6, b’ (P,) = 2. Donc pour tout couple d’arétes {e, e }
de C, on a L (C, —{e,e'}) =44 (P, —€) =74 (P,) = ~L(C,), ainsi b (C,,) > 3.
D’autre part, considérons trois arétes e, ¢ et e de C,, telles que

1 (Co = {ese €' }) = 7L (Po = {€,€"}) > 1L (Pn) = 71(Cy), ainsi 07,(Cr) < 3.

D’ou b} (C,,) = 3, pour n = 2[4].

Si n # 2[4]. De la proposition 3.6, b’ (P,) = 1. Considérons deux arétes e et e de C,,
telles que v.(C,, — {e,€'}) =L (P, —€) > 7L (P,) = ~L(C,), ainsi b, (C,,) < 2.

D’ou b} (C,) = 2, pour n # 2[4]. O

Le Nombre de Bondage Total Localisateur dans les Graphes Complets

Observation 3.2. Si G est un graphe d’ordre n > 2, alors v (G) = n si et seulement

S’LG:UKQ
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Proposition 3.7. Le nombre de bondage total localisateur d’un graphe complet K,

d’ordre pair n, n > 4 est b’ (K,) =n(n —2)/2.

Preuve. Nous pouvons vérifier que v} (K,,) = v.(K,) =n—1,n > 3.
Soit K,, = (V,E) un graphe complet d’ordre pair n,n > 4. Remarquons d’une

part que le graphe partiel H de K, isomorphe au graphe K, U ...U K5 est tel que
—_—

n/2fois
YV(H) =n > ~4(K,) = n—1, alors b, (K,) < n(n—1)/2—=n/2 = n(n —2)/2.

D’autre part, tout graphe partiel sans sommets isolés H = K,, — E',E' C E avec
|E'| < n(n—2)/2, admet au moins une composante connexe C,/,n" > 3. De 'observa-
tion 3.2, v4 (C./) < n'—1, donc 44 (H) < n—1, ceci implique que b} (K,)) > n(n—2)/2.
Ainsi V) (K,) =n(n—2)/2. O

Le Nombre de Bondage Total Localisateur dans les Graphes Bipartis

Complets

Observation 3.3. Si G est un graphe d’ordre n > 3, alors ¥4 (G) = n — 1 si et

seulement si G est l'union de K, et de Ky,,p > 2.

Théoreme 3.4. Le nombre de bondage total localisateur d’un graphe biparti complet

Ky, ny, tel que nyg < ngy est

B (K, ) = na(ny —1) sing > 2,
ni,n2
0 stny = 1.

Preuve. Soit K,,, ,, = (V, E) un graphe biparti complet tel que n; < ny. Nous
pouvons vérifier que le nombre de domination total localisatrice d'un graphe biparti

complet est

Z(n, -1) sing > 2,

t
Kn na) — .
QAGIED) N9 sing=1etny > 2,

2 sing =ny =1.
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1"cas. ny > 2.
D’une part, supposons que b% (K, »,) < n2(n; — 1). Donc il existe un sous
ensemble d’arétes £ C E et |E'| < ng(ny — 1) tel que V4 (Kpp, — E) >
74 (Kpymy)- Tout graphe partiel sans sommets isolés H = K, ., — E',|E'| <
ns(ny — 1), soit il contient au moins une composante connexe Cn/,n/ > 4 qui
n’est pas une étoile ni un graphe complet, de I'observation 3.3, 74 (C /) <n' —2,
soit il contient au moins deux étoiles C s, n" > 3, avec 74 (C /) =n' — 1. Donc

Y (H) < 4% (Kpy ny), contradiction. Ainsi b4 (Kp, n,) > na(ng — 1).

D’autre part, si n; = no. Soit le graphe partiel sans sommets isolés H = K
~—

ny fois
obtenu de K, , en supprimant ng(n; — 1) arétes. On a i (H) = ny + nq. Et si

/

ni < ng. Considérons le graphe partiel H = K1 UK ,y-n+1 = Kpymy — E
~—~

n1—1fois

avec |E'| = na(ny — 1), H est sans sommets isolés. Il est facile de vérifier que
Vi (H) = ny + ng — 1. Alors dans les deux cas b’ (Ky, n,) < n2(nq — 1).
Ainsi b} (K, ny) = na(ng — 1).

2emecqs. ny = 1.

K, est une étoile, donc tout graphe partiel de K ,, contient au moins un

sommet isolé, ainsi b (K ,,) = 0. O

3.2.2 Caractérisation des Arbres 7} -Fortement Stables

Comme il est difficile de trouver une borne supérieure du nombre de bondage to-
tal localisateur pour les arbres, nous nous sommes contentés de donner une structure

constructive des arbres v} -fortement stables.

Pour cela nous définissons la famille des arbres K.
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Définition 3.4. Soit K la famille des arbres définie comme suit,
K= {E’toile, T/T est construit a partir de deux arbres K et S de IC\ Py par l'opération
7}.

e Opération T : Joindre par Uaréte ss un sommet support s a un autre sommet

support s

Observation 3.4. Soit G un graphe d’ordre n > 3, alors tout % -ensemble Dt de
G contient au moins l'ensemble de tous les sommets supports S(G) et I(G) — s(G)

sommets pendants.

Observation 3.5. Un arbre T € IC est construit de sorte que,
(1) V(DNS(T) U L(T)) = 0.

(if) +4(T) = U(T).

(iii) Tout sommet support d’un arbre T # P est fort.

(iv) T — uwv a deuz composantes connexes T, T, dans K\ Py, pour toute aréte non

pendante uv de T'.

Exemples

P, et P3 sont des arbres de K.

Fic. 3.3 - Arbre T € K
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Proposition 3.8. Si H est graphe partiel sans sommets isolés d’un arbre non trivial

T, alors v4(H) > 4 (T).

Preuve. Soit H = T — E',E' C E un graphe partiel sans sommets isolés d’'un
arbre non trivial ' = (V, E). Supposons que i (H) < ~%(T'). Considérons un 4 (H)-
ensembe DY . En rajoutant 'ensemble des arétes E' & H, il est clair que pour toute
paire de sommets u et v dans V\D! les ensembles Ng(u) N D% et Ng(v) N D% sont
différents et non vides. Alors D% est un ensemble dominant localisateur de 'arbre T

Dou~i(T) < |DL| =4 (H) < ~4(T), contradiction. O

Lemme 3.1. Si T est un arbre % -fortement stable, alors toute composante connexe
de tout graphe partiel H sans sommets isolés de T' est un arbre non trivial

~L -fortement stable.

Preuve. Soit T = (V, E) un arbre ~%-fortement stable. Considérons un graphe
partiel H sans sommets isolés de T'. Il est clair que toute composante connexe K de
H est un arbre non trivial. Il nous reste & montrer que VK, b% (K) = 0. Supposons
le contraire. Soient, K une composante connexe de H telle que b, (K) # 0 et K le
graphe partiel de K avec 74 (K') > ~%(K). Nous notons par S la forét composée de
I’ensemble de tous les arbres dans H différents de K. En considérant le graphe partiel
H =K USdeT,onani(H)=7,(K)+7,(S) > LK) +71(S) = 7L.(H). De la
proposition 3.8 et comme 7" est fortement stable forcément v, (H) = v, (7). T admet

un graphe partiel H' avec 44 (H') > 4 (T), contradiction. Ainsi b (K) = 0. O

Lemme 3.2. Si T est un arbre % -fortement stable différent d’une étoile, alors tout

sommet support est fort.

Preuve. Soit D} un ~}-ensemble d'un arbre ~%-fortement stable T = (V, E)
différent d’une étoile. Supposons que T" admet au moins un sommet support faible v.
Nous notons par w le pendant de v et par F, ’ensemble des arétes non pendantes

incidentes a un sommet x € V. Nous distinguons les deux cas suivants,
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1¢cas. 1l existe au moins un sommet support u voisin & v. Posons H = T — E’ avec
E = (F,UF) — {w}.

2°mecqs. Tout sommet v € N(v)\{w} est un sommet branche. Soit u un sommet
adjacent & un sommet u, forcément u' n’est pas pendant. Considérons le graphe
partiel H =T — E" avec E' = (F,UF,UF,) — {uv,uu'}.

Dans les deux cas H est sans sommets isolés et admet comme composante connexe

I'arbre T, qui contient le sommet v. De plus il est facile de vérifier que b4 (7T,) # 0.

Contradiction avec le lemme 3.1. Ainsi v est un sommet support fort. [
Lemme 3.3. Si T appartient o KC, alors T est un arbre v% -fortement stable.

Preuve. Considérons un arbre 7' € I, pour démontrer cette propriété nous pro-
cédons par I'induction sur le nombre d’opérations k(7") utilisées pour construire 7T'.
Si k(T) =0, T est une étoile. Ce qui fait que tout graphe partiel H de T contient au
moins un sommet isolé, ainsi b} (7') = 0.

Si k(T) > 1. Soit T un arbre avec k(T') = k. Supposons que la propriété est vraie
pour tout arbre 7" tel que k(T") < k. Afin de montrer que T est ~% -fortement stable
il suffit de prouver que pour toute aréte non pendante uv de T, T'— uv admet deux
arbres T, T, v%-fortement stables et 74 (T — uv) = 74 (T,) + 4 (T,,) = v (T). Soit uv
une aréte non pendante de T. Par construction de T, T, T, appartiennent a K\ Ps.
Donc par hypothese d’induction T, T, sont des arbres 4% -fortement stables. De plus
comme {u,v} € S(T') et tout sommet support de T" est fort, I(T,) + I(T,,) = (T). 1l
résulte de 1'observation 3.5 que Vi (T — wv) = 44 (T,) + vi(Ty,) = 74 (T). Ainsi T est

% -fortement stable. OJ
Lemme 3.4. Si T est un arbre % -fortement stable, alors T appartient a K.

Preuve. Soit T'= (V, E) un arbre ~%-fortement stable, montrons que 7' € K.
Si diam(T) < 3, T est une étoile ou étoile double. La propriété est vraie.
Si diam(T) > 4, T est d’ordre n > 5. Nous supposons que pour tout arbre T d’ordre

strictement inférieur a celui de 7" la propriété est vérifiée. Considérons I’arbre enraciné
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T, de T en r et soit w le sommet le plus loin de r. Nous désignons par v le support de
w, par u le pere de v et par F, I'ensemble des arétes non pendantes incidentes a un
sommet x de V. Du lemme 3.2, v est un support fort. Montrons que u est également
un support fort, pour cela nous supposons que u ¢ S(7'). Nous distinguons les deux

cas suivants,

1¢"cas. Si u est adjacent uniquement & des sommets supports. Soit v’ # v un sommet
support voisin & u, et soit le graphe partiel sans sommets isolés H = T — E',
avec ' = (F,UF,) — {uv,u'}.

2¢Mecas. Siu est adjacent & au moins un sommet branche z. Considérons le graphe

partiel H =T — F', avec E' = (F, UF,) — {uv,uz}, H est sans sommets isolés.

Dans les deux cas H admet une composante connexe T, qui contient les sommets
u, v. I est simple de vérifier que b (T,) # 0, contradiction avec le lemme 3.1. Ainsi
uw € S(T). Du lemme 3.2, u est un support fort de 'arbre 7.

De plus comme T est un arbre ~} -fortement stable. Il résulte du lemme 3.1 que les
deux arbres T, et T, de T'— uwv sont 7% -fortement stables. Par 'hypothese d’induction
T, et T, appartiennent a IC. Ceci implique que T" peut étre obtenu de T, et T, par

lopération Z. Ainsi T € K. [J

Il s’ensuit des lemmes 3.3, 3.4 le théoreme suivant,

Théoréme 3.5. T est un arbre % -fortement stable si et seulement si T appartient

a k.

3.2.3 Quelques Graphes +i-Fortement Stables

Proposition 3.9. Si K,, est un graphe complet d’ordre impair n, n > 3, alors K, est

V% -fortement stable.

Preuve. Soit K, un graphe complet d’ordre impair n, n > 3, 74 (K,) = n — 1.
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Nous observons que tout graphe partiel H de K, sans sommets isolés contient for-
cément une composante connexe C’n/,n/ > 3, de lobservation 3.2, % (C, /) < n —1.

Donc 4 (H) <n—1=~L(K,). Ainsi b} (K,,) = 0. O

Définition 3.5. Soit F la famille des graphes simples définie comme suit,
F ={K, G/G est obtenu aprés une séquence fini d’application de l'opération T a un

graphe G de F}.
Observation 3.6. Un graphe G € F est construit de sorte que,
(1) VIG\(S(G)UL(G)) = 0.

(i) 72(G) = U(G).

(iii) Tout sommet support d’un graphe G # Ps est fort.

Exemple

FiGc. 3.4 — Graphe G € F

Selon les auteurs de [7] la famille des graphes F\ P est apelée « strong pseudoco-

ronna >.
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Proposition 3.10. Si G appartient a F, alors G est . -fortement stable.

Preuve. Si G € K. Du lemme 3.3, la propriété est vraie. Si G € F\K, G est
construit de sorte que V(G)\(S(G) U L(G)) = 0. Donc tout graphe partiel H de G
sans sommets isolés est tel que V(H)\(S(H)U L(H)) = (). De plus comme tout som-
met support dans G est fort, forcément S(H) = S(G) et L(H) = L(G). 1l s’ensuit de
I'observation 3.4 que 74 (H) = I(H) = I(G) = 74 (G). Ainsi G est 7% -fortement stable.
U

Nous terminons ce chapitre par cette conjecture.

Conjecture 3.1. G est un graphe ~% -fortement stable si et seulement si
(i) G est un graphe complet d’ordre impair n, n > 3,

(ii) G € F.
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Chapitre 4

La Classe des Graphes m Aréte

Enlevée Critiques, 7 € {’yL,’ytL}

Dans le but d’approfondir I'’étude d’'un parametre donné d’un graphe G, il est
important d’étudier la structure des graphes extrémes ou critiques par rapport a ce
parametre.

En considérant le nombre d'un parametre de domination donné, le concept des graphes
critiques est varié.

Dans ce chapitre nous étudions les graphes aréte enlevée critiques par rapport
au parametre m, ™ € {yr,7%}, ayant la propriété que pour toute aréte e dans G, le

nombre de domination m du graphe partiel G — e change.

Nous utilisons la méme terminologie suggérée par Haynes, Hedetniemi et Slater

dans [23] pour dénoter les deux classes de ce probleme.

Nous considérons dans ce qui suit les graphes simples non vides.
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4.1 La Classe des Graphes ~; Aréte Enlevée Cri-
tiques

Dans cette premiere section nous étudions les graphes de la classe v, Aréte Enle-
vée Critique, notée 7y CER, v,CER = {G/v.(G — e) # v.(G),Ve € G}.
La suppression d'une aréte e dans G peut augmenter ou diminuer le nombre de do-
mination localisatrice.

Nous distinguons deux sous classes de la classe v, CER.

4.1.1 Les Graphes 7/ -Aréte Enlevée-Critiques

Définition 4.1. Un graphe G de la classe vy, CER est dit v} -aréte enlevée-critique
si et seulement si v, (G — e) > v.(G), pour toute aréte e dans G, G est écrit

v} -ER-critique.

Observation 4.1. [6] Soient, S(G) l’ensemble des sommets supports d’un graphe G
et v un sommet dans S(G) avec L, l’ensemble des sommets pendants voisins a v,

alors
(i) 1l existe un v (G)-ensemble contenant ’ensemble S(G).

(ii) Tout v, (G)-ensemble contient au moins |L,| sommets du sous ensemble {v}UL,.
Remarque 4.1. Soit G un graphe v{ -ER-critique, alors by (G) = 1.

Proposition 4.1. [8] Si Dy, est un yi,-ensemble d’un graphe 7y} -ER-critique G, alors

les ensembles Dy, et V\Dp, sont stables.

Preuve. Soient, G = (V, E) un graphe ~; -ER-critique et Dz, un v (G)-ensemble.
Supposons qu'il existe au moins une aréte e dans Dy, ou bien dans V\Dy. Donc Dy,
est un E.D.L. du graphe partiel G — e, d’ott v.(G — €) < v.(G), contradiction avec le

fait que G est v;-ER-critique. [J
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Nous déduisons de la proposition 4.1 que si G un graphe v;-ER-critique, alors G

est un graphe biparti.

Proposition 4.2. [8/ Si G est un graphe v{ -ER-critique, alors v,(G—e) = v.(G)+1,

pour toute aréte e dans G.

Preuve. Soit D un 7z-ensemble d'un graphe v;-ER-critique G. Par définition
pour toute aréte uv dans G, v, (G —uv) > v, (G)+1 = |Dy|+1. De la proposition 4.1,
uv a exactement une seule extrémité dans Dy, sans perte de généralité soit v € Dy,
I'ensemble {v} U Dy, est un E.D.L. du graphe G — wwv, donc v, (G — uv) < |Dyg| + 1.
Ainsi 7, (G — w) = v,(G) + 1. O

Proposition 4.3. [8] Si G est un graphe v; -ER-critique, alors tout sommet support
dans G est faible.

Preuve. Soit D, un yz-ensemble d’un graphe ~;-ER-critique G' qui admet un
sommet support fort v. Notons par L, ’ensemble des sommets pendants adjacents
a v, L, = {wy,ws,...,w},k > 2. De I'observation 4.1, Dy, contient |L,| sommets du
sous ensemble {v} U L,, sans perte de généralité soit {v} U {ws,...,wr} C Dy. De la

proposition 4.1, Dy, est stable, contradiction. [

Dans le but de donner une caractérisation détaillée des graphes v;-ER-critiques,
nous commengons d’abord par étudier les chaines ensuite les arbres et nous terminons

par une étude des graphes dans le cas général.

Les Chaines v; -ER-Critiques
Proposition 4.4. P, est une chaine v; -ER-critique si et seulement sin € {2,5}.

Preuve. Si n € {2,3,4,5}. 1l est facile de vérifier qu'uniquement P, et Ps sont
des chaines 7} -ER-critiques.

Si n > 6. Pour prouver qu’aucune chaine P, n’est v; -ER-critique, il suffit qu’il existe
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une aréte e dans P, telle que v, (P, —e) = y.(P,). Soient P,, et P,, (ny +ny = n)
les deux composantes connexes de P, — e. Nous avons les cas suivants,

Si n = 0[5] . Considérons le cas o ny = 0[5] et ny = 0[5].

YL (Po =€) = 70(Pay) + 72 (Fny) = 2[ 11/5] 4 2] na/5] = 2[ n/5] = y1(F).

Si n = 1[5]. Considérons le cas o ny = 0[5] et ny = 1[5].

(P = €) = 1(Pu) + 70(Pry) = 2 11/5] +2[ naf5] =1 = 2[ n/5] 1 = 71,(P,).
Si n = 2[5]. Considérons le cas o ny = 0[5] et ny = 2[5].

(P = €) = 70(Puy) + 11(Pog) = 2] 11/5] + 2] ma/5] = 1 = 2[ /5] — 1 = 31(Py).
Si n = 3[5]. De la proposition 3.1, by,(P,) = 2, ainsi de la remarque 4.1, P, n’est pas
une chaine 77 -ER-critique.

Si n = 4[5]. Considérons le cas ou ny = 2[5] et ny = 2[5)].

Y(Po =€) = 70(Poy) +70(Fny) = 2[ 1 /5] + 2] na /5] = 2= 2[ /5] = y(Fy). U

Les Arbres v, -ER-Critiques

Nous admettons dans cette partie que la chaine P, admet exactement un sommet
support et un sommet pendant.

Afin de donner la structure des arbres 77 -ER-critiques nous introduisons la famille

des arbres 7.

Définition 4.2. Soit T la famille des arbres définie comme suit,
T ={P,,T/T est obtenu apreés une séquence fini d’application de l'opération O a un
arbre T" de T}.

e Opération O : Attacher par Uaréte vr un sommet support v d’un arbre T @

un sommet x d’une chaine xyz.
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Observation 4.2. Un arbre T € T\ P, est construit de sorte que,

(i) N(C(T)) = S(T), C(T) = V(T)\(S(T) U L(T)).
(i) N(S(T)) = L(T) U C(T).

(iv) S(T') est un vy, (T')-ensemble.
Exemples

P et P5 sont des arbres de 7.

Fi1G. 4.1 — Arbre T €T

Lemme 4.1. Soit T un arbre obtenu d’un arbre T par Uopération O, alors

YL(T) =y (T') + 1.

Preuve. Soit D) un ~y-ensemble d'un arbre 7" = (V', E') tel que D} contient
I’ensemble des sommets supports S(7"). Considérons un arbre 7" obtenu de I’arbre 7"
par lopération O. {y} U D} est un E.D.L. de l'arbre T, donc v.(T) < v(T") + 1.
D’autre part, soit Dy, un v.(T')-ensemble, forcément un des sommets y ou z est dans
Dy. Supposons que y € Dy, (sinon z peut étre remplacé par y) et ¢ Dy (sinon il
est remplacé par v), comme v € Dy, 'ensemble Dy N V' domine I’arbre T". Donc

V(T < p(T) — 1. Ainsi v (T) = v (T") + 1. O
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Définition 4.3. [5] Un graphe (resp. arbre) est dit GDLU (resp. ADLU) si et seule-

ment s’il admet un unique dominant localisateur minimum.
Lemme 4.2. [5] Si T appartient a T\Ps, alors T est un ADLU.

Preuve. Soit T' € T\ P,. De l'observation 4.2, S(T') est un ~y.(7)-ensemble. Il
suffit donc de démontrer 'unicité. Pour cela nous procédons par I'induction sur le
nombre d’opérations utilisées pour avoir un arbre 7', noté O(T') = k.

Si k=1,T = P5. La propriété est vraie.

Si k > 2. Soit T un arbre avec O(T') = k. Nous supposons que la propriété est vraie
pour tout arbre 7" = (V', E') avec O(T') < k — 1. T est obtenu d’un arbre T avec
O(T") = k — 1 par I'opération O. Considérons un ~;(T)-ensemble Dy, |Dy| = s(T).
Montrons que Dy, = S(T'). Forcément un des sommets y ou z est dans Dy, supposons
que y € Dy, (sinon z peut étre remplacé par y) et x ¢ Dy (sinon il est remplacé
par v), comme v € Dy, on a Dy N V' est un E.D.L. de I’arbre T". Par I'’hypothese
d’induction, S(T") est I'unique vz (T")-ensemble. Du lemme 4.1, v (T) = v (T") + 1.
Donc D, N V(T') = S(T"). Ainsi D, = S(T). O

Lemme 4.3. Si T appartient a T, alors T est un arbre v} -ER-critique.

Preuve. De la proposition 4.4, P, est v/ -ER-critique. Considérons une aréte uv
d'un arbre T" € T\ P,. Par construction de 7', une seule extrémité de uv est dans
S(T) I'unique dominant localisateur de T, sans perte de généralité soit u € S(T).
L’ensemble {v} U S(T') est un E.D.L. du graphe partiel 7' — wv, donc v, (T — uv) <

~v(T) + 1. D’autre part, nous distinguons les deux cas suivants,

1*"cas. uv est une aréte non pendante de 7. Donc v € C(T) et S(T — uwv) = S(T).
De l'observation 4.1, il existe un «y, (7 — uv)-ensemble contenant tous ’ensemble
S(T') et comme S(T') n’est pas un E.D.L. de T'— wv, v,(T — uv) > v,(T), donc
YT = uwv) = y,(T) + 1.

2¢Mecas. uv est une aréte pendante de 7. Donc v € L(T) et S(T —uv) = S(T —v) =

S(T)\{u}. De l'observation 4.1, il existe un (7 — v)-ensemble contenant tous
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I'ensemble S(T')\{u} mais S(7")\{u} n’est pas un E.D.L. de I'arbre T'— v, d’ou
v (T —v) > v, (T) — 1. En plus comme v.,(T — uv) = v, (v) + 1, il résulte que

v (T —wv) > v, (T), ceci implique que v (T — wv) > v (T) + 1.

Ainsi dans les deux cas v.(T — uv) = v,(T) + 1, T est un arbre v; -ER-critique. J
Lemme 4.4. Si T est un arbre y; -ER-critique, alors T appartient o T .

Preuve. Si diam(T) < 3, T est une étoile ou étoile double. On peut vérifier
quuniquement la chaine P, est un arbre v/ -ER-critique. Donc la propriété est vraie.
Si diam(T') > 4. Pour démontrer cette propriété nous supposons que pour tout arbre
T' d’ordre strictement inférieur & I'ordre de T le résultat est vrai. Soit 7 un arbre
’yzr—ER—critique d’ordre n > 5. Considérons 'arbre enraciné 7, de T en r et soit
z le sommet le plus loin de r. Notons par y le support de z, x le pere de y et v
le pere de x. De la proposition 4.3, y est un support faible, donc deg(y) = 2. De
I'observation 4.1 et de la proposition 4.1, il existe un ~,(7)-ensemble contenant tous
les sommets supports de ’arbre T" qui est un stable. Il résulte que z n’est pas dans
S(T'). De plus z admet un unique fils y, sinon v, (7' —zy) = v.(T'), donc deg(z) = 2. T
est un arbre 72“—ER—critique, forcément tout ~,(T)-ensemble Dy, contient v, sinon Dy,
contient deux sommets des sommets x,y et z. Comme D, est stable, soit {z, 2z} € Dy.
La suppression de 'aréte zy n’augmente pas le nombre du domination localisatrice
de I'arbre. De plus il doit exister un unique sommet pendant v € V\Dp, dominé
par v, sinon (T — 2y) = v.(T). Donc v € S(T). Posons T" = T\{z,y,z}, T est
obtenu de I'arbre T" par Popération O, alors v.,(T") + 1 = ~,(T). Vérifions si T" est
v} -ER-critique, si nous supposons le contraire, alors T' " admet une aréte ab telle que
(T — ab) = vo(T,) + vo(T,) = v(T"), ot T, et T, sont les deux composantes

/ <17 .
connexes de T" — ab. Considérons les deux cas suivants,

1" cas. ab est une aréte non pendante, alors ab est aussi une aréte non pendante de
T et T'— ab admet deux composantes connexes T, et Tj,. De pluson a T, =T (;

ou bien T}, = T,;. Sans perte de généralité soit T, = T;, dans ce cas Tj, est obtenu
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de Té par Uopération O, du lemme 4.1,
V(T = ab) = y(To) + (D) = e(T,) + (L) +1) = (1) + 1 = 7. (T),
mais 7' est fyZ“—ER—critique, contradiction.

2¢me cas. ab est une aréte pendante telle que b € L(T'), alors ab est aussi une aréte
pendante de T et T — ab admet deux composantes connexes T, = T, = {b}
et T,. Si a # v, T, peut étre obtenu de TC'L par 'opération O, il résulte du
lemme 4.1, v2,(T — ab) = vp(T,) + 1 = (7 (T,) + 1) + 1 = v,(T") + 1 = v,(T),
contradiction. Si a = v, T}, peut étre obtenu de T(; en joignant les sommets x
et a par laréte za. Soit D, un 7. (T,)-ensemble contenant le sommet a sinon
D, contient le sommet x et dans ce cas on remplace x par a, il est facile de
vérifier que v.(T.) < v.(T,) — 1, donc v,(T) = v(T" — ab) = v.(T,) + 1 <
(ve(Ta)=1)+1 = (yo(To) +1) =1 = y(T)+1-1 = y(T), mais v (T") < y(T),
contradiction.

Ainsi T" est un arbre 77 -ER-critique, par ’hypothese d’induction T €7,doncT € T.

O

Il s’ensuit des lemmes 4.3, 4.4 le théoréeme suivant,

Théoréme 4.1. T est un arbre v; -ER-critique si et seulement si T € T.

Les Graphes 7; -ER-Critiques

Nous établissons maintenant la caractérisation des graphes v; -ER-critiques dans

le cas général.

Pour cela nous définissons la famille des graphes G.
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Définition 4.4. [8] Soit G = (V,W, E) un graphe biparti conneze tel que

o Ywe W etV V' C Ng(w), il existe un unique w' € W tel que Ng(w') =V,

Nous désignons par G ’ensemble des graphes G.

Observation 4.3. [8] Un graphe G € G est construit de sorte que,
(1) Tout sommet support de G est faible.
(ii) V est l'ensemble des sommets supports de G.

(iii) V est un v.(G)-ensemble.
Exemples

P, et P5 sont des graphes de G.

Fi1G. 4.2 — Graphe G € G

Proposition 4.5. Si G appartient ¢ G\ P», alors G est un GDLU.

Preuve. Soit G € G\ P». De l'observation 4.3, V' = S(G) est un dominant localisa-
teur minimum du graphe GG, montrons que V' est 'unique v, (G)-ensemble. Supposons
que G admet un autre v (G)-ensemble Dy, différent de V', | D | = [V]. Donc forcément
il existe au moins un sommet support v tel que v ¢ Dy, et dans ce cas Dy contient
tous 'ensemble Ng(v), |[Ng(v)| > 2. 1l résulte que |Dy| > |V|, contradiction. Ainsi V/

est 'unique 7, (G)-ensemble. [
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Lemme 4.5. [8] Si G appartient a G, alors G est un graphe ~y; -ER-critique.

Preuve. Une simple vérification montre que P, est un graphe ~; -F R-critique.
Soit maintenant un graphe G = (V,W, E) de G et G # P,. En supprimant une aréte
vw de G avec v € V et w € W, 'ensemble {w} UV est un E.D.L. du graphe partiel
G — vw, donc v, (G — vw) < vy (G) + 1. D’autre part, nous distinguons les deux cas

suivants,

1°"cas. vw est une aréte non pendante de GG. G est construit de sorte que,
S(G — vw) = S(G). De l'observation 4.1, il existe un v,(G — vw)-ensemble
contenant tous I’ensemble V', mais V n’est pas un E.D.L. de G—vw, ceci implique
que v.(G — uv) > v, (G), done v, (G —vw) > v, (G) + 1.

2¢Mecas. vw est une aréte pendante de G. Par construction de G, S(G — vw) =
S(G)\{v}. De l'observation 4.1, il existe un 7 (G — w)-ensemble contenant tous
I'ensemble V\{v}, mais V\{v} n’est pas un E.D.L. du graphe G — w, ceci im-
plique que v, (G —w) > v (G) — 1. En plus comme (G —vw) = v, (G —w)+1,

vo(G — vw) > v,(G), done v, (G — vw) > v, (G) + 1.

Ainsi dans les deux cas 7.(G — vw) = y.(G) + 1, G est un graphe v; -ER-critique. O

Lemme 4.6. [8] Si G est un graphe conneze ~y; -ER-critique d’ordre n > 3, alors

S(G) est lunique v, (G)-ensemble.

Preuve. Considérons un graphe connexe v;-ER-critique G d’ordre n > 3, et un
v.(G)-ensemble Dy qui contient tout I'ensemble des sommets supports S(G). De la
proposition 4.1, Dy et V\ Dy, sont stables.

Montrons que Dy, = S(G). Soit v € Dy, pour tout sommet w € Ng(v) C V\D/, avec
Ne(w) = {v,v1,v9,...,;vx} € Dp, k > 1, il existe un unique sommet w; € V\Dy,
tel que Ng(wy) = {v,v1,v9,...,05_1}, sinon Dy, est un E.D.L. du graphe G — wy,
contradiction avec le fait que G est un graphe ~; -ER-critique. Par conséquent, il doit
exister un unique sommet wy,! > 1 dans V\ Dy, tel que Ng(w;) = v. Donc v est un

sommet support, ainsi Dy, = S(G).
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I1 nous reste & montrer 1'unicité. Supposons qu'il existe un autre 7 (G)-ensemble D,
différent de S(G). De I'observation 4.1 et de la proposition 4.3, Dy, contient au moins
un sommet pendant w. Si nous considérons que v est le support de w, alors le nombre
de domination localisatrice du graphe G n’augmente pas si nous enlevons 'aréte uv,
ol u est un sommet non pendant dans Dy voisin a v, contradiction. Ainsi S(G) est

I'unique v (G)-ensemble. O

Nous indiquons que tout graphe connexe qui admet ’ensemble S(G) comme un
unique ~yz-ensemble n’est pas forcément +; -ER-critique, nous donnons un exemple

d’un tel graphe dans la figure 4.3.

Fic. 4.3 — Le graphe G

Lemme 4.7. [8] Si G est un graphe connexe v{ -ER-critique, alors G appartient ¢ G.

Preuve. Soit G = (X, E) un graphe connexe v} -ER-critique d’ordre n.
Sin=2,G=PFPe Geg.
Si n > 3. De la proposition 4.1 et du lemme 4.6, G est un graphe biparti avec la
bipartition X = VUW et V = S(G).
Montrons maintenant que Yw € W et VYV’ C Ng(w), il existe un unique w’ dans
W tel que Ng(w') = V'. Considérons un sommet w € W. Si w est un sommet
pendant attaché a un sommet support v. De la proposition 4.2, v est un support

faible, donc V' = {v} = Ng(w). Sinon w est un sommet non pendant de G avec
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Ne(w) = {vy,v9, ..., v}, k > 2. Pour V' = Ng(w), comme V est un yz-ensemble de
G, il est clair que tout sommet w' # w dans W, Ng(w') est différent de Ng(w). Pour
V' C Ng(w) avec |V'| = k —1, sans perte de généralité, posons V' = {vy, vy, ..., vp_1 }.
G est v, -ER-critique, alors V n’est pas un E.D.L. du graphe G —wuy,, forcément il doit
exister un unique sommet w" dans W tel que Ng(w') = {v1, va, ...v5_1 }. Méme raison-

nement pour tous les sous ensembles V' inclus stricement dans Ng(w). Ainsi G € G. O

A partir des lemmes 4.5, 4.7 nous pouvons donner la caractérisation des graphes

v} -ER-critiques.
Théoréme 4.2. [8] G est un graphe conneze v; -ER-critique si et seulement si G € G.

Corollaire 4.1. [8]/ G est un graphe v; -ER-critique si et seulement si G est ['union

de sommets isolés et de graphes G € G.

4.1.2 Les Graphes 7, -Aréte Enlevée-Critiques

Nous montrons dans cette partie que les graphes complets et les graphes multi-

partis complets sous certaines conditions sont des graphes «; -ER-critiques.

Définition 4.5. Un graphe G de la classe v, CER est dit v, -aréte enlevée-critique
si et seulement si v.,(G — e) = v.(G) — 1, pour toute aréte e dans G, G est écrit

v, -ER-critique.
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Proposition 4.6. Si ['une des assertions suivantes est vérifiée,
(1) G est un graphe complet d’ordre supérieur ou égale a quatre,
(ii) G est un graphe biparti complet K, ,, tel que min{ny,na} > 3,

(iii) G est un graphe t-partie complet Ky, ny...ny, t > 3 tel que ng <mng < ... <y et

ny > 2, ng > 3,

(iv) G est un graphe multiparti complet Ky 1, tel que min{m,n} > 3,
) Y

mfois

t>2,m>3 tel que

ni,ne,...,ng’

(v) G est un graphe t-partie complet KL ol
——

mfois

ny <ng < ... <ngetng =2, ny >3,

alors G est un graphe v, -ER-critique.
Preuve.
1¢" cas.

Soient, K,, = (V, F) un graphe complet d’ordre n > 4 et Dy, un . (K,)-ensemble.
Considérons une aréte uv de K,,. Nous observons que pour tout ensemble dominant
D de K,, —uv de cardinalité |D| < n — 3, il existe deux sommets = et y ou plus dans
V (K, —uv)\D tels que Np(z) = Np(y), alors v, (K, —uv) >n—2=y,(K,) — 1.
D’autre part, si uv € Dy, alors Dr\{u} est un ensemble dominant localisateur de
K, —uv et siuv ¢ Dy, comme v;,(K,) =n—1, aréte uv a une seule extrémité dans
V(K,)\Dy, soit u € V(K,)\ Dy, si nous considérons un sommet w dans D, différent
de v, il est clair que Dy \{w} est un E.D.L. du graphe K, — uv.

Ainsi vy, (K, —uv) < v (K,) — 1 =n — 2, il résulte que v, (K, —uv) = v.(K,) — 1.
2¢me cas.

Soit K, n, un graphe biparti complet tel que min{n,,ns} > 3. Considérons une
arete wv de K, ,,. Comme tout ensemble dominant D du graphe partiel K, ,, — uv
de cardinalité | D| < ny+ny—4 admet au moins deux sommets dans V (K, ,,, —uv)\D

du méme voisinage dans D, v (K, n, — uv) > ng +ng — 3 = v (K, n,) — 1. Nous
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montrons maintenant que vz (K, ny — uv) < YL (Kpypny) — 1.

Soit Dy, un 7y (K, »,)-ensemble, nous distinguons les sous cas suivants,

1" sous cas. Siuv € Dy. Soit I'ensemble D} = Dp\{u}.
2°m¢ sous cas. Si {u,v} ¢ Dy. Soient u', v' deux sommets adjacents dans Dy, et
considérons I’ensemble D} = (D \{u',v'}) U {v}.

3¢ sous cas. Siune seule extrémité de uv appartient & Dy . Sans perte de généralité

soit u € Dy, et soit v ¢ Dy. Posons D; = D\ {v'}, avec v est un sommet voisin

a u dans Dy,.

Comme min{ni,ne} > 3, il est simple de vérifier dans chacun des trois sous cas
précédents, que D'L est un ensemble dominant localisateur du graphe K, ,,, — uv de
cardinalité v, (Kp, n,) — 1, donc v (Kp, ny — wv) < yp(Knymy) — 1.

Ainsi ’VL(Knl,nz - UU) = ’VL(Knhnz) -1
3¢me cas.

Soit G = (V, E) un graphe multiparti complet K, n, . n, avec

t>3,n <nyg <..<mnyetn; >2 ny >3, et soit Dy un v.,(G)-ensemble.
¢

|Dy| = Z(nl — 1), nous désignons par N; la partie stable de G' de cardinalité n;
i=1
(1 = 1,t). Considérons le graphe partiel H obtenu en enlevant une aréte uv de G.
t

Pour tout ensemble dominant D dans H de cardinalité |D| < Z(nl —1)—2, 1l
i=1
existe au moins deux sommets dans V\D ayant le méme voisinage dans D, alors

t
(H) = E (ni —1) =1 >y (Knyng,omy) — 1
=1
D’autre part, supposons que u € N; et v € N, @ # j,4,j = 1,...,t. Nous avons les sous

cas suivants,

17 sous cas. Si uv € Dy. Vérifions si I'ensemble D; = D;\{u} est un E.D.L. du
graphe partiel H. En effet, comme G contient au moins trois parties stables,
D/L est un dominant du graphe partiel H, et il est clair que pour le sommet

u € N; avec v ¢ D}, on a ND/L(u) + ND/L(u/)7 d’autre part au plus une
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partie dans G est de cardinalité 2, donc N (u) # Np: (v') avec v’ € Nj et
v ¢ D} et pour tout sommet w dans (V\N; U N,)\D; = (V\N; U N;)\ Dz, on
a ND/L(u) =+ ND/L (w), il s’ensuit que D} est un E.D.L. du graphe partiel H.

2¢me sous cas. Siuwv ¢ Dy. Soient u', v" deux sommets voisins dans Dy, avec u € N;
et v € Nj, nous posons D; = (D;\{u',v'})U{v}, D} est un dominant dans H,
car G contient au moins trois parties stables, il est clair que Ny, (u) #N D/L(u'),
de plus G admet au plus une partie stable de cardinalité 2, alors le sommet v” a
un voisinage distinct du voisinage du sommet u dans D/L7 et pour tout w dans
(VAN:UN\D], = (V\N:UN\Dy, Ny () # Ny, () et Ny, (o) # Ny, (),
donc D/L est un ensemble dominant localisateur du graphe H.

3m¢ sous cas. Si 'un des sommets u ou v est dans Dy. Sans perte de généralité
soit u € Dy et soit v ¢ Dy, considérons un sommet = N; N Dy, comme
G contient au moins trois parties stables, D; = Dz\{v'} est un dominant du
graphe H et ND/L (v) # ND/L<U/), de plus G contient au plus une partie NV;, n; = 2,
donc ND/L(U) # ND/L(u') avec u € N;, u' ¢ D}, et Vw € (V\N; UN;)\D}, =
(VAN; UN;)\Dyp, on a ND/L(w) # Np: (v"), donc D} est un E.D.L. du graphe
partiel H.

Il s’ensuit des trois sous cas précédents que vi(H) < vL(Knyno,...m,) — L.
t

Ainsi v, (H) = z:(nZ —1) = 1=v(Kpny,n) — L.

=1

4¢M€ cas.

Soit G = (V, E) un graphe multiparti complet Ky .. 1,avecm =3etn >3
——

mfois

Considérons un v7,(G)-ensemble Dy, |Dp|=m+n—2 .

Observons d’abord que si H est un graphe partiel de G, H = G — uv,uv € E, alors
pour tout ensemble dominant D dans H avec |D| < m +n —4, V(H)\D admet au
moins deux sommets du méme voisinage, d’ott v, (H) > m+n — 3 = v,(G) — 1. Soit
M = {l'union des parties de G a un élément}, |[M| = m et N = V\M, |N| = n,

montrons que vz (H) < v.(G) — 1. Nous discutons les sous cas suivants,
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1" sous cas. uv € M. Soit uv € Dy, comme m > 3 et n > 3, I’ensemble dominant
D; = Dy\{u} est un E.D.L. du graphe H, en effet pour le sommet u' € M et
u ¢ Dy ,ona ND/L(UI) + ND’L(U)7 de plus pour le sommet w € N et w & D},
on a ND/L(u) # ND/L(w).
Si Dy, contient uniquement u, comme m > 3, il existe au moins un sommet
uw € M N Dy etu #u, et dans ce cas 'ensemble dominant D; = Dy \{u'} est
un E.D.L. du graphe H, car ND/L (u') # ND/L (v), de plus pour le sommet w € N
et w & D}, les voisinages NDrL(u/) et ND/L(w) sont distincts.
Donc vy, (H) < v,(G) — 1.
2¢me sous cas. L’aréte wv a une seule extrémité dans la partie M, sans perte de
généralité soient u € M et v € N. Considérons le graphe biparti complet K,, ,,
obtenu de G en enlevant les m(m — 1)/2 arétes incidentes aux sommets de la
partie clique M, nous avons démontré dans le 2°™¢ cas que K,,, est v; -ER-
critique, donc Yu € M, Vv € N, y.(Kpn, — uwv) = m + n — 3. D’autre part,
le graphe partiel H = G — wv peut étre aussi obtenu du graphe K,,, — uv en
rattachant les m(m — 1)/2 arétes de la partie M, et il est simple de vérifier que

tout v (Kypn — uv) est un E.D.L. du graphe H, donc

Yo(H) <yp(Kpp —wv) =m+n—3=v,(G) — 1.

Par conséquent pour toute aréte uv, 7,(G —wv) =7.(G) — 1, dou K7 1, est un
——

mfois

graphe v, -ER-critique.
5¢me cas.

aet > 2,m >3

s L,n1,n2,...,

Soit G = (V, E) un graphe multiparti complet K7 1
R

mfois

avec Ny < ng < ... < nyetny 2t2, ne > 3, et Dy, un ensemble dominant localisateur
minimum de G de cardinalité Z(nZ —1)+ (m—-1).

Observons que si D est un doinil?ant d’un graphe partiel H = G — uv, uwv € E, de
cardinalité inférieure ou égale a Z(nl —1)+m—3, alors D n’est pas un ~yz-ensemble

=1
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de H, et donc v,(H) > Z —1)+m —2 = ~.(G) — 1. Nous posons M = {lI'union
des parties de G a un element} |M| = m, et N; la partie stable dans G de cardinalité

n;. Nous discutons les cas suivants,

1" sous cas. uv € M. Si uwv € Dy, comme m > 3 et t > 2, 'ensemble dominant
D; = D;\{u} est un E.D.L. du graphe H, en effet pour le sommet v ¢ D
et w € M on a Np: (u) # ND/L(u/), de plus pour tout sommet w € V\M et
w ¢ Dy, on a ND/L(u) # ND/L(w). Siu € Dy et vé¢ Dy, considérons le sommet
u € MN Dy avec v # u, et dans ce cas I'ensemble dominant D} = Dy\{u'} est
un E.D.L. du graphe H, car Ny, (u') # Np: (v), et pour tout sommet w € V\M
et w¢ Dy, on a ND/L(u/) # ND/L(w). Meéme raisonnement si u ¢ Dy et v € Dy.
Donc y(H) <7.(G) — 1.

2¢me sous cas. L’aréte wv a au moins une extrémité dans une partie N;,i = 1,t,

sans perte de généralité soient u € N; et v € N; U M,4,j = 1,t avec j # i.

Considérons le graphe partiel H L= Kpnyno,..n, Obtenu de G en enlevant les

m(m—1)/2 arétes incidentes aux sommets de la partie M, nous avons démontré

dans le 3°7¢ cas que H est v -ER-critique, donc pour toute aréte uv € H "

Yo (H —uv) = vy (H") — 1. D’autre part, le graphe partiel H = G —uv peut étre

aussi obtenu du graphe H — uv en rejoignant les m(m —1)/2 arétes de la partie

M, et il est simple de vérifier que tout vy, (H — uv)-ensemble est un E.D.L. du
t

graphe H, donc v, (H) <7u(H) 1= (n;—=1)+(m—1)—1=7(G) - L.
i=1
t
Il résulte que v, (H) =v,(G) — 1 = Z(nZ —-1)+m-—-2.
i=1

Ainsi K 1. est un graphe v, -ER-critique. [

. 1,n1,n2,..,,nt

mfois
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Nous terminons cette premiere section par cette conjecture.

Conjecture 4.1. G est un graphe v, -ER-critique si et seulement si ['une des asser-

tions suivantes est vérifiée,
(i) G est un graphe complet d’ordre supérieur ou égale a quatre,
(ii) G est un graphe biparti complet K, ., tel que min{ny,ny} > 3,

(iii) G est un graphe t-partie complet Ky, py  n,s t >3 tel que ng <mg < ... < my et

7’L122,n223,

(iv) G est un graphe multiparti complet Ky 1, tel que min{m,n} > 3,
) Y

mfois

(v) G est un graphe t-partie complet KL . t>2,m>3 tel que

9 1:”1,”2:--~7nt7

mfois

ng<ng < ...<ngetng > 2, nyg > 3.

Nous considérons maintenant les graphes simples non vides et sans sommets isolés.

4.2 La Classe des Graphes 7, Aréte Enlevée Cri-
tiques

Dans cette seconde section nous étudions les graphes de la classe 7% Aréte Enlevée
Critiques notée v&. CER, vtCER = {G/74(G — e) # v.(G), Ve € G}.
Nous définissons deux sous classes de graphes de la classe 74 C'ER. Les graphes G
tels que pour toute aréte e dans (G, le graphe partiel G — e est sans sommets isolés
et v (G —e) > 7% (@), et les graphes G ayant la particularité que pour toute aréte e

dans G, le graphe partiel G — e est sans sommets isolés et 7% (G —e) =% (G) — 1.
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Proposition 4.7. [l n’existe aucun graphe G de degré minimum 6(G) > 2 qui vérifie

Vi (G —e) > L (G), pour toute aréte e dans G.

Preuve. Soient, G = (V, E) un graphe de degré minimum J§(G) > 2 tel que
Vi (G —uv) > % (G), pour toute aréte uv € E, et Dt un ~} (G)-ensemble. Forcément
VA\D? est un stable. Considérons un sommet v dans V\ D} de degré minimum, avec
Ng(v) = {u,uq, ..., ux }, k > 2. Donc, il n’existe aucun sommet w dans V\ D} de sorte
que Ng(w) C Ng(v). En particulier, si Ng(w) = {uq,...,ux}. En enlevant laréte
uv, D% est un ensemble dominant total localisateur du graphe partiel G — uv. Donc

V(G —uww) < ~L(G), contradiction. O

De la proposition 4.7, et comme le concept de la domination totale localisatrice
n’est pas défini pour tout graphe partiel H = G — e, e € G avec §(G) = 1, nous

introduisons la sous classe des graphes ;" -aréte enlevée-faiblement critiques.

4.2.1 Les Graphes fyt;—Aréte Enlevée-Faiblement Critiques

Définition 4.6. Un graphe G de la classe v CER est dit i -aréte enlevée-faiblement
critique si et seulement si v (G — e) > 4 (Q), pour toute aréte non pendante e dans

G, G est écrit i -ER-faiblement critique.
Remarque 4.2. Soit G un graphe ;" -ER-faiblement critique, alors b (G) = 1.

Proposition 4.8. [9] Si Dt est un v -ensemble d’un graphe v;"-ER-faiblement cri-

tique G, alors le sous graphe induit par V\D" est un stable.

Preuve. Soit D} un 7i-ensemble d’'un graphe G = (V, E), v**-ER-faiblement
critique. Supposons que (V\D%) admet deux sommets voisins u et v, alors D% est un
E.D.T.L. du graphe partiel sans sommets isolés G — uv. Donc 7% (G — uwv) < 44 (G),

contradiction. Ainsi (V\D?%) est un stable. [J

Proposition 4.9. [9] Si Dt est un v -ensemble d’un graphe v;"-ER-faiblement cri-

tique G, alors le sous graphe induit par D' est une galazie.
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Preuve. Soit D} un 7i-ensemble d’'un graphe G = (V, E), v4*-ER-faiblement
critique. (D) est sans sommets isolés. Donc toute composante connexe Cy, i > 1
dans (DY) est soit un arbre non trivial soit un graphe connexe. Supposons que le
sous graphe induit par D! n’est pas une galaxie. Forcément il contient au moins une
composante C; qui n’est pas une étoile. Si C; est un arbre, alors C; admet au moins
une aréte non pendante uv, G —uv est sans sommets isolés et D% est un E.D.T.L. du
graphe partiel G — uv, donc 7% (G —uv) < ~4 (@), contradiction. Sinon C; contient au
moins un cycle C, pour toute aréte uv de C', G — uv est sans sommets isolés et D%
est un E.D.T.L. du graphe partiel G — uv, donc 7% (G — uv) < 4% (G), contradiction.

Ainsi (D) est une galaxie. [J

La réciproque des propositions 4.8, 4.9 n’est pas vérifiée dans tous les cas.
Remarquons que tout dominant total localisateur minimum D% d'un cycle Cj est
une étoile K1 et (V(C3)\D%) est un stable, mais Cs n’est pas un graphe 74 -ER-

faiblement critique.

Nous caractérisons maintenant les graphes +;"-ER-faiblement critiques.

Les Chaines +;"-ER-Faiblement Critiques

Proposition 4.10. P, est une chaine v;"-ER-faiblement critique si et seulement si

n € {4,5}.

Preuve. Si n < 6. 1l est facile de vérifier qu'uniquement P, et P5 sont des chalnes
yit-ER-faiblement critiques.
Si n > 6. Pour prouver cette propriété il suffit qu’il existe une aréte non pendante
e dans P, telle que v} (P, —e) = ~L(P,). Soient P,, et P,, (n1 +ny = n) les deux
composantes connexes de P, — e. Nous avons les cas suivants,
Si n = 0[4]. Considérons le cas ot ny = 0[4] et ny = 0[4].

VL(Po =€) = 71(Poy) +7L(Fny) = 2[ 1 /4] + 2[ na/4] = 2] n/4] = 7(Pn).
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Si n = 1[4]. Considérons le cas o ny = 0[4] et ny = 1[4].

VL(Po =€) = 71(Poy) +7L(Fny) = 2[ 1 /4] + 2] na/4] =1 =2[ n/4] = 1 =71 (P).
Si n = 2[4]. De la proposition 3.6, b’ (P,) = 2, ainsi de la remarque 4.2, P, n’est pas
vt -ER-faiblement critique.

Si n = 3[5]. Considérons le cas o ny = 0[4] et ny = 3[4].

VL(Po =€) = 71(Poy) +7L(Fny) = 2[ ma /4] + 2 na/4] =2 = 2[ n/4] =y (F). O

Les Graphes /"-ER-Faiblement Critiques

Définition 4.7. [9] Soit H = (V, E) un graphe connezxe tel que

o V peut étre partitionné en deux sous ensembles X, Y de sorte que le sous graphe

duit par X est une galaxie et le sous graphe induit par 'Y est un stable,
o VycY et VX C Nyl(y), il existe un unique y deY tel que Ny(y') = X',
e Vz e S(H)NX, Ny(x)NY # 0.

Nous désignons par 'H l’ensemble des graphes H.
Exemples

Py et P5 sont des graphes de H.

Ki,,n > 1 est un graphe de ‘H.

F1G. 4.4 — Graphe H € H

76



Chapitre 4 La Classe des Graphes m Aréte Enlevée Critiques, m € {y1,7%}

Observation 4.4. [9] Un graphe H € 'H est construit de sorte que,
e S(H)C X.
o Vx e V(H)\(S(H)UL(H)), Ny(z)NY = 0.
e Le sous graphe induit par V(H)\(S(H)U L(H)) est stable.

o X est un i (H)-ensemble de H.
Lemme 4.8. [9] Si H appartient a H, alors H est " -ER-faiblement critique.

Preuve. Soit H = (X UY,E) € H. Si H est une étoile, alors par définition
H est y4t-ER-faiblement critique. Sinon, nous considérons une aréte non pendante
xy € E, le graphe partiel H — zy est sans sommets isolés. Nous distinguons les deux

cas suivants,

1°"cas. {x,y} € X, xy appartient a une étoile dans (X). De I'observation 4.4, le sous
graphe induit par V(H)\(S(H) U L(H)) est stable. Donc nous avons les deux
sous cas suivants,
e x et y sont des sommets supports. Par construction de H, Ny(x) NY # ) et
Ny(y)NY # () et au plus 'un des deux sommets z et y est un sommet support

fort dans H, sinon (X) contient une étoile double.

. Dans le cas ou = et y sont des supports faibles, zy est la chaine P, dans (X).
Si nous supposons que (Ng(z) N Ny (y)) NY = 0, alors tout +%-ensemble
D! du graphe partiel H — xy contient les sommets {x,y} et deux sommets
{2',y}avec 2’ € Ny(z)NY ety € Ny(y)NY, I'ensemble DL\ {z',y'} est
un E.D.T.L. du graphe H. Donc % (H —xy) > ~% (H). Si nous considérons
qu'il existe au moins un sommet 2" € (Ng(z) N Ng(y)) NY, tout v (H —
zy)-ensemble D} conitent {z,y} et un sommet 2’, mais D%\{z'} est un

E.D.T.L. du graphe H. Donc % (H — zy) >~} (H).

. Dans le cas ot I'un des sommets x ou y est un support fort. Supposons que
y est un support fort, tout ensemble dominant total localisateur minimum

Dt du graphe partiel H — xy contient {z,y} et un sommet z voisin &
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dans Y, d’autre part, D} \{z'} est un E.D.T.L. du graphe H. Il résulte que

Vi (H = zy) > v (H).
e T ou y est un sommet support, soit x € S(H), donc y appartient au cceur de
H, par construction de H, N(z)NY # 0 et N(y) NY = 0 et comme (X) est
une galaxie, forcément x est un sommet support faible, de plus tout ensemble
dominant total localisateur minimum D} du graphe partiel H — zy contient
{x,y} et un sommet " adjacent & x dans Y, or que D%\{x'} est un E.D.T.L.
du graphe H, donc 7% (H — xy) > L (H).

2¢mecqs. Sans perte de généralité supposons que ¢ € X et y € Y, comme zy est un

aréte non pendante, dy(y) > 2, posons Ng(y) = {z,z1,...,2;}, | > 1. H est
construit de sorte que Ny (y) € X, et en plus pour tout sous ensemble X' # ()
dans l'ensemble des parties de Ny (y), il existe un unique sommet ¢y dans Y
distinct de y tel que Ng(y') = X', en particulier si X' = {zy, ..., 7;}, donc tout
graphe partiel H = H — zy contient des faux jumeaux {y,y'} ceci implique que
tout vt (H')-ensemble D contient y ou y', soit y € D%, il est clair que D%\ {y}
est un E.D.T.L. du graphe H, d’ou 74 (H — zy) > ~4(H).

Ainsi dans les deux cas H est vi -ER-faiblement critique. O

Lemme 4.9. [9] Si H est un graphe vt -ER-faiblement critique, alors H appartient
aH.

Preuve. Soit H = (V, E) un graphe 7"-ER-faiblement critique. Si H est une
étoile, alors H € H. Sinon, soit D% un ~}-ensemble de H. De la proposition 4.8,
VA\ D! est un stable et de la proposition 4.9, le sous graphe induit par D} est une
galaxie. Montrons maintenant que Vy € V\D! et VX' C Ng(y), il existe un unique
y de V\DY tel que Ng(y') = X'. Soit y € V\D? tel que Ny (y) = {x1, ..., 2}, [ > 1.

. 7 . . ’ . «, 0, /
Nous considérons les cas suivants, qui dépendent de la cardinalité de X .

| X /| =1[=1. y est un sommet pendant et z; est le sommet support de y, de I'obser-

vation 3.4, tout sommet pendant y  distinct de y voisin & z appartient & Dt
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donc X' = {2,} = Nu(y).

|X'| =1# 1. Comme D! est un ~%-ensemble du graphe H, tout sommet y € V\D!

est de voisinage Ny (y') différent de Ny (y).

2 < |X'| <1—1. Soit | X'| = I—1, sans perte de généralité posons X = {1, ..., 7 1}.
si nous supposons qu’il n’existe aucun sommet y  dans VA\D} tel que N n(y) =
{1, ...,21_1}, alors D! est un E.D.T.L. du graphe partiel sans sommets isolés
H' = H — ya,. il s’ensuit que v% (H — yx;) < ~4(H), contradiction avec le fait
que H est v4T-ER-faiblement critique. Répétant cette procédure pour tous les

sous ensembles X' de Ny (y) tels que 2 < |X'| <1 —1.

Il nous reste a vérifier que pout tout sommet support € D%, Ny(x) N V\D: # .
Supposons le contraire, donc (z U Ny (z)) C D%, mais H n’est pas un étoile, alors il
existe au moins un sommet y € Ny (z)\L,, ou L, = {les sommets pendants voisins a
z}. Ceci implique que Di\{z'}, 2" € L, est un E.D.T.L. du graphe H de cardinalité
strictement inférieur & v% (H), contradiction.

Ainsi H e H. U

Comme conséquence immédiate des lemmes 4.8, 4.9, on a le théoreme suivant,

Théoréme 4.3. H est un graphe conneze ;' -ER-faiblement critique si et seulement

st HeH.

Corollaire 4.2. H est un graphe v -ER-faiblement critique si et seulement si toute

composante connexe de H est dans H.

4.2.2 Les Graphes 1/ -Aréte Enlevée-Critiques

Suite aux résultats obtenus dans la partie « Les Graphes y; -Aréte Enlevée-Critiques »,
nous déduisons dans cette partie que les graphes complets et les graphes multipartis

complets sous certaines conditions sont également des graphes ~; -ER-critiques.
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Définition 4.8. Un graphe G de la classe vy, CER est dit v -aréte enlevée-critique si
et seulement si le graphe partiel G —e est sans sommet isolé et v1 (G —e) =741 (G) —1,

pour toute aréte e dans G, G est écrit o+ -ER-critique.

Proposition 4.11. Si ['une des assertions suivantes est vérifiée,
(i) G est un graphe complet d’ordre supérieur ou égale a quatre,
(ii) G est un graphe biparti complet K, ,, tel que min{ny,na} > 3,

(iii) G est un graphe t-partie complet Ky, py. nys t >3 tel queng <ng < ... < my et

ny > 2, ng > 3,

(iv) G est un graphe multiparti complet K7y 1, tel que min{m,n} > 3,
? Y

mfois

(v) G est un graphe t-partie complet KL - ,t>2,m >3 tel que

o Lnang,n

mfois

ny<ng < ... <ngetng =2, ny >3,

alors G est un graphe ~; -ER-critique.

Preuve. Tout ensemble dominant total localisateur dans un graphe G est un
ensemble dominant localisateur dans le graphe G. Donc v, (G) < 4% (G) et Pégalité
n’est vérifiée que si et seulement si G possede au moins un dominant localisateur
minimum Dy sans sommets isolés. D’autre part, tout 7, (G)-ensemble d’un graphe
G, énoncé dans la proposition 4.6, est connexe, alors v, (G) = ~4 (G). De plus G est
v -ER-critique, donc pour toute aréte uv € G, v,(G — wv) = v, (G) — 1. Et comme
tout v, (G — uv)-ensemble est connexe, il résulte que,

V(G —uv) =y (G —w) =71 (G) = 1 =7(G) - 1. O
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Nous terminons ce chapitre en donnant cette conjecture.

Conjecture 4.2. G est un graphe vy -ER-critique si et seulement si ['une des asser-

tions suivantes est vérifiée,
(i) G est un graphe complet d’ordre supérieur ou égale a quatre,
(ii) G est un graphe biparti complet K, ,,, tel que min{ny,ny} > 3,

(iii) G est un graphe t-partie complet Ky, py...n, t > 3, tel que ny <ng < ... < mny et

7’L122,n223,

(vi) G est un graphe multiparti complet Ky 1, tel que min{m,n} > 3,
) Y

mfois

(v) G est un graphe t-partie complet KL . Lt =>2,m >3 tel que

. ]_,nl,ng,...,n

mfois

np<ng < ... <ng etng > 2, nyg > 3.
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Conclusion

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressés aux deux parametres de domi-
nation, le nombre de domination localisatrice v, et le nombre de domination total

localisatrice v%. Nous avons défini les nombres de bondage relatif & ces parametres,

br(G) et b (G).

Dans le chapitre 3 nous avons donné des valeurs exactes du by, (G) et b} (G) pour
certaines classes de graphes, les chaines, les cycles, les graphes complets et les graphes
multipartis complets. Nous avons également établi des bornes supérieures du by (G)
pour les arbres et pour les graphes dans quelques cas particuliers. Nous avons défini
par la suite les arbres ! -fortement stables et nous les avons caractérisés, aussi nous

avons donné quelques exemples de graphes 7% -fortement stables.

L’objectif du chapitre 4 était I’étude des graphes aréte enlevée critiques par rap-
port aux parametres vz, et 74. Nous avons pu établir la caractérisation des graphes
] -aréte enlevée-critiques et des graphes v} -aréte enlevée-faiblement critiques. Nous
avons également prouvé que les graphes complets et les graphes multipartis com-
plets sous certaines conditions sont des graphes v; -aréte enlevée-critiques et v -aréte

enlevée-critiques.
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Nous avons posé dans notre travail trois conjectures qui ont pour objet la carac-

térisation de tous
e Les graphes 7 -fortement stables.
e Les graphes v, -aréte enlevée-critiques.

e Les graphes v} -aréte enlevée-critiques.

En conclusion, il serait intéressant de traiter les questions suivantes qui peuvent

étre considérées comme une suite de notre travail.

e Déterminer des valeurs exactes et des bornes inférieures ou supérieures du b, (G) et

bt (G) pour d’autres classes de graphes.
e Caractériser les graphes critiques par rapport aux parametres vy, et 7% .

e Caractériser les graphes aréte critiques par rapport aux parametres vy, et 7% .
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Résumé

Dans ce mémoire nous nous intéressons aux deux parametres de domination, le nombre
de domination localisatrice 7, et le nombre de domination total localisatrice 7% . Nous
définissons par rapport a ces deux parametres deux autres parametres de domination
le nombre de bondage localisateur bz, (G) et le nombre de bondage total localisateur
b (G), d’'un graphe simple non vide G. Nous donnons des valeurs exactes et des bornes
supérieures du by (G) et b} (G) pour certaines classes de graphes. Nous caractérisons
la famille des arbres +}-fortement stables et en dernier nous étudions les graphes de

la classe m Aréte Enlevée Critique, notée m CE R, par rapport au parametre w,m €

{vr,7:}

Mots clés : Dominant localisateur, dominant total localisateur, nombre de bondage,

graphe critique.

Abstract

In this memory we are interested in both parameters domination, the locating domi-
nation number 7y, and the locating total domination number ~%. We define two other
parameters in relation to these two parameters, the locating bondage number b7 (G)
and the total locating bondage number b’ (G) of a simple graph non-empty G. Upper
bounds are obtained and exact values are determined for by, (G) and b} (G) for several
classes of graphs. We give a constructive characterization of v4-strongly stable trees
and at last we study graphs’s class 7 Edge Removal Critical, noted m CER, compared

to the parameter 7,7 € {y1,7%}.

Keywords : Locating-dominating, locating-total dominating, bondage number, cri-

tical graph.



