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Unicité du prolongement des solutions
des ’E .D. P” ; entre le théoreme de
Hormander et le théoreme de Holmgren

Résumé

Dans son article ” Unique continuation for solutions to PDE’S; between Hdérman-
der’s theorem and Holmgren’s theorem”, Daniel Tataru démontre un nouveau résultat
d’unicité du prolongement a travers une hypersurface S. Plus précisément, en supposant
les coefficients de l'opérateur partiellement analytiques, il obtient un résultat d’ unicité
du prolongement, intermédiaire entre le théoreme de Holmgren qui s’applique a des
problemes a coefficients analytiques et des surfaces non cractéristiques, et le théoreme
de Hormander qui s’applique & des problémes a coefficients de classe C! et des surfaces
fortement pseudo-convexes.

Quelques applications a l’équation des ondes et a l’équation de Schrdedinger
sont données apres la démonstration des théoremes qui concrétisent ce résultat. En
particulier, Tataru obtient le résultat conjecturé par Hormander a savoir 1’ unicité du
prolongement de la solution pour I’équation des ondes (avec des coefficients seulement

C! indépendants du temps) & travers toute surface non caractéristique.
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Liste des principales notations

Notation Description

\Y le gradient

A le Laplatien

() le fibré cotangent de (2

C*(Q) espace des fonctions k contintiment différentiables sur €2
D'(Q) espace des distributions sur {2

H* () Espace de sobolev

HE(Q) Espace de sobolev avec poids

S'(R™) espace des distributions tempérées

D/ (R"e; H™ (R™))
HZH(R™)

espace des distributions sur R™ a valeurs dans H™(R™)
{u€ SR (1&f? + 72)2 (6 +72) 20 € LA(R"))
by [ el + (el + 72 M) P

(27‘(‘)%
Z 7_—|a\ |Dau|Loo(Q)
la| <r
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9.2
1<j<n 6xj

P(z,D +itV)
Py(2q + 1Dy, a3, D)
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Introduction générale

Les questions concernant 'unicité des solutions sont d’une grande impotance dans
beaucoup de domaines des équations aux dérivées partielles. L’étude de ces questions a
nécessité beaucoup de temps et tient une grande place dans I’histoire des Mathématiques.
Récemment les problemes appliqués comme les problemes inverses ou les problemes
de controle ont en créé d’autres. L’ unicité du prolongement (unique continuation en
Anglais) des solutions des équations aux dérivées partielles en fait partie. Cette notion
d’ unicité du prolongement peut étre décrite de la fagon suivante : On considere une
fonction ou une distribution u qui satisfait une équation aux dérivées partielles dans un
ouvert (). Cet ouvert est partagé en deux parties par une hypersurface S passant par un
point fixé zy dans €. L’ unicité du prolongement de la solution veut dire que si u = 0
d’un coté de I’hypersurface S alors u = 0 dans un voisinage V' de xq tel que V C Q)

( Voir figure ci-dessous )




Cette notion d’unicité du prolongement qui est une notion locale dépend de plusieurs
conditions :
e la régularité des coefficients de I'opérateur différentiel
e la régularité de la la solution
e la géométrie de I'hypersurface liée aux notions de caractéristiques et de pseudo-

convexité.

Au début des années 1990, deux résultats classiques étaient bien connus.

Le premier résultat est le théoréeme de Holmgren [6], qui suppose la surface non ca-
ractéristique et 'opérateur différentiel a coefficients analytiques. Ce théoréeme semble
optimal pour la surface mais pas pour la régularité des coefficients de 'opérateur puisque
I’analyticité est y requise.

Le second résultat est le théoreme de Hérmander [8] qui suppose les coefficients seule-
ment C! mais la surface fortement pseudo-convexe par rapport a P dans T*R". De méme
ce théoreme semble optimal par rapport a la régularité des coefficients, mais la condi-
tion de pseudo-convexité forte exigée dans R™ tout entier est assez rigide. Cependant,
ce théoreme nous fournit un résultat optimal pour les opérateurs elliptiques du second
ordre (voir [13]).

Beaucoup de processus d’évolution sont décrits par des équations paraboliques ou
hyperboliques et la question qui se pose est la suivante : Peut on adapter le théoreme
de Holmgren & ces opérateurs 1a si leurs coefficients sont seulement C!'? Peu d’éléments
de réponses existaient avant 1991 date a laquelle Robbiano obtient quelques résultas
partiels [9] pour les solutions de ’équation des ondes avec des coefficients indépendants
du temps. Il a montré 'unicité du prolongement a travers toute surface du type temps
(en Anglais ”time-like surface”) non caractéristique. Bien que que son résultat ne soit
pas optimal il a néanmois marqué une avancée considérable sur cette question. Plus
tard en 1992 Hormander [5] améliora les résultats de Robbiano et conjectura 'unicité
du prolongement des solutions a travers toute surface non caractéristique, ce qui s’est
confirmé pour les opérateurs du second degré ”of real principal type” (voir Applica-
tions chapitre 4). Grace a la conjecture de Hérmander, Daniel Tataru [12] aboutit a

un résultat plus concluant en 1995 puisque d’une part, il a affaibli les hypotheses de
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régularité des coefficients car il s’est intéressé a des opérateurs dont les coefficients sont
partiellement analytiques, D’autre part il a restreint la condition de pseudo-convexité
forte a un sous-ensemble de R™ noté ci-dessous I'. Cette restriction est une conséquence
de I'utilisation du poids pseudodifférentiel au lieu du poids scalaire utilisé par Horman-
der. En quelques mots, pour un ouvert {2 C R" = R" x R™ n > 2, en supposant les
coefficients de I'opérateur analytiques par rapport aux n, premieres variables et seule-
ment C' par rapport aux autres, moyennant quelques hypothéses techniques il montre
I'unicité du prolongement de la solution du probleme P(xz, D)u = 0 & travers des hyper-
surfaces passant par un point fixé zy dans €2, fortement pseudo-convexe par rapport a
P dans l'ensemble I' = {(z,£) € T*Q ; &, = 0}, £ étant la variable duale de . C’est ce

résultat qu’on exposera dans ce mémoire.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre, on introduit les espaces fonctionnels dans lesquels on tra-
vaille, les opérateurs et leurs symboles ainsi que les propriétés les concernant. On définit

également la géométrie des hypersurfaces intervenant tout au long de ce travail.

Le deuxieme chapitre est consacré a ’ensemble des propriétés des espaces fonction-

nels introduits dans le premier chapitre.

Dans le troisieme chapitre on rappelle les théoremes classiques de Holmgren et de
Hormander avant d’énoncer celui de Tataru qui fait 'objet de ce mémoire. La preuve de
ce résultat repose essentiellement sur des inégalités de type Carleman datant de 1930.

Elles sont données dans le théoreme 3.2.1 et établies a la suite.

Ce mémoire s’acheve par I'application du nouveau résultat a deux exemples impor-
tants de la théorie des "Equations aux dérivées partielles” : 1’équation des ondes et

1’équation de Schroedinger, faisant I'objet du dérnier chapitre.



Chapitre 1

Rappels de quelques résultats

fondamentaux

1.1 Espaces de Sobolev

1.1.1 Notation

Soit & un multi-indice c-a-d : o = (ay, ..., ;) € N™, on définit la longueur de « par

la] = E a; et factoriel o par a! = aq!... a,,!. On pose
1<i<n

D* = D,*'... D,

10
Avec D; = T i € C (%= —1). De méme pour z,& € R" on écrit

1 ZL‘j
=& G
&= Y g
1<j<n

1.1.2 Espaces de Sobolev usuels H*(Q)

Définition 1.1.1 Soit Q un ouvert de R, On note par H*(Q),k € N, l’espace usuel de
Sobolev
H*(Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(Q),Ya € N, |a| < k}

9



muni de la norme :
2 a2
| u HH’@(Q) = E | D% || L2()

| <k

Si Q =R" on définit une norme équivalente qu’on notera |uly telle que

= [l ) Pag

U est la transformée de Fourier de u définie par :

/ e~ "y (x)de.

N3

. 1
i) = (5-)
Ceci nous conduit a la définition suivante

Espaces de Sobolev H*(R")

Définition 1.1.2 On appelle espace de Sobolev d’ordre s (ot s est un réel) et on note

H*(R™) l’espace vectoriel suivant :
H*(R") = {u € S'(R"); (1 + [¢*)2a € L*(R")},
muni du produit scalaire suivant (dans C)
(o) = [ @+ IEPra©s
S"(R™) étant 'espace des distributions tempérées. voir [11]

Remarque 1.1.1 H*(R™), s € R, posséde les propriétés suivantes :

o H*(R™) est un espace de Hilbert.

o les H*(R™) forment une suite décroissante d’espaces dans le sens suivant H*(R™) C
H?¥ (R™) dés que s' < s et Uinjection est continue.

e D(R™) est dense dans H*(R™) pour tout s € R.

o ['espace H*°(R™) s’identifie canoniquement au dual de H*(R™)(Voir théoréme 2.1.1).

10



1.1.3 Espaces de Sobolev avec poids H(R") et H"*(R")
Espaces de Sobolev HF(R")

Définition 1.1.3 Pour 7 € R; 7 > 0 on note par H¥(R") les mémes espaces avec une

norme dépendante de T, plus précisément :

k
ks = [(IDI* + 7%) 2| )

2
e g gemy = Nl

O l’on a posé

2 250) () = 1 (€12 1 12
(DR + b)) = oo [ (g 479

cette norme est équivalente a la norme suivante
2 2k—lal) || P, 112
|U|k,T = § T | D% || L2(R7)
|la|<k

on décompose x € R™, n > 2, sous la forme suivante :
t = (24,1) € R™ x R™ = R"

et on pose pour u € H¥(R"), k > 2
1 02
Du= Y =L

— 32 Ox?
1<j<na J

Remarque 1.1.2 On comprendra dans la suite la raison de cette décomposition ainsi

que celle de lintroduction des espaces H™*(R™) suivants.

Espaces H"*(R")

Définition 1.1.4 Soit r € Z, on définit les espaces H'"*(R™) comme suit :

k
2

HIMRY) = {u € §'®Y); (& +7)2 (16 + 7)1 € LR},

avec une famille de normes équivalentes notées |ul, k- ; telles que :

2 T k
il s ~ 1 Pt gy = 1D + 721D + 72) Sl

r.k,T
Autrement dit
2 _ 1
r.k,T (27_(_)%

Jul

G+ 72 6 + i P

11



1.2 Opérateurs différentiels et symboles

On note par P(z, D) un opérateur différentiel linéaire d’ordre m

P(z,D) = Z aq(x) D

|a|<m

a.(x), appelé coefficient de P, désigne une fonction C* de 2 dans C. A P(z,D) on

associe la fonction

p(z,€) = ) a(x)¢”, €€ R

|a|<m

Définition 1.2.1 p(z, &) s’appelle le symbole (complet) de P.

Remarque 1.2.1 On remarquera que p est caractérisé par l'identité

Peg)(z) = p(z,E)ee(x), ou ee(x) = eit
cette formule se généralise sous la forme suivante

P(ecu)(z) = e » é@gp(w,f)Dau(x) . ue C®(Q)

En effet ;
Pecu)(w) = > cs(x) D7 (e u)
[B1<m
ﬁ' B—a iz€ Mo
= Z cs(z) Z (ﬁ—oz)‘oc!D e D%u(x)

12



1.2.1 Calcul symbolique

Proposition 1.2.1 Si P = p(x,D) et Q = q(x, D) sont des opérateurs différentiels
sur ), d’ordres m,n respectivement, alors le composé P(Q) est un opérateur différentiel

d’ordre au plus m + n, son symbole est noté p#q et il est donné par
(p#q)(x,€) = Z —0Ep(@, &) D2, 8), (1.1)
la somme étant finie.(p est un polynome de degré fini)

Preuve D’aprés I'identité caractérisant le symbole d'un opérateur et sa formule généralisée,

on a :

(p#tq) (eg)(w,€)eg(x) = (P o Q)(eg)(l’) = P(Q(e¢))(x)
= P(q(., §)eg) () (ee)(w) = eg( Z —9%p(e, ) D7q(x,€),
On dispose d'un résultat analogue pour I’adjoint formel.

Proposition 1.2.2 Si P = p(x, D) est un opérateur différentiel d’ordre m sur , alors
il existe un opérateur différentiel P* unique d’ordre m sur ) tel que, pour toutes fonctions

u,v € C*(Q) dont l'une est a support compact,
(Pu, U)LQ(Q) = (U, P*U)LQ(Q).

Le symbole de P* est donné par la somme finie

p(n6) = 3 DIOR( €) (1:2)

«

Preuve En ce qui concerne I'existence et I'unicité de P*, le résultat est bien connu, voir

par exemple [14]. On calcule le symbole de P*

(p*(-,&),u) = /np*(x,ﬁ)u(x)dx -

[ Prled@patare s = (P*(eo) uee) = (e, Pluco))

13



1 1
= (657652 aagp(ag)Dgu) = (172 aﬁgp(vg)Dgu)
1
= (Z JD?@?ﬁ(,ﬁ),U)

Définition 1.2.2 Si P est un opérateur différentiel d’ordre m, et p son symbole (com-

plet), alors son symbole principal est défini par

= > aalw)é

laj=m

Pm est un polynome homogene de degré m en &.

Les propositions 1.2.1, 1.2.2 ont alors le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.1 Si P est d’ordre au plus m, et Q d’ordre au plus n, alors les symbols

principauzr de PQ, P* et [P,Q] = PQ — QP sont respectivement

(P Dman(,8) = Dm(2,§)qn (2, 6)

Pr(7,8) = Pi(,§)
Um0, 4n(,6) )

Définition 1.2.3 La quantité {p,q} intervenant dans (1.5) est définie par

0 0
(b4} (2.6) = Z 5 (05, (00 = @O 5.0,

On lappelle crochet de Poisson des symbols p et q.

Définition 1.2.4 On appelle variété caractéristique de P [’ensemble

Ve ={(2,§) € @ xR*"\ {0} ; p(z,§) = 0}

14
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Définition 1.2.5 ['opérateur P(z, D) d’ordre m est elliptique dans 2 C R™ si son sym-
bole principal vérifie
Pm(,€) # 0 pour 0 # £ € R,z € Q.

Définition 1.2.6 ['opérateur différentiel P(x, D) est du type principal réel si son sym-
bole principal pm,(z,§) est réel et que Vi epm(x,€) # 0 dans Vp.

Définition 1.2.7 On dit que l'opérateur P est du type principal normal s’il vérifie la

condition suivante :
[{Dms P }| < [Pl [€]™

Remarque 1.2.2 Cette condition est vérifiée si P est du type principal réel ou ellip-

tique.

1.2.2 Espaces des symboles

Définition 1.2.8 On définit ’espace des symboles S par :

a(x,&,7) € S* si et seulement si

a€ L®(QxR"xRy;C),al.,.,7) € C°(Q x R R)

(1.6)
|DsDfa(x,¢,7)] < cap(l+ (7)) Va, g e N°
Définition 1.2.9 On définit également l’espace des symboles C1S* par :
a(x,&,7) € CLS* si et seulement si
a € L®(Q x R" x Ry;C), Dfa(x, ., 7) € CO(R"), D2a(.,&,7) € CO(Q),
(1.7)

D2 D2a(a,€,7)| < cap(l+ (€, 7)) Ve, 8 € N7 Ja] < 1

la plupart des symboles considérés dans la suite sont des polynéomes homogenes en ¢ et
7. On prendra dans C1S* la topologie de I'espace de Banach engendrée par la norme C*
des coefficients de ces symbols.

Dans la section suivante on définit I'opérateur )7, qui jouera un role important
dans la suite. On définit également les opérateurs P, et P, et on énoncera un lemme

les concernant.

15



(1.8)

© P
qe,T =€ 2

Définition 1.2.10 Pour e, 7 > 0, ¢ € C"(R"), on définit le symbole
|§a|2+7'507

on utilisera la notation Qf_ pour l'opérateur pseudo-différentiel correspondant ( voir
u € Hy (1.9)

[14]) qui s’écrit formellement
Qf ulw) = cFIPF (e

/ givotn =57 160 (eren) (€4, ) dE,
Rna

plus précisement
1
Y u(r) = -
() = oy
:/ (( T )”7“ 64(%*%)5“675‘5“|2d§a)(e“"u)(ya,a:b)dya
Rna  2T€E Rna
— K(x4,y2)(€7°0) (Ya, Tp)dy,
Rn
Ou l'on a posé
T n . € 2 € 2
K a w) = 7‘1 (xa*ya)fa *ﬁ|fa| d 0w = F_l *?‘fﬂ
(‘1' 7y ) (27]-6) /]R;na € € f gaﬂ(lﬂa*ya)<€ )
Par définition K(z,,y,) est le noyau de l'opérateur pseudodifférentiel Q¥ et il est donné
T Na - 2
K arYa) — 3 eae (®a=va) 1.10
(rar) = (5) ¥ e (110

par
Lemme 1.2.1 Soient u € H™(R), ¢ un polynome du second degré, définie sur Q a

valeurs dans R. si l’on note
P.(z,D) = P(x,D + itVy)

P..(x,D)u = Pr(x, + iEDa, xp, D)u
T

Alors on a les trois égalités suivantes :
¢ (D,z)P(z,D)u = e~ 5P P.(x, D)e™u

e~ 5104 P(, DYe™u = Pz, + i< Dy, 2y, D)Q?. (D, z)u
T

?-(w, D)P(z, D)(u) = P(xy, D + itV — e(V39) Do) Q2 (D, x)u
16
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Remarque 1.2.3 Dans les calculs qui suivent on remplace les coefficients de P par les
sommes partielles de leur série de Taylor au voisinage de x, = 0. Dans ’égalité (1.13)

P est a coefficients réels indépendants de x,.

Preuve : Montrer (1.11) ¢’est montrer
e"?Pe ™Pw = P, (z, D)w

avec w = e"¥u ce qui est équivalent a
j=n j=n
g | | T¢D TeTT)w = g | | ;i +iT0;0) M w
laj<m J=1 laj<m J=1

il suffit donc d’établir ’égalité suivante :
D w = (D; +itdjp)'w , Yk > 1, keN, j=1,..,n

cette égalité est établie en faisant un raisonnement par récurrence sur k.
x Pour k =1

1
(e7?Dje ™ )w = ewzaj(e_ww)
= Djw + iT0jpw = (D; +iT0jp)w

x k> 1
On suppose que
eT“"Dé‘?e_ww = (D; +i10;0) w

et on montre que

P DM le™ 0w = ™ Dy(Dfe T w)
= (eT‘PDje_w)(ewae_ww)
= (e7¥Dje ™) (D; +it0;0) w
= (D; +i10;0)(D; + iT0;00)"w

= (D; +i10;0) M w

17



Prouver (1.12) c’est prouver 1'égalité suivante
=310 30y = (24 + i—D,)%e Doy (1.14)
T

on fait la démonstration par récurrence sur «.

« Pour o; telle que |o;| =1;1 < j <mn, on a

e~ 1PeP (30) (z) = /R /R e a7 6 Ry, ) dyadéa =

~@m / / e e el (15 — Y (Yo, ) dadya+
Rna Rna

g/ / T eZ Tj— yj)f]e 27—|£a (y l‘b)dyadfa
Rn7a JR”a

on fait une intégration par parties sur le terme de la deuxiéme ligne, par rapport a §&;

on obtient :

0|

e 510 (gu) (x) = i< (2m) % / ge'rmmi e o el (g, 2y dyadSa+
T Rm7a JR"a

Rra JR7a
= (z; + i—Dj)e_i‘DaPu(x)
T

* on suppose (1.14) vraie pour « telle que |a| > 1. Soit o = a+a;ou |a;| =1;1 < j < n,
On a:

€ |Da|2

FIDal p0'y (1) = 777

e 2r Y xtu(r)
= (z; + i;Dj)o‘fe_ﬁD"PxZ‘u(x)
= (1 415D, (0 + i< Do) e P u(r)
= (20 + ZED ) e PPy (z)  (c.q.f.d.)
Preuve de (1.13) : Comme ¢ est un polynome du second degré alors

k=n
@-gp(x) = Zajkxk + bj et @kgo( ) = Qjk 1 S] <n
k=1

18



e 3 1Dal (e7e Do) =
(D + iV — eV2pD" )% 3 1Pal (e7oy)

On démontre cette égalité par réccurence sur «

(1.13) @{

° |Oé| =1, on pose w = e"Pu et A = e*ilDaP(eiju)(@

on utilise d’abord I'égalité (1.11)

A = / (K(l’a; Ya)(Dj + it Z Yk + 1T Z ajpTr + 17b; )W (Ya, xb))dya
Rra

1<k<ng ne<k<n

= Dj | K(a,y)w(a, wo)dya +i7( D ajre + ) | K(Ca,ya)w(Ya, 1) dya

Rra ne<k<n Rra

— € Z ajk:Dk K(xaaya)w<ya7xb)dya+i7- Z ATk K(mmya)w(yaaxb)dya

1<k<nq Rra 1<k<ng R"a
= (D;+itd;p — 6(V2§0Da)j)€_i|Da|2€ﬂpU/(.’1})
d’ou
e’ﬁD“‘Q(eT‘PDju) = (D; +i10;p — e(V2nga)j)e’§|D“‘Qewu

e |a| > 1, on suppose le résultat vrai pour « telle que |a| < [. Soit &/ = a + «a; ou

|aj| = 1 on obtient
( D+iVp —eVipD")2e 5P (¢7oy)
= (D+ iV — V2D ) (D + iV — eV2pD" e 2 IPal (¢7y)
= (D; + it8;0 — e(V2pD,),)e” 7Pl em¢ Doy ()
— e =Pl (e D, Du(x)

1.3 Géométrie des hypersurfaces

Définition 1.3.1 Soient xo € Q et ¢ une fonction de classe C* définie sur Q a valeurs

réelles telle que Vi(xg) # 0. Alors I'ensemble

S={r e p(r) =p(ro)} (1.15)

définit une hypersurface dans le voisinage de xg, réguliére et orientable, qu’on appelle

aussi surface de niveau de @ en xg.

19



On note

Sy ={r e Q,o(x) > (o)} et S_={reQ o) <p(x)}

1.3.1 I) Surfaces caractéristiques :
Définition 1.3.2 S définie par (1.15) est dite caractéristique en xo pour P si
(x0, V(o)) €V,
(méme définition que dans [10])
Exemple 1.3.1 On considere [’équation des ondes :
Ot — 0%u =0

On a
P(0;,0,) = 83 — az

son symbole principal est donné par

p(5,8) = =5+ €2 s est la variable duale de t

alors si p(t,z) =x —1

S ={(t,z) € R*/p(t,z) =0}

est caractéristique pour P en tous ses points.

1.3.2 II) Surfaces non caractéristiques

Définition 1.3.3 S définie par (1.15) est non caractéristique en xo pour P si
(z0, Vo(z0)) € Vi

autrement dit si p(zo, Vi(zo)) # 0.

Définition 1.3.4 toute surface non caractéristique (respectivement caractéristique) en
tous ses points est appellée surface non caractéristique (respectivement

surface caractéristique).

Dans 'exemple précédent S est caractéristique.
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1.3.3 III) Surfaces et fonctions pseudo-convexes

Remarque 1.3.1 Dans la suite p déignera le symbole principal de P.

Définition 1.3.5 (fonctions fortement pseudo-convexes) Soit I un sous-ensemble
du fibré cotangant T*R™. Soit ¢ une fonction définie sur £ a valeurs réelles, de classe
C?. On dit que ¢ est fortement pseudo-convexe en xy par rapport a P dans T si et

seulement si :

{p (z0,& —iTVY),p (20, +i7VP)}/(270) > (&2 + 72)™ ! (1.16)

dans
{ b (.ZU()’é' + ZTVQD) =0: (.ZU07£> € F7T Z 07 (577—) 7é O} (]‘]‘7)

Définition 1.3.6 (surfaces fortement pseudo-convexes) Soit I' un sous-ensemble
du fibré cotangant T*R"™ . Soient xo € ) et S une hypersurface comme dans (1.15), on

dit que S est fortement pseudo-conveze en xo pour P dans I' si et seulement si :

Re{ﬁ, {p,go}}(l‘o,é) >0 pour toul (Sl?(],f) S F7£ # 0 ¥y (SL’Q,&) = {p> 90}<I07€) =0
(1.18)

{p (20,§ =TV @), p (w0,& +iTV)}/(270) > (6 4 77)™ " pour tout (20,€) €T, 7 >0
vérifiant : p (xg,& +iTV) = {p (20, +i7V ), p} =0 (1.19)

Les deux théoremes suivants montrent la stabilité de la notion de pseudo-convexité

forte par rapport a de petites perturbations.

Théoreme 1.3.1 Soit P un opérateur a coefficients réels dont le symbole principal est

de classe C'. On suppose que la surface de niveau de

© € C*(Q) est fortement pseudo-convexe par rapport & P dans T’ en xq. Alors il existe

>0 etd >0 tels que toute fonction 1 € C*(Q) vérifiant
|D*(p — )| <€ pourz € B(xg,d) , |a| <2 (1.20)
posséde une surface de niveau fortement pseudo-conveze en tout point de B(x, ).
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Pour la preuve voir [6] théoreme 8.6.1 page 204.

Théoreme 1.3.2 Soit P un opérateur a coefficients réels. On suppose le

symbole principal de P de classe C*, et que la surface de niveau de

¢ € C%(Q) fortement pseudo-convexe par rapport a P dans T en zy. Alors il existe € > 0
tel que la surface de niveau de ¢ est fortement pseudo-convexe par papport a P dans T

en Ty pourvy que
|DP (a0 (20) — du(x0))| < € pour |B] <1, |a| =m, (1.21)
ou (dy) désigne les coefficients de P.

Remarque 1.3.2 On a les assertions suivantes

a) La définition 1.3.6 est indépendante du choix de la fonction ¢ représentant la surface

S, en effet si on remplace ¢ par ap avec a > 0, ceci ne changera rien.

b) Toute C? surface S est fortement pseudo-convexe en tous ses points pour tout opérateur
elliptique du second ordre.

c) Si P est du type principal normal (voir définition 1.2.7), Toute surface (réguliére),

de niveau d’une fonction fortement pseudo-convexe est une surface fortement pseudo-

conveze.

d) De méme toute surface fortement pseudo-conveze est une surface de niveau d’une

fonction fortement pseudo-convexe si P est comme ci-dessus.

Pour la démonstration voir [8].

Exemple 1.3.2 P = A, i.e. p(z,€) = [£]?, T = R" le calcul donne

{B: {p, o} (o, €) = 479" (20)§

cette égalité montre que la premiére condition de pseudo-convezité forte est la méme que

la condition de convezité de ¢. Cette condition est non significative ict car Vp = ¢.
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1.3.4 Interprétation géométrique de la notion de pseudo-convexité

Soit H, le champ Hamiltonien associé a p, p symbole réel.

dp 0 Op 0

H, = 8_§(x’£)8_x - 8_x(x’£)a_§

si les coefficients de p sont réguliers, (au moins C?) les trajectoires deH,, définies par

w(t) = Z(x(1),£(t) s 1<i<n
x(0) = xg

E(t) = — 52 (x(1), £(1)

5(0) = &o

sont déterminées d’'une fagon unique et sont appellées lignes bicaractéristiques, ou tout
simplement bicaractéristiques, lorsque celles ci sont contenues dans V,, on les appele

bicaractéristiques nulles.
Le crochet de Poisson défini précédemment s’écrit {p, p} = H,p = —H,p. Dans le
cas ou p est réel, le crochet de Poisson posséde une interprétation géométrique, a savoir

{p, p} est la dérivée de ¢ le long des bicaractéristiques de p.

{ o(t) = p(a(t) )
¥

En effet ; si on pose

un premier calcul donne

(1 Halt).€0) = 3 T2 G0, €0V F2 ol0) = 3 G (al0).£00) G ((0)
1=1 i=1 ig_/
> o2 (ol0) 0) 5 (ol0)
- =;(t)
=n @gp

en particulier

{p, ¥} (20, %) = ¢'(0)
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Un second calcul donne

g'(t) = ¢"(2(t) = 7, (' (2(1))) = %{p, pi(a(t),£(1))

= Z {p, phai(t) + {p,so}é( )

1<i<n

o0&,

= 3 (G lp b gr le).€0) + - e g 0,60) = (b (1} (0. €0

1<i<n

9&i
en particulier

9"(0) = {p. {p, £} }(o, &)

un développement de Taylor de g au voisinage de 0 donne

plx(t) = glt) = plxo) + 50" (O)F + O

La condition de pseudo-convexité s’écrit alors :
g"(0) >0 laou p(xy,&)=g(0)=0 (1.23)

c’est a dire
e(x(t)) > @(x0),t # 0
la condition de pseudo-convexité veut dire que ¢ restreinte aux bicaractéristiques nulles

tangentes a sa surface de niveau est strictement convexe en zy et que ¢(x) > ¢(xg) pour

x trés voisin de xg.
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Chapitre 2

Quelques résultats concernant les
espaces H;’k(R”)

2.1 Reésultat 1

Soit M un ouvert de R™ et r € N.

Définition 2.1.1 Sur C"(M) on définit la famille de normes équivalentes :

|fleran = Z 771D f| ey

|laf<r

Cette définition est motivée par la proposition suivante

Proposition 2.1.1 Soit r € Z.

a)ll existe ¢ indépendante de T, pour tout u tel que le terme de droite soit fini telle que

‘fu‘T,O,T <c ’f|C7|_TI(Rn)‘u’T‘,O,T (21)

b) Soit § > 0. Alors il existe une constante ¢ > 0 indépendante de 7 telle que :

[fulror < e 1flept o 5 1o (2.2)

pour tout T, tel que o1 > 1, et tout u a support dans B(0,0), tel que le terme de droite
soit fini. B(0,9) désigne la boule (dans R™) de centre x = 0 et de rayon §.
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Preuve de la partie a)
i)reN,

grace a la formule de Leibnitz il vient :

|fulle, = Z TQ(T_|Q|)|Daa(fu)|2L2(Rn)

ja|<r
= Z 7'2(r—|a|)| Z CgDaafﬁfDaﬁu‘%Q(Rn)
|| <r B<La
< ¢ S PRDCHDE R o | DIl
18I<]al<r
< ¢ rIDIuflaEn)( Y D )
1B <r 1B <[al <r
S C|U|E,O,T Z T_2‘,Y‘|sz|%oo(ﬂgn)

lvl<r
< ClulZo | f12ran
ii)reZ, r<o,
On donne d’abord le théoréme suivant [11]
Théoréme 2.1.1 Pour tout réel r, l'espace H-"(R™) s’identifie canoniquement au dual
de HI(R™). En particulier, toute distribution u dans H-"(R™) se prolonge de fagon
unique en une forme linéaire continue sur HI(R™) définie par
Vv € H (R")
<u,v > ,=< (TP |EP) 20, (72 4 |€]1) 20 >=< u,v > 120
Réciproquement, pour toute forme linéaire continue | sur HI(R™), il existe une unique

distribution u dans H-"(R"™) telle que Yv € HI(R") ; l(v) =< u,v > . On écrira

H(R"Y = H"(R")

On revient a ii) : r € Z, r <0.
La démonstration se fait par dualité en utilisant le cas r € N; (ici —r € N)
| < fu,g>|

|fu’r,0,7 = sup
geEH™T; g#0 ‘g‘*T,O,T
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< fug>|=| [ sl =1 | o) f@a)] =< o>,
donc

| < fuag > | S |u|r,07T|Tg|—r7O,T S |u|r,077|f|0;r|g|—r,077'

On a la derniere inégalite grace a a), —r € N; donc :

| < fu,g>|
T < ol = bl
d’out le résultat recherché.
Preuve de la partie b)
fulor = [ 1D+ )it
Rn
1 0? 3
- / \( - ) +T2) f(x)u(z)Pd
B(0, 9) ¢ 1<J<na axj
[ 762 X g 1) o
= T — —_—
grace a un changement de variables (on pose y = 7x) on a :
-n e Yy Y
fulor =7 [ 02+ 0Py
B(0, 67) T T

on pose 07 = 07 et donc la condition 07 > 1 est équivalente a 6; > 1.
Soit maintenant la fonction fi(z) = f(¥), fi a support dans B(0,4;), 01 > 1, ceci
permet de la prolonger & f € C"(R™) a support dans B(0,20;) telle que :

|fler@ny < | filerso, o)
ce qui implique
|[flez@n < ¢ | filermo, o)
avec ¢ indépendante de ¢y, 0; > 1,
Cnl x
|fu|7",0,7' =7 |fu1|7”,0,7' (Ul(ZE) = U(;) et supp u; C B(Oa 51))
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or d’aprés a) :

| furlor < c ’f’cLT‘(Rn)‘u1|T,U,T <er™" ‘f’c\;\(w)’uh,o,r
mais
| Fler@ny < ¢ | filerso, ) < el floro, o)
et donc
mc‘xl(w) < c|fler, 8)

d’ou le résultat.

2.2 Résultat 2

Théoreme 2.2.1 Soient v = max{de,de '}, ¢c; > 0. on suppose v < 1, r > 0. Alors
il eziste une constante ¢ = c(k,r,cy) telle que pour toute fonction réguliére u a support

dans B(0,9) et pour T assez grand on ait :

. € «@ «@ —Cc10T
(@ i=Da) 0l < (@)1l + el ) (2.3)

Preuve : Dans les estimations ci-dessous, on note ¢ toute constante dépendante de
r,k,c1 et d toute constante pouvant dépendre de €, 9.

Comme ©(0) = 0 alors il existe co > 0 telle que ¢(z) < co|z| pour |z| < 4. On rappelle
que

v = eﬁlD“‘Q(ewu)
La démonstration se fait en trois étapes.
Etape 1 : On montre (2.3) pour k = o, |a| = 1.
On pose
w=e*u

Lemme 2.2.1 Pour 0T > 1 l'inégalité(2.3) est réduite a

L€ _
(0 i=Da)old, < (@), + e ful?,0,) (2.4)

—7r,0,7
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Preuve du lemme 2.2.1 la proposition 2.1.1 nous donne

|w|—7”,07’r <c |€T¢|C$(B(O,6))|u|—r,0,'r

<c Z 71 D™ oo (0, 5y ltt]—r0,r

|a|<r
< ce™) Z | D0\ oo (B(0, 5)) U] -r0,7
la|<r
D’une part D%p,|a| < 7, est continue sur B(0, §) qui est compacte, donc bornée et

atteint ses bornes . D’autre part |¢(x)| < co|z|, pour |z| < 4§, d'on
le™lezo.a) < Ce

et

W[ o < Ce?|ul_p g,

et le lemme en découle si on renote ¢; := ¢; + 2¢s.

Preuve du théoréme 2.2.1(suite) Comme on 'a vu précédemment

U('T) = /Rna k(xmya) w(yaawb) dya

/ k<maaya) w(yml’b) dya

ou
B, ={x, € R", |z, <}

Donc :

|’U(LU)| = ‘ < ]{?(.’Ea, '>7w(->xb >7r,7"

< |k<17a,7 ')|7’701T(Ba) |w(wxb)|—r,0,7—

d’out estimer |v(x)| revient a estimer la quantité

|k($a; ) |7“,O,7'(Ba)
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|k(xa7 -)|T,O,T = (Z TQ(T*|04|)‘D3K($G, ')’%2(Ba)>§

oo <r
_ ZTQT —2|a/ |D§‘K(ma,.)|2dya)%
|a|<7” Ba
1
< TT< Z 7_2‘a||D:K(l‘a7 )|%°°(Ba)> 2 / 1 dya
oo <r '
< (DR e i
oo <r
D’ou
k(@0 Mror < 6™7 [k(xa, ez s,
mais
k(oa ozm = D0 D@, i si00)
‘a|<7‘
T \n T Z 2
T \me T \lal~lal = )] 3 )
< (2%)2 Z<2€) T H 2 = s le
|04|ST 1<j<nq
e men i —Z(|za|—6)2
< T2 ce (2+)Z H (|| + |y;)¥e 522l =0)
de a|<rl<jsne
< dr® Y TT Gl a0
lo|<r 1<j<nq
< dr® Y (o] 4+ 1)/l F 0
jal<r
S dETTHT(Z (’xa|+1)7"e_i(‘$a|_5)2
Or

(lzal +1)" < r(|a]” + 1)

on renote 72d, := d. et on obtient la majoration
k(0 or(py < der® (14 || )e™ 27 (el ="
finalement on a l'estimation suivante pour |v(z)|
[o(@)] < 8" der"F (1 + [wa|") e = el (. 2p)| s
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Pour estimer |2,v|2, on décompose R™ en : A = { |z,| < 26 + 4c3V/0e} et A; cg est A

choisir plus tard et on a :
[Tav[720a) < (26 + desVoe)[0fg .

Par définition

y=0e ou ="

dans les deux cas on a

§< Vo< 7y

ce qui donne

(20 + 4esVi€)? < (2 + 4eg)?

on peut toujours trouver ¢ > 0 telle que (2 + 4c3)? < ¢ 3
do Jravfgs < ¢ ol (26)

on estime maintenant
2
|24V ’LQ(AC)

Grace a la majoration (2.5) il vient :

- / 2o o) Pde
AC

< d T | 2P [aa]") e 7 00 () 2
Ac

|xav|i2(AC)

dz

r,0,7

< e [P e e,
mais l'intégrale ci-dessus est bornée par

fAC r+na(1_'_‘x ’27‘4—2) |xa| )2 dl’

< / Tr+na(1+ |xa|2r+2)e—ﬁ(lwa\—5)2dxa

IN

620367'/ Tr+na(1 + ’ma‘2r+2)67§(|xa\7(5)2dl‘a

< d ,7_r+na €—2c§67'
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d’ou :

Tr+na 6720‘%57|w 2 (27)

‘iL‘aU’%Q (Ac) < d —r,0,7

en combinant cette inégalite avec (2.6) on obtient :

—2c¢26T ’w ’2

|zavlLe < c ylulo, +d 7 e -

on choisit cs et 7 assez grand tels que 2 2 > ¢y et d 77" < e(T2E)T,

On a alors

lzavl3 < (e (vl + e w0, (2.8)

Pour estimer i< D,v on partage I'espace R"* de la variable de Fourier §, en deux parties :

{16l < 2e0y/2 7} et { [] > 2e0/% 7)

€ € € ¢2
];Davﬁﬁ < 4cioelv]f , + ]1{‘&'2264\/% T};gae sréaq|? |

€ T € ¢2
< 4042155‘U|(2),r + ( Sup ;'fal(‘fa‘Q +7%)%e QTga)Q‘w‘z—r,OJ
{1€al>2¢4+/% 7}

pour 7 assez grand le sup du deuxiéme terme est atteint en |£,| = 2¢4 \/ET.
En effet ;
Soit f: Ry — R la fonction définie par :

flz) = E3(:(:62 +7r2)zem 5
T

sa fonction dérivée f’ est donnée par

F(@) = =@+ )5 (==a’(@® + %) + (r+ Do+ 72)

f'(x) est du méme signe que

o) (2? +7%) + (r + Da® + 72

(_

N o

| ™

< (—=2)(@P+ )+ + D)@+ r>0

IA

(=<2 4+ r 4+ 1)(2% +72)
-
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le dernier terme est du méme signe que
€ 2
(——a"+7r+1)
-

1
T €

1
comme 2c4§7' > @ pour 7 assez grand alors;

F(I€al) < 0 sur {[&a] > 2e4y/% 7).

C-a-d [’ est décroissante sur cet ensemble
donc :

1€ Dy, < Aol +d 7 el

on choisit ¢4 et 7 assez grand tels que 2¢2 > ¢ et dr?" < yel=+2¢)%T par conséquent :

€ —
£Dul, < (@), + el )

—r,0,7

en combinant cette inégalité avec (2.8) on obtient (2.3).

Etape 2 : On montre (2.3) pour k = 0 et a arbitraire.

Lemme 2.2.2 Pour a multi-indice on choisit une suite

0=70 <bBi<..<Ba |Bjs1—0il=1

Alors pour tout 0 < j < |a| on a :

j=lal

[(wa+i=Da)™0f3, < () ol + e (3 (en) B adul2, o)
7— k) bl )
j=0

Preuve

€

(zq + Z’EDQ)ﬂf“U = (2, + Z'ED&)/BJ'“_BJ' (g + iEDa)BJ' e~ DieTv
T T T

= (xa _|_ iEDa)ﬁj+1_ﬁj e_%DEGTW(J/‘aBJu)
T
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On a la deuxieme égalité grace au lemme (1.2.1).

En appliquant I’étape 1 ( £ =0, |o| =1 ) a la fonction 27 il vient :

—r,0,7

(@a + D) 10ff . < () ( (o + i~ D)0l + e ladul, )

en itérant ce processus on arrive a :

3=l
€ _ _18: .
|(za + Z;Da)avﬁ,r < (C’V)|a‘|v|(2),r +em E (CV)M |Bj||x£]u|%r,077)
J=0

d’ou le lemme.

2
—r,0,7°

A présent on estime le terme |2y’ u| En appliquant la proposition (2.1.1) on obtient :

1l 05 < 22 lewoaul o

wllosmosy = D TNDL P s
IvI<18;]
< o e sosy + 7B | e 00)) + o
+ 7'7|’8j|’6j‘ NG
< Sl 776 a1l

+ 8B 5] 0°

d’ou : |xaﬁju!2 < o6+ 77128 8517 )2

0,7 ~r0r
soit ¢ telque |B;|*" < ¢ 2%l ce qui implique :
@+ 15D, < ()Mo + e ey + 205+ 7))l
pour 7 > 6! on a
(074 206+ 7)1 < (o7 + 89 < (e + 40 < ((e+ )"
D’otu l'inégalité recherchée c-a-d :
(a4 D)0 < (el + A G, + el ) (2)
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Etape 3 : On montre (2.3) pour k arbitraire. Il suffit de montrer I'inégalite suivante :
L€ o [} —c107
D2+ 1D < ()N (ol + el ) (212)

pour tout [ tel que || < k. On calcule

Da,+iDy)w = > (D)D*(xa+i=D,) "D
T 25 fa, Qa T
> O+ iE D) D
= ) ——(2, +i—D, v
0 (a=2)! T
2< Ba, Qa
_ € G
= Z i 2L (8) (2) (24 4+ i—Dg)* *DP
2< far 0 T
= Z i 20 (8) (@) (24 +i£Da)°‘_Ze_iDgew(D —iTV)
T
2< fa, Qa

la derniere égalité est due au lemme 1.2.1.

Il suffit maintenant d’appliquer 2.3 étape 2 pour chacun des termes ci-dessus

|Df3(xa—|—z;Da)°‘v\0J < > A(ey) T FE (| D2 g e (D—ir V) | o)
ZSﬂa, Qg
" (72 + Je2)
—2|z —2|z ~ T+ ~
Pl = [ @ Pl > [Tl P

> [ 4162 Hlo(e) P = Dol

et de la méme facon on montre que

(D +irVe) ul2, o < 7 ul, -

—r,0,7

et comme

N e T < e+

2<Ba, Qa

€ a -1\ |« —c107
|DP (2, + z;Da) v)or < cu(v/ey + 771 ‘(|U|M3|,7— + e ul 151
pour 7 suffisamment grand : 771 <6 < /7

. € « e —C10T
1D%(20 +iD0) 0, < (e + D)ol + el ). cafd
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2.3 Résultat 3

Proposition 2.3.1 Soient k un entier positif, ¢, > 0 et v = max{de,de '}. Alors il
existe une constante c telle que pour toute fonction réguliére u a support dans |z| < 0 et

pour T assez grand on ait :
k 2 2k 2 —c10T 2
HDa’U|O,T S YT (”U|0,T te |u|—r,O,T)' (213)
Preuve : Comme précédemment cette inégalité est réduite a la suivante;

1D5lofs, < eyr® (Jvfg, + e~ w2,
pour un ¢; différent.

D

_ € D2
Comme v = e~ 27 "aw, alors

—ep?
Dfy = DFem2-Payy

Pour I'estimer on décompose &, en deux parties complémentaires :
(5 1 c (5 1
{Gal = es(2)2r} =B et B = {|&] = es(2)27}

—r,0,7

_ € 2 r
D510l - < ecg* T4 ol3 - + sgp(lﬁalke el ([6af? +7%)2) w]?

le sup est atteint pour &, = 05(5)%7' (méme raisonnement que dans la preuve du théoreme

€
—c1)0T

(2.2.1) donc il suffit de choisir 7 assez grand et c5 telle que 72" < e(d et la propo-

sition est démontrée.
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Chapitre 3

Théoremes

3.1 Théoremes classiques

Soit €2 un ouvert de R™

3.1.1 Théoreme de Holmgren

Théoréme 3.1.1 Soient P(x, D) un opérateur différentiel a coefficients analytiques,
xg € Q et S une hypersurface orientée définie au voisinage de xy par o(x) = @(xo),
de classe C' et non caractéristique en xo pour P. Alors il existe un voisinage de x,
V. C Q tel que si u € D'(R™) solution de P(x,D)u = 0 dans Q et u = 0 dans {z €
Q, o(x) > @(xg)}. Alors u =0 dans V' (voir [8]).

3.1.2 Théoréeme de Hormander

Théoreme 3.1.2 Soient P un opérateur différentiel a coefficients réels dont le symbole
principal est de classe C*, o € Q, S une hypersurface orientée définie au voisinage
de zo par p(x) = p(xg) de classe C* et fortement pseudo-conveze pour P en xq dans
R™. Alors il existe un voisinage de xo, V. C Q tel que si u € H™ '(R") solution de
P(z,D)u =0 dans Q et u =0 dans {x € Q, o(x) > p(zo)}. Alors u =0 dans V (voir
[8] ou [6] théoréme 8.9.1 p.224).
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3.2 Théorémes principaux de ce mémoire

3.2.1 Hypotheses
On pose : I' = {(x,&) € T*Q \ & = 0} et pour r > 0 on note par
9. MY gigp oL
o max{2, %t} sir # 4
2+¢€ sir=",e>0

I'exposant maximal pour lequel on a H],

(R™) ¢ L7 (R™) ¢ L2 (R™).

loc loc

L’hypothese principale sur les coefficients de P s’énonce comme suit :

(P) Pour tout = € Q il existe un voisinage ouvert A x B de z dans Q, A C R",
B C R™ tel que :
i) Les coefficients de la partie principale de P(z, D) sont des fonctions analytiques
de A dans C*(B).

ii) Les coefficients des termes d’ordre inférieur de la forme D%, |a| < m — 1 sont

des fonctions analytiques de A dans L(m_l_m‘)#(B).
On supposera, en plus de (P) une des conditions suivantes :

(A1) Le symbole principal de P est réel et les coefficients de la partie principale

de P sont indépendants de x,.

(A2) Le symbole principal de P est elliptique dans I' (i.e p(x, &) # 0 pour (x,§) €
[;€ #0) et les coefficients de la partie principale de P sont des fonctions entieres

de R™ dans C'(R™) se comportant, & 'infini comme ea c’est & dire
1
|Dg f(Zas )ler@m < Ml (al)2
(A3) p(x, &+ itV ) est elliptique en (x,7,&,) dans RT x T

Remarque 3.2.1 On a repris les mémes hypothéses que D. Tataru dans son article

[12].
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Remarque 3.2.2 Dans (A3) la condition de pseudo-convezité est vide dans T, car

[’ensemble
{p (20, +1i7Vp)=0:£eT,7>0,(£,7) # 0},

est vide voir la définition 1.3.6.

3.2.2 Inégalités de Carleman

Les résultats principaux de ce travail sont les deux théoremes suivants

Théoréme 3.2.1 (Inégalités de Carleman) Soit P(x,D) un opérateur différentiel
vérifiant (P) et une des trois conditions (A1), (A2) ou (A83), dans le domaine Q@ C R™.
Soit xg € Q, r € N et soit ¢ une fonction (polynome du second degré en x) définie sur
Q a valeurs réelles. On suppose  fortement pseudo- convexe par rapport a P dans T" en
xo et p(xg) = 0. Alors pour tout € > 0, assez petit, il existe 6 > 0 et C' > 0 tels que pour
tout T assez grand on ait pour tout u a support dans un d-voisinage de xq et tel que le

terme de droite soit fini

T‘QzT(D7 x)u”IQ’fl—l,T S C(’Qf,T(Dv Q?)P(.ZI?, D>u|(2),7' + eiéT(’uF—r,m—l,‘r + ‘P(Z’, D)u‘2—r,0,7)>
(3.1)
1 —oT
—|Qz(D,xyul? Ly, < C(1Q2D )Pl Dyul} e (ful?, 0y + Pl Dl )
(3.2)
|QZT<D7 ‘r)u‘?’nfl,r S C(‘QzT(D7 LL’)P(l’, D)u|g,7 + 6761-(|u|271”,m71,‘r + |P(.I‘, D)u|3r,0,7))
(3.3)

respectivement dans les cas (A1), (A2) et (A3).

La nouveauté dans les estimations de Carleman précédentes est qu’au lieu d’utiliser un

poids scalaire on utilise un poids pseudo-différentiel.

Comme conséquence du théoreme 3.2.1 on obtient le
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3.2.3 Théoreme d’ unicité du prolongement de la solution

Théoréme 3.2.2 (unicité du prolongement de la solution) Soit P(x, D) un opérateur
différentiel vérifiant (P) et une des trois conditions (A1), (A2) ou (A3) dans le do-
maine 0 C R™. Soit xg € Q et ¢ une fonction réguliére dans € telle que Vp(xy) #

0. On suppose aussi que sa surface de niveau S est fortement pseudo-convexe en x

par rapport a P dans I'. Alors il existe un wvoisinage ouvert de xo,V C § tel que

si u € D'(R"; H" 1(R™)) est solution de P(x,D)u = 0 dans Q et u = 0 dans

{z € Q,o(x) > @(xg)} alors u=0 dans V.

Ceci veut dire que I'on a 'unicité pour des solutions

u € D'(R"™; Hj ' (R™))

loc

de I'équation P(z, D)u = 0 a travers des surfaces fortement pseudo-convexes pour P
dans I'. La condition de régularité sur u est, dans un sens, minimale. Elle est de telle
sorte que P(x, D)u soit bien définie comme distribution. (On rappele que les coefficients

de P sont C! par rapport a xy).

Remarque 3.2.3 Ce résultat est un résultat intermédiaire entre les théorémes de Horman-
der et de Holmgren. Sin, = 0 alors les coefficients sont seulement C1 et ' = T*Q, en
utilisant (A1) on retrouve le théoréme de Hérmander pour des solutions appartenant
a H™ Y R™). Siny, = 0 alors (A3) est vérifiée et on retrouve le théoréme de Holm-
gren pour des solutions appartenant a D'(R™). On obtient donc une nouvelle preuve
du théoreme de Holmgren basée entierement sur des estimations quantitatives du type

?Carleman’.
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Pour démontrer les théoremes précédents on a besoin des résultats suivants

3.2.4 L’ inégalité de Garding

Cette inégalité est tres importante dans la suite. Elle permet de démontrer le théoreme

3.2.4 qui joue un role important dans la démonstration des inégalités de Carleman.

Théoréme 3.2.3 [8] Soit p(z,&,7) € S?* un symbole vérifiant :
Re p (v,6,7) = e (| +7)"

Alors il eziste ¢ et d telles que pour toutu € H*(R™) on a : (P(z, D,7)u,u) > (c—2)|ulf

(. ,.) désigne le produit scalaire dans L*.

Théoréme 3.2.4 Soit P(x,D,T) un opérateur différentiel de symbole p(x,&,7) ho-
mogéne d’ordre m (en £ et 7).
(A1) On suppose que p(z,&,7) € C1S™, Imp € 7 C1S™ ! et {Rep, Imp} > 0 dans
V, N {& = 0}. Alors pour T assez grand et v € H™ (R™) a support dans un compact
fixé, on a :

IPla, D, 7)o}, + 71D2 0, = Tl (3.4

m—1,7

(A2) On suppose que p(z,&,7) € C1S™

T )

et que T{Rep,Imp} > 0 dans V, N {£, = 0}.
Alors il existe d > 0 tel que pour T assez grand et v € H™(R™) a support dans un

compact fixé, on ait :
d
|P(x, D, 7)ol + ;|D;”'U\§7T > 2Im < (ReP)v,(ImP)v > (3.5)
C_l P D 2 D™ 2 > E 2
+ T(’ (LC? 7T)U|0,T + | a /U‘U,T) - T‘U‘m,‘r

(A3) On suppose que p(z,&,7) € COS™ et V, N {&, = 0} = ¢. Alors pour T assez grand

et v € H™(R™), a support dans un compact fixé, on a :
P(e, D, 7)ol + 7Y D02 > [of,,. (3.6)
Preuve : Cas (A1). Grace a I'homogeneité de p, il existe ¢ > 0 telle que
7Y Rep, Imp} > 3 ¢ |(&, 7)™ dans V, N {&, = 0} (3.7)
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On calcule :
|Puly . = < Pv, Pv >=< (ReP + ilmP)v, (ReP — ilmP)v >

= [(ReP)v[§ . + [(ImP)v[§ . 4 2Im < (ReP)v, (ImP)v >

> 2Im < (ReP)v, (ImP)v >

1.3 donc

PoR, > = |Pof?
27 Im < (ReP)v, (ImP)v > +d (|Pv|*y , + |7~ (ImP)v[5 . + |DI o5 )

<t P, (L4 2dr ) +d | DP R,
< o (v PO, + D7 0lR )

d est a choisir plus tard. On pose

Fp(v) =277 Im < (ReP)v, ImP)v > +d (|Pv|2_177 + |T_1(ImP)U|(2)77_ + |D;”_lv|g77)
(3.8)

la preuve est terminée si on montre que :
Fo(v) > ¢ o2, (3.9)
On suppose pour le moment les coefficients de P réguliers , alors Fp(v) est de la forme :
Fp(v) =< A(z, D, 7)v,v >
ot A€ OPS2™ ™Y est défini par :
A =it ((ReP)*(ImP) — (ImP)*(ReP))

+d (P*(D* 4+ 72)7'P + 77 2(ImP)*(ImP) + |Dy|*™1)

En effet :
Fp(v) =it (< (ImP)v, (ReP)v > — < (ReP)v, (ImP)v >)
+d(< (D* 4 72) ' Pv, Pv > +77% < (ImP)v, (ImP)v >
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+ < |Dy|™ t, | D™ 0 >)
=it (< (ReP)*(ImP)v,v > — < (ImP)*(ReP)v,v >)
+d(< P*(D* 4+ 73 Pv,v > +1772 < (ImP)*(ImP)v,v >
+ < |Dg)?m Dy, v >)
Grace aux propositions 1.2.1 et 1.2.2 le symbole complet de

((ReP)*(ImP)) — ((ImP)*(ReP))

est :

o! !
a>0 B>0

7))~ lel N 1 o
Z (9) ¢ (Z EZ W'@f@?Rep)ax Imp

(i)_wal e 1 ;= 8 =
- Z o ) (Z @z W‘@f@g Imp)0s Rep
a>0 ) B>0""

Comme on cherche le symbole principal, on ne s’intéressera dans la somme ci-dessus

qu’a 'ordre 0 et 1 par rapport a « et 3, ce qui donne que le symbole principal de
((ReP)*(ImP)) — ((ImP)*(ReP))

est égal a .

;{Rm Imp} + i0¢(Rep)(Imp) — i0,¢(Imp)(Rep)
d’ou :

a(x,&,1) = T’l(Imp)amg(Rep) - T’l(Rep)&rg(Imp)

+d(P* (€ + )7+ 72| Imp? + |&2Y) + 77 Rep, Imp}

Grace aux hypotheéses et pour tout (z,§) appartenant a V, N {{, = 0} ou a son

complémentaire, si on choisit d assez grand on a a(x,{,7) € SEm=D) o
a(z, &) > 2¢|(&, 7).
Alors (3.9) découle de I'inégalité de Garding. On suppose maintenant que les coefficients

de P sont seulement C' et on remarque
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Remarque 3.2.4 Les hypotheses ainsi que les constantes ¢ dans (3.7) et donc dans

(3.9) sont stables par rapport a de petites perturbations de P dans CgS™ + itCgS™ 1.

Preuve de la remarque : on considere un autre opérateur différentiel () dont le symbole

appartient a
1 om . 1 ogm—1
CrST" +11CR ST
Alors notre assertion est vraie si on montre que : si () est borné dans

CLS™ + irCLSm!

alors :
[Fp(v) = Fpiq()] < |Qllvf, . (3.10)

Pour montrer cette inégalité , on considere séparément chaque terme de Fp(v). Pour le

premier terme on a :
77 Im < (Re(P 4+ Q))v, (Im(P + Q))v > —7 ' Im < (ReP)v, (ImP)v >
=7 Im < (ReP)v, (ImQ)v > +7" ' Im < (ReQ)v, (ImP)v >
+77 1 m < (ReQ)v, (ImQ)v >

I1 suffit donc de montrer que :

[Im < Ruv, Sv > | < ¢ |R|oisp |S]cigm1 [vl51 (3.11)
pour tout R € OPC'S™, S € OPC'S™ ! & coefficients réels. Mais

Im < Rv, Sv >= —i(< Rv, Sv > — < Sv, Rv >)

par conséquent (3.11) vient par intégration par parties.
Pour le second terme on utilise le fait que tout élement de C*S™ envoie H™ 17 dans

HY" d’otton a:

(P + Q2 — [Pul2y | < QU2 +2[Pul-1]Qul-1r < ¢ Qv -

Le méme argument est valable pour le troisieme terme de Fp(v) et la démonstration de

(3.10) est achevée.
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Cas (A2) Comme dans le cas (A1), I'inégalité est réduite a :

Fp(v) =27Im < (ReP)v, (ImP)v > +d (|Pv|§ + |[DJvf ) > ¢ v

2
m,T
Si les coefficients de P sont réguliers on peut alors écrire le terme de gauche une fois

encore sous la forme :
Fp(v) =< A(z, D, T)v,v >

olt A € OPS*™ est défini par :
A =it ((ReP)* (ImP) — (ImP)*(ReP))
+d (P*P + |Dy|*™)
ayant comme symbole la fonction suivante
a(z,§, 7) = 7(Imp)dag(Rep) — 7(Rep) Oz (Imp)

+d(p* + |€a*™) + T{Rep, Imp}.

Ce symbole est positif si d est assez grand, et donc l'inégalité de Garding permet de
conclure. Si les coefficients de P sont seulement C?, on applique le méme argument que

dans le cas (A1).

Cas (A3) : Ce cas est plus simple que les deux précédents car il est clair que les hy-
potheses et l'inégalité (3.9) sont stables par rapport a de petites perturbations de P
dans C°S™, donc le probleme est réduit au cas ou le symbole p(x, &, 7) est régulier et

(3.6) résulte de I'inégalité de Garding,.

Remarque 3.2.5 On suppose xq = 0. Il Suffit de montrer qu’on a uniformément les
inégalités de Carleman pour P(x,D) si on remplace ses coefficients par des sommes
partielles de leurs séries de Taylor en x, = 0. Donc dans les calculs qui suivent, les

coefficients dépendent de x, d’une maniere polynomiale.

La proposition suivante nous permet de supposer dans la démonstration du théoreme
3.2.1 (inégalités de Carleman) que P est un opérateur differentiel d’ordre m, sans termes

d’ordre inférieur.
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Proposition 3.2.1 Soit R un opérateur différentiel d’ordre m —1 qui satisfait la condi-
tion (ii) dans (P) pour les termes d’ordre inférieur. Si 0 est assez petit, alors pour tout

w a support dans |x| < 6 il existe ¢ > 0 telle que pour tout T suffisamment grand on ait :

|QZTRU|S,T S C(|U|3n—1,’r + 6_6T|u|2—r,m—1,7) (312)

Preuve : L’inégalité (3.12) peut étre reformulée comme suit :

ez PP R (x, D)e™?ulf . < c(|v + e 0 |u)? ) (3.13)

’2
m—1,7 —r;m—1,7

ou: R;(x,D) = R(x,D+itVp).
Les coefficients de R, sont combinaisons linéaires, avec coefficients analytiques, des
coéfficients des termes dans R, ayant le méme ordre ou supérieur. Donc ils satisfont

la condition (P)(ii) pour les termes d’ordre inférieur. Réécrivons R, sous la forme :
R.(z,D) = S(Dg,x, Dy)

i.e. on commute les coefficients et les dérivations par rapport a z,. Donc les coefficients de
S sont des combinaisons linéaires, avec des coefficients constants, des coefficients ou des
dérivées par rapport a x, des coefficients des termes de R, ayant le méme ordre ou bien
supérieur. Puisque on prend des dérivées des coefficients, par rapport a x,, des termes
d’ordre inférieur satisfaisant (P)(ii) ceci ne réduit pas leur régularité (car analytique par
rapport a x, ) et donc les coeflicients de S demeurent satisfaire la condition (P)(ii). On

écrit :

S(Da,w,Dy) = > TDicap(x) Dy

lad|+[B]+k<m—1
si on remplace R, (z, D) par S(D,, z, Dy) dans (3.13) il suffira de la montrer pour chaque

terme de S c’est a dire démontrer que :

e3Pk Diteq p(x) Der?ulf . < elloff,_y - + e luf? ) (3.14)

—rm—1,7

grace a I'hypothese (P), le coeflicient ¢, g regardé comme un opérateur de multipli-

cation dans R™ avec z, comme parametre, est analytique en z, et a valeurs dans
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L(H™ = lel=l8l(Rme) | [2(R™)). Donc au voisinage de x, = 0 le coefficient c, 5 peut

étre représenté sous la forme :
Cap (@) = Y dy(s)]
U

ou d, vérifie

|d77|L(Hm—1—\a\—|[3\(Rnb),LZ(Rnb)) < MW

(3.15)

pour un certain M positif. Prouver (3.14) pour ¢, g ¢’est la prouver uniformément par

rapport a N pour

Il s’agit donc de montrer

€
— | Da|? -k M N6, Te, 12
’6 e T Da d77<xb)anbe u‘O,T
[n|<N

(A )

—r,m—1,7

ou la constante c¢ est indépendante de N.

D’abord on sait que

| e m PR DY N d, ()2l DY e ul

[n|<N
L€
= 1™ 37 dy(a) DD} (o +i=D)"vlo
[n|<N
L€
< Do 1D dy(w) DID) (o + i~ Da) vl
k+|al+]8|<m—1 [n|<N
L€
< Z M‘n”(xa_"Z;Da)nU'mfl,T
[n|<N
< Y M) E (o, + e, )
In|<N
1 1
< C—na UQ_ +6—5Tu2_ B 5
— (1_ (C’y)%M) (l m—1,7 | | r,m 1,7’)
< (P, e )2
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on a les trois dernieres inégalites grace a (3.15), le théoreme 2.2.1 et le choix de 7y, assez

petit pour que (cyM? < 1).

Proposition 3.2.2 Soit w € H "™ 1(R") telle que P(x,D)u € H" °(R"™). Alors si
la premiére partie de (A2) ou (A8) est vérifiée, u € H "L (R™).

Preuve : Soit u € H """ }(R") telle que P(x, D)u € H" °(R"), si

P(z,D) = Z aq(x)D*

la|<m

P(z,D)u = Z ao () Dy Dytu

|ata+ap|<m
= Z ao(z)Dytu + Z (o () D% DY Dyu
|ap|<m | | 4|y | <m—1
Si ’on note
Qr'(z,D)= > aa(x)DgeDy

lag [+ oy | <m—1
P(z,0,Dy) = Z aq(z)Dy?*
|ap|<m
alors
P(z,0, Dy)u = P(x, Dy, Dy)u — Q™ *(x, D)D,u

ici Q™! désigne un opérateur différentiel d’ordre m — 1 dont les coefficients possédent

la méme régularité que les coefficients de P . On a par hypothese :

P(z, Do, Dy)u € H™ 9(R") ¢ H—"1 O(R")
we H ™ YR") donc D,ue H b m1(R")

ce qui entraine Q™ '(x, D)D,u € H™"% %(R") et donc P(z,0, Dy)u € H™=1 O(R").
Grace a l'une des hypotheses; premiere partie de (A2) ou de (A3), P(x,0,Dy) est

élliptique d’ordre m en Dy, par conséquent :

= H—r—l, O(Rn)
P(x,0, Dy)u € H=% O(R)
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implique v € H""1(R", H™(R™))
comme u € H"™"1(R") alors we& H "1™(R").

Preuve du théoreme 3.2.1 Grace a la proposition 3.2.1, sans aucune restriction,
on peut supposer P d’ordre m sans termes d’ordre inférieur. La preuve du théoreme

comporte troix cas (Al), (A2) et (A3).

Cas (A1) : D’apres le lemme 1.2.1
P..(x,D) = P(xy, D+ itV — e(V?p)D,)

on rappele que ¢ est une fonction polynomiale de degré deux, par conséquent V dépend
liéairement de x, et V2p est une matrice constante. Donc P, ; est un opérateur d’ordre
m, de plus, si € est assez petit, on peut le considérer comme une petite perturbation
de P, dans OPC'S™.Gréce a la condition de pseudo-convexité forte sur ¢, 'opérateur
P, satisfait les hypotheses du théoreme 3.2.4 cas (A1), & savoir p, € C'S™, Imp, €
7CYS™ { Rep,, Imp, } /7 = {p(x, =17V ), p(x,E+iTV ) } /270 > c(E2+72)™~ L. Alors
grace au théoreme 3.2.4 et la remarque 3.2.4 on obtient pour 7 assez grand l'inégalité
suivante

< c(|Pervle - + 71D H0lG ) (3.17)

T”U”IQ’R—LT

pour 7 assez grand, uniformément en €, € assez petit. On utilise maintenant la proposition

2.3.1 pour estimer le second terme de droite et 'inégalité devient
Tofr, < C(1Prtld, + ey (PO Do, + e T, ))) (3.18)

mais

P DR <o, et P <l

—r,0,7

en reportant ces deux égalités dans (3.18) on a

(1 — cy)|v]? < C(P.vf5, + cyre"" |ul? ) (3.19)

m—1,7 —r,m—1,7

or

W / (€ 1+ 727 (@ + 72" a(e)Pde
Rn
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Et (3.19) devient

T(1 = eNlolnorr < C(1Pervlg - + eyre™Tul? ) (3.20)

—r—1m,t

La proposition 3.2.2 nous donne I'inégalité suivante

Jul” < c(Jul?

—r—1m,7 =

rom—1,7 + |Pu|277",0,7')

et permet de conclure en la reportant dans la majoration précédente.

D’ou pour ¢ assez petit (donc pour 7 assez petit) on a (3.1).

Remarque 3.2.6 Le raisonnement ci-dessus n’est pas tout a fait correct car v telle
qu’elle est définie n'est pas a support compact car suppv = R" x B(0,9). Cependant,
on peut affirmer que v et toutes ses dérivées décroient exponentiellement en T quand

T — 00 en dehors de B(0,26 + 44/ (c1 + 1)de) x B(0,0).

En effet ; comme

T | na

U(.T) == <%) 2 /R efi(xa*ya)2€7":0(ya@b)u<ya7xb)dya

alors grace a la proposition 2.1.1 on a :
|D%(x)| = |D* < K(zq,.), w(.,xp) > |

| < DK (0, ), Dl ) > |
< |DaaK(xa> -)‘r,O,T’DabQU('? xb)‘—ﬁoﬂ'

< "D K (24, .)|cr )| D™ w(., )| —r0,r

T

< C( )"7“+T+Iaa\(1 + |xa|r+|aa‘)6_i(‘xa|_5)2|Dabw('7xb>|_T7O’T

€
on estime maintenant

|Dabw|2—r,0,r
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la méme proposition donne :
|Dabw|—7"07' = / ’Dabw('axb)‘%r,o,fdxb |Dab( Tcpu)|27"07'
R™b

= | Y CODTe DY < CIDY e Gy DY Ul

ﬁl<a/
23| p2e167| o'~ 2c167 2 1=D
< C E T |D u\_TOTSC'«E |D U‘—r, 0,7
B <o’ v <o’

< C 2015’r|u|_r

,lO[bl

d’oll en notant A° I'ensemble complémentaire de B(0,2 + 44/ (c1 + 1)de) on a :

fme“b ‘D%(@P
< oyl [ (Lo, o) T Tl
€ c el
< cemnDyermed [ (@ oot E e, ,,
€ c ek
s T
< Ce 26T(Z)na+2r+2|aa||u|%r,|ab|,r

.. 1e s . _T —5)2 - 2
ici on a utilisé le fait que e~ <(%al=0" < e=%lzal® pour 2, € A°

et que 2197 selmal® < =27 pour z, € A€, de plus

est bornée car l'intégrante est a décroissance rapide.

Cas (A2) : Dans ce cas on peut décomposer P, sous la forme :
= Qalxy, D)l

Qo (xp, D)est un opérateur differentiel d’ordre m sans termes d’ordre inférieur

donc P, ; devient comme suit :
67' .T D Z Qa xbu l’a + i_EDa)a
T
grace a (A2) les symboles ¢, vérifient les majorations suivantes :
|galcrsm < M1 (al)~3 (3.21)

ol



On note P! la linéarisation de P, en z, au voisinage de z, = 0 et J, = {1,...,n,}

P! = Qo(xy, D) + Z Qs (1, D)

J€Ja

Comme P! satisfait la condition de pseudo-convexité forte en z, = 0 (car en ce point
{P,(0,€), Py(0,€)} = {P(20,&), P (x0,€)} ) et donc dans un petit voisinage de I’ori-

gine, alors si ¢ est assez petit le théoreme 3.2.4 cas (A2) donne :
d
o, < 2Im < (RePY)o, (ImPYo > + (PR3 + [DIwR,).  (3.22)
T " T ’ ’

Pour passer de P! a P, on utilisera les deux estimations suivantes (vraies pour vy assez

petit) qu’on démontrera plus tard

|P€7TU - P;U%J S C(E + \/,7)(|U|727L,T _I— 6_6T|u|2—7‘,m,fr) (323)

[Im < (ReP.;)v,(ImP.;)v > —Im < (ReP})v, (ImP}v > | < ey 'ol2, . (3.24)

Ces deux inégalités veulent dire que les termes d’ordre supérieur dans les séries de Taylor
sont négligeables dans notre estimation.
Pour avoir (3.22) pour P, , on commence par rajouter et retrancher les deux quantités

suivantes au terme de droite de (3.22)
2Im < (ReP.;)v,(ImP.;)v> et P, v

on obtient
€2 d 1 2 2 m, 12
—|U m,T S 2Im < (RePE,T)U7 (ImPG,T)U > +_(2|PTU - Pf,T)”lOT + 2|P€77U|0T + |Da U‘O 7')
T T ’ ’ ’

+2Im < (RePHv, ImPHv > —2Im < (ReP.,)v, (ImP..)v > |
et grace a (3.23) et (3.24) il vient :

d
E|v|fm <2Im < (ReP.,;)v, (ImP..)v > +eyr ol + —cle + /7)
T ’ ’ T
2 —0T 2 d 2 m,. |2
(lU m,T te |u|—7“,m,7') + 2;(|P€7TU|O,T + |Da UlO,T)
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comme
2Im < (ReP..)v, (ImP..)v >< |P.;v; .

il vient donc, en mettant tous les termes de la forme c\v\fnﬁ a gauche de 'inégalité :

¢ d _
;|v|$n,7 < |P57T/U|3,T + ;(|D;nv|(%,7' te §T|u|3r,m,7>

ot ¢ = c(1 —d(e+ /7) — ) pour €, assez petits tels que d(e +,/7) — vy < L.

En appliquant la proposition 2.3.1 au terme |D7'v[g . on a

d, _
or S|Polg, + (Tey + ;)6 5T|U|277~71,m,7

¢
—|U
-
La proposition (3.2.2) donne (aprés avoir choisi v assez petit et 7 assez grand tels que

(Tey 4+ %) < 1) et en suivant la méme démarche que dans le cas (A1) on a I'inégalité

suivante (3.2)

e _
ol < |Pervlsy + e (Pl g, + ul? )-

—r,0,7 —r,m—1,7
A présent On montre (3.23), le calcul donne

1€ 1€
PeT _P1 T = i 7D_D @ 7D a _Daa T
| Perv — Prolo, |;Qag(wb )~ 0+ Y Qalzy, D) (x4 + —Da)lo,

< (M(ey): + 3 M) 3)(o

laf>2

2 e, )2

Cette estimation est diie au théoreme 2.2.1, la majoration (3.21) et U'inégalité [v[g <
ol -
On choisit maintenant v assez petit tel que cyM? < 1 et la quantité
la|
M(ey)® + Y Mel(ey)®
|| >2
est plus petite qu'une certaine constante ¢ dépendante de +, ainsi (3.23) est démontrée.
Dans ce qui suit on s’intéressera a la démonstration de (3.24).

Pour cela on introduit la forme bilinéaire symétrique :
(R, S](u,v) = Re(< Ru,Sv > — < Rv, Su >)
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ou R, S sont des opérateurs différentiels. On écrit donc
1 _ _
Im < (ReP..)v,(ImP.;)v >= _ZR€(< P.,v,P..v>— < P. v, P.;v>)

1
- _Z[Pe,Ty Pe,T](va)-

Avec les notations ci-dessus et la représentation de P, . on a :
Im(< (ReP.,)v, (ImP,;)v > — < (ReP}v, ImPv >) =

= 3 [Qs, Q5] (0,0) +2 Q0,6 D;Qs, ) (v, 0)

J,k€Ja Jj€Ja
€ €
a\La -_Da a’ a -_Da A )
+ I—FZB:I>2[Q (%0 +i—Da)*, Qp(wa + i—Da) ") (v, 0)

En tenant compte des majorations sur g,, montrer (3.24) revient & montrer les deux

inégalités suivantes
€ 1 s
[123Qs;, 21 Qs ) (v, 0)] + 1[Qo, 1= D Qs (v, )] < eva 7 ([0l + €™ ul2, ) (3:25)

[R(xp, D) (0 + z;Da)a, S(xy, D) (wq + z;Da)ﬁ] (v,v) < ¢|R||S|(a1B)? (3.26)

(e+ (e 7T 7 (o2, + e T uf?, )

avec ¢ indépendante de €, si v, € sont assez petits.

On montre (3.26) pour |a| + |3 > 2 et pour tout opérateur R, S € OPC'S™. Ici et
ci-dessous , les normes |R|,|S| sont des normes C*S™ i.e. essentiellement des normes
C! de leurs coefficients.

On commence par donner I'estimation suivante qu’on retrouve en faisant une intégration

par parties :

1R, S](w, v)| < RIS [ulm,r[v]m-1,r < e RIS [ulm,r [v]m, (3.27)

On montre maintenant (3.25). D’abord en commutant D; et Qs;, on a I’égalité suivante

[QO?iEDjQ5j](U’U) ==
T T

[Q07 iQ(Sj](”’ Djv)'
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En appliquant (3.27) et le théoreme 2.2.1 on a :

Qo iSD,Qs)(0,0) < er (ol + el ) (3.28)

pour terminer on montre l'inégalité suivante
1 p— —
l25Qs, 21 Q5,)(v,0)] < c(|20lm,r|av]ms) < eyZr7 (Ul - + e Tul2, ) (3.29)

7;Qs,; (wy, D)vaQs, (s, D)'de—/ Qs (wy, D)vaQs, (2, D)@dm)

n

;@5 2:Q,) (v, v) = Re( /

On écrit @s; comme suit

n

Q(Sj(ajb?D) = Z a%j(xb)Dn

[n|=m

pour estimer |[z;Q;,, 2xQs,](v, v)| il suffit donc d’estimer chaque terme de la forme

/xjam(a:b)D"vxka@k(xb)Dﬁvdx—/ :Ujan,j(xb)D”vxka@k(xb)D%da:
R Rn

on écrit
xjay, ;i(xy) DM = :rjan,j(xb)DjD% =D, (a:jam(:vb)Dﬁv) +iD"v, N =m—1

xkaﬁ’k(xb)mv = mja,gyk(mb)D_kﬁv = D_k(:pja/g,k(xb)ﬁv) — iﬁv, |ﬁ| =m-—1

en reportant les deux derniers termes des égalités ci-dessus dans les deux intégrales

précédentes on obtient

/ z;ay i(xy) D"vrgag i (xy) DPvdr =

/ am(:vb)D"(a:jv)ag,k(xb)Dﬁ(xkv)dx—i/ am(xb)D"(xjv)agyk(xb)DBvdw
Rn

n

—i—i/ a@k(:nb)Dﬁ(xkv)am(:vb)Dﬁvdx+/ ay.j(23) Dvag () DPvdx

/:I;jan,j(a:b)D"vxka@k(:cb)D%dx
Rn
:/ a@k(:vb)Dﬁ(xkv)an,j(xb)D"(xjv)das—i/ aﬁ,k(xb)Dﬁ(xk@)am(:Eb)Dﬁvd:v

%)



n

+i/ an,j(xb)D’?(xjv)a@k(xb)Dﬁvdx—I—/ an,j(xb)Df?vaﬁ’k(xb)DB@dx

les modules des : premier, deuxieme, troisieme et quatrieme terme des sommes pécédentes
sont majorées respectivement par |2;v|m,r | Tk0]m,rs [2;0]m,r [Vlm—1,7: |50z [V]m—1,75 (V]2 -1 1
en appliquant (3.27) ainsi que le théoréme 2.2.1 et en combinant I'inégalité obtenue avec
(3.28), on aboutit a (3.25).

A présent on démontre (3.26), (3.27) et le théoréme 2.2.1 donnent

I[R(x, D), S(a, D)) ((4 + i;Da)“v, (2o + Zg D)) <

c € €
—|R[|S a ._Da “ m,T a ._Da p m,T
RIS + 5 Da) 0l el (0 + = Da)0)

Ual+18D

c —oT
< —IRIIS|(er) > (ol + e Tlul2, 0 0)

m —r,m,T

En comparant le terme de gauche de cette inégalité et celui de (3.26) on remarque qu’

il nous reste a estimer la quantité suivante :

E = (< S(xy, D) (e — i< D)0, R(wy, D) (e — i< Dy)v > —
T T

< S(xy, D) (24 + i=Dy)v, R(xp, D)(wq + i~Dy)’v >)
T T
on commence par calculer la premiere partie de F
(2o +i=D,)?S (x4, D)R(y, D) (x4 — i~ Dy)™v
T T

comme R € OPC'S™, il s'écrit

R(zp, D) = Y dy(m3)D"

[y|<m

on établit 'identité suivante

€ g . 7! _ € ,
—D DYy = h_ " py=h S ys-h
(a —HT W) D ; ( > (i) CE] (24 —|—z7_ o)t

gy B
(h)_(ﬁ—h)!h!
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on le fait par récurrence sur (.

* [B]=1 X
DY (zq + iEDQ)v = (zq + iEDQ)DVU + =Dt
T T i
(i
(rq + iEDa)va = D" (z, + iEDav) +iyD7 o
T T
18> 1

on suppose le résultat vrai pour § et on I'établit pour 3+ 3;; |3;| = 1 on suppose donc

€ Gy, 7! _ € _
—D,)’Dw =" h D" —D,) "
(xa—i_ZT S h<p ( h > g (v = h)! (xa—i_ZT )
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et on calcule

(10 +iSD)*H D% = (24 +i-Da)" DY((2q +i—Dy)* D)
T T T

— ; i (i) - j!h)!m Mg+ i< D) PPy

. ) ) O g D
— ; i (i)|h| e j-h)!m h(34 + i—Dg) P~y

- ;%;gj ( , _5 5 ) (i)lhlw_’y—éh))!m—h(xa+i§Da)ﬁ+ﬁj—hv
_ % ( 5;@ ) (i>h|wj—!}L)!DW—h(xa H-;Da)ﬁwj—hv

4+ BBl o= (;LL ﬂj))!Dv—(ﬁwj)U

- h;ﬁj ( 5;@ ) (i>h(71—!h)!mh(% n Z;Da)ﬁwj—hv

Pour calculer R(zy, D)(z, — i£D,)*v on calcule d’abord D7 ((z, — i£D,)*v)

D((2a —i=Da)™0) = Y C¥ D (2, —i=D,)* D" *y
T T
k1<~

B 7! RSt € ks Pk
- Z = k‘l)!kll(l) = k‘l)!(% —Z;Da) DYy

k1<vy
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on note

d’ou

* € o, _ N a! . € a—k1 pk1)
R(QJ},, D)(I’a - Z;Da) V= ]€Z< (Z) 1m(l’a - Z;Da) LRy,
1<

De la méme fagon on a

= € al € _
o — '—Da (0% — . klfhl o — -_Da Cvfklfhl (hl) (kl) .
SR(x i )*v k ,% R hl)!hllkzl!(z) (x i ) ST (RS )
1,15

On calcule a présent

F = (l‘a =+ iEDa)ﬁ[(xa _ Z’EDa)aflﬂffn S(h1)(R(k1),U)]
T T

B €, € ekt € s Bk
F= Z < , (zq + Z;Da) (Tq — Z;Da) Fi=h (g, + z;Da)f6 (SM)(R*Dy))
r<g

€ € €
— “ '—Da I8 a _ .—Da afklfhl — _
G=(x —1—27_ ) (x zT ) v=(

)\r| (a_kl_hl)! €
7" (a—ki—hy—1)!

('Ta _ Z'_Da)afklfhlfrv
T

en utilisant l'identité

€ D B, — B y—h € \6-h
(xa—HTDa) D7 ;<h>(z) (’y—h)!D ($a+ZTDa) v

on peut calculer
H = (20 +i5Dy)? (5" (R*)y))
T

B—r . _ — L€ e
H = |ha|—|k2| ¢(h1+he) D(k1+k2) . D, B—r—ho—ko
2 ( ()RS R (2 + i~ Do) v

ha k2, <3 ha, ks

B—r\ _ (B =)
ha, ky (B =1 — hy — k) holky!
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en remplagant G et H dans la premiere partie de £ on a

(ta +i-D4)"S (s, D) R(wy, D)(w, — Do) =

Z ik1+k2+h1+h2 « ﬁ T!(£)|T|(xa . ZvEDa)afhlflﬁfT
h27k27r h17k177n T g

h,k,r
St (3, DYRMIHE (1, D) (s, + i—D,)* M2 k2
T
si on pose j = |hy + hy + k1 + ks et on remplace la premiere partie de E par I'expression

Jj<2m
E = Re(z « s H(f)lr\
h2ak27r h’laklar T

Jr20

ci-dessus on a

< §mHh) (g D) (4 + i= D) MRy, REHE) (3, DY (, + i—Dy)? 2Ry >
T T

— < S(ay, D) (2, + iEDa)aU, R(zy, D)(z4 + iEDa)ﬁv >
T T

Jj<2m o /6 €
E = Re Z rI(=)"
h27k27r hlukhr T

Jj+|r|>0
< Shrh2) (0 DY (x4 + iEDa)a_hl_kl_Tv, R®1Fk2) (3 D) (4 + @'EDa)ﬂ_hQ_]”_Tv >
T T
comme Hj  est un espace de Hilbert on a la majoration
j<2m
@
E < |R||S| Z g rlelrlr=Ir]

J+|r|>0 h27k27r hlaklar

€ R L€ N S
|(za +i—Da)" i Tvlm—\h1|—\h2|,rl(%+Z;Da)ﬂ P2 R | 7

Jj<2m
E<cRlls| 3 @ B el G
h27k27r hhkhr

j+|r|>0

et donc

L€ b L€ R A
|(ZEa—|—Z;Da)a h1—k1 TU’m,7—|(fEa+Z;Da>ﬂ ho—ko TUlm,T

ci dessus on a utilisé la majoration
—1 .
[Vlmetr < T 0|, ;1 €N
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On utilise maintenant le théoréme 2.2.1

J<2m
E<drs| S o B el Gl
hQ,kQ,T hhkl)r

j+|r|>0

(en) T2 (o257
mais
@ — al (a—1)! (=1 —ko)!
hokor ) (=1l (@ —7 ko)l (@ —7 — kg — hy)!
a—r)!
ﬁ =(a—r)a—r—1).(a—r—(k)) <a*? <a™
de méme ( o
<al <
(-7 —Fy—ho) = =¢

on fait de méme pour le terme contenant (3 ce qui donne
J<2m 6 1
E < ca® ™ R||S]| Z ( @ ) ( ) Pl =HrD (o) ol H181=5=2IrD
>0 \ T "
([]7,r + €77 ul—rm,r)

et on a l'inégalité suivante

J<2m L
r

g0 \ T
1<2m
o I} = , : 1
<} P ST el ()il
(T<T><r>)j+|r|>0 )

or les termes de la deuxieme somme (finie) sont tres petits pour 7 assez grand, T2cy > 1,
on peut donc la majorer par une constante ¢ multipliée par les termes obtenus en faisant
r=0,j=Lr=1j5=1

71<2m L

S el Ot (eq) DT < ((PPey)Rey + e(r2ey)E)
j+r|>0
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(v +¢€) S02(7+€)

On peut majorer |a|™,|3|™ respectivement par 21, c2/%l, par conséquent la somme

a o
Z ( ) ( b ) r! peut étre majorée par 2/*/3! et par 2/%la! donc par 9t (a!)%(ﬁ!)%.

r r

[NIE

<ci(ey)”

T
En insérant tout ceci dans 'inégalité ci-dessus on obtient la majoration(3.26). avec une

constante ¢ qui ne dépend que de m.
Cas ( A3) : On note
P? = P,(0, 1, D, T)

grace a la condition (A3), p.(z,£) = p(z,§ + iTV) est elliptique en (z,7,&,) dans
R* x T" donc Vp N {¢, = 0} = ¢, le théoreme 3.2.4 cas (A3) donne
o2, < ([P, D)ol + 7| Dol ) (3.30)
Comme dans (3.23), en utilisant le théoréme 2.2.1 on obtient
1Poro = POl < ey(lol?,, + e lul,,0)

En utilisant cette majoration et la proposition 2.3.1 dans I'inégalité (3.30) on obtient

(3.3) pour € et v suffisamment petits et 7 assez grand.

3.3 Preuve du théoreme d’ unicité du prolongement

La proposition suivante est aussi nécessaire dans cette démonstation que les inégalités

de Carleman dans le théoreme 3.2.1.

Proposition 3.3.1 Soit v € H "°(R"™) une fonction a support compact. Si © est une
fonction C" telle que

Q7 (D, x)ulr2 — 0 quand T — o0
alors w =0 dans {x € R™ ,¢(x) > 0}.

Preuve : Dans la suite le symbole < .;. > désigne la dualité entre fonctions et distri-

butions.
Soit A > 0 et f = e *Pig, ot g € C°(R™). On définit la distribution h; € £'(R) par :

hi(w) =< f(z)w(p(z)), u(z) >, w e D(R)
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sa transformée de Fourier (voir [11]) est la fonction entiere
hi() = hy(e™™) =< e 7@ f(z), u(z) >=< e "% f,u >, pour 7 € C

on remarque que :

*x d’une part si 7 € R alors
g ()] < 177 flror|tl-ror < 7"
en effet, le noyau de 'opérateur e Pa étant

2

K/($a7ya) _ efi(aca*ya)

donc
e R, =y TrleD / D2 (e K" (%4, Ya) 9 (Ya, b)) [ dyada
T el Rt xRt
mais
S [ D R o ) Pl < 7
IOC‘ST R™ xR"a

et comme u € H™"(R"), |u|_,0, < ¢, et la premiere assertion est démontrée.

x d’autre part :

~

he(itT) =< f,e™fu >=< ez NDig. Q?.(D,r)u>— 0 quand 7 — o0

donc h}(zﬁ-) est bornée pour 7 > 0.

(3.31)

De plus hy est a support compact, alors h 7 se comporte a I'infini comme une exponen-

tielle.

Si on résume : la fonction g(z) = hy(z)(z +4)™" est analytique dans le demi

plan supérieur, bornée sur l'axe réel et 'axe imaginaire positif et croit comme une

exponentielle a I'infini.

En appliquant le théoreme de Phragmen-Lindelof (voir Corollaire 4.2 p.139 dans [3]) dans

les deux cadrants supérieurs, on conclut que g est bornée dans le demi plan supérieur,

et donc hy est bornée par ¢(1 + |z|)” dans le demi plan supérieur.
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Le théoreme de Paley-Wiener-Schwartz (théoreme 7.3.1 dans [7]) nous dit que hy est

d’ordre fini r et que

sup < x,Im7m >=0pour Imr >0
x€ supp hy

ceci implique que son support est contenu dans R™, c’est a dire :

hi(w) =< fw(p),u >=0 pour toute fonction w € D(R) a support dans R*.

Faisons tendre A vers 0; on obtient < gw(g),u >= 0 pour tout g € C°(R") et w a
support dans R*.

En particulier < g(z),u(z) >= 0 pour tout g € C°(R™) a support dans {z, p(z) > 0}
et donc u = 0 dans {z, p(z) > 0}.

Preuve du théoréme 3.2.2 (suite) : On note que (3.3) est plus forte que (3.2) qui
est plus forte que (3.1) mais on n’ a besoin que de (3.1) pour montrer le théoreme.
Sans aucune restriction on peut supposer que ¢ est fortement pseudoconvexe en z, pour
P dans T

On définit la fonction ¢ par :

1
V() = Dp(xo) (2 — 0) + §D2<P(370)($ — Ty, T — o) — 3y|x — 20|*,7 > 0

pour v assez petit la fonction ¢ est fortement pseudo-convexe en xy pour P dans I' car
la pseudo-convexité est stable pour de petites perturbations C* (voir théoréme 1.3.1 ).
Soit € assez petit, et soit 6 comme dans le théoreme 3.2.1 correspondant a €, xg et .
On suppose ¢ assez petit tel que : {|z — x| < 25} C Q
et

(@) < (@) — plao) — 2yl — 2of? pour |z — ao| < 20 (3.32)

Soit x une fonction de troncature définie par :

1 siaz>—762
x(z) = .
0 six < —2v0

on définit @ par :

u(z) =

{xwu»ww si |2 — x| < 26

0 si |z — x| > 20
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pour pouvoir appliquer la proposition 3.3.1 on montre que
supp @ C {|x — xo| < 0},
et que
i€ H "™ et Plx,D)i € H"°

pour r assez grand.

On a:
supp @ C supp un supp x(¥(x)) 1 {z — o] < 20}
C {p(x) < p(wo)} N {wo(x) > =296°} N {|z — 2| < 20}

(3.32) nous donne

supp @ C {p(x) < @(z0)} N {p(x) — (o) — 29|z — x> > —276%}.
C {—27|z — zo|® > ¢(z) — (x0) — 27|x — mo|* > —276%} C {|z — 0| < 6}

On montre maintenant que & € H """,
Comme v € D'(R"; H™ }(R™)), alors pour r assez grand, u € H "™ 1(R") et il en est

de méme pour u. De plus :
Pz, D)u = P(z, D)(x(¢(x))u(x))

= X(¥(2)) L +[P, x(¥)Ju = [P, x(¢)Ju € H.

On applique maintenant le théoreme 3.2.1 a @ et ¢ d’ou :

T1QL (D, )il < (14 (D, 2)Pla, DYl 4+ ¢ (Jal2, 0o + 1P, DY, 0,))

—rm—1,7 —r,0,7
(3.33)
On note que P(z, D)u est a support dans I'ensemble

G = support de y N support u, ce qui donne :
G = {1 < -7} N {|r — x| < 26}.

en utilisant d’abord la transformée de Fourier ensuite la proposition 2.1.1 on obtient les

estimations suivantes
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QY.(D, ) P(x, D)il2,, = |5l ™ P(z, Dyaf2,

< 5Su% (7’2 + |§a|2)71€7£|£a|2‘67—wp(x7 D)aﬁr,O,T
E n

<er?le™

%’l(G)|P(ZE7 D)ﬂ|2

—r,0,7

< 07'27"6_27‘527|P(x, D)ﬂ|2_7,’077

en combinant cette derniere inégalité avec (3.33), et en utilisant le fait que
i€ H " (Ji] _pm_1.s < 00)
P(z,D)a € H-"° (|P(x, D)a| .0, < 00)
on a pour 7,0 < 1 et 7 assez grand
HQE (D)2, < (e 4 )

par COHSéquent
|Q2T(D7 x)ﬁ,|2 S 67_27“6_27527_

m—1,7

ce qui donne
2 2
T,D*Fﬁ ~ _qécT
|Qer 2 (D, )01, <ct’e” 2 — 0 quand T — 0.

la proposition 3.3.1 implique @ = 0 dans {x € Q; ¥(z) > %‘52}, mais 4 = u dans
V=0an{z e Yx) > %‘52} donc u = 0 dans V. Comme z, € V, ceci conclut la

preuve du théoreme 3.2.2.
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Chapitre 4

Applications

4.1 Equation des ondes

On considere dans R n > 2, 'opérateur différentiel du second ordre.
n
P(z,0) = Y a"(2)0,0; + b'0; + c (4.1)
i,j=0

On suppose la partie principale de P (qu’on notera P dans la suite) réelle et hyperbolique
par rapport aux sous ensembles de niveau (de R™™!) d’une des coordonnées appelée z.
Un tel sous ensemble est de la forme {x € R"™!; xy = cste}. On appele z, la coordonnée
temps, et (x1, ..., x,) coordonnées d’espace. On s’intéresse a deux cas importants :

A. z, =z (i.e. les coefficients de P sont analytiques en temps) et
['={¢eR"™ & =0}

dans ce cas on suppose que :

(i) Les coefficients a”,0 < i,j < n, sont analytiques en temps, & valeurs dans C!(R"),
satisfaisant la seconde partie de la condition (A2).

(ii) Les coefficients b',0 < i < n, sont analytiques en temps, & valeurs dans L>(R").
(iii) Le coefficient ¢ est analytique en temps a valeurs dans L"(R") si n > 3 et L*T¢(R")

sin=2.
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B. z, = 21, ...,x,. (i.e. les coefficients de P sont analytiques en espace) et

I'= {5 € Rn+1; (517 7571) = (O’ ’0)}

dans ce cas on suppose que :

(i) Les coefficients a”,0 < i,j < n, sont analytiques en variables d’espace, a valeurs
dans C*(R).

(ii) Les coefficients b*,0 < i < n, sont analytiques en variables d’espace, & valeurs dans
L>*(R).

(iii) Le coefficient ¢ est analytique en variables d’espace, & valeurs dans L*(R).

Définition 4.1.1 Soit S une hypersurface. S est dite du type temps par rapport a P si

n

a®(x)(9yp)* — Z a7 (2)Ohpdjp > 0
k,j=1
Remarque 4.1.1 Dans le cas A, la condition de pseudo-convexité est vide pour toute
surface non caractérisique et (A2) peut étre appliqué. Dans le cas B, P, est elliptique

dans T en (&, T) pour toute surface de type temps, et (A3) permet de conclure.

En effet, dans le cas A,

Pour 7 # 0, p(z,£ + V) = {p(x,& +iTV), ¢} = 0 veut dire que i7 est une racine
double du polynéme q(z) = p(x, £+ 2Vp), z € C, £ € R" comme p(x, V) # 0 car la
surface est non caractéristique, ¢ est du second degré a coefficients réels par conséquant
sa racine double est réelle d’ott 7 = 0 et la deuxieme condition de la définition 1.3.6 est
vide et elle se ramene a la premiére condition de la méme définition.

si 7 = 0, puisque P est hyperbolique par rapport a £ = (&1, ..,&,) donc le symbole

n

P(x,&) = > a(2)&¢;

ij=1

est elliptique dans I' et la condition de pseudo-convexité forte est vide, on peut donc

appliquer (A2).
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Dans Le cas B

n

P(z,8) = p(z,§+i7V) = a®(2)G -7 Y a¥ (2) 00, 90+@TZ () +a”(x))&050

kaZO

Py(2,6) #0si

)& — 7 Z )0pdjp # 0 ou Z Y(x) + o’ (2))&d;0 # 0
7=0

k,j=0

n

si Z(an (z) + ()00 = 0

n

alors Z(aoj (z) + a’°(2))&0050 = —2a" (2) Dy

j=1
on reporte cette égalité dans la partie réelle de P,(x, &) on obtient

n

Re Py(x,6) = a®(@)& + 7 (a™(2)(0p)* = Y d"(2)0k00;0)
kj=1
comme a”(2)(dyp)? = D4 iy A (2)Oppd;p > 0 (S est du type temps) et a®(z)£5 > 0
pour & # 0 on conclut que P, est elliptique dans I' en (&,,7) = (&, 7), on peut donc
appliquer (A3).

Le théoreme 3.2.2 donne le résultat suivant :

Théoréme 4.1.1 On suppose que (A) ou (B) soit vérifiée. Alors on a l” unicité du pro-
longement a travers toute surface non caractéristique pour toute solution u de P(x,0)u =
0, appartenant respectivement a D'(R; H'(R™)) et D'(R™; H'(R)).

Dans le cas( A), ce résultat améliore substentiellement les résultats de Robbiano [9] et
de Hormander [5], car dans ces derniers, on suppose tous les coefficients indépendents
du temps et on conclut I’ unicité du prolongement a travers toute surface loin d’étre
caractéristique (en Anglais "not too close to being caracteristic”). Dans le cas (B), le

résultat est entierement nouveau.
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4.2 Equation de Schroedinger

On considere 'opérateur de Schroedinger

P(x,0) =10, — Z a’(2)0;0; + b + ¢ (4.2)
ij=1
Une fois encore la condition de pseudo-convexité est vide pour les surfaces non ca-

ractéristiques pour 7 # 0. Comme précédemment on considere deux cas

A. z, =t (i.e. les coefficients de P sont analytiques en temps).

On suppose que :

(i) Les coefficients a*,0 < i,j < n, sont analytiques en temps, & valeurs dans C!(R"),
satisfaisant la seconde partie de la condition (A2).

(ii) Les coefficients b',0 < i < n, sont analytiques en temps, & valeurs dans L>(R").
(iii) Le coefficient ¢ est analytique en temps a valeurs dans L"(R"™) si n > 3 et L*T¢(R")

sin = 2.

B. z, = 1, ...,x,. (i.e. les coefficients de P sont analytiques en espace).

Dans ce cas on suppose :
(i) Les coefficients a”,0 < i,5 < n, sont analytiques en variables d’espace, a valeurs
dans C'(R), satisfaisant la deuxiéme partie de la condition (A2).
(ii) Les coefficients 0,0 < i < n, sont analytiques en variables d’espace, a valeurs dans
L>®(R).
(iii) Le coefficient ¢ est analytique en variables d’espace, & valeurs dans L*(R).

Par le théoreme 3.2.2 on obtient :

Théoreme 4.2.1 On suppose que (A) ou (B) soit vérifiée. Alors on a I’ unicité du pro-
longement pour toute solution u appartenant respectivement a D'(R; H'(R™)) et D'(R"; H'(R))

de P(x,0)u = 0 a travers toute surface non caractéristique.

Le résultat est nouveau dans les deux cas (A) et (B).
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