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Je voudrais exprimer ma reconnaissance à toute ma famille, mon père, ma mère,

mes frères et soeurs, mes enfants et surtout à mon mari pour son soutien indéfectible.
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Unicité du prolongement des solutions
des ”E .D. P” ; entre le théorème de

Hörmander et le théorème de Holmgren

Résumé

Dans son article ”Unique continuation for solutions to PDE’S ; between Hörman-

der’s theorem and Holmgren’s theorem”, Daniel Tataru démontre un nouveau résultat

d’unicité du prolongement à travers une hypersurface S. Plus précisément, en supposant

les coefficients de l’opérateur partiellement analytiques, il obtient un résultat d’ unicité

du prolongement, intermédiaire entre le théorème de Holmgren qui s’applique à des

problèmes à coefficients analytiques et des surfaces non cractéristiques, et le théorème

de Hörmander qui s’applique à des problèmes à coefficients de classe C1 et des surfaces

fortement pseudo-convexes.

Quelques applications à l’équation des ondes et à l’équation de Schröedinger

sont données après la démonstration des théorèmes qui concrétisent ce résultat. En

particulier, Tataru obtient le résultat conjecturé par Hörmander à savoir l’ unicité du

prolongement de la solution pour l’équation des ondes (avec des coefficients seulement

C1 indépendants du temps) à travers toute surface non caractéristique.
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3.3 Preuve du théorème d’ unicité du prolongement . . . . . . . . . . . . . . 62

4 Applications 67

4.1 Equation des ondes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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Liste des principales notations

Notation Description

∇ le gradient

4 le Laplatien

T ∗(Ω) le fibré cotangent de Ω

Ck(Ω) espace des fonctions k continûment différentiables sur Ω

D′(Ω) espace des distributions sur Ω

Hk(Ω) Espace de sobolev

Hk
τ (Ω) Espace de sobolev avec poids

S ′(Rn) espace des distributions tempérées

D′(Rna ;Hm(Rnb)) espace des distributions sur Rna à valeurs dans Hm(Rnb)

Hr,k
τ (Rn) {u ∈ S ′(Rn); (|ξa|2 + τ 2)

r
2 (|ξ|2 + τ 2)

k
2 û ∈ L2(Rn)}

|u|2r,k,τ 1

(2π)
n
2

∫
Rn

(|ξa|2 + τ 2)r(|ξ|2 + τ 2)k|û(ξ)|2dξ

|u|Cr
τ
(Ω)

∑
|α|≤r

τ−|α||Dαu|L∞(Ω)

|D|2
∑

1≤j≤n

∂2

∂x2
j

Pτ (x,D) P (x,D + iτ∇ϕ)

Pε,τ (x,D) Pτ (xa + i ε
τ
Da, xb, D)

Qϕ
ε,τ (x,D)u e

−ε
2τ
|D|2(eτϕu)

5



Introduction générale

Les questions concernant l’unicité des solutions sont d’une grande impotance dans

beaucoup de domaines des équations aux dérivées partielles. L’étude de ces questions a

nécessité beaucoup de temps et tient une grande place dans l’histoire des Mathématiques.

Récemment les problèmes appliqués comme les problèmes inverses ou les problèmes

de contrôle ont en créé d’autres. L’ unicité du prolongement (unique continuation en

Anglais) des solutions des équations aux dérivées partielles en fait partie. Cette notion

d’ unicité du prolongement peut être décrite de la façon suivante : On considère une

fonction ou une distribution u qui satisfait une équation aux dérivées partielles dans un

ouvert Ω. Cet ouvert est partagé en deux parties par une hypersurface S passant par un

point fixé x0 dans Ω. L’ unicité du prolongement de la solution veut dire que si u ≡ 0

d’un côté de l’hypersurface S alors u ≡ 0 dans un voisinage V de x0 tel que V ⊂ Ω

( Voir figure ci-dessous )
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Cette notion d’unicité du prolongement qui est une notion locale dépend de plusieurs

conditions :

• la régularité des coefficients de l’opérateur différentiel

• la régularité de la la solution

• la géométrie de l’hypersurface liée aux notions de caractéristiques et de pseudo-

convexité.

Au début des années 1990, deux résultats classiques étaient bien connus.

Le premier résultat est le théorème de Holmgren [6], qui suppose la surface non ca-

ractéristique et l’opérateur différentiel à coefficients analytiques. Ce théorème semble

optimal pour la surface mais pas pour la régularité des coefficients de l’opérateur puisque

l’analyticité est y requise.

Le second résultat est le théorème de Hörmander [8] qui suppose les coefficients seule-

ment C1 mais la surface fortement pseudo-convexe par rapport à P dans T ∗Rn. De même

ce théorème semble optimal par rapport à la régularité des coefficients, mais la condi-

tion de pseudo-convexité forte exigée dans Rn tout entier est assez rigide. Cependant,

ce théorème nous fournit un résultat optimal pour les opérateurs elliptiques du second

ordre (voir [13]).

Beaucoup de processus d’évolution sont décrits par des équations paraboliques ou

hyperboliques et la question qui se pose est la suivante : Peut on adapter le théorème

de Holmgren à ces opérateurs là si leurs coefficients sont seulement C1 ? Peu d’éléments

de réponses existaient avant 1991 date à laquelle Robbiano obtient quelques résultas

partiels [9] pour les solutions de l’équation des ondes avec des coefficients indépendants

du temps. Il a montré l’unicité du prolongement à travers toute surface du type temps

(en Anglais ”time-like surface”) non caractéristique. Bien que que son résultat ne soit

pas optimal il a néanmois marqué une avancée considérable sur cette question. Plus

tard en 1992 Hörmander [5] améliora les résultats de Robbiano et conjectura l’unicité

du prolongement des solutions à travers toute surface non caractéristique, ce qui s’est

confirmé pour les opérateurs du second degré ”of real principal type” (voir Applica-

tions chapitre 4). Grâce à la conjecture de Hörmander, Daniel Tataru [12] aboutit à

un résultat plus concluant en 1995 puisque d’une part, il a affaibli les hypothèses de
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régularité des coefficients car il s’est intéressé à des opérateurs dont les coefficients sont

partiellement analytiques, D’autre part il a restreint la condition de pseudo-convexité

forte à un sous-ensemble de Rn noté ci-dessous Γ. Cette restriction est une conséquence

de l’utilisation du poids pseudodifférentiel au lieu du poids scalaire utilisé par Hörman-

der. En quelques mots, pour un ouvert Ω ⊂ Rn = Rna × Rnb , n ≥ 2, en supposant les

coefficients de l’opérateur analytiques par rapport aux na premières variables et seule-

ment C1 par rapport aux autres, moyennant quelques hypothèses techniques il montre

l’unicité du prolongement de la solution du problème P (x,D)u = 0 à travers des hyper-

surfaces passant par un point fixé x0 dans Ω, fortement pseudo-convexe par rapport à

P dans l’ensemble Γ = {(x, ξ) ∈ T ∗Ω ; ξa = 0}, ξ étant la variable duale de x. C’est ce

résultat qu’on exposera dans ce mémoire.

Ce mémoire est structuré comme suit :

Dans le premier chapitre, on introduit les espaces fonctionnels dans lesquels on tra-

vaille, les opérateurs et leurs symboles ainsi que les propriétés les concernant. On définit

également la géométrie des hypersurfaces intervenant tout au long de ce travail.

Le deuxième chapitre est consacré à l’ensemble des propriétés des espaces fonction-

nels introduits dans le premier chapitre.

Dans le troisième chapitre on rappelle les théorèmes classiques de Holmgren et de

Hörmander avant d’énoncer celui de Tataru qui fait l’objet de ce mémoire. La preuve de

ce résultat repose essentiellement sur des inégalités de type Carleman datant de 1930.

Elles sont données dans le théorème 3.2.1 et établies à la suite.

Ce mémoire s’achève par l’application du nouveau résultat à deux exemples impor-

tants de la théorie des ”Equations aux dérivées partielles” : l’équation des ondes et

l’équation de Schröedinger, faisant l’objet du dérnier chapitre.
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Chapitre 1

Rappels de quelques résultats

fondamentaux

1.1 Espaces de Sobolev

1.1.1 Notation

Soit α un multi-indice c-à-d : α = (α1, ..., αn) ∈ Nn, on définit la longueur de α par

|α| =
∑

1≤i≤n

αi et factoriel α par α! = α1!... αn!. On pose

Dα = D1
α1 ... Dn

αn .

Avec Dj =
1

i

∂

∂xj
, i ∈ C ( i2 = −1). De même pour x, ξ ∈ Rn on écrit

ξα = ξα1
1 ... ξ

αn
n

xξ =
∑

1≤j≤n

xj ξj

1.1.2 Espaces de Sobolev usuels Hk(Ω)

Définition 1.1.1 Soit Ω un ouvert de Rn, On note par Hk(Ω), k ∈ N, l’espace usuel de

Sobolev

Hk(Ω) = {u ∈ L2(Ω);Dαu ∈ L2(Ω),∀α ∈ Nn, |α| ≤ k}

9



muni de la norme :

‖ u ‖2
Hk(Ω) =

∑
|α|≤k

‖ Dαu ‖2
L2(Ω)

Si Ω = Rn on définit une norme équivalente qu’on notera |u|k telle que

|u|2k =

∫
Rn

(1 + |ξ|2)k|û(ξ)|2dξ

û est la transformée de Fourier de u définie par :

û(ξ) = (
1

2π
)

n
2

∫
Rn

e−ixξu(x)dx.

Ceci nous conduit à la définition suivante

Espaces de Sobolev Hs(Rn)

Définition 1.1.2 On appelle espace de Sobolev d’ordre s (où s est un réel) et on note

Hs(Rn) l’espace vectoriel suivant :

Hs(Rn) = {u ∈ S ′(Rn); (1 + |ξ|2)
s
2 û ∈ L2(Rn)},

muni du produit scalaire suivant (dans C)

(u, v) =

∫
Rn

(1 + |ξ|2)sû(ξ)¯̂v(ξ)dξ

S ′(Rn) étant l’espace des distributions tempérées. voir [11]

Remarque 1.1.1 Hs(Rn), s ∈ R, possède les propriétés suivantes :

•Hs(Rn) est un espace de Hilbert.

• les Hs(Rn) forment une suite décroissante d’espaces dans le sens suivant Hs(Rn) ⊂
Hs′(Rn) dès que s′ ≤ s et l’injection est continue.

• D(Rn) est dense dans Hs(Rn) pour tout s ∈ R.

• l’espace H−s(Rn) s’identifie canoniquement au dual de Hs(Rn)(Voir théorème 2.1.1).

10



1.1.3 Espaces de Sobolev avec poids Hk
τ (Rn) et Hr,k

τ (Rn)

Espaces de Sobolev Hk
τ (Rn)

Définition 1.1.3 Pour τ ∈ R ; τ > 0 on note par Hk
τ (Rn) les mêmes espaces avec une

norme dépendante de τ , plus précisément :

‖ u ‖2
Hk

τ (Rn) = ‖u‖2
k,τ = |(|D|2 + τ 2)

k
2u|2L2(Rn)

Où l’on a posé

((|D|2 + τ 2)
k
2u)(x) =

1

(2π)
n
2

∫
Rn

eixξ(|ξ|2 + τ 2)
k
2 û(ξ)dξ

cette norme est équivalente à la norme suivante

|u|2k,τ =
∑
|α|≤k

τ 2(k−|α|)‖ Dαu ‖2
L2(Rn).

on décompose x ∈ Rn, n ≥ 2, sous la forme suivante :

x = (xa, xb) ∈ Rna × Rnb = Rn

et on pose pour u ∈ Hk(Rn), k ≥ 2

|Da|2u =
∑

1≤j≤na

1

i2
∂2

∂x2
j

u .

Remarque 1.1.2 On comprendra dans la suite la raison de cette décomposition ainsi

que celle de l’introduction des espaces Hr,k
τ (Rn) suivants.

Espaces Hr,k
τ (Rn)

Définition 1.1.4 Soit r ∈ Z, on définit les espaces Hr,k
τ (Rn) comme suit :

Hr,k
τ (Rn) = {u ∈ S ′(Rn); (|ξa|2 + τ 2)

r
2 (|ξ|2 + τ 2)

k
2 û ∈ L2(Rn)},

avec une famille de normes équivalentes notées |u|r,k,τ ; telles que :

|u|2r,k,τ ∼ ‖ u ‖2

Hr,k
τ (Rn)

= |(|D|2a + τ 2)
r
2 (|D|2 + τ 2)

k
2u|2L2(Rn)

Autrement dit

|u|2r,k,τ =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

(|ξa|2 + τ 2)r(|ξ|2 + τ 2)k|û(ξ)|2dξ

11



1.2 Opérateurs différentiels et symboles

On note par P (x,D) un opérateur différentiel linéaire d’ordre m

P (x,D) =
∑
|α|≤m

aα(x)D
α

aα(x), appelé coefficient de P , désigne une fonction C∞ de Ω dans C. À P (x,D) on

associe la fonction

p(x, ξ) =
∑
|α|≤m

aα(x)ξ
α, ξ ∈ Rn

Définition 1.2.1 p(x, ξ) s’appelle le symbole (complet) de P .

Remarque 1.2.1 On remarquera que p est caractérisé par l’identité

P (eξ)(x) = p(x, ξ)eξ(x), où eξ(x) = eixξ

cette formule se généralise sous la forme suivante

P (eξu)(x) = eξ
∑
α

1

α!
∂αξ p(x, ξ)D

αu(x) ; u ∈ C∞(Ω)

En effet ;

P (eξu)(x) =
∑
|β|≤m

cβ(x)D
β(eixξu)

=
∑
|β|≤m

cβ(x)
∑
|α|≤|β|

β!

(β − α)!α!
Dβ−αeixξDαu(x)

= eξ
∑
α

1

α!
Dαu(x)

∑
β

β!

(β − α)!
cβ(x)ξ

β−α

= eξ
∑
α

1

α!
Dαu(x)∂αξ p(x, ξ)

12



1.2.1 Calcul symbolique

Proposition 1.2.1 Si P = p(x,D) et Q = q(x,D) sont des opérateurs différentiels

sur Ω, d’ordres m,n respectivement, alors le composé PQ est un opérateur différentiel

d’ordre au plus m+ n, son symbole est noté p#q et il est donné par

(p#q)(x, ξ) =
∑
α

1

α!
∂αξ p(x, ξ)D

α
xq(x, ξ), (1.1)

la somme étant finie.(p est un polynôme de degré fini)

Preuve D’aprés l’identité caractérisant le symbole d’un opérateur et sa formule généralisée,

on a :

(p#q)(eξ)(x, ξ)eξ(x) = (P ◦Q)(eξ)(x) = P (Q(eξ))(x)

= P (q(., ξ)eξ)(x)(eξ)(x) = eξ(x)
∑
α

1

α!
∂αξ p(x, ξ)D

α
xq(x, ξ),

On dispose d’un résultat analogue pour l’adjoint formel.

Proposition 1.2.2 Si P = p(x,D) est un opérateur différentiel d’ordre m sur Ω, alors

il existe un opérateur différentiel P ∗ unique d’ordre m sur Ω tel que, pour toutes fonctions

u, v ∈ C∞(Ω) dont l’une est à support compact,

(Pu, v)L2(Ω) = (u, P ∗v)L2(Ω).

Le symbole de P ∗ est donné par la somme finie

p∗(x, ξ) =
∑
α

1

α!
Dα
x∂

α
ξ p̄(x, ξ). (1.2)

Preuve En ce qui concerne l’existence et l’unicité de P ∗, le résultat est bien connu, voir

par exemple [14]. On calcule le symbole de P ∗

(p∗(., ξ), u) =

∫
Rn

p∗(x, ξ)ū(x)dx =

∫
Rn

P ∗(eξ)(x)ū(x)e
−ixξdx = (P ∗(eξ), ueξ) = (eξ, P (ueξ))

13



= (eξ, eξ
∑
α

1

α!
∂αξ p(., ξ)D

α
xu) = (1,

∑
α

1

α!
∂αξ p(., ξ)D

α
xu)

= (
∑
α

1

α!
Dα
x∂

α
ξ p̄(., ξ), u)

Définition 1.2.2 Si P est un opérateur différentiel d’ordre m, et p son symbole (com-

plet), alors son symbole principal est défini par

pm(x, ξ) =
∑
|α|=m

aα(x)ξ
α

pm est un polynôme homogène de degré m en ξ.

Les propositions 1.2.1, 1.2.2 ont alors le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.1 Si P est d’ordre au plus m, et Q d’ordre au plus n, alors les symbols

principaux de PQ, P ∗ et [P,Q] = PQ−QP sont respectivement

(p q)m+n(x, ξ) = pm(x, ξ)qn(x, ξ) (1.3)

p∗m(x, ξ) = p̄m(x, ξ) (1.4)

1

i
{ pm(x, ξ), qm(x, ξ) } (1.5)

Définition 1.2.3 La quantité {p, q} intervenant dans (1.5) est définie par

{p, q}(x, ξ) =

j=n∑
j=1

∂p

∂ξj
(x, ξ)

∂q

∂xj
(x, ξ)− ∂p

∂xj
(x, ξ)

∂q

∂ξj
(x, ξ).

On l’appelle crochet de Poisson des symbols p et q.

Définition 1.2.4 On appelle variété caractéristique de P l’ensemble

VP = {(x, ξ) ∈ Ω× Rn \ {0} ; p(x, ξ) = 0}

14



Définition 1.2.5 l’opérateur P (x,D) d’ordre m est elliptique dans Ω ⊂ Rn si son sym-

bole principal vérifie

pm(x, ξ) 6= 0 pour 0 6= ξ ∈ Rn, x ∈ Ω.

Définition 1.2.6 l’opérateur différentiel P (x,D) est du type principal réel si son sym-

bole principal pm(x, ξ) est réel et que ∇x,ξpm(x, ξ) 6= 0 dans VP .

Définition 1.2.7 On dit que l’opérateur P est du type principal normal s’il vérifie la

condition suivante :

|{p̄m, pm}| ≤ |pm||ξ|m−1

Remarque 1.2.2 Cette condition est vérifiée si P est du type principal réel ou ellip-

tique.

1.2.2 Espaces des symboles

Définition 1.2.8 On définit l’espace des symboles Skτ par :

a(x, ξ, τ) ∈ Skτ si et seulement si
a ∈ L∞(Ω× Rn × R+; C), a(., ., τ) ∈ C∞(Ω× Rn; R)

|Dα
xD

β
ξ a(x, ξ, τ)| ≤ cα,β(1 + |(ξ, τ)|)k−|β|;∀α, β ∈ Nn

(1.6)

Définition 1.2.9 On définit également l’espace des symboles C1Skτ par :

a(x, ξ, τ) ∈ C1Skτ si et seulement si
a ∈ L∞(Ω× Rn × R+; C), Dβ

ξ a(x, ., τ) ∈ C0(Rn), Dα
xa(., ξ, τ) ∈ C0(Ω),

|Dα
xD

β
ξ a(x, ξ, τ)| ≤ cα,β(1 + |(ξ, τ)|)k−|β|;∀α, β ∈ Nn; |α| ≤ 1

(1.7)

la plupart des symboles considérés dans la suite sont des polynômes homogènes en ξ et

τ . On prendra dans C1Skτ la topologie de l’espace de Banach engendrée par la norme C1

des coefficients de ces symbols.

Dans la section suivante on définit l’opérateur Qϕ
ε,τ qui jouera un rôle important

dans la suite. On définit également les opérateurs Pτ et Pε,τ et on énoncera un lemme

les concernant.
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Définition 1.2.10 Pour ε, τ > 0, ϕ ∈ Cr(Rn), on définit le symbole

qϕε,τ = e−
ε
2τ
|ξa|2+τϕ, (1.8)

on utilisera la notation Qϕ
ε,τ pour l’opérateur pseudo-différentiel correspondant ( voir

[14]) qui s’écrit formellement

Qϕ
ε,τu(x) = e

−ε
2τ
|Da|2(eτϕu) ; u ∈ Hτ

k (1.9)

plus précisement

Qϕ
ε,τu(x) =

1

(2π)
n
2

∫
Rna

eixaξae−
ε
2τ
|ξa|2 (̂eτϕu)(ξa, xb)dξa

=

∫
Rna

((
τ

2πε
)

na
2

∫
Rna

ei(xa−ya)ξae−
ε
2τ
|ξa|2dξa)(e

τϕu)(ya, xb)dya

=

∫
Rn

K(xa, ya)(e
τϕu)(ya, xb)dya

Où l’on a posé

K(xa, ya) = (
τ

2πε
)

na
2

∫
Rna

ei(xa−ya)ξae−
ε
2τ
|ξa|2dξa = F−1

ξa→(xa−ya)(e
− ε

2τ
|ξa|2)

Par définition K(xa, ya) est le noyau de l’opérateur pseudodifférentiel Qϕ
ε,τ et il est donné

par

K(xa, ya) = (
τ

2πε
)

na
2 e

−τ
2ε

(xa−ya)2 (1.10)

Lemme 1.2.1 Soient u ∈ Hm(Ω), ϕ un polynôme du second degré, définie sur Ω à

valeurs dans R. si l’on note

Pτ (x,D) = P (x,D + iτ∇ϕ)

Pε,τ (x,D)u = Pτ (xa + i
ε

τ
Da, xb, D)u

Alors on a les trois égalités suivantes :

Qϕ
ε,τ (D, x)P (x,D)u = e−

ε
2τ
|Da|2Pτ (x,D)eτϕu (1.11)

e−
ε
2τ
|Da|2P (x,D)eτϕu = P (xa + i

ε

τ
Da, xb, D)Qϕ

ε,τ (D, x)u (1.12)

Qϕ
ε,τ (x,D)P (x,D)(u) = P (xb, D + iτ∇ϕ− ε(∇2ϕ)Da)Q

ϕ
ε,τ (D, x)u (1.13)
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Remarque 1.2.3 Dans les calculs qui suivent on remplace les coefficients de P par les

sommes partielles de leur série de Taylor au voisinage de xa = 0. Dans l’égalité (1.13)

P est à coefficients réels indépendants de xa.

Preuve : Montrer (1.11) c’est montrer

eτϕPe−τϕw = Pτ (x,D)w

avec w = eτϕu ce qui est équivalent à

∑
|α|≤m

aα(x)

j=n∏
j=1

(eτφD
αj

j e
−τϕ)w =

∑
|α|≤m

aα(x)

j=n∏
j=1

(Dj + iτ∂jϕ)αjw

il suffit donc d’établir l’égalité suivante :

eτϕDk
j e
−τϕw = (Dj + iτ∂jϕ)kw , ∀k ≥ 1, k ∈ N, j = 1, ... , n

cette égalité est établie en faisant un raisonnement par récurrence sur k.

∗ Pour k = 1

(eτϕDje
−τϕ)w = eτϕ

1

i
∂j(e

−τϕw)

= Djw + iτ∂jϕw = (Dj + iτ∂jϕ)w

∗ k > 1

On suppose que

eτϕDk
j e
−τϕw = (Dj + iτ∂jϕ)kw

et on montre que

eτϕDk+1
j e−τϕw = eτϕDj(D

k
j e
−τϕw)

= (eτϕDje
−τϕ)(eτϕDk

j e
−τϕw)

= (eτϕDje
−τϕ)(Dj + iτ∂jϕ)kw

= (Dj + iτ∂jϕ)(Dj + iτ∂jϕ)kw

= (Dj + iτ∂jϕ)k+1w

17



Prouver (1.12) c’est prouver l’égalité suivante

e−
ε
2τ
|Da|2xαau = (xa + i

ε

τ
Da)

αe−
ε
2τ
|Da|2u (1.14)

on fait la démonstration par récurrence sur α.

∗ Pour αj telle que |αj| = 1; 1 ≤ j ≤ na on a

e−
ε
2τ
|Da|2(xju)(x) = (2π)−

n
2

∫
Rna

∫
Rna

ei(xj−yj)ξje−
ε
2τ
|ξa|2yju(ya, xb)dyadξa =

−(2π)−
n
2

∫
Rna

∫
Rna

ei(xj−yj)ξje−
ε
2τ
|ξa|2(xj − yj)u(ya, xb)dξadya+

(2π)−
n
2

∫
Rna

∫
Rna

xje
i(xj−yj)ξje−

ε
2τ
|ξa|2u(ya, xb)dyadξa

on fait une intégration par parties sur le terme de la deuxième ligne, par rapport à ξj

on obtient :

e−
ε
2τ
|Da|2(xju)(x) = i

ε

τ
(2π)−

n
2

∫
Rna

∫
Rna

ξje
i(xj−yj)ξje−

ε
2τ
|ξa|2u(ya, xb)dyadξa+

(2π)−
n
2

∫
Rna

∫
Rna

xje
i(xj−yj)ξje−

ε
2τ
|ξa|2u(ya, xb)dyadξa

= (xj + i
ε

τ
Dj)e

− ε
2τ
|Da|2u(x)

∗ on suppose (1.14) vraie pour α telle que |α| > 1. Soit α′ = α+αj où |αj| = 1; 1 ≤ j ≤ na

On a :

e−
ε
2τ
|Da|2xα

′

a u(x) = e−
ε
2τ
|Da|2xαj

a x
α
au(x)

= (xj + i
ε

τ
Dj)

αje−
ε
2τ
|Da|2xαau(x)

= (xj + i
ε

τ
Dj)

αj(xa + i
ε

τ
Da)

αe−
ε
2τ
|Da|2u(x)

= (xa + i
ε

τ
Da)

α′e−
ε
2τ
|Da|2u(x) (c.q.f.d.)

Preuve de (1.13) : Comme ϕ est un polynôme du second degré alors

∂jϕ(x) =
k=n∑
k=1

ajkxk + bj et ∂jkϕ(x) = ajk ; 1 ≤ j ≤ n
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(1.13) ⇔

{
e−

ε
2τ
|Da|2(eτϕDαu) =

(D + i∇ϕ− ε∇2ϕD
′′
)αe−

ε
2τ
|Da|2(eτϕu)

On démontre cette égalité par réccurence sur α

• |α| = 1, on pose w = eτϕu et A = e−
ε
2τ
|Da|2(eτϕDju)(x)

on utilise d’abord l’égalité (1.11)

A =

∫
Rna

(
K(xa, ya)(Dj + iτ

∑
1≤k≤na

ajkyk + iτ
∑

na≤k≤n

ajkxk + iτbj)w(ya, xb)
)
dya

= Dj

∫
Rna

K(xa, ya)w(ya, xb)dya + iτ(
∑

na≤k≤n

ajkxk + bj)

∫
Rna

K(xa, ya)w(ya, xb)dya

− ε
∑

1≤k≤na

ajkDk

∫
Rna

K(xa, ya)w(ya, xb)dya + iτ
∑

1≤k≤na

ajkxk

∫
Rna

K(xa, ya)w(ya, xb)dya

= (Dj + iτ∂jϕ− ε(∇2ϕDa)j)e
− ε

2τ
|Da|2eτϕu(x)

d’où

e−
ε
2τ
|Da|2(eτϕDju) = (Dj + iτ∂jϕ− ε(∇2ϕDa)j)e

− ε
2τ
|Da|2eτϕu

• |α| > 1, on suppose le résultat vrai pour α telle que |α| ≤ l. Soit α′ = α + αj où

|αj| = 1 on obtient

( D + i∇ϕ− ε∇2ϕD
′′
)αe−

ε
2τ
|Da|2(eτϕu)

= (D + i∇ϕ− ε∇2ϕD
′′
)αj(D + i∇ϕ− ε∇2ϕD

′′
)αe−

ε
2τ
|Da|2(eτϕu)

= (Dj + iτ∂jϕ− ε(∇2ϕDa)j)e
− ε

2τ
|Da|2eτϕDαu(x)

= e−
ε
2τ
|Da|2(eτϕ)DjD

αu(x)

1.3 Géométrie des hypersurfaces

Définition 1.3.1 Soient x0 ∈ Ω et ϕ une fonction de classe C2 définie sur Ω à valeurs

réelles telle que ∇ϕ(x0) 6= 0. Alors l’ensemble

S = {x ∈ Ω, ϕ(x) = ϕ(x0)} (1.15)

définit une hypersurface dans le voisinage de x0, régulière et orientable, qu’on appelle

aussi surface de niveau de ϕ en x0.
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On note

S+ = {x ∈ Ω, ϕ(x) > ϕ(x0)} et S− = {x ∈ Ω, ϕ(x) < ϕ(x0)}

1.3.1 I) Surfaces caractéristiques :

Définition 1.3.2 S définie par (1.15) est dite caractéristique en x0 pour P si

(x0,∇ϕ(x0)) ∈ Vp

(même définition que dans [10])

Exemple 1.3.1 On considère l’équation des ondes :

∂2
t u− ∂2

xu = 0

On a

P (∂t, ∂x) = ∂2
t − ∂2

x

son symbole principal est donné par

p(s, ξ) = −s2 + ξ2 s est la variable duale de t

alors si ϕ(t, x) = x− t

S = {(t, x) ∈ R2/ϕ(t, x) = 0}

est caractéristique pour P en tous ses points.

1.3.2 II) Surfaces non caractéristiques

Définition 1.3.3 S définie par (1.15) est non caractéristique en x0 pour P si

(x0,∇ϕ(x0)) 6∈ Vp

autrement dit si p(x0,∇ϕ(x0)) 6= 0.

Définition 1.3.4 toute surface non caractéristique (respectivement caractéristique) en

tous ses points est appellée surface non caractéristique (respectivement

surface caractéristique).

Dans l’exemple précédent S est caractéristique.
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1.3.3 III) Surfaces et fonctions pseudo-convexes

Remarque 1.3.1 Dans la suite p déignera le symbole principal de P .

Définition 1.3.5 (fonctions fortement pseudo-convexes) Soit Γ un sous-ensemble

du fibré cotangant T ∗Rn. Soit ϕ une fonction définie sur Ω à valeurs réelles, de classe

C2. On dit que ϕ est fortement pseudo-convexe en x0 par rapport à P dans Γ si et

seulement si :

{p̄ (x0, ξ − iτ∇ϕ), p (x0, ξ + iτ∇ϕ)}/(2τi) > c(ξ2 + τ 2)m−1 (1.16)

dans

{ p (x0, ξ + iτ∇ϕ) = 0 : (x0, ξ) ∈ Γ, τ ≥ 0, (ξ, τ) 6= 0} (1.17)

Définition 1.3.6 (surfaces fortement pseudo-convexes) Soit Γ un sous-ensemble

du fibré cotangant T ∗Rn . Soient x0 ∈ Ω et S une hypersurface comme dans (1.15), on

dit que S est fortement pseudo-convexe en x0 pour P dans Γ si et seulement si :

Re{p̄, {p, ϕ}}(x0, ξ) > 0 pour tout (x0, ξ) ∈ Γ, ξ 6= 0 ; p (x0, ξ) = {p, ϕ}(x0, ξ) = 0

(1.18)

{p̄ (x0, ξ − iτ∇ϕ), p (x0, ξ + iτ∇ϕ)}/(2τi) > c(ξ2 + τ 2)m−1 pour tout (x0, ξ) ∈ Γ, τ > 0

vérifiant : p (x0, ξ + iτ∇ϕ) = {p (x0, ξ + iτ∇ϕ), ϕ} = 0 (1.19)

Les deux théorèmes suivants montrent la stabilité de la notion de pseudo-convexité

forte par rapport à de petites perturbations.

Théorème 1.3.1 Soit P un opérateur à coefficients réels dont le symbole principal est

de classe C1. On suppose que la surface de niveau de

ϕ ∈ C2(Ω̄) est fortement pseudo-convexe par rapport à P dans Γ en x0. Alors il existe

ε > 0 et δ > 0 tels que toute fonction ψ ∈ C2(Ω̄) vérifiant

|Dα(ϕ− ψ)| < ε pour x ∈ B(x0, δ) , |α| ≤ 2 (1.20)

posséde une surface de niveau fortement pseudo-convexe en tout point de B(x0, δ).
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Pour la preuve voir [6] théorème 8.6.1 page 204.

Théorème 1.3.2 Soit P un opérateur à coefficients réels. On suppose le

symbole principal de P de classe C1, et que la surface de niveau de

ϕ ∈ C2(Ω̄) fortement pseudo-convexe par rapport à P dans Γ en x0. Alors il existe ε > 0

tel que la surface de niveau de ϕ est fortement pseudo-convexe par papport à P̃ dans Γ

en x0 pourvu que

|Dβ(aα(x0)− ãα(x0))| ≤ ε pour |β| ≤ 1 , |α| = m, (1.21)

où (ãα) désigne les coefficients de P̃ .

Remarque 1.3.2 On a les assertions suivantes

a) La définition 1.3.6 est indépendante du choix de la fonction ϕ représentant la surface

S, en effet si on remplace ϕ par aϕ avec a > 0, ceci ne changera rien.

b) Toute C2 surface S est fortement pseudo-convexe en tous ses points pour tout opérateur

elliptique du second ordre.

c) Si P est du type principal normal (voir définition 1.2.7), Toute surface (régulière),

de niveau d’une fonction fortement pseudo-convexe est une surface fortement pseudo-

convexe.

d) De même toute surface fortement pseudo-convexe est une surface de niveau d’une

fonction fortement pseudo-convexe si P est comme ci-dessus.

Pour la démonstration voir [8].

Exemple 1.3.2 P = ∆, i.e. p(x, ξ) = |ξ|2, Γ = Rn le calcul donne

{p̄, {p, ϕ}}(x0, ξ) = 4ξTϕ′′(x0)ξ

cette égalité montre que la première condition de pseudo-convexité forte est la même que

la condition de convexité de ϕ. Cette condition est non significative ici car VP = φ.
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1.3.4 Interprétation géométrique de la notion de pseudo-convexité

Soit Hp le champ Hamiltonien associé à p, p symbole réel.

Hp =
∂p

∂ξ
(x, ξ)

∂

∂x
− ∂p

∂x
(x, ξ)

∂

∂ξ

si les coefficients de p sont réguliers, (au moins C2) les trajectoires deHp définies par
x′i(t) = ∂p

∂ξi
(x(t), ξ(t)) ; 1 ≤ i ≤ n

x(0) = x0

ξ′i(t) = − ∂p
∂xi

(x(t), ξ(t))

ξ(0) = ξ0

sont déterminées d’une façon unique et sont appellées lignes bicaractéristiques, ou tout

simplement bicaractéristiques, lorsque celles ci sont contenues dans Vp, on les appele

bicaractéristiques nulles.

Le crochet de Poisson défini précédemment s’écrit {p, ϕ} = Hpϕ = −Hϕp. Dans le

cas où p est réel, le crochet de Poisson posséde une interprétation géométrique, à savoir

{p, ϕ} est la dérivée de ϕ le long des bicaractéristiques de p.

En effet ; si on pose {
g(t) = ϕ(x(t))

g(0) = ϕ(x0)
(1.22)

un premier calcul donne

{p, ϕ}(x(t), ξ(t)) =
i=n∑
i=1

∂p

∂ξi
(x(t), ξ(t))

∂ϕ

∂xi
(x(t))−

i=n∑
i=1

∂p

∂xi
(x(t), ξ(t))

∂ϕ

∂ξi
(x(t))︸ ︷︷ ︸
=0

=
i=n∑
i=1

∂p

∂ξi
(x(t), ξ(t))︸ ︷︷ ︸

=x′i(t)

∂ϕ

∂xi
(x(t))

=
i=n∑
i=1

∂ϕ

∂xi
(x(t))x′i(t) = ϕ′(x(t)) = g′(t)

en particulier

{p, ϕ}(x0, ξ0) = g′(0)
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Un second calcul donne

g′′(t) = ϕ′′(x(t)) =
∂

∂t
(ϕ′(x(t))) =

∂

∂t
{p, ϕ}(x(t), ξ(t))

=
∑

1≤i≤n

(
∂

∂xi
{p, ϕ}x′i(t) +

∂

∂ξi
{p, ϕ}ξ′i(t))

=
∑

1≤i≤n

(
∂

∂xi
{p, ϕ} ∂p

∂ξi
(x(t), ξ(t)) +

∂

∂ξi
{p, ϕ} ∂p

∂xi
(x(t), ξ(t))) = {p, {p, ϕ}}(x(t), ξ(t))

en particulier

g′′(0) = {p, {p, ϕ}}(x0, ξ0)

un développement de Taylor de g au voisinage de 0 donne

ϕ(x(t)) = g(t) = ϕ(x0) +
1

2
g′′(0)t2 +O(t3)

La condition de pseudo-convexité s’écrit alors :

g′′(o) > 0 la où p(x0, ξ0) = g′(0) = 0 (1.23)

c’est à dire

ϕ(x(t)) > ϕ(x0), t 6= 0

la condition de pseudo-convexité veut dire que ϕ restreinte aux bicaractéristiques nulles

tangentes à sa surface de niveau est strictement convexe en x0 et que ϕ(x) > ϕ(x0) pour

x trés voisin de x0.
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Chapitre 2

Quelques résultats concernant les

espaces H
r,k
τ (Rn)

2.1 Résultat 1

Soit M un ouvert de Rn et r ∈ N.

Définition 2.1.1 Sur Cr(M) on définit la famille de normes équivalentes :

|f |Cr
τ (M) =

∑
|α|≤r

τ−|α||Dαf |L∞(M)

Cette définition est motivée par la proposition suivante

Proposition 2.1.1 Soit r ∈ Z.

a)Il existe c indépendante de τ , pour tout u tel que le terme de droite soit fini telle que

|fu|r,0,τ ≤ c |f |
C
|r|
τ (Rn)

|u|r,0,τ (2.1)

b) Soit δ > 0. Alors il existe une constante c > 0 indépendante de τ telle que :

|fu|r,0,τ ≤ c |f |
C
|r|
τ (B(0,δ))

|u|r,0,τ (2.2)

pour tout τ , tel que δτ ≥ 1, et tout u à support dans B(0, δ), tel que le terme de droite

soit fini. B(0, δ) désigne la boule (dans Rn) de centre x = 0 et de rayon δ.
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Preuve de la partie a)

i) r ∈ N,
grâce à la formule de Leibnitz il vient :

|fu|2r,0,τ =
∑
|α|≤r

τ 2(r−|α|)|Da
α(fu)|2L2(Rn)

=
∑
|α|≤r

τ 2(r−|α|)|
∑
β≤α

Cβ
αDa

α−βfDa
βu|2L2(Rn)

≤ C
∑

|β|≤|α|≤r

τ 2(r−|α|)Cβ
α |Dα−β

a f |2L∞(Rn)|Dβ
au|2L2(Rn)

≤ C(
∑
|β|≤r

τ 2(r−|β|)|Dβ
au|2L2(Rn))(

∑
|β|≤|α|≤r

τ−2(|α|−β)|Dα−β
a f |2L∞(Rn))

≤ C|u|2r,0,τ
∑
|γ|≤r

τ−2|γ||Dγ
af |2L∞(Rn)

≤ C|u|2r,0,τ |f |2Cr
τ (M)

ii) r ∈ Z, r < 0,

On donne d’abord le théorème suivant [11]

Théorème 2.1.1 Pour tout réel r, l’espace H−r
τ (Rn) s’identifie canoniquement au dual

de Hr
τ (Rn). En particulier, toute distribution u dans H−r

τ (Rn) se prolonge de façon

unique en une forme linéaire continue sur Hr
τ (Rn) définie par

∀v ∈ Hr
τ (Rn)

< u, v >−r,r=< (τ 2 + |ξ|2)
−r
2 û, (τ 2 + |ξ|2)

r
2 v̂ >=< u, v >L2(Rn)

Réciproquement, pour toute forme linéaire continue l sur Hr
τ (R

n), il existe une unique

distribution u dans H−r
τ (Rn) telle que ∀v ∈ Hr

τ (R
n) ; l(v) =< u, v > . On écrira

Hr
τ (R

n)′ = H−r
τ (Rn)

On revient à ii) : r ∈ Z, r < 0.

La démonstration se fait par dualité en utilisant le cas r ∈ N ; (ici −r ∈ N)

|fu|r,0,τ = sup
g∈H−r; g 6=0

| < fu, g > |
|g|−r,0,τ
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| < fu, g > | = |
∫

Rn

f(x)u(x)g(x)| = |
∫

Rn

u(x)f(x)g(x)| = | < u, fg > |,

donc

| < fu, g > | ≤ |u|r,0,τ |fg|−r,0,τ ≤ |u|r,0,τ |f |C−r
τ
|g|−r,0,τ

On a la dernière inégalitè grâce à a), −r ∈ N ; donc :

| < fu, g > |
|g|−r,0,τ

≤ |u|r,0,τ |f |C−r
τ (Rn) = |u|r,0,τ |f |C|r|τ (Rn)

d’où le résultat recherché.

Preuve de la partie b)

|fu|2r,0,τ =

∫
Rn

|(D2
a + τ 2)

r
2f(x)u(x)|2dx

=

∫
B(0, δ)

|
(
(
1

i
)2
∑

1≤j≤na

∂2

∂x2
j

+ τ 2
) r

2
f(x)u(x)|2dx

=

∫
B(0, δ)

τ r|
(
(
1

i
)2
∑

1≤j≤na

∂2

∂(τxj)2
+ 1
) r

2
f(x)u(x)|2dx

grâce à un changement de variables (on pose y = τx) on a :

|fu|2r,0,τ = τ r−n
∫
B(0, δτ)

|(D2
a + 1)

r
2f(

y

τ
)u(

y

τ
)|2dy

on pose δτ = δ1 et donc la condition δτ ≥ 1 est équivalente à δ1 ≥ 1.

Soit maintenant la fonction f1(x) = f(x
τ
), f1 à support dans B(0, δ1), δ1 ≥ 1, ceci

permet de la prolonger à f̃ ∈ Cr(Rn) à support dans B(0, 2δ1) telle que :

|f̃ |Cr(Rn) ≤ c |f1|Cr(B(0, δ1))

ce qui implique

|f̃ |Cr
τ (Rn) ≤ c |f1|Cr

τ (B(0, δ1))

avec c indépendante de δ1, δ1 ≥ 1,

|fu|r,0,τ = τ r−n|f̃u1|r,0,τ (u1(x) = u(
x

τ
) et supp u1 ⊂ B(0, δ1))
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or d’aprés a) :

|f̃u1|r,0,τ ≤ c |f̃ |
C
|r|
τ (Rn)

|u1|r,0,τ ≤ cτn−r |f̃ |
C
|r|
τ (Rn)

|u|r,0,τ

mais

|f̃ |Cr
τ (Rn) ≤ c |f1|Cr

τ (B(0, δ1)) ≤ c|f |Cr
τ (B(0, δ))

et donc

|f̃ |
C
|r|
τ (Rn)

≤ c|f |Cr
τ (B(0, δ))

d’où le résultat.

2.2 Résultat 2

Théorème 2.2.1 Soient γ = max{δε, δε−1}, c1 > 0. on suppose γ < 1, r ≥ 0. Alors

il existe une constante c = c(k, r, c1) telle que pour toute fonction régulière u à support

dans B(0, δ) et pour τ assez grand on ait :

|(xa + i
ε

τ
Da)

αv|2k,τ ≤ (cγ)|α|(|v|2k,τ + e−c1δτ |u|2−r,k,τ ) (2.3)

Preuve : Dans les estimations ci-dessous, on note c toute constante dépendante de

r, k, c1 et d toute constante pouvant dépendre de ε, δ.

Comme ϕ(0) = 0 alors il existe c2 > 0 telle que ϕ(x) ≤ c2|x| pour |x| ≤ δ. On rappelle

que

v = e
−ε
2τ
|Da|2(eτϕu)

La démonstration se fait en trois étapes.

Étape 1 : On montre (2.3) pour k = o, |α| = 1.

On pose

w = eτϕu

Lemme 2.2.1 Pour δτ ≥ 1 l’inégalité(2.3) est réduite à

|(xa + i
ε

τ
Da)v|20,τ ≤ (cγ)(|v|20,τ + e−c1δτ |w|2−r,0,τ ) (2.4)
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Preuve du lemme 2.2.1 la proposition 2.1.1 nous donne

|w|−r,0,τ ≤ c |eτϕ|Cr
τ (B(0,δ))|u|−r,0,τ

≤ c
∑
|α|≤r

τ−|α||Dαeτϕ|L∞(B(0, δ))|u|−r,0,τ

≤ ceτϕ(x)
∑
|α|≤r

|Dαϕ|L∞(B(0, δ))|u|−r,0,τ

D’une part Dαϕ, |α| ≤ r, est continue sur B(0, δ) qui est compacte, donc bornée et

atteint ses bornes . D’autre part |ϕ(x)| ≤ c2|x|, pour |x| ≤ δ, d’où

|eτϕ|Cr
τ (B(0,δ)) ≤ Cec2δτ

et

|w|−r,0,τ ≤ Cec2δτ |u|−r,0,τ

et le lemme en découle si on renote c1 := c1 + 2c2.

Preuve du théorème 2.2.1(suite) Comme on l’a vu précédemment

v(x) =

∫
Rna

k(xa, ya) w(ya, xb) dya

=

∫
Ba

k(xa, ya) w(ya, xb) dya

où

Ba = {xa ∈ Rna , |xa| ≤ δ}

Donc :

|v(x)| = | < k(xa, .), w(., xb >−r,r |

≤ |k(xa, .)|r,0,τ (Ba) |w(., xb)|−r,0,τ

d’où estimer |v(x)| revient à estimer la quantité

|k(xa, .)|r,0,τ (Ba)
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|k(xa, .)|r,0,τ = (
∑
|α|≤r

τ 2(r−|α|)|Dα
aK(xa, .)|2L2(Ba))

1
2

= (
∑
|α|≤r

τ 2rτ−2|α|
∫
Ba

|Dα
aK(xa, .)|2dya)

1
2

≤ τ r
( ∑
|α|≤r

τ−2|α||Dα
aK(xa, .)|2L∞ (Ba)

) 1
2

∫
Ba

1 dya

≤ δnaτ r(
∑
|α|≤r

τ−|α||Dα
aK(xa, .)|L∞(Ba))

D’où

|k(xa, .)|r,0,τ ≤ δnaτ r|k(xa, .)|Cr
τ (Ba)

mais

|k(xa, .)|Cr
τ (Ba) =

∑
|α|≤r

τ−|α||Dαk(x, .)|L∞(Ba(0,δ))

≤ (
τ

2πε
)

na
2

∑
|α|≤r

(
τ

2ε
)|α|τ−|α|

∏
1≤j≤na

|(xj − yj)
αj |e−

τ
2ε

(xa−ya)2

≤ τ
na
2 cε−(na

2
+r)︸ ︷︷ ︸

dε

∑
|α|≤r

∏
1≤j≤na

(|xj|+ |yj|)αje−
τ
2ε

(|xa|−δ)2

≤ dετ
na
2

∑
|α|≤r

∏
1≤j≤na

(|xa|+ |ya|)αje−
τ
2ε

(|xa|−δ)2

≤ dετ
na
2

∑
|α|≤r

(|xa|+ 1)|α|e−
ε
2τ

(|xa|−δ)2

≤ dεrτ
na
2 (|xa|+ 1)re−

ε
2τ

(|xa|−δ)2

Or

(|xa|+ 1)r ≤ r(|xa|r + 1)

on renote r2dε := dε et on obtient la majoration

|k(xa, .)|Cr
τ (Ba) ≤ dετ

na
2 (1 + |xa|r)e−

ε
2τ

(|xa|−δ)2

finalement on a l’estimation suivante pour |v(x)|

|v(x)| ≤ δnadετ
r+na

2 (1 + |xa|r)e−
ε
2τ

(|xa|−δ)2|w(., xb)|−r,0,τ (2.5)
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Pour estimer |xav|20, on décompose Rn en : A = { |xa| ≤ 2δ + 4c3
√
δε} et Ac ; c3 est à

choisir plus tard et on a :

|xav|2L2(A) ≤ (2δ + 4c3
√
δε)2|v|20,τ

Par définition

γ = δε ou γ = δε−1

dans les deux cas on a

δ <
√
δ <

√
γ

ce qui donne

(2δ + 4c3
√
δε)2 ≤ γ(2 + 4c3)

2

on peut toujours trouver c > 0 telle que (2 + 4c3)
2 ≤ c c23

d’où |xav|2L2(A) ≤ c c23γ|v|20,τ (2.6)

on estime maintenant

|xav|2L2(Ac)

Grâce à la majoration (2.5) il vient :

|xav|2L2(Ac)

=

∫
Ac

|xa|2|v(x)|2dx

≤ d τ 2r+na

∫
Ac

|xa|2(1 + |xa|r)2e−
ε
τ
(|xa|−δ)2|w(., xb)|2−r,0,τdx

≤ d′ τ 2r+na

∫
Ac

(1 + |xa|2r+2)e−
ε
τ
(|xa|−δ)2dxa |w|2−r,0,τ

mais l’intégrale ci-dessus est bornée par∫
Ac τ r+na(1 + |xa|2r+2)e−

ε
τ
(|xa|−δ)2dxa

≤
∫
Ac

τ r+na(1 + |xa|2r+2)e−
ε
4τ

(|xa|−δ)2dxa

≤ e−2c23δτ

∫
Ac

τ r+na(1 + |xa|2r+2)e−
ε
8τ

(|xa|−δ)2dxa

≤ d τ r+na e−2c23δτ
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d’où :

|xav|2L2(Ac) ≤ d τ r+na e−2c23δτ |w|2−r,0,τ (2.7)

en combinant cette inégalitè avec (2.6) on obtient :

|xav|2L2 ≤ c c23γ|v|20,τ + d τ r+na e−2c23δτ |w|2−r,0,τ

on choisit c3 et τ assez grand tels que 2 c23 > c1 et d τ r+na ≤ γ e(−c1+2c23)δτ .

On a alors

|xav|20,τ ≤ (cγ)(|v|20,τ + e−c1δτ |w|2−r,0,τ ) (2.8)

Pour estimer i ε
τ
Dav on partage l’espace Rna de la variable de Fourier ξa en deux parties :

{ |ξa| ≤ 2c4

√
δ
ε
τ} et { |ξa| ≥ 2c4

√
δ
ε
τ}

| ε
τ
Dav|20,τ ≤ 4c24δε|v|20,τ + |1{|ξa|≥2c4

√
δ
ε
τ}
ε

τ
ξae

− ε
2τ
ξ2aw|20,τ

≤ 4c24δε|v|20,τ + ( sup
{|ξa|≥2c4

√
δ
ε
τ}

ε

τ
|ξa|(|ξa|2 + τ 2)

r
2 e−

ε
2τ
ξ2a)2|w|2−r,0,τ

pour τ assez grand le sup du deuxième terme est atteint en |ξa| = 2c4

√
δ
ε
τ.

En effet ;

Soit f : R+ → R la fonction définie par :

f(x) =
ε

τ
x(x2 + τ 2)

r
2 e−

ε
2τ
x2

sa fonction dérivée f ′ est donnée par

f ′(x) =
ε

τ
(x2 + τ 2)

r
2
−1(− ε

τ
x2(x2 + τ 2) + (r + 1)x2 + τ 2)

f ′(x) est du même signe que

(− ε
τ
x2)(x2 + τ 2) + (r + 1)x2 + τ 2

≤ (− ε
τ
x2)(x2 + τ 2) + (r + 1)(x2 + τ 2) ; r ≥ 0

≤ (− ε
τ
x2 + r + 1)(x2 + τ 2)
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le dernier terme est du même signe que

(− ε
τ
x2 + r + 1)

(− ε
τ
x2 + r + 1) ≤ 0 ⇔ x ≥

√
τ(r + 1)

ε

comme 2c4
δ
ε
τ ≥

√
τ(r+1)

ε
pour τ assez grand alors ;

f ′(|ξa|) ≤ 0 sur {|ξa| ≥ 2c4

√
δ
ε
τ}.

C-à-d f ′ est décroissante sur cet ensemble

donc :

| ε
τ
Dav|20,τ ≤ 4c24δε|v|20,τ + d τ 2r e−2c24δτ |w|2−r,0,τ

on choisit c4 et τ assez grand tels que 2c24 > c1 et dτ 2r ≤ γe(−c1+2c4)δτ par conséquent :

| ε
τ
Dav|20,τ ≤ (cγ)(|v|20,τ + e−c1δτ |w|2−r,0,τ ) (2.9)

en combinant cette inégalité avec (2.8) on obtient (2.3).

Étape 2 : On montre (2.3) pour k = 0 et α arbitraire.

Lemme 2.2.2 Pour α multi-indice on choisit une suite

0 = β0 < β1 < ... < β|α|, |βj+1 − βj| = 1.

Alors pour tout 0 ≤ j ≤ |α| on a :

|(xa + i
ε

τ
Da)

αv|20,τ ≤ (cγ)|α||v|20,τ + e−c1δτ (

j=|α|∑
j=0

(cγ)|α|−|βj ||xβj
a u|2−r,0,τ ) (2.10)

Preuve

(xa + i
ε

τ
Da)

βj+1v = (xa + i
ε

τ
Da)

βj+1−βj(xa + i
ε

τ
Da)

βj e−
ε
2τ
D2

aeτϕu

= (xa + i
ε

τ
Da)

βj+1−βj e−
ε
2τ
D2

aeτϕ(xβj
a u)

33



On a la deuxième égalité grâce au lemme (1.2.1).

En appliquant l’étape 1 ( k = 0, |α| = 1 ) à la fonction x
βj
a u il vient :

|(xa + i
ε

τ
Da)

βj+1v|20,τ ≤ (cγ)( |(xa + i
ε

τ
Da)

βjv|20,τ + e−c1δτ |xβj
a u|2−r,0,τ )

en itérant ce processus on arrive à :

|(xa + i
ε

τ
Da)

αv|20,τ ≤ (cγ)|α||v|20,τ + e−c1δτ (

j=|α|∑
j=0

(cγ)|α|−|βj ||xβj
a u|2−r,0,τ )

d’où le lemme.

À présent on estime le terme |xβj
a u|2−r,0,τ . En appliquant la proposition (2.1.1) on obtient :

|xβj
a u|2−r,0,τ ≤ |xβj

a |Cr
τ (B(0,δ))|u|2−r,0,τ

|xβj
a |Cr

τ (B(0,δ)) =
∑

|γ|≤|βj |

τ−|γ||Dγ
a x

βj
a |L∞(B(0,δ))

≤ |xβj
a |L∞(B(0,δ)) + τ−1|βj| |xβj−1

a |L∞(B(0,δ)) + ...

+ τ−|βj ||βj| ...β1| 1

≤ δ|βj | + τ−1|βj| δ|βj−1| + ...

+ τ−|βj ||βj| ... |β1|δ0

d’où : |xβj
a u|2−r,0,τ ≤ c(δ + τ−1)2|βj ||βj|2r|u|2−r,0,τ .

soit c telque |βj|2r ≤ c 2|βj | ce qui implique :

|(xa + i
ε

τ
Da)

αv|20,τ ≤ (cγ)|α||v|20,τ + e−c1δτ (cγ + 2(δ + τ−1)2)|α||u|2−r,0,τ

pour τ ≥ δ−1 on a

(cγ + 2(δ + τ−1)2)|α| ≤ (cγ + 8δ2)|α| ≤ ((c+ 4)2δ2)|α| ≤ ((c+ 4)2γ)|α|

D’où l’inégalité recherchée c-à-d :

|(xa + i
ε

τ
Da)

αv|20,τ ≤ (c(c+ 4)γ)|α|(|v|20,τ + e−c1δτ |u|2−r,0,τ ) (2.11)
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Étape 3 : On montre (2.3) pour k arbitraire. Il suffit de montrer l’inégalitè suivante :

|Dβ(xa + i
ε

τ
Da)

αv|20,τ ≤ (cγ)|α|(|v|2|β|,τ + e−c1δτ |w|2−r,|β|,τ ) (2.12)

pour tout β tel que |β| ≤ k. On calcule

Dβ(xa + i
ε

τ
Da)

αv =
∑

z≤ βa, αa

(βz )D
z(xa + i

ε

τ
Da)

αDβ−zv

=
∑

z≤ βa, αa

(βz )(
1

i
)|z|

α!

(α− z)!
(xa + i

ε

τ
Da)

α−zDβ−zv

=
∑

z≤ βa, αa

i−|z| z! (βz ) (αz ) (xa + i
ε

τ
Da)

α−zDβ−zv

=
∑

z≤ βa, αa

i−|z| z! (βz ) (αz ) (xa + i
ε

τ
Da)

α−ze−
ε
2τ
D2

aeτϕ(D − iτ∇ϕ)β−zu

la dernière égalité est due au lemme 1.2.1.

Il suffit maintenant d’appliquer 2.3 étape 2 pour chacun des termes ci-dessus

|Dβ(xa+i
ε

τ
Da)

αv|0,τ ≤
∑

z≤βa, αa

z!(cγ)
|α−z|

2 τ−|z|τ |z|(|Dβ−zv|0,τ+e−c1δτ |(D−iτ∇ϕ)β−zu|−r,0,τ )

or

τ−2|z||v|2|β|,τ = τ−2|z|
∫

(τ 2 + |ξ|2)|β||v̂(ξ)|2dξ ≥
∫

(τ 2 + |ξ|2)|β|

(τ 2 + |ξ|2)|z|
|v̂(ξ)|2dξ

≥
∫

(τ 2 + |ξ|2)|β|−|z||v̂(ξ)|2dξ = |Dβ−zv|20,τ

et de la même façon on montre que

|(D + iτ∇ϕ)β−zu|2−r,0,τ ≤ τ−2|z||u|2−r,|β|,τ

et comme ∑
z≤βa, αa

z!(cγ)
|α−z|

2 τ−|z| ≤ ck(
√
cγ + τ−1)|α|

On a :

|Dβ(xa + i
ε

τ
Da)

αv|0,τ ≤ ck(
√
cγ + τ−1)|α|(|v||β|,τ + e−c1δτ |u|−r,|β|,τ )

pour τ suffisamment grand : τ−1 ≤ δ <
√
γ

|Dβ(xa + i
ε

τ
Da)

αv|20,τ ≤ ck((c+ 1)γ)|α|(|v|2|β|,τ + e−c1δτ |u|2−r,|β|,τ ). c.q.f.d.
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2.3 Résultat 3

Proposition 2.3.1 Soient k un entier positif, c1 > 0 et γ = max{δε, δε−1}. Alors il

existe une constante c telle que pour toute fonction régulière u à support dans |x| ≤ δ et

pour τ assez grand on ait :

||Dk
a|v|20,τ ≤ cγτ 2k(|v|20,τ + e−c1δτ |u|2−r,0,τ ). (2.13)

Preuve : Comme précédemment cette inégalité est réduite à la suivante ;

||Dk
a|v|20,τ ≤ cγτ 2k(|v|20,τ + e−c1δτ |w|2−r,0,τ )

pour un c1 différent.

Comme v = e−
ε
2τ
D2

aw, alors

Dk
av = Dk

ae
− ε

2τ
D2

aw

Pour l’estimer on décompose ξa en deux parties complémentaires :

{|ξa| ≤ c5(
δ

ε
)

1
2 τ} = B et Bc = {|ξa| ≥ c5(

δ

ε
)

1
2 τ}

||Dk
a|v|20,τ ≤ cc2k5 τ

2kγk|v|20,τ + sup
Bc

(|ξa|ke−
ε
2τ
|ξa|2(|ξa|2 + τ 2)

r
2 )2|w|2−r,0,τ

le sup est atteint pour ξa = c5(
δ
ε
)

1
2 τ (même raisonnement que dans la preuve du théorème

(2.2.1) donc il suffit de choisir τ assez grand et c5 telle que τ 2r ≤ e(c
2
5−c1)δτ et la propo-

sition est démontrée.
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Chapitre 3

Théorèmes

3.1 Théorèmes classiques

Soit Ω un ouvert de Rn

3.1.1 Théorème de Holmgren

Théorème 3.1.1 Soient P (x,D) un opérateur différentiel à coefficients analytiques,

x0 ∈ Ω et S une hypersurface orientée définie au voisinage de x0 par ϕ(x) = ϕ(x0),

de classe C1 et non caractéristique en x0 pour P . Alors il existe un voisinage de x0,

V ⊂ Ω tel que si u ∈ D′(Rn) solution de P (x,D)u = 0 dans Ω et u ≡ 0 dans {x ∈
Ω, ϕ(x) > ϕ(x0)}. Alors u ≡ 0 dans V (voir [8]).

3.1.2 Théorème de Hörmander

Théorème 3.1.2 Soient P un opérateur différentiel à coefficients réels dont le symbole

principal est de classe C1, x0 ∈ Ω, S une hypersurface orientée définie au voisinage

de x0 par ϕ(x) = ϕ(x0) de classe C2 et fortement pseudo-convexe pour P en x0 dans

Rn. Alors il existe un voisinage de x0, V ⊂ Ω tel que si u ∈ Hm−1(Rn) solution de

P (x,D)u = 0 dans Ω et u ≡ 0 dans {x ∈ Ω, ϕ(x) > ϕ(x0)}. Alors u ≡ 0 dans V (voir

[8] ou [6] théorème 8.9.1 p.224).
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3.2 Théorèmes principaux de ce mémoire

3.2.1 Hypothèses

On pose : Γ = {(x, ξ) ∈ T ∗Ω \ ξa = 0} et pour r ≥ 0 on note par

r# =

{
max{2, nb

r
} si r 6= nb

2

2 + ε si r = nb

2
, ε > 0

l’exposant maximal pour lequel on a Hr
loc(Rnb) ⊂ Lr

#

loc(Rnb) ⊂ L2
loc(Rnb).

L’hypothèse principale sur les coefficients de P s’énonce comme suit :

(P) Pour tout x ∈ Ω il existe un voisinage ouvert A×B de x dans Ω, A ⊂ Rna ,

B ⊂ Rnb tel que :

i) Les coefficients de la partie principale de P (x,D) sont des fonctions analytiques

de A dans C1(B).

ii) Les coefficients des termes d’ordre inférieur de la forme Dα, |α| ≤ m− 1 sont

des fonctions analytiques de A dans L(m−1−|α|)#(B).

On supposera, en plus de (P) une des conditions suivantes :

(A1) Le symbole principal de P est réel et les coefficients de la partie principale

de P sont indépendants de xa.

(A2) Le symbole principal de P est elliptique dans Γ (i.e p(x, ξ) 6= 0 pour (x, ξ) ∈
Γ; ξ 6= 0) et les coefficients de la partie principale de P sont des fonctions entières

de Rna dans C1(Rnb) se comportant, à l’infini comme eεx
2
a c’est à dire

|Dα
a f(xa, .)|C1(Rnb ) ≤M |α|(α!)

1
2

(A3) p(x, ξ + iτ∇ϕ) est elliptique en (x, τ, ξb) dans R+ × Γ.

Remarque 3.2.1 On a repris les mêmes hypothèses que D. Tataru dans son article

[12].
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Remarque 3.2.2 Dans (A3) la condition de pseudo-convexité est vide dans Γ, car

l’ensemble

{ p (x0, ξ + iτ∇ϕ) = 0 : ξ ∈ Γ, τ ≥ 0, (ξ, τ) 6= 0},

est vide voir la définition 1.3.6.

3.2.2 Inégalités de Carleman

Les résultats principaux de ce travail sont les deux théorèmes suivants

Théorème 3.2.1 (Inégalités de Carleman) Soit P (x,D) un opérateur différentiel

vérifiant (P) et une des trois conditions (A1), (A2) ou (A3), dans le domaine Ω ⊂ Rn.

Soit x0 ∈ Ω, r ∈ N et soit ϕ une fonction (polynôme du second degré en x) définie sur

Ω à valeurs réelles. On suppose ϕ fortement pseudo- convexe par rapport à P dans Γ en

x0 et ϕ(x0) = 0. Alors pour tout ε > 0, assez petit, il existe δ > 0 et C > 0 tels que pour

tout τ assez grand on ait pour tout u à support dans un δ-voisinage de x0 et tel que le

terme de droite soit fini

τ |Qϕ
ε,τ (D, x)u|2m−1,τ ≤ C

(
|Qϕ

ε,τ (D, x)P (x,D)u|20,τ + e−δτ (|u|2−r,m−1,τ + |P (x,D)u|2−r,0,τ )
)

(3.1)
1

τ
|Qϕ

ε,τ (D, x)u|2m−1,τ ≤ C
(
|Qϕ

ε,τ (D, x)P (x,D)u|20,τ + e−δτ (|u|2−r,m−1,τ + |P (x,D)u|2−r,0,τ )
)

(3.2)

|Qϕ
ε,τ (D, x)u|2m−1,τ ≤ C

(
|Qϕ

ε,τ (D, x)P (x,D)u|20,τ + e−δτ (|u|2−r,m−1,τ + |P (x,D)u|2−r,0,τ )
)

(3.3)

respectivement dans les cas (A1), (A2) et (A3).

La nouveauté dans les estimations de Carleman précédentes est qu’au lieu d’utiliser un

poids scalaire on utilise un poids pseudo-différentiel.

Comme conséquence du théorème 3.2.1 on obtient le
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3.2.3 Théorème d’ unicité du prolongement de la solution

Théorème 3.2.2 (unicité du prolongement de la solution) Soit P (x,D) un opérateur

différentiel vérifiant (P) et une des trois conditions (A1), (A2) ou (A3) dans le do-

maine Ω ⊂ Rn. Soit x0 ∈ Ω et ϕ une fonction régulière dans Ω telle que ∇ϕ(x0) 6=
0. On suppose aussi que sa surface de niveau S est fortement pseudo-convexe en x0

par rapport à P dans Γ. Alors il existe un voisinage ouvert de x0, V ⊂ Ω tel que

si u ∈ D′(Rna ;Hm−1(Rnb)) est solution de P (x,D)u = 0 dans Ω et u ≡ 0 dans

{x ∈ Ω, ϕ(x) > ϕ(x0)} alors u ≡ 0 dans V.

Ceci veut dire que l’on a l’unicité pour des solutions

u ∈ D′(Rna ;Hm−1
loc (Rnb))

de l’équation P (x,D)u = 0 à travers des surfaces fortement pseudo-convexes pour P

dans Γ. La condition de régularité sur u est, dans un sens, minimale. Elle est de telle

sorte que P (x,D)u soit bien définie comme distribution. (On rappele que les coefficients

de P sont C1 par rapport à xb).

Remarque 3.2.3 Ce résultat est un résultat intermédiaire entre les théorèmes de Hörman-

der et de Holmgren. Si na = 0 alors les coefficients sont seulement C1 et Γ = T ∗Ω, en

utilisant (A1) on retrouve le théorème de Hörmander pour des solutions appartenant

à Hm−1(Rnb). Si nb = 0 alors (A3) est vérifiée et on retrouve le théorème de Holm-

gren pour des solutions appartenant à D′(Rna). On obtient donc une nouvelle preuve

du théorème de Holmgren basée entièrement sur des estimations quantitatives du type

”Carleman”.
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Pour démontrer les théorèmes précédents on a besoin des résultats suivants

3.2.4 L’ inégalité de Garding

Cette inégalité est très importante dans la suite. Elle permet de démontrer le théorème

3.2.4 qui joue un rôle important dans la démonstration des inégalités de Carleman.

Théorème 3.2.3 [8] Soit p(x, ξ, τ) ∈ S2k
τ un symbole vérifiant :

Re p (x, ξ, τ) ≥ c (|ξ|2 + τ 2)k.

Alors il existe c et d telles que pour tout u ∈ Hk(Rn) on a : (P (x,D, τ)u, u) ≥ (c− d
τ
)|u|2k,τ

(. , .) désigne le produit scalaire dans L2.

Théorème 3.2.4 Soit P (x,D, τ) un opérateur différentiel de symbole p(x, ξ, τ) ho-

mogène d’ordre m (en ξ et τ).

(A1) On suppose que p(x, ξ, τ) ∈ C1Smτ , Imp ∈ τ C1Sm−1
τ et {Rep, Imp} > 0 dans

Vp ∩ {ξa = 0}. Alors pour τ assez grand et v ∈ Hm−1(Rn) à support dans un compact

fixé, on a :

|P (x,D, τ)v|20,τ + τ |Dm−1
a v|20,τ ≥ cτ |v|2m−1,τ (3.4)

(A2) On suppose que p(x, ξ, τ) ∈ C1Smτ , et que τ{Rep, Imp} > 0 dans Vp ∩ {ξa = 0}.
Alors il existe d > 0 tel que pour τ assez grand et v ∈ Hm(Rn) à support dans un

compact fixé, on ait :

|P (x,D, τ)v|20,τ +
d

τ
|Dm

a v|20,τ ≥ 2Im < (ReP )v, (ImP )v > (3.5)

+
d

τ
(|P (x,D, τ)v|20,τ + |Dm

a v|20,τ ) ≥
c

τ
|v|2m,τ

(A3) On suppose que p(x, ξ, τ) ∈ C0Smτ et Vp ∩ {ξa = 0} = φ. Alors pour τ assez grand

et v ∈ Hm(Rn), à support dans un compact fixé, on a :

|P (x,D, τ)v|20,τ + τ−1|Dm
a v|20,τ ≥ |v|2m,τ . (3.6)

Preuve : Cas (A1). Grâce à l’homogeneité de p, il existe c > 0 telle que

τ−1{Rep, Imp} > 3 c |(ξ, τ)|2(m−1) dans Vp ∩ {ξa = 0} (3.7)
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On calcule :

|Pv|20,τ = < Pv, P̄ v >=< (ReP + iImP )v, (ReP − iImP )v >

= |(ReP )v|20,τ + |(ImP )v|20,τ + 2Im < (ReP )v, (ImP )v >

≥ 2Im < (ReP )v, (ImP )v >

|Pv|20,τ ≥ τ 2 |Pv|2−1,τ ; donc

2τ−1Im < (ReP )v, (ImP )v > +d (|Pv|2−1,τ + |τ−1(ImP )v|20,τ + |Dm−1
a v|20,τ )

≤ τ−1 |Pv|20,τ (1 + 2 dτ−1) + d |Dm−1
a v|20,τ

≤ c (τ−1 |Pv|20,τ + |Dm−1
a v|20,τ )

d est à choisir plus tard. On pose

FP (v) = 2τ−1Im < (ReP )v, (ImP )v > +d (|Pv|2−1,τ + |τ−1(ImP )v|20,τ + |Dm−1
a v|20,τ )

(3.8)

la preuve est terminée si on montre que :

FP (v) ≥ c |v|2m−1,τ (3.9)

On suppose pour le moment les coefficients de P réguliers , alors FP (v) est de la forme :

FP (v) =< A(x,D, τ)v, v >

où A ∈ OPS2(m−1)
τ est défini par :

A = iτ−1((ReP )∗(ImP )− (ImP )∗(ReP ))

+d (P ∗(D2 + τ 2)−1P + τ−2(ImP )∗(ImP ) + |Da|2(m−1))

En effet :

FP (v) = iτ−1(< (ImP )v, (ReP )v > − < (ReP )v, (ImP )v >)

+d(< (D2 + τ 2)−1Pv, Pv > +τ−2 < (ImP )v, (ImP )v >

42



+ < |Da|m−1v, |Da|m−1v >)

= iτ−1(< (ReP )∗(ImP )v, v > − < (ImP )∗(ReP )v, v >)

+d(< P ∗(D2 + τ 2)−1Pv, v > +τ−2 < (ImP )∗(ImP )v, v >

+ < |Da|2(m−1)v, v >)

Grâce aux propositions 1.2.1 et 1.2.2 le symbole complet de

((ReP )∗(ImP ))− ((ImP )∗(ReP ))

est : ∑
α≥0

(i)−|α|

α!
∂αξ (
∑
β≥0

1

β!
i−|β|∂βx∂

β
ξRep)∂

α
x Imp

−
∑
α≥0

(i)−|α|

α!
∂αξ (
∑
β≥0

1

β!
i−|β|∂βx∂

β
ξ Imp)∂

α
xRep

Comme on cherche le symbole principal, on ne s’intéressera dans la somme ci-dessus

qu’à l’ordre 0 et 1 par rapport à α et β, ce qui donne que le symbole principal de

((ReP )∗(ImP ))− ((ImP )∗(ReP ))

est égal à
1

i
{Rep, Imp}+ i∂xξ(Rep)(Imp)− i∂xξ(Imp)(Rep)

d’où :

a(x, ξ, τ) = τ−1(Imp)∂xξ(Rep)− τ−1(Rep)∂xξ(Imp)

+d(p2(ξ2 + τ 2)−1 + τ−2|Imp|2 + |ξa|2(m−1)) + τ−1{Rep, Imp}

Grâce aux hypothèses et pour tout (x, ξ) appartenant à Vp ∩ {ξa = 0} ou à son

complémentaire, si on choisit d assez grand on a a(x, ξ, τ) ∈ S2(m−1)
τ et

a(x, ξ, τ) ≥ 2c|(ξ, τ)|2(m−1).

Alors (3.9) découle de l’inégalité de Garding. On suppose maintenant que les coefficients

de P sont seulement C1 et on remarque
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Remarque 3.2.4 Les hypothèses ainsi que les constantes c dans (3.7) et donc dans

(3.9) sont stables par rapport à de petites perturbations de P dans C1
RS

m
τ + iτC1

RS
m−1
τ .

Preuve de la remarque : on considère un autre opérateur différentielQ dont le symbole

appartient à

C1
RS

m
τ + iτC1

RS
m−1
τ

Alors notre assertion est vraie si on montre que : si Q est borné dans

C1
RS

m
τ + iτC1

RS
m−1
τ

alors :

|FP (v)− FP+Q(v)| ≤ |Q||v|2m−1,τ (3.10)

Pour montrer cette inégalité , on considère séparément chaque terme de FP (v). Pour le

premier terme on a :

τ−1Im < (Re(P +Q))v, (Im(P +Q))v > −τ−1Im < (ReP )v, (ImP )v >

= τ−1Im < (ReP )v, (ImQ)v > +τ−1Im < (ReQ)v, (ImP )v >

+τ−1Im < (ReQ)v, (ImQ)v >

Il suffit donc de montrer que :

|Im < Rv, Sv > | ≤ c |R|C1Sm
τ
|S|C1Sm−1

τ
|v|2m−1,τ (3.11)

pour tout R ∈ OPC1Smτ , S ∈ OPC1Sm−1
τ , à coefficients réels. Mais

Im < Rv, Sv >= −i(< Rv, Sv > − < Sv,Rv >)

par conséquent (3.11) vient par intégration par parties.

Pour le second terme on utilise le fait que tout élement de C1Smτ envoie Hm−1,τ dans

H−1,τ d’où on a :

||(P +Q)v|2−1,τ − |Pv|2−1,τ | ≤ |Qv|2−1,τ + 2|Pv|−1,τ |Qv|−1,τ ≤ c |Q||v|2m−1,τ

Le même argument est valable pour le troisième terme de FP (v) et la démonstration de

(3.10) est achevée.
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Cas (A2) Comme dans le cas (A1), l’inégalité est réduite à :

FP (v) = 2τIm < (ReP )v, (ImP )v > +d (|Pv|20 + |Dm
a v|20,τ ) ≥ c |v|2m,τ

Si les coefficients de P sont réguliers on peut alors écrire le terme de gauche une fois

encore sous la forme :

FP (v) =< A(x,D, τ)v, v >

où A ∈ OPS2m
τ est défini par :

A = iτ
(
(ReP )∗(ImP )− (ImP )∗(ReP )

)
+d (P ∗P + |Da|2m)

ayant comme symbole la fonction suivante

a(x, ξ, τ) = τ(Imp)∂xξ(Rep)− τ(Rep)∂xξ(Imp)

+d(p2 + |ξa|2m) + τ{Rep, Imp}.

Ce symbole est positif si d est assez grand, et donc l’inégalité de Garding permet de

conclure. Si les coefficients de P sont seulement C1, on applique le même argument que

dans le cas (A1).

Cas (A3) : Ce cas est plus simple que les deux précédents car il est clair que les hy-

pothèses et l’inégalité (3.9) sont stables par rapport à de petites perturbations de P

dans C0Smτ , donc le problème est réduit au cas où le symbole p(x, ξ, τ) est régulier et

(3.6) résulte de l’inégalité de Garding.

Remarque 3.2.5 On suppose x0 = 0. Il Suffit de montrer qu’on a uniformément les

inégalités de Carleman pour P (x,D) si on remplace ses coefficients par des sommes

partielles de leurs séries de Taylor en xa = 0. Donc dans les calculs qui suivent, les

coefficients dépendent de xa d’une manière polynômiale.

La proposition suivante nous permet de supposer dans la démonstration du théorème

3.2.1 (inégalités de Carleman) que P est un opérateur differentiel d’ordre m, sans termes

d’ordre inférieur.
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Proposition 3.2.1 Soit R un opérateur différentiel d’ordre m−1 qui satisfait la condi-

tion (ii) dans (P) pour les termes d’ordre inférieur. Si δ est assez petit, alors pour tout

u à support dans |x| ≤ δ il existe c > 0 telle que pour tout τ suffisamment grand on ait :

|Qϕ
ε,τRu|20,τ ≤ c(|v|2m−1,τ + e−δτ |u|2−r,m−1,τ ) (3.12)

.

Preuve : L’inégalité (3.12) peut être reformulée comme suit :

|e−
ε
2τ
|Da|2Rτ (x,D)eτϕu|20,τ ≤ c(|v|2m−1,τ + e−δτ |u|2−r,m−1,τ ) (3.13)

où : Rτ (x,D) = R(x,D + iτ∇ϕ).

Les coefficients de Rτ sont combinaisons linéaires, avec coefficients analytiques, des

coéfficients des termes dans R, ayant le même ordre ou supérieur. Donc ils satisfont

la condition (P)(ii) pour les termes d’ordre inférieur. Réécrivons Rτ sous la forme :

Rτ (x,D) = S(Da, x,Db)

i.e. on commute les coefficients et les dérivations par rapport à xa. Donc les coefficients de

S sont des combinaisons linéaires, avec des coefficients constants, des coefficients ou des

dérivées par rapport à xa des coefficients des termes de Rτ ayant le même ordre ou bien

supérieur. Puisque on prend des dérivées des coefficients, par rapport à xa, des termes

d’ordre inférieur satisfaisant (P)(ii) ceci ne réduit pas leur régularité (car analytique par

rapport à xa ) et donc les coefficients de S demeurent satisfaire la condition (P)(ii). On

écrit :

S(Da, x,Db) =
∑

|α|+|β|+k≤m−1

τ kDα
a cα,β,k(x)D

β
b

si on remplace Rτ (x,D) par S(Da, x,Db) dans (3.13) il suffira de la montrer pour chaque

terme de S c’est à dire démontrer que :

|e−
ε
2τ
|Da|2τ kDα

a cα,β,k(x)D
β
b e

τϕu|20,τ ≤ c(|v|2m−1,τ + e−δτ |u|2−r,m−1,τ ) (3.14)

grâce à l’hypothèse (P), le coefficient cα,β,k regardé comme un opérateur de multipli-

cation dans Rnb avec xa comme paramètre, est analytique en xa et à valeurs dans
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L(Hm−1−|α|−|β|(Rnb), L2(Rnb)). Donc au voisinage de xa = 0 le coefficient cα,β,k peut

être représenté sous la forme :

cα,β,k(x) =
∑
η

dη(xb)x
η
a

où dη vérifie

|dη|L(Hm−1−|α|−|β|(Rnb ),L2(Rnb )) ≤M |η| (3.15)

pour un certain M positif. Prouver (3.14) pour cα,β,k c’est la prouver uniformément par

rapport à N pour ∑
|η|<N

dη(xb)x
η
a

Il s’agit donc de montrer

|e−
ε
2τ
|Da|2τ kDα

a

∑
|η|≤N

dη(xb)x
η
aD

β
b e

τϕu|20,τ

≤ c(|v|2m−1,τ + e−δτ |u|2−r,m−1,τ ) (3.16)

où la constante c est indépendante de N .

D’abord on sait que

| e−
ε
2τ
|Da|2τ kDα

a

∑
|η|≤N

dη(xb)x
η
aD

β
b e

τϕu|0

= |τ k
∑
|η|≤N

dη(xb)D
α
aD

β
b (xa + i

ε

τ
Da)

ηv|0

≤
∑

k+|α|+|β|≤m−1

|τ k
∑
|η|≤N

dη(xb)D
α
aD

β
b (xa + i

ε

τ
Da)

ηv|0

≤
∑
|η|≤N

M |η||(xa + i
ε

τ
Da)

ηv|m−1,τ

≤ c
∑
|η|≤N

M |η|(cγ)
|η|
2 (|v|2m−1,τ + e−δτ |u|2−r,m−1,τ )

1
2

≤ c(
1

1− (cγ)
1
2M

)na(|v|2m−1,τ + e−δτ |u|2−r,m−1,τ )
1
2

≤ c′(|v|2m−1,τ + e−δτ |u|2−r,m−1,τ )
1
2
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on a les trois dernières inégalitès grâce à (3.15), le théorème 2.2.1 et le choix de γ, assez

petit pour que (cγM2 < 1).

Proposition 3.2.2 Soit u ∈ H−r,m−1(Rn) telle que P (x,D)u ∈ H−r, 0(Rn). Alors si

la première partie de (A2) ou (A3) est vérifiée, u ∈ H−r−1,m(Rn).

Preuve : Soit u ∈ H−r,m−1(Rn) telle que P (x,D)u ∈ H−r, 0(Rn), si

P (x,D) =
∑
|α|≤m

aα(x)D
α

P (x,D)u =
∑

|αa+αb|≤m

aα(x)D
αa
a D

αb
b u

=
∑
|αb|≤m

aα(x)D
αb
b u+

∑
|α′a|+|αb|≤m−1

aα(x)D
α′a
a D

αb
b Dau

Si l’on note

Qm−1
a (x,D) =

∑
|α′a|+|αb|≤m−1

aα(x)D
α′a
a D

αb
b

P (x, 0, Db) =
∑
|αb|≤m

aα(x)D
αb
b

alors

P (x, 0, Db)u = P (x,Da, Db)u−Qm−1
a (x,D)Dau

ici Qm−1
a désigne un opérateur différentiel d’ordre m− 1 dont les coefficients possédent

la même régularité que les coefficients de P . On a par hypothèse :{
P (x,Da, Db)u ∈ H−r, 0(Rn) ⊂ H−r−1, 0(Rn)

u ∈ H−r,m−1(Rn) donc Dau ∈ H−r−1, m−1(Rn)

ce qui entraine Qm−1
a (x,D)Dau ∈ H−r−1, 0(Rn) et donc P (x, 0, Db)u ∈ H−r−1, 0(Rn).

Grâce à l’une des hypothèses ; première partie de (A2) ou de (A3), P (x, 0, Db) est

élliptique d’ordre m en Db, par conséquent :{
u ∈ H−r−1, 0(Rn)

P (x, 0, Db)u ∈ H−r−1, 0(Rn)
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implique u ∈ H−r−1(Rna , Hm(Rnb))

comme u ∈ H−r,m−1(Rn) alors u ∈ H−r−1,m(Rn).

Preuve du théorème 3.2.1 Grâce à la proposition 3.2.1, sans aucune restriction,

on peut supposer P d’ordre m sans termes d’ordre inférieur. La preuve du théorème

comporte troix cas (A1), (A2) et (A3).

Cas (A1) : D’après le lemme 1.2.1

Pε,τ (x,D) = P (xb, D + iτ∇ϕ− ε(∇2ϕ)Da)

on rappele que ϕ est une fonction polynômiale de degré deux, par conséquent∇ϕ dépend

liéairement de xa et ∇2ϕ est une matrice constante. Donc Pε,τ est un opérateur d’ordre

m, de plus, si ε est assez petit, on peut le considérer comme une petite perturbation

de Pτ dans OPC1Smτ .Grâce à la condition de pseudo-convexité forte sur ϕ, l’opérateur

Pτ satisfait les hypothèses du théorème 3.2.4 cas (A1), à savoir pτ ∈ C1Smτ , Impτ ∈
τC1Sm−1

τ , {Repτ , Impτ}/τ = {p(x, ξ−iτ∇ϕ), p(x, ξ+iτ∇ϕ)}/2τi > c(ξ2+τ 2)m−1. Alors

grâce au théorème 3.2.4 et la remarque 3.2.4 on obtient pour τ assez grand l’inégalité

suivante

τ |v|2m−1,τ ≤ c(|Pε,τv|20,τ + τ |Dm−1
a v|20,τ ) (3.17)

pour τ assez grand, uniformément en ε, ε assez petit. On utilise maintenant la proposition

2.3.1 pour estimer le second terme de droite et l’inégalité devient

τ |v|2m−1,τ ≤ C
(
|Pε,τv|20,τ + cγτ

(
τ 2(m−1)(|v|20,τ + e−cδτ |u|2−r,0,τ )

))
(3.18)

mais

τ 2(m−1)|v|20,τ ≤ c|v|2m−1,τ et τ 2(m−1)|u|2−r,0,τ ≤ c|u|2−r,m−1,τ

en reportant ces deux égalités dans (3.18) on a

τ(1− cγ)|v|2m−1,τ ≤ C(Pε,τv|20,τ + cγτe−δτ |u|2−r,m−1,τ ) (3.19)

or

|u|2−r,m−1,τ =

∫
Rn

(ξ2
a + τ 2)−r(ξ2 + τ 2)m−1|û(ξ)|2dξ
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≤
∫

Rn

(ξ2
a + τ 2)−r−1(ξ2 + τ 2)m|û(ξ)|2dξ = |u|2−r−1,m,τ

Et (3.19) devient

τ(1− cγ)|v|2m−1,τ ≤ C(|Pε,τv|20,τ + cγτe−δτ |u|2−r−1,m,τ ) (3.20)

La proposition 3.2.2 nous donne l’inégalité suivante

|u|2−r−1,m,τ ≤ c(|u|2−r,m−1,τ + |Pu|2−r,0,τ )

et permet de conclure en la reportant dans la majoration précédente.

D’où pour δ assez petit (donc pour γ assez petit) on a (3.1).

Remarque 3.2.6 Le raisonnement ci-dessus n’est pas tout à fait correct car v telle

qu’elle est définie n’est pas à support compact car suppv = Rna × B(0, δ). Cependant,

on peut affirmer que v et toutes ses dérivées décroient exponentiellement en τ quand

τ →∞ en dehors de B(0, 2δ + 4
√

(c1 + 1)δε)×B(0, δ).

En effet ; comme

v(x) = (
τ

2π
)

na
2

∫
Rna

e−
τ
2ε

(xa−ya)2eτϕ(ya,xb)u(ya, xb)dya

alors grâce à la proposition 2.1.1 on a :

|Dαv(x)| = |Dα < K(xa, .), w(., xb) > |

= | < DαaK(xa, .), D
αbw(., xnb

) > |

≤ |DαaK(xa, .)|r,0,τ |Dαbw(., xb)|−r,0,τ

≤ cτ r|DαaK(xa, .)|Cr
τ (Ba)|Dαbw(., xb)|−r,0,τ

≤ c(
τ

ε
)

na
2

+r+|αa|(1 + |xa|r+|αa|)e−
τ
2ε

(|xa|−δ)2|Dαbw(., xb)|−r,0,τ

on estime maintenant

|Dαbw|2−r,0,τ

50



la même proposition donne :

|Dαbw|2−r,0,τ =

∫
Rnb

|Dαbw(., xb)|2−r,0,τdxb = |Dαb(eτϕu)|2−r,0,τ

= |
∑
β′≤α′

Cβ′

α′D
β′eτϕDα′−β′u|2−r,0,τ ≤ C|Dβ′eτϕ|2Cr

τ (Bδ)|Dα′−β′u|2−r,0,τ

≤ C
∑
β′≤α′

τ 2|β′|e2c1δτ |Dα′−β′u|2−r,0,τ ≤ Ce2c1δτ
∑
γ′≤α′

τ 2(|α′|−|γ′|)|Dγ′u|2−r,0,τ

≤ Ce2c1δτ |u|2−r,|αb|,τ

d’où en notant Ac l’ensemble complémentaire de B(0, 2δ + 4
√

(c1 + 1)δε) on a :∫
Ac×Rnb

|Dαv(x)|2

≤ C(
τ

ε
)na+2r+2|αa|

∫
Ac

(1 + |xa|2(r+|αa|))e−
τ
4ε
|xa|2dxae

2c1δτ |u|2−r,|αb|,τ

≤ Ce−2δτ (
τ

ε
)na+2r+2|αa|

∫
Ac

(1 + |xa|2(r+|αa|))e−
τ
8ε
|xa|2dxa|u|2−r,|αb|,τ

≤ Ce−2δτ (
τ

ε
)na+2r+2|αa||u|2−r,|αb|,τ

ici on a utilisé le fait que e−
τ
ε
(|xa|−δ)2 ≤ e−

τ
4ε
|xa|2 pour xa ∈ Ac

et que e2c1δτ−
τ
8ε
|xa|2 ≤ e−2δτ pour xa ∈ Ac, de plus∫

Ac

(1 + |xa|2(r+|αa|))e−
τ
8ε
|xa|2dxa

est bornée car l’intégrante est à décroissance rapide.

Cas (A2) : Dans ce cas on peut décomposer Pτ sous la forme :

Pτ (x,D) =
∑
α

Qα(xb, D)xαa

Qα(xb, D)est un opérateur differentiel d’ordre m sans termes d’ordre inférieur

donc Pε,τ devient comme suit :

Pε,τ (x,D) =
∑
α

Qα(xb, D)(xa +
iε

τ
Da)

α

grâce à (A2) les symboles qα vérifient les majorations suivantes :

|qα|C1Sm
τ
≤M |α|(α!)−

1
2 (3.21)
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On note P 1
τ la linéarisation de Pτ en xa au voisinage de xa = 0 et Ja = {1, ..., na}

P 1
τ = Q0(xb, D) +

∑
j∈Ja

Qδj(xb, D)xj

Comme P 1
τ satisfait la condition de pseudo-convexité forte en xa = 0 (car en ce point

{Pτ (x0, ξ), Pτ (x0, ξ)} = {P 1
τ (x0, ξ), P

1
τ (x0, ξ)} ) et donc dans un petit voisinage de l’ori-

gine, alors si δ est assez petit le théorème 3.2.4 cas (A2) donne :

c

τ
|v|2m,τ ≤ 2Im < (ReP 1

τ )v, (ImP 1
τ )v > +

d

τ
(|P 1

τ v|20,τ + |Dm
a v|20,τ ). (3.22)

Pour passer de P 1
τ à Pε,τ on utilisera les deux estimations suivantes (vraies pour γ assez

petit) qu’on démontrera plus tard

|Pε,τv − P 1
τ v|20,τ ≤ c(ε+

√
γ)(|v|2m,τ + e−δτ |u|2−r,m,τ ) (3.23)

|Im < (RePε,τ )v, (ImPε,τ )v > −Im < (ReP 1
τ )v, (ImP 1

τ )v > | ≤ cγτ−1|v|2m,τ (3.24)

Ces deux inégalités veulent dire que les termes d’ordre supérieur dans les séries de Taylor

sont négligeables dans notre estimation.

Pour avoir (3.22) pour Pε,τ on commence par rajouter et retrancher les deux quantités

suivantes au terme de droite de (3.22)

2Im < (RePε,τ )v, (ImPε,τ )v > et Pε,τv

on obtient

c

τ
|v|2m,τ ≤ 2Im < (RePε,τ )v, (ImPε,τ )v > +

d

τ
(2|P 1

τ v − Pε,τ )v|20,τ + 2|Pε,τv|20,τ + |Dm
a v|20,τ )

+|2Im < (ReP 1
τ )v, (ImP 1

τ )v > −2Im < (RePε,τ )v, (ImPε,τ )v > |

et grâce à (3.23) et (3.24) il vient :

c

τ
|v|2m,τ ≤ 2Im < (RePε,τ )v, (ImPε,τ )v > +cγτ−1|v|2m,τ +

d

τ
c(ε+

√
γ)

(|v|2m,τ + e−δτ |u|2−r,m,τ ) + 2
d

τ
(|Pε,τv|20,τ + |Dm

a v|20,τ )
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comme

2Im < (RePε,τ )v, (ImPε,τ )v >≤ |Pε,τv|20,τ

il vient donc, en mettant tous les termes de la forme c|v|2m,τ à gauche de l’inégalité :

c̀

τ
|v|2m,τ ≤ |Pε,τv|20,τ +

d

τ
(|Dm

a v|20,τ + e−δτ |u|2−r,m,τ )

où c̀ = c(1− d(ε+
√
γ)− γ) pour ε, γ assez petits tels que d(ε+

√
γ)− γ < 1.

En appliquant la proposition 2.3.1 au terme |Dm
a v|20,τ on a

c̀

τ
|v|2m,τ ≤ |Pε,τv|20,τ + (τcγ +

d

τ
)e−δτ |u|2−r−1,m,τ

La proposition (3.2.2) donne (aprés avoir choisi γ assez petit et τ assez grand tels que

(τcγ + d
τ
) < 1) et en suivant la même démarche que dans le cas (A1) on a l’inégalité

suivante (3.2)
c̀

τ
|v|2m,τ ≤ |Pε,τv|20,τ + e−δτ (|Pu|2−r,0,τ + |u|2−r,m−1,τ ).

À présent On montre (3.23), le calcul donne

|Pε,τv − P 1
τ v|0,τ = |

∑
j∈Ja

Qδj(xb, D)
iε

τ
Djv +

∑
Qα(xb, D)(xa +

iε

τ
Da)

αv|0,τ

≤ (M(cγ)
1
2 +

∑
|α|≥2

M |α|(cγ)
|α|
2 )(|v|2m,τ + e−c1δτ |u|−r,m,τ )

1
2

Cette estimation est dûe au théorème 2.2.1, la majoration (3.21) et l’inégalité |v|20,τ ≤
|v|2m,τ .
On choisit maintenant γ assez petit tel que cγM2 < 1 et la quantité

M(cγ)
1
2 +

∑
|α|≥2

M |α|(cγ)
|α|
2

est plus petite qu’une certaine constante c dépendante de γ, ainsi (3.23) est démontrée.

Dans ce qui suit on s’intéressera à la démonstration de (3.24).

Pour cela on introduit la forme bilinéaire symétrique :

[R,S](u, v) = Re(< Ru, Sv > − < R̄v, S̄u >)
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où R, S sont des opérateurs différentiels. On écrit donc

Im < (RePε,τ )v, (ImPε,τ )v >= −1

4
Re(< Pε,τv, Pε,τv > − < P̄ε,τv, P̄ε,τv >)

= −1

4
[Pε,τ , Pε,τ ](v, v).

Avec les notations ci-dessus et la représentation de Pε,τ on a :

Im(< (RePε,τ )v, (ImPε,τ )v > − < (ReP 1
τ )v, (ImP 1

τ )v >) =

−
∑
j,k∈Ja

[xjQδj , xkQδk ](v, v) + 2
∑
j∈Ja

[Q0, i
ε

τ
DjQδj ](v, v)

+
∑

|α|+|β|≥2

[Qα(xa + i
ε

τ
Da)

α, Qβ(xa + i
ε

τ
Da)

β](v, v)

En tenant compte des majorations sur qα, montrer (3.24) revient à montrer les deux

inégalités suivantes

|[xjQδj , xkQδk ](v, v)|+ |[Q0, i
ε

τ
DjQδj ](v, v)| ≤ cγ

1
2 τ−1(|v|2m,τ + e−δτ |u|2−r,m,τ ) (3.25)

[R(xb, D)(xa + i
ε

τ
Da)

α, S(xb, D)(xa + i
ε

τ
Da)

β](v, v) ≤ c|R||S|(α!β!)
1
2 (3.26)

(ε+ γ)(cγ)
α+β−2

2 τ−1(|v|2m,τ + e−δτ |u|2−r,m,τ )

avec c indépendante de ε, δ si γ, ε sont assez petits.

On montre (3.26) pour |α| + |β| ≥ 2 et pour tout opérateur R, S ∈ OPC1Smτ . Ici et

ci-dessous , les normes |R|, |S| sont des normes C1Smτ , i.e. essentiellement des normes

C1 de leurs coefficients.

On commence par donner l’estimation suivante qu’on retrouve en faisant une intégration

par parties :

|[R,S](u, v)| ≤ |R||S||u|m,τ |v|m−1,τ ≤ cτ−1|R||S||u|m,τ |v|m,τ (3.27)

On montre maintenant (3.25). D’abord en commutant Dj et Qδj on a l’égalité suivante

[Q0, i
ε

τ
DjQδj ](v, v) =

ε

τ
[Q0, iQδj ](v,Djv).
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En appliquant (3.27) et le théorème 2.2.1 on a :

[Q0, i
ε

τ
DjQδj ](v, v) ≤ cτ−1γ

1
2 (|v|2m,τ + e−c1δτ |u|2−r,m,τ ) (3.28)

pour terminer on montre l’inégalité suivante

|[xjQδj , xkQδk ](v, v)| ≤ c(|xjv|m,τ |xkv|m,τ ) ≤ cγ
1
2 τ−1(|v|2m,τ + e−c1δτ |u|2−r,m,τ ) (3.29)

[xjQδj , xkQδk ](v, v) = Re
( ∫

Rn

xjQδj(xb, D)vxkQδk(xb, D)vdx−
∫

Rn

xjQδj(xb, D)vxkQδk(xb, D)v̄dx
)

On écrit Qδj comme suit

Qδj(xb, D) =
∑
|η|=m

aη,j(xb)D
η

pour estimer |[xjQδj , xkQδk ](v, v)| il suffit donc d’estimer chaque terme de la forme∫
Rn

xjaη,j(xb)D
ηvxkaβ,k(xb)Dβvdx−

∫
Rn

xjaη,j(xb)Dηvxkaβ,k(xb)D
β v̄dx

on écrit

xjaη,j(xb)D
ηv = xjaη,j(xb)DjD

ὴv = Dj(xjaη,j(xb)D
ὴv) + iDὴv, |ὴ| = m− 1

xkaβ,k(xb)Dβv = xjaβ,k(xb)DkDβ̀v = Dk(xjaβ,k(xb)Dβ̀v)− iDβ̀v, |β̀| = m− 1

en reportant les deux derniers termes des égalités ci-dessus dans les deux intégrales

précédentes on obtient ∫
Rn

xjaη,j(xb)D
ηvxkaβ,k(xb)Dβvdx =

∫
Rn

aη,j(xb)D
η(xjv)aβ,k(xb)Dβ(xkv)dx− i

∫
Rn

aη,j(xb)D
η(xjv)aβ,k(xb)Dβ̀vdx

+i

∫
Rn

aβ,k(xb)Dβ(xkv)aη,j(xb)D
ὴvdx+

∫
Rn

aη,j(xb)D
ὴvaβ,k(xb)Dβ̀vdx

et ∫
Rn

xjaη,j(xb)Dηvxkaβ,k(xb)D
β v̄dx

=

∫
Rn

aβ,k(xb)D
β(xkv̄)aη,j(xb)Dη(xjv)dx− i

∫
Rn

aβ,k(xb)D
β(xkv̄)aη,j(xb)Dὴvdx
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+i

∫
Rn

aη,j(xb)Dη(xjv)aβ,k(xb)D
β̀ v̄dx+

∫
Rn

aη,j(xb)Dὴvaβ,k(xb)D
β̀ v̄dx

les modules des : premier, deuxième, troisième et quatrième terme des sommes pécédentes

sont majorées respectivement par |xjv|m,τ |xkv|m,τ , |xjv|m,τ |v|m−1,τ , |xkv|m,τ |v|m−1,τ , |v|2m−1,τ

en appliquant (3.27) ainsi que le théorème 2.2.1 et en combinant l’inégalité obtenue avec

(3.28), on aboutit à (3.25).

À présent on démontre (3.26), (3.27) et le théorème 2.2.1 donnent

|[R(xb, D), S(xb, D)]((xa + i
ε

τ
Da)

αv, (xa + i
ε

τ
Da)

βv)| ≤

c

τ
|R||S||(xa + i

ε

τ
Da)

αv|m,τ |(xa + i
ε

τ
Da)

βv)|m,τ

≤ c

τ
|R||S|(cγ)

(|α|+|β|)
2 (|v|2m,τ + e−δτ |u|2−r,m,τ )

En comparant le terme de gauche de cette inégalité et celui de (3.26) on remarque qu’

il nous reste à estimer la quantité suivante :

E = (< S̄(xb, D)(xa − i
ε

τ
Da)

βv, R̄(xb, D)(xa − i
ε

τ
Da)

αv > −

< S̄(xb, D)(xa + i
ε

τ
Da)

αv, R̄(xb, D)(xa + i
ε

τ
Da)

βv >)

on commence par calculer la première partie de E

(xa + i
ε

τ
Da)

βS(xb, D)R̄(xb, D)(xa − i
ε

τ
Da)

αv

comme R ∈ OPC1Smτ , il s’écrit

R(xb, D) =
∑
|γ|≤m

dγ(xb)D
γ

on établit l’identité suivante

(xa + i
ε

τ
Da)

βDγv =
∑
h≤β

(
β

h

)
(i)h

γ!

(γ − h)!
Dγ−h(xa + i

ε

τ
Da)

β−hv

où (
β

h

)
=

β!

(β − h)!h!
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on le fait par récurrence sur β.

∗ |β| = 1

Dγ(xa + i
ε

τ
Da)v = (xa + i

ε

τ
Da)D

γv +
1

i
γDγ−1v

m

(xa + i
ε

τ
Da)D

γv = Dγ(xa + i
ε

τ
Dav) + iγDγ−1v

∗ |β| > 1

on suppose le résultat vrai pour β et on l’établit pour β + βj ; |βj| = 1 on suppose donc

(xa + i
ε

τ
Da)

βDγv =
∑
h≤β

(
β

h

)
(i)h

γ!

(γ − h)!
Dγ−h(xa + i

ε

τ
Da)

β−hv
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et on calcule

(xa + i
ε

τ
Da)

β+βjDγv = (xa + i
ε

τ
Da)

βjDγ((xa + i
ε

τ
Da)

βDγv)

= (xa + i
ε

τ
Da)

βj

∑
h≤β

(
β

h

)
(i)|h|

γ!

(γ − h)!
Dγ−h(xa + i

ε

τ
Da)

β−hv

=
∑
h≤β

(
β

h

)
(i)|h|

γ!

(γ − h)!
(Dγ−h(xa + i

ε

τ
Da)

β+βj−hv

+ i(γ − h)Dγ−(h+βj)(xa + i
ε

τ
Da)

β−hv)

=
∑
h≤β

(
β

h

)
(i)|h|

γ!

(γ − h)!
Dγ−h(xa + i

ε

τ
Da)

β+βj−hv

+
∑
h≤β

(
β

h

)
(i)|h|+1 γ!

(γ − (h+ βj))!
Dγ−(h+βj)(xa + i

ε

τ
Da)

β−hv

=
∑
h≤β

(
β

h

)
(i)|h|

γ!

(γ − h)!
Dγ−h(xa + i

ε

τ
Da)

β+βj−hv

+
∑

h≤β+βj

(
β

h− βj

)
(i)|h|

γ!

(γ − (h))!
Dγ−h(xa + i

ε

τ
Da)

β+βj−hv

=
∑
h≤β

(
β + βj

h

)
(i)|h|

γ!

(γ − h)!
Dγ−h(xa + i

ε

τ
Da)

β+βj−hv

+ i|β+βj | γ!

(γ − (β + βj))!
Dγ−(β+βj)v

=
∑

h≤β+βj

(
β + βj

h

)
(i)|h|

γ!

(γ − h)!
Dγ−h(xa + i

ε

τ
Da)

β+βj−hv

Pour calculer R̄(xb, D)(xa − i ε
τ
Da)

αv on calcule d’abord D̄γ((xa − i ε
τ
Da)

αv)

D̄γ((xa − i
ε

τ
Da)

αv) =
∑
k1≤γ

Ck1
γ D̄

k1(xa − i
ε

τ
Da)

αD̄γ−k1v

=
∑
k1≤γ

γ!

(γ − k1)!k1!
(i)k1

α!

(α− k1)!
(xa − i

ε

τ
Da)

α−k1D̄γ−k1v
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=
∑
k1≤α

(i)k1
α!

(α− k1)!k1!
(xa − i

ε

τ
Da)

α−k1 γ!

(γ − k1)!
D̄γ−k1v

on note ∑
|γ|≤m

dγ(xb)
γ!

(γ − k1)!
D̄γ−k1v = R̄(k1)v

d’où

R̄(xb, D)(xa − i
ε

τ
Da)

αv =
∑
k1≤α

(i)k1
α!

(α− k1)!k1!
(xa − i

ε

τ
Da)

α−k1R̄(k1)v.

De la même façon on a

SR̄(xa− i
ε

τ
Da)

αv =
∑

k1,h1≤α

α!

(α− k1 − h1)!h1!k1!
(i)k1−h1(xa− i

ε

τ
Da)

α−k1−h1S(h1)(R̄(k1)v).

On calcule à présent

F = (xa + i
ε

τ
Da)

β[(xa − i
ε

τ
Da)

α−k1−h1S(h1)(R̄(k1)v)]

F =
∑
r≤β

(
β

r

)
(xa + i

ε

τ
Da)

r(xa − i
ε

τ
Da)

α−k1−h1(xa + i
ε

τ
Da)

β−r(S(h1)(R̄(k1)v))

G = (xa+ i
ε

τ
Da)

r(xa− i
ε

τ
Da)

α−k1−h1v = (
ε

τ
)|r|

(α− k1 − h1)!

(α− k1 − h1 − r)!
(xa− i

ε

τ
Da)

α−k1−h1−rv

en utilisant l’identité

(xa + i
ε

τ
Da)

βDγv =
∑
h≤β

(
β

h

)
(i)h

γ!

(γ − h)!
Dγ−h(xa + i

ε

τ
Da)

β−hv

on peut calculer

H = (xa + i
ε

τ
Da)

β−r(S(h1)(R̄(k1)v))

H =
∑

h2,k2,r≤β

(
β − r

h2, k2

)
(i)|h2|−|k2|S(h1+h2)R̄(k1+k2)(xa + i

ε

τ
Da)

β−r−h2−k2v

où (
β − r

h2, k2

)
=

(β − r)!

(β − r − h2 − k2)!h2!k2!
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en remplaçant G et H dans la première partie de E on a

(xa + i
ε

τ
Da)

βS(xb, D)R̄(xb, D)(xa − i
ε

τ
Da)

αv =

∑
h,k,r

ik1+k2+h1+h2

(
α

h2, k2, r

)(
β

h1, k1, r

)
r!(

ε

τ
)|r|(xa − i

ε

τ
Da)

α−h1−k1−r

S(h1+h2)(xb, D)R(k1+k2)(xb, D)(xa + i
ε

τ
Da)

β−h2−k2−rv

si on pose j = |h1 +h2 +k1 +k2| et on remplace la première partie de E par l’expression

ci-dessus on a

E = Re(

j≤2m∑
j,r≥0

(
α

h2, k2, r

)(
β

h1, k1, r

)
r!(

ε

τ
)|r|

< S̄(h1+h2)(xb, D)(xa + i
ε

τ
Da)

α−h1−k1−rv, R̄(k1+k2)(xb, D)(xa + i
ε

τ
Da)

β−h2−k2−rv >

− < S̄(xb, D)(xa + i
ε

τ
Da)

αv, R̄(xb, D)(xa + i
ε

τ
Da)

βv >

d’où

E = Re

j≤2m∑
j+|r|>0

(
α

h2, k2, r

)(
β

h1, k1, r

)
r!(

ε

τ
)|r|

< S̄(h1+h2)(xb, D)(xa + i
ε

τ
Da)

α−h1−k1−rv, R̄(k1+k2)(xb, D)(xa + i
ε

τ
Da)

β−h2−k2−rv >

comme Hr
k,τ est un espace de Hilbert on a la majoration

E ≤ c|R||S|
j≤2m∑
j+|r|>0

(
α

h2, k2, r

)(
β

h1, k1, r

)
r!ε|r|τ−|r|

|(xa + i
ε

τ
Da)

α−h1−k1−rv|m−|h1|−|h2|,τ |(xa + i
ε

τ
Da)

β−h2−k2−rv|m−|k1|−|k2|,τ

et donc

E ≤ c|R||S|
j≤2m∑
j+|r|>0

(
α

h2, k2, r

)(
β

h1, k1, r

)
r!ε|r|τ−(j+|r|)

|(xa + i
ε

τ
Da)

α−h1−k1−rv|m,τ |(xa + i
ε

τ
Da)

β−h2−k2−rv|m,τ

ci dessus on a utilisé la majoration

|v|m−l,τ ≤ τ−l|v|m,τ ; l ∈ N.
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On utilise maintenant le théorème 2.2.1

E ≤ c|R||S|
j≤2m∑
j+|r|>0

(
α

h2, k2, r

)(
β

h1, k1, r

)
r!ε|r|τ−(j+|r|)

(cγ)(|α|+|β|−j−2|r|)
1
2 (|v|2m,τ + e−δτ |u|−r,m,τ )

mais (
α

h2, k2, r

)
=

α!

(α− r)!r!

(α− r)!

(α− r − k2)!

(α− r − k2)!

(α− r − k2 − h2)!

(α− r)!

(α− r − k2)!
= (α− r)(α− r − 1)...(α− r − (k2)) ≤ αk2 ≤ αm

de même
(α− r − k2)!

(α− r − k2 − h2)!
≤ αh2 ≤ αm

on fait de même pour le terme contenant β ce qui donne

E ≤ cα2mβ2m|R||S|
j≤2m∑
j+|r|>0

(
α

r

)(
β

r

)
r!ε|r|τ−(j+|r|)(cγ)(|α|+|β|−j−2|r|)

1
2

(|v|2m,τ + e−δτ |u|−r,m,τ )

et on a l’inégalité suivante

j≤2m∑
j+|r|>0

(
α

r

)(
β

r

)
r!ε|r|τ−(j+|r|)(cγ)(−j−2|r|+2)

1
2

≤ c(
∑
r

(
α

r

)(
β

r

)
r!)

j≤2m∑
j+|r|>0

ε|r|τ−(j+|r|)(cγ)(−j−2|r|+2)
1
2

or les termes de la deuxième somme (finie) sont très petits pour τ assez grand, τ 2cγ > 1,

on peut donc la majorer par une constante c′ multipliée par les termes obtenus en faisant

r = 0, j = 1; r = 1, j = 1

j≤2m∑
j+|r|>0

ε|r|τ−(j+|r|)(cγ)(−j−2|r|)
1
2 ≤ c′((τ 2cγ)−

1
2 cγ + ε(τ 2cγ)−

1
2 )
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≤ c1(cγ)
− 1

2
(γ + ε)

τ
≤ c2

(γ + ε)

τ
On peut majorer |α|m, |β|m respectivement par c2|α|, c2|β|, par conséquent la somme∑
r

(
α

r

)(
β

r

)
r! peut être majorée par 2|α|β! et par 2|β|α! donc par 2

|α|+|β|
2 (α!)

1
2 (β!)

1
2 .

En insérant tout ceci dans l’inégalité ci-dessus on obtient la majoration(3.26). avec une

constante c qui ne dépend que de m.

Cas ( A3) : On note

P 0
τ = Pτ (0, xb, D, τ)

grâce à la condition (A3), pτ (x, ξ) = p(x, ξ + iτ∇ϕ) est elliptique en (x, τ, ξb) dans

R+ × Γ donc VP ∩ {ξa = 0} = φ, le théorème 3.2.4 cas (A3) donne

|v|2m,τ ≤ c(|P 0
τ (x,D, τ)v|20,τ + τ−1|Dm

a v|20,τ ) (3.30)

Comme dans (3.23), en utilisant le théorème 2.2.1 on obtient

|Pε,τv − P 0
τ v|20,τ ≤ cγ(|v|2m,τ + e−δτ |u|2−r,m,τ )

En utilisant cette majoration et la proposition 2.3.1 dans l’inégalité (3.30) on obtient

(3.3) pour ε et γ suffisamment petits et τ assez grand.

3.3 Preuve du théorème d’ unicité du prolongement

La proposition suivante est aussi nécessaire dans cette démonstation que les inégalités

de Carleman dans le théorème 3.2.1.

Proposition 3.3.1 Soit u ∈ H−r,0(Rn) une fonction à support compact. Si ϕ est une

fonction Cr telle que

|Qϕ
ε,τ (D, x)u|L2 → 0 quand τ →∞

alors u = 0 dans {x ∈ Rn , ϕ(x) > 0}.

Preuve : Dans la suite le symbole < ., . > désigne la dualité entre fonctions et distri-

butions.

Soit λ > 0 et f = e−λD
2
ag, où g ∈ C∞

0 (Rn). On définit la distribution hf ∈ E ′(R) par :

hf (w) =< f(x)w(ϕ(x)), u(x) >, w ∈ D(R)
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sa transformée de Fourier (voir [11]) est la fonction entière

ĥf (τ) = hf (e
−iτ.) =< e−iτϕ(x)f(x), u(x) >=< e−iτϕf, u >, pour τ ∈ C

on remarque que :

∗ d’une part si τ ∈ R alors

|ĥf (τ)| ≤ |e−iτϕf |r,0,τ |u|−r,0,τ ≤ cτ r

en effet, le noyau de l’opérateur e−λD
2
a étant

K ′(xa, ya) = e−
1
λ
(xa−ya)2

donc

|e−iτϕf |2r,0,τ =
∑
|α|≤r

τ 2(r−|α|)
∫

Rn×Rna

|Dα
a (e−iτϕK ′(xa, ya)g(ya, xb))|2dyadx

mais

τ 2r
∑
|α|≤r

τ−2|α|
∫

Rn×Rna

|Dα
a (e−iτϕK ′(xa, ya)g(ya, xb))|2dyadx ≤ τ 2rc

et comme u ∈ H−r,0(Rn), |u|−r,0,τ ≤ c, et la première assertion est démontrée.

∗ d’autre part :

ĥf (iτ) =< f, eτϕu >=< e(
ε
2τ
−λ)D2

ag,Qϕ
ε,τ (D, x)u > → 0 quand τ →∞ (3.31)

donc ĥf (iτ) est bornée pour τ > 0.

De plus hf est à support compact, alors ĥf se comporte à l’infini comme une exponen-

tielle.

Si on résume : la fonction g(z) = ĥf (z)(z + i)−r est analytique dans le demi

plan supérieur, bornée sur l’axe réel et l’axe imaginaire positif et croit comme une

exponentielle à l’infini.

En appliquant le théorème de Phragmen-Lindelof (voir Corollaire 4.2 p.139 dans [3]) dans

les deux cadrants supérieurs, on conclut que g est bornée dans le demi plan supérieur,

et donc ĥf est bornée par c(1 + |z|)r dans le demi plan supérieur.
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Le théorème de Paley-Wiener-Schwartz (théorème 7.3.1 dans [7]) nous dit que hf est

d’ordre fini r et que

sup
x∈ supp hf

< x, Imτ >= 0 pour Imτ ≥ 0

ceci implique que son support est contenu dans R−, c’est à dire :

hf (w) =< fw(ϕ), u >= 0 pour toute fonction w ∈ D(R) à support dans R+.

Faisons tendre λ vers 0 ; on obtient < gw(ϕ), u >= 0 pour tout g ∈ C∞0 (Rn) et w à

support dans R+.

En particulier < g(x), u(x) >= 0 pour tout g ∈ C∞0 (Rn) à support dans {x, ϕ(x) > 0}
et donc u = 0 dans {x, ϕ(x) > 0}.
Preuve du théorème 3.2.2 (suite) : On note que (3.3) est plus forte que (3.2) qui

est plus forte que (3.1) mais on n’ a besoin que de (3.1) pour montrer le théorème.

Sans aucune restriction on peut supposer que ϕ est fortement pseudoconvexe en x0 pour

P dans Γ.

On définit la fonction ψ par :

ψ(x) = Dϕ(x0)(x− x0) +
1

2
D2ϕ(x0)(x− x0, x− x0)− 3γ|x− x0|2, γ > 0

pour γ assez petit la fonction ψ est fortement pseudo-convexe en x0 pour P dans Γ car

la pseudo-convexité est stable pour de petites perturbations C2 (voir théorème 1.3.1 ).

Soit ε assez petit, et soit δ comme dans le théorème 3.2.1 correspondant à ε, x0 et ψ.

On suppose δ assez petit tel que : {|x− x0| ≤ 2δ} ⊂ Ω

et

ψ(x) ≤ ϕ(x)− ϕ(x0)− 2γ|x− x0|2 pour |x− x0| ≤ 2δ (3.32)

Soit χ une fonction de troncature définie par :

χ(x) =

{
1 si x ≥ −γδ2

0 si x < −2γδ2

on définit ũ par :

ũ(x) =

{
χ(ψ(x))u(x) si |x− x0| ≤ 2δ

0 si |x− x0| > 2δ
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pour pouvoir appliquer la proposition 3.3.1 on montre que

supp ũ ⊂ {|x− x0| ≤ δ},

et que

ũ ∈ H−r,m−1 et P (x,D)ũ ∈ H−r,0

pour r assez grand.

On a :

supp ũ ⊂ supp u ∩ supp χ(ψ(x)) ∩ {|x− x0| ≤ 2δ}

⊂ {ϕ(x) ≤ ϕ(x0)} ∩ {ψ(x) > −2γδ2} ∩ {|x− x0| ≤ 2δ}

(3.32) nous donne

supp ũ ⊂ {ϕ(x) ≤ ϕ(x0)} ∩ {ϕ(x)− ϕ(x0)− 2γ|x− x0|2 > −2γδ2}.

⊂ {−2γ|x− x0|2 ≥ ϕ(x)− ϕ(x0)− 2γ|x− x0|2 > −2γδ2} ⊂ {|x− x0| ≤ δ}

On montre maintenant que ũ ∈ H−r,m−1.

Comme u ∈ D′(Rna ;Hm−1(Rnb)), alors pour r assez grand, u ∈ H−r,m−1(Rn) et il en est

de même pour ũ. De plus :

P (x,D)ũ = P (x,D)(χ(ψ(x))u(x))

= χ(ψ(x)) Pu︸︷︷︸
=0

+[P, χ(ψ)]u = [P, χ(ψ)]u ∈ H−r,0.

On applique maintenant le théorème 3.2.1 à ũ et ψ d’où :

τ |Qψ
ε,τ (D, x)ũ|2m−1,τ ≤ c

(
|Qψ

ε,τ (D, x)P (x,D)ũ|20,τ + e−δτ
(
|ũ|2−r,m−1,τ + |P (x,D)ũ|2−r,0,τ

))
(3.33)

On note que P (x,D)ũ est à support dans l’ensemble

G = support de χ ∩ support ũ, ce qui donne :

G = {ψ ≤ −γδ2} ∩ {|x− x0| ≤ 2δ}.

en utilisant d’abord la transformée de Fourier ensuite la proposition 2.1.1 on obtient les

estimations suivantes
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|Qψ
ε,τ (D, x)P (x,D)ũ|20,τ = |e−

ε
2τ
|ξa|2eτψ ̂P (x,D)ũ|20,τ

≤ sup
ξ ∈ Rn

(τ 2 + |ξa|2)re−
ε
τ
|ξa|2|eτψP (x,D)ũ|2−r,0,τ

≤ cτ 2r|eτψ|2Cr
τ (G)|P (x,D)ũ|2−r,0,τ

≤ cτ 2re−2γδ2τ |P (x,D)ũ|2−r,0,τ

en combinant cette dèrnière inégalité avec (3.33), et en utilisant le fait que

ũ ∈ H−r,m−1
τ (|ũ|−r,m−1,τ <∞)

P (x,D)ũ ∈ H−r,0
τ (|P (x,D)ũ|−r,0,τ <∞)

on a pour γ, δ ≤ 1 et τ assez grand

τ |Qψ
ε,τ (D, x)ũ|2m−1,τ ≤ c(τ 2re−2γδ2τ + e−δτ )

par conséquent

|Qψ
ε,τ (D, x)ũ|2m−1,τ ≤ cτ 2re−2γδ2τ

ce qui donne

|Qψ+ γδ2

2
ε,τ (D, x)ũ|m−1,τ ≤ cτ re−

γδ2τ
2 → 0 quand τ →∞.

la proposition 3.3.1 implique ũ = 0 dans {x ∈ Ω; ψ(x) > −γδ2
2
}, mais ũ = u dans

V = Ω ∩ {x ∈ Ω; ψ(x) > −γδ2
2
} donc u = 0 dans V . Comme x0 ∈ V , ceci conclut la

preuve du théorème 3.2.2.
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Chapitre 4

Applications

4.1 Equation des ondes

On considère dans Rn+1, n ≥ 2, l’opérateur différentiel du second ordre.

P (x, ∂) =
n∑

i,j=0

aij(x)∂i∂j + bi∂i + c (4.1)

On suppose la partie principale de P (qu’on notera P dans la suite) réelle et hyperbolique

par rapport aux sous ensembles de niveau (de Rn+1) d’une des coordonnées appelée x0.

Un tel sous ensemble est de la forme {x ∈ Rn+1;x0 = cste}. On appele x0 la coordonnée

temps, et (x1, ..., xn) coordonnées d’espace. On s’intéresse à deux cas importants :

A. xa = x0 (i.e. les coefficients de P sont analytiques en temps) et

Γ = {ξ ∈ Rn+1; ξ0 = 0}

dans ce cas on suppose que :

(i) Les coefficients aij, 0 ≤ i, j ≤ n, sont analytiques en temps, à valeurs dans C1(Rn),

satisfaisant la seconde partie de la condition (A2).

(ii) Les coefficients bi, 0 ≤ i ≤ n, sont analytiques en temps, à valeurs dans L∞(Rn).

(iii) Le coefficient c est analytique en temps à valeurs dans Ln(Rn) si n ≥ 3 et L2+ε(Rn)

si n = 2 .
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B. xa = x1, ..., xn. (i.e. les coefficients de P sont analytiques en espace) et

Γ = {ξ ∈ Rn+1; (ξ1, .., ξn) = (0, .., 0)}

dans ce cas on suppose que :

(i) Les coefficients aij, 0 ≤ i, j ≤ n, sont analytiques en variables d’espace, à valeurs

dans C1(R).

(ii) Les coefficients bi, 0 ≤ i ≤ n, sont analytiques en variables d’espace, à valeurs dans

L∞(R).

(iii) Le coefficient c est analytique en variables d’espace, à valeurs dans L2(R).

Définition 4.1.1 Soit S une hypersurface. S est dite du type temps par rapport à P si

a00(x)(∂tϕ)2 −
n∑

k,j=1

akj(x)∂kϕ∂jϕ > 0

Remarque 4.1.1 Dans le cas A, la condition de pseudo-convexité est vide pour toute

surface non caractérisique et (A2) peut être appliqué. Dans le cas B, Pτ est elliptique

dans Γ en (ξb, τ) pour toute surface de type temps, et (A3) permet de conclure.

En effet, dans le cas A,

Pour τ 6= 0, p(x, ξ + iτ∇ϕ) = {p(x, ξ + iτ∇ϕ), ϕ} = 0 veut dire que iτ est une racine

double du polynôme q(z) = p(x, ξ + z∇ϕ), z ∈ C, ξ ∈ Rn+1, comme p(x,∇ϕ) 6= 0 car la

surface est non caractéristique, q est du second degré à coefficients réels par conséquant

sa racine double est réelle d’où τ = 0 et la deuxième condition de la définition 1.3.6 est

vide et elle se ramène à la première condition de la même définition.

si τ = 0, puisque P est hyperbolique par rapport à ξ′ = (ξ1, .., ξn) donc le symbole

P (x, ξ) =
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj

est elliptique dans Γ et la condition de pseudo-convexité forte est vide, on peut donc

appliquer (A2).
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Dans Le cas B

Pτ (x, ξ) = p(x, ξ+iτ∇ϕ) = a00(x)ξ2
0−τ 2

n∑
k,j=0

akj(x)∂kϕ∂jϕ+iτ
n∑
j=0

(a0j(x)+aj0(x))ξ0∂jϕ

Pτ (x, ξ) 6= 0 si

a00(x)ξ2
0 − τ 2

n∑
k,j=0

akj(x)∂kϕ∂jϕ 6= 0 ou
n∑
j=0

(a0j(x) + aj0(x))ξ0∂jϕ 6= 0

si
n∑
j=0

(a0j(x) + aj0(x))ξ0∂jϕ = 0

alors
n∑
j=1

(a0j(x) + aj0(x))ξ0∂jϕ = −2a00(x)∂tϕ

on reporte cette égalité dans la partie réelle de Pτ (x, ξ) on obtient

Re Pτ (x, ξ) = a00(x)ξ2
0 + τ 2

(
a00(x)(∂tϕ)2 −

n∑
k,j=1

akj(x)∂kϕ∂jϕ
)

comme a00(x)(∂tϕ)2 −
∑n

k,j=1 a
kj(x)∂kϕ∂jϕ > 0 (S est du type temps) et a00(x)ξ2

0 > 0

pour ξ0 6= 0 on conclut que Pτ est elliptique dans Γ en (ξb, τ) = (ξ0, τ), on peut donc

appliquer (A3).

Le théorème 3.2.2 donne le résultat suivant :

Théorème 4.1.1 On suppose que (A) ou (B) soit vérifiée. Alors on a l’ unicité du pro-

longement à travers toute surface non caractéristique pour toute solution u de P (x, ∂)u =

0, appartenant respectivement à D′(R;H1(Rn)) et D′(Rn;H1(R)).

Dans le cas( A), ce résultat améliore substentiellement les résultats de Robbiano [9] et

de Hörmander [5], car dans ces derniers, on suppose tous les coefficients indépendents

du temps et on conclut l’ unicité du prolongement à travers toute surface loin d’être

caractéristique (en Anglais ”not too close to being caracteristic”). Dans le cas (B), le

résultat est entièrement nouveau.
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4.2 Equation de Schröedinger

On considère l’opérateur de Schröedinger

P (x, ∂) = i∂t −
n∑

i,j=1

aij(x)∂i∂j + bi + c (4.2)

Une fois encore la condition de pseudo-convexité est vide pour les surfaces non ca-

ractéristiques pour τ 6= 0. Comme précédemment on considère deux cas

A. xa = t (i.e. les coefficients de P sont analytiques en temps).

On suppose que :

(i) Les coefficients aij, 0 ≤ i, j ≤ n, sont analytiques en temps, à valeurs dans C1(Rn),

satisfaisant la seconde partie de la condition (A2).

(ii) Les coefficients bi, 0 ≤ i ≤ n, sont analytiques en temps, à valeurs dans L∞(Rn).

(iii) Le coefficient c est analytique en temps à valeurs dans Ln(Rn) si n ≥ 3 et L2+ε(Rn)

si n = 2.

B. xa = x1, ..., xn. (i.e. les coefficients de P sont analytiques en espace).

Dans ce cas on suppose :

(i) Les coefficients aij, 0 ≤ i, j ≤ n, sont analytiques en variables d’espace, à valeurs

dans C1(R), satisfaisant la deuxième partie de la condition (A2).

(ii) Les coefficients bi, 0 ≤ i ≤ n, sont analytiques en variables d’espace, à valeurs dans

L∞(R).

(iii) Le coefficient c est analytique en variables d’espace, à valeurs dans L2(R).

Par le théorème 3.2.2 on obtient :

Théorème 4.2.1 On suppose que (A) ou (B) soit vérifiée. Alors on a l’ unicité du pro-

longement pour toute solution u appartenant respectivement à D′(R;H1(Rn)) et D′(Rn;H1(R))

de P (x, ∂)u = 0 à travers toute surface non caractéristique.

Le résultat est nouveau dans les deux cas (A) et (B).
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