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Introduction

Il est communément admis que 99% de la matière de l�univers est à l�état plasma, un gaz

électri�é dont les atomes sont dissociés en ions à charge positive et en électrons à charge néga-

tive. Les atmosphères, les nébuleuses et la majeure partie de l�hydrogène interstellaire sont

à l�état plasma. Notre planète est elle même entourée d�un plasma à une distance comprise

entre 90 et 500km de sa surface. Cette couche facilite et rend possible les communications

radio et est responsable de l�apparition des aurores boréales. Dans le voisinage immédiat

de notre planète, les ceintures de Van Allen et le vent solaire sont autant d�autres exemples

de l�abondance du plasma. D�un autre côté, dans notre vie de tous les jours, le nombre

d�exemples de plasma est quelque peu limité et restreint. Nous citerons les gaz conducteurs

à l�intérieur des tubes �uorescents tels les tubes à néon. Il est utile de noter que n�importe

quel gaz ionisé n�est pas forcement un plasma. Un gaz présente toujours un certain degré

d�ionisation. Ce n�est qu�au moment où la concentration des particules chargées provoque

une charge d�espace capable de limiter le libre parcours moyen des ions et des électrons que

les caractéristiques du gaz changent de manière notable. Un plasma se dé�nit comme étant

un gaz quasi-neutre composé de particules chargées et de particules neutres qui exhibent

un comportement collectif. Lorsque les particules chargées se meuvent dans un plasma, des

concentrations locales de charge positive et de charge négative sont générées au sein de ce

plasma. Ces concentrations, et donc ces charges d�espace, donnent naissance à des champs

électriques. En outre, le mouvement des particules chargées génère des courants et crée,

par conséquent, des champs électromagnétiques. Ces champs électromagnétiques a¤ectent

et perturbent le mouvement d�autres particules chargées qui à leur tour peuvent in�uencer

le reste des particules du plasma. En fait, toute perturbation a¤ectant la neutralité d�un

plasma provoque de forts champs électromagnétiques qui tendent à la restaurer. La façon la

plus naturelle d�obtenir un plasma est de chau¤er un gaz jusqu�a ce que l�énergie moyenne

des particules soit comparable à l�énergie d�ionisation de l�espèce considérée.
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Introduction

La dé�nition d�un plasma telle que énoncée ci-dessus peut s�avérer, à bien des égards,

incomplète et restrictive. En e¤et, un plasma réel contient toujours des impuretés chargées

communément appelées poussières. La présence de ces extra particules, dont les dimensions

sont de l�ordre du micron, rend la nature du système plasma beaucoup plus complexe et

beaucoup plus di¢ cile à cerner. Un plasma poussiéreux (dusty ou complex plasmas) est un

gaz de basse température, complètement ou partiellement ionisé, comprenant des électrons,

des ions et une composante additionnelle de grains de poussière chargés et extrêmement

massifs. Au cours de ces dernières années, les plasmas poussiéreux ont suscité un large et

profond regain d�intérêt à cause de leur rôle, parfois prépondérant, dans certaines appli-

cations technologiques, spatiales et astrophysiques. Les plasmas poussiéreux sont présents

dans di¤érentes parties de notre système solaire, à savoir, le milieu interplanétaire, les nu-

ages interstellaires, les queues et chevelures des comètes, les anneaux planétaires, les boucles

solaires et les nuages moléculaires interstellaires (nébuleuses Orion, Coalsack, Horsehead,

Eagle). Ils sont aussi présents dans les dispositifs de laboratoires et les procédés industriels.

La lumière zodiacale, la troposphère arctique, la mésosphère polaire, les gaz d�échappement

d�une fusée, la �amme d�une chandelle, . . . etc sont autant d�autres exemples de plasmas

poussiéreux. Au vu des nouveaux phénomènes qu�ils introduisent et font intervenir, tels que

la �uctuation de la charge électrique, l�appauvrissement électronique, ces grains de pous-

sière massifs et hautement chargés peuvent modi�er les propriétés intrinsèques du plasma

traditionnel à deux composantes. De nouveaux modes et de nouvelles instabilités peuvent

alors apparaître. En réalité, la physique des plasmas poussiéreux n�a connu son essor que

grâce à la découverte de l�onde acoustique poussiéreuse (DAW, un nouveau mode identi�é

au début des années 90) et de l�onde acoustique ionique poussiéreuse (DIAW, mode acous-

tique ionique habituel modi�é par la présence des grains de poussière dans le plasma). La

physique des plasmas classiques (traditionnels) est principalement basée sur des régimes

à hautes températures et à basses densités où les e¤ets quantiques ne jouent aucun rôle.

Les progrès technologiques récemment atteints, tels que la miniaturisation des dispositifs

électroniques et les nano-objets (agrégats métalliques, nanoparticules, couches minces...etc)

ont permis d�envisager des applications à l�échelle nanomètrique où la mécanique quantique

joue un rôle très important. Les e¤ets quantiques deviennent importants quand la longueur

de De Broglie, associée à une masse m donnée, devient non négligeable. Les plasmas quan-

tiques sont caractérisés par de très basses températures et de hautes densités. Ces plasmas

quantiques peuvent être composés d�électrons, de positrons, d�ions et de grains de poussière.

Leur étude nécessite une nouvelle loi de pression (ou équation d�état) établie à partir de la
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Introduction

fonction de distribution de Fermi-Dirac et une nouvelle force dérivant du potentiel de Bohm

quantique. Cette équation d�état prend en compte, à titre d�exemple, le caractère fermi-

onique des électrons. Les recherches entreprises dans le domaine des plasmas quantiques,

au départ essentiellement théoriques, s�intéressent maintenant à des applications intéres-

santes dans le domaine des nano-structures (agrégats métalliques, nano-particules, couches

minces[1]...etc.) et des semi-conducteurs (dont la densité des porteurs de charge est nette-

ment inférieure à celle des métaux). Le degré de miniaturisation atteint fait intervenir des

longueurs caractéristiques dont l�ordre de grandeur avoisine celle de la longueur d�onde de

De Broglie. Les e¤ets quantiques, tels que l�e¤et tunnel et la di¤raction quantique, ne sont

alors plus négligeables. Par ailleurs, les modèles de plasmas quantiques ont été largement

appliqués aux plasmas astrophysiques (telles les naines blanches) en conditions extrêmes de

température et de densité. Ces derniers se comportent alors comme des plasmas de fusion

quantiques.

Le but du présent mémoire de Magister s�inscrit dans le cadre général de la modéli-

sation des plasmas quantiques. En particulier, il se propose d�investir, au moyen d�une

approche hybride (analytique et numérique), les analogues quantiques des modes acous-

tiques non linéaires associés à di¤érents modèles de plasma poussiéreux: le mode acoustique

poussiéreux (un nouveau mode identi�é au début des années 90) et le mode acoustique

ionique poussiéreux (mode acoustique ionique habituel modi�é par la présence de grains

de poussière dans le plasma). Nous nous intéresserons particulièrement aux conditions

d�existence et de réalisation des structures solitaires quantiques. Ces structures qui peuvent

être perçues comme « les modes normaux non linéaires » d�un plasma poussiéreux quan-

tique sont étudiées grâce à la méthode du pseudo- potentiel (amplitude arbitraire) et à la

technique de la perturbation réductive de Washimi et Taniuti (amplitude faible mais �nie).

Dans le premier chapitre de cette thèse, nous dé�nirons les concepts de base d�un plasma

et introduirons les équations de base du modèle �uide standard. Nous décrirons ensuite les

plasmas poussiéreux, rapporterons leurs propriétés et insisterons sur les phénomènes qui

les caractérisent tels que l�appauvrissement électronique et l�apparition de nouveaux modes

d�onde. Nous décrirons par la suite la physique des plasmas quantiques, leurs propriétés et

introduirons un modèle �uide contenant des termes de correction quantique.

Le deuxième chapitre de cette thèse sera consacré à l�analyse du comportement non

linéaire de l�onde acoustique poussiéreuse associée à un modèle de plasma quantique élec-

troniquement appauvri. Pour cela on se propose de reconsidérer une récente étude[2] où la

dynamique des grains de poussière est prise en compte et l�inertie des ions et des électrons
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négligée. L�accent sera mis d�une part sur l�existence, la formation et la réalisation possible

de ces ondes acoustiques poussiéreuses solitaires et d�autre part, sur l�in�uence des e¤ets

quantiques sur le pro�l de ces ondes solitaires.

Le troisième chapitre de cette thèse sera consacré à l�analyse du comportement non

linéaire de l�onde acoustique ionique poussiéreuse quantique associée à un modèle de plasma

composé d�ions �uides classiques, d�électrons quantiques et de grains de poussière immobiles.

Deux cas de �gures seront alors considérés, à savoir, des grains de poussière à charge positive

et des grains de poussière à charge négative. L�accent sera mis sur l�in�uence des e¤ets

quantiques sur les propriétés de l�onde acoustique ionique poussiéreuse quantique solitaire

non linéaire. Pour cela, nous ferons appel à la méthode bien connue du pseudo-potentiel et

à la technique de la perturbation dite réductive. La stabilité linéaire ainsi que les solutions

quasi-neutres sont succinctement analysées.

Nous terminerons notre manuscrit par une conclusion et une présentation succincte de

nos perspectives.
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1

Physique des plasmas poussiéreux

1.1 Eléments de la théorie des plasmas

De manière générale, un plasma est composé d�ions et d�électrons portant respectivement

des charges positives et négatives (la neutralité globale de la charge doit être satisfaite,

exception faite évidement des faisceaux de particules chargées). Les électrons ont une masse

nettement plus faible que celle des ions (le rapport de la masse du proton sur celle de

l�électron est de l�ordre de 1836): ils possèdent moins d�inertie et sont donc plus réactifs que

les ions. Un plasma peut être caractérisé par sa température électronique, notée Te, et sa

densité notée ne. Te et ne peuvent varier respectivement de 0:1 à 106eV et de 1 à 1018 cm�3

selon la nature (astrophysique ou de laboratoire) et les di¤érentes applications du plasma.

Dans un plasma, la plus petite distance au delà de laquelle le champ électrique produit par

une charge est écranté de façon signi�cative s�appelle longueur de Debye �D. Cette distance

peut être déduite de l�équation de Poisson autour d�une charge en prenant une distribution

de Boltzmann -Maxwell pour les électrons et les ions qui entourent la particule test. Pour

un plasma de densité n0 et de température kBTe, cette distance vaut

�D =

r
"0kBTe
n0e2

(1.1)

Par conséquent, si L est une grandeur caractéristique de la dimension du plasma, elle devra

véri�er la condition suivante

�D � L (1.2)

Le nombre de particules chargées ND que comporte une sphère de Debye est alors très

grand
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1.1. Eléments de la théorie des plasmas

ND = n0
4

3
��3D � 1 (1.3)

et donc le caractère collectif du comportement des particules du plasma est important.

Le second critère auquel doit satisfaire un gaz à l�état plasma a trait aux collisions des

particules chargées avec les neutres: les e¤ets dus à l�interaction électromagnétique doivent

prédominer devant ceux dus aux collisions binaires entre particules chargées et neutres. En

d�autres termes, cela veut dire que le mouvement d�une particule chargée dans un plasma

est déterminé, en premier lieu, par la présence d�une charge d�espace. Par conséquent, la

fréquence caractéristique des oscillations- plasma � et le temps de vol d�une particule chargée

entre deux collisions avec les neutres � doivent véri�er la condition suivante

�� > 1 (1.4)

Dans un plasma, les électrons et les ions suivent des trajectoires aléatoires et se meuvent

avec de grandes vitesses. Une charge positive quelconque, placée à l�origine d�un référentiel,

attire les électrons et repousse les ions, créant ainsi un nuage électronique dans son voisinage

immédiat. On parle alors d�écrantage de Debye, car au delà d�une certaine distance, appelée

longueur de Debye, le champ électrique créé par cette charge test sera annihilé et ne sera

plus ressenti par le reste des particules chargées. A l�aide de l�équation de Poisson

r2� =
�

"0
=
e

"0
(ne � ni) (1.5)

et moyennant les densités de particules suivantes

ne = ne0 exp(
e�

kBTe
) (1.6)

ni = ni0 (1.7)

il est aisé de montrer(avec l�approximation

���� e�kBTe
����� 1) que le potentiel � s�écrit comme

� = �0 exp(�
jxj
�D
) (1.8)

avec

�D =

r
"0kBTe
ne0e2

(1.9)

Il apparaît alors que la décroissance du potentiel électrostatique créé par une charge est plus

rapide dans un plasma que dans le vide (_ 1

r
) : c�est le phénomène d�écrantage (shielding).
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1.1. Eléments de la théorie des plasmas

Il existe une théorie dite "théorie �uide" qui considère le plasma comme un �uide se

mouvant avec une vitesse u. La masse et la quantité de mouvement d�un volume V de

plasma de densité � sont données par

M =

Z
V

�dV (1.10)

P =

Z
V

�udV (1.11)

Les équations �uides peuvent alors déduites à partir des lois de conservation de la masse et

de l�impulsion
dM

dt
=
d

dt

Z
V

�dV (1.12)

dP

dt
=
d

dt

Z
V

�udV = F (1.13)

F représente l�ensemble des forces externes (poids, forces électromagnétiques...etc) qui s�exercent

sur l�élément de volume V . L�application du théorème de la divergence et de celui du gra-

dient permet d�obtenir les deux équations �uides suivantes

@n�
@t

+r � (n�u�)=0 (1.14)

@u�
@t

+ (u� �r)u� =
q�
m�

(E+ u� �B)�
r p�
m�n�

+ g (1.15)

� = i, e dénote l�espèce de particules considéré et E , B , g et p représentent respective-

ment le champ électrique, le champ magnétique, l�accélération de la pesanteur et la pression.

La première équation, dite équation de continuité pour un �uide, représente la conserva-

tion du nombre de particules. La seconde, dite équation de mouvement, rend compte de

l�ensemble des forces externes auxquelles est assujettie le �uide. Dans le but d�avoir au-

tant d�équations que d�inconnues, nous complétons le système précédent à l�aide de trois

équations supplémentaires : une équation d�état qui relie pression et densité

d(p�n
�

� )

dt
= 0 (1.16)

et deux équations de Maxwell

r� E =� @B
@t

(1.17)

r�B =�0j+
1

c2
@E

@t
(1.18)
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1.2. Propriétés des plasmas poussiéreux

qui relient E et B. Les deux autres équations de Maxwell

r:E = �
"0

(1.19)

r:B =0 (1.20)

où � représente maintenant la densité de charge électrique, n�apportent pas d�informations

supplémentaires et peuvent être considérées comme conditions initiales des deux premières.

1.2 Propriétés des plasmas poussiéreux

Un plasma poussiéreux est composé de molécules de gaz neutres, d�électrons, d�ions et de

grains de poussières chargés (Qd � �103e) et massifs (md � 109mp � 1013me). Une telle

mixture de plasma et de poussière possède trois échelles de longueur caractéristiques. Ce

sont le rayon du grain de poussière rd (rd � �m), la longueur de Debye poussiéreuse �D et
la distance moyenne inter-granulaire d. Cette dernière est reliée à la densité numérique nd

des grains par la relation ndd3 � 1. La longueur de Debye �D d�un plasma poussiéreux est
donnée par[3]

1

�2D
=

1

�2De
+

1

�2Di
(1.21)

où �De;i = (Te;i=4�ne;i0e2)1=2représente la longueur de Debye électronique (ionique),Te(Ti) la

température électronique (ionique) exprimée en unité d�énergie, ne0(ni0) la densité électron-

ique (ionique) à l�équilibre et e la charge élémentaire. Dans le cas où Te � Ti et ne0 � ni0,
�De est de l�ordre de �Di tandis que pour Te � Ti et ni0 > ne0, nous avons �D � �Di � �De.

Dans un plasma poussiéreux typique, rd est généralement très petit devant �D. Lorsque

rd << �D < d, le grain de poussière peut être traité d�un point de vue dynamique de la par-

ticule, et dans ce cas nous parlons de plasma poussiéreux contenant des grains de poussière

isolés. D�un autre côté, les e¤ets collectifs entre grains chargés deviennent importants et

signi�catifs lorsque rd << d < �D. Dans ce cas, les particules de poussière chargées peuvent

être assimilées à des particules ponctuelles massives semblables à des ions à charge multiple

dans un plasma à plusieurs espèces. La condition de quasi-neutralité de la charge électrique

dans un plasma poussiéreux dont les grains portent une charge négative s�écrit sous la forme

ni0 = ne0 + Zd0nd0 (1.22)

nj0 est la densité numérique des particules d�espèce j (e; i; d) et Zd0 le nombre de charges

non perturbées résidant sur la surface du grain. Lorsque la majeure partie des électrons du

8



1.2. Propriétés des plasmas poussiéreux

plasma ambiant est collectée par les grains de poussière, la condition de quasi neutralité

précédente (1.22) peut être réécrite sous la forme ni0 � Zd0nd0 � ne0. Cependant, il est

important de noter que l�appauvrissement électronique (ne0 �! 0) ne peut être complet[4]

étant donné que la valeur minimale du rapport entre les densités électronique et ionique

est égal à (me=mi)
1=2 lorsque le potentiel de la surface du grain tend vers zéro. Dans

ce cas, le plasma poussiéreux peut être approximativement considéré comme un plasma

à deux composantes comprenant des grains de poussière chargés négativement entourés

d�ions à charge positive. Une telle situation est aussi bien commune dans les anneaux de

Saturne que dans les décharges de laboratoire. D�un autre côté, dans les plasmas poussiéreux

thermiques ou irradiés à l�aide de rayons ultraviolets, les grains émettent des électrons et,

par conséquent, peuvent acquérir une charge positive. Dans ce cas, l�écrantage des grains

positifs sera assuré par les électrons et à l�équilibre nous aurons ne0 � Zd0nd0. Dans le cas
d�une géométrie sphérique, la solution de l�équation de Poisson linéarisée

r2�d �
1

�2d
�d = 0 (1.23)

est donnée par[5]

�d(r) = �g(r0)
r0
r
exp(�r � r0

�d
) (1.24)

�d est dit potentiel de Debye- Hückel ou potentiel de Yukawa, �g(r0) est le potentiel du

grain à r = r0 et �d la longueur de Debye e¤ective du plasma poussiéreux donnée par[6]

(incluant les e¤ets de la �uctuation de la charge du grain)

�d =
�D

(1 + fd�2=�1)1=2
(1.25)

où

fd = 4�nd0�
2
Drd (1.26)

�1 = (rd=
p
2�)[(!pi=�Di) + (!pe=�De) exp(e�s=Te)] (1.27)

est la fréquence de relaxation de la charge du grain due aux variations du potentiel �s de la

surface du grain

�2 = (rd=
p
2�)[(!pi=�Di)(1� e�s=Ti) + (!pe=�De) exp(e�s=Te)] (1.28)

est la fréquence associée aux variations des courants de charge dues à l�existence du potentiel

oscillant et !pi(!pe) représente la fréquence plasma ionique (électronique). Le terme fd�2=�1

est dû à la �uctuation de la charge électrique du grain de poussière[7]. Dans un plasma
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1.2. Propriétés des plasmas poussiéreux

poussiéreux, les grains de poussière peuvent être soit faiblement ou fortement corrélés. Ceci

dépendra essentiellement de la valeur du rapport

� =
(Zd0e)

2

dTd
exp(�k) (1.29)

où Td représente la température des grains de poussière et k = d=�d. Un plasma poussiéreux

peut alors être considéré faiblement corrélé aussi longtemps que � � 1. Toutefois, pour �

� 1 et k � 1, le plasma est dit fortement couplé et il devient alors possible d�obtenir des

cristaux dits de Coulomb (créés dans les décharges dans les plasmas de laboratoire à basse

températures, dans les expériences d�implosion par laser et dans les systèmes colloïdaux).

Il arrive souvent que des arguments selon lesquels un plasma poussiéreux est similaire à

un plasma à plusieurs espèces d�ions soient présentés. Cependant, cette assertion doit être

réfutée car la présence, dans un plasma, de grains de poussière chargés et massifs produit

de nouveaux phénomènes collectifs sur des échelles de temps et de longueur complètement

di¤érentes de celles du plasma habituel à deux composantes (électrons + ions). A titre

d�exemple, citons l�onde acoustique poussiéreuse (DAW)[8] pour laquelle la masse du grain

fournit l�inertie alors que les forces de rappel proviennent de la pression des électrons et

des ions considérés, pour la circonstance, de masse négligeable. Ceci est dû au fait que

la fréquence de l�onde DA soit extrêmement basse. Dans les décharges de laboratoire, la

fréquence de la DAW varie typiquement de 10 à 20 Hz et des images vidéo du front d�onde

de la DAW sont réalisables[9]. En outre, la dynamique de la �uctuation de la charge du

grain[10],[7] ainsi que les interactions entre grains peuvent donner lieu à de nouveaux e¤ets

collectifs[11]. Les distributions de masse et de forme du grain peuvent également introduire

de nouveaux e¤ets[12]. De plus, les plasmas poussiéreux peuvent supporter une grande

variété de structures non linéaires telles que les ondes de choc acoustiques poussiéreuses[13],

les ondes de choc acoustiques ioniques poussiéreuses[14], les structures en vortex [15]..etc.

Notons en�n que dans un plasma poussiéreux fortement couplé, il est possible d�avoir de

nouvelles forces d�attraction (Wake�eld[16], interaction dipolaire[17]) et des phénomènes de

transition de phase relatifs aux cristaux poussiéreux[18]. Ces derniers, à l�inverse de ceux de

l�état solide, peuvent avoir des propriétés inhabituelles: la charge du grain peut atteindre

des milliers de fois la charge élémentaire et des énergies d�interaction de l�ordre de 900 eV:

1.2.1 Charge des grains de poussière

La charge d�un grain de poussière trouve son origine dans une variété de processus. Parmi

ces derniers, nous citerons le bombardement de la surface du grain à l�aide des électrons et

10



1.2. Propriétés des plasmas poussiéreux

des ions du plasma de base, l�émission photo- électronique sous l�e¤et d�un rayonnement ul-

traviolet, l�émission d�ions (ion sputtering) et la production d�électrons secondaires[19],[20].

Dans les plasmas de laboratoire de basses températures, la charge des particules de poussière

est en général négative car la collecte des électrons par la surface du grain est dominante par

rapport à celle des ions (les électrons étant plus mobiles). Le processus de charge dépend des

sections e¢ caces de charge. Celles ci sont déterminées à partir du paramètre d�impact d�une

particule approchant la surface d�un grain à une distance plus petite que les dimensions de

cette particule. Leurs expressions, pour les électrons et les ions, sont données respectivement

par

�e(qd; v) = �r
2
d

�
1 +

2eqd
rdmev2

�
(1.30)

�i(qd; v) = �r
2
d

�
1� 2eqd

rdmiv2

�
(1.31)

pour v2 > 2e jqdj =rdme = v2� alors que pour v
2 < v2�, �e(qd; v) est simplement nulle. Ici

v = jvj et qd est la charge du grain de poussière. Les électrons doivent avoir une vitesse
minimale v� pour pouvoir atteindre la surface du grain (vaincre la barrière de potentiel).

L�équation d�évolution de la charge du grain de poussière est alors donnés par�
@

@t
+ vd �r

�
qd = Ie + Ii = Id(qd) (1.32)

où

Id(q;d ) =
X
s=e;i

qs

Z
v�s(qd; v)fs(v)d

3v (1.33)

est le courant plasma de charge, v est le vecteur vitesse du grain, qe(i) = �e(e) et fs(v)
représente la fonction de distribution des vitesses de la particule d�espèce s. Lorsque le

plasma est en équilibre thermodynamique, la fonction de distribution des vitesses fs peut

être approximée par la fonction de distribution de Maxwell-Boltzmann fs0 donnée par

fs0 = ns0

�
1

2�v2ts

�3=2
exp

�
� 1

2v2ts
(v � v0)2

�
(1.34)

où v0 représente la vitesse de dérive entre le plasma de base et les grains de poussière, ns0

la densité à l�équilibre des particules d�espèce s et vts = (Ts=ms)
1=2 leur vitesse thermique

correspondante. En supposant les vitesses de dérive des électrons et des ions beaucoup plus

petites que leurs vitesses thermiques respectives, les expressions des courants électronique

et ionique à l�équilibre sont données par[5]

Ie0 = ��r2de
�
8Te
�me

�1=2
ne0 exp

�
eqd0
rdTe

�
(1.35)
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1.2. Propriétés des plasmas poussiéreux

Ii0 = �r
2
de

�
8Ti
�mi

�1=2
ni0

�
1� eqd0

rdTi

�
(1.36)

1.2.2 Modes électrostatiques de basses fréquences dans un plasma

poussiéreux

Un grain de poussière immergé dans un plasma acquiert une charge électrique qui peut

équivaloir plusieurs milliers de fois la charge élémentaire. Sa présence dans le plasma peut

altérer et modi�er les modes normaux habituels de ce dernier et donner naissance à de

nouveaux modes. Dans cette section, nous rapporterons de manière succincte l�essentiel des

travaux d�un groupe de chercheurs de l�université de l�Iowa[21] sur les modes susceptibles

de se propager dans un tel plasma. On se limitera aux deux modes acoustiques qui ont fait

l�objet d�une intense investigation: le mode acoustique poussiéreux (DA, un nouveau mode

identi�é au début des années 90) et le mode acoustique ionique poussiéreux (DIA, mode

acoustique ionique habituel modi�é par la présence dans le plasma de grains de poussière).

La relation de dispersion linéaire des ondes électrostatiques de basses fréquences dans un

plasma poussiéreux magnétisé a été obtenue à l�aide du modèle �uide que D�Angelo a in-

troduit au début des années 90[22]. Le terme "basses fréquences" désigne des fréquences de

l�ordre de, ou plus petites que fci (la gyrofréquence) et fpi (la fréquence plasma ionique).

Mode acoustique ionique poussiéreux (DIA)(!=k �
p
Td=md)

C�est le mode acoustique ionique habituel avec, cependant, quelques modi�cations intro-

duites par la présence de grains de poussière chargés négativement[22],[23]. Les grains de

poussière, dans ce cas de �gure, sont immobiles (md �!1) et jouent le rôle d�un fond neu-
tralisant (participent à la quasi-neutralité du plasma). Sa relation de dispersion est alors

donnée par

vp =
!

k
=

�
Ti
mi

+
Te

mi(1� "Zd)

�1=2
= Cs;d (1.37)

Cs;d est la vitesse acoustique ionique modi�ée. Notons que la vitesse de phase de l�onde vp

augmente à mesure que la concentration relative des grains " = nd0=ni0 augmente. Pour

s�en rendre compte, il su¢ t de linéariser l�équation de mouvement des ions et de l�écrire

sous la forme

mini0
@vi1
@t

= �
�
Ti +

Te
1� "Zd

�
@ni1
@x

(1.38)
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1.2. Propriétés des plasmas poussiéreux

où la relation de Boltzmann a été utilisée pour exprimer le champ électrique de l�onde E1

en termes de
@ne1
@t

. Le terme mini0
@vi1
@t

est la force par unité de volume agissant sur un

élément �uide ionique en présence de la perturbation de l�onde. Le terme de droite est la force

acoustique de rappel par unité de volume. Cette dernière augmente à mesure que la valeur

de " augmente. Un accroissement de la force de rappel donne alors lieu à une augmentation

de la vitesse de phase de l�onde. Physiquement, comme le nombre d�électrons collectés par

la surface des grains va en augmentant, il y en aura de moins en moins de "disponibles"

pour contrecarrer et neutraliser les perturbations de la charge d�espace ionique. D�ailleurs,

le terme Te=(1� "Zd), comme relevé par certains auteurs, peut être perçu comme étant une
température électronique e¤ective.

Mode acoustique poussiéreux (DA)(!=k �
p
Ti=mi)

C�est un nouveau mode acoustique de très basse fréquence. Par conséquent, la dynamique

du grain de poussière doit être prise en compte et les inerties de l�électron et de l�ion peuvent

alors être négligées. Sa relation de dispersion est alors donnée par[8]

vp =
!

k
=

�
Td
md

+ "Z2d
Ti
md

+
1

1 + (1� "Zd)Ti=Te

�1=2
= CDA (1.39)

CDA représente la vitesse acoustique poussiéreuse. Pour l�entretien de ce mode, l�inertie

est fournie par les grains de poussière alors que la force de rappel est due aux pressions

électronique et ionique. Un tel résultat peut être aisément obtenu en linéarisant l�équation

de mouvement du grain (avec Td = 0).

mdnd0
@vd1
@t

= �
�
Te
@ne1
@x

+ Ti
@ni1
@x

�
(1.40)

En résumé, les deux relations de dispersion précédentes peuvent être réécrites sous la forme

suivante

Mode DIA

!2 = k2C2s;d (1.41)

Mode DA

!2 = k2C2DA (1.42)

1.2.3 Equation de Korteweg de Vries

La non linéarité et la dispersion sont les propriétés caractéristiques les plus importantes d�un

plasma. C�est pourquoi, nous allons, dans ce qui suit, discuter une équation di¤érentielle
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1.2. Propriétés des plasmas poussiéreux

partielle (EDP) non linéaire classique, connue sous le nom d�équation de Korteweg de Vries

(KdV). Celle ci apparaît dans une variété de situations physiques et est donnée par[24]

@U

@�
+ aU

@U

@�
+ b

@3U

@�3
= 0 (1.43)

où � et � sont des variables indépendantes et a et b des constantes réelles non nulles. U

est une fonction quelconque qui peut représenter, entre autres, une densité numérique, un

potentiel électrostatique ou une vitesse de propagation. L�équation (1.43) est à la fois non

linéaire et dispersive: le terme convectif U
@U

@�
traduit la non linéarité tandis que

@3U

@�3
re-

�ète la dispersion. Historiquement, l�équation (1.43) fut établie par Korteweg et de Vries en

relation avec un problème d�ondes de surface dans un canal d�eau à profondeur �nie. Plus

tard, Gardner et Morikawa[25] établirent une équation analogue à partir d�un modèle hydro-

magnétique de plasma froid pour décrire le comportement de perturbations se propageant

perpendiculairement à un champ magnétique avec une vitesse proche de celle d�Alfven.

D�autres auteurs montrèrent que (1.43) pouvait aussi bien décrire la propagation unidimen-

sionnelle d�ondes acoustiques dans les cristaux que fournir une description faiblement non

linéaire de perturbations sonores se propageant à une vitesse voisine de celle du son[26].

Et c�est à partir de là et dans un e¤ort de généralisation que Su et Gardner[27] montèrent

que (1.43) pouvait s�appliquer à une large classe de systèmes dispersifs et faiblement non

linéaires à l�instar de l�équation de Burgers dans les milieux dissipatifs et faiblement non

linéaires. L�équation (1.43) peut être réécrite sous la forme généralement rencontrée dans

la littérature
@U

@�
+ U

@U

@�
+
@3U

@�3
= 0 (1.44)

moyennant les changements de variables � ! �b1=3 et U ! U=ab�1=3. Notons que pour des

ondes acoustiques ioniques se propageant avec une vitesse proche de celle du son, le terme

U
@U

@�
de l�équation (1.44) provient du terme non linéaire convectif Vi �rVi de l�équation

de mouvement des ions. De plus, le terme linéaire de troisième ordre
@3U

@�3
est dû au fait

que dans un repère se déplaçant avec la vitesse du son, les corrections de la relation de

dispersion sont proportionnelles à k3, où k représente le vecteur d�onde de la perturbation

acoustique. Remarquons que si le terme dispersif
@3U

@�3
est omis dans l�équation (1.44), alors

@U

@�
+ U

@U

@�
+
@3U

@�3
= 0 admettra comme solution

U(�; �) = U(� � U(�; �); 0) (1.45)
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1.2. Propriétés des plasmas poussiéreux

Celle ci indique que toute perturbation initiale se déformera de manière continue dans les

régions où @U(�; 0)=@� < 0 et éventuellement deviendra physiquement inacceptable. En

réalité, le terme dispersif de l�équation (1.44) limite et prévient cette déformation illimitée.

Avant d�aller plus loin, il convient de discuter les solutions solitaires de l�équation (1.44). A

ce propos, moyennant le changement de variable� = ��c� où c est une constante, l�équation
(1.44) peut être deux fois intégrée pour obtenir�

dU(�)

d�

�2
=
1

3
U2(�)[3c� U(�)] (1.46)

où les conditions aux limites U(�) �! 0, dU(�)=d� �! 0 et d2U(�)=d�2 �! 0 lorsque

j�j �! 0 ont été utilisées. L�équation (1.46) peut alors être intégrée pour donner

U(� � c�) = 3c sech2
�p

c=2(� � c�)
�

(1.47)

Dans l�équation (1.47), la hauteur, la largeur et la vitesse du pulse sont proportionnelles

à c, c�1=2 et c respectivement. De nombreuses études numériques[28],[29] de l�équation

(1.44) indiquent que les solutions en ondes solitaires (soliton) données par (1.47) jouent

un rôle intrinsèque dans l�évolution temporelle du système pour une variété de conditions

initiales. Pour des données initiales localisées, un nombre �ni de solitons émergent avec

di¤érentes hauteurs 3c1, 3c2 . . . etc., chaque soliton se propageant de la gauche vers la

droite. Ces solitons interagissent en préservant leurs identités. Lorsque � !1, les solitons
se réarrangent dans l�ordre des hauteurs croissantes (le plus grand soliton se trouvant alors

à l�extrême droite). L�investigation expérimentale des propriétés de la solution en onde

solitaire de l�équation (1.44) a été réalisée par Ikezi et al.[30],[31]. Ils ont alors rapporté

l�existence d�un désaccord entre l�observation expérimentale et la description théorique basée

sur une image simpli�ée du soliton de Korteweg de Vries. Plus tard, certains auteurs ont

tenté de réduire cet écart en prospectant l�e¤et d�une température ionique �nie[32] et l�e¤et

des grandes amplitudes[33]. Un soliton résulte de l�équilibre de deux e¤ets : la non linéarité

et la dispersion[34]. Ces derniers sont donc les ingrédients nécessaires pour l�obtention de

solutions en onde solitaire dans le cas d�une onde non linéaire. Cependant, quoique la

plupart des ondes dans les plasmas présentent de la dispersion et que le plasma lui-même se

comporte comme un milieu non linéaire, seulement un nombre restreint d�ondes est connu

pour admettre des solutions en soliton. Les ondes acoustiques ioniques exhibent de telles

solutions localisées et ont été largement investies tant sur le plan théorique qu�expérimentale.

D�ailleurs la redécouverte de l�équation de Korteweg de Vries pour ce type d�onde dans les

plasmas a été sans nul doute le premier pas pour démêler quelque peu le domaine très ardu

des phénomènes non linéaires[35].
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1.3. Physique des plasmas quantiques

1.3 Physique des plasmas quantiques

1.3.1 Propriétés des plasmas quantiques

Dans les plasmas quantiques, la distribution statistique de Fermi-Dirac est communément

utilisée plutôt que la distribution de Maxwell-Boltzmann dans les plasmas classiques. Les

échelles caractéristiques quantiques à savoir (le temps, la longueur, la vitesse thermique)

des particules chargées sont tout à fait di¤érentes de celle des plasmas classiques. Un gaz

de Fermi unidimensionnel à température nulle obéit a l�équation d�état[36]-[38] de la forme

ps =
msv

2
Fsn

3
s

3n2s0
(1.48)

où ms est la masse de la particule d�espèce s (e pour les électrons, i pour les ions et d pour

les grains de poussière). La vitesse de Fermi est dé�nie par

vFs =

�
2EFs
ms

�1=2
=
~
ms

(3�2ns0)
1=3 (1.49)

où EFs représente l�énergie de Fermi et ns la densité des particules d�espèce s. L�indice

"0" désigne des grandeurs non perturbées. L�équation (1.48) est généralement utilisée dans

l�étude des métaux et des nano-particules où la température de Fermi des électrons est

beaucoup plus haute que la température ambiante. En raison des grandes valeurs de la

densité dans les plasmas quantiques, la fréquence plasma !ps = (
4�ns0e

2

ms

)1=2 et la longueur

de Fermi

�Fs =
vFs
!ps

(1.50)

sont nettement di¤érentes de leurs analogues dans les plasmas classiques. Les e¤ets quan-

tiques commencent à se manifester lorsque la distance moyenne entre particules d = n�1=3s0

devient comparable à la longueur d�onde thermique de De Broglie associée

�B =
~

msvth
(1.51)

c�est à dire à chaque fois que l�approximation n1=3s0 �B � 1 est valable. En régime classique
(ns0�

3
B � 1), la longueur d�onde de De Broglie est petite et insigni�ante. Par conséquent,

il n�y a aucun recouvrement des fonctions d�onde et aucune interférence quantique. La

température de Fermi TFs peut être exprimée en terme de densité a l�équilibre comme

kBTFs = EFs =
~2

2ms

(3�2ns0)
2=3 (1.52)
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1.3. Physique des plasmas quantiques

où ~ représente la constante de Planck réduite et kB la constante de Boltzmann. Notons
que lorsque la température T d�une espèce de particules s�approche de TFs, la statistique

appropriée pour décrire de telles particules est de type Fermi-Dirac (rappelons que dans les

plasmas classiques, la statistique de Maxwell-Boltzmann est utilisée). La transition entre

les deux régimes, classique et quantique, dépend du paramètre

� =
TFs
T
=
1

2

�
3�2
�2=3 �

ns0�
3
B

�2=3
(1.53)

Ainsi, les e¤ets quantiques deviennent importants lorsque � � 1. Le paramètre de cou-

plage quantique qui est dé�ni comme étant le rapport entre l�énergie d�interaction (Eint) et

l�énergie cinétique moyenne (Ecin = EFs) s�écrit sous la forme

gQ =
Eint
EFs

=
2mse

2n
1=3
s0

"0~2 (3�2ns0)2=3
�
�
~!ps
EFs

�2
(1.54)

En utilisant les relations (1.49) et (1.50), on peut réécrire l�expression (1.54) sous la forme

gQ =

�
1

ns0�
3
Fs

�2=3
(1.55)

L�avantage d�employer la dé�nition (1.55) est évident. En réécrivant le paramètre de cou-

plage classique en termes de �D, nous obtenons

gC =
Eint
Ecin

=
e2n

1=3
s0

"0kBT
=

�
1

ns0�
3
D

�2=3
(1.56)

Ceci prouve que �F est l�analogue de �D. Les équations (1.55) et (1.56) sont équivalentes.

Cependant, la relation (1.54) ne possède pas d�analogue classique et décrit le paramètre de

couplage quantique comme étant le rapport entre l�énergie d�un plasmon sur l�énergie de

Fermi.

1.3.2 Etablissement des équations �uides

La modélisation des plasmas quantiques est basée sur les approches mathématiques bien

connues de Schrödinger-Poisson et de Wigner-Poisson. Celles ci ont été largement utilisés

pour étudier le comportement hydrodynamique et statistique des particules de plasma à

l�échelle quantique. Ces approches sont l�analogue quantique des modèles �uide et ciné-

tique en physique des plasmas classiques. Dans ce contexte, Manfredi[36],[39] a étudié ces

approches dans un plasma quantique, électrostatique, non collisionnel et non magnétisé.
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1.3. Physique des plasmas quantiques

Système Schrödinger-Poisson

A l�échelle quantique, les particules sont décrites par des fonctions d�ondes. D�après[39], ces

particules sont décrites par N fonctions d�ondes 	�(x; t) obéissent a N équations indépen-

dantes de Schrödinger

i~
@	�
@t

= � ~
2

2m

@2	�
@x2

� e�	�, � = 1; 2 : : : ::N (1.57)

couplées à l�équation de Poisson

@2�

@x2
=
e

"0
(
NX
�=1

p� j	�j2 � n0) (1.58)

� représente le potentiel électrostatique et e la charge élémentaire. Dawson[40] a supposé que

la fonction de distribution f(x; v; t) peut être représentée comme la somme de N faisceaux

(streams) caractérisées par des probabilités p�, des densités n� et des vitesses u�

f(x; v; t) =
NX
�=1

p�n�(x; t)�(v � u�(x; t)) (1.59)

� représente la fonction de Dirac. Cette fonction de distribution doit satisfaire l�équation

de Vlasov pour un plasma non magnétisé[41]

@f

@t
+ v �rf + q�

m
r�:rvf = 0 (1.60)

On introduit alors l�amplitude réelle A2� = n� = j	�j
2 et la phase réelle S� (rS� = m u�)

associées à la fonction d�onde qui s�écrit, par conséquent, comme suit[42]

	� = A� exp(
iS�
~
) (1.61)

En substituant la relation (1.61) dans l�équation (1.57) et en séparant les parties réelle et

imaginaire, nous obtenons

@A2�
@t

+
1

m
r:(A2�rS�) = 0 (1.62)

1

m

@rS�
@t

+
1

m2
(rS�:r)rS� =

e

m
r�+ ~2

2m2
r
�
r2S�
S�

�
(1.63)

En utilisant l�expression de la vitesse u� = 1=mrS� dans les deux équations précédentes
(1.62) et (1.63), nous déduisons le système d�équations suivant
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@n�
@t

+r: (n�u�) = 0 (1.64)

@u�
@t

+ (u�:r)u� =
e

m
r�+ ~2

2m2
r
�
r2pn�p

n�

�
(1.65)

Ces deux équations représentent le premier modèle �uide pour les plasmas quantiques non

magnétisés. Comme nous pouvons le constater, les e¤ets quantiques sont décrits par le

dernier terme de l�équation de mouvement (1.65). Ce terme représente le potentiel de Böhm

dont l�expression est donnée par

'B = �
�
~2=2m

p
n�
�
r2pn� (1.66)

La densité et la vitesse macroscopiques sont alors dé�nies par

n =
NX
�=1

p�n� (1.67)

v =
1

n

NX
�=1

p�n�u� (1.68)

En multipliant les équations (1.64) et (1.65) par p� et en utilisant les relations (1.67) et

(1.68), nous obtenons les équations de base du modèle �uide, dit modèle hydrodynamique

quantique (QHD), suivantes

@n

@t
+r� (nv) = 0 (1.69)

@v

@t
+ (v:r)v = e

m
r�� rP

mn
+
~2

2m2
r
�
r2pnp

n

�
(1.70)

couplées à l�équation de Poisson

@2�

@x2
=
e

"0
(n� n0) (1.71)
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2

Ondes acoustiques poussiéreuses

associées à un plasma quantique

2.1 Présentation physique du problème

La présence de grains de poussière massifs et hautement chargés dans un plasma composé

d�électrons et d�ions peut modi�er les propriétés des ondes susceptibles de se propager dans

un tel plasma. Ces modi�cations peuvent être attribuées aux nouvelles échelles spatio-

temporelles introduites par les grains de poussière ainsi qu�à la déviation par rapport à la

condition de quasi- neutralité de la charge conventionnelle d�un plasma à deux composantes.

Les oscillations collectives d�un plasma poussiéreux ont été intensément étudiées aussi bien

théoriquement qu�expérimentalement durant les ces dernières années[43],[44]. Shukla et

Silin[23] ont été les premiers à avoir étudié les ondes acoustiques ioniques poussiéreuses

(DIAW) plus tard observées dans les expériences de laboratoires[45],[21]. D�un autre côté,

de nouveaux modes associés uniquement à la dynamique des grains de poussière peuvent

apparaître. Rao et al.[8] ont été les premiers à avoir proposé de prendre en considéra-

tion la dynamique des grains de poussière dans un plasma dont les ions et les électrons

sont distribués selon la loi de Maxwell- Boltzmann. Ils ont alors prédit l�existence d�un

nouveau mode acoustique (baptisé depuis mode acoustique poussiéreux, DAW) de faible

vitesse de phase (en comparaison avec les vitesses thermiques des ions et des électrons)

et de très faible fréquence ( ! � quelques dizaines de Hertz). Plus tard, un groupe de

chercheurs de l�université de l�Iowa[9] ont entrepris une série d�expériences et ont pu con-

�rmer l�existence du nouveau mode acoustique poussiéreux. La théorie linéaire joue un rôle

important dans l�étude des ondes et des instabilités quand les amplitudes des ondes sont
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petites. Cependant, quand ces amplitudes deviennent su¢ samment grandes, on ne peut

plus négliger la non linéarité. Cette dernière contribue à la localisation des ondes et donne

lieu à di¤érents types de structures non linéaires telles les structures solitaires, les ondes de

choc, les structures en vortex, etc...Récemment, de nouvelles recherches ont porté sur les

modes linéaires et non linéaires susceptibles de se propager dans un plasma quantique[46]-

[47]. Haas et ses collaborateurs[48] ont établi la relation de dispersion de l�instabilité à

deux courants et ont montré l�existence d�un nouveau mode quantique dans les plasmas en

utilisant le système non linéaire de Schrödinger-Poisson. Plus tard, les propriétés linéaires

et non linéaires de l�onde acoustique ionique ont été également étudiées par Haas et ses

collaborateurs en utilisant un modèle hydrodynamique quantique (QHD) pour un plasma

quantique unidimensionel[38]. Le modèle QHD a d�ailleurs été reformulé par Haas[49] pour

inclure l�e¤et d�un champ magnétique. Rappelons que les e¤ets quantiques trouvent toute

leur importance dans les dispositifs microélectroniques[50], dans les systèmes astrophysiques

denses[51] et dans l�interaction laser-plasma[52]. Récemment, Shukla et Ali[2] ont étudié

l�onde acoustique poussiéreuse dans un plasma quantique en faisant intervenir la dynamique

des grains de poussière et en négligeant l�inertie des ions et des électrons. Ils ont alors montré

que les e¤ets quantiques peuvent modi�er les propriétés de l�onde acoustique poussiéreuse.

2.2 Ondes acoustiques poussiéreuses dans un plasma

contenant des ions et des électrons quantiques

2.2.1 Equations de base du modèle de Shukla et Ali

Considérons un plasma poussiéreux quantique ultrafroid non collisionnel et non magnétisé

composé d�ions quantiques, d�électrons quantiques et de grains de poussière quantiques. Les

oscillations acoustiques poussiéreuses (DAW) de faible vitesse de phase Vp (VFd � Vp �
VFe; VFi où VFd; VFi et VFe représentent, respectivement, la vitesse de Fermi des grains de

poussière, des ions et des électrons) associées à un tel plasma, peuvent être décrites par les

équations de base du modèle �uide suivantes

e
@�

@x
� 1

ne

@pe
@x

+
~2

2me

@

@x

�
@2
p
ne=@x

2

p
ne

�
= 0 (2.1)

�e@�
@x
� 1
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+
~2
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@
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@2
p
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p
ni
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= 0 (2.2)
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@ud
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=
Zde

md
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@x
� 1

mdnd

@pd
@x

+
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2m2
d

@
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p
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p
nd
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(2.3)

@nd
@t

+
@(ndud)

@x
= 0 (2.4)

@2�

@x2
= 4�e(ne + Zdnd � ni) (2.5)

Les trois composantes de ce plasma sont supposées obéir à la loi de pression suivante[36]-[38].

Pj =
mjV

2
Fj

3n2j0
n3j (2.6)

où j = i, e, d indique, respectivement, les ions, les électrons et les grains de poussière. mj

représente la masse, VFj =
p
2KBTFj=mj la vitesse de Fermi, KB la constante de Boltz-

mann, TFj la température de Fermi et nj la densité numérique de l�espèce j. A l�équilibre,

ni0 = Zdnd0+ ne0 où ni0, nd0 et ne0 désignent, respectivement, les densités non perturbées

des ions, des grains de poussière et des électrons. � est le potentiel électrostatique et ud la

vitesse �uide des grains de poussière. Les équations (2.1)-(2.5) constituent le modèle, dit

QHD, d�un plasma poussiéreux quantiques à trois composantes. Les équations (2.1)-(2.5)

peuvent être réécrites sous la forme

@�

@X
� �Ne

@Ne
@X

+
H2
e

2

@

@X

�
@2
p
Ne=@X

2

p
Ne

�
= 0 (2.7)
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+
H2
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@

@X
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@2
p
Ni=@X

2

p
Ni

�
= 0 (2.8)

@Ud
@T

+ Ud
@Ud
@X

=
@�

@X
� �Nd

@Nd
@X

+
H2
d

2

@

@X

�
@2
p
Nd=@X

2

p
Nd

�
(2.9)

@Nd
@T

+
@(NdUd)

@X
= 0 (2.10)

@2�

@X2
= Nd + �eNe � �iNi (2.11)

He =
q
(Zd~2!2pd)=memdC4d ,Hi =

q
(Zd~2!2pd)=mimdC4d etHd =

q
(~2!2pd)=m2

dC
4
d représen-

tent les paramètres quantiques adimensionnels des électrons, des ions et des grains de pous-

sière, � = TFe=TFi (rapport des température de Fermi des électrons et des ions), � =

TFd=ZdTFi, �e = ne0=Zdnd0 = 1= (�� 1) et �i = ni0=Zdnd0 = �= (�� 1), où � = ni0=ne0.

Les densités numériques Nj, la vitesse �uide des grains de poussière Ud, le potentiel élec-

trostatique �, le temps T et la variable X sont normalisées, respectivement, par nj0, Cd =
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(2ZdKBTFi=md)
1=2, 2KBTFi=e, !�1pd = (md=4�Z

2
dnd0e

2)1=2 et �D =
p
(2KBTFi)=4�Zde2nd0

la longueur de Debye. En intégrant une fois les équations (2.7) et (2.8) et en utilisant les

conditions aux limites Ni;e = 1 et � = 0, lorsque X �! +1, nous obtenons
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e

2
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e

2

�
@2
p
Ne=@X

2

p
Ne

�
(2.12)

� =
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2
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2

p
Ni
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(2.13)

2.2.2 Cas des amplitudes faibles mais �nies

Intéressons nous à la dynamique des ondes acoustiques poussiéreuses solitaires d�amplitude

faible mais �nie. Pour cela, nous établissons à partir des équations (2.9)-(2.13) l�équation

de Korteweg�de Vries (K- dV) en utilisant la technique de la perturbation réductive de

Washimi et Taniuti[26] ainsi que les variables qu�ils ont introduites � = "1=2(X � v0T ) et
� = "3=2T , où " est un paramètre de mesure de la faiblesse de l�amplitude ou de la dispersion

de l�onde et v0 la vitesse du soliton normalisée par Cd. Les variables Ud; Nd;�; Ne et Ni sont

alors développées en séries de puissances de " autour de leurs valeurs d�équilibres.

� = "�(1) + "2�(2) + :::: (2.14)
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e + "2N (2)

e + :::: (2.18)

A partir des deux équations (2.12), (2.13), nous obtenons
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Les équations (2.9), (2.10) et (2.11) deviennent alors
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A l�ordre le plus faible en ", le système d�équations (2.19)-(2.23) donnent

�i � �e = 1 (2.24)

En dé�nissant une nouvelle fonction U(�; �) = �(1), nous obtenons, à l�ordre 1, les expres-

sions suivantes

�(1) = �N (1)
e =) N (1)

e =
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à partir desquelles nous déduisons la vitesse du soliton

v0 =

s
� +

1

(�e=� + �i)
(2.30)

A l�ordre 2, en remplaçant N (1)
d et U (1)d par les expressions suivantes N (1)

d = U=(� � v20),
U
(1)
d = (�=v0(� � v20)� 1=v0)U , nous obtenons le système d�équations suivant
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et en éliminant �(2) des équations (2.31)- (2.33), nous obtenons l�équation de type Korteweg-

de Vries suivante
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+ AU
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où les constantes A et B sont données par
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et
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En transformant la variable indépendant � et � en � = � � u0� , où u0 est une vitesse

constante normalisée et en imposant les conditions aux limites appropriées aux perturbations
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localisées, à savoir, U �! 0, dU=d� �! 0, d2U=d�2 �! 0 lorsque � �! �1, la solution
de l�équation (2.36) est donnée par

U (�; �) = UmSech
2 [(� � u0�)=�] (2.39)

où Um = 3u0=A et � =
p
4B=u0 représentent, respectivement, l�amplitude et la largeur du

Soliton. Les deux derniers termes (le deuxième et le troisième) de l�équation (2.36) traduisent

respectivement la non linéarité et la dispersion dont l�équilibre donne lieu à la formation

du soliton. Comme u0 est une quantité positive, nous avons alors Um < 0. La solution

(2.39) indique que notre modèle de plasma ne peut admettre que des ondes acoustiques

poussiéreuses de raréfaction (U < 0). Nous avons alors mené une investigation numérique

sur plusieurs paramètres. Nous avons alors constaté que le paramètre adimensionnel quan-

tique He n�a¤ecte pas l�amplitude du potentiel négatif mais rétrécit sa largeur (Fig.1). Par

ailleurs les paramètres Hi et Hd n�in�uent pas, de manière signi�cative, sur l�amplitude et

la largeur de l�onde solitaire à cause de leurs faibles valeurs. Les paramètres suivants[2]

Hi = 7 � 10�3, Hd = 1:1 � 10�7, me = 9:1 � 10�28g, mi = 12mp (mp est la masse du proton),

md = 4:008 � 10�16g, u0 = 0:1, Zd0 = 200, � = 220, ne0 = 5:9 � 1022cm�3, TFe = 6:4 � 104K et
� = 1:7 � 10�4 ont été choisis. La �gure 2 indique qu�à mesure que u0 augmente, l�amplitude
du soliton augmente alors que sa largeur diminue. Une augmentation de � (Fig. 3) entraîne

une diminution de l�amplitude et de la largeur du soliton. A l�inverse, une augmentation de

� (Fig.4) se traduit par une augmentation de l�amplitude et de la largeur du soliton.
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Figure 1: Solution stationnaire et localisée de l�équation (K-dV) pour di¤érents valeurs

de He = 0:3 (trait plein),0:8(pointillés) et1:6(tirets), Les paramètres choisis sont u0 = 0:1;

� = 220; � = 1:7� 10�4; Hi = 7:10�3; Hd = 1:1� 10�7

Figure 2: Solution stationnaire et localisée de l�équation (K-dV) pour di¤érents valeurs

de u0 = 0:04 (trait plein),0:07 (pointillés) et 0:1 (tirets), He = 1, � = 220; � = 1:7� 10�4;
Hi = 7:10

�3; Hd = 1:1� 10�7
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Figure 3: Solution stationnaire et localisée de l�équation (K-dV) pour di¤érents valeurs

de � = 0(trait plein), 10�5(pointillés) et 10�4(tirets), He = 1; u0 = 0:1; � = 220;

Hi = 7:10
�3; Hd = 1:1� 10�7

Figure 4: Solution stationnaire et localisée de l�équation (K-dV) pour di¤érents valeurs

de � = 1:00003 (trait plein), 1:00004(pointillés) et 1:00005(tirets), He = 1; u0 = 0:1;

� = 220; � = 1:7� 10�4; Hi = 7:10�3; Hd = 1:1� 10�7:
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2.3 Onde acoustique poussiéreuse dans un plasma quan-

tique électroniquement appauvri

2.3.1 Equations de base du modèle

Nous allons maintenant reconsidérer l�étude précédente[2] dans le cas d�un plasma quan-

tique poussiéreux électroniquement appauvri contenant des ions quantiques et des grains

de poussière �uides classiques. La dynamique de l�onde acoustique poussiéreuse est régie

par l�inertie de ces grains de poussière et la pression des ions. Les oscillations acoustiques

poussiéreuses (DAW) de faible vitesse de phase Vp, associées à un tel plasma, peuvent alors

être décrites par les équations de base du modèle �uide suivantes
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�Ni
@Ni
@X

+
H2
i

2

@

@X

�
@2
p
Ni=@X

2

p
Ni

�
= 0 (2.40)

@Ud
@T

+ Ud
@Ud
@X

=
@�

@X
(2.41)

@Nd
@T

+
@(NdUd)

@X
= 0 (2.42)

@2�

@X2
= Nd �Ni (2.43)

Les équations (2.40)-(2.43) constituent le modèle hydrodynamique quantique (QHD) d�un

plasma poussiéreux quantique à deux composantes. Les densités Nj ( j = i; d indique,

respectivement, les ions et les grains de poussière), la vitesse �uide des grains de pous-

sière Ud, le potentiel électrostatique �, le temps T et la variable X sont normalisées re-

spectivement par nj0 (densité non perturbée), Cd = (2ZdKBTFi=md)
1=2, 2KBTFi=e, !�1pd =

(md=4�Z
2
dnd0e

2)1=2 et �D =
p
(2KBTFi)=4�Zde2nd0 (longueur de Debye). Hi =

q
(Zd~2!2pd)=mimdC4d

représente le paramètre quantique adimensionnel des ions. En intégrant une fois l�équation

(2.40) et en utilisant les conditions aux limites Ni = 1, � = 0 lorsque X �! +1, nous
obtenons

� =
1

2
� N

2
i

2
+
H2
i

2

�
@2
p
Ni=@X

2

p
Ni

�
(2.44)

2.3.2 Cas des faibles amplitudes

Nous allons maintenant nous intéresser à la dynamique des ondes acoustiques poussiéreuses

solitaires de faible amplitude. Pour cela, nous établissons à partir des équations (2.41)-(2.44)
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2.3. Onde acoustique poussiéreuse dans un plasma quantique électroniquement appauvri

une équation de type Korteweg�de Vries (K- dV) en utilisant la méthode des perturbations

de Washimi et Taniuti et les variables qu�ils ont introduites � = "1=2(X� v0T ) et � = "3=2T ,
où " est un paramètre de mesure de la faiblesse de l�amplitude ou de la dispersion de l�onde

et v0 la vitesse du soliton normalisée par Cd. Les variables Ud, Nd, � et Ni sont alors

développées en séries de puissances de " autour de leurs valeurs d�équilibres

� = "�(1) + "2�(2) + ::: (2.45)

Ud = "U
(1)
d + "2U

(2)
d + ::: (2.46)

Nd = 1 + "N
(1)
d + "2N

(2)
d + ::: (2.47)

Ni = 1 + "N
(1)
i + "2N

(2)
i + ::: (2.48)

En procédant à un développement limité de � dans l�équation (2.44) et en utilisant les

variables précédentes, nous obtenons
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� H
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(1)
i

@2N
(1)
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@X2
� H
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@N

(1)
i

@X

!21A (2.49)

A partir des équations (2.45) et (2.49), nous établissons les relations suivantes

�(1) = �N (1)
i (2.50)

�(2) =
H2
i

4

@2N
(1)
i

@�2
�N (2)

i �

�
N
(1)
i

�2
2

(2.51)

L�équation de mouvement (2.41) peut être réécrite sous la forme"
�v0
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(1)
i
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" +"

�v0
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i
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+
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(2)
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i

@N
(1)
i
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#
"2 = 0 (2.52)

L�équation de continuité (2.42) donne

"
@U

(1)
d

@�
� v0

@N
(1)
d

@�

#
" +
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(1)
d

@�
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d
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+
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(1)
d U

(1)
d )

@�

#
"2 = 0 (2.53)
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2.3. Onde acoustique poussiéreuse dans un plasma quantique électroniquement appauvri

L�équation de Poisson (2.43) devient alors

"
�
N
(1)
i �N (1)

d

�
+ "2

 
N
(2)
i �N (2)

d � @
2N

(1)
i

@�2

!
= 0 (2.54)

A l�ordre le plus petit en ", nous obtenons a partir des équations (2.52)-(2.53)-(2.54) les

relations suivantes N (1)
i = N

(1)
d = v0U

(1)
d = U;U

(1)
d = v0N

(1)
d et v0 = 1: Aux ordres les plus

élevés en ", nous obtenons les équations suivantes

�@U
(2)
d

@�
+
@U

@�
+ 2U

@U

@�
� H

2
i
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@3U

@�3
+
@N

(2)
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@�
= 0 (2.55)
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d

@�
+ 2U
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@�
= 0 (2.56)
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(2)
i

@�
� @N

(2)
d

@�
� @

3U

@�3
= 0 (2.57)

à partir desquelles nous établissons l�équation aux dérivées partielles suivante

@U

@�
+ 2U

@U

@�
+
1

2

�
1� H

2
i

4

�
@3U

@�3
= 0 (2.58)

L�équation (2.58) est appelée équation de Korteweg- de Vries déformée (dK- dV). Le terme

de dispersion contient le paramètre quantique adimensionel Hi. Pour Hi 6= 2, nous pouvons
transformer les variables indépendantes � et � en � = ��u0 � ; où u0 est une vitesse constante
normalisée. En imposant les conditions aux limites appropriées aux perturbations localisées,

U �! 0, dU=d� �! 0, d2U=d�2 �! 0 lorsque � �! �1, nous obtenons

U = UmSech
2

�
� � u0�
�

�
(2.59)

Um = 3u0=2 et � =

r
2(1� H

2
i

4
)=u0 représentent, respectivement, l�amplitude et la largeur

du soliton. Notant que Um ne dépend plus de Hi. La solution (2.59) indique que les e¤ets

quantiques (qui apparaissent à travers Hi) peuvent a¤ecter de manière sensible la largeur

de l�onde acoustique poussiéreuse. Pour Hi < 2 et u0 > 0, notre modèle de plasma n�admet

que des solitons de compression (U > 0) dont la largeur diminue à mesure que le paramètre

quantique Hi augmente (Fig. 5). Ce résultat est con�rmé par la �gure 6 qui montre les

variations de la largeur � du soliton en fonction de Hi. Pour Hi > 2 et u0 < 0, notre modèle

de plasma n�admet que des solitons de raréfaction (U < 0) dont la largeur augmente à mesure

que le paramètre quantique Hi augmente (Fig. 7). Ce résultat est con�rmé par la �gure 8
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2.3. Onde acoustique poussiéreuse dans un plasma quantique électroniquement appauvri

qui montre les variations de la largeur � du soliton en fonction de Hi. Par conséquent, en

régime faiblement non linéaire, les e¤ets quantiques n�a¤ectent que la largeur de la structure

solitaire associée à un plasma électroniquement appauvri. Ces structures solitaires peuvent

être aussi bien de compression (Hi < 2 et u0 > 0) que de raréfaction (Hi > 2 et u0 < 0).
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2.3. Onde acoustique poussiéreuse dans un plasma quantique électroniquement appauvri

Figure 6: Variation de la largeur de l�onde solitaire � en fonction de Hi avec u0 = 0:1:
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2.3. Onde acoustique poussiéreuse dans un plasma quantique électroniquement appauvri

2.3.3 Potentiel solitaire dans un plasma quantique électronique-

ment appauvri

Dans le but d�étudier les propriétés de l�onde acoustique poussiéreuse d�amplitude arbitraire,

les équations (2.40)-(2.43) sont réécrites en introduisant la variable suivante � = X �MT ,
où M est appelé nombre de Mach (vitesse de propagation du soliton / Cd). En imposant

les conditions aux limites appropriées aux solutions localisées (� �! 0; Ud �! 0; Nd �! 1

lorsque � �! �1), nous obtenons à partir des équations (2.41) et (2.42) les expressions de
Nd et Ud suivantes

Nd =
M

M � Ud
(2.60)

et

Ud =M �
p
2 (E + �) (2.61)

avec E =M2=2; en portant (2.61) dans l�équation (2.60) on obtient

Ni =
Mp

2 (E + �)
(2.62)

dont on exprime la densité des ions en fonction du potentiel.

On dé�ni Ni = A2 et on utilise les équations (2.43),(2.44) et (2.62) on obtient le système

d�équation di¤érentielle ordinaire de second ordre suivant.

d2�

d�2
= �A2 + Mp

2 (E + �)
(2.63)

d2A

d�2
=
A

H2
i

�
�1 + A4 + 2�

�
(2.64)

pour étudier la gamme du nombre de Mach M permise et pour con�rmer la discussion

numérique, nous supposons l�approximation plasma (la neutralité de la charge)[53], nous

obtenons à partir de l�équation (2.63).

2� =
M2

A4
�M2 (2.65)

En portant (2.65) dans l�équation (2.64) ensuite en multipliant chaque membre de l�équation

(2.64) par dNi=d�en intégrant une fois et en imposant les conditions aux limites appropriées

aux solutions localisées (Ni �! 0; dNi=d� �! 0 lorsque � �! �1), nous obtenons la
quadrature suivante
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1

2

�
@Ni
@�

�2
+W (Ni) = 0 (2.66)

avec

W (Ni) =
1

H2
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�
�2
3
N4
i + 2

�
M2 + 1

�
N2
i �

�
4

3
+ 4M2

�
Ni + 2M

2

�
(2.67)

où W (Ni) est dit pseudo potentiel ou potentiel de Sagdeev[54] (introduit pour l�étude des

phénomènes non linéaires).L�analyse de l�équation (2.67) montre que notre modèle de plasma

peut e¤ectivement admettre des ondes solitaires acoustiques poussiéreuses. Il est aisé de

véri�er que W (Ni) et
dW

dNi
sont nuls en Ni = 1. La nature de ces ondes solitaires (de

compression ou de raréfaction) peut être mise en évidence en développant le potentiel de

Sagdeev à l�ordre trois en séries de Taylor. Le nombre de Mach critique est alors celui pour

lequel le terme quadratique est nul. A ce moment là, si le terme cubique est négatif, le puits

de potentiel W (Ni) se trouvera du côté des densités (0 < Ni � 1), dans le cas inverse, le

puits de potentiel W (Ni) se trouvera du côté des densités (Ni � 1). Dans notre cas, le

nombre de Mach critique obtenu est donné par

Mc = 1 (2.68)

le terme cubique est négatif est donné par�
d3W

dN3
i

�
Ni=1

= � 8

3H2
i

(2.69)

donc le puits de potentiel W (Ni) se trouvera du côté des densités (0 < Ni � 1).
l�équation (2.65) peut alors être réécrite sous la forme suivante

2� =M2(
1

A4
� 1) (2.70)

en raison de A2 � 1; nous concluons

� � 0 (2.71)

Et donc notre modèle de plasma poussiéreux quantique admet seulement des ondes solitaires

de compression (QDA).

Nous allons maintenant procéder à la présentation de nos résultats numériques. Les

équations (2.63)-(2.64) sont alors intégrées numériquement en faisant appel à un schéma

d�intégration numérique adéquat pour les problèmes hautement non linéaires dits "prob-

lèmes raides" ou sti¤ problems. Pour entamer le processus de l�intégration numérique, les
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2.3. Onde acoustique poussiéreuse dans un plasma quantique électroniquement appauvri

valeurs initiales A0(� = 0) = 1, (dA=d�)�=0 = �10�7, �0 (� = 0) = 0 et (d�=d�)�=0 = 0 ont
été choisies. La �gure 9a indique la formation d�une structure acoustique solitaire de com-

pression dont l�existence est con�rmée par le pro�l en forme de puits du pseudo-potentiel

qui lui est associé (Fig9b). La largeur du soliton augmente à mesure que Hi augmente sans

que l�amplitude de ce dernier soit a¤ectée. les e¤ets quantiques rendent la structure solitaire

plus large et moins piques. La �gure 10a ainsi que le pseudo- potentiel qui lui est associé

(Fig.10b) indiquent qu�une augmentation du nombre de Mach M entraîne une diminution

de l�amplitude du soliton tandis que la largeur de ce dernier augmente légèrement.
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Figure 9a: Potentiel électrostatique solitaire � pour di¤érents valeurs de

Hi = 7(traitplein); 12(tirets); 20(tirets pointillés) avec M = 0:9.
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Figure 9b: Potentiel de Sagdeev associé au soliton de la �gure 9a pour di¤érentes valeurs

de Hi avec M = 0:9.
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Figure 10a: Potentiel électrostatique solitaire � pour di¤érents valeurs de

M = 0:8(traitplein); 0:85(tirets); 0:9(tirets pointillés) avec Hi = 20.
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Figure 10b: Potentiel de Sagdeev associé au soliton de la �gure 10a pour di¤érentes

valeurs de M avec Hi = 20:

38



3

Ondes acoustiques ioniques

poussiéreuses quantiques solitaires

associées à un plasma poussiéreux

3.1 Présentation physique du problème

Récemment, les plasmas quantiques ont suscité un intérêt assez remarquable et ont donné

lieu à de nombreuses études[55]-[71]. Ces études ont porté, notamment, sur l�expansion d�un

gaz d�électrons quantique dans le vide[56], les propriétés d�un plasma quantique[57], les in-

stabilités à deux ou trois faisceaux quantiques[48],[60],[61], la dynamique self-consistante

d�un gaz de Fermi[36], les ondes acoustiques ioniques quantiques[38], la correction quan-

tique des trous électroniques[63], les équations de Zakharov quantiques modi�ées[64] et les

modes poussiéreux quantiques[65]-[71]. Shukla et Ali[72] ont démontré que les propriétés

dispersives de l�onde acoustique poussiéreuse (DA) peuvent être a¤ectées par les corrections

quantiques. Khan et Mushtaq[69] ont étudié, en régime linéaire et non linéaire, l�onde acous-

tique ionique poussiéreuse dans un plasma poussiéreux quantique ultra-froid. Ils ont alors

constaté que l�amplitude et la largeur des ondes acoustiques ioniques solitaires poussiéreuses

sont modi�ées par les e¤ets quantiques et la concentration des grains de poussière. Moslem

et al.[71] ont étudié les doubles couches (double layers) associées aux ondes acoustiques

poussiéreuses quantiques. Ils ont montré que la formation des doubles couches, compres-

sives ou rarefactives, dépend des paramètres de plasma quantique. Cependant, l�analogue

quantique non linéaire de l�onde acoustique ionique poussiéreuse (DIA) n�a jamais été étudié,

ni rapporté dans la littérature. Ce dernier est le mode acoustique ionique habituel modi�é

39



3.2. Equations de base du modèle

par la présence des grains de poussière dans le plasma[23],[43]. Contrairement aux ondes

acoustiques poussiéreuses[8], la fréquence des ondes acoustiques ioniques poussiéreuses est

beaucoup plus grande (plus petite) que la fréquence plasma des grains de poussière (des

ions) tandis que leur vitesse de phase est beaucoup plus grande (plus petite) que la vitesse

thermique des ions et des grains de poussière (électrons). On se propose dans ce chapitre

d�étudier l�analogue quantique de l�onde acoustique ionique poussiéreuse. L�accent sera mis

sur l�existence, la formation et la réalisation possible des ondes acoustiques ioniques quan-

tiques solitaires associées à un plasma poussiéreux.

3.2 Equations de base du modèle

Suivant la dérivation hydrodynamique quantique standard[38], considérons un système con-

tenant des électrons quantiques, des ions �uides classiques chargé positivement et des grains

de poussière de charge négative qd = �Zde, où Zd représente le nombre de charges résidant
sur la surface du grain de poussière. Ces derniers étant beaucoup plus lourds que les ions et

les électrons, leur dynamique est alors caractérisée par une échelle temporelle beaucoup plus

longue. Ils peuvent, par conséquent, être considérés immobiles. La dynamique non linéaire

des oscillations de faible vitesses de phase des ondes acoustiques ioniques poussiéreuses

quantiques peut alors être décrite par le modèle hydrodynamique quantique unidimension-

nel suivant:

� = �1
2
+
N2
e

2
� �H2

e

2
p
Ne

@2
p
Ne

@X2
(3.1)

@Ni
@T

+
@ (NiUi)

@X
= 0 (3.2)

@Ui
@T

+ Ui
@Ui
@X

= � @�
@X

(3.3)

@2�

@X2
=
Ne
�
�Ni +

�
1� 1

�

�
(3.4)

Les densités Nj=i;e, la vitesse �uide des ions Ui, le potentiel électrostatique �, le temps T et

la variableX sont normalisées, respectivement, par nj0 (les densités non perturbées), Cs =

(2kBTFe=mi)
1=2 (la vitesse acoustique ionique quantique), 2kBTFe=e, !�1pi = (mi=4�ni0e

2)1=2

(la période plasma ionique) et Cs=!pi: � = ni0=ne0 = 1 + Zdnd0=ne0 représente la mesure

du rapport entre la densité électronique et ionique à l�équilibre et He = ~!pe=(2KBTFe) est

le paramètre quantique non dimensionnel. Ce dernier est le rapport entre l�énergie d�un

plasmon électronique et l�énergie de Fermi électronique. !pe = (4�ne0e2=me)
1=2, ~, KB et
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3.2. Equations de base du modèle

TFe représentent, respectivement, la fréquence plasma électronique, la constante de Planck,

la constante de Boltzmann et la température de Fermi électronique.

Dans le but d�étudier les propriétés de l�onde acoustique ionique quantique poussiéreuse

d�amplitude arbitraire dans un repère lié a l�onde, les équations (3.1)-(3.4) sont réécrites en

introduisant la variable � = X �MT , où M est le nombre de Mach (normalisé par Cs). En

imposant des conditions aux limites appropriées aux solutions localisées (� �! 0; Ui �!
0; Ni �! 1 lorsque � �! �1), nous obtenons à partir de (3.2)-(3.3) les relations

Ni =
M

M � Ui
(3.5)

et

Ui =M �
p
2 (E � �) (3.6)

avec E =M2=2. En portant (3.6) dans la relation (3.5), nous obtenons

Ni =
Mp

2 (E � �)
(3.7)

qui exprime la densité des ions en fonction du potentiel électrostatique �. En dé�nis-

sant Ne = A2 et en utilisant les équations (3.1), (3.4) et (3.7), nous obtenons le système

d�équations di¤érentielles ordinaire de second ordre suivant

d2�

d�2
=
A2

�
� Mp

2 (E � �)
+

�
1� 1

�

�
(3.8)

d2A

d�2
=

A

�H2
e

�
�1 + A4 � 2�

�
(3.9)

En multipliant chaque membre de l�équation (3.8) par d�=d�, en intégrant une fois et en

imposant les conditions aux limites appropriées aux solutions localisées ( � �! 0; d�=d� �!
0 lorsque � �! �1), nous obtenons la quadrature suivante[54]

1

2

�
d�

d�

�2
+ V (�) = 0 (3.10)

où le pseudo-potentiel V (�) s�écrit sous la forme

V (�) = � 1
�

Z �

0

A2d��M2
�
1� 2�=M2

�1=2 � (1� 1=�) � +M2 (3.11)
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3.3. Simulation numérique et discussion des résultas

On se propose dans qui ce suit de présenter une brève analyse linéaire de stabilité des

équations (3.8) et (3.9) à l�instar de la référence[38]. Pour cela, � et A sont écrits sous la

forme

� = �0 + �

A = A0 + � (3.12)

En retenant les termes jusqu�au premier ordre en � et �, nous trouvons que les équations

(3.8) et (3.9) se réduisent, pour des régimes de faible densités, au système linéaire suivant

d2�

d�2
=
2�A0
�

� M�

2
p
2 (E � �0)3=2

d2�

d�2
=
2A0 (2A

3
0�� �)

�H2
e

(3.13)

En supposant des solutions de la forme � = �0 exp(k�) et � = �0 exp(k�), où �0, �0, et k

sont des constantes, on peut obtenir des solutions non triviales qui dépendent de �.

3.3 Simulation numérique et discussion des résultas

Nous allons maintenant procéder à la présentation de nos résultats numériques[74]. Le sys-

tème d�équations (3.8) et (3.9) est alors résolu grâce à un schéma d�intégration numérique

à pas variable. Ce dernier semble être le mieux adapté pour le traitement des problèmes

dits "raides" (sti¤ problems). Notant que plusieurs livres et articles traitent des problèmes

dits raides et nous mentionnons et les travaux de Shampine et Gear[73], Bank et al.[75]

et Hairer et Wanner[76]. Notons que le système d�équations précèdent peut être résolu

soit comme un problème aux valeurs limites, soit comme un problème aux valeurs initiales.

Notons que les problèmes aux valeurs limites posent certaines di¢ cultés (choix des condi-

tions aux limites, numériquement coûteux...etc). Par souci de simplicité, nous avons choisi

de résoudre le système d�équations précédent comme un problème aux valeurs initiales.

Pour entamer le processus de l�intégration numérique, les valeurs initiales A0(� = 0) = 1,

(dA=d�)�=0 = �10�7, �0 (� = 0) = 0 et (d�=d�)�=0 = 0 ont été choisies. Il peut être utile

de noter qu�en vertu de A2 = Ne, il s�ensuit que
dA

d�
=

1

2
p
Ne

dNe
d�

et nous alors écrire�
dA

d�

�
�=0

=
1

2

�
dNe
d�

�
�=0

étant donné que Ne (� = 0) = A2 (� = 0) = 1. A des �ns de com-

paraison, nous avons tracé la variation spatiale de � pour di¤érentes valeurs du paramètre
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quantique non dimensionnel He = 5, 10, 15, et 20 dans la �gure1a (notons que les di¤érents

graphes du soliton ont été délibérément décalés vers la droite dans un but comparatif). Le

potentiel électrostatique non linéaire exhibe une structure solitaire de raréfaction spatiale-

ment localisée comme le con�rme d�ailleurs la structure en puits du potentiel de Sagdeev

dans la �gure1b. Les paramètres suivants � = 2:5 etM = 1:5 ont été choisis de telle manière

à ce que les conditions d�existence des structures solitaires soient satisfaites. On peut con-

stater que si He augmente la largeur du soliton augmente tandis que son amplitude est

trouvée presque insensible à He. Par conséquent, les e¤ets quantiques rendent la structure

solitaire plus large et moins cornu. De même, pour des valeurs données de He et M , une

diminution de � = ni0=ne0 entraîne un étalement de la structure solitaire (�gure 2). Cette

dernière peut d�ailleurs devenir arbitrairement large. En gardant constante la valeur de He,

He = 10, l�in�uence des nombres de Mach admissibles pour l�existence des structures soli-

taires, est analysée. Il est alors intéressant de noter que notre modèle de plasma poussiéreux

quantique admet l�existence d�ondes solitaires subsoniques (M < 1) comme l�indiquent le

pro�l du potentiel (Fig. 3a) et du pseudo-potentiel associé (Fig. 3b). Une augmentation de

M se traduit par une augmentation de la profondeur ainsi que de la largeur du soliton. Nous

avons alors procédé à une analyse numérique sur une large gamme des paramètres du plasma

pour étudier les e¤ets de He et de � sur les nombres de Mach subsoniques admissiblesMsub.

Nous avons alors trouvé qu�une augmentation de � restreint et réduit le domaine des Msub

admissibles et peut même empêcher la formation du soliton subsonique. Au contraire, une

diminution de He élargit ce domaine. En gardant constantes les valeurs de He et M , nos

résultats pour di¤érentes valeurs du paramètres � = ni0=ne0 sont représentés sur les �gures

4-8. Nous avons alors trouvé que tant que les valeurs de � sont inférieures à environ 1:44,

le potentiel non linéaire � développe des structures spatialement périodiques (train d�onde)

(�gure 4) qui semblent être liés a un type de récurrence quantique[38]. Au delà de � � 1:45,
n�importe qu�elle perturbation initiale arbitraire se développera en une structure solitaire

localisée cohérente comme l�indiquent les �gures 5 et 6. Les �gures 7 et 8 montrent, peut

être, les solutions les plus intéressantes. En augmentant � de 3 à 3:16, le soliton s�élargit et

évolue vers une forme limite avec une partie centrale qui exhibe la formation d�un plateau

quasi-neutre (table-bottomed soliton ). Au delà de cette limite (� = 3:16), la tendance est

renversée et le soliton se rétrécit à mesure que � augmente (�gure 8). Ce résultat ressemble

quelque peu au travail de Grimshaw et al.[77] qui ont montré que l�équation étendue de

Korteweg-de Vries (EK- dV) peut admettre des solitons de grandes amplitudes avec des

parties centrales en forme de plateau. Rappelons que les solutions solitaire de l�équation
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EK- dV (également appelée équation de Gardner ) dépendent du signe du coe¢ cient du

terme cubique non linéaire. Le soliton à partie centrale en forme de plateau n�existe que si

ce terme est négatif (c�est à dire que le terme non linéaire cubique est de signe opposé au

terme dispersive non linéaire). Notre soliton (table-bottomed) qui peut être perçu comme la

combinaison d�un "kink" et d�un "anti-kink" est, en fait, associé à un fort appauvrissement

électronique comme l�indique la �gure 9 (notons que la valeur minimale de Ne est 2:4 �10�3).
Cette dernière montre que ce vide (void) électronique s�élargit à mesure que � augmente.

Analysons maintenant de manière succincte la partie centrale en forme de plateau du

soliton (�gure 8). Cette partie correspond à un plateau quasi- neutre. Dans ce cas, le

système d�équations (3.1)-(3.4) peut être considérablement simpli�é comme cela a été fait

dans la référence[38] dans le cas de nombres d�onde très petits. En négligeant la partie

gauche de l�équation de poisson (3.4) et en utilisant l�équation (3.1) ainsi que l�équation de

conservation du mouvement (3.3), nous obtenons

@Ui
@T

+ Ui
@Ui
@X

= �� (�Ni + 1� �)
@Ni
@X

+
�H2

e

2

@

@X

"
@2
p
(�Ni + 1� �)=@X2p
(�Ni + 1� �)

#
(3.14)

Tel que démontré dans la référence[38], l�équation (3.14) indique qu�en régime quasi-neutre

et en dépit de leurs grandes masses (relativement à celles des électrons), la dynamique des

ions peut acquérir un caractère purement quantique. Ce caractère leur est instantanément

transmis par les électrons quantiques à travers la relation de quasi-neutralité. Le pro�le

spatiale de ces ions est tracé sur la �gure 10. Notons qu�il est possible de reprendre les

mêmes calculs de la section présente dans le cas de grains de poussière à charge positive. Il

su¢ t de modi�er l�expression de � qui deviendra alors � = ni0=ne0 = 1 � Zdnd0=ne0 et qui
variera de 0 à 1. Nous avons alors constaté qu�un tel plasma poussiéreux quantique n�admet

que des ondes solitaires subsoniques dont l�existence nécessitent des valeurs élevées de He

(�gure 11).

3.4 Analyse en pseudo-potentiel

On se propose maintenant de considérer quelques aspects analytiques de l�équation (3.9)

en étudiant la gamme des nombres de Mach M admissibles pour con�rmer nos résultats

numériques précédents. En supposant la neutralité de la charge électrique pour les ondes

acoustiques ioniques poussiéreuses quantiques (QDIA) non linéaires de basse fréquence[78]-
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[80] (nous pouvons également utiliser l�approximation plasma[53]), nous obtenons [à partir

de l�équation (3.8)]

�2� =
�

�M

A2 + �� 1

�2
�M2 (3.15)

Cette relation peut être combinée avec l�équation (3.9) pour obtenir la quadrature

1

2

�
@Ne
@�

�2
+W (Ne) = 0 (3.16)

où le potentiel de Sagdeev[54] ou pseudo-potentiel est donné par

W (Ne) =
1

�H2
e

�
�2
3
N4
e + 2

�
M2 + 1

�
N2
e �

�
4

3
+ 2 (1 + �)M2

�
Ne +

2�2M2Ne
(Ne + �� 1)

�
(3.17)

En établissant l�expression (3.16), nous avons imposé les conditions aux limites suivantes

Ne �! 1, @Ne=@� �! 0 à � �! �1. Il est clair, à partir de (3.17), que W (Ne = 1) =�
dW

dNe

�
Ne=1

= 0. L�équation (3.16) admet des solutions en onde solitaire si la condition

suivante �
d2W

dNe2

�
Ne=1

< 0 (3.18)

est véri�ée et à partir de laquelle nous déduisons la gamme des nombres de Mach admissibles

suivante

M <
p
� (3.19)

Il est évident à partir de (3.19) que pour les grains de poussière négativement chargés (� > 1),

des solitons acoustiques ioniques poussiéreux quantiques subsoniques et supersoniques sont

possibles. L�inégalité (3.19) devient plus restrictive dans le cas des grains de poussière à

charge positive (� < 1) où seulement les solitons subsoniques sont possibles. La nature de

ces ondes solitaires (de compression ou de raréfaction) peut alors être trouvée en développant

le potentiel de Sagdeev W (Ne) à l�ordre 3 en séries de Taylor. Le nombre de Mach critique

est alors celui pour lequel le terme quadratique est nul. A ce moment là, si le terme cubique

est négatif, le puits de potentiel W (Ne) se trouvera du côté des densités Ne telles que

0 < Ne � 1, et dans le cas inverse, le puits de potentiel W (Ne) se trouvera du côté des

densités électroniques Ne � 1. En développant le potentiel de Sagdeev W (Ne) autour de

Ne = 1, le nombre de Mach critique pour lequel le terme quadratique du développement de

W (Ne) change de signe a été trouvé égal à
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M2 =
1

1 + 2=�
(3.20)

A cette valeur critique, le terme cubique s�écrit comme�
d3W

dN3
e

�
Ne=1

= � 4

�H2
e

�
4�2 + 2�+ 6

�2 + 2�

�
(3.21)

Cette relation indique clairement que le terme cubique est négatif. Maintenant, en utilisant

l�équation (3.15) suivante

2� =M2 �M2

�
�

A2 + �� 1

�2
=M2

(
1�

�
�

A2 + �� 1

�2)
(3.22)

et en notant que (en raison de A2 � 1)

A2 + �� 1 � � (3.23)

nous pouvons conclure que

� � 0 (3.24)

Par conséquent, notre modèle de plasma poussiéreux quantique n�admettra que des poten-

tiels solitaires négatifs associées aux ondes acoustiques ioniques poussiéreuses quantiques

non linéaires.
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Figure 1a: Potentiel électrostatique solitaire � pour di¤érentes valeurs de He = 5 (trait

plein), 10 (tirets), 15 (pointillés) et 20 (tirets-pointillés), avec M = 1:5 et � = 2:5.
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Figure 1b: Potentiel de Sagdeev associé au soliton de la �gure 1a pour di¤érentes valeurs

de He, avec M = 1:5 et � = 2:5.
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Figure 2: Potentiel électrostatique solitaire � pour deux di¤érentes valeurs de �, avec

M = 1:2 et He = 5:
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Figure 3a: Potentiel électrostatique solitaire � pour di¤érentes valeurs de M = 0:7 (trait

plein), 0:8 (tirets), 0:9 (pointillés), avec � = 3 et He = 10.
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Figure 3b: Potentiel de Sagdeev associé au soliton de la �gure 4a pour di¤érentes valeurs

du nombre de Mach M .
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Figure 4: Potentiel électrostatique solitaire � pour di¤érentes valeurs de � = 1:1 (trait

plein),1:3 (tirets), 1:4 (pointillés), avec M = 1:2 et He = 10.
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Figure 5: Potentiel électrostatique solitaire � pour di¤érentes valeurs de � = 1:47 (trait

plein), 1:48 (tirets), 1:49 (pointillés) et 1:50 (tirets-pointillés), avec M = 1:2 et He = 10.
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Figure 6: Potentiel électrostatique solitaire � pour di¤érentes valeurs de � = 2:5 (trait

plein), 2:7 (tirets), 2:9 (pointillés), avec M = 1:2 et He = 10.
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Figure 7: Potentiel électrostatique solitaire � pour di¤érentes valeurs de � = 3 (trait

plein), 3:1 (tirets), 3:15 (pointillés) et 3:155 (tirets-pointillés), avec M = 1:2 et He = 10.
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Figure 8: Potentiel électrostatique solitaire � pour di¤érentes valeurs de � = 3:16 (trait

plein), 3:165 (tirets), 3:2 (pointillés), 3:3 (tirets-pointillés), avec M = 1:2 et He = 10.
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Figure 9: Pro�ls de la densité des électrons pour di¤érentes valeurs de � = 3 (trait plein),

3:1 (tirets), 3:15 (pointillés) et 3:155 (tirets-pointillés), avec M = 1:2 et He = 10. La

valeur minimale de Ne est 2:4 � 10�3.
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Figure 10: Pro�ls de la densité des ions pour di¤érentes valeurs de � = 3 (trait plein), 3:1

(tirets), 3:15 (pointillés) et 3:155 (tirets-pointillés), avec M = 1:2 et He = 10.
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Figure 11: Potentiel électrostatique solitaire � pour di¤érentes valeurs de � = 0:6 (trait

plein), 0:7 (tirets), 0:8 (pointillés), avec M = 0:7 et He = 15.
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3.5 Cas des faibles amplitudes

On se propose dans cette partie de montrer l�existence, la formation, et la réalisation possible

des solitons acoustiques ioniques poussiéreuses quantiques de faibles amplitudes. Pour cela,

nous utiliserons les équations de base précédentes, à savoir

� = �1
2
+
N2
e

2
� �H2

e

2
p
Ne

@2
p
Ne

@X2
(3.25)

@Ni
@T

+
@ (NiUi)

@X
= 0 (3.26)

@Ui
@T

+ Ui
@Ui
@X

= � @�
@X

(3.27)

@2�

@X2
= Ne=��Ni + (1� 1=�) (3.28)

Dans la limite linéaire et grâce à l�analyse de Fourier, il est possible d�obtenir à partir des

équations (3.25)-(3.28) la relation de dispersion de l�onde acoustique ionique poussiéreuse

!2 =
�k2(1 + �H2

ek
2=4)

1 + �k2(1 + �H2
ek

2=4)
(3.29)

où ! et k représentent, respectivement, la fréquence de l�onde ainsi que le nombre d�onde. In-

téressons nous alors à l�existence des solitons acoustiques ioniques poussiéreuses quantiques

de faible amplitude. Pour cela, introduisons les variables � = "1=2 (X � v0T ) et � = "3=2T ,
où " est un paramètre de mesure de la faiblesse de l�amplitude ou de la dispersion et v0 la

vitesse du soliton (normalisée par rapport à Cd) à priori inconnue que nous déterminerons

plus tard. Les variables Ne, Ni et Ui peuvent être alors développées en séries de puissances

autour de leur valeur d�équilibre

Ne = 1 + "N
(1)
e + "2N (2)

e + ::: (3.30)

Ni = 1 + "N
(1)
i + "2N

(2)
i + ::: (3.31)

Ui = "U
(1)
i + "2U

(2)
i + ::: (3.32)

et remplacées dans les équations (3.25)-(3.28). A l�ordre le plut petit en " , nous obtenons

N
(1)
e = �N

(1)
i = v0U

(1)
i = U et v0 =

p
�. Aux ordres les plus élevés en ", nous obtenons les

équations suivantes

@U
(2)
i

@�
+
2

v30
U
@U

@�
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@N
(2)
i

@�
+
1

v20

@U

@�
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i � @
2U

@�2
= 0 (3.35)

à partir desquelles nous établissons l�équation aux dérivées partielles suivantes

@U
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�

�
U
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@�
+
�3=2
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�
1� H

2
e

4

�
@3U

@�3
= 0 (3.36)

L�équation (3.36) est une équation de Korteweg-de Vries déformée (dk- dv) dans laquelle

la di¤raction quantique est responsable de l�expression proportionnelle à H2
e . Pour He 6=

2, nous pouvons transformer les variables indépendantes � et � en � = � � u0� , où u0
est une vitesse constante normalisée. En utilisant les conditions aux limites propres aux

perturbations localisées, à savoir, U �! 0, @U=@� �! 0, @2U=@�2 �! 0 lorsque j�j �! 1,
nous obtenons la solution solitaire suivante

U (�; �) = UmSech
2

�
� � u0�
�

�
(3.37)

où Um = 6u0=[
p
� (1 + 3=�)] et � =

q
2�3=2(1� H2

e

4
)=u0 représentent, respectivement,

l�amplitude et la largeur du soliton. Notons que Um ne dépend pas de He. Pour He plus

petit ou plus grand que 2, le soliton peut exhiber une compression (avec une vitesse de phase

u0 > 0 ) ou une raréfaction (avec une vitesse de phase u0 < 0 ). A mesure que He augmente,

la largeur du soliton compressif diminue (Fig.12) alors qu�elle devient plus importante dans

le cas d�un soliton de raréfaction (Fig.13). Cet augmentation est plus signi�cative lorsque

l�appauvrissement électronique est plus important (Fig.14).
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Figure 12: Variation de la largeur de l�onde solitaire � en fonction de He avec

� = 1:2; u0 = 1:

Figure 13: Variation de la largeur de l�onde solitaire � en fonction de He avec

� = 1:2; u0 = �1:
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Conclusion

Les travaux présentés dans ce mémoire de Magister ont porté sur l�analyse et l�existence

de certaines structures non linéaires associés à di¤érents modèles de plasma quantique en

utilisant les équations hydrodynamiques quantiques.

Le premier chapitre de cette thèse a d�abord porté sur la dé�nition des concepts de base

du plasma habituel à deux composantes. Nous avons alors introduit les plasmas poussiéreux,

décrit leurs propriétés intrinsèques et énuméré les di¤érents processus physiques qui les

caractérisent. Par la suite, nous avons insisté sur les propriétés de base des plasmas denses

quantiques. Nous avons constaté que les échelles quantiques, telles que le temps, la vitesse et

la longueur sont complètement di¤érentes de celles des plasmas classiques. Nous avons alors

décrit l�approche de Schrödinger-Poisson pour modéliser les plasmas denses quantiques.

Au cours du deuxième chapitre, nous nous sommes intéressés à l�analyse du comporte-

ment non linéaire de l�onde acoustique poussiéreuse dans un plasma quantique électron-

iquement appauvri. La dynamique des grains de poussière, considérés pour la circonstance

classiques, est prise en compte tandis que l�inertie des ions quantiques est négligé. Nos résul-

tats ont alors révélé que dans un tel plasma, des structures solitaires peuvent exister. Leurs

propriétés intrinsèques (notamment leur la largeur) dépendent fortement du paramètre adi-

mensionnel quantique Hi. La méthode de la perturbation réductive (amplitude faible mais

�nie) a été utilisée et une équation de type Korteweg-de Vries déformée a été obtenue. Nos

résultats ont alors révélé l�existence du potentiel solitaire de compression et de raréfaction

associé à l�onde acoustique poussiéreuse. En particulier, nous avons noté que le soliton

exhibe une compression pour Hi < 2 et une raréfaction dans le cas purement quantique

Hi > 2:Dans le cas des grandes amplitudes, nous avons montré que seul le potentiel solitaire

de compression est admissible et que les e¤ets quantiques n�a¤ectent que la largeur de l�onde

solitaire.

Le troisième et dernier chapitre de cette thèse a été consacré à l�analyse de l�onde acous-

tique ionique poussiéreuse quantique solitaire dans un plasma contenant des électrons quan-
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tiques, des ions �uides et des grains de poussière immobiles. Nous nous sommes intéressés à

l�analyse du comportement linéaire et non linéaire des oscillations associés à un tel modèle

de plasma. Les équations hydrodynamiques quantiques contenant un paramètre quantique

adimensionnel, noté He, ont alors été utilisées. Ce paramètre représente le rapport entre

l�énergie d�un plasmon électronique et l�énergie de Fermi électronique. Dans le cas linéaire,

nous avons établi une relation de dispersion qui dépend du paramètre He. Celle ci tend

vers la relation de dispersion classique quand les e¤ets quantiques s�annulent (He �! 0).

Dans le cas des faibles amplitudes, nous avons obtenu une équation non linéaire de type

Korteweg-de Vries déformée (dK-dV). Nous avons alors montré que, dans ce cas, notre mod-

èle de plasma peut admettre aussi bien des solitons de compression que de raréfaction. Dans

le cas des grandes amplitudes (en réalité, amplitude arbitraire) nous avons montré que seul

un potentiel solitaire de raréfaction associée à un appauvrissement électronique est admis-

sible. Nous avons ensuite e¤ectué une analyse en pseudo potentiel pour étudier la gamme

des nombres de Mach admissibles. Nous avons alors montré que dans le cas des grains de

poussière à charge négative, des solitons subsoniques (M < 1) et supersoniques (M > 1)

sont possibles. A l�inverse, pour des grains de poussière à charge positive, seuls les solitons

subsoniques peuvent exister. Leurs pro�ls spatiaux sont sensiblement a¤ectés par les e¤ets

quantiques. Ces derniers tendent à le rendre plus large. Sous certaines conditions, le soliton

évolue vers une forme limite et sa partie centrale exhibe alors la formation d�un plateau

quasi-neutre (table-bottomed soliton). Actuellement, nous n�avons aucune observation ex-

périmentale concernant les ondes acoustiques ioniques poussiéreuses avec des corrections

quantiques pour pouvoir établir une comparaison avec nos résultats théoriques. Notons que

les ondes acoustiques ioniques poussiéreuses ont été observées expérimentalement dans les

laboratoires[45],[21],[81],[82],[83]. L�un des points communs entre ces expériences de labo-

ratoire et notre investigation théorique est le fait que les ondes acoustiques poussiéreuses

solitaires soient sensiblement modi�ées par la concentration des grains de poussière. On peut

souligner ici que les résultats de notre étude pourraient avoir des applications dans les plas-

mas quantiques poussiéreux astrophysiques et dans la prochaine génération des interactions

laser-plasmas de laboratoire contenant des grains de poussière.

Nous estimons atteints les objectifs que nous nous sommes �xés au début de ce travail

de recherche. Les perspectives du présent mémoire sont nombreuses. Nous nous proposons

à l�avenir d�étendre notre analyse au cas des plasmas poussiéreux quantiques magnétisés. Le

champ magnétique jouera alors un rôle central dans la formation d�ondes de choc acoustiques

quantiques. Par ailleurs, la prise en compte de la �uctuation de la charge électrique des
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grains de poussière nous renseignera sur les e¤ets de ce mécanisme sur les oscillations non

linéaires d�un plasma poussiéreux quantiques.
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