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3.1 Génération des solutions non dominées pour le problème multi-objectif li-
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néaire fractionnaire discret . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.2.1 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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2.5 Illustration de la méthode ε−contrainte. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Introduction

Le thème général de cette thèse est l’optimisation combinatoire. Cela consiste à trouver

parmi un ensemble discret de solutions respectant des contraintes une solution qui optimise

une fonction objectif. Par optimiser, on entend trouver la plus petite valeur (problème de

minimisation) ou la plus grande valeur (problème de maximisation)de la fonction.

De nombreux problèmes réels peuvent se modéliser comme des problèmes d’optimisa-

tion combinatoire : planification, contrôle de la production, distribution dans des réseaux,

industrie manufacturière, énergie (pétrole, gaz, électricité, nucléaire), transports (aériens,

routiers et ferroviaires), télécommunications, industrie forestière et finance.

Dans ce document, on s’intéresse particulièrement aux problèmes d’optimisation com-

binatoires qui comportent plusieurs objectifs. On parle alors d’optimisation combinatoire

multi-objectif. Ce domaine possède ses sources dans les travaux de Edgeworth [16] et de

Pareto [52] dans le cadre d’études d’économie au 19 ème siècle. Cependant, l’optimisa-

tion multi-objectif connâıt un intérêt croissant depuis le milieu des années 1980 [40] et

le domaine connâıt une expansion importante depuis le milieu des années 1990 avec l’ap-

parition de méthodes évolutionnaires pour l’optimisation multi-objectif [6]. Actuellement,

l’optimisation multi-objectif est appliquée dans de nombreux domaines académiques et

industriels.

De manière formelle, un problème d’optimisation multi-objectif est un problème de la

forme maxf(x) = (f1(x), f2(x), ..., fk(x)) tel que x soit une solution réalisable. La solution

d’un problème multi-objectif n’est pas une unique solution mais un ensemble de solutions

appelé ensemble non-dominé. Les composantes du vecteur f sont les différentes fonctions

à optimiser. Les solutions non dominées sont celles pour lesquelles l’amélioration d’un des

objectifs entrâıne systématiquement la détérioration de la qualité d’au moins un autre

1



Introduction 2

objectif. La présence d’objectifs contradictoires apporte de nouveaux défis à relever pour

les méthodes d’optimisation classique.

Le premier chapitre est dédié à la programmation mono-objectif. Dans un premier

temps, des principaux résultats concernant la programmation linéaire (en variables conti-

nues et en variables discrètes) sont expliquées ainsi que les méthodes de résolution classiques

(méthodes du simplexe, coupes de Gomory et ”branch and bound”). Ensuite, l’essentiel des

définitions et résultats liées à l’optimisation fractionnaire mono-objectif en nombres entiers

est présenté et les trois grandes stratégies de résolution d’un programme fractionnaire.

Le chapitre deux pose le contexte du travail : l’optimisation multi-objectif linéaire

discrète (MOILP ) et multi-objectif fractionnaire linéaire discrète (MOILFP ). Différentes

notions, concepts et méthodes récentes dédiées à la programmation multi-objectif aussi bien

linéaire discrète et que fractionnaire linéaire discrète sont développées.

Une méthode exacte Zε est proposée dans le chapitre trois, pour la détermination de

toutes les solutions non dominées du problème (MOILP ) dans le cas où les coefficients

des variables dans les vecteurs fi(x), i = 1, ..., k, ne sont pas restreints aux valeurs entières.

Une généralisation de la méthode Zε est aussi conçue pour le problème (MOILP ).



Chapitre 1

Sur la programmation linéaire

mono-objectif

Ce chapitre a pour objectif principal de présenter le contexte de l’optimisation linéaire.

Nous rappelons en premier lieu des éléments essentiels de la théorie de la programmation

linéaire et linéaire factionnaire, en variables aussi bien continues qu’entières. Nous introdui-

sons ensuite, les notions fondamentales ainsi que les principaux résultats liées à la théorie

de la programmation mono-objectif linéaire et factionnaire en nombres entiers.

1.1 Résultats fondamentaux de la programmation linéaire

mono-objectif

La programmation linéaire PL peut se définir comme une technique mathématique

permettant de résoudre des problèmes de gestion et particulièrement ceux où le gestion-

naire doit déterminer, face à différentes possibilités, l’utilisation optimale des ressources de

l’entreprise pour atteindre un objectif spécifique comme la maximisation des bénéfices ou

la minimisation des coûts. Dans la plupart des cas, les problèmes de l’entreprise pouvant

être traités par la programmation linéaire comportent un certain nombre de ressources. On

peut mentionner, par exemple, la main-d’œuvre, les matières premières, les capitaux ,...

qui sont disponibles en quantité limitée et qu’on veut répartir d’une façon optimale entre

un certain nombre de processus de fabrication.

La programmation linéaire est un domaine central de l’optimisation, car les problèmes

3



Chapitre 1 : Sur la programmation linéaire mono-objectif 4

de PL sont les problèmes d’optimisation les plus faciles, la fonction objectif et les contraintes

sont toutes linéaires. Beaucoup de problèmes réels de recherche opérationnelle peuvent être

exprimés comme un problème de PL. Pour cette raison un grand nombre d’algorithmes

pour la résolution d’autres problèmes d’optimisation sont fondés sur la résolution de pro-

blèmes linéaires.

Définition 1.1. On appelle problème d’optimisation linéaire sous forme générale tout

programme linéaire de la forme :



maximiser F (x)

G1(x) ≤ 0

G2(x) ≤ 0

...

Gm(x) ≤ 0

x ∈ Rn.

(1.1.1)

où n,m ∈ N∗, F : Rn → R est une fonction linéaire et G1(x), G2(x), ..., Gm(x) sont des

applications affines définies sur Rn et à valeurs réelles .

Définition 1.2. On dit que x ∈ Rn est une solution réalisable du problème (1.1.1) si x

satisfait aux contraintes, autrement dit si G1(x) ≤ 0, G2(x) ≤ 0, ..., Gm(x) ≤ 0.

L’ensemble S de toutes les solutions réalisables d’un problème d’optimisation est appelé

son ensemble réalisable.

Définition 1.3. On dit que x∗ ∈ Rn est une solution optimale du problème (1.1.1) si x∗

est une solution réalisable du problème (1.1.1), et si de plus, quelle que soit la solution

réalisable y ∈ Rn du problème (1.1.1) on a nécessairement F (y) ≤ F (x∗). Autrement dit,

une solution réalisable est optimale si elle maximise la fonction objectif sur l’ensemble des

solutions réalisables.

Remarque 1.1. L’ensemble S est un polyèdre dans Rn, c’est-à-dire une intersection finie

de demi-espaces fermés de Rn. Si S est de plus borné (cela n’est pas nécessairement le

cas), et puisque la fonction objectif est une fonction continue, l’existence d’au moins une
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solution optimale est alors garantie par le théorème des bornes atteintes. Dans tous les

cas, nous verrons que si la fonction est majorée sur S, alors le problème de maximisation

a toujours au moins une solution réalisable.

Un même problème d’optimisation linéaire peut être écrit de diverses manières équiva-

lentes, les unes aux autres. Parmi ces versions, nous distinguerons les formes canoniques

et les formes standards.

Définition 1.4. On appelle problème d’optimisation linéaire sous forme canonique un

programme linéaire de la forme


maximiser

∑n
j=1 cjxj∑n

j=1 aijxj ≤ bi (i = 1, ...,m)

xj ∈ R (j = 1, ..., n).

(1.1.2)

où les bi, i = 1, ...,m ; les cj , j = 1, ..., n ; et les aij , i = 1, ...,m; j = 1, ..., n sont des

constantes réelles.

En écriture matricielle, un problème sous forme canonique s’écrit donc :


maximiser ctx

Ax ≤ b

x ∈ Rn

(1.1.3)

où c = (cj)j=1,...,n et x = (xj)j=1,...,n sont des vecteurs réels, A = (aij)i=1,...,m;j=1,...,n

est une m× n-matrice réelle et b = (bi)i=1,...,m est un vecteur réel.

Il est immédiat que tout problème d’optimisation linéaire sous forme canonique est un

problème d’optimisation linéaire sous forme générale.

Définition 1.5. On appelle problème d’optimisation linéaire sous forme standard, tout

programme linéaire de la forme
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
maximiser

∑n
j=1 cjxj∑n

j=1 aijxj = bj (i = 1, ...,m)

xj ∈ Rn (j = 1, ..., n)

(1.1.4)

où c = (cj)j=1,...,n et x = (xj)j=1,...,n sont des vecteurs réels, A = (aij)i=1,...,m;j=1,...,n

est une m× n-matrice réelle et b = (bi)i=1,...,m est un vecteur réel.

En écriture matricielle, un problème sous forme standard s’écrit donc


maximiser ctx

Ax = b

x ∈ Rn

(1.1.5)

où c = (cj)j=1,...,n et x = (xj)j=1,...,n sont des vecteurs réels, A = (aij)i=1,...,m;j=1,...,n

est une m× n-matrice réelle et b = (bi)i=1,...,m est un vecteur réel.

A tout problème d’optimisation linéaire sous forme canonique, on peut associer un

problème d’optimisation linéaire sous forme standard.

Remarque 1.2. Sans perte de généralité, on peut supposer que dans un problème sous

forme standard, les lignes de A sont linéairement indépendantes (si ce n’est pas le cas soit

certaines contraintes sont redondantes, soit l’ensemble des contraintes est vide). Dans la

suite, lorsque nous parlerons de problème sous forme standard, nous supposerons implicite-

ment que les lignes de A sont linéairement indépendantes, autrement dit que rang(A) = m

ce qui implique également que n ≥ m.

Définition 1.6. Considérons le problème d’optimisation linéaire sous forme standard

(P )


maximiser ctx

Ax = b

x ∈ Rn

(1.1.6)

Définition 1.7. Soit B ∈ {1, 2, ..., n} un ensemble d’indices avec card(B) = n tel que les

colonnes Aj , j ∈ B, de A sont linéairement indépendantes. On dit que l’ensemble B des
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indices est une base.

– les variables xB = (xj , j ∈ B) sont appelées variables de base.

– les variables xN = (xj , j /∈ B) sont appelées variables hors base.

Définition 1.8. On dit que x = (xB, xN ) est solution de base associée à la base B si

xN = 0.

x = (xB, xN ) est une solution de base réalisable si xN = 0 et xB = A−1B b ≥ 0. Dans ce

cas, on dit que la base B est réalisable.

Définition 1.9. Etant donnée une base réalisable B du programme linéaire (P ), le pro-

gramme linéaire équivalent à (P ) :


ĉNxN = z(max)− πb

xB +A−1B ANxN = A−1B b x ≥ 0

est dit forme canonique de (P ) par rapport à la base B où :

– N = {1, 2, ..., n} \B

– π = cBA−1B est dit vecteur multiplicateur relatif à la base B

– ĉ = c− πA est dit vecteur coût réduit relatif à la base B

est dit forme canonique de (P ) par rapport à la base B.

Théorème 1.1. Si le vecteur coût réduit ĉ relatif à une base réalisable B est négatif ou

nul, la solution de base correspondante est solution optimale de (P ). La base B est alors

dite base optimale.

Un problème linéaire continu peut être résolu en temps polynomial (Khachiyan 1979)

[29]. Il existe des algorithmes polynomiaux efficaces pour résoudre un programme linéaire

comme ceux dits de points intérieurs intérieurs initiés par Karmarkar (1984) [36]. Néan-

moins l’algorithme du simplexe (Dantzig 1947) [10] est le plus célèbre (et le plus efficace

dans le cas général) des algorithmes de résolution, bien qu’il ne soit pas polynomial !

L’algorithme du simplexe permet de résoudre les problèmes de PL en construisant tout

d’abord une solution réalisable qui est un sommet du polytope puis en se déplaçant selon

les arêtes du polytope pour atteindre des sommets pour lesquels la valeur de l’objectif est

de plus en plus grande, jusqu’à atteindre l’optimum.
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Algorithme du simplexe

Soit à résoudre le programme linéaire :


max ctx

Ax = b

x ∈ Rn

(1.1.7)

où c = (cj)j=1,...,n et x = (xj)j=1,...,n sont des vecteurs réels, A = (aij)i=1,...,m;j=1,...,n

est une m × n-matrice réelle et b = (bi)i=1,...,m est un vecteur réel. B une base réalisable

de départ.

1. Test d’optimalité

– Exprimer la fonction objectif à partir des variables hors base.

– Si tous les coûts sont négatifs ou nuls Alors STOP, la solution obtenue est la

solution optimale.

2. Choix de la variable entrante

– Choisir la variable hors base dont le coût est positif et le plus grand possible. Soit

xr la variable entrante.

3. Choix de la variable sortante

– La variable sortante est la première à s’annuler : c’est celle pour laquelle le
bi
air

est

le plus petit avec air > 0. Soit xs la variable sortante.

4. Déterminer la nouvelle solution de base : opération du pivot

– Remplacer les aij par aij − ajr
asi
asr

.

– Remplacer les bj par bj − ajr
bs
asr

.

Retour à (1)

1.2 Programmation mono-objectif discrète

Un problème de programmation linéaire en nombres entiers PLNE n’est pas un pro-

gramme linéaire dans le sens où son domaine de réalisabilité n’est pas un polyèdre, mais
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un ensemble discret de points. Pourtant, on peut le décrire comme un PL auquel on ajoute

la contrainte supplémentaire que certaines variables ne peuvent prendre que des valeurs

entières. On obtient dans ce cas, le programme linéaire en nombres entiers suivant :


max z(x)

x ∈ S, x vecteur entier

(1.2.1)

où x est un vecteur de n variables entières positives ou nulles, z est une fonction scalaire

et S l’ensemble des contraintes défini comme suit : S = {x ∈ Rn/Ax ≤ b, x ≥ 0}, tel que

A ∈ Zm,n, b ∈ Zm.

Le PLNE est un problème NP-complet, car de nombreux problèmes NP-complets

peuvent être exprimés comme des PLNE (par exemple trouver un stable dans un graphe

G = (V,E) revient à trouver un vecteur x ∈ {0, 1}E satisfaisant xu + xv ≤ 1 pour toute

arête uv ∈ E).

Les deux principales familles de méthodes actuellement connues pour résoudre les pro-

blèmes de programmation linéaire en nombres entiers sont les méthode des coupes et les

méthodes arborescentes. Nous présentons ci-dessous la méthode ”Branch and Bound”, pro-

posée par Land et Doig en 1960 [25] et une méthode de coupe, proposée en 1958 par

R.Gomory [39].

1.2.1 Méthode ”Branch and Bound”

L’algorithme de séparation et évaluation (”Branch and Bound”), repose sur une mé-

thode arborescente de recherche d’une solution optimale par séparations et évaluations, en

représentant les états solutions par un arbre d’états, avec des noeuds, et des feuilles. Le

”Branch and Bound” est basé sur trois axes principaux :

– L’évaluation

L’évaluation permet de réduire l’espace de recherche en éliminant quelques sous en-

sembles qui ne contiennent pas la solution optimale. L’objectif est d’essayer d’éva-

luer l’intérêt de l’exploration d’un sous-ensemble de l’arborescence. Le ”Branch and

Bound” utilise une élimination de branches dans l’arborescence de recherche de la
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manière suivante : la recherche d’une solution de coût maximal, consiste à mémoriser

la solution de plus haut coût rencontré pendant l’exploration, et à comparer le coût

de chaque noeud parcouru à celui de la meilleure solution. Si le coût du noeud consi-

déré est inférieur au meilleur coût, on arrête l’exploration de la branche et toutes les

solutions de cette branche seront nécessairement de coût plus bas que la meilleure

solution déjà trouvée.

– La séparation

La séparation consiste à diviser le problème en sous-problèmes. Ainsi, en résolvant

tous les sous-problèmes et en gardant la meilleure solution trouvée, on est assuré

d’avoir résolu le problème initial. Cela revient à construire un arbre permettant

d’énumérer toutes les solutions. L’ensemble de noeuds de l’arbre qu’il reste encore

à parcourir comme étant susceptibles de contenir une solution optimale, c’est-à-dire

encore à diviser, est appelé ensemble des noeuds actifs.

– La stratégie de parcours

La largeur d’abord : Cette stratégie favorise les sommets les plus proches de la

racine en faisant moins de séparations du problème initial. Elle est moins efficace que

les deux autres stratégies présentées.

La profondeur d’abord : Cette stratégie avantage les sommets les plus éloignés

de la racine (de profondeur la plus élevée) en appliquant plus de séparations au pro-

blème initial. Cette voie mène rapidement à une solution optimale en économisant

la mémoire.

Le meilleur d’abord : Cette stratégie consiste à explorer des sous-problèmes pos-

sédant la meilleure borne. Elle permet aussi d’éviter l’exploration de tous les sous-

problèmes qui possèdent une mauvaise évaluation par rapport à la valeur optimale.

1.2.2 Coupes de Gomory [39]

L’algorithme utilisant les coupes de Gomory procède comme suit :

Soit x une solution optimale du problème relaxé (PL) trouvée par la méthode du

simplexe. Si x est une solution entière, elle est optimale pour (PLNE). Sinon,choisir une



Chapitre 1 : Sur la programmation linéaire mono-objectif 11

variable xj telle que la valeur xj est fractionnaire et considérer la ligne correspondante du

tableau du simplexe, par exemple la ligne i :

xj +
∑
k∈N

âikxk = xj

où N est l’ensemble des indices des variables hors-base.

La contrainte

∑
k∈N

f(âik)xk ≥ f(xj) (1.2.2)

est alors est alors déduite de l’expression précédente, où f(r) = r−brc désigne la partie

fractionnaire du nombre réel r.

Cette coupe, appelée coupe fractionnaire de Gomory, ou coupe fondamentale, peut

être rajouter au tableau courant du simplexe. Dans la pratique, les coupes fractionnaires

de Gomory convergent très lentement. D’autres coupes ont été introduites dont l’intention

de les rendres plus performantes. En particulier, Gomory [39] lui même a donné les coupes

suivantes :

Proposition 1. Pour tout entier naturel t, l’inéquation

∑
k∈N

f(tâik)xk ≥ f(txj) (1.2.3)

est une coupe. De plus, si f(âik) <
1
2 et 1

2 ≤ tf(âik) < 1, alors la coupe (1.2.3) est plus

profonde que la coupe (1.2.2).

Proposition 2. L’inéquation

∑
k∈N

min{f(âik), f(xj)
1− f(âik)

1− f(xj)
}xk ≥ f(xj) (1.2.4)

est une coupe. De plus, elle est plus profonde que la coupe (1.2.2)

De même, pour tout entier naturel t, l’inéquation

∑
k∈N

min{f(tâik), f(txj)
1− f(tâik)

1− f(txj)
}xk ≥ f(txj) (1.2.5)
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est une coupe plus profonde que (1.2.3)

1.3 La programmation linéaire fractionnaire mono-objectif

Les programmes fractionnaires [33] consistent à optimiser un objectif mis sous la forme

d’un rapport de deux fonctions linéaires ou non, soumis à un ensemble de contraintes.

Différentes versions de ce modèle, linéaires ou non linéaires, en nombres entiers ou en

continu, ont une multitude d’applications que ce soit en optimisation combinatoire, en

programmation stochastique, en bases de données ou en économie [43], [44], [45], [46],

[47], [48], [49]. La programmation fractionnaire linéaire (PLF) se réfère au même type de

problèmes d’optimisation mais où le numérateur et le dénominateur sont des fonctions

affines, et le domaine des solutions réalisables est un polyèdre convexe.

1.3.1 Notations et définitions

Étant donnée f, h et gi, i = 1, ...,m, des fonctions réelles définies sur Rn, avec h ne

s’annulant pas sur un sous-ensemble X de Rn, le problème de programmation fractionnaire

consiste à déterminer un élément x∗ de X optimisant le rapport f(x)/g(x) sur un domaine

défini par le système de contraintes g(x) ≤ 0 avec x dans l’ensemble X. Il a donc la forme

suivante :



maximiser
f(x)

h(x)

g(x) ≤ 0

x ∈ X

(1.3.1)

et doit vérifier les hypothèses classiques suivantes :

– L’ensemble des solutions réalisables de (PF ) est non vide,

– les fonctions f, h et g sont continues sur Rn,

– ∀x ∈ X : h(x) > 0.

Le programme 1.3.1 est dit fractionnaire linéaire, ou encore hyperbolique, lorsque f, h

et g sont des fonctions linéaires ou affines de la variable x. Il se modélise alors comme suit :
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(PF )



maximiser
cx+ α

dx+ β

Ax ≤ b

x ∈ X

(1.3.2)

où α et β sont des réels, c et d sont des vecteurs de Rn ; A est une matrice réelle de

format m× n et b est un vecteur de Rn.

Selon Steuer [40], les programmes fractionnaires linéaires présentent l’intérêt particulier

d’avoir pour leurs fonctions objectifs des courbes de niveaux linéaires. Pour illustrer cette

propriété, considérons une z−courbe niveau quelconque de la fonction objectif :

z =
cx+ α

dx+ β
⇔ (c− zd)x = zβ − α (1.3.3)

z étant quelconque, il est donc clair que chaque courbe de niveau est une expression

linéaire sur l’ensemble des solutions réalisables, respectant la contrainte de positivité stricte

du dénominateur.

Si un programme fractionnaire linéaire possède une solution optimale, il existera donc

au moins un point extrême optimal de S.

Théorème 1.2. [30] La solution optimale d’un programme fractionnaire linéaire est re-

présentée par l’un des sommets extrêmes du domaine admissible.

Malgré la linéarité des courbes de niveaux de la fonction objectif, lorsque c 6= 0, d 6= 0

et c 6= wd pour tout w ∈ R, les courbes de niveaux ne sont pas parallèles comme dans le

cas de la programmation linéaire.

On appelle ensemble de rotation, l’ensemble de tous les points d’intersection entre la

0−courbe niveau du numérateur et la 0−courbe niveau du dénominateur. L’ensemble de

rotation est appelé point de rotation dans R2 et axe de rotation dans R3.

1.3.2 Relation entre PL et PLF

Le problème général de programmation linéaire PL peut être écrit de la forme :
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(P )


max z = cx

Ax ≤ b

x ∈ X

et la formulation d’un PLF est comme suit :

(PF )



max
cx+ α

dx+ β

Ax ≤ b

x ∈ X

où α et β sont des réels, c et d sont des vecteurs de Rn, A est une matrice réelle de

format m× n, b est un vecteur de Rn et X ⊂ Rn

Il est clair que si d est un vecteur nul avec β = 1 alors, (PF ) devient un problème de

PL. Dans ce cas, PF est une généralisation d’un PL.

Il y a des cas où PLF peut être remplacé par LP approprié. Ces cas sont discutés

comme suit :

Cas 1 :

Si d = 0 et β 6= 0 alors z devient z =
c

β
x +

α

β
=
z′

β
où z′ = cx + α est une fonction

linéaire. Dans ce cas z peut être remplacé par
z′

β
correspondant au même ensemble de

solution réalisable S, alors (PF ) devient un (PL).

Cas 2 :

Si c = 0 alors z devient z =
α

dx+ β
=

α

z′
, où z′ = dx + β est une fonction linéaire.

Donc (PF ) devient un (PL).

Dans ce cas, z devient linéaire sur le même ensemble des solutions réalisables S.

Cas 3 :

Si c et d sont linéairement dépendant, alors, il existe µ 6= 0 tel que c = µd, donc

z =
µdx+ α

dx+ β
= µ+

α− µβ
dx+ β

– Si α− µβ = 0, alors z = µ est une constante.

– Si α− µβ 6= 0, alors z est une fonction linéaire et (PF ) devient un (PL).
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Si c 6= 0 et d 6= 0, alors il faut trouver une nouvelle façon de convertir le problème (PF )

à (PL) pour le résoudre.

1.3.3 Résolution d’un programme linéaire fractionnaire

Dans la littérature émergent trois grandes stratégies de résolution d’un programme

fractionnaire :

Résolution directe

Dans cette stratégie, le programme fractionnaire est traité sous sa forme originale, c’est-

à-dire sans modifier ni l’objectif ni l’ensemble des contraintes. Cette approche est utilisée

pour résoudre les programmes hyperboliques tant qu’en variables continues et variables

entières ( [19], [51], [11], [31]).

Une des premières méthodes [7] de résolution concernant le programme hyperbolique

est une version améliorée de la méthode de Martos [30].

Rappelons le programme linéaire fractionnaire continu (PF ) :

(PF )



max
cx+ α

dx+ β

s.c Ax ≤ b

x ≥ 0

où α et β sont des réels, c et x des vecteurs de Rn, d un vecteur non nul de Rn, A une

matrice réelle d’ordre m× n et b un vecteur de Rm.

Définition 1.10. Un point réalisable x est une solution niveau optimale pour le problème

(PF ), si x est une solution optimale pour le programme linéaire suivant :

(Px)



max cx+ α

s.c Ax ≤ b

dx = dx

x ≥ 0
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Si de plus, x est un point extrême de S = {Ax ≤ b, x ≥ 0}, Alors x est dite solution

niveau optimale de base.

L’algorithme de Cambini et Martein [7] génère une séquence finie de solutions niveau

optimales, dont la première solution x0 est une solution optimale du programme linéaire

(Px0). Si cette solution est unique, alors elle est solution niveau optimale pour le (PF )

sinon on résout (Px0) pour obtenir une solution niveau optimale de base.

Résolution par paramétrisation

A l’inverse de la résolution directe, on construit un problème à objectif simplifié, combi-

naison linéaire du numérateur et du dénominateur par l’intermédiaire d’un paramètre, tout

en gardant inchangé l’ensemble de contraintes. Une séquence de résolutions de ce type de

problème fournit une solution optimale du programme fractionnaire. Plusieurs algorithmes

ont été proposés, initialement en 1956 par Isebell et Marlow [27] pour des programmes hy-

perboliques, ce n’est qu’à partir de 1967 que cette approche a connue un grand élan avec

Dinkelbach [53], qui l’a généralisé aux programmes fractionnaires non linéaires.

Soit le programme fractionnaire suivant :

(P )



max
f(x)

h(x)

s.c g(x) ≤ 0

x ∈ X

Le programme paramétré associé consiste à simplifier l’objectif en combinant linéaire-

ment le numérateur et le dénominateur par l’intermédiaire d’un paramètre λ ∈ R. Il est

donc défini comme suit

(P (λ))


max f(x)− λh(x)

s.c g(x) ≤ 0

x ∈ X

pour tout λ ∈ R.

Dans le cas d’un programme hyperbolique
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(PF )



max
cx+ α

dx+ β

s.c g(x) ≤ 0

x ∈ X

le programme paramétré est un programme linéaire dont l’objectif est fonction de

λ ∈ R :


max (α− λβ) + (c− λd)x

s.c g(x) ≤ 0

x ∈ X

En notant λ∗ la valeur optimale de (P ), le résultat fondamental liant le programme

fractionnaire au programme paramétré associé est donné par :

Proposition 3. (Dinkelbach [53]) Toute solution optimale de P (λ∗) est une solution op-

timale de (P ).

Soit v(λ) la valeur optimale du programme paramétré.

Proposition 4. [53] v(λ) = 0 si et seulement si λ = λ∗

Résolution d’un programme équivalent

Un changement de variables permet de simplifier aussi l’objectif mais en faisant aug-

menter le nombre de variables et de contraintes. Charnes and Cooper [8] sont les premiers

à avoir linéarisées un problème hyperbolique en un problème linéaire équivalent.

(PF )



max
cx+ α

dx+ β

s.c Ax ≤ b

x ≥ 0

s’effectue en introduisant deux nouvelles variables

y = (
1

dx+ β
)x et t =

1

dx+ β
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Pour aboutir à un programme linéaire équivalent

(P )



max cy + αt

s.c Ay − bt ≤ 0

dy + βt = 1

y, t ≥ 0

Proposition 5. [8]

Si (y∗, t∗) est une solution optimale de (P ), alors t∗ > 0 et x∗ =
y∗

t∗
est une solution

optimale de (PF ).

Cette transformation en un programme linéaire équivalent a pour but d’appliquer les

algorithmes standards tels que la méthode du simplexe (Arsham et khan [24] et Charnes

and Cooper [8]).

Pour les programmes fractionnaires en variables entières, Granot et Granot [11] pro-

posent une méthode de génération de coupes (de type Gomory) appliquée au programme

linéaire (P ).



Chapitre 2

Sur la programmation

multi-objectif

Les problèmes d’optimisation combinatoire issus des problématiques réelles sont la plu-

part du temps de nature multi-objectif, car plusieurs critères d’évaluation souvent contra-

dictoires sont à considérer simultanément. Optimiser un tel problème relève donc de l’op-

timisation combinatoire multi-objectif.

L’optimisation multi-objectif possède ses racines dans les travaux en économie de Ed-

geworth [17] et Pareto [52]. Elle a ainsi été initialement utilisée en économie et dans les

sciences du management, puis graduellement dans les sciences pour l’ingénieur.

Pourtant, malgré l’intérêt indéniable de la modélisation et de la résolution multi-objectif

des problèmes rencontrés dans industrie, dans les télécommunications et et d’autres do-

maines de la vie quotidienne, peu de travaux ont été réalisés en optimisation combinatoire

multi-objectif avant les années 80-90. Mais depuis,un fort intérêt a été montré pour l’aide

à la décision multi-objectif qui consiste pour un problème comportant plusieurs objectifs,

à déterminer, parmi les solutions de meilleurs compromis entre les objectifs, la solution

la plus intéressante pour le problème en question. Ainsi, une phase importante concerne

l’optimisation multi-objectif qui recherche les solutions de compromis.

L’objet de ce chapitre est de présenter quelques notions fondamentales concernant les

problèmes de programmation linéaire en nombres entiers dans le cas où plusieurs objectifs

à optimiser sont à considérer.

19
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2.1 Sur la programmation multi-objectif discrète linéaire

Un problème d’optimisation mono-objectif peut être formulé comme suit :

(PL)


optimiser z(x)

sous x ∈ S
(2.1.1)

où x est un vecteur de n variables, z est une fonction scalaire et S l’ensemble des

contraintes défini comme suit : S = {x ∈ Rn/Ax ≤ b} , A est une m× n-matrice réelle et

b un m-vecteur réel.

Un problème d’optimisation multi-objectif est un problème d’optimisation pour lequel

k(k > 1) fonctions objectifs à optimiser (minimiser ou maximiser). Il se définit de la façon

suivante :

(P )


optimiser z(x) = (z1(x), z2(x), ..., zk(x))

sous x ∈ S
(2.1.2)

où S = {x ∈ Rn/Ax ≤ b} est l’ensemble des solutions réalisables de (P ) (appelée aussi

espace de décision) définies ci-dessus. A chaque solution réalisable x dans S, on associe son

image z(x) = (z1(x), z2(x), ..., zk(x)) dans Rk (espace des critères ) et on construit donc,

l’ensemble C = {y ∈ Rn : y = z(x), x ∈ S} = z(S).

Sans perte de généralité nous supposerons par la suite que nous considérons des pro-

blèmes de maximisation.

2.1.1 Concepts de base

Une différence fondamentale entre l’optimisation mono-objectif et l’optimisation multi-

objectif repose sur le fait que pour la plupart des problèmes multi-objectif, les critères

étant antagonistes, il n’existe pas de solution réalisable qui maximise tous les objectifs

simultanément. Par conséquent, il n’existe plus de relation d’ordre total entre solutions.

Celles-ci doivent être comparées par la relation de dominance de Pareto qui repose sur la

définition suivante :
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Définition 2.1. On dit qu’un vecteur z = (z1, z2, ..., zk) domine un vecteur y = (y1, y2, ..., yk),

si ∀i = 1...k, zi ≥ yi et ∃i ∈ {1...k} tel que zi > yi.

Définition 2.2. Une solution réalisable x∗ ∈ S est efficiente (ou efficace) si’il n’existe pas

une autre solution x ∈ S telle que z(x) domine z(x∗).

Résoudre le problème (P ) revient à trouver, soit l’ensemble des solutions efficaces dans

l’espace des décisions, soit l’ensemble des solutions non dominées dans l’espace des critères.

Définition 2.3. Soit x ∈ S et C≥ le cone semi-polaire positif généré par les gradients des

k fonctions objectifs où C≥ = {x ∈ Rn | Cx ≥ 0, Cx 6= 0} ∪ {0 ∈ Rn}. L’ensemble de

dominance sur x est donné par : Dx = {x} ∪ C≥ = {x+ x | x ∈ C≥}.

Définition 2.4. Soit Dx l’ensemble dominant en x ∈ S. Alors, x est efficaces si et seule-

ment si Dx ∩ S = {x}.

Corollaire 1. Si C≥ = {0Rn}, alors ∀x ∈ S, x est solution efficace.

Définition 2.5. Le vecteur idéal z∗ = (z∗1 , z
∗
2 , ..., z

∗
n) est le vecteur qui optimise chacune

des fonctions objectifs zi , i.e : z∗i = max{cix\x ∈ S}

La matrice des gains associée au problème (P ) peut être représentée par une matrice

carrée G de dimension k(k > 1) comme suit :



z∗1 z12 . . . z1k

z21 z∗2 . . . z2k
...

...
...

...

z31 z32 . . . z∗k


(2.1.3)

avec z∗i = max
x∈D

zi = cix
∗
i , ∀i = 1, ..., k, et zij = cix

∗
j , ∀i = 1, ..., k, ∀j = 1, ..., k, avec

i 6= j.

Il faut noter que cette matrice dépend de la solution optimale x∗i et peut donc, ne pas

être unique.

Le point nadir N ∈ Rk : ni = min{cix\x efficace pour (P )}.

Si la matrice des gains n’est pas unique alors, le point N aussi n’est pas unique.
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2.1.2 Caractérisation d’une solution efficace

Test de Benson : Le théorème de Benson [4] permet de tester l’efficacité d’une solution

réalisable d’un problème d’optimisation multi-objectif.

L’idée est de choisir une solution réalisable initiale x∗ ∈ S et, si la solution elle même

n’est pas efficace, produire une solution réalisable x telle que z(x) domine z(x∗) .

Soient vi = zi(x)−zi(x∗), i = 1, ..., k des variables non négatives dont on doit maximiser

leur somme.

Considérons le problème (PE) suivant :

(PE)



maxϕ =
∑k

i=1 vi

zi(x)− zi(x∗)− vi = 0, i = 1, ..., k ;

x ∈ S

vi ≥ 0, i = 1, ..., k.

(2.1.4)

L’exemple illustratif 2.1 dans l’espace des critères, démontre l’idée.

La solution initiale z(x∗) a des valeurs inférieures à z(x̂), maximisant la deviation totale

de v̂1 + v̂2 où l’intention est de trouver une solution dominante et qui est efficace.
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Figure 2.1 – Illustration du problème de Benson 2.1.4.

Théorème 2.1. [4]. Soit x∗ une solution réalisable pour le problème (P ). x∗ est une

solution efficace pour le problème (P ) si et seulement si la valeur optimale de la fonction

objectif ϕ est nulle dans le programme linéaire 2.1.4.

Preuve 1. Soit (x, v) une solution réalisable de problème 2.1.4. Comme vi ≥ 0, i = 1, ..., k

et la définition de vi est zi(x)− zi(x∗) nous avons

k∑
i=1

vi = 0⇐⇒ vi = 0 i = 1, ..., k

⇐⇒ zi(x)− zi(x∗) = 0 i = 1, ..., k

⇐⇒ zi(x) = zi(x
∗) i = 1, ..., k

Dans ce cas la, x∗ est efficace. Si, d’autre part, x∗ est efficace, l’ensemble des solution

réalisable du problème 2.1.4 se compose de (x, v) pour chaque x ∈ S et z(x) = z(x∗) ainsi

v = 0.

Proposition 6. Si le problème 2.1.4 a une solution optimal (x̂, v̂) (et la valeur objectif
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optimal est finie) alors x̂ est efficace.

Preuve 2. Supposons que la solution x̂ n’est pas efficace. Alors il exist une solution x′ ∈ S

tel que zi(x̂) ≤ zi(x′),∀i = 1, ..., k et ∃j ∈ {1, ..., k}, zj(x̂) < zj(x
′). Soit v′ = z(x′)− z(x∗).

Alors (x′, v′) est une solution réalisable de 2.1.4 car pour i fixé :

v′i = zi(x
′)− zi(x∗) ≥ zi(x̂)− zi(x∗) = v̂i.

En outre,
k∑
i=1

v′i >
k∑
i=1

v̂i comme v′j > v̂j, alors (x̂, v̂) n’est pas solution optimale pour

2.1.4

Test de Ehrgott et al. [12] :

Définition 2.6. Soit f : D ⊂ Rn → R et x ∈ D. Alors

L≥f(x) = {x ∈ D : f(x) ≥ f(x)} est appelé ensemble niveau (level set) de x pour f .

L=f(x) = {x ∈ D : f(x) = f(x)} est appelé courbe niveau (level cuvre) de x pour f .

Théorème 2.2. [12] La solution x ∈ D est Pareto optimale pour le problème multi-objectif

si et seulement si
i=k⋂
i=1

L≥zi(x) =
i=k⋂
i=1

L=zi(x).

Preuve 3. x est solution Pareto optimale pour

⇐⇒ @ x ∈ D tel que [zi(x) ≥ zi(x) ∀ i ∈ {1, ..., k} et zj(x) > zj(x) pour au moins un

j].

⇐⇒ @ x ∈ D tel que [x ∈
i=k⋂
i=1

L≥zi(x) et ∃j ∈ {1, ..., k} : x ∈ L>zj(x)].

⇐⇒ @ x ∈ D tel que [x ∈
i=k⋂
i=1

L≥zi(x) et ∃j ∈ {1, ..., k} : x ∈ L≥zj(x) \ L=zj(x)].

⇐⇒
i=k⋂
i=1

L≥zi(x) =
i=k⋂
i=1

L=zi(x).

2.1.3 Solutions supportées et non supportées

Sur le front Pareto, deux types de solutions peuvent être différenciées : les solutions

supportées et les solutions non supportées. Les premières sont celles situées sur l’enveloppe

convexe de l’ensemble des solutions (Figure 2.2) et peuvent donc être trouvées à l’aide

d’une agrégation linéaire des objectifs [18]. Elles sont donc plus simples a obtenir que les
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solutions non supportées. D’ailleurs, les premiers travaux en optimisation combinatoire

multi-objectif se sont pour la plupart focalisés sur la recherche de ces solutions supportées

en optimisant des combinaisons linéaires des objectifs utilisant différents vecteurs de poids.

Théorème 2.3. [18]

(Pλ) : Max{λtCx | x ∈ S}

avec

λ ∈ Λ = {λ ∈ Rk|
k∑
i=1

λi = 1, λi > 0, i = 1, ..., k},

alors x est une solution efficace pour (P ) si et seulement s’il existe λ ∈ Λ tel que x est

une solution optimale du problème paramétrique (Pλ).

Alors pourquoi ne pas se satisfaire des solutions supportées ? Tout d’abord parce que

ces solutions peuvent ne représenter qu’un petit sous ensemble des solutions efficaces. De

plus, ces solutions supportées ne sont pas forcément bien réparties le long du front et ne

représentent pas toujours un bon compromis.

Figure 2.2 – Schéma des différentes solutions et points caractéristiques de l’espace des
objectifs
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2.1.4 Exemple illustratif

Considérons le programme linéaire bi-objectif en nombres entiers suivant :

(P )


maxz(x) = (x1,−x1 + x2)

x ∈ D
(2.1.5)

où D = {x = (x1, x2) ∈ N2/x1 + 2x2 ≤ 10;x1 + x2 ≤ 6;x1 ≤ 4} .

D
(1
.5
,4
.5
)

D
(4
,0
)

x1

x2

Figure 2.3 – Espace des décisions.

z2

z1

−4

−2

2

4

6

2 4

Point nadir

Point idéal

Figure 2.4 – Espace des critères.

– Les solutions efficaces du programme (P ) sont : {(4, 2), (3, 3), (2, 4), (1, 4), (0, 5)}. Par
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exemple le point x = (4, 2) est efficace car Dx∩D = {x}, tandis que le point x = (4, 0)

n’est pas efficace car Dx ∩D = {(4, 2), (4, 0)}

– Deux solutions faiblement non dominées sont détectées : (4,−4), (4,−3) .

– Les solutions efficaces supportées sont : {(4, 2), (3, 3), (2, 4), (0, 5)} et une solution

efficace non supportée : (1, 4).

– Le point idéal est : (4, 5) et le point nadir est le point des coordonnés : (0,−4).

– La matrice des gains, dans ce cas, est unique :

 4 0

−4 5


2.1.5 Approches de résolution

La solution d’un problème multi-objectif est un ensemble de solutions. Cependant, pour

un problème réel, une seule solution pourra être déployée. Un choix par un décideur doit

donc être effectué ; le décideur peut intervenir en amont de la résolution, après celle-ci,

ou de manière interactive. On distingue classiquement trois grandes familles de méthodes

selon la manière dont sont combinés ces processus :

– Préférence à priori : le décideur définit ses préférences entre les différents objectifs

avant d’utiliser la méthode d’optimisation.

– Préférence progressive : le décideur affine son choix de compromis au fur et à mesure

du déroulement de la méthode d’optimisation.

– Préférence à posteriori : le décideur choisit la solution de son choix parmi l’ensemble

des solutions fournies par la méthode d’optimisation.

Il est à noter que certaines méthodes n’entrent pas forcément dans une seule catégorie.

En effet, la méthode qui consiste à agréger les différents objectifs à l’aide de poids est

une méthode à préférence à priori ; le décideur affectant les poids de manière à favoriser

tel ou tel objectif. Cependant, si les poids sont affectés aléatoirement et si la méthode est

itérée en changeant les poids à chaque exécution, il s’agit alors d’une méthode à préférence

à posteriori. Nous nous intéressons ici à l’optimisation à posteriori de problèmes multi-

objectif, c’est-à-dire l’étude de méthodes pour générer l’ensemble des solutions efficaces

ou non dominées. Le choix d’une solution parmi cet ensemble n’est pas étudié dans ce

document.
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2.1.6 Quelques méthodes de résolution

Un grand nombre d’approches existent pour résoudre les problèmes multi-objectif. Cer-

taines utilisent des connaissances du problème pour fixer des préférences sur les critères

et ainsi contourner l’aspect multi-critère du problème. D’autres mettent tous les critères

au même niveau d’importance, mais là aussi il existe plusieurs façons de réaliser une telle

opération.

Nous nous placerons dans le cadre de méthodes où la modélisation des préférences n’est

pas requise et où le procédé d’optimisation doit être puissant afin de fournir l’ensemble des

solutions de bons compromis par des méthodes exactes.

Méthode ε-contrainte. [22]

La méthode été proposé par Häımes et all. 1971. Elle consiste à transformer les (k− 1)

objectif en contraintes. L’objectif restant, qui peut être choisi arbitrairement, est la fonction

d’objectif du problème d’optimisation mono-objectif qui en résulte, en d’autre termes dans

cette approche, le problème consiste à optimiser une fonction fi sujette à des contraintes

sur les autres fonctions. En effet, en utilisant cette méthode itérativement, en repartant

à chaque fois de la solution trouvée pour définir la borne suivante [22], il est possible en

utilisant une méthode exacte mono-objectif de générer l’ensemble des solutions Pareto.

Soit le problème à résoudre :

(P )


min f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fk(x))

sous x ∈ S
(2.1.6)

où f : Rn → Rk telle que f(x) = (fi(x))i=1,...,k

Pour un objectif i ∈ {1, ..., k} du problème (P ), résoudre le problème suivant :

(Pi)


min fi(x)

x ∈ S

fj(x) ≤ εj ∀j ∈ {1, ..., k}\{i}

(2.1.7)

où εj est une borne supérieure pour le jime objectif.
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Figure 2.5 – Illustration de la méthode ε−contrainte.

La figure 2.5 illustre un exemple pour lequel, la solution efficace optimale pour l’objectif

f1 est d’abord recherchée (solution Optf1). Cette solution détermine la borne B1 sur

l’objectif f2 en dessous de laquelle l’objectif f2 va devoir être optimisé. Cela nous donne

la solution Optf2 qui elle même détermine la borne B2, etc...

La méthode Epsilon-Contrainte est facile à utiliser. Elle permet de trouver les solutions

du front même les fronts non-convexe. L’inconvénient principal de cette méthode est de

trouver les bornes de variation pour les fonctions objectifs qui seront transformées en

contraintes.

Méthode de Özlen et Azizoǧlu. [37]

La méthode de Özlen et Azizoǧlu est une amélioration de la méthode ε−contrainte.

Dans la méthode [22], les valeurs εj sont diminuées d’une unité dans le cas de minimisation

multi-objectif, la méthode décrite dans [37] diminue ces valeurs en tenant compte de la

solution non dominée actuelle. En outre, la fonction objectif n’est plus l’un des critères,

mais une combinaison pondérée et appropriée des critères de (P ) qui assure l’efficacité des

solutions obtenues.

Dans cette méthode, on montre que le problème multi-objectif (P ) est équivalent (au

sens des solutions efficaces) au problème suivant, obtenu en transformant le kime critère

en contrainte :
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

min f1(x) + εkfk(x)

...

min fk−1(x) + εkfk(x)

fk(x) ≤ lr

x ∈ S

(2.1.8)

où lr est une borne inférieure de fk. Ce problème est à son tour équivalent au problème

obtenu en transformant le critère k − 1 en contrainte et ainsi de suite jusqu’à arriver à la

résolution du programme linéaire en nombre entiers mono-objectif suivant :


min f1(x) +

∑k
i=2 ωifi(x)

fi(x) ≤ li i = 2, ..., k

x ∈ S

(2.1.9)

où les poids ωi sont calculés en fonction des fi et fi, bornes supérieure et inférieure de

fi respectivement, de sorte que la solution optimale de (2.19) soit efficace pour le problème

(P ) et induit donc, une solution non dominée.

Méthode de deux phases [37]

La méthode deux-phases a initialement été proposée par Ulungu et Teghem pour la ré-

solution d’un problème d’affectation bi-objectif. Comme son nom l’indique, cette méthode

est décomposée en deux étapes :

– Trouver toutes les solutions supportées du front Pareto.

– Chercher entre ces solutions les solutions Pareto non supportées.

L’objectif de la première phase est d’obtenir l’ensemble des solutions Pareto supportées.

Comme nous l’avons vu précédemment, ces solutions ont l’avantage d’être relativement

faciles à trouver puisqu’elles optimisent une certaine combinaison linéaire des objectifs.

Ainsi, durant la première phase de la méthode, les deux solutions extrêmes (solutions

optimisant chacun un des deux objectifs) sont recherchées (voir figure 2.6.a). Puis, de

façon récursive, dès que deux solutions supportées r et s sont trouvées, la méthode recherche
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d’éventuelles autres solutions supportées entre r et s, à l’aide de combinaisons linéaires bien

choisies des objectifs (voir figure 2.6.b et 2.6.c). A la fin de la première phase l’ensemble

des solutions supportées est donc trouvé (voir figure 2.6.d). Cette première phase rappelle

la méthode dichotomique, mais ici seules les solutions supportées sont recherchées. Pour

cela, lors de l’exploration entre deux solutions, on s’autorise à retrouver l’une de ces deux

solutions, lorsqu’il n’existe pas d’autres solutions supportées dans l’intervalle.

La deuxième phase consiste alors en la recherche des solutions non supportées apparte-

nant au front Pareto. Ces solutions ne peuvent être obtenues par combinaisons d’objectifs.

Ulungu et Teghem proposent alors d’utiliser les solutions supportées trouvées pour réduire

l’espace de recherche en argumentant que les solutions Pareto non supportées restantes

sont forcément dans les triangles rectangles basés sur deux solutions supportées consécu-

tives (voir figure 2.6.e). Ainsi, une recherche de type deuxième phase est exécutée entre

chaque couple de solutions supportées adjacentes (voir figure 2.6.f et 2.6.g). La méthode

de recherche au sein de ces triangles dépend du problème étudié. A la fin de la deuxième

phase,toutes les solutions Pareto sont trouvées. Notons, qu’il aura été nécessaire au préa-

lable de préciser si l’on recherche le front minimal ou maximal complet.

La méthode deux-phases présente un schéma de résolution exacte très intéressant car

très général et qui ne dépend pas du problème. Son intérêt réside dans une décomposition

de l’espace de recherche et l’utilisation de méthodes mono-objectif pour les différentes réso-

lutions successives (recherche des points extrêmes, résolution par agrégation...). Appliquer

la méthode deux-phases pour la résolution d’un problème bi-objectif nécessite donc d’avoir

une méthode mono-objectif efficace (si possible polynomiale). C’est le cas pour les pro-

blèmes traités par Ulungu et Teghem, et c’est ce qui rend leur méthode performante pour

ces problèmes là. Cependant, lorsque la restriction du problème à un seul objectif génère

un problème déjà NP-difficile, la non existence de méthode exacte efficace pouvant optimi-

ser chaque objectif séparément peut compromettre l’intérêt de la méthode et notamment

rendre la première phase très coûteuse.
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Figure 2.6 – Illustration des différentes étapes de la méthode deux phases.

Méthode de Abbas, Chergui et Ait Mehdi [1]

L’approche [1] génère toutes les solutions entières non dominées sans passer en revu

toutes les solutions possibles de Y. C’est une méthode branch and bound qui fait appel

aux coupes efficaces pour passer d’un vecteur entier à un autre dans Y . Elle fait appel

à la méthode du simplexe pour résoudre le programme linéaire (Pl) à l’étape l de la

méthode. Les vecteurs critères sont alors adjoints au tableau du simplexe et évoluent

de façon dynamique dans ce dernier de la même façon que le critère z de (Pl). Si la

solution optimale obtenue n’est pas entière, ce qui correspond à un noeud de type 1 de

l’arbre, seul un processus de branchement est effectué pour détecter une solution entière

(contrairement aux autres méthodes existantes, la méthode n’a pas besoin de rechercher

une solution entière optimale, mais seulement une solution entière voisine à la solution

optimale courante qui n’est pas entière). Quand une solution entière est obtenue, le noeud

est de type 2, le vecteur critère correspondant est comparé à ceux déjà trouvés et l’ensemble
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des solutions potentiellement non dominées est mis à jour. En vue de rechercher une autre

solution entière, les directions d’amélioration des critères sont utilisées pour construire

des coupes efficaces permettant d’éviter l’exploration de domaines ne contenant que des

solutions entières dominées.

Notations

– xl : Une solution du problème (Pl).

– Bl : Ensemble des indices des variables de base de xl.

– N l : Ensemble des indices des variables hors base de xl.

– ĉi : Vecteur critère réduit relatif au critère i, i = {1, ..., k} .

– ĉij : La jime composante du coût réduit du vecteur critère i.

– H i
l : L’ensemble définit comme suit :

H i
l = {j ∈ N l | ĉij > 0}

– Kl :

Kl = {i ∈ {1, ..., k} | H i
l 6= ∅}

est l’ensemble des critères pouvant être améliorés à partir de xl.

– Pour chaque i ∈ Kl,on définit la coupe efficace suivante :

cix ≥ cixl +
∑

j∈N l\Hl

bĉj0cxj +max{1, bĉijc}. (2.1.10)

où : ĉj0 = min
j∈Hl

{ĉij} pour i ∈ Kl.

Algorithme 1. SND = ∅, i = 0, pg = {(P0)}.

1. Tantque pg 6= ∅

– Choisir un programme (Pl) de pg et pg = pg/(Pl).

– Résoudre (Pl).

– Si (Pl) est irréalisable,i := i+ 1.

– Sinon,soit xl la solution trouvée, aller à 2

Fin tantque

2. – Si xl est entière.
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– Si Cxl n’est pas dominée par toute solution de SND alors SND := SND ∪

{Cxl}.

– Si Cxl domine Cy ,une solution de SND,alors SND := SND \ {Cy} ∪ {Cxl}.

– Déterminer : N l , Hj
l pour chaque vecteur critère j et Kl.

– Si |Kl| = ∅,aller à 1

– Sinon,|Kl| nouveaux programmes ajoutée au pg :
(Pl)

la contrainte 2.1.10

aller à 1

– Sinon, deux nouveaux programmes ajoutée au pg :
(Pl)

x ≤ bxjc


(Pl)

x ≥ dxje
aller à 1

2.2 Programmation multi-objectif discrète fractionnaire

Le problème de la programmation multi-objectif discrète fractionnaire (MOILFP )

peut être formulé comme suit :

(P )



maxZ1 =
c1x+ α1

d1x+ β1

maxZ2 =
c2x+ α2

d2x+ β2

...

maxZk =
ckx+ αk

dkx+ βk

Ax ≤ b

x ∈ Nn

(2.2.1)

où k ≥ 2; ci, di sont des 1×n-vecteurs ; αi, βi sont des scalaires pour tout i ∈ {1, 2, ..., k} ;

A est une m× n-matrice réelle et b ∈ Rm.
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2.2.1 Méthode de Abbas and Mouläı [2]

La méthode adoptée par Abbas and Mouläı [2] pour résoudre le problème (P ) est une

généralisation du cas fractionnaire de l’algorithme de résolution d’un programme linéaire

en nombres entiers à objectifs multiples détaillé dans [2].

Afin de résoudre le problème (P ), une approche consistant à résoudre une séquence

finie de problèmes de programmation fractionnaire linéaire discrète est présentée.

Considérons le problème de programmation fractionnaire linéaire en nombres entiers

mono-objectif suivant :

(P1)



maxZ1 =
c1x+ α1

d1x+ β1

Ax ≤ b

x ∈ Nn

(2.2.2)

La recherche des solutions réalisables de (P1) nécessite l’introduction des notations

suivantes :

– Sk = {x ∈ Rn, Akx ≤ bk, x ≥ 0} est la région tronquée courante de S obtenue par

application de la coupe
∑

j∈Nk−1\{jk−1}

xj ≥ 1 où : jk−1 ∈ Γk−1 et par la coupe de

Gomory successives.

– x1k est la kme solution optimale entière du problème (P1) obtenue sur Sk à l’étape k.

– B1
k est une base de Sk.

– a1k,j sont les vecteurs activités de appropriées à la région tronquée courante Sk.

– y1k,j = (B1
k)−1a1k,j , Ik = {j/a1k,j ∈ B1

k} et Nk = {j/a1k,j /∈ B1
k}.

– γ1k,j est le coût réduit relatif à la jme composante du vecteur gradient réduit γ1k .

– Γk = {j ∈ Nk/γ
1
k,j = 0}

Théorème 2.4. [2] Le point x1k de S est une solution optimale du problème fractionnaire

(P1) si et seulement si, le vecteur gradient réduit γ1k est tel que γ1k,j ≤ 0 pour tout indice

jk ∈ Nk.

Définition 2.7. Soit x1k une solution optimale de (P1) .Supposons que jk ∈ Nk, une arête

Ejk incidente à la solution x1k est définie par l’ensemble :

Ejk = {x = (xi) ∈ Sk/xi = x1k,i − θjky1k,jk∀i ∈ Ik, xjk = θjk, xv = 0∀v ∈ Nk\{jk}} où
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0 ≤ θjk ≤ mini∈Ik{
x1k
y1k,jk

/y1k,jk > 0}

Algorithme 2.

Pour résoudre le problème fractionnaire linéaire en nombres entiers à objectifs mul-

tiples, une procédure basée sur une technique de coupes planes est présentée dans les étapes

suivantes :

Etape 1 :

Résoudre le problème (P1) par n’importe quelle méthode directe de la programmation

fractionnaire linéaire en nombres entiers.

Soit x11 la solution optimale entière sur S1, construire l’ensemble Γ1 .

Etape 2 :

– Si γ11,j < 0 pour j ∈ N1 est l’unique solution optimale sur Γ1, enregistrer le pre-

mier vecteur non dominé pour construire l’ensemble des vecteur non dominés Eff0.

Tronquer le point x11 par la coupe de Dantzig
∑

j∈N1\{j1}

xj ≥ 1.Par l’application de

la méthode duale fractionnaire relative à la programmation fractionnaire,on obtient

une solution réalisable entière dans la région tronquer S2. Rajouter le vecteur cor-

respondant à Eff0 s’il n’est pas dominé par l’un des précédents vecteurs critères non

dominés. Enregistrer l’ensemble efficace Eff1.

– Sinon, il existe un indice j1 ∈ N1 pour lequel γ11,j = 0. Déterminer dans ce cas

toutes les solutions qui lui sont alternatives,éliminer celles qui ne sont pas efficaces

et mettre à jour l’ensemble Eff0 .Appliquer la coupe
∑

j∈N1\{j1}

xj ≥ 1. pour tronquer

l’arête Ej1

Etape k > 2 :

Choisir un indice jk−1 ∈ Γk−1 et explorer l’arête Ejk−1 pour déterminer d’éventuelles

solutions entières réalisables alternatives à la solution courante x1k−1. Augmenter l’en-

semble Effk−2 par les vecteurs critères non dominés correspondants pour construire Effk−1.

Tronquer l’arête Ejk−1 par la coupe
∑

j∈Nk−1\{jk−1}

xj ≥ 1. pour tronquer l’arête Ej1

Etape finale : La procédure s’arrête lorsque la méthode duale du simplexe est irréa-

lisable, indiquant ainsi que la région tronquée courante ne contient aucun point réalisable

entier et que l’ensemble des points efficaces est complètement déterminé.
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2.2.2 Méthode de Chergui et Mouläı [9]

L’approche dans cette méthode pour générer toutes les solutions efficaces du problème

(P ) est basée sur la résolution du programme fractionnaire linéaire (Pl) suivant à chaque

étape l de l’algorithme :

(Pl)



maxZ1 =
ct1x+ α1

dt1x+ β1

Ax ≤ b

x ∈ Nn

Soit x∗l la solution entière obtenue après la résolution du problème (Pl), on note Bl

l’ensemble des indices des variables de base et Nl l’ensemble des indices de variables hors

base de x∗l . Soit γij la jme composante du vecteur gradient réduit γi défini pour chaque

critère i, i = 1, ...,K par :

γi = d
0
1c1 − c01d1

où c1,d1,c
0
1 et d

0
1 sont les mises à jour de c1,d1,c

0
1 et d01 respectivement.

On définit l’ensemble Hl en x∗l par :

Hl = {j ∈ Nl/∃i ∈ {1, ...,K} : γij > 0} ∪ {j ∈ Nl : γij = 0,∀i ∈ {1, ...,K}}

Ainsi,l’ensemble Sl+1 est défini par : Sl+1 = {x ∈ Sl|
∑
j∈Hl

xj ≥ 1}

L’algorithme de génération de toutes les solutions entières efficaces du programme (P )

est présenté dans les étapes suivantes :

Algorithme 3.

Etape 0 : Initialisation

l = 0 ;

Créer le premier nœud avec le programme (P0) ;

Eff = ∅ (ensemble des solutions entières efficaces du programme (P ))

Etape 1 : Etape générale

Tant qu’il existe un nœud non encore sondé, faire :
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Choisir le nœud de plus grand numéro l non encore sondé ;

Résoudre le programme fractionnaire linéaire correspondant (Pl) par la méthode duale

du simplexe et la méthode de Cambini and Martein [7] ;(Initialement, pour la résolution

du programme (P0), seule la méthode de Cambini and Martein [7] est utilisée) ;

Si le programme (Pl) n’a pas de solutions réalisables, alors le nœud correspondant est

sondé.

Sinon, soit x̃l la solution optimale obtenue.

Si x̃l n’est pas entière, aller à l’étape 1.a, sinon aller à l’étape 1.b.

Etape 1.a : Séparation

Choisir une coordonnée non entière x̃lj de x̃l et séparer le nœud l actuel en deux nœuds

k, k ≥ l+1 et l, h ≥ l+1, h 6= k,dans le tableau courant du simplexe, la contrainte xj ≤ bx̃ljc

est rajoutée et un nouveau domaine est considéré au nœud k et de façon similaire, la

contrainte xj ≥ bx̃ljc + 1 est rajoutée pour obtenir un autre domaine au nœud h. Aller à

l’étape 1.

Etape 1.b : Mise à jour de l’ensemble Eff

Si le vecteur Z(x̃l) n’est pas dominé par le vecteur Z(x) pour toute solution alors

x ∈ Eff , alors Eff := Eff ∪{x̃l} . S’il existe x ∈ Eff tel que Z(x̃l) domine Z(x) ,alors

Eff := Eff \ {x} ∪ {x̃l} . Déterminer les ensembles Nl et Hl ; Si Hl = ∅ alors le nœud

l correspondant est sondé. Aller à l’étape 1 ; Sinon, rajouter la coupe efficace
∑
j∈Hl

xj ≥ 1

dans le programme (Pl) Aller à l’étape 1.

2.2.3 Méthode de Ait Mehdi, Chergui et Abbas [3]

Cette méthode a été proposée par Ait Mehdi, Chergui et Abbas pour la détermination

de toutes les solutions efficaces du problème de programmation multi-objectif fractionnaire

linéaire en nombres entiers. Cette méthode est une amélioration à celle de Chergui et

Mouläı [9] citée précédemment, où les auteurs ont proposés un autre test pour réduire le

nombre de branches. Cette méthode utilise les mêmes paramètres que ceux définis dans la

méthode précédente.

Notons par Id et Nd : le point ideal et nadir du problème MOILFP , où :

Id = (Id1, Id2, ..., Idk); Idi = max
x∈D

Zi(x), où D = {x ∈ Zn | Ax ≤ b, x ≥ 0}
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Nd = (Nd1, Nd2, ..., Ndk);Ndi = min
x∈Eff

Zi(x)

Algorithme 4.

Etape 0 : Initialisation

Eff = ∅, L = {(P0)}.

Determiner le point nadir Nd pour MOILFP

Etape 1 :

– Si L est vide, alors l’ensemble Eff est efficace, et terminer.

– Sinon, sectionner le programme linéaire avec le plus grand indice l dans L. Résoudre

le problème (Pl) en utilisant la méthode du simplex ou le dual du simplex, L =

L/{(Pl)} et aller à l’étape 2.

Etape 2 :

– Si (Pl) n’est pas réalisable, aller à l’étape 1.

– Sinon, soit xl la solution optimale, Bl (resp.,Nl) l’ensemble des indices des variables

de base (resp., variables hors base) de xl et Zl le vecteur critère correspondant.

– Si Zl est non dominé, aller à l’étape 3.

– Sinon, calculer le point idéal Idl de (MOILFPl) comme suit. L’optimisation in-

dividuelle de chaque objectif fractionnaire i sous Sl est fait en ajoutant trois lignes

au tableau optimal de(Pl) ; la première et la deuxième lignes correspondent, res-

pectivement, le numérateur et dénominateur de la fonction fractionnaire i écrite

dans la base Bl. La dernière ligne correspond le vecteur gradient réduit γij de la

iime objectif. Le pivot du simplex est alors utilisé dans les nouvelles lignes de table,

excepter la dernière qui est modifié en utilisant γi = d
0
1c1− c01d1, jusqu’à ce que la

condition optimale γi ≤ 0;∀j ∈ Nl est atteint.

Si Idl est dominé par le vecteur critère avec au moins une solution de Eff ou s’il

existe i ∈ {1..k} tel que Idli < Ndli, alors sondé le nœd correspondant et aller à

l’étape 1.

sinon, aller a l’étape 3.

Etape 3 :

– Si xl est entière, aller à l’étape 4.

– sinon sélectionner une variable fractionnaire xlj = αj. Créer et ajouter à L les deux
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problèmes identique à (Pl) avec la contrainte xj ≥ bαjc+1 dans le premier, xj ≤ dαje

dans le deuxième et aller à l’étape 1.

Etape 4 :(Cas général) Mettre à jour Eff :

S’il n’existe pas un x ∈ Eff tel que le vecteur critère correspondant domine Z l, alors

Eff = Eff ∪ {xl} et supprimer toute les solution pour lesquelles le vecteur critère est

dominé par Z l.

Déterminer l’ensemble Hl.

– Si Hl est vide, aller à l’étape 1.

– Si Hl = Nl générer les arêtes incidentes Ep, déterminer toutes les solutions entières

se trouvant sur l’arête et mettre à jour Eff , l’ensemble Hl = Nl \ {p}. Ajouter à L

le problème obtenu par l’extension du (Pl) avec la coupe efficace
∑
j∈Hl

xj ≥ 1 et aller

à l’étape 1.



Chapitre 3

Contribution algorithmique en

optimisation multi-objectif

discrète

Dans notre travail, nous nous sommes penchés tout d’abord sur la programmation

linéaire multi-objectif discrète. Une méthode exacte, que nous avons nommé Zε, est pro-

posée pour la recherche des solutions non dominées dans le cas où les vecteurs coûts ne sont

pas forcément des entiers naturels, contrairement à toutes les méthodes exactes existantes.

Puis, une généralisation de la méthode Zε est faite pour le problème multi-objectif linéaire

fractionnaire.

3.1 Génération des solutions non dominées pour le problème

multi-objectif linéaire discret

La résolution d’un problème multi-objectif consiste à déterminer soit l’ensemble des

solutions efficaces dans l’espace des décisions noté Eff , soit l’ensemble des solutions non

dominées dans l’espace des critères noté SND.

3.1.1 Définitions et notations

Soit le programme suivant :

41
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(P )


max z(x) = (c1x, c2x, ..., ckx)

sous x ∈ S

x vecteur entier

(3.1.1)

où cj est un vecteur ligne réel pour j = 1, ..., k, S = {x ∈ Rn/Ax ≤ b, x ≥ 0} est le

domaine des solutions réalisables du problème relaxé de (P ), A ∈ Zn+m et b ∈ Zm. On

suppose que le domaine S est non vide et compact.On note zi(x) = cjx, j = 1, ..., k.

Soit x∗ une solution réalisable pour le problème (P ). On définie le programme linéaire

mono-objectif suivant :

(PE)



maxϕ =
k∑
i=1

vi

cix− vi = cix
∗, i = 1, ..., k

x ∈ S, xvecteurentier

vi ≥ 0, i = 1, ..., k.

(3.1.2)

Rappelons les résultats suivants que nous utiliserons dans ce chapitre :

x∗ est une solution efficace pour le problème (P ) si et seulement si la valeur optimale

de la fonction objectif ϕ est nulle dans le programme linéaire (PE) [4].

Si le problème (PE) a une solution optimale (x̂, v̂) (et la valeur optimale de la fonction

objectif est finie), alors x̂ est efficace [4].

3.1.2 Principe de la méthode

L’approche proposée Zε génère toutes les solutions entières non dominées, qui consiste

à optimiser le problème sur la somme des objectifs du programme (P ). Si la solution

optimale obtenue n’est pas entière, seul un processus de branchement est effectué pour

détecter une solution entière. Quand une solution entière x0 est obtenue, le vecteur critère

correspondant est comparé à ceux déjà trouvés, si cette solution est incomparable, un test

d’efficacité est alors, effectué sur cette solution. Si la solution x0 est efficace, on rajoute des

coupes pour supprimer cette solution et les solutions entières dominées par z(x0) conte-

nues dans l’ensemble des solutions réalisables courant. Pour ce faire, des sous-problèmes
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(P1), (P2), ..., (Pk) sont créés à partir de (P ) après avoir rajouter les contraintes sur les

valeurs des objectifs en x0 de la forme zj(x) ≥ zj(x0) + εj ,∀j = 1, ..., k, εj représente une

valeur positive plus petite que l’erreur qu’on accepte sur l’objectif. Si x0 n’est pas efficace,

le test d’efficacité de Benson [4] donne une solution efficace y. Dans ce cas, les problèmes

(Pj), j = 1, ..., k sont créés par adjonction des contraintes zj(x) ≥ zj(y) + εj , ∀j = 1, ..., k.

Algorithme 5.

l := 0, Eff := ∅, SND := ∅

Tant que l’arborescence contient, des nœuds non sondé, faire :

Etape l : Résoudre le programme linéaire (Pl)

1. si (Pl) est non réalisable, alors le nœud l est sondé.

2. sinon, soit xl la solution optimale de (Pl).

3. si xl n’est pas entière, aller à l’étape l1.

4. sinon, aller à l’étape l2.

Etape l1 : séparer par rapport à une variable xlj non entière, deux nouveaux noeuds

sont créés xj ≤ bxljc et xj ≥ dxlje ,l := l + 2 .

Etape l2 :

1. si z(xl) est dominé par z(y) pour une solution y ∈ Eff , aller à Etape l3.

2. sinon résoudre le programme linéaire (PE) :

(a) si ϕ = 0, alors xl est efficace, Eff := Eff ∪ {xl}, SND := SND ∪ {z(xl)} et

poser y = xl, aller à Etape l3.

(b) sinon, une solution efficace y trouvée par le programme (PE) qui est déjà résolu,

Eff := Eff ∪ {y}, SND := SND ∪ {z(y)}, aller à l’Etape l3.

Etape l3 : k nouveaux nœuds sont créés en ajoutant la contrainte zj(x) ≥ zj(y) + εj,

l := l + k.

Remarque 3.1. Pour assurer du bon fonctionnement de la méthode (i.e trouver toute les

solutions non dominées du problème), la valeur de ε doit être très petite, sinon une partie

seulement de l’ensemble des solutions non dominées est trouvée.
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3.2 Génération des solutions non dominées pour le problème

multi-objectif linéaire fractionnaire discret

Comme pour le problème de programmation multi-objectif linéaire, la résolution du

problème multi-objectif linéaire fractionnaire à variables entières MOILFP consiste à dé-

terminer soit l’ensemble des solutions efficaces, soit l’ensemble des solutions non dominées.

3.2.1 Formulation du problème

Dans cette partie, nous nous intéressons à la résolution du programme multi-objectif

fractionnaire à variables discrètes MOILFP :

(P )



maxz1 =
c1x+ α1

d1x+ β1

maxz2 =
c2x+ α2

d2x+ β2

...

maxzk =
ckx+ αk

dkx+ βk

x ∈ S

x ∈ Nn

(3.2.1)

où k ≥ 2; ci, di sont des 1×n-vecteurs ; αi, βi sont des scalaires pour tout i ∈ {1, 2, ..., k} ;

A est une m×n-matrice entière et b est un m-vecteur entier. S = {x ∈ Rn | Ax ≤ b, x ≥ 0}

Dans toute la suite de cette étude, nous supposons que l’ensemble des solutions réa-

lisables du problème relaxé de (P ) est non vide, compact dans Rn et dix + βi > 0 sur

S = {x ∈ Rn\Ax ≤ b, x ≥ 0} pour tout i ∈ {1, ..., k}.

Test d’efficacité

Soit x∗ une solution réalisable donnée, et soit le programme linéaire mono-objectif

suivant :
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(PEF )



maxψ =
k∑
i=1

wi
dix+ βi

x ∈ S, x veceur entier

(ci − f∗i di)x− wi = f∗i β
i − αi i ∈ {1, ..., k}

wi ≥ 0 i ∈ {1, ..., k}

(3.2.2)

tel que : f∗i =
cix∗ + αi

dix∗ + βi
, i ∈ {1, ..., k}

Le vecteur x∗ est Pareto optimal pour MOILFP si et seulement si la valeur optimale

de la fonction objectif ψ est nulle dans le problème linéaire (PEF ).

Si le problème (PEF ) a une solution optimale (x̂, ŵ) (et la valeur objectif optimale est

finie) alors x̂ est efficace. (voir la démonstration dans le paragraphe 3.3)

Soit x∗ une solution efficace du problème MOILFP , On définit la coupe suivante :

cix+ αi

dix+ βi
≥ cix ∗+αi

dix∗ + βi
+ εi, i ∈ {1, ..., k} (3.2.3)

où εi est une valeur positive plus petite que l’erreur qu’on accepte sur la valeur de zi(x),

pour i ∈ {1, ..., k}.

posons : li =
cix∗ + αi

dix∗ + βi
+ εi, i ∈ {1, ..., k}.

( 3.2.3)⇐⇒ cix+ αi

dix+ βi
≥ li, i ∈ {1, ..., k} ⇐⇒ cix+ αi ≥ li(dix+ βi), i ∈ {1, ..., k}

Alors, la coupe ( 3.2.3) devient :

(ci − lidi)x ≥ liβi − αi,∀i ∈ {1, ..., k} (3.2.4)

3.2.2 Développement de la méthode

La méthode est décrite pour résoudre le problème multi-objectif linéaire fractionnaire

dans l’espace des critères. Elle repose sur le principe de la méthode multi-objectif linéaire

Zε citée précédemment. L’algorithme proposé consiste à réaliser les étapes suivantes :
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Algorithme 6.

Initialisation

Eff = ∅,SND = ∅, l = 0.

Soit le programme linéaire mono-objectif suivant :

(Pl)


maxc1x

x ∈ S

Étape l

Tant qu’il existe un nœud non sondé dans l’arborescence faire :

1. Résoudre le programme (Pl).

2. Si (Pl) est irréalisable, alors le nœud l est sondé.

3. Sinon, soit x∗l la solution optimale obtenue.

(a) Si x∗l n’est pas entière aller à l’étape l1.

(b) Sinon, aller à l’étape l2.

Étape l1

Soit x∗j une cordonnée fractionnaire de x∗l . Séparer le nœud l en deux nouveaux nœuds :

xj ≤ bx∗jc et xj ≤ dx∗je. l := l + 2, aller à l’étape l

Étape l2

1. Si z(x∗l ) = z(y) pour une solution y ∈ Eff , alors x∗l est une solution efficace et aller

à l’étape l3

2. Si z(x∗l ) < z(y) pour une solution y ∈ Eff , alors z(y) domine z(x∗l ), poser x∗l = y

et aller à l’étape l3

3. Si pour toute solution y ∈ Eff , z(x∗l ) n’est pas dominé par z(y), alors résoudre le

programme linéaire mono-objectif (PFE)

(a) Si ψ = 0, alors x∗l est efficace, Eff = Eff ∪ {x∗l }, SND = SND ∪ {z(x∗l )},

aller à l’étape l3.

(b) Sinon x∗l est non efficace, la résolution du programme (PFE) donne une solu-

tion y efficace, x∗l = y, aller à l’étape l3.
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Étape l3

Des problèmes (P l+1
1 ), (P l+1

2 ), ..., (P l+1
k ) sont crées à partir de (Pl) en lui ajoutant les

contraintes ( 3.2.4).

l := l + k.

3.3 Résultats théoriques

Dans ce paragraphe, la justification des étapes des deux l’algorithmes ci-dessus est

présentée.

Soit (P ) un programme linéaire multi-objectif ou un programme multi-objectif linéaire

fractionnaire.

Associons à xl, solution optimale du problème (Pl), les ensembles suivants :

Sl = {x ∈ Rn/Alx ≤ bl}.

C’est l’ensemble des solutions réalisables à l’étape l de la méthode.

El =
k⋂
i=1

{x ∈ Sl | zi(x) ≥ zi(xl) + εi} ⊂ Sl.

Cet ensemble est contenu dans le cône de sommet xl et engendré par les gradients des

k critères, obtenu par translation de ce dernier.

F l =
k⋃
i=1

{x ∈ Sl | zi(x) ≥ zi(xl) + εi} ⊂ Sl.

où εi est une valeur positive plus petite que l’erreur qu’on accepte sur la valeur de zi(x),

pour i = 1...k.

Proposition 3.1. Soit xl une solution efficace de (P ). Alors El ne contient pas de solu-

tions efficaces.

Preuve 4.

Soit w ∈ El, alors zi(w) ≥ zi(x
l) + εi, ∀i = 1, ..., k, tel que la valeur de εi est aussi

petite qu’on veut, alors on a zi(w) > zi(x
l), ∀i = 1, ..., k. Ainsi, pour tout w ∈ El, donc

dans Sl, z(w) domine z(xl). Ce qui signifie que xl n’est pas une solution efficace.

Notons que cette proposition montre que dans l’algorithme 5, Etape l3, les k nouveaux

sous problèmes créés sont disjoints et les ensembles des solutions réalisables correspondants

constituent une partition de l’ensemble des solutions réalisables du problème à partir duquel

ils sont générés.
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Proposition 3.2. Toutes les solutions non dominées de (P ) se trouvant dans z(Sl), ap-

partiennent à l’ensemble z(F l).

où pour tout X ⊂ Sl, z(X) est l’image de X par z = (z1, z2, ..., zk).

Preuve 5.

Soit y /∈ z(F l), notons F
l

le complémentaire de F l, alors :

∃x ∈ F l tel que z(x) = y =⇒ x ∈
k⋂
i=1

{zi(x) < zi(x
l) + εi}

=⇒ x ∈ {x ∈ Sl/zi(x) < zi(x
l) + εi},∀i

=⇒ x ∈ {x ∈ Sl/zi(x) ≤ zi(xl)},∀i, carεi > 0

=⇒ x ∈ Sl avec zi(x) ≤ zi(xl),∀i.

Ainsi, pour toute solution x ∈ Sl qui n’est pas alternative à la solution xl, on a :

zi(x) ≤ zi(xl), ∀i avec zj(x) < zj(x
l), pour au moins un j ∈ {1, ..., k}.

Ce qui signifie que z(x) = y est dominée.

Proposition 3.3. Les algorithmes 5 (§ 3.1.2) et 6 (§ 3.2.2) décrits plus haut convergent

en un nombre fini d’étapes.

Preuve 6. L’ensemble des solutions réalisables S étant par hypothèse fermé et borné, il

contient un nombre fini de solutions entières. De plus, à chaque étape de la méthode, on

détermine une solution efficace xl de (P ) qui permet d’éliminer toutes les solutions y, telle

que z(xl) domine z(y) par adjonction des contraintes zi(x) ≥ zi(x
l) + εi, ∀i ∈ {1, ..., k}.

D’autre part, la proposition 3.2 nous assure qu’aucune solution non dominée n’est ratée

lorsqu’on rajoute ces dernières contraintes.

Notons que cette proposition permet de justifier qu’aux étapes l3 des algorithmes 5 et

6, on ne rate aucune solution non dominée.

Théorème 3.4. Soit x∗ une solution réalisable donnée, et soit le programme fractionnaire

linéaire mono-objectif suivant :
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(PEF )



maxψ =
k∑
i=1

wi
dix+ βi

x ∈ S, x veceur entier

(ci − f∗i di)x− wi = f∗i β
i − αi i ∈ {1, ..., k}

wi ≥ 0 i ∈ {1, ..., k}

(3.3.1)

tel que : f∗i =
cix∗ + αi

dix∗ + βi
.

Le vecteur x∗ est Pareto optimal pour MOILFP si et seulement si la valeur optimale

de la fonction objectif ψ est nulle dans le problème linéaire (PEF )

Preuve 7. Soit (x,w) une solution réalisable de problème (PEF ). Comme wi ≥ 0, i =

1, ..., k et la définition de wi est (dix+ βi)(zi(x)− zi(x∗)) nous avons

k∑
i=1

wi
dix+ βi

= 0 ⇐⇒ wi
dix+ βi

= 0 i = 1, ..., k (wi ≥ 0,
1

dix+ βi
> 0)

⇐⇒ wi = 0 i ∈ {1, ..., k}

⇐⇒ zi(x) = zi(x
∗) {1, ..., k}

Ainsi z(x∗) est non dominée et donc x∗ est efficace.

Si, d’autre part, x∗ est efficace, l’ensemble des solutions réalisables du programme

(PEF ) se compose de (x,w) pour chaque x ∈ S et zi(x) ≥ zi(x
∗), ∀i ∈ {1, ..., k}. Comme

x∗ est efficace, alors ∀x ∈ S : z(x) ≤ z(x∗) et z(x) 6= z(x∗). Ainsi z(x) = z(x∗) et par suite

w = 0, ce qui signifie ψ = 0.

Le théorème 3.4 permet de justifier l’étape l2 :3.a de l’algorithme 6.

Proposition 3.5. Si le problème (PEF ) a une solution optimale (x̂, ŵ) (et la valeur

objectif optimale est finie) alors x̂ est efficace.

Preuve 8. Supposons que la solution x̂ n’est pas efficace. Alors il existe une solution x′ ∈ S

tel que zi(x̂) ≤ zi(x′), ∀i = 1, ..., k et ∃j ∈ {1, ..., k}, zj(x̂) < zj(x
′).

Soit w′ = (dix′+βi)(z(x′)−z(x∗)). Alors (x′, w′) est une solution réalisable de (PEF ) :

w′i
dix′ + βi

= zi(x
′)− zi(x∗) ≥ zi(x̂)− zi(x∗) =

ŵi
dix̂+ βi

.
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En outre,
k∑
i=1

w′i
dix′ + βi

>
k∑
i=1

ŵi
dix̂+ βi

comme
w′j

djx′ + βj
>

ŵj
dj x̂+ βj

.

Donc, (x̂, ŵ) n’est pas solution optimale de (PEF ).

La proposition 3.4 permet de justifier l’étape l2 :3.b de l’algorithme 6.
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3.4 Exemples illustratifs

Exemple 1 :

Considérons le programme linéaire suivant :

(P )



Max(x1 − 2/3x2;−1/2x1 + x2)

x1 + x2 ≤ 6

2x1 ≤ 9

2x2 ≤ 5

x1, x2 ∈ N

(3.4.1)

La résolution de (P0) donne le tableau optimal suivant :

B b 3 4

2 3/2 1 -1/2

1 9/2 0 1/2

5 2 -2 1

z -11/4 -1/3 -1/12

z1 -7/2 2/3 -1

z2 3/4 -5/6 3/4

Table 3.1

La solution optimale (9/2, 3/2) est non entière, la séparation se fait donc par rapport

à la variable x1 et on obtient les deux sous problèmes :

(P1)


(P0)

x1 ≤ 4

(P2)


(P0)

x1 ≥ 5

Le problème (P2) étant non réalisable, le nœud correspondant est sondé. La résolution

de (P1) donne le tableau optimale suivant :
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B b 3 6

2 2 1 -1

1 4 0 1

5 1 -2 2

4 1 -2 -2

z -8/3 -1/3 -1/6

z1 -8/3 2/3 -1

z2 0 -5/3 3/2

Table 3.2

La solution optimale x = (4, 2) de (P1) est entière. x est efficace car la valeur optimale

de la fonction objectif de (PE) est nulle :

(PE)



Maxϕ = v1 + v2

x1 + x2 ≤ 6

2x1 ≤ 9

2x2 ≤ 5

x1 − 2/3x2 − v1 = 8/3

−1/2x1 + x2 − v2 = 0

x1, x2 ∈ N

v1 ≥ 0, v1 ≥ 0

Eff = {(4, 2)}, SND = {(8/3, 0)}.

Deux nouveaux problèmes (P3) et (P4) sont créés à partir de (P1) :

(P3)


(P1)

x1 − 2/3x2 ≥ 8/3 + ε

(P4)


(P1)

−1/2x1 + x2 ≥ ε

On pose : ε = 10−3.

La résolution de (P3) donne :
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B b 3 6

2 1333/667 3/2 3/2

1 4 1 0

5 334/33 -3 -3

4 1 -2 0

3 1/667 -5/2 -3/2

z -1781/668 -1 -1/2

z1 -891/334 0 -1

z2 1/667 1 -3/2

Table 3.3

La solution optimale du tableau 3.3 est non entière. Au problème (P3), la contrainte

x2 ≥ 2 est rajoutée, le nœud correspondant est sondé car le problème (P6) est irréalisable

et l’ajoute de la contrainte x2 ≤ 1 au problème (P3), donne une solution optimale entière :

B b 6 8

2 1 0 1

1 4 1 0

5 3 0 -2

4 1 -2 0

3 1 -1 -1

7 221/332 1 -2/3

z -1/2 -1 -1/3

z1 -10/3 -1 1/2

z2 1 2/3 -1

Table 3.4

La solution (4, 1) est efficace . Eff = {(4, 2), (4, 1)}, SND = {(8/3, 0), (10/3,−1)}.

Comme la solution obtenue est efficace, deux nouveaux problèmes (P7) et (P8) sont

créés :
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(P7)


(P5)

x1 − 2/3x2 ≥ 10/3 + ε

(P8)


(P5)

−1/2x1 + x2 ≥ −1 + ε

On sélectionne le problème (P7). La résolution de ce dernier donne le tableau optimal

suivant :

B b 6 9

2 666/667 3/2 1

1 4 1 0

5 1000/333 -3 -2

4 1 -2 0

3 668/667 -5/2 -1

7 1001/1000 0 -1

8 1/667 -3/2 -3/2

z 1556/667 -1 -1/2

z1 -1107/332 0 -1

z2 668/667 1 -3/2

Table 3.5

La solution optimale de (P7) est non entière. On génère deux sous-problèmes (P9) et

(P10) en ajoutant respectivement au problème (P7), les contraintes suivants :

x2 ≤ 0 x2 ≥ 1

Le nœud 10 est stérilisé car le problème (P10) est non réalisable.

la solution optimale de (P9) : (4, 0) est entière, le vecteur critère correspondant (4,−2)

est non-dominé :
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B b 6 10

2 0 0 1

1 4 1 0

5 5 0 -2

4 1 -2 0

3 2 -1 -1

7 5/3 1 -2/3

8 1 0 -1

9 221/332 1 -2/3

z -2 -1 -1/2

z1 -4 -1 1/2

z2 2 2/3 -1

Table 3.6

Eff = {(4, 2), (4, 1), (4, 0)}, SND = {(8/3, 0), (10/3,−1), (4,−2)}.

Deux nouveaux problèmes (P11) et (P12) sont créés à partir de (P9) :

(P11)


(P9)

x1 − 2/3x2 ≥ 4 + ε

(P12)


(P9)

−1/2x1 + x2 ≥ −2 + ε

Le problème (P11) est irréalisable.

Dans le tableau 3.7 la solution optimale de (P12) est non entière :
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B b 10 11

2 0 1 0

1 1999/500 2 2

5 5 -2 0

4 251/250 -4 -4

3 1001/500 -3 -2

7 999/500 4/3 2

8 1 -1 0

9 499/500 4/3 2

6 1/500 -2 -2

z -1999/1000 -4/3 -1

z1 -1999/500 -4/3 0

z2 1999/1000 -2 1

Table 3.7

La séparation est déclenchée avec la création de deux nœuds. Le nœud 14 est sondé

car en rajoutant la contrainte x1 ≥ 4 ; le problème est non réalisable. La contrainte x1 ≤ 3

est rajoutée au tableau 3.7 et la solution entière optimale est obtenue dans le tableau 3.8

suivant :
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B b 10 12

2 0 1 0

1 3 0 1

5 5 -2 0

4 3 0 -2

3 3 -1 -1

7 1 -2/3 1

8 1 -1 0

9 0 -2/3 1

6 1 0 -1

11 250/501 1 -1/2

z -3/2 -1/3 -1/2

z1 -3 2/3 -1

z2 -3/2 -1 1/2

Table 3.8

la solution optimale (3, 0), ce qui donne (z1, z2) = (−3, 3/2) qui est dominé par

(z1, z2) = (4, 1) déjà trouvée, donc l’ensemble SND reste le même que précédemment.

dans ce cas là, deux coupes ajoutées au problème (P13)

(P15)


(P13)

x1 − 2/3x2 ≥ 4 + ε

(P16)


(P13)

−1/2x1 + x2 ≥ 1 + ε

Les nœuds 15 et 16 de l’arborescence sont sondé.

Retirer les étapes de l’algorithme jusqu’à tous les nœuds de l’arborescence sont sondé .

l’ensemble des solutions non dominées du problème (P ) est :

{(4, 2), (4, 1), (4, 0), (3, 2), (2, 2), (1, 2), (0, 2)}.

L’arborescence qui va suivre illustre l’exemple précédant :
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page vide
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Exemple 2 :

Dans le but d’illustrer l’utilisation l’algorithme 6, considérons le programme fraction-

naire linéaire en nombres entiers à objectifs multiples suivant :

(P )



maxz1 =
−5x1 + 7x2 + 4

8x1 + 10x2 + 4

maxz2 =
5x1 + 8x2 + 9

8x1 + 10x2 + 4

maxz3 =
7x1 + 2x2 + 6

8x1 + 10x2 + 7

25x1 + 23x2 ≤ 53

22/3x1 + 25/3x2 ≤ 23

x1, x2 enties.

(3.4.2)

On pose : ε = 10−3

Le programme (P0) est résolu avec l’objectif −5x1 + 7x2. La solution optimale obte-

nue x = (0, 2) dont le vecteur critère est : (3/4, 25/24, 10/27) est dominée par la solution

(1, 9/4, 6/7). L’ensemble SND est à jour SND = {(1, 9/4, 6/7)}. La séparation est déclen-

chée avec la création de trois nœuds :

– Le nœud 1 : est sondé car le domaine associé n’est pas réalisable en rajoutant la

contrainte : −13.0080x1 − 3.0100x2 ≤ 0.0040 à (P0).

– Le nœud 2 : le problème (P2) est crée, en rajoutant la contrainte :

−13.0080x1−14.5100x2 ≤ 0.0040. (P2) est non réalisable et par conséquent, le nœud

correspondant est sondé.

– Le nœud 3 : la coupe : −0.1349x1 − 6.5814x2 ≤ 0.0070 est rajoutée à (P0) pour

obtenir (P3). La solution optimale de (P3) est (1, 0), ce qui donne (z1, z2, z3) =

(−1/12, 7/6, 13/15) qui est non dominée, alors, l’ensemble SND est à jour SND =

{(1, 9/4, 6/7); (−1/12, 7/6, 13/15)}.

Trois nouveaux problèmes (P4), (P5) et (P6) sont crées à partir de (P3) :

(P4)


(P3)

4.3413x1 − 7.8233x2 ≥ 4.3293

(P5)


(P3)

4.3413x1 + 3.6767x2 ≥ 4.3293

(P6)


(P3)

−0.0587x1 + 6.6767x2 ≥ −0.0737
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les nœud 4 et 5 sont sondés. La solution optimale de (P6) : (2, 0) est comparée avec

l’ensemble des solutions efficaces, elle n’est pas dominée, alors le teste d’efficacité est ef-

fectué sur cette solution. La solution (−3/10, 19/20, 20/23) est non dominée alors SND =

{(1, 9/4, 6/7); (−1/12, 7/6, 13/15); (−3/10, 19/20, 20/23)}. L’algorithme 5 s’arrête puisque

tous les nœuds sont sondés et l’ensemble de toutes les solutions entières efficaces du pro-

gramme (P ) est SND = {(1, 9/4, 6/7); (−1/12, 7/6, 13/15); (−3/10, 19/20, 20/23)}.



Conclusion et perspectives

Résoudre un problème d’optimisation multi-objectif, c’est determiner complètement ou

partiellement l’ensemble des solutions non dominées.

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux problèmes de programmation linéaire

multi-objectif et fractionnaire en nombres entiers pour lesquels relativement peu de travaux

ont été réalisés. On a présenté quelques définitions et concept de base de la programmation

linéaire et fractionnaire mono-objectif, puis, les concepts de l’optimisation multi-objectif et

multi-objectif fractionnaire qui ont fait l’objet du noyau central de cette thèse. Une étude

bibliographique des méthodes de résolution de problème multi-objectif est menée. Une

méthode exacte, Zε, de résolution du problème linéaire à objectifs multiples et coefficients

réels en variables entière est mise au point dont l’algorithme converge en un nombre fini

d’étapes. On a aussi abordé l’étude du problème de la programmation fractionnaire linéaire

en nombres entiers MOILFP, et on a réussi à généraliser la méthode Zε donnant l’ensemble

non dominé au problème MOILFP.

Ces deux méthodes sont exposées, illustrées sur des exemples montrant le déroulement

des algorithmes et programmées en utilisant le logiciel Matlab.

On préconise d’aborder les points suivants dans nos travaux futurs :

– Etude comparative de méthodes dédiées au problème MOILFP,

– Amélioration des coupes proposées pour assurer une plus grande performance des

méthodes décrites,

– Généralisation de la méthode Zε au problème multi-objectif quadratique et fraction-

naire quadratique en variables entières.
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