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Introduction

Aujourd’hui avec le développement des TIC, des masses de données sont générées
et stockées a temps réel. Cette massification de données nécessite des outils sophisti-
qués et adaptés a leurs traitement et analyse, tout en conservant l'information utile et
de qualité. Ceci est connu aujourd’hui par ce qu’on appel le Data mining (Fouille de
données).

Le Data mining est un domaine qui est apparu avec I’explosion des quantités d’infor-
mations stockées, avec le progres important des vitesses de traitement et des supports
de stockage. Le Data mining vise a découvrir, dans les grandes quantités de données,
les informations précieuses qui peuvent aider a comprendre ces données ou a prédire
leurs comportements futures. Le Data mining utilise depuis sont apparition plusieurs

outils de statistiques et d’intelligence artificielle pour atteindre ses objectifs [78].

Sil’on dispose des données sous forme de matrices (Individus-Variables par example),
il existe toute une série de techniques de compression, basées sur des factorisations ma-
tricielles particuliéres : la décomposition en valeurs singulieres SVD [36], I'analyse en
composantes indépendantes ICA [21], 'analyse en composantes principales ACP [43],
etc. Malheureusement, ces techniques ne conservent pas nécessairement les propriétés
des données étudiées. En particulier, pour des données positives (disant par la suite :
non-négatives), ces techniques ne préservent pas ce caractéristique. Si on désire in-

terpréter la décomposition, on doit pouvoir conserver cette propriété. Récemment, une
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Introduction

nouvelle technique a été proposée, il s’agit de la factorisation en matrices non négatives,
dont nous utiliserons I'accronyme anglais NMF pour nonnegative matrix factorization
[19]. Plusieurs méthodes ont été mises au point afin d’obtenir de bonnes factorisations

permettant ainsi I'interprétation des facteurs.

Dans de nombreuses applications telles que le traitement d’images, la biologie et
le text mining, 'analyse de données non-négatives est souvent tres importante; la
contrainte de non négativité appliqué sur les composantes principales et les coefficients
peut améliorer le probleme d’interprétabilité des résultats. En effet, la factorisation en
matrices non-négatives est la technique proposé pour résoudre ce genre des problemes
[13].

En particulier, NMF vise a trouver les facteurs non-négatives qui peuvent étre utilisés
pour l'extraction des informations, la réduction de la dimentionalité des données, 1’éli-
mination des informations redondantes, la classification des données et découvrir les

modeles cachés derriere une série de vecteurs non-négatifs.

Le modele NMF a été introduit pour la premiere fois par Lee et Sung (1999) pour
décomposer des données bi-dimensionnelles non-négatives en une combinaison linéaire
d’éléments dans un dictionnaire [53], et depuis ce temps, le NMF connait une forte po-
pularité dans les domaines de 'apprentissage et du signal /image, et puis dans d’autres
domaines comme la biologie et la finance. Nous citons quelques domaines d’applications

des cas d’exemples traités :

— Traitement de ’image : Représentation d’'images de visages [53], [56], [76].
Classification d’images [38].

— Analyse de textes : Classification de documents [26]. Surveillance de messages
électroniques [2]. Extraction de caractéristiques sémantiques dans des textes [53],
et en spectroscopie [34].

— Traitement du signal audio : La transcription automatique sur partition

[69],[65] , [4]. La séparation de sources [74], [17], [63]. L’alignement sur partition

12
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[22] ou encore la restauration audio [55].

— Biologie : Clustering de génes impliqués dans le cancer [60]. Détection de 1'ac-
tivité neuronale pour les interfaces cerveau-machine [4§].

— Finance et économie : La diversification de portefeuilles d’actions [2§]. L’ex-
traction des caractéristiques discriminantes dans les données de détresse finan-

ciere [66] et aussi pour estimer le risque d’un portefeuille de crédit [73].

Le probleme standard de la factorisation en matrices a coefficients positifs, sous la
forme la plus générique possible, s’exprime comme suit :
Etant donné une matrice X de dimension n X p a coefficients non négatifs, i.e., positifs ou

nuls, la factorisation en matrices non négatives, consiste a trouver une approximation :

X~AB=X (1)

telle que les matrices A et B soient a coefficients non-négatifs et de dimensions n x k

et k X p, respectivement. et ou 'opérateur ~ désigne une < approximation » a définir.

L’ordre du modele, k, est habituellement choisi tel que nk+ kp < np, de fagon a réduire
la dimension des données.

La factorisation [1| est généralement obtenue par résolution du probleme de minimi-

sation suivant :
mina g D(X/AB) sous A>0;B>0. (2)

ou la notation A > 0 exprime la non négativité des coefficients de A, de méme pour
la matrice B.
D(X/AB) est appelée une divergence, c’est une application dans R, telle que VX €
R? Y(A, B) € RV* x RE? on a

D(X/AB) =0 < X = AB.

Une divergence ne vérifie pas nécessairement les propriétés de symétrie et d’inégalité

triangulaire que doit vérifier une distance, mais une distance est bien un cas particulier
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de divergence.

La divergence utilisée en NMF est définie comme :

D(X/AB) = 3" " d(X,,/[AB],) )

i=1j5=1

La fonction d(x|y) est une mesure de similarité entre scalaires (parfois appelée fonction

de cofit), i.e., une fonction de R, x R, dans R, avec un unique minimum égal & zéro

en r =y.

Une fonction de cofit souvent considérée pour le NMF est la § — divergence [50],

une famille continue de divergences dont 1’expression est donnée par :

@+ (B — BuyP Y BER\{0,1)
ds(zly) = ¢ wlogi —x +y; B=1
% — log% —1; 5=0
La fonction de cotut (8 — divergence) prend comme cas particuliers : La distance
euclidienne [54], la divergence de Kullback-Leibler [54], et la divergence d’Ttakura-Saito
[29] pour f = 2,5 =1 et 5 = 0 respectivement.

De nombreuses variantes algorithmiques développées ont été publiées et implémen-
tées généralement en Matlab,ou en R traitent de la question, telles que :

— L’algorithme NMF standard avec mise a jour multiplicative [53]

— L’algorithme basé sur les moindres carrés alternés [18]

— L’algorithme de mise & jour descente du gradient [58].

Chacun de ces algorithmes peut par ailleurs étre initialisé de différentes fagons :

— Initialisation aléatoire de A et B
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— Initialisation par la double décomposition en valeurs singuliéres non-negative
(NNSVD) [7]
— Classification (k-means) des lignes ou des colonnes [77]

— parties positives de matrices issues d'une analyse en composantes indépendantes

(ACI),...

Entre le choix de 'algorithme ou de I'une de ses variantes, le choix de I'initialisation, et
afin de répondre aux besoins exigées dans les différentes applications, cela fait beaucoup
d’options a comparer, et a tester. Comme toujours avec une nouvelle méthode et la
pression de publication, de trés nombreuses variantes apparaissent pour aboutir a des
choix plus efficaces et consensuels d’options en fonction du type de données traitées.
Comme objectif de notre these, nous avons choisi d’étudier I'une des variantes de la

factorisation non négative, qui est la factorisation semi non négative (Semi-NMF').

Le modele Semi-NMF a été proposé pour la premiere fois par Ding et al. en 2006
[23], et utilisé avec un grand succes dans plusieurs applications : Dans la segmentation
des mouvements avec des données manquantes [62], dans la super résolution d’images

[6], et dans I'hyperspectral unmixing [80].

Organisation de la these

Dans la suite de cette these, nous décrirons les travaux réalisés et les contributions
apportées. Dans le chapitre 1, nous présenterons des notions préliminaires dont les outils
de l'algebre linéaire et de I'optimisation avec contraintes sont nécessaires pour aboutir
a une bonne compréhension des contributions que nous effectuerons dans la suite. Le
chapitre 2 vise a présenter les notions essentielles de la factorisation matricielle non
négative, les différentes extensions du NMF, ainsi que les classes d’algorithmes per-
mettant d’y apporter des solutions. Il se veut donc étre un chapitre bibliographique.

Dans le méme chapitre, nous allons présenter I'extension Semi-NMF (la méthode qui
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est 'objet de notre contribution). Nous présenterons ensuite dans le chapitre 3 notre
approche exacte de factorisation Semi non négative ot la notion du rang semi non néga-
tif a permis de mettre en lumiere plusieurs propriétés qui améliorent la compréhension
d’une factorisation semi non négative.

Dans le chapitre 4, nous présentons en détails le probleme d’approximation matricielle
semi non négative, les algorithmes proposés, et nous attaquons le probleme d’initialisa-
tion des algorithmes Semi-NMF'. Enfin, nous montrerons que notre initialisation par
I’algorithme génétique est particulierement bien adaptée a 'algorithme Semi-NMF et
elle donne des solutions plus optimales et avec moindres erreurs, en comparant avec
les autres méthodes d’initialisation existaient dans la littérature. Nous terminons cette

these par une conclusion générale qui ouvre plusieurs perspectives de nos travaux.
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Préliminaires

Le but de ce chapitre est de donner un certain nombre de définitions et de concepts

mathématiques de base qui sont nécessaires pour le fondement de cette these.

1.1 Quelques notions d’algebre linéaire

1- Pour tout n € N*, un vecteur z € R" sera noté r = (x1,xs,...,x,)" (vecteur
colonne).

2- Pour tous z,y € R", le produit scalaire de x et y est défini par :
<@,y >= 300 iy
3- Pour tout z € R”, la norme euclidienne de = est donnée par

2], = V< z, 2> = /XL, 22 >0

4- Soit X € R™ P la norme de Frobenius associée a la matrice X est définie comme :
1
IX||r = JTr(X*X) = JTr(X Xt = (9 2, | Xy) 2

5- On appelle toute matrice X € R} une matrice non négative.
6- L’inverse d’une matrice X quand elle existe, est la matrice unique notée X ! telle

que :
XX 't1=X"1X=1

elle existe si et seulement si det(A) # 0.
Quelques propriétés
* (X—l)t — (Xt)—l
* (XY)'=Y X!
X =
7- La trace d’une matrice
La trace de la matrice X € R™*" est : Tr(X) = >0 Xy

Propriétés
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Tr(X) =Tr(X")

Tr(X+Y)=Tr(X)+Tr)
* Tr(aX) = aTr(X)

Tr(XY)=Tr(YX), en général Tr(XY) # Tr(X)Tr(Y)
* Tr(X) =0si X est antisymétrique

* Si X et X' sont semblable alors : Tr(X) = Tr(X;)

8- La somme des deux matrices A et B est donnée par :

[A+ Bl;; = A;j + B;; pour A et B de méme dimension (n, p).

9- Le produit de deux matrices A et B est définie par : [AB];; = Y5, AyBy; avec A
et B sont de dimensions (n, k) et (k, p) respectivement.

10- Le produit d’Hadamard entre les deux matrices A et B est défini par : [A® B|;; =
AijBij,
*A®RB=B®A
* (A@ B) = A' ® B

ou A et B sont deux matrices de méme dimension, on a les propriété suivantes :

1.2 Optimisation

Le probleme général de 'optimisation ou autrement dit de la programmation ma-
thématique est le suivant :

Etant donné

1- Une fonction objective f : R" — R (fonction cotit).

2- Un ensemble des contraintes U C R", avec U = {x € R"/hi(x) = 0,Vi €
Eetgij(z) > 0,5 € I}, ot hi(z) = 0(i = 1,2,.... k) sont les contraintes d’égalité, et
gj(x) <0(j =1,2,...,1) sont les contraintes d’inégalité.

On Cherche a minimiser f sur U, c’est a dire on cherche z* € U tel que :

f(z") = min f(z) (1.1)

zeU

ou équivalent
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1.2.1 Gradient d’une fonction
Soit {2 C R un ensemble ouvert, et f: Q) — R .

Définition 1.1
On dit que f est de classe C™ sur Q) (f € C™(Q)) si toutes les dérivées partielles jusqu’a

[’ordre m existent et sont continues.

Définition 1.2

Pour tout x € Q, on note (quand il existe) :

vf(z)=(%,2 %)t e R" Vx € Q,

r1? x2?

le gradient de f en x.

1.2.2 Fonction convexe

Définition 1.3
Un ensemble U C R™ est dit conveze siVr,y € U, on a |[x,y] CU

Définition 1.4
Soit U C R™ est un ensemble convezre et f : U — R une fonction. On dit que f est

convexe sur U si
fltz+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —t)f(y), Y,y € UVt € [0,1]

Théoréme 1.1 (Caractérisation de la convexité avec ” 57 )

Supposons que f est de classe C'. Alors f est convexe sur U si et seulement si :

fly) =2 flo)+ < f(z),y—x>Ve,yeU

1.2.3 Conditions d’optimalité de premier ordre : multiplica-
teurs de Karush-Kuhn-Tucker

Dans la théorie de I'optimisation, les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
présentent les conditions nécessaires pour les quelles une solution optimale existe pour

un probléme de programmation non linéaire.
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Théoreme 1.2

Soit x* est un minimum local pour le probléme (1.6).

Supposons que les fonctions f, h;, et g; sont continument différentiables, et yh;(x*) et
V9;(z*) sont linéairement indépendants.

Alors ils existent des constantes p;(i = 1,2,....,k) et \j(j =1,2,...,1) qui sont uniques,

telles que : . l
Vf(x*)"';#ivhi(x*)_"zl)‘jng(x*) =0 (1.2)

= =
Aj>07=1,2,..,1 (1.3)
Nigi(z*) =0;7=1,2,..,1 (1.4)

Ce probleme avec contraintes peut s’écrire sous sa forme Lagrangienne associée :
k !
i=1 j=1

ou pi(t=1,2,..,k) et \;(j = 1,2,...,1) sont les multiplicateurs de Lagrange.

1.3 L’approximation par factorisation a rang infé-
rieur

1.3.1 Le probléeme d’Eckart-Young

Soit une matrice X € R™*?, et soit r,(X) = k.

Existe-il une matrice X, avec r,(X) = k telle que

— . ~12
F(X) =5§;§HX—XHF (1.6)

est atteint ?
Pour résoudre ce probleme, il faut montrer d’abord 'existence de la matrice X.
L’existence d'une solution pour le probleme [1.6] est vérifiée si et seulement si ’ensemble

des contraintes est un ensemble fermé.
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Soit By = {X € R /r,(X) < k}.

E, s’écrit aussi sous la forme :
Ep, ={XX'e R™"/r(X) < k}
Si on montre que Ej est un ensemble fermé, alors, une solution du probleme [1.6

existe, et pour cela, on va exploiter le lemme suivant :

Lemme 1.1

une matrice est de rang inférieur ou égal a k si et seulement si tous les déterminants

d’ordres k + 1 sont nuls.

Preuve du lemme 1.1
57

Soit B = X X', on définit la matrice B € RE+DX(E+D) telle que B = [Bijlicrjers
avec I et J sont deux sous ensembles de {1,2,...,n} de cardinal k + 1.

Par Papplication du lemme [I.1] sur la matrice B, on a :
E, = ﬂ[}J{B € Rnxn/ det(é) = O}
Soient les deux applications f et g définies par :

f - RrXn R(k—i—l)x(k:—i—l) et qg: R(k+1)x(k+1) SR
B+ B B — det(B)

Ey=nNr(g0 f)7'({0}).

On sait que 'ensemble {0} est un fermé, et aussi que f et g sont continues, alors
E} est une intersection d’images réciproques des ensembles fermés, par une application

continue, donc Fj, est un ensemble fermé.
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Conclusion Une solution pour le probléme [L.0] existe.

Résolution du probléme
Pour résoudre le probleme [1.6, Eckart et Young ont proposé d’utiliser le théoreme

de la décomposition en valeurs singuliéres, cité ci dessous :

Théoréme 1.3 (Théoreme de la décomposition en valeurs singulieres)
Soit X € R"™ P avec r,(X) = k est le rang usuel de la matrice X (Voir la section
suivante).
Alors
Il existent deux matrices orthogonales U € R™™ et V. € RP*P (e, U'U = I, et
VIV =1,) telles que :
UXV = ( P ) (1.7)

ot D est une matrice diagonale d’éléments : a1 > ag > ... > . > 0, avec r = min(n, p).

les réels aq, s, ..., a,. sont appelés valeurs singuliéres de X, ils sont les racines car-

rées positives des valeurs propres non nulles de X'X, les colonnes de U et de V', sont

respectivement les vecteurs propres de X X!, et de X'X.

Montrons maintenant que la décomposition donnée par la SVD est une solution du

probléme

Soit une matrice X qui s’écrit comme :
X = A M,B.

ot M), est une matrice d’ordre k, Ay = {a1,as,...,ar} € R™* avec ALA, = I, et
By = {b1, by, ...,bp} € RP** avec B{By = I,

on obtient :

F(AwBi) = | min X408 (1.8)

At Ay=I,B! By=I
Soient ¢, = {Ay € R™F/AL A, = T} et ¢, = {B, €€ RP**/BIB, = I}, alors le

probleme [1.6] sera de la forme :
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X — AMBY (1.9)

F(Aky Bk) = minAkEmekEtbk

Pour tout couple de matrices (Ag, Bx) € (¢, ¥x), on a :

2
X = AdBL = X — 04 (1.10)
ou My = Al X By, alors,
Ming, g, Byew, [|X — AxMiBE ||

est équivalent a

ALXBy (1.11)

2
Hax “MkHF N Akegiaéiewk

On utilisant[1.7] la solution du probleme [I.§|est donnée par la somme de k premieres

valeurs singulieres de la matrice X, i.e.,

MAT A epy,Brey, HAZXBk“i’ = Zf:l Q.

Conclusion

—12 —
Une solution du probleme max; HX - X H , est la matrice X donnée par :

<k
X =8, aul

ol

k est le rang de la matrice X ; oy, u; et v; sont respectivement : les valeurs singulieres,

vecteurs singuliers a gauche, vecteurs singuliers a droite donnés par la SVD de la

matrice X.
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1.4 La factorisation matricielle exacte et le rang
usuel

1.4.1 Position du probleme

Etant donnée une matrice X € R™® telle que n < p, on s’intéresse au probléme

suivant : "Existent-ils deux matrices A € R™* et B € R*¥*P telles que :
X = AB. (1.12)

On va étudier l'existence et 'unicité d’une solution pour le probleme [1.12] dont les

inconnus sont les deux matrices A et B et le parameétre k.

Unicité

Si le probleme admet une solution (ﬁ, E), alors, a partir de cette solution, on
peut générer une infinité de solution de la maniere suivante :

A= AS et B =SB pour toute matrice S de dimension (k, k) inversible.

Par la suite, nous allons montrer I’existence d’'un couple (A, B) solution du probléme
[1.12] Pour ce faire, plusieurs cas se présentent :

1cas: sik=nouk=p

A:[ketézXoubienﬁ:Xetész.

2¢mecas n<k<p

On note par O, ; la matrice nulle d’ordre (4, j), on a :

X=ABou A=1l,,0,1 ) € R™* et B = [ X

€ R**P sont deux matrices
Okfn,p

blocs.
3¢mecas: k> p
L’interprétation de ce cas est identique a celle du cas précédent, i.e., la matrice X

est écrite sous la forme :
X = AB ou A € R et B € R¥P sont les deux matrices blocs : A = [X, Opx_p)

etB:[

respectivement.

Ip
Ok—pvp
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4°"°cas: k<n
Dans ce cas, on va définir la notion du rang usuel d’une matrice.

Soit X € R"*P, et soit J,, I’ensemble des entiers naturels défini comme :
Jo={k€{1,2,.,n—1} /X = AB, X e R"», A € R™* B € R"**}.

Définition 1.5

On appelle rang usuel de la matrice X, l'entier minimal dans J,, i.e.,
ro(X) = ming {J,,}

5mccas : 1, (X) <k <n
Par définition du r,(X), ils existent deux matrices A € R (X) o B € R(X)xp
telles que X = AB.

Alors le couple des matrices (4, B) avec A = [ A, O1 k—r,(x)) €t B = [ O B ]
Lk—ru(X)
forment aussi une solution pour le probleme (1.1).

Interprétation géométrique du rang usuel

Soit une matrice X € R™? dont nous associons les systemes {C},Cy,...,Cp} et
{Ly, Ly, ..., L,} ot L; désigne la i ligne de X, et C; est la j*“colonne de X.

Soit L x (RP) le sous-espace vectoriel engendré par la famille des vecteurs { Ly, Lo, ..., Ly, },

et Cx(R™) le sous-espace vectoriel engendré par {Cy, Cs, ..., Cp}.

Lemme 1.2

Preuve du lemme 1.2

Soit k est la dimension de Ly, et {by,by,...,0r} € R™* une base de Ly, et soit

B € R¥*P la matrice dont les lignes sont {b%, 5, ..., b} .
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Chaque ligne de X s’écrit comme une combinaison linéaire des lignes de B, i.e.,

Ja; € R, 1<i<nyl <5<k tels que
Ly = ay1by + a1 202 + ... + aq by,

Li = alel + ambz —+ ...+ awbk,

Ln = an,lbl + an,QbQ + ...+ an,kbka
alors, la matrice X peut s’écrire comme

L, a1,1, 41,2y -+, A1k
Lo a21,0d22 a2 k
1,022, ..., (.
X = - _ B = AB,
Ln Ap 1, Ap,2y -y An K

avec A € R ot B € RF*P

Si on décompose B en colonnes, il vient
X == A[B;l, B;Q, ceey B;p] - [AB;l, AB;Q, ceey ABp] (113)

L’équation signifie que chaque colonne de X est une combinaison linéaire des

colonnes de A, et donc

Pour la transposée de X, on a aussi :

mais dim(Cx+) = dim(Lx), et dim(Lx:) = dim(Cx),

donc, I'inégalité dans [1.15]s’écrit

dim(Lx) < dim(CY). (1.16)
Finalement, et nous donnent
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Rappelons maintenant que k£ est le nombre de vecteurs qui forment une base pour
les lignes de la matrice X, alors k£ est minimal, d’ou k est le rang de la matrice X ou
bien k = r,(X).

il est donc
ru(X) = dim(Lx) = dim(CYx).

Corollaire 1.1
Pour k < r,(X), le probléme n‘admet pas de solutions.

Preuve du Corollaire 1.1

Supposons qu’il existe un k < r,(X), pour lequel on a la factorisation X = AB, A €
R™* B € RFP alors dim(Cy) < k, mais dim(Cx) = 7,(X), d’ott la contradiction.

1.4.2 Calcul de rang usuel

Le théoréme suivant montre et décrit le procédé qui permet de calculer le rang usuel
d’une matrice a valeurs réelles, ainsi que la factorisation associée. Pour plus de détails,

on peut consulter [16].

Théoréme 1.4 (Théoreme de Wedderburn)
Soit X € R"*P et soitent a et b deux vecteurs dans RP et R™ respectivement qui vérifiant

la propriété w = b'Xa # 0, alors

rang(X —w ' Xab' X) = r(X) — 1 (1.17)

Il est important de remarquer que la matrice w='Xab’X est une matrice de rang 1,
simplement parce ce que c’est le produit de deux vecteurs Xa et b'X .L’intérét de ce
théoreme réside dans le fait qu’on peut réduire le rang d’une matrice tout en substituant
une matrice de rang 1 de la forme suivante : w=! Xab'X. Ceci étant possible pour tout
choix de z et de y qui vérifie b’ Xa # 0.
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Une solution du probléeme [1.12] peut étre construite itérativement en utilisant

par le procédé suivant :

X=X

_ 1.18
{ Xk+1 = Xk — Wy, 1Xkakb§€Xk ( )

Dongc, itérativement, on peut construire une factorisation de la matrice X, ceci

nécessite kg itération, ce qui est le rang de la matrice X.

Soit ko le rang de X, et soient {ay, ag, ..., ax, } et {b1, b, ..., by, } des vecteurs tels que
wy = bk Xyag # 0 pour tout k < k.

Proposition 1.1

V1 <k<EkO
k
i=1

Preuve de la proposition 1.1

Pour montrer cette proposition, on utilise le principe de récurrence, i.e.,

» Pour k =0, il est claire que X = X,
TU<X1) = ko.

» Supposons que la proposition est vrais pour k — 1, il est facile de montrer que
Xp=X - wt Xabt X, et ry(Xy) = ko — k+ 1., ie.,

X1 = X Tu(Xl) = ]{?0,
XQ = X1 — wl_lealbﬁXl Tu<X2) = k?o — 1,
X = Xp1 — w;;llxk—lak—lbz_le—l Tu(Xk) = ko — (k‘ - 1),
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Par sommation, on obtient
Xe=X - w ' Xsaibt X, et r (X)) = ko — k+ 1.
Montrons que la proposition est vrais pour k,
D’apres la définition, on a
Xiy1 = Xy — wy, ' Xpapht X,
=X — Y wit XGab! X — wy t Xparbl X
=X - Y w ' Xabt X
Reste & montrer que 7,(Xx11) = ko — k.
D’apres le théoréeme de Wedderburn, on a
Tu(Xps1) = 1m0 (Xi) — 1= ko — k.

Corollaire 1.2

i) Xgor1 =0 (1.21)
ko

i) X = w; ' Xa:biX; (1.22)
=1

Preuve du Corollaire 1.2

Par I'application directe de la proposition [1.1| pour k = ko, il suffit de remarquer

que
rang(Xi, 1) = ko — ko = 0,
Ceci implique que X, +1 = 0, car une matrice de rang nul est nulle.
D’ou,
X =M w Xa;bt X,

L’intérét du corollaire réside dans le fait que le procédé mentionné ci-dessus construit
une solution pour le probléme [1.12]

L’équation [1.21| montre que la suite X est nulle a partir de kq, autrement dit, elle
est convergente.

Le calcul effectif de X}, s’effectue par 'algorithme suivant :
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Algorithme i) Initialiser : X; = X kg =0, S=1,k=1;
i1) Tant que S # 0
Choisir ay, et by ;
Calculer wy, = bl Xay, ;
Tant que wy = 0; aller & 1)
iii) Calculer Xy 1 = Xj — wy, ' Xpapht Xy, ;
S =73 ,a;; ’lasomme des éléments de X
iv) Si S =0, alors : fin algorithme
Sinon, aller a 7).
v) ko <= nombre d’itérations
Fin Algorithme.
De plus, si on posons les deux matrices ® = [p1, o, ..., k| €t U = [t1, g, ..., g, ]
telles que

or = Xpay et ¥y = XLby , alors
X = TR wy e
ce qui a I'écriture matricielle :
X = o0 1! (1.23)

ou € est une matrice diagonale de dimension (k, k) dont les éléments diagonaux sont

les w; pour i € {1,2,....,k}.

Remarque La factorisation n’est pas unique a cause des différents choix des

vecteurs ay, et by.

1.5 Meéthode de classification par partitionnement
k-means Clustering

Le k—means, ou bien le K-moyennes, est un algorithme qui partitionne les données

d’un tableaux X € R™P? en k classes (appelées aussi clusters), ( k& étant un nombre
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entier donné) dont la base est la minimisation de 'erreur quadratique entre la moyenne
empirique d’'une classe et les autres points qui appartiennent a cette classe, cette érreur

quadratique est défini par :

EQkfmeans(ma C) = Z?:l ijec’i d2($]’, mz)

dont les parameétres sont : "m”, 'ensemble des barycentres (centroides) des classes,
et "C” est I'ensemble des classes, "d” est une distance ou métrique (dans le k-means
standard, la distance utilisée est la distance euclidienne). On peut trouver une revu sur

le k-means dans [45].

L’algorithme des K-moyennes choisit arbitrairement des centres initiaux et améliore
la classification obtenue de maniere itérative en alternant deux étapes fondamentales
jusqu’a stabilisation. Chacune des étapes consiste a fixer I'un des parameétres de la

fonction d’évaluation puis a estimer la valeur optimale de l'autre.

Algorithme k-means

1- Choisir £ points parmi les données comme centres initiaux des classes.

2- Calculer les distances entre chaque point et chaque centre, et afecter chaque point
(individu) au centre le plus proche, ce qui définit k classes.

3- Remplacer les k& centres par les barycentres des k classes.

4- Revenir a I’étape 2, et poursuivre les itérations jusqu’a voir que les centres restent

suffisamment stables, donc arrét.

Les étapes de l'algorithme k — means sont bien illustrer dans la figure

1.5.1 k-means par résolution d’un probleme d’optimisation

Probléme

Etant donnée un ensemble de vecteurs X = {xy, zo, ..., 2, }; 2; € R™
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FIGURE 1.1 — Les différentes étapes du k-means

Trouver une partition P = {C}, Cs, ..., Cj} ou C; sont des sous ensembles de X, qui

minimise la fonction suivante :

1= Y flai—m|? (1.24)

7=1 xiECj

oumj = 3,.ec; 7% est le centroide de a classe C,n; est le nombre de points dans
la classe Cj.

La fonction objective I représente 'inertie globale, i.e.,

I =1+ Iy + ... + I avec I; est le somme des distances des point xf au centroide

mj.

Il est important de remarquer que l'inconnu de la fonction définit en (1), est une
partition P = {C, Cs, ..., Ci}.

La procédure de 'algorithme k-means est la suivante :
Supposons k classes avec des centroides {my, ma, ..., my} € R™* la fonction objec-

tive I peu sécrire sous la forme :

ag e —my | (1.25)
1

=y

n
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1sixz; € Cj
0 sinon
On appelle les a;; des Labels ou bien indicateurs d’appartenance au classes.

ou Q5 =

L’algorithme se déroule dans trois étapes principales :
i) Initialiser my, mo,...,m; en générant aléatoirement k points dans l'espace des
données.

i1) Pour m = {my, ma, ..., my} fixé, choisir a tel que

o . 2
1 si j = argmin ||z; — my]|
I

a;; = (signifie que : affecter z; vers la classe de

0 sinon
centroide le plus proche de z;).

i1i) Calculer les nouveaux centroides optimaux.
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La factorisation en matrices non négatives : Etat de l’art

Ce chapitre vise a présenter la méthode de la factorisation en matrices non négatives,
il s’agit de la formulation du probleme NMF'. On pourrait argumenter que le non Facto-
risation en matrices non négatives est mal dit dans certains cas, et que ’approximation
par matrices non négatives devrait étre utilisé a la place. Le terme "Factorisation” peut
étre compris comme une décomposition exacte telle que la décomposition de Cholesky;,
la décomposition LU,...etc, ou la matrice d’entrée est exactement factorisée comme un
produit d’autres matrices. Cependant, "la factorisation en matrices non négatives” est
devenue tellement populaire qu’elle représente le probleme de l'approximation d’une
matrice non négative par un produit de deux matrices non négatives. Nous continuons
a utiliser ce terme et nous référons a la factorisation exacte en matrices non négatives

pour le cas exacte.

2.1 Position du probleme

Le probléme standard de la factorisation en matrices non négatives, sous la forme
la plus générique possible, s’exprime comme suit :
Etant donné une matrice X de dimension n x p a coefficients non négatives, i.e., X €

X . . . ’ . . N . .
R’}r P la factorisation en matrices non négatives consiste a trouver une approximation :

X~AB=X, (2.1)

telle que les matrices A et B soient a coefficients non négatives et de dimensions
n x k et k x p respectivement (i.e., A € ]RCLFX]"’ et B € R’iXp. et ou 'opérateur ~ désigne
une < approximation > a définir. L’ordre du modele, k, est habituellement choisi tel
que nk + kp < np, de fagon a réduire la dimension des données.

Il existe plusieurs facons pour quantifier la différence entre la matrice de données X

et le modele matriciel AB. La mesure la plus utilisée est la norme de Frobenius :

n p
D(X/AB) = || X — AB|[p = 3> (Xy — [AB];;)? (2.2)
=1 j=1
La factorisation [2.1] est généralement obtenue par résolution du probléme de minimisa-

tion suivant :
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mina g D(X/AB) sous A>0;B >0, (2.3)
ou la notation A > 0 exprime la non négativité des coefficients de la matrice M. On
écrit le probleme comme probleme d’optimisation non linéaire :
min_4<o—p<o || X — AB|%.
La fonction de Lagrange associée a ce probleme d’optimisation est :
LU, V,a,8) = || X —AB||%2 —a® A - 3® B,

ol « et B sont deux matrices de méme dimension que A et B! respectivement qui
contient les multiplicateurs de Lagrange associés avec les contraintes de non négativité :
A >0et B > 0. Les conditions d’optimalité KKT pour le probleme de factorisation
non négative disent que si (A, B) est un minimum local, alors il existent a;; = 0 et
Bi; 20,(1<i<n,1<j<p) tels que:

A>0 ; B>0 (2.4)
VIa=0 ; VLg=0 (2.5)
a®A=0  BeB=0 (2.6)
En développant 2.5 on a :
—2XB'+2ABB' —a =0 ; —2X'A+2B'A'A - 3=0
ou bien
a=ABB'— XB' ; [=BAA-X'A (2.7)

En combinant avec a;; = 0,0;; > 0 et on obtient les conditions suivantes :

A>0 B>0 (2.8)
vDy=ABB'-XB'>0 ; VDp=B'A'A-X'A>0 (2.9)
A® (ABB'-XB') =0 ; B® (B'A'A— X'A) =0 (2.10)
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Comme la distance de Frobenius n’est pas une fonction convexe par rapport aux deux
variables A et B en méme temps. Ceci est implicite en raison de I'existence de points
critiques et de maxima. On appelle donc tous les points qui satisfont aux conditions

ci-dessus, les points stationnaires.

Définition 2.1
On appel un point stationnaire pour le probléme NMF le couple des matrices (A, B)

qui satisfait les conditions KKT présenté dans 2.10

Question Siun point stationnaire (A, B) existe pour le probleme NMF, est il unique ?
Deux approximations (Aj, By) et (As, By) sont dites équivalentes si elles ont le méme
produit, i.e., Ay By = Ay Bs.

En effet, d’apres le point stationnaire (A, B), on peut trouver une matrice S non néga-

tive et inversible telle que :
A=AS>0et B=S"'B>0.

En vérifiant les conditions d’optimalité KKT pour le couple des matrices (A, B), ona:

A>0 : B>0
(ABB'— XBY)S"'>0 ; S(B'A'A — X'A) >0
(AS)® [(ABB* — XB)S" =0 (ST'B)[S(B'A'A — X'A)] =0

En particulier, si S est une matrice de permutation, ces conditions sont facilement
vérifiées. Dans ce cas, toutes les colonnes de A et B sont retenus dans A et B, mais
dans un ordre permuté, et ceci va générer essentiellement la méme solution.

Pour une matrice non négative S quelconque, 1’étude de I'unicité du point stationnaire

n’est plus facile, elle peut étre traitée dans des cas particuliers [41].
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2.2 La factorisation non négative exacte et le rang
non négatif

Dans cette section, nous allons examiner brievement le probléeme de la factorisation
exacte en matrices non négatives Exact-NMF, i.e., le cas ou la valeur de la fonction
objective 2.2 doit étre égale & zéro. Dans [20], un bon traitement du probléme est mis

€11 oeuvre.

Position du probléme Soit une matrice X € R}"”.
Le probleme est de chercher deux matrices A et B, telles que :

X =AB,Ae Ry, BeR? (2.11)

En plus de la recherche des matrices A et B, le parametre r est un inconnu important

du probleme [2.11]

Existence et unicité d’une solution pour le probleme [2.11

Existence Pour montrer ’existence d'une solution (;1, E) pour le probleme
plusieurs cas seront envisagés par la suite.

1°cas: sir=nour=p

on a :

X =1LXsir=net X = XI, si r = p sont deux factorisations non négatives

possibles.
2°Mecas : sin <1 <p

Si on note par O;; la matrice dans R™J dont tout les valeurs sont nulles, on a la

factorisation :
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X =AB
ou A = [[na On,rfn] et Er,p = [

3iéme

X )
] sont deux matrices blocs.
Or_n?p

cas: si r>p
On a la factorisation :
X = AB

ot A et B sont les deux matrices blocs définies par :

A = [X7 On,rfp] eté = [ O]p ]
T=p,p

4M€cas : sinonr < n

Soit J, ={k € {1,2,....,n— 1} \ le probleme possede une solution}
Définition 2.2

ro(X) = min,c;, {k} est dit le rang non négatif de la matrice X.
Dans ce cas, nous avons le résultat particulier présenté dans la proposition suivantes :

Proposition 2.1

Si une matrice non négative est de rang 1, alors son rang non négatif est égal a 1 [20)].

Preuve de la proposition 2.1

Soit X une matrice non négative de rang 1, telle qu’elle admet la décomposition
X = ab', avec a € R" et b € R?.

Pour 1 <¢<mn,1 <j <p, un élément de la matrice X s’écrit comme z;; = a;b;,0ou
a; est le 1™ élément de vecteur a, et b; est le 7™ élément de vecteur b,

comme z;; > 0, alors |z;;| = x5,

d’ol, x;; = |a;| |b;]| pour tout 1 <i<n,1<j<p.

alors, il existe une factorisation pour X sous la forme ab' dont les matrices @ et b
sont non négatives et d’ordre (n,1) et (p, 1) respectivement.

d’ou

ro(X) =1
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Remarques
i) Pour une matrice X € R} r,(X) est le nombre minimal de matrices non
négatives et de rang 1 (ou de rang non négatif égal a 1), telles que la somme de ces

matrices égale a X i.e.
X=X,

telle que pour 1 <@ <r (X):

i1) La définition du rang non négatif d’'une matrice signifie que pour r < r,(X), le
probléeme [2.11] n’admet pas de solutions.

5¢Mccas : pour ry <r <n
Par définition de r (X), il existe deux matrices A € R ot B € R telles
que X = AB.

Alors, les matrices A = [ A, O1,—r, (x)) €t B =

B
Ol,k‘—’!’+ (X)

] forment aussi une
solution pour le probleme [2.11}
Non unicité

Définition 2.3 (Matrice monomiale)
On appelle matrice monomiale une matrice ou chaque ligne et chaque colonne ne
contient qu’un seul élément non nul.

Si cet élément est égal a 1, alors la matrice est dite de permutation.

Supposons qu’il existe une solution (A, E), pour le probleme , alors on peut

obtenir une autre solution de la forme :

A=AS e¢ B=S"'B
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ou S est une matrice de permutation d’ordre r.

Une matrice de permutation S peut étre écrite sous la forme S = ND, ou N est
une matrice monomiale et D diagonale.

Donc, on peut caractériser S par une infinité de facon, alors le probleme (2.11)

admet une infinité de solutions.

2.2.1 Bornes pour le rang non négatif

Pour le rang non négatif, les résultats suivants sont bien connus et peuvent étre

trouvés dans [20].

Lemme 2.1

Soit une matrice X € RY"?, dont le rang non négatif est v (X), alors

ru(X) <7 (X) < min(n,p) (2.12)

Preuve du lemme 2.1

Soit deux matrice 4 € RT"*X) ot B € R telles que X = AB,

par définition du rang de la matrice X, on a

ro(X) <71y (X).

Pour vérifier la deuxieéme inégalité, on suppose que n < p,, une factorisation évidente

pour la matrice X est :

Alors, nous avons :

On montre le cas ou p < n de la méme fagon.
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2.2.2 La complexité de calcul

Relation entre le rang non négatif et le rang usuel d’une matrice

Cette partie nous permet d’illustrer les exemples suivants :

Exemple 1 Soit la matrice X, définie par :

Xo =

OO = =
O = O =
—_— O = O
= = O O

Soient C4, Cy, C3, et Cy les colonnes de la matrice Xj.

Remarquons que Oy, Cs, et C, forment une famille libre de R*, et en plus, C s’écrit
comme une combinaison linéaire de cette famille de vecteurs, d’ou, on conclus que le
rang de la matrice X, égal a 3.

Calculons son rang non négatif . (Xj),

d’apres [2.12] on a ro(Xo) = 3 ou bien r4(Xy) = 4.

Supposons que 74 (Xy) = 3, essayant d’écrire une colonne de la matrice X, comme
une combinaison linéaire positive des trois autres colonnes.

i.e., soient Ay, Ao, A3 > 0 tels que

Cy = MO 4 MOy + A3Cs.

A =1
En résolvant ce systeme, on trouve A3=1
A= —Xo

ce qui contredit I’hypothese de la positivité des A;.
D’apres les inégalités du lemme 2.1, on obtient :

r+(Xo) = 4.
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Exemple 2

Soit la matrice X, définie par :

X1:

S = O =
—_— o = O
_ = o O

X; est une matrice du rang égal a 3.

D’apres le lemme 1, on a

T+(X1) =3 = Tu(Xl).

Pour étudier la relation entre le rang non négatif et le rang usuel, on va définir les

deux ensembles Jy, et Jo, tels que

T = {X € R™P/r,(X) < ro(X)} (2.13)

Jo = {X € R™P /r,(X) = 1, (X))} (2.14)

Caractérisation de I’ensemble J; Pour I'ensemble J;, on a le théoreme définit

ci-dessous pour le cas particulier des matrices de distance euclidienne :

Définition 2.4 (matrice de distance euclidienne)
Soient aq, as, ...a, € R.
On appelle une matrice de distance euclidienne la matrice D définit par D =

[dij]lgi,jgn’ avee dij = (a; — a;)*.

44



La factorisation en matrices non négatives : Etat de l’art

Théoréme 2.1

Pour n vecteurs réels dans R, notées : ay, ao, ..., a,.

Soit la matrice D = [dyj), ., ;,, » avec dij = ||la; — a;||”, on a
ro(D) =q+2
ro(D)=n

Pour tout p > 1, on a

Preuve du théoréme 2.1

La démonstration de ce théoreme fait 'objet du papier [59)].

Caractérisation de ’ensemble J,
Soit Jo = {X € RY?/r (X) =r (X)},

(2.15)
(2.16)

(2.17)

Si cet ensemble existe, alors la résolution du probleme [2.11] est obtenue d’une ma-

niere tres simple, il suffit de calculer le rang simple par une approche de théoreme de

Wedderburn dans le cas non négatif.

Cette approche est introduite dans [27], I'idée est basée sur la soustraction d'une

matrice non négative d’apres une matrice donnée non négative, et apres un nombre

spécifique d’itérations, on s’intéresse a la derniére matrice.
Soit X € R}P
On pose le probleme suivant :
X1 =X, et pour k£ > 2

. 13
AT (g by) eR*n TN X 0 50,6 X3, 05t Xpar=1 (X — Xiarb), X)

(2.18)

Si une solution pour le probleme existe, alors on calculons les itérations : Xy 1 =

Xy — Xparbl Xy,

on obtient apres ky itérations : Xj,1; = 0, dans ce cas
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Pour plus de détails, voir [27].

2.2.3 Interprétation géométrique pour le rang non négatif

Pour étudier 'interprétation géométrique du rang non négatif, on a le théoreme de

Krein Millman qui nécessite quelques rappels additionnels de ’analyse convexe :

1) Une intersection d’ensembles convexes dans E est un convexe de E.
2) Soit f : E — F une application linéaire . L’image directe f(C') (Respectivement
I'image réciproque f~!(C')) d'un convexe C' de E (respectivement de F) par f est un

convexe.

Définition 2.5
Soit C' un convexe de E, un point x € C' est dit extrémal s’il n’existe pas |y1,y=[C C,
tel que x € [y1, yo]

De fagon équivalente, un point x € C' est extrémal si C\{x} est conveze.

Définition 2.6
Soit AC E.

On appelle enveloppe convexe de A, lintersection de tous les convexes de E qui
contiennent A.

On note par conv(A) l'enveloppe conveze de A, c’est un convexe de E, et aussi le

plus petit convexe contenant A.

Définition 2.7

On dit qu’une matrice X = [xij]1<ij<n est stochastique si elle est positive et si :

pour tout j € {1,2,...,n}; >0z = 1.

Définition 2.8

Une matrice X € R™P est dite doublement stochastique si :
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Vie{l,..,n},Vj e {l,...,phay > 0,20 2 = Let Y0_ x5 = 1.

Définition 2.9
St A C E est un ensemble fini de points, alors ’enveloppe convexe de A est appelée

polytope, et ses points extrémaux sont appelés sommets.

Théoréme 2.2 (Krein-Milman)
soit A une partie compacte et convere de R™, et soit {s1,Sa,..., Sk} avec k < n, est

I’ensemble des points extrémaux de A, alors

A = conv{s1, S, ..., Sk} (2.19)

Preuve du théoréme 2.2

Pour la preuve, nous pouvons consulter [51].

Proposition 2.2 ([32])

Soit X+ € R avec X = A* BT une factorisation non négative ot A* € RV ¢
Bt e RT(X)XP.

Le rang non négatif . (X) est le nombre des points extrémaux associés a l'enveloppe

conveze engendré par les colonnes de A.

Preuve de la proposition 2.2

Soit une matrice X dont on note par r, son rang non négatif, on a
X = AB,

ou X, A et B sont des matrices colonnes stochastiques.
Notons par {21, 22, ...,x,} € R™? les colonnes de la matrice X, et soit la matrice
o(X) définie par :
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o(X) = diag{||z1, l[z2ll, -, [l 1},

ou ||.|| est la norme de Frobenius.

On définit 'opérateur ¢ par :

I(X) = Xo(X)™!

On peut écrire la matrice X comme :
X =9(X)o(X) = AB,

puisque o(A) = I, donc

on obtient alors le systéme :

Siry =ry(X),alors ry =7 (V(X)

(2.20)

(2.21)

Si on note par A = 9(A) et B = 9(B), on obtient la factorisation X = AB telle que

A est une matrice stochastique.

Supposant par la suite que X = AB telle que la somme de chaque colonne de la

matrice B égale a 1, r, =1 (X).

On note par : {x1,22,...,xp}, {a1, a2, ..., ar, }, et {b1,bs, ..., b,} les ensembles des co-

lonnes des matrices X, A, et B respectivement.

Pour tout j € {1,2,...,p},on a
l’j = Ab] avec Z:;Ll bij =1
alors

{z1, 29, ..., 2} € conv{ar, a9, ...,a,, }

Soit ey, ey, ..., e, sont les points extrémaux du conv{ai, as, ..., ar, }.
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Il suffit de montrer que {eq, e, ..., ex} = conv{ay, as,...,a, } ou bien k =r,.

Il est clair que {eq, e, ..., ex} € conv{ay,as,...,a,, }, alors k < r..

D’autre part, {x1, %o, ...,x,} € conv{ey, es, ..., e}, ceci est équivalent a :

pour tout j € {1,2,...,p},x; = Ep; telle que Zle tij = 1, avec E est la matrice
dont les vecteurs colonne sont {ey, es, ..., ex}.

Soit M est la matrice des vecteurs : {q, f, ..., ptx }, donc on a une nouvelle factori-

sation de X sous la forme :

X =EM (2.23)

mais ’écriture montre aussi que k> 1, .
On conclu alors que k = r,
d’ott, ry = 1, (X) est le nombre de points extrémaux de l’enveloppe convexe engendré

par les colonnes de la matrice A.

2.3 Variations et extensions du NMF

Dans cette section, nous allons présenter les différentes variations qui sont enracinées

du NMF et proposées pour différentes perspectives.

2.3.1 La factorisation en matrices semi non négatives Semi-
NMF

La factorisation en matrices semi non négatives Semi-NMF est une technique
désigné au matrices des données qui sont de signes quelconques.i.e., le probleme Semi-

NMF peut prendre la forme suivante :
X ~ABT, X e RV?, A c R et Bt e RF*? (2.24)

La factorisation semi non négative a été introduite dans une perspective de clustering
(la classification non-supervisée des données) [23]. Dans la classification des colonnes
de la matrice des données X, les colonnes de la matrice A définie dans peuvent
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se voir comme les centroides des classes et les lignes de BT comme des indicateurs
d’appartenance a ces classes. Une autre forme pour la factorisation semi non négative

est : X &~ A" B si la classification est désignée au lignes de la matrice X.

2.3.2 La factorisation convexe en matrices non négatives Convex-
NMF

La factorisation convexe en matrices non négatives Convex-NMF a été intro-
duite pour une raison d’interprétabilité [23], on exigeons que les vecteurs de base
A = (ayq, ..., arsoient des combinaisons convexes des colonnes de la matrice originale

Xjie,pourl=1,..k:
a = wyX; + ... +Fwy X, = XW,
ou bien avec ’écriture matricielle :
A=XW

ou W e R et 3P jwy; = 1,j = 1,...,1. Par conséquent, le modéle Convex-NMF
peut prendre la forme suivante :

X ~ XWB. (2.25)

2.3.3 La Tri-factorisation en matrices non négatives Tri-NMF

La Tri-factorisation en matrices non négatives Tri-NMF a été adresser pour le
probleme de Co-clustering [25], ¢’est a dire lorsqu’on cherche a la foi la classification
des lignes et des colonnes de la matrice des données X € R"*P. Ce modele vise a trouver
trois matrices : A € R™#* (C € RF*k2 ot B € RM*P telles que :

X ~ ACB (2.26)

sous les contraintes : A'A = I et B'B = I. A et B sont les deux matrices indicateurs
de lignes et des colonnes respectivement, et C' est appelée le degré de liberté qui laisse

I'approximation [2.26] plus stricte.
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2.3.4 La factorisation en matrices non négatives binaires BNMF

La factorisation en matrices non négatives binaires BNMF est une méthode pro-
posée dans [57] dont la perspective est la classification des données binaires. Le modele
traite les données d’'une maniére a conserver les caractéristiques en fonction de leurs
relations d’association symétriques.

Il s’agit d'une matrice d’entrée de données binaires X € {0,1}""”. Le probléme est

d’approximer la matrice X en deux matrices binaires A et B, i.e.,
X~ AB;Ac{0,1}"* e  Be{0,1}" (2.27)

Dans le modele de Clustering par blocs diagonales, la matrice binaire A désigne expli-
citement les appartenances des points aux différentes classes, et la matrice B indique
les représentations des entités de chaque classe. Pour plus de détails, nous pouvons

consulter [82] et [57].

2.4 Les algorithmes de résolution du probleme NMF

Plusieurs algorithmes itératifs sont étés développés pour résoudre le probleme NMF.
Généralement, ces algorithmes peuvent étre divisés en trois classes majeurs : les mé-
thodes multiplicatifs, les méthodes des gradients projetés et les méthodes basées sur les
moindres carrées non négatives ANLS. Chacun de ces algorithmes peut par ailleurs
étre initialisé de différentes fagons :

— Plusieurs initialisations aléatoires de A et B, le meilleur ajustement est conservé,

— Double décomposition en valeurs singulieres non négatives,

— Une classification k-means des lignes ou des colonnes,

Entre le choix de la fonction objective (fonction de Frobenius ou divergence), le
choix de I'algorithme ou d’une de ces variantes, le choix de l'initialisation, etc, cela fait
beaucoup d’options a comparer et tester. Comme toujours avec une nouvelle méthode
et la pression de publication, de tres nombreuses variantes apparaissent avant qu’une

sélection n’opere pour aboutir a des choix plus efficaces et consensuels d’options en
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fonction du type de données traitées. Les auteurs dans [3] décrivent les principes de ces

différents algorithmes et commentent leurs propriétés : convergence, complexité.

2.4.1 Les méthodes multiplicatives (MU)

Proposés pour la premiere fois par Lee et Seung (1999) [53], ils ont décrit des regles

de mise a jour des facteurs A et B s’exprimant sous forme multiplicative qui assurent a
la fois la non négativité des coefficients a chaque itération et la décroissance monotone
du critere D(X/AB). L’algorithme multiplicatif est trés couramment utilisé en raison
de la grande simplicité d’implémentation et de la rapidité de calcul des itérations. Ces
regles peuvent s’écrit de la maniere suivante :

AtX

B<+— B® A(AB)
XBt )

A<_A®7(AB)B¢

ou ® représente le produit d’Hadamard (produit terme a terme).

Algorithme : Multiplicative Update for NMF[23] (Sous Matlab)
A = rand(n, k); Initialize A as random dense matriz
B = rand(k,p); Initialize B as random dense matriz
for « = 1 : maxiter
(MU) B = B.x (A'X)./(A'AB +107Y);
(MU) A= A. x(XB")./(ABB' +107°);
end

L’addition de 10~ est met pour éviter la division par zéros.
Puisque les algorithmes de Lee et Seung sont les premiers connus pour résoudre le
probleme NMPF, ils sont devenus une références par rapport au quel les nouveaux
algorithmes sont comparées. Il a été démontré de maniere répété que les algorithmes
multiplicatifs , quand ils convergent (ce qui est souvent dans la pratique), sont lent &
converger, ils ont besoin de beaucoup plus d’itérations que des alternatives telles que les

approches de la descente de gradient et les moindres carrées alternées décrits ci-dessous.
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L’intérét des algorithmes multiplicatifs Les algorithmes a mises a jour multi-
plicatives sont semble-t-ils, les plus utilisés actuellement en NMF. Ces algorithmes
présentent en effet un certain nombre d’avantages sur des algorithmes plus classiques
(Newton, Gradient projeté). Les algorithmes & mises a jour multiplicatives sont faciles
a mettre en oeuvre, et ils sont relativement rapides (beaucoup plus rapides que les mé-
thodes d’ordres 2 et plus rapides que les algorithmes de gradient avec recherche de pas
optimal). Il semble que pour des données a forte dynamique, les algorithmes & mises
a jours multiplicatives donnent de meilleurs résultats. Une faiblesse de ce type d’algo-

rithmes est la lenteur de convergence a ’approche de la solution.

2.4.2 La méthode des gradients projetés (PG)

Proposé par Lin et al. (2007) [58], la méthode de la descente de gradient est géné-
ralement désignée pour les problemes d’optimisation sous contraintes de bornitude. Le
principe de cette méthode est de partir d’un point aléatoire puis de se déplacer dans
la direction de la plus forte pente (c’est la direction opposée au gradient, de maniére a
faire décroitre la fonction). En appliquant un certain nombre d’itérations, ’algorithme
converge vers une solution qui est un minimum local. Dans notre problématique, il
s’agit de découper le probléeme original en deux sous-problemes couplés mais résolus

indépendamment, c’est a dire :

J(AF) = min| X - ABY (2.28)
J(B*) = min [ x - AB| (2.29)

Ces deux sous-problémes peuvent étre abordés par un algorithme de type gradient
non négatif, ¢’est a dire, un algorithme du gradient dont la solution courante est projetée
dans le demi-espace positif (I’orthant positif). Les nouvelles solutions sont calculée selon
les regles de mise a jour suivantes :

A +— [A — aAVAC]+,

B +—— [B — aBVBC]+, (230)
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ou V4 (resp. V) représente 'opérateur gradient par rapport a la matrice A (resp. B)
et [.|T représente l'opérateur de projection sur I'orthant positif.

Les pas a4 et ap peuvent étre choisis de plusieurs facons :

(a) Par une recherche linéaire pour minimiser D(A — a4 \ triangledownC, B).
Lorsque la divergence utilisée pour la fonction de cofit n’est pas définie en dehors
de l'orthant positif, le pas ne peut prendre des valeurs que dans un intervalle
borné de R, et par conséquent, on peut utiliser une méthode de recherche par

section d’or (Forsythe et al 1976). Cette méthode est assez lente.

(b) Par la minimisation de la parabole tangente a C(A—a 4V 4C, B) (ce qui nécessite
que cette fonction soit convexe), et ce qui est nettement plus rapide qu’une

méthode de recherche exhaustive.

(c) Par l'utilisation d'un pas vérifiant les criteres de Wolf (comme dans [58] qui

n’utilise enfaite que la moitié des criteres de Wolf : le critere d’Armijo).

(d) Par l'utilisation d'un pas fixe, le coiit de calcul d’une itération est alors tres
faible, mais les résultats sont assez pauvres (la convergence est généralement

lente).

2.4.3 La méthode des moindres carrés non négatives (NNLS)

Le premier algorithme proposé pour résoudre le probleme NMF (sous sa forme
initiale posé par Paatero et al. 1994 [64]) est I’algorithme des moindres carrées alternées.
Il est facile & comprendre que si en fixant I'une des deux matrices A ou B dans X ~
AB, le probleme devient un probleme des moindres carrées avec la contrainte de non
négativité NINLS.

? Une forme générale d'un algorithme NMF basé sur la méthode NNLS est donnée

par :
Algorithme : NMF-NNLS

Entrée : X € RY?; k € N*
Sortie : A € R**et B € R telles que (A, B) = argmini|| X — AB||}
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1. Initialiser : A et B
répéter :
Résoudre mingso3|| X — AB|%

Résoudre minasos|| X — AB||%

AT e B

Jusqu’a : Condition d’arrét.
Les méthodes qui peuvent étres appliquer pour résoudre un probleme NNLS (pro-

bleme définit dans les étapes 3. et 4. de 'algorithme ci-dessus) se trouvent dans [10],
1301, et [52].

2.5 L’équivalence entre le modele NMF et le k-means
Clustering

On va montrer dans cette section que le probleme k-means peut avoir une autre
version de lecture. En effet, on peut voir le k-means comme une factorisation matri-
cielle.

Rappelons que le k-means cherche une partition P des lignes d'une matrice de

données X de dimension (n,p), en k classes, qui minimise la fonction suivante :

k
FO=3 3 |IX - miP, (2.31)

s=1 X;.€C54
avec my, 1 < s < k sont les centroides des classes.

La norme utilisée est celle de Frobenius.
Théoreme 2.3
Soit W = XtX, le probléme de la minimisation de est équivalent a

maz  F®(H)=Tr(H'WH) (2.32)

HtH=I,H>0

avec H une matrice vérifiant H'H = I et H > 0.
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Preuve du théoréme 2.3

Xt: — ms”Q .

On s’intéresse a la factorisation matricielle de my, c’est a dire on souhaite exprimer

On a la formulation F) = 25:1 Yo X,.eC,

ms sous forme d’un vecteur h indiquant 'appartenance ou pas de X;. a C.
On va développer la quantité [2.31| pour k£ = 2, apres on va généraliser.

X — msﬂz, on aura

Si on prenons Yy, cc.,

2 2 2
Xxpeo X —mall” = Exeo 1Xell” + Zxpeey Imall” = 2 x,e0, (Xi,m1)
2 2 .
=Y xpean IXell” + Xxieo Imall” = 2ny <th;ecl %>m1>

2 2 2
= Xxnee 1Kl + Xxiecy lmall™ = 2n [l |7

Puisque n; est le nombre de points dans la classe C7, alors

2 2 2
Yxecr [ Xe: —mull” = Exeo [ Xeell” = na [lma]”

De la méme facon, on a

2 2 2
Xxpecs 1K —mall” = Exec, [ Xel™ = na [lmal”.

On note par X; la matrice dont les lignes sont les éléments de C', et par X5 la

matrice dont les lignes sont les éléments de C, donc

2 1 1
SN X = m|)? = Tr(XaXE) + Tr(Xe X)) — —Tr(1'X, X)) — —Tr(1'X, X451
n

S=1Xt;ecs n2
(2.33)
Soit
ny
_ 1
hl— \/E(O, -'70717;1’2'71707 70) ’
1 ’
h2_\/@(07 70;17"'71707 70)
alors
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\/Ln—l]_tXl = th, et \/%]fXQ = hQX,

2.33] sera de la forme
Tr(XX") —Tr(h XX 'h) — Tr(he X X'hb)
ce qui donne
Tr( XX —Tr(HXX'H"), avec H = (hy, hs).
Pour une somme d’ordre k, on obtient
FOH) =Tr(X'X) - Tr(H'X'XH)

avec H est la matrice (hy, ho, ..., hy) définit par :

Nk

— 1
hk: (O,...,0,1,...,1,0,...,0)t/n,§ (234)
h};hl = 5kl

si on note W = X'X, il est claire que la minimisation de F((H) revient & la

maximisation :

mar  FO(H) =tr(H'WH).
HtH=I,H>0

Reste a montrer que vérifie la propriété de la monotonie (décroissance) du
critere d’optimisation :

Soit H est une solution du probleme , alors
FO(H) < FO(H) pour tout H >0 et H'H = I.
ou bien
Tr(XX") —Tr(HXX'H') < Tr(XX') — Tr(HX X'H")
ce qui est équivalent a
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Tr(HXX'H') < Tr(HX X'H?)

alors on obtient le k-means clustering en étudiant le probléme d’optimisation [2.32]

Théoréme 2.4

Le probléme de mazximisation est équivalent d
2
FOH) = min_|W —HH'||". (2.35)
HH'=I,H>0

Preuve du théoréme 2.4

Soit
FO(H) = ' —tr(H'WH 2.
(H) =, min._ {~tr(HWH)) (2.36)
Il est clair que la minimisation [2.30] est équivalente & [2.32] alors, une solution de ce
probléme est la factorisation W ~ HH' avec H > 0.

En développant

FOH)= min {-2Tr(H'WH)},

HtH=I,H>0

on obtient

FOH) = min  {|W|* = Tr(H'WH) + |H'H|},

HtH=I,H>0

qui est bien

FO(H) = min _ |W - HH'||”.

Théoréme 2.5

Pour une matrice H = (hy, ha, ..., hy), vérifiant les conditions :
HH'=1,H>0 et X"  hy =1 pour tout 1 <t <n.
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le probleme de minimisation de est équivalent a la minimisation de la fonction
FW définie comme :
FO(H) = | x - ma!| (2.37)

Preuve du théoréme 2.5

On a

FO(H) = | X — MH'|?
= Sy || X = ZE huams

2
)

et puisque 2’;:1 his =1 pour tout 1 <t <n

2

FO(H) = S0, | SE hua(Xe —ma)

2
,on a

En développons la quantité HZ’;zl his( Xy — m)

2
- < o=t as(X: = ma), 25:1 hus (X — ms)>
- Z]; 1 Zs/ 1 <htS(Xt: - ms)a hts/(Xt: - ms/>>
= Zf:l Es/:l htshtsl <Xt: — Mg, Xt; - ms,>

HZLl hts(Xt: - ms)

Z hl%s < — Mg, Xt: - msl> + 25:175/:1,37é3/ htshtsl <Xt: — Mg, Xt: - ms/> .

Pour s # s/, on a que hyshyy = 0, alors

2

HZ hts mS) k:l hfs ”Xti - TTLSH2
= Zl;:l hys HXt: - m8||2 ) (Car h?s = htS')

D’ou

FOH) =y S5 b2 |1 X — my)?
= ¥h e, I1X — mg|?
— @,
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Théoréme 2.6

La factorisation non négative de la matrice X vérifiant :

FOH) = i |x - FHtH2 (2.38)

est équivalente au probléme de la minimisation de[2.51]

Preuve du théoréme 2.6

Pour effectuer la preuve de ce théoréme, on va appliquer la formule de la régression
multiple pour les colonnes de la matrice X — HF®, avec X = X', qui sont définis
comme :

(le —Hf1,Xo—Hfs, ..., Xp— Hﬁ), ou (fl, foyoen, ﬁ) sont les colonnes de la matrice
Ft.

Alors,

IX — FH'||” = | X* — HF'||”
=[x -
= Zle H)A{z - Hﬁ'

2

Donc, les f; peuvent étre obtenus comme suit :
(=) HX,, fo = (HH) " H' X, ... fio = (HH) ™ H'X;).

Avec la transposition des vecteurs ﬁ-, et la condition HH' = I, on peut écrire les

colonnes de la matrice F' comme
(fi=X1H, fo=XoH, ..., fr = X;H)

d’ou

Ce qui montre que
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| X — FH!|* = Tr(X'X — H'X'XH)
Alors, le probleme de minimisation est équivalent au probleme

mazr  Tr(H'X'XH),
H'H=I,H>0

ce qui est bien le probleme [2.31

NMF et k—means Soit X € R'}*? est la matrice des données, et soient [X;., Xo., ..., X,.] =
X' [Xa,Xa,...,X,p] = X sont les matrices des lignes et des colonnes de X, et F =
[f1, f2y ooy fu), G = 91,92, ..., gp] sont leurs matrices indicateurs d’appartenance aux

classes respectivement.

SionnoteparWz(Qt )0(>etH:\}§<g>,ona

I'= max {Tr(HWH)}

HtH=IH>0

_ ¢
I = FtF:I;ngafI;F,GEO{TT(F XG)} (2.39)

Ceci est équivalent au probleme d’optimisation de k — means clustering :

X —Fa| (2.40)

FtF=I[,GtG=I;F,G>0

Conclusion Une factorisation non négative d’une matrice de données X sous
la forme X ~ FG' avec G est orthogonale (respectivement F' est orthogonale), est
identique a k — means clustering appliqué sur les colonnes de X (respectivement sur
les lignes de X ).
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Rang semi non négatif des matrices réelles et sa connerion au rang usuel

Ce chapitre vise a présenter et résoudre le probléeme de la factorisation semi non
négative exacte, ce qui est I'objet de notre premiére publication [14]. Notons par la
suite que le nom Semi-NMF est désigné uniquement pour le probléeme d’approximation

matricielle (voir chapitre suivant).

3.1 Le rang semi non négatif

3.1.1 Position du probleme

Soit une matrice des données X € R"*P. Le probléme de la factorisation semi non

négative exacte est la recherche de deux matrices A € R™* et B € RY*? telles que :
X =AB. (3.1)

Les inconnus de ce probleme sont : A, B et 'entier k.

3.1.2 Existence et unicité

L’existence d’une solution pour le probleme dépend du parametre k.
Une solution pour le probleme existe mais elle n’est pas unique, i.e.,
pour k = p, une solution est X = X1,,.
D’autre part, si une solution (121, B) existe, alors pour toute matrice inversible S € ]R’ix’“,

on a :
X =AS7'SB=AB ot A= AS™' et B =S5B.
La matrice SB est non négative, alors le probleme admet une infinité de solutions.
Comme nous avons définit le rang usuel et le rang non négatif dans les chapitres

précédents, on va introduire pour le probleme la notion du rang semi non négatif

définit comme suit :

Définition 3.1
Soit J = {k/3A € R™* B € R, X = AB}.
On appelle rang semi non négatif de la matrice X, la valeur minimale k pour que le

probléme admet une solution , on le note par rs(X), i.e., rs(X) = miny J.
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Deux raisons principales motivent notre intérét pour introduire le rang semi non
négatif.
La premiere raison est mathématique, elle réside dans le fait que le rang semi non négatif
d’une matrice X € R"*? n’est pas toujours égal a son rang usuel (r4(X) # r,(X)). De
méme, pour une matrice non négative X € R’*?, son rang semi non négatif est différent

de son rang non négatif. Ces différences peuvent étres illustrées par I’exemple ci-dessous :

Exemple 3.1

1 -1 11 1 -1

Xo=12 -2 2 2 |=|2 -2 (é ? (1) (1)>
3 =3 3 3 3 =3
1 100 1 00

ot 1 010/ 0 10 1 (1) (1) 8

71010 1| 0 01 010 1
0 011 -1 11

Nous avons : 7,(Xp) = 1 et r4(Xo) =2, ro (X)) =4 20] et r,(X) = 3.
Ces différences entre les rangs nous permettent de conclure que les trois rangs cités
précédemment se référent a des factorisations intrinsequement différentes.
La deuxieme raison est appliquée, le fait que le modele Semi-NMF a été utilisé avec

succes dans plusieurs applications de la classification non supervisée (clustering) ([62],
[61], [801)-

3.2 Bornes pour le rang semi non négatif

Lemme 3.1 (Chouh et al., 2015)
Soit X € R™™P on a

7o (X) < 7re(X) < min(p, r,(X) + 1) (3.2)

L’intérét de ce lemme est de permettre de caractériser les bornes inférieure et supé-

rieure optimales pour le rang semi non négatif.

64



Rang semi non négatif des matrices réelles et sa connerion au rang usuel

Preuve du lemme 3.1

Rappelons que le rang usuel de X € R"™*P étant ’entier minimal k; tel qu'une
factorisation : X = AB, A € R™* B € RF*P existe. Si on suppose que r,(X) = ko
alors X = A'B' avec A' € R™¥ B! € R¥*? donc k; est nécessairement inférieure a
ko, d’ott

ro(X) < ry(X).

Démontrons maintenant que 74(X) < min (p,r,(X) + 1),pour ce faire on considere
les deux cas suivant :

1" cas min (p,r,(X)+1)=p

Il est bien évident que X = X1, est une factorisation possible de X € R"*? il en
résulte que : r4(X) < p, car r4(X) est I'entier minimal pour toute factorisation semi

non négative de X.

2°m¢ cas min (p,r,(X) + 1) =r,(X) +1
Montrons que 75(X) < r,(X) + 1.
Soit X = AB une factorisation de X € R™P avec A € R*™(X) et B € R™«(X)p,

Soit B = [by hgfg'%gox) » on note par A = 1s¢gru%%§§j§p{|bij [}

Définissons la matrice B telle que B =B+ AC, ou C = 1ru(X)1§, avec 1, est le
vecteur dans R"™ constitué que des 1.

Remarquons que la matrice B = [b;i]li<i<r (x) €st non négative. On effet, si on
J1lsts u( ) 1]
1<j<p
considere les deux matrices suivantes :

A = [A, —)\Alm(x)] S RnXT“(X)+1,
b [ B ] c RS:’U(X)-‘rl)Xp

t
1P

Il est facile de vérifier que :

AB = AB — )AL, (x)1} = A(B + \C) — MAC = AB
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Ce qui nous laisse a conclure que :
reo(X) < r (X)+ 1.

Corollaire 3.1
Siry(X) =p, alors

Preuve du Corollaire 3.1

D’apres le lemme [3.1], on a
7o(X) < 7s(X) < min (p,r,(X)+ 1)
donc
rs(X)=p

La factorisation dans ce cas est obtenue le fait que X = X1, alors pour toute

matrice S € RE” inversible, on a
X = X518,

donc, il suffit de choisir A = XS~! et B = S et on obtient la factorisation X = AB
avec A € R™*? et B € RE?

Remarque 3.1
> Si X € R™™ est une matrice inversible, alors rs(X) = r,(X) =n.
On effet, on sait que toute matrice inversible dans R"™*™ est de rang n [37], donc il

n’existe pas de concept de rang semi non négatif pour les matrices carrés inversibles.
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3.3 Les valeurs possibles du rang semi non négatif

Soient E! et E? deux sous-espaces de R™*? définis comme suit :

El = {X S RnXp,Ts(X) = Tu<X)}7
E* ={X € RV, ry(X) = r,(X) + 1}.

Nous introduisons le théoreme qui montre que quelque soit la matrice X € R™*P,
son rang semi non négatif prend uniquement 'une des deux valeurs : r,(X) ou bien
ro(X) + 1.

Théoréme 3.1 (Chouh et al., 2015)

E'U E? = R™? (3.4)

Le théoreme nous permet aussi de déduire que les ensembles E' et E? sont dis-

joints et ils forment une partition de R™*P.
Preuve du théoréme 3.1

Nous allons montrer la double inclusion entre les deux ensembles E' U E? et R™ P,
Il est évident que
E'UE? C R™P, (3.5)
pour montrer le théoréme , il suffit de montrer que R™*? C E' U E2.

Soit X € R™P_ nous avons I’égalité suivante :

ru(X) sir,(X)=p

min(p, ?"u(X) + 1) = { T’u(X) + 1 sinon

(1) Supposons que 7,(X) =p
D’apres le lemme nous avons :
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p=r,(X) <r(X)=r(X)=r,(X)=>XecE!
donc
X € E'U E?.

(1) Sinon 7,(X) # p
Une autre fois, si nous utilisons ’égalité [3.6] et le lemme [3.1], nous avons :

ro(X) <ry(X) <ry(X)+1= X € E' U E%
Par conclusion de (i) et de (i) :
R™P c E*U E?. (3.7)

Enfin, 1'égalité du théoréme [3.1] est obtenu en combinaison de [3.5] et [3.7]

3.4 Caractérisation des matrices pour les quelles le
rang semi non négatif et le rang usuel coincident

Cette sous section se concentre sur la caractérisation des matrices X € R"*P qui

vérifient ’équation suivante :

rs(X) = ro(X). (3-8)

En effet, la classe particuliere des matrices non négatives X € R’} est une solution

de I’équation précédente.

Théoréme 3.2 (Chouh et al., 2015)
Soit X € RY?, alors
rs(X) = ru(X). (3.9)

Cela signifie que pour les matrices ayant des valeurs non négatives, le rang usuel et

le rang semi non négatif coincident.

Preuve du théoréme 3.2
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Soit X € R? avec r = r,(X). D’aprés 'inégalité gauche donnée par le lemme
il est clair que r < r4(X).
Alors, pour démontrer le théoreme il suffit de montrer que r4(X) < r. Cela peut
étre fait en construisant une factorisation X = AB avec A € R™*" et B € R, comme
suit :
Soient {ly, 1, ..., l,} sont les lignes de la matrice X. Puisque X a un rang usuel égal &

r, alors il y a dans X r lignes qui sont linéairement indépendantes. On note ces r lignes

par ly,la, ..., L.
Considérons les deux matrices stockées en lignes comme :
h
Iy I
B=| _ |eRPet A= [AI € R™

ott A € R)%" et les lignes de A sont {a,41,aysa, ..., an} solutions des équations :
atB =1; pour r < i < n.
Finalement, il est clair que X = AB, alors :
rs(X) < 7.

Comme il a été montré dans le théoreme I’équation (3.8 admet comme solution
toute matrice réelle non négative.
D’autre part, l'intérét de la présente section peut étre formulé dans la question suivante :
Question :
Comment caractériser 'ensemble des matrices (pas nécessairement non négatives) qui
réalisent 1’égalité (i.e., le rang semi non négatif et le rang usuel coincident) ?

Le théoreme suivant donne une caractérisation générale des solutions de I’équation (3.8

Théoréme 3.3 (Chouh et al., 2015)

Soit X € R™P qalors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(1) 75(X) = ru(X),
(ii) 3o € R™ avec o # 0, tel que X'a > 0,,
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ou l'inégalité X'a > 0, veut dire que toutes les composantes du vecteur X'« sont
strictement positives.
La preuve du théoreme [3.3| est basé sur le lemme présenté si dessous :
Etant donnée Y € R™?, on note par :

S(Y) le sous espace de R™ engendré par les lignes de la matrice Y.

i
U ] ou b e S(Y).

S(Zy) est le sous espace de R"™! engendré par les lignes de Zy-.

Zy € ROFDXP gt 1o matrice définie par : Zy = l

Lemme 3.2

S(Zy) = S(Y). (3.10)

Preuve du théoréme 3.3

(i) = (ii).

Soit X € R™P avec r = r5(X) = r,(X), et soit une factorisation semi non négative
X = AB, (3.11)

avec A € R™" et B € R, 1l est important de remarquer que 7,(A) = r,(B) =7, ce
qui veut dire que la matrice A'’A € R™" est nécessairement inversible. Si on multiplions
I’équation [3.11] par A?, on obtient :

A'X = A'AB, (3.12)
et en multipliant par (A'A)~™' on a :
B = (A"A)TTA'X, (3.13)
la transposition de I’équation [3.13] et sa multiplication par 1, a droite donne :
B'l, = X"A(A"A)7'1,. (3.14)

Il suffit de choisir ag = A(A'A)~'1, pour avoir X'ag = B'1, > 0.

Pour obtenir (i7), il reste & montrer que le vecteur B'1, ne peut jamais contenir une
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composante égale a zéro.

En effet, si on suppose que le vecteur B'1, contient une composante nulle, disant 6;, = 0,
ce qui est équivalent a : 0, = b; .1 = 0 avec bj, est la j¢™¢ colonne de B, alors b;, = 0,,
ce qui veut dire que la matrice B € R contient une colonne nulle, mais sa contredit
I'hypothese : r,(B) = r, donc X'ay = B'1, > 0.

(11) = (i) :

Etant donnée une factorisation X = AB avec X € R"? A € R™*™(X) ot B € R™(X)xp,

On introduit les deux matrices 4 € R™ (4D ot B = RT*CTP comme suit

A= [A, —5A1ru(X)} oll § = maXi<i<r,(x),1<j<p 10is]} et B = [bij]1cicpnx)1<i<p

~ B +41 ¢ . ‘
jeme composante du vecteur v.

Il est clair que :
AB = AB + §AL,, xyw! — 6 AL, (xyw' = AB.
Alors, on obtient une nouvelle factorisation de X comme :
X = AB. (3.15)
I est facile de remarquer que la matrice B est non négative, tout simplement parce que

w = 1.

Comme conséquence du théoreme [3.2] il résulte que :

r(B) = r4(B),

et en appliquant le lemme avec Y = Bet Zy = B, on a

ce qui implique que
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ru(B) = dim(S(B)) = dim(S(B)) = ry(B).

(dim(.) est la dimension de sous espace (.)).

Donc, I'égalité r,(B) = r,(B) se réalise.

Comme conséquence, B peut étre écrite comme :
B = BBy (3.16)

avee By € RO of By ¢ R,
par la substitution de |3.16| dans |3.15|, on obtient X = A,B, ol By € RT(X)Xp ot
Ay = AB, € R™7«(%) | alors

Preuve du lemme 3.2

Pour montrer le lemme 1.2, nous allons montrer I'inclusion dans les deux sens entre
les sous ensembles S(Y) et S(Zy).

Soient Iy, [y, ..., l, sont les lignes de la matrice X € R™*P.
(1))S(Y)cC S(Zy) :
Soit t € S(Y), t peut s’écrire comme t = > | a;l;, ot o € R, pour 1 < @ < n, et soient

v et B;,1 <1 < n sont des scalaires définit comme :

stnon

—Kk st k=—1 n
7:{0 TR= D Qg

(1 — k=1
ﬁi:{a’( V) sioK 1<i<n.

o :
T+r sitnon
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Il est clair de vérifier que t = Y- ; B;(l; + b) + vb, ce qui montre que
S(Y)c S(Zy)

(1)S(Zy) C S(Y).
Soit t € S(Zy) et soient 11,19, ..., 11 sont des scalaires tels que t = >-" , n;(l; + b) +

Nn+1.
D’autre part, b € S(Y), alors il existe aq, ag, ..., @, € R tels que b =31 | al;.

Sion note & = Y7 n;, il suit que
t =32y mili 4+ (04 M) = 3y mili 4 (0 4 Mnsr) Xy ouls = 30y Ll + (0 + ) il
pour & = 1; + (0 + Mpy1)i, 1 < i < n, on obtient
t=>7 &l
Alors
teSY).

Comme conséquence, on a

S(Zy) C S(Y)
Par la combinaison de (i) avec (ii), on conclu que

5(Zy) =5(Y)

3.5 Interprétation géométrique pour la caractérisa-
tion des matrices vérifiant r,(X) = r,(X)

Le théoreme permet de translater I’égalité entre le rang usuel et le rang semi
non négatif en une inégalité vectoriel (Assertion (ii) du théoréme [3.3)). La présente sous-
section donne une interprétation géométrique des solutions de I’équation [3.8]

Soit X € R™*P et soient {cy, ca, ..., ¢, } les colonnes de la matrice X. L’enveloppe convexe

engendré par les colonnes de X et notée par convcol(X) est définie comme suit :
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conveol(X) = {31 Nici, \i 2 0,1 <i <p, 30 A = 1}
Le théoreme cité si-dessous permet de montrer que si les deux rangs (rang semi
non négatif et rang usuel) d’une matrice X coincident, alors le vecteur nul de I'espace
vectoriel R™ est bien séparé de convcol(X) par un hyperplan, une illustration est pré-

senté dans la figure 4.1

Théoreme 3.4

Les deux assertions suitvantes sont équivalentes :
(i) 75(X) = ru(X),
(ii) 0,, & convcol(X),

ou 0,, est le vecteur nul dans R™.

Preuve du théoréme 3.4

(1) = (17) : Soit X € R™*P avec ry(X) = ry (X).
Par le théoréme (1.3), il existe o # 0,, tel que X'« > 0,, ce qui implique que V1 < j <
p, i > 0.
Soient Ai, Ag, ...\, sont des scalaires vérifiant Z§:1 Aj =1, alors :

Z?:l /\j(Cﬁ-O&) >0& (Z§:1 /\jCj)tOé > 0,

donc
Vz € conveol(X), x'a > 0. (3.17)

Alors, on conclu que :
0,, ¢ convcol(X).

(73) = (i) : Supposons que 0, ¢ convcol(X), par le théoreme de la séparation des
convexes [§], il existe un hyperplan défini par § tel que '3 > 0 pour tout x €
conveol (X).

En particulier, pour ¢; ot 1 < j < p, nous avons ¢;3 > 0,ce qui veut dire X*3 > 0,,.
Alors par le théoreme on obtient :
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(X)) =r,(X)+1 r (X) =1,(X)

FIGURE 3.1 — Interprétation géométrique du théoreme

3.6 Calcul d’une factorisation semi non négative

Le calcul d’'une factorisation semi non négative se fait en trois étapes :
- Calculer une factorisation X = AB avec A € R»"(X) B ¢ R«(X)xp ep
utilisant le procédé de Wedderburn (voir chapitre 1).
- Vérifier avec le procédé de Fourier si une solution du probleme Xa > 0
existe, et si elle existe calculer a.
- Associer a la factorisation de Wedderburn une factorisation semi non

négative en utilisant le lemme 2 et le théoreme 2.

Le procédé de Fourier-Motzkin

On considere le systeme d’inéquations S de la forme Xa > 0 avec :

X € R™P n est le nombre d’inégalités du systeme, p est le nombres des variables,
et a = {ay, ag, ..., a,}' est le vecteur des variables du systéme d’inéquations.

L’algorithme de Fourier-Motzkin est basé sur deux phases objectives : la phase de

descente qui permet de tester l'existence du vecteur «, et la phase de remontée qui
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permet de calculer la solution si elle existe.
Phase de descente
On considere la premiere colonne de la matrice X, ainsi le premier élément du vecteur

a, le systeme S s’écrit comme :

(S) XkJOél + Xk72042 + ...+ thOép >0
avec 1 <k <n

Si on considere le premier élément du vecteur «, le systeme S sera composé de trois

sous systemes : Iy, [, et I_, si on note 'inéquation d’ordre k par C, on a

Ck€[+¢>Xk71>O
(S)Yeq Ciel & X1 <0
CkEIO<:>Xk’1:O

L’ensemble des contraintes dans I, nous donne la borne inférieure de «, ainsi que

I’ensemble des contraintes dans I_ nous donne la borne supérieure, i.e.,

a1 > max

(_Xk,2a2+---+Xk,pOép
Crely

Xk,2a2+---+Xk,pap)
X1 ’

et oy < max (
) 1 CLel_ Xk,1

Dans I'ensemble [y, ’élément «; est déja éliminé, le systeme S est équivalent donc

a S’ tel que

Xk’2a2+...+Xk’pOcp>

Xk,2a2+...+Xk,pap>
Xk,1

max (— < max ( X
k,1

(S/) Crely Crel_

Xpo0g + Xz + ... + Xy 0, > 0, pour Cj, € I
On poursuit jusqu’a I’élimination de toutes les variables, apres p itérations, on trouve
soit a;, > 0 ou bien oy, < 0, dans ce cas la solution existe et on passe a la phase suivante,

mais si on trouve la contradiction alors on dit que le systeme n’admet pas de solutions.

Phase de remontée
A la fin de la phase de descente, on choisit «,, vérifiant la contrainte de résultat, et
on remonte en choisissant «; pour i = p — 1,p — 2, ..., 1 et on obtient le vecteur « tel

que X'a > 0.
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Dans ce chapitre, on va présenter le probleme Semi-NMF comme il a été proposé
la premiere fois, il s’agit d'un probleme d’approximation matricielle sous contraintes,
ou deux versions d’algorithmes ont étés proposées. Nous ferons le point sur le probleme
d’initialisation pour les algorithmes Semi-NMF et nous illustrerons les différentes
méthodes d’initialisation existants.

Une deuxieme partie de ce chapitre est consacré pour démontrer l'intéret de 1’occurance
d’un algorithme génétique pour l'initialisation du Semi-NMF, ce qui fait I'objectif de
'article [15].

4.1 Approximation matricielle a rang semi non né-
gatif inférieur

La factorisation semi non négative (Semi-NMF) est désignée pour des matrices
réelles pas nécessairement non négatives, i.e., X € R™*?. Dans le modele Semi-NMF,
la matrice X sera approximée en produit de deux matrices A et B ou la matrice A peut
contenir des composantes avec des signes mixtes mais la matrice B ne doit contenir que

des composantes non négatives, i.e., le probleme Semi-NMF a la forme suivante :
X ~ AB,A e R B e RE*? (4.1)

avec k est un entier naturel donné. Ce modele a été introduit pour la premiere fois par
Chris Ding et al en 2006 [23] dans une perspective de la classification automatique des
données (Data clustering).
Effectivement, effectuer un k-means sur une matrice des données X € R™*P avec un
entier naturel fixé k (souhaité le nombre des classes), consiste a chercher deux matrices
A = [ay,as,...,a;] (appelée matrices des centroides des classes) et B = [biby, ..., by|*
(appelée matrice des indicateurs d’appartenance aux classes), avec b; = [b;;], b;; = 1 si
la "¢ ligne de X appartient & la classe j, et b;; = 0 sinon, ceux qui sont solutions du
probleme suivant :

minimiser | X — AB ||% (4.2)
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ou || . || désigne la norme de Frobenius.

Pour plus de détails sur le k-means, voir préliminaires.

En effet, pour le modele (), lors de regroupement des colonnes de la matrice des données
X, les colonnes de la matrice A peuvent étres vu comme les centroides des classes et
les colonnes de la matrice B désignent les indicateurs d’appartenance aux classes.

Par conséquent, la contrainte de non négativité sur la matrice B est relaxé telle que
I’approximation AB est plus serré et les résultats seront beaucoup plus interprétantes.
Le modele Semi-NMF a été utilisé avec succes dans plusieurs applications telles que
la segmentation des mouvements [62], la super-résolution d’images [0], et dans 'hyper-

spectral unmixing [30].

4.2 Les algorithmes proposés pour le Semi-NMF

Pour résoudre le probleme 1.2, il existent deux algorithmes d’optimisation qui sont
basés sur des méthodes de types mise a jour multiplicative et moindres carrées non
négatives, I'un de ces algorithmes est posé par C. Ding (2010) dans le papier original
[23], et 'autre par N. Gillis (2014) [33]. D’une fagon générale, le principe suivi par les
deux algorithmes est le méme, c¢’est de chercher la matrice A en fixant la matrice B, et
chercher B en fixant A.

4.2.1 L’algorithme a mise a jour multiplicative
Algorithme 1 MU

i) Etant données : X € R™ et une initialisation B € RTP ; 41) Calculer les éléments
de la matrice A en utilisant la regle de mise a jour :
A= XBY(BB")™

i1i) Calculer les éléments de la matrice B terme par terme en utilisant la procédure :

(XTA)5 + [B(A*A) ;5

P Bij\l (X*A);; + [B(A*A) 7] 43)
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ou

Y™ = (1Yl + Yi) /2 [Viy]™ = (IYy] = ¥3y)/2 (4.4)
Notons que dans i7), BB' € Rlﬂ est une matrice semi définie positive, donc son inverse

est triviale. Dans le cas ou BB? est une matrice singuliére, on prend la pseudo-inverse.

Dans la figure citée ci-dessous, on va illustrer selon la régle de mise a jour présentée

dans iii), la décroissance du critere de la fonction objective.

9 T T T T T

IX-AB|12

65 1 1 | | | | 1 1 |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Les itérations

FI1GURE 4.1 — La décroissance du critere selon la regle de mise a jour multiplicative

Nous allons démontrer par la suite le théoreme [4.1| suivant :

Théoréme 4.1

Pour le probleme d’optimisation suivant :
J(A,B) =min || X — AB ||> avec A € R™** B e R¥*? (4.5)

Nous avons les deux résultats suivants :

(i) Si nous fizons B, une solution optimale pour le probléme est donnée par la régle
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de mise a jour de A suivante :
A= (XB)(B'B)™! (4.6)

(ii) Si nous fixrons A, la fonction objective J diminue de fagon monotone sous la régle

de mise a jour de B suivante :

B+ _ B(”J (XLA)] + [B(AA) ],

(4.7)

] ij

Preuve du théoréme 4.1

(i) :

Le probleme d’optimisation peut étre écrit sous la forme suivante :
J(A,B) =Tr(X'X —2X'AB + B'A'AB)

si nous fixons B, le probleme devient un probleme d’optimisation convexe et la
solution peut étre pbtenue tout simplement par :

0J(A, B

7( ) = —2XB'+2ABB' =0,

0A
ce qui veut dire :
A= (XBY)(BB").
(ii) :

Pour démontrer la partie (i), on fixe A et on résout le probleme d’optimisation J(B)
avec la contrainte B > 0, ce qui est un probleme d’optimisation avec contraintes.
La preuve se déroulera dans deux étapes : 1°7¢ étape :
Avant de montrer 'assertion i), il faut vérifier d’abord que la solution limite pour la
regle de mise a jour satisfait les conditions d’optimisation KK'T.

En effet, la fonction de Lagrange pour le probleme d’optimisation est donnée

par :
L(B) = Tr(—2X'AB + B'A'AB — B), (4.8)
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ou les multiplicateurs de Lagrange [f;]
vité b;; > 0 avec B = [b;]
La condition d’annulation du gradient donne :

oL

0B

I<ich,1<j<plmpOSent la contrainte de non négati-

1<i<k, 1< <p

= 2X'A+2B'A'A—-3=0
d’ou
—2X'A+2B'A'A =3 (4.9)
En multipliant I’équation par B, nous avons pour 1 <t <k, 1< j7<p:
(—2X'A+2BA'A)B,; = Bi;Bij (4.10)
d’apres la condition complémentaire de négligence, on a :

L’équation [4.11] est une équation du point fixe.
D’autre part, pour I'équation donnée par la regle de mise a jour 4.3, on a apres la

convergence : B® = Bkt = Bk = B je.,

5, - BUJ (XTA)S + [B(A*A) ], (4.12)

Notons que A'A = (A'A)T — (A'A)” et A'X = (A'X)T — (A'X)~, Péquation se
réduit a

(—2X'A+2BA'A);B}, =0 (4.13)
En effet, I’équation [4.13| est identique a 1’équation [4.11}
2¢me étape

Elle concerne la démpnstration de la convergence de I’algorithme, vous pouvez consulter

7]
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4.2.2 L’algorithme a mise a jour descente du gradient

Gillis et al. ont proposé dans le papier [33] un algorithme simple qui est basé sur
une descente du gradient qui optimise la fonction objective J(A, B) définie dans
d’une maniére alternative sur la matrice A pour une matrice B fixée, et sur la matrice
B pour une matrice A fixée.

Il s’agit donc de diviser le probléme [4.2] en deux sous problémes suivants :

J(A) = uin |X — ABJ% (4.14)
c nxk
J(B)= min || X —AB|>3% (4.15)

BERFXP B>0

De la méme fagon que Ding et al. ont procédé, le probléme d’optimisation [4.14] est
un probleme des moindres carrées sans contraintes qui peut étre résolu avec la méthode
d’annulation du gradient traditionnelle.
Le probléeme d’optimisation [4.15]est considéré comme un probléme des moindres carrées
non négatives. Pour résoudre se probléme, Gillis a proposé d’utiliser une méthode de la
descente du gradient (voir section dans chapitre 2) appliquée sur les lignes de la matrice
B. Plus précisément, la matrice B est mise a jour d'une fagon que la fonction objective
J(B) se réduit itérativement. i.c., dans une itération ¢ et pour A® et B® données, on
cherche B > telle que :

J(B(t+1)) = || X — A(t)B(t+1)H2 <||1X - A(t)B(t)HZ = J(B(t))

L’algorithme de Gillis est implémenté et il garanti la convergence vers un point station-
naire pour le probleme (4.2}

Algorithme 2 PG
7) Etant donnés X € R™ P une initialisation B € lep , et un nombre maximal
d’itérations (mazxiter) ;
i1) pour i = 1 : maxiter
A« argyggﬁk |X — YB|% (= X/B en Matlab) ;
pourt=1:k
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Bfl-,:) < argmin | X — A(:, J)B(J,:) — A(:,@')ytH;
yER+

o [(X—A(,J)B(J,)]A(:5)
- mat <0’ A3 >

fin:
fin:

’

4.3 Le probleme d’initialisation pour les algorithmes
Semi-NMF

Chacun des algorithmes (proposés par Ding et Gillis) peut par ailleurs étre initialisé
de différentes facons :

— plusieurs initialisations aléatoires de A et B, le meilleur ajustement est conservé

23],

— mnon-negative double singular value decomposition (NNSVD) [33],

— une classification (k-means) des lignes ou des colonnes [23].

Nous allons illustrer dans I'exemple ci dessous simulé en Matlab comment 1’algo-
rithme proposé par Ding ou bien celui de Gillis sont des algorithmes itératives qui

dépendent de la solution initiale :

Exemple 1

Soit X est la matrice dans R3*3 suivante :

-1 2 =3
X = 6 2 6
-9 -4 9

On veut calculer la factorisation semi non négative a un rang » = 2, donc soient

deux initialisations aléatoires B; € R et By € RY? .

03 4 40 4
Bl_<4 0 1>et32_<0 4 1)
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Nous tournons l'algorithme Semi-NMF a 1000 itérations avec les deux initialisa-
tions By et By et on calcul 1’écart ||X1 — XQH ot X; est la matrice d’approximation
obtenue d’apres Uinitialisation B; et X, est la matrice d’approximation obtenue d’aprés

Iinitialisation Bsy, nous avons :

1 X — Xo||p = 0.1546

d’ott X est significativement différente du Xs, alors pour deux initialisations B; et B,
nous n’avons pas obtenu la méme solution, ce qui veut dire que I’algorithme dépend de

la solution initiale.

4.4 Initialisation du Semi-NMF basée sur ’algorithme
génétique
4.4.1 Apercu générale sur les algorithmes génétiques

La résolution d’un probleme d’optimisation consiste a explorer un espace de re-
cherche afin de maximiser (ou minimiser) une fonction donnée. Les complexités (en
taille ou en structure) relatives de 'espace de recherche et de la fonction & maximiser
conduisent a utiliser des méthodes de résolutions radicalement différentes. En premiere
approximation, on peut dire qu'une méthode déterministe est adaptée a un espace de
recherche petit et complexe et qu'un espace de recherche grand nécessite plutot une

méthode de recherche stochastique (recuit simulé, algorithme génétique, ...).

Les Algorithmes Génétiques (AGs) représentent une famille assez riche et tres in-
téressante d’algorithmes d’optimisation stochastique fondées sur les mécanismes de la
sélection naturelle et de la génétique .Les champs d’application sont fort diversifiés. On
les retrouve aussi bien en théorie des graphes qu’en compression d’image numérisée ou
encore en programmation automatique. Les raisons de ce nombre d’application sont
claires. Lors principe est d’opérer une recherche stochastique sur un espace important

a travers un ensemble 11 une population z de pseudo-solutions. Ces algorithmes sont
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simples et tres performants dans leur recherche d’amélioration. De plus, ils ne sont
pas limités par des hypotheses contraignantes sur le domaine d’exploration. Ainsi, le
mathématicien abordant le sujet n’a guere a se préoccuper de la continuité et de la
différentiabilité de la fonction a optimiser. Les algorithmes génétiques différents fonda-
mentalement des autres méthodes d’optimisation selon quatre axes principaux :

(1) Les AGs utilisent un codage des parameétres, et non les parametres eux mémes.

(2) Les AGs travaillent sur une population de points, au lieu d’un point unique.

(3) Les AGs n’utilisent que des valeurs de la fonction étudiée, pas sa dérivée, ou

une autre connaissance auxiliaire.

(4) Les AGs utilisent des regles de transition probabilistes, et non déterministes.
Afin de bien appréhender la dynamique des algorithmes génétiques, introduisant les
principaux éléments du jargon utilisé dans la littérature.

* Individu ou Chromosome : une solution potentielle.

*

Population : un ensemble de chromosomes ou de points de I'espace de recherche.

*

Environnement : I’espace de recherche.

*

Fitness ou Fonction d’évaluation : la fonction-positive-que ’on recherche a maxi-
miser.

Ce petit lexique, est fait avec prudence analogie avec la biologie, a naturellement une
simple fonction métaphorique. Leur emploi n’obéit qu’a un souci pragmatique. Nous
les utilisons dans I'introduction de I'algorithme génétique standard, considéré désormais
par maintes auteurs sous le nom d’Algorithme Génétique Canonique (AGC), défini par
Holland (1975) [?] et redynamisés par Goldberg (1989) [35].

Algorithme génétique standard

Avant d’examiner les mécanismes et la puissance d'un algorithme génétique stan-
dard, présentons clairement I'objectif visé. Le probleme des AGs peut étre résumé de
la maniere suivante : On dispose d'une fonction f, non constante, définie sur le cube
logique {0, 1}", n est un entier naturel, et on se fixe pour objectif de localiser ’ensemble
f* de maxima globaux de f, ou a défaut, de trouver le plus rapidement et le plus effi-

cacement possible des points sous-optimaux. Formellement, il s’agit d’une optimisation
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sans contraintes du type :

maXzG{OJ}n f(SE)

Tres souvent, comme dans notre probléme, on s’intéresse plutot aux minima d’une

fonction f, dans ce contexte, les résultats suivants sont utilisés :

Lemme 4.1
Soit f une fonction réelle d’une ou de plusieurs variables. Les problémes d’optimisation
suivants sont équivalents :

(1) min, f(x)

(i) max,(—f(z))

De plus, la fonction optimisée par un AG doit avoir des valeurs positives dans ’es-
pace de recherche. Dans le cas contraire, il est nécessaire d’ajouter aux valeurs de f une
constante positive adéquate C' conformément a 1’équivalence des problémes d’optimisa-
tion suivants :

— max, f(z)

— max,(f(z)+C),C €R

En définitive, 'objectif de I’AG est de régler les différents parametres d’un probleme

donné pour obtenir la plus grande valeur possible de la fonction objectif f.

L’organigramme dans la figure montre clairement le fonctionnement de I’AG et
indique ses différents opérateurs de base. Ces opérateurs sont inspirés directement des
mécanismes de la sélection naturelle et des phénomenes génétiques. Ainsi, le principe
de 'AG (ce qui fait d’ailleurs justifié son nom) est de faire évolué une population de
facon a adapter les individus a I'environnement en place, comme le ferait un ensemble
d’étres vivants. Ce principe s’apparente convenablement a celui de la théorie de Darwin
[72] sur I’évolution, selon laquelle "la vie est une compétition et seuls les mieux adaptés
survivent et se reproduisent”.

Techniquement, comme il est montré dans la figure 4.2 une nouvelle génération
s’obtient généralement au bout d’un cycle composé de trois opérateurs standards : re-

production, croisement et mutation.
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s a

F

Population initiale

. J

A 4

Evaluation fitness

Condition
d’arrét

\( Opérateurs ]

'L génétiques

¥

[ Nouvelle ]

population J

FIGURE 4.2 — Organigramme de 'AG

1) Reproduction

L’opérateur de reproduction est directement inspiré de la sélection naturelle, il consiste
a dupliquer chaque individu de la population proportionnellement a sa valeur d’adap-
tation. Il s’agit en quelque sorte, de réaliser autant de tirages avec remise a la maniere
de la technique de Bootstrap, qu’il y a d’éléments dans la population. Chaque élément
étant tiré avec une probabilité liée a sa valeur d’évaluation que le statisticien peut bien
interpréter comme des probabilités de survie. Ainsi, les individus ayant une grande
valeur de la fonction fitness ont plus de chance d’étre sélectionnés pour la génération
suivante. On parle alors de sélection proportionnelle.

L’opérateur de reproduction peut étre mise en oeuvre sous forme algorithmique de dif-
férentes fagons. La plus facile est de créer une roue de loterie biaisée (figure ) pour
laquelle chaque individu de la population courante occupe une section de roue propor-
tionnelle a son adaptation.

Pour réaliser la reproduction, il suffit de faire tourner la roue biaisée ainsi définie autant
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de fois qu’on a besoin de descendants. Le groupe ainsi obtenu constitue I’ébauche de la

nouvelle génération qui est ensuite soumise a d’autres opérateurs génétiques.

X1

X4

X2 Secteur
proportionne
1a X4

X3

FIGURE 4.3 — Roue de loterie biaisée

Etant donné un fitness positif f et une taille de la population n, une telle reproduc-

tion peut étre décrite schématiquement par le pseudo code suivant :
Algorithme : roue biaisée
Début
-Evaluer le fitness f; de chaque individu X;
-Calculer F' le fitness total de la population : F'=>"", f;
Pouri:=1:n
pi = fi/F Probabilité de sélection de X;

=70

Pour j:=1:1
4 = ¢ +Dj
fin pour

Pouri:=1:n

p réel tiré dans [0, 1]

Si D < g

Sélectionner X;

Sinon Sélectionner X;,2 < k <n tel que gr_1 <P < @k
Fin si

Fin pour

Fin

L’inconvénient majeur de ce type de reproduction vient du fait qu’elle peut favoriser
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la domination d’un individu ne représentant pas véritablement le meilleur . De plus,
elle peut aussi engendrer une perte de diversité par la domination d’un super -individu.
Ce qui ne donne pas une bonne population. Pour pallier cet inconvénient, on préfere
tres souvent des méthodes de reproduction plus justes qui n’autorisent en aucun cas de
naissance d’un super-individu. Une solution de compromis peut éviter les inconvénients
de 'utilisation de la sélection proportionnelle est 'utilisation de la sélection par range-
ment : Le principe de cette méthode consiste a ranger les individus de la population
de la génération courante par ordre croissant de leurs évaluations (fitness), respecti-
vement par ordre décroissant de leurs évaluation pour un probleme de maximisation.
Puis attribuer a tout individu ¢, une probabilité p; de participation dans la génération

suivante, selon son rang :

36

— (’f’i — ].) X (2p—2)

pi = n(n—1)’

tel que le nombre moyen d’enfants de I'individu ¢ est n X p; ou :

n est la taille de la population.

r; . le rang de l'individu .

¢ : est la pression de la sélection, ¢ € [1,2] qui représente le nombre moyen d’individus
enfants du meilleur individu.

Cette méthode de sélection évite les inconvénients de la sélection proportionnelle et
représente un changement d’échelle dynamique.

Apres la reproduction, un croisement permet de générer les nouveaux individus.

2) Croisement

Relativement a deux individus "parents”, considérés a cette occasion comme des vec-
teurs, la dynamique de I'opérateur de croisement, inspiré directement du processus de
multiplication des chromosomes humains, consiste a générer deux nouveaux individus
"enfants” de la facon suivante :

On choisit au hasard deux parents dans la population intermédiaire p’ (ayant subit la
reproduction) et un site de croisement (un nombre de 1 a [, [ est la longueur du chromo-
some), soit k 'indice du cite, on obtiendra alors deux enfants en prenant d’une part les

k premiers génes du premier parent et les (I — k) derniers génes du deuxiéme parent. On
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note que l'opérateur de croisement est appliqué avec une probabilité p.. Cette méthode
est appelée méthode de croisement a un site.

Il existe d’autres types de croisements comme le croisement a deux sites ou on échange
les segments ainsi délimités entre les deux parents. L’avantage de cet opérateur est de
parcourir plus rapidement I’ensemble des solutions en permettant de modifier plus fa-
cilement les alleles (bits) des deux bouts d’un chromosome.

a) Croisement multi-sites

Plus généralement, un croisement multi-sites consiste a choisir au hasard k sites de
croisement, et inter-changer les parties correspondantes des deux parents choisis aléa-
toirement.

Schématiquement, un opérateur de croisement a 4-sites de croisement est illustré dans

la figure [4.4]

B (BN
HlE

Les individus parents —8 3 Les individus fils

FIGURE 4.4 — L’opérateur de croisement a 4 sites

b) Croisement uniforme
Soit r; un nombre appartenant a U'intervalle [0, 1].
L’application d’un opérateur de croisement uniforme sur les deux individus parents A et
B tels que : A = (ay,ag, ..., @, ..., a,)', B = (b1, by, ..., b, ..., b, )" donne les deux individus
fils A', B’ tels que : A’ = (a},d}, ..., al, ...,al)t, B' = (b, b, ..., b, ..., bl )! qui sont obtenus

de la maniére suivante :

/ ai,r; < 0.5 , i, 15 > 0.5
t bi,ﬁ > 0.5 ' bi,T’Z’ < 0.5

3) Mutation

L’opération de mutation consiste & modifier de maniere aléatoire, avec une probabilité
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généralement faible, la valeur d’'une composante de I'individu. Dans le cas d’un codage
binaire de I’AG [71], un booléen w € {0, 1} choisi aléatoirement est remplacé par son
inverse 1 — w. Techniquement, la combinaison de la reproduction et du croisement est
suffisante pour assurer I’évolution de la population, mais il peut arriver que certaines
informations essentielles (composantes dans le cas de vecteurs) disparaissent de la po-
pulation. Le role premier de la mutation est donc de pallier a cet inconvénient. Prise
isolément, la mutation constitue une exploration aléatoire dans ’espace des chaines.
Mais une utilisation parcimonieuse avec la reproduction et le croisement constitue une
police d’assurance protégeant de la perte prématurée de composantes importantes. Tra-
ditionnellement, la mutation est appliquée aux enfants avec une probabilité faible com-
prise entre 0.01 et 0.1 pour empécher une convergence locale de 'algorithme génétique,

c’est-a-dire pour éviter que 'algorithme génétique converge vers un minimum local.

Il existe plusieurs variantes de ’AG génétique standard. Les différences sont princi-
palement dans : la sélection, le croisement, la mutation et la stratégie de remplacement
[40].

4.4.2 Un algorithme d’initialisation basé sur I’algorithme gé-
nétique pour la factorisation semi non-négative

Comme il a été montré dans la section précédente, le probleme d’initialisation dans
les méthodes de factorisation non-négative a été traité dans la littérature par plusieurs
chercheurs, pour la factorisation semi non-négative, trois méthodes d’initialisation sont
décrits, et chaque méthode a été examiné indépendamment. Cette section présente
I’algorithme d’initialisation pour le Semi-NMF basé sur l'algorithme génétique, ainsi

qu’une étude comparative basée sur un exemple réel avec les autres initialisations.

Les algorithmes génétiques sont largement utilisés dans le domaine de la factori-
sation matricielle. Une version initiale des algorithmes génétiques a été adaptée pour
la factorisation des matrices binaires [70]. L’article [46] présente I'application de cing

algorithmes basés sur I’évolution des populations (ou Ialgorithme génétique apparait)
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comme nouvelles variantes d’initialisation pour la factorisation non négative NMF. Et
aussi, nous pouvons trouver dans [68] un algorithme de factorisation non négative amé-

lioré basé sur l'algorithme génétique.

Le but de notre algorithme d’initialisation est de trouver heuristique-ment les points
de départ optimaux pour les colonnes de la matrice a valeurs non-négatives demandée

pour la factorisation semi non négative afin de minimiser la fonction objective suivante :
f(B) = ||X — AB||% sous B e RM? (4.16)

ou X € R™P et A € R™<F,

L’objectif est de trouver une solution avec moindre erreur lors de la convergence et/ou
d’accélérer la convergence du Semi-NMF (c’est a dire, une erreur d’approximation
plus petite pour un nombre donné d’itérations).

L’algorithme d’initialisation pour le Semi-NMF se déroule de la maniere suivante :
Au lieu de chercher touts les éléments de la matrice B définie dans [4.16] nous opti-
misons séquentielle-ment chaque colonne de la matrice B. Cela permet un appel vers
I’algorithme génétique standard autant de fois que le nombre des colonnes de la matrice
originale X. Dans ce cas, 'AG va chercher dans 'espace RE le meilleur vecteur B.; qui

minimise la fonction fitness suivante :
f(By) =X, — AB,||% 1<j<p (4.17)

L’algorithme présenté ci-dessous montre notre procédure d’initialisation.
Algorithme 3

Etant donnés : X € R™? et k << min(n,p)

(i) Initialiser A0 aléatoirement ;

(ii) Pour i=1ap

Utiliser I’AG pour minimiser ||.X; — AOBJ-H?J;

B(:j) = Bj;

Finpour

Finalgorithme
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Les parametres d’entrés pour l'algorithme génétique sont : X (la j*™ colonne de
la matrice originale X) et A0 (une matrice générée aléatoirement dans R™**.
le parametre de sortie est B; (la j°™¢ colonne de la matrice & initialiser B).
Pour conserver la non négativité des éléments de la matrice a initialisé B, I'algorithme

génétique prend des bornes supérieurs et inférieurs pour 1’espace de recherche.

Expérience Numérique

Nous présentons dans cette sous-section les résultats d’une expérience simple sur
les données Ionosphere UCI [83] (il s’agit d'une matrice de dimension 34 x 351 qui
contiennent des valeurs positives et négatives dans I'intervalle [-1,1]) qui vise a vérifier
que l'utilisation de l'algorithme génétique dans l'initialisation de l'algorithme Semi-
NMF jette de lumiere supplémentaire a l'algorithme Semi-NMF. Nous avons été
adaptés a I'implémentation GA existant dans Matlab (ga) pour faire I’algorithme d’ini-
tialisation tout en respectant les propriétés de la norme de Frobenius dans la fonction
fitness de ’'AG.

Notre objectif est d’illustrer sur des données réelles, les observations sur I’approximation
des erreurs pour trois initialisations Semi-NMF (initialisation aléatoire, initialisation
k-means et initialisation GA).

Les résultats de notre expérience sont donnés dans les figures [.5], [4.6] , et [4.7]
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FI1GURE 4.5 — Erreur d’approximation du Semi-NMF pour différentes initialisations
sur les données Ionosphere, k=5
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FIGURE 4.6 — Erreur d’approximation du Semi-NMF pour différentes initialisations
sur les données Ionosphere, k=10
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F1GURE 4.7 — Erreur d’approximation du Semi-NMF pour différentes initialisations
sur les données Ionosphere, k=20

Interprétations et commentaires

Nous remarquons que les valeurs de I'erreur d’approximation obtenue par le Semi-
NMF initialisé par 'algorithme génétique sont les plus petites durant les itérations
(Graphes en rouge dans les figures [4.5] [£.7), nous avons montré alors qu’une ini-
tialisation avec l'algorithme génétique pour la variante de mise a jour multiplicative de
I’algorithme Semi-NMF donne une fonction d’erreur d’approximation plus faible que

les initialisations aléatoires et k-means.
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Conclusion Générale

Ce mémoire a exploré un sujet relativement récent : la factorisation en matrices non
négatives. On a vu que cette technique permettait a la fois la compression et 1'analyse
de données positives (images, textes, ...). En effet, en réalisant une approximation &
rang inférieur, on obtient une base positive de taille réduite a partir de laquelle on peut

reconstituer les données par combinaison linéaire a coefficients positifs.

Le probleme de factorisation non négative exacte a été abordé plus en détail : on a
montré les résultats théoriques existaient dans la littérature tout en visualisant l'inté-
rét majeur du concept de rang non négatif associé a une matrice non négative. Puis,
nous avons présenter le probleme NMF comme une approximation a rang non négatif
inférieur, qui est un probléeme d’optimisation sous contraintes dont les conditions d’op-
timalité de premier ordre KKT sont vérifiées, d’ou une solution local est existait et
représenté par un point stationnaire. Ensuite, nous avons présenté les différents algo-

rithmes qui permet de calculer une factorisation NMF.

Dans cette these, un cas particulier des méthodes NMF a été pris en charge, nous
avons donc présenter le modele Semi-NMF selon les deux aspects : théorie et algo-
rithmes.

Comme contribution de notre theése, nous avons arrivé a introduire un nouveau concept

qui est le rang semi non négatif, c’est un concept situé entre le rang non négatif (qui
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est un probléme pas encore résoud), et le rang usuel (qui fait la base de la méthode
d’analyse des données la plus efficace SVD. Nous avons établi une relation explicite
entre le rang semi non négatif et le rang usuel par le biais d’'une condition nécessaire
et suffisante. Ces résultats théoriques ouvre la perspective de la recherche de nouvelles
méthodes d’analyse des données qui sont similaires a la SVD d’un part, et répondent
aux exigences d'une contrainte de non négativité d’un autre part.

Sur 'aspect algorithmique, nous avons choisi a utiliser la globalité des solutions de
I’algorithme génétique standard pour faire le plus dans l'initialisation de 1’algorithme
Semi-NMF, il est bien connu que l'algorithme génétique avec le codage réel n’avais
pas de preuves purement théoriques, et que nous ne pouvons pas vérifier les conditions
d’optimisation pour un algorithme génétique (puisqu’il ne tient pas compte de la com-
plexité de la fonction objective), mais dans la réalité, 'algorithme génétique donne de
meilleures solutions et il est préférable par les utilisateurs.

Les résultats pratiques que nous avons réussi au cours de notre expérience numérique
nous laisse a réfléchir pour une version stochastique pour le probleme Semi-NMF ou

nous pouvons définir des opérateurs explicites.
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