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qui m’a proposé ce travail. Durant ces quatres années, il n’a mesuré ni son son
temps ni sa patience, il a dirigé ce travail avec beaucoup de compétence. Il a
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Introduction

0.1 Position du problème

Un trinôme est la somme de 3 monômes non nuls de degrés distincts. l’ob-
jet de ce travail est de déterminer le groupe de Galois de trinômes à coeffi-
cients rationnels. Les trinômes constituent en un certain sens des polynômes
les plus simples avec lesquels on peut espérer réaliser une liste pas trop réduite
de groupes de Galois. Les monômes Xn, évidemment, mais aussi les binômes
Xn − a, ne mènent pas à des situations très riches puisque les binômes à coef-
ficients rationnels sont tous résolubles.

L’intérêt de l’étude de ces polynômes très particuliers peut être justifiée par
plusieurs arguments.

En premier lieu, le calcul de leurs groupes de Galois nous fournit des po-
lynômes simples ayant un groupe de Galois donné. Ainsi, étant donné un groupe
fini G de permutations, chercher à le réaliser comme groupe de Galois d’un
trinôme sur Q est une version à priori bien cernable par le calcul explicite du
problème de Galois inverse. En fait, il est très difficile de réaliser effectivement
des groupes primitifs autres que le groupe alterné An et le groupe symétrique
Sn comme groupe de Galois d’un trinôme.

La deuxième motivation est la possibilité, grâce à la forme simple du po-
lynôme envisagé, d’appliquer et d’illustrer les résultats de la théorie algébrique
des nombres et de l’algèbre.

En troisième lieu, l’intéterêt le plus fort de l’étude des trinômes serait la
résolution de la version algébrique du treizième problème de Hilbert [15] et plus
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2 Introduction

précisément de sa conjecture sextique, d’après laquelle l’équation générale du
sixième degré ne peut être résolue par superposition de fonctions algébriques
d’une variable.

La détermination du groupe de Galois sur Q du corps de décomposition d’un
poynôme est un problème classique d’algèbre. Cette détermination repose sur le
principe de Van der Waerden [44] basée essentielllement sur la ramification d’un
nombre premier dans l’extension. Un théorème dû à cet auteur [44] affirmait
qu’en dehors du groupe symétrique Sn, il est difficile de réaliser un sous-groupe
strict de Sn comme groupe de Galois d’un polynôme unitaire à coefficients sur
Z. Par exemple, pour un nombre premier p impair et un entier a tel que p

√
a /∈ Z,

le groupe de Galois du binôme Xp − a, qui est résoluble, est engendré par un
cycle d’ordre p et un cycle d’ordre (p− 1), c’est donc le groupe affine Aff(Fp).

En fait les trinômes de degré n sur Q fournissent des exemples de po-
lynômes de degré n à coefficients rationnels ayant pour groupe de Galois le
groupe symétrique Sn : Par exemple Osada [30, 31] et Serre [38] ont montré
indépendamment que le trinôme Xn − X − 1 a pour groupe de Galois Sn sur
Q pour n > 1.

La facilité à établir que le groupe de Galois d’un trinôme à coefficients ra-
tionnels est Sn est liée à la propiété démontrée par Schinzel [34] : les trinômes
génériques Xn+trXm+ts avec n,m, r et s entiers naturels tels que n > m > 0
et s(n−m)−rn = 1, ont Sn pour groupe de Galois sur Q(t). En effet le théorème
d’irréductibilité de Hilbert entrâıne alors que le trinômeXn+trXm+ts a Sn pour
groupe de Galois sur Q pour une infinité de valeurs du paramètre t ∈ Q∗. Les
travaux connus à ce jour semblent indiquer qu’il est très difficile de construire
des exemples de trinômes irrèductibles de degré n ≥ 7 ayant pour groupe de
Galois sur Q un groupe de permutations ne contenant pas le groupe altèrné
An. C’est ainsi qu’ Angeli [2] a montré que si, p ≥ 7 est un nombre premier
fixé, il n’y a qu’un nombre fini d’orbites de trinômes irréductibles résolubles
f(X) = Xp + aX + b sous l’action f(X) −→ kpf(X/k) du groupe Q∗.

La conjecture énoncée par Kölle et Schmid est la suivante :
si p est un nombre premier, et si a est un nombre entier tel que vp(a) = 1, alors
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le trinôme

f(X) = Xp + aX + a (0.1.1)

a un groupe de Galois isomorphe au groupe symétrique Sp. Cette conjecture
a été démontré par Gauckler [18] lorsque p = 5. D’autre part, on sait depuis
l’article de Movahhedi [26] que, si trinôme (0.1.1) ne satisfait pas la conclusion
de la conjecture, alors son groupe de Galois est nécessairement résoluble.

Dans cette thèse, nous nous intéressons à la possibilité de trouver un trinôme
irréductible f0(X) = AXp + BX + C (ABC 6= 0) à coefficients rationnels de
degré premier p ≥ 7 qui soit résoluble. Pour un tel trinôme, il existe une valeur
k ∈ Q∗ telle que le trinôme kpf0(X/k) soit de la forme

f(X) = Xp + acp−2X + acp−1 (0.1.2)

pour deux entiers rationnels a et c étrangers. C’est pourquoi nous nous limite-
rons à examiner des trinômes de cette forme (0.1.2).

0.2 Résumé de la littérature

Avant de citer les travaux relativement à la détermination de groupes de Ga-
lois de trinômes, nous allons essayer de parler en premier de cette détermination
mais concernant des polynômes en général. La théorie de Galois est très utile
dans plusieurs sphères des mathématiques telles que l’Arithmétique ainsi que
l’Algèbre. Le théorème fondamental de cette théorie est inévitable lorsque vient
le moment de faire l’éventail des sous corps d’une extension de Q. En effet, elle
transforme la chasse aux sous-corps en une chasse aux sous groupes.

Plusieurs auteurs se sont intéressés à la détermination de groupes de Galois
de trinômes. Parmi les premiers travaux spécifiques aux trinômes, on peut citer
Lalesco [22] qui dès 1907, montre que le polynôme xn − kaX + a a un groupe
de Galois Sn sur K(a), sous l’hypothèse que n est premier.

Dans le cas où le trinôme est de degré quelconque, nous pouvons citer les
travaux [30, 31], [27] et [13, 14]. Nous pouvons aussi citer les travaux de Bishnoi
et Khanduja [6] qui ont étendus ceux de Schur [35, 36]. Pour finir le cas des
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trinômes de degré quelconque n, on cite [19] dans lequel les auteurs ont voulu
aborder le problème inverse.

Dans le cas où l’entier p est premier, W. Feit [17] dresse la liste des groupes
susceptibles de se réaliser comme groupe de Galois d’un trinôme de degré pre-
mier et irréductible sur le corps Q. D’ailleurs il s’avère que très peu de groupes
de permutations sont susceptibles de se réaliser comme groupe de Galois de tels
trinômes. Dans ce cas, nous pouvons citer les articles [21], [26] ainsi que [4, 5].

D’autres résultats ultérieurs vont dans ce sens. Komatsu [21] donne des
conditions suffisantes pour que le trinôme à coefficients entiers ait un groupe
de Galois Sn ou An. A.Movahhedi étendra ces résultats dans [26].

S.D.Cohen, A.Movahhedi et A.Salinier montrent, sous des hypothèses pas
très fortes, que le groupe de Galois d’un trinôme à coefficients entiers est An ou
Sn [13, 14, 12].

Par ailleurs, A.Salinier et A.Hermez donnent explicitement et en tout degré
des familles infinies de trinômes de groupes de Galois An [19].

En petit degré, des groupes de Galois plus petits sont réalisés. L’un des
premiers exemples apparus dans la littérature est probablement le trinôme

X7 − 7X + 3,

simple donc joli, qui réalise le groupe PSL(3, 2). Le fait fut remarqué par Trinks
en 1968[41], et prouvé par Matzat quelques années plus tard. Plus récemment
[10], N.D.Elkies et N.Bruin ont dressé la liste complète des trinômes de degré
7 réalisant PSL(3, 2), ajoutant à X7 − 154X + 99, exhibé par Erbach, Fischer
et McKay, deux nouveaux exemples.

Les outils essentiels utilisés dans la plus part des articles cités précédemment
reposent presque tous sur les notions de ramification, de décomposition d’un
nombre premier en produit d’idéaux premiers, de polygones de Newton et
d’arithmétique de corps de nombres. Ces méthodes ont été reprises en détail
dans l’article intitulé The factorisation of polynomials over local fields [12]. Dans



0.3. RÉSULTATS 5

cet article, les auteurs ont non seulement apporté une démonstration moderne
et accessible du théorème d’Ore [29] mais aussi étendu le domaine de validité de
ces résultats. Cet article a posé les bases de nombreux travaux ultérieurs, nous
pouvons citer par exemple les travaux menés à bien par l’école Barcelonaise [25].

Cependant, Gauckler dans son article [18] s’est distingué dans sa façon de
s’y prendre pour prouver son résultat en passant par le polynôme résolvant [11].

Un second article original par ses techniques de démonstrations est du à An-
geli [2]. En effet, en reprenant l’idée trouvée en premier chez Gauss [24], Angeli
prouve alors que la détermination des paramètres t de trinômes de groupe de
Galois G donné se ramène à la recherche de points rationnels sur une certaine
courbe algébrique.

0.3 Résultats

Le premier chapitre se devait de rappeler et citer certaines notions de la
théorie des nombres en particulier quelques éléments sur la théorie de Galois
qui seront nos outils indispensables pour nos démonstrations. Nous avons voulu
commencer par certains éléments incontournables et indispensables de la théorie
de Galois en particulier les extensions, polynômes scindés, corps de rupture,
corps de racines d’un polynôme séparable ainsi que le groupe de Galois d’un
polynôme séparable. Les notions liées de ramification et polygône de Newton
originellement exposés par Ore [29] puis reprises en mieux dans [12], ont été
présentées. Ces notions, en combinaison avec le lemme d’ Abhyankar [1], per-
mettent d’identifier la structure du groupe d’inertie dans une extension N au
dessus du corps des rationnels Q. La détermination du groupe d’inertie nous
renseigne sur la possible réalisation d’un groupe de permutations comme groupe
de Galois du trinôme considéré.

Le deuxième chapitre est consacré aux groupes de Galois de trinômes.
Nous commençons par la notion du résultant de deux polynômes. La motiva-
tion de revisiter et au besoin démontrer les propriétés essentielles à cette notion,
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inspirées de [39], nous est parue indispensable et nécessaire pour enfin arriver
au lien liant le résultant au discriminant d’un polynôme apporté par la formule
(2.2.4) de la définiton 20 . Tout ce ci pour enfin apporter une démonstration
détaillée de la formule du discriminant d’un trinôme quelconque (2.2.6), for-
mule que nous retrouvons dans [40]. La classification des trinômes s’imposant
à nous y est ensuite présentée. Deux trinômes équivalents ont le même groupe
de Galois d’où le problème de décrire ces classes et de trouver un représentant
privilégié dans chaque classe.

Le chapitre 3 contient pour une part essentielle les résultats originaux aux-
quels nous sommes parvenus dans le cadre de cette thèse. Notre résultat prin-
cipal est le théorème 3.1. Un cas particulier des trinômes que nous considérons
dans le théorème 3.1, déjà traité dans la littérature [20, 26], est le cas c = 1,
c’est à dire celui des trinômes Xp + aX + a, où a est un entier divisible par p
exactement une fois. Soulignons de plus que Kölle et Schmid [20] conjecturent
que le groupe de Galois de f(X) est toujours Sp lorsque c = 1. Cependant, en
général ceci a été prouvé seulement pour p 6 5 à ce jour [18]. Nos méthodes de
démonstrations sont proches de celles utilisées dans [20], et nous réctifions une
petite erreur dans ce papier [20]. Le point 1 du théorème 3.1 a été démontré
dans [20, pp.82-83] dans le cas particulier qui y est considéré, alors que les
points 2 et 3 sont nouveaux : nous les déduisons à partir du théorème de Pellet-
Stickelberger. L’idée principale dans nos démonstrations est la méthode locale.
Dans le théorème 3.2, basé en partie sur le théorème 3.1 et aussi sur [20, 26],
nous résumons les résultats connus sur les groupes de Galois du trinôme (0.1.2)
lorsque c = 1. Enfin, nous déduisons par la loi de réciprocité quadratique et les
théorèmes 3.1 et 3.2 le théorème 3.3 dont l’intérêt principal est de préciser la
forme d’un contre exemple à la conjecture de Kölle-Schmid. Ces résultats ont
fait l’objet d’un article intitulé On the solvability of an Eisenstein trinomial of
prime degree [8].

Enfin, le dernier chapitre est consacré au cas particulier où l’entier premier
p vaut 7.

Dans tout ce travail, nous emploierons le vocable de corps comme signi-
fiant corps commutatif. De même, tout morphisme d’anneaux (en particulier
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tout morphisme de corps) est supposé envoyer l’élément unité de la source sur
l’élément unité du but. Il en résulte en particulier que tout morphisme de corps
est injectif.
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Chapitre 1

Groupes de Galois et ramification

1.1 Introduction

Nous avons voulu dans ce chapitre apporter certains éléments incontour-
nables et indispensables de la théorie de Galois tels que les extensions, po-
lynômes scindés, corps de rupture, corps de racines d’un polynôme séparable
ainsi que le groupe de Galois d’un polynôme séparable. L’incontournable no-
tion de ramification y est ensuite exposée, s’inspirant pour cela du livre de J.-P
Serre [37]. S’en suivront, les notions liées de ramification et polygône de New-
ton originellement exposés par Ore [29] puis reprises en mieux dans [12]. Ces
notions, en combinaison avec le lemme d’ Abhyankar [1], permettent d’identi-
fier la structure du groupe d’inertie dans une extension N au dessus du corps
des rationnels Q. La détermination du groupe d’inertie nous renseigne sur la
possible réalisation d’un groupe de permutation comme groupe de Galois du
trinôme considéré.

1.2 Éléments de la théorie de Galois

1.2.1 Rappels sur les extensions

Définition 1. Etant donné un corps F , on appelle extension de F un couple
(E, jE) constitué d’un corps E et d’un morphisme de corps jE : F → E. Le
corps E est appelé le corps essentiel de l’extension (E, jE), le corps F le corps de
base et le morphisme jE le morphisme structural ou plongement de l’extension.

9



10 CHAPITRE 1. GROUPES DE GALOIS ET RAMIFICATION

Notation 1.1. La notation E/F est utilisée pour signifier que le corps E est le
corps essentiel d’une extension du corps F .

Par abus de langage, on emploiera souvent des locutions telles que � l’ex-
tension E/F �, omettant ainsi d’avoir à nommer le plongement jE : F → E
de l’extension. Ceci est surtout avantageux dans la situation où F est un sous-
corps de E : il sera alors tacitement supposé par la notation E/F que jE n’est
autre que l’injection canonique de F dans E.

Exemple 1.2. Si A est une F -algèbre commutative, et si I est un idéal maximal
de A, soit jI le morphisme de source F et de cible l’algèbre quotient A/I
obtenu par composition du morphisme structural de la F -algèbre A suivi par la
surjection canonique de A dans A/I. Le couple EI = (A/I, jI) est une extension
de F .

Définition 2. Une extension (E, jE) du corps F est dite triviale lorsque son
morphisme structural jE est surjectif (et donc bijectif).

Définition 3. Deux extensions (E, jE) et (E ′, jE′) du corps F sont dites iso-
morphes s’il existe un isomorphisme de corps φ : E → E ′ tel que φ ◦ jE = jE′.

Définition 4. Étant données deux extensions E ′/F et E/E ′ telles que le corps
essentiel de la première est le corps de base de la seconde, donnés respectivement
par les morphismes jE′ : F → E ′ et j′E : E ′ → E, on appelle superposée de ces
deux extensions l’extension E/F donnée par le morphisme composé j′E ◦ jE′ :
F → E.

Lorsque E est une extension du corps F , le morphisme de corps jE : F → E

induit sur E une structure d’espace vectoriel sur F en posant pour tout élément
a de F et pour tout élément x de E

a · x = jE(a)x .

Définition 5. Une extension E/F est dite finie lorsque E est un espace vec-
toriel sur F de dimension finie.

Ainsi une extension E/F donnée par le morphisme jE : F → E est finie si et
seulement s’il existe une partie finie X ⊂ E telle que l’application φE : FX → E
définie par

∀a = (ax)x∈X ∈ FX , φE(a) =
∑
x∈X

jE(ax)x
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est surjective.

Proposition 1.1. La superposée de deux extensions finies est une extension
finie.

Preuve. Soit E/F l’extension superposée de deux extensions finies E ′/F et
de E/E ′, supposées données respectivement par les morphismes jE′ : F → E ′

et j′E : E ′ → E. Puisque E ′/F est finie, il existe une partie finie X ′ ⊂ E ′ telle
que l’application φE′ : FX ′ → E ′ définie par

∀a = (ax′)x′∈X ′ ∈ FX ′, φE′(a) =
∑
x′∈X ′

jE′(ax′)x
′

est surjective. De même, puisque l’extension E/E ′ est finie, il existe une partie
finie X de E telle que l’application ψE : E ′X → E définie par

∀b = (bx)x∈X ∈ E ′X , ψE(b) =
∑
x∈X

j′E(bx)x

est surjective. Comme le produit cartésien d’ensembles finis est fini, l’ensemble

X ′′ = {j′E(x′)x; (x, x′) ∈ X×X ′}

est une partie finie de E.
Soit alors un élément quelconque z de E : par la surjectivité de ψE, il existe

un élément b = (bx)x∈X de E ′X tel que

z =
∑
x∈X

j′E(bx)x .

Pour tout x ∈ X, par surjectivité de φE′, il existe un élément ax = (ax,x′)x′∈X ′

de FX ′ tel que
bx =

∑
x′∈X ′

jE′(ax,x′)x
′ .

On en déduit que

z =
∑
x∈X

∑
x′∈X ′

(j′E ◦ jE′)(ax,x′)j′E(x′)x.

Ceci signifie que l’application φE de FX ′′ dans E définie par

∀a = (ax′′)x′′∈X ′′ ∈ FX ′′, φE(a) =
∑
x′′∈X ′′

(j′E ◦ jE′)(ax′′)x′′

est surjective.
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Définition 6. Soit E/F et E ′/F deux extensions du même corps F . On dit que
E ′/F est une sous-extension lorsqu’il existe une extension E/E ′ du corps E ′

telle que E/F soit la superposée de E ′/F et de cette extension E/E ′. Une sous-
extension E ′/F d’une extension E/F est dite propre lorsque cette extension
E/E ′ est non triviale.

Lorsque l’extension E ′/F est une sous-extension de E/F , cela signifie donc
par définition qu’on s’est donné un morphisme de corps j′E : E ′ → E.

Proposition 1.2. Si E ′/F est une sous-extension de l’extension finie E/F ,
alors les extensions E ′/F et E/E ′ sont finies.

Preuve. Notons jE : F → E et jE′ : F → E ′ les morphismes structuraux
respectifs des extensions E/F et E ′/F . Puisque E ′/F est supposée être une
sous-extension de E/F , il existe un morphisme j′E : E ′ → E tel que jE = j′E◦jE′,
ce qui fait voir que l’application j′E est F -linéaire. D’autre part, j′E est injectif
comme tout morphisme de corps. On dispose ainsi d’un morphisme F -linéaire
injectif de E ′ dans E. Si E/F est finie, ceci montre que E ′ est un espace vectoriel
de dimension finie sur F , c’est-à-dire que l’extension E ′/F est finie.

Puisque E/F est finie, il existe une partie finie X ⊂ E telle que l’application
φE : FX → E définie par

∀a = (ax)x∈X ∈ FX , φE(a) =
∑
x∈X

jE(ax)x

est surjective. Pour tout z ∈ E, il existe donc un élément (ax)x∈X de FX tel
que

z =
∑
x∈X

jE(ax)x =
∑
x∈X

j′E(jE′(ax))x,

ce qui montre que l’application ψE de E ′X dans E définie par

∀a = (ax)x∈X ∈ E ′X , φE(a) =
∑
x∈X

j′E(ax)x

est surjective. Ainsi l’extension E ′/E est finie.

Définition 7. Le degré d’une extension finie E/F est la dimension de E en
tant qu’espace vectoriel sur F .
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Notation 1.3. Pour toute extension finie E/F , le symbole [E : F ] désigne le
degré de l’extension.

Exemple 1.4. Si p(X) ∈ F [X] est un polynôme irréductible sur le corps F , alors
l’anneau-quotient F [X]/(p(X)) est une extension finie de F , dont le degré est
égal au degré du polynôme p(X).

En effet, l’irréductibilité de p(X) dans l’anneau F [X] équivaut à la maxi-
malité de l’idéal principal I = (p(X)) parmi tous les idéaux principaux de
l’anneau F [X]. Puisque F [X] est un anneau principal, ceci entrâıne que I est
un idéal maximal, et donc que E = F [X]/I est un corps. Le morphisme struc-
tural de l’extension E/F est (exemple 1.2) le morphisme j : F → E donné par
j(a) = a+ I pour tout élément a de F . De plus, une base du F -espace vectoriel
E est donnée par la famille (Xj + I)0≤j<deg(p(X)) qui a précisément deg(p(X))
éléments.

Proposition 1.3. Si E ′/F est une sous-extension de l’extension finie E/F ,
alors nous avons :

[E : F ] = [E : E ′][E ′ : F ]

Preuve. Par la proposition 1.2, on sait que les extensions E/E ′ et E ′/F sont
finies. Soit d le degré de l’extension E ′/F et e le degré de l’extension E/E ′, de
sorte qu’il existe dans le F -espace vectoriel E ′ une base (x1, . . . , xd) à d éléments,
et dans le E ′-espace vectoriel E une base (y1, . . . , ye) à e éléments. Notons jE′, j

′
E

et jE = j′E ◦jE′ les morphismes structurels respectifs des extensions E ′/F , E/E ′

et E/F . Alors tout élément z de E s’écrit de façon unique sous la forme d’une
combinaison linéaire à coefficients dans E ′ des éléments (y1, . . . , ye), c’est-à-dire
qu’il existe un unique (b1, . . . , be) ∈ E ′e tel qu’on ait

z =
e∑
j=1

j′E(bj)yj .

De même, tout élément de E ′ s’écrit de façon unique comme combinaison
linéaire à coefficients dans E des éléments (x1, . . . , xd), de sorte que, pour tout
indice j ∈ {1, . . . , e}, il existe un unique (aj,1, . . . , aj,d) ∈ F d tel que

bj =
d∑
i=1

jE′(aj,i)xi .
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On en déduit

z =
e∑
j=1

d∑
i=1

j′E(jE′(aj,i))j
′
E(xi)yj =

e∑
j=1

d∑
i=1

jE(aj,i)j
′
E(xi)yj ,

par où l’on voit que la famille (j′E(xi)yj)1≤i≤d,1≤j≤e à de éléments engendre le
F -espace vectoriel E, d’où l’inégalité [E : F ] ≤ de.

Si d’autre part on se donne une famille (aj,i)1≤i≤d,1≤j≤j d’éléments de F telle
que la combinaison linéaire

e∑
j=1

d∑
i=1

jE(aj,i)j
′
E(xi)yj = 0,

alors on peut écrire

e∑
j=1

d∑
i=1

j′E(jE′(aj,i)xi)yj =
e∑
j=1

j′E(
d∑
i=1

jE′(aj,i)xi)yj = 0.

Puisque la famille (y1, . . . , ye) est libre sur E ′, on en déduit que, quelque soit
l’entier j tel que 1 ≤ j ≤ e, on a

d∑
i=1

jE′(aj,i)xi = 0 .

Puisque la famille (x1, . . . , xd) est libre sur F , on en conclut que tous les coeffi-
cients aj,i sont nécessairement nuls. Ceci montre que la famille (j′E(xi)yj)1≤i≤d,1≤j≤e
est libre. Puisqu’on a déjà montré qu’elle est génératrice, c’est en fait une base
du F -espace vectoriel E, d’où l’égalité [E : F ] = de.

Notation 1.5. Si E/F est une extension de morphisme structural jE = F → E,
et si Y est une partie de E, on note F (Y ) le plus petit sous-corps de E contenant
la partie jE(F ) ∪ Y ⊆ E.

1.2.2 Polynômes scindés

Définition 8. Soit f(X) ∈ F [X] un polynôme non nul à coefficients dans un
corps F . On dit que f(X) est scindé sur F lorsque tout diviseur irréductible
de f(X) dans F [X] est de degré 1.
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On peut donc affirmer qu’un corps F est algébriquement clos si et seulement
si tout polynôme non nul de F [X] est scindé sur F .

Propriété 1.4. Si le polynôme f(X) est scindé sur F et si le polynôme g(X)
divise f(X) dans F [X], alors g(X) est scindé sur F .

Preuve. En effet, tout diviseur irréductible du polynôme g(X) dans F [X] est
aussi un diviseur irréductible de f(X) dans F [X].

Propriété 1.5. Si f1(X), f2(X), . . . , fr(X) sont des polynômes non nuls scindés
sur F , alors leur produit f1(X)f2(X) · · · fr(X) est scindé sur F .

Preuve. En effet, tout diviseur irréductible du produit f1(X)f2(X) · · · fr(X)
doit diviser au moins l’un des facteurs f1(X), f2(X), . . . , fr(X), donc est de
degré 1.

Notation 1.6. Si j : R → S est un morphisme d’anneaux, on note j∗ l’unique
morphisme de l’anneau de polynômes R[X] dans S[X] qui prolonge j et qui
envoie l’indéterminée X de R[X] sur l’indéterminée X de S[X].

Définition 9. Si f(X) est un polynôme non nul à coefficients dans un corps F ,
et si E/F est une extension de F , de morphisme structural jE : F → E, on dit
que f(X) est scindé sur E, lorsque le polynôme j∗E(f(X)) ∈ E[X] est scindé
sur le corps E.

Proposition 1.6. Soit f(X) ∈ F [X] un polynôme non nul à coefficients dans
un corps F . Si E ′/F est une sous-extension de E/F , et si le polynôme f(X)
est scindé sur E ′, alors il est également scindé sur E.

Preuve. Notons jE : F → E et jE′ les plongements respectifs des extensions
E/F et E ′/F . Puisque, par hypothèse, l’extension E ′/F est une sous-extension
de E/F , il existe un morphisme j′E : E ′ → E tel que jE = j′E ◦ jE′. On a
alors j∗E(f(X)) = j′E

∗(j∗E′(f(X)). Par hypothèse, le polynôme f(X) est scindé
sur E ′, c’est-à-dire que tout diviseur irréductible de j∗E′(f(X)) dans E ′[X] est
de degré 1. Puisque l’anneau E ′[X] est noethérien, on en déduit que j∗E′(f(X))
est produit de polynômes de degré 1 à coefficients dans E ′. Il en résulte que
le polynôme j∗E(f(X)) = j′E

∗(j∗E′(f(X)) est lui aussi produit de polynômes de
degré 1 à coefficients dans E. Puisque l’anneau E[X] est factoriel, on en déduit
que tout facteur irréductible de j∗E(f(X)) doit diviser un polynôme de degré 1,
il est donc forcément de degré 1.
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1.2.3 Corps de rupture d’un polynôme irréductible

Définition 10. Si f(X) est un polynôme à coefficients dans un corps F , et si
E/F est une extension de F , de morphisme structural jE : F → E, on dit que
f(X) a une racine dans E, lorsque le polynôme j∗E(f(X)) admet dans E[X] un
diviseur de degré 1.

Définition 11. Soit p(X) ∈ F [X] un polynôme irréductible à coefficients dans
un corps F . On appelle corps de rupture de p(X) sur le corps F toute extension
E/F satisfaisant les conditions suivantes.

- Le polynôme p(X) a une racine dans E.
- Si E ′/F est une sous-extension propre de E/F , alors le polynôme p(X) n’a

pas de racine dans E ′.

Théorème 1.7 (Existence du corps de rupture). Soit F un corps, et p(X) ∈
F [X] un polynôme irréductible. On note I = (p(Y )) l’idéal de l’anneau F [Y ]
engendré par le polynôme p(Y ), et on pose E = F [Y ]/I. Alors E est un corps,
et l’extension E/F est corps de rupture de p(X). De plus, le degré de cette
extension est égal au degré du polynôme p(X).

Preuve. Comme on l’a déjà observé (exemple 1.4), l’anneau E est un corps,
et le plongement jE : F → E tel que jE(a) = a + I pour tout élément a de F ,
fait de ce corps une extension du corps F , dont le degré est égal au degré du
polynôme p(X).
Soit θ = Y + I ∈ E ; vérifions que X − θ est diviseur de j∗E(p(X)). Ecrivons
p(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX

n, où ai ∈ F . Alors, on a :

j∗E(p(X)) = j(a0) + j(a1)X + · · ·+ j(an)X
n,

et donc

j∗E(p(X)) ≡ j(a0) + j(a1)θ + · · ·+ j(an)θ
n (mod (X − θ)E[X])

Or

j(a0) + j(a1)θ + · · ·+ j(an)θ
n = (a0 + I) + (a1 + I)θ + ..........+ (an + I)θn

= (a0 + I) + (a1 + I)(Y + I) + .........+ (an + I)(Y + I)n
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= (a0 + I) + (a1Y + I) + ...+ (anY
n + I)

= a0 + a1Y + ....+ anY
n + I

= p(Y ) + I = I

car I = (p(Y )). Comme I = 0 + I est l’élément nul de F [Y ]/I, on en conclut
que j∗E(p(X)) est divisible par X − θ, de sorte que p(X) a une racine dans E.

Soit E ′/F une sous-extension de E/F dans laquelle p(X) a une racine. Nous
notons jE′ le morphisme structural de l’extension E ′/F , et j′E celui de l’extension
E/E ′, de sorte que jE = j′E◦jE′. Dans E ′[X], le polynôme j∗E′(p(X)) a un facteur
de degré un αX − β, où α 6= 0 et β sont deux éléments de E ′. Par définition
de l’anneau F [X], il existe un unique morphisme d’anneaux φ : F [X]→ E ′ tel
que φ(a) = jE′(a) pour tout a de F et φ(X) = β

α . On a alors

φ(p(X)) = jE′(a0) + jE′(a1)

(
β

α

)
+ · · ·+ jE′(an)

(
β

α

)n
= 0

car
j∗E′(p(X)) = jE′(a0) + jE′(a1)X + · · ·+ jE′(an)X

n

est par hypothèse divisible par αX − β. Par conséquent, l’idéal I est contenu
dans le noyau du morphisme φ, ce qui donne par passage au quotient un mor-
phisme φ̄ : E → E ′. Le composé j′E ◦ φ̄ est un endomorphisme de E dont il
est facile de s’assurer qu’il est F -linéaire. Il est de plus injectif puisque c’est un
morphisme de corps. Or on sait que tout endomorphisme injectif d’un espace
vectoriel de dimension finie est aussi surjectif. Comme E est de dimension finie
sur F , on en déduit que l’application j′E ◦ φ̄ est surjective. Par conséquent j′E
est surjective, ce qui signifie que l’extension E/E ′ est triviale.

Proposition 1.8 (Unicité du corps de rupture). Pour tout corps de rupture
E/F du polynôme irréductible p(X) ∈ F [X], l’extension E/F est isomorphe à
l’extension (F [X]/(p(X))) /F .

Preuve. Notons jE = F → E le morphisme structural de l’extension E/F .
Par définition du corps de rupture, on sait que le polynôme j∗E(p(X)) a dans
l’anneau E[X] un facteur de degré un αX−β, où α 6= 0 et β sont deux éléments
de E. Alors, par définition de l’anneau des polynômes F [X], il existe un unique
morphisme φ d’anneaux de F [X] dans E tel que φ(a) = jE(a) pour tout élément
a de F ⊂ F [X] et φ(X) = β

α . Le noyau du morphisme φ contient le polynôme
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p(X) qui, étant irréductible, engendre un idéal maximal de l’anneau principal
F [X]. Par conséquent, le noyau de φ est égal à l’idéal I de F [X] engendré par
p(X). On en déduit par passage au quotient un morphisme φ̄ : F [X]/I → E. Le
morphisme structural jI de l’extension (F [X]/I)/F est (exemple 1.2) obtenu en
composant l’injection canonique de F dans F [X] avec la projection modulo I,
de sorte que jE = φ̄◦jI . En tant que morphisme de corps, l’application φ̄ est in-
jective. Pour montrer qu’elle est également surjective, on introduit le sous-corps
E ′ de E qui est l’image de F [X]/I par φ̄, c’est-à-dire l’image de F [X] par φ. On
voit que β

α ∈ E
′. Puisque X − β

α est un polynôme unitaire à coefficients dans E ′

qui divise j∗E(p(X)) dans l’anneau E[X], il le divise également dans E ′[X], de
sorte que p(X) a une racine dans E ′. Par définition du corps de rupture, l’ex-
tension E/E ′ est triviale, c’est-à-dire que E ′ = E, de sorte que l’application φ
est surjective. Ainsi φ réalise un isomorphisme entre les extensions (F [X]/I)/F
et E/F .

1.2.4 Corps de racines d’un polynôme

Définition 12. Soit f(X) ∈ F [X] un polynôme non nul à coefficients dans un
corps F . On appelle corps de racines de f(X) toute extension E/F telle que
f(X) est scindé sur E, mais ne l’est pas sur toute sous-extension propre.

Propriété 1.9. Si E est corps de racines de f(X) ∈ F [X] \ {0}, alors E =
F (Rac(f)) où Rac(f) = {r ∈ E/f(r) = 0}.

Preuve. Notons jE : F → E le plongement de l’extension E/F , et posons
E ′ = F (Rac(f)). Le corps E ′ est par définition le plus petit sous-corps de E qui
contient à la fois jE(F ) et l’ensemble Rac(f). On peut factoriser le polynôme
scindé j∗E(f(X)) de E[X] sous la forme

j∗E(f(X)) = jE(A)
∏

r∈Rac(f)

(X − r)kr

pour des entiers kr ≥ 1, où A ∈ F ∗ est le coefficient dominant du polynôme
f(X). Par conséquent, tout diviseur irréductible de j∗E(f(X)) est associé à un
polynômes de la forme X−r, où r ∈ Rac(f) ⊂ E ′. Par conséquent, le polynôme
f(X) est scindé dans l’extension E ′/F , ce qui par définition du corps de racines,
montre que E = E ′.
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Théorème 1.10 (Kronecker). Soit f(X) ∈ F [X] \ {0} où F est un corps. Il
existe une extension E/F telle que f(X) est scindé sur E.

Preuve. On raisonne par récurrence sur le degré de f(X). Si f(X) est de degré
≤ 1, alors E = F convient. Si f(X) est de degré strictement plus grand que 1,
nous écrivons f(X) = p(X)g(X), où p(X) est irréductible. Comme deg(p(X)) ≥
1, on a deg(g(X)) < deg(f(X)). Par récurrence, il existe une extension E1/F
telle que g(X) est scindé sur E1. Par la propriété 1.5, on est ramené à montrer
l’existence d’une extension E/E1 telle que p(X) est scindé sur E. Si p(X) est de
degré 1, alors E = E1 convient. Si le degré de p(X) est strictement plus grand
que 1, alors le théorème 1.7 nous fournit une extension B/E1 sur laquelle p(X)
a une racine. Par conséquent p(X) = (X − θ)q(X) dans B[X]. Par récurrence,
il y a une extension E/E1 telle que q(X), donc f(X), est scindé sur E.

Théorème 1.11 (Existence d’un corps de racines). Tout polynôme non nul
f(X) ∈ F [X] admet un corps de racines.

Preuve. En vertu du théorème de Kronecker, on sait qu’il existe une extension
K/F telle f(X) est scindé sur K. On pose alors E = F (α1, α2, ........., αn), où
α1, α2, ......, αn sont les racines de f(X) dans K. Il est évident que f(X) est
scindé sur E et que f(X) ne peut être scindé sur une quelconque sous-extension
propre de E/F .

Propriété 1.12. Si E est un corps de racines de f(X) ∈ F [X] \ {0}, alors
l’extension E/F est finie.

Cette propriété se justifie immédiatement par une récurrence sur le degré de
f(X).

Définition 13. Une extension E/F est dite normale lorsque tout polynôme
irréductible p(X) ∈ F [X] ayant une racine dans E est scindé sur E.

Propriété 1.13. Si E est un corps de racines d’un polynôme non nul f(X) ∈
F [X], alors l’extension E/F est normale.

Preuve. Notons jE : F → E le plongement de l’extension E/F . On a vu
que E = F (Rac(f)), où Rac(f) = {θ1, . . . , θn} est l’ensemble des racines de
j∗E(f(X)) dans E. Soit p(X) un polynôme irréductible dans F [X] et supposons
que p(X) a une racine dans E, c’est-à-dire que le polynôme j∗E(p(X)) a dans
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l’anneau E[X] un diviseur de degré un αX − β, avec α 6= 0 et β deux éléments

de E. Posons alors K = F
(
β
α

)
qui est un sous-corps de E, et soit jK : F → K

le morphisme structural de l’extension K/F . Soit E ′ un corps de racines de
j∗K(p(X)) ∈ K[X] sur K, et j′E′ le morphisme structural de l’extension E ′/K.
On a alors dans E ′[X] la factorisation

j′E′
∗
(j∗K(p(X))) = q1(X)q2(X) · · · qd(X)

avec deg(qj(X)) = 1, qj(X) ∈ E ′[X]. On peut, quitte à multiplier les facteurs

qj(X) par des constantes non nulles, imposer q1(X) = X − j′E′
(
β
α

)
. Puisque

E = F (Rac(f)), il existe dans l’anneau F [X1, . . . , Xn] un polynôme P tel que
β
α = j∗E(P )(θ1, ......., θn). Considérons alors le polynôme

g(X) :=
∏
σ∈Sn

(X − j∗E(P )(θσ(1), ......, θσ(n)))

qui est visiblement scindé sur E. En vertu du théorème des fonctions symétriques,
les coefficients de g(X) appartiennent au corps jE(F ). Comme p(X) est sup-
posé irréductible dans F [X], le polynôme j∗E(p(X)) est irréductible dans l’an-
neau jE(F )[X]. Comme il n’est pas premier à g(X), il en est un diviseur dans
jE(F )[X], donc p(X) est scindé sur E.

Théorème 1.14 (Unicité du corps des racines). Si E1 et E2 sont deux corps de
racines de f(X) ∈ F [X], alors E1/F et E2/F sont des extensions isomorphes
de F .

Preuve. cf corollaire 33 dans Rotman [33].

1.2.5 Corps de racines d’un polynôme séparable

Définition 14. Un polynôme non nul f(X) ∈ F [X] est dit séparable lorsque
tout facteur irréductible de f(X) dans F [X] est premier à sa dérivée.

Propriété 1.15. Tout diviseur dans F [X] d’un polynôme séparable est aussi
séparable.

Preuve. Tout facteur irréductible d’un quelconque diviseur de f(X) est un
facteur irréductible de f(X).
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Définition 15. Soit E/F une extension, et a ∈ F . Le polynôme minimal de
a sur E est le générateur unitaire, s’il existe, de l’idéal de F [X] constitué des
polynômes g(X) ∈ F [X] tels que jE(g(X))∗(a) = 0. Un élément a de E est dit
séparable sur F si et seulement si il a un polynôme minimal séparable.

Définition 16. Une extension E/F est dite séparable si n’importe quel élément
de E est séparable sur F .

Propriété 1.16. Si f(X) ∈ F [X] est séparable, alors tout corps de racines de
f(X) sur F est une extension séparable de F .

Preuve. On peut utiliser un résultat connu [39, Theorem 14.12(b)] d’après
lequel toute extension de la forme F (S)/F est séparable dès que S est un
ensemble d’éléments d’une extension donnée de F qui sont tous séparables sur
F . Or, si N est corps des racines d’un polynôme séparable f(X), alors on a vu
(propriété 1.9) que N = F (Rac(f)). Notre résultat vient alors par la propriété
1.15.

Propriété 1.17. Si x est un élément d’une extension E/F , si x est algébrique
et séparable sur F , et si g(X) est le polynôme minimal de x sur F , alors tout
corps de racines N/F de g(X) sur F est une extension séparable de F .

Preuve. Cas particulier de la propriété précédente.

1.2.6 Groupe de Galois d’un polynôme séparable

Une permutation d’un ensemble X est une application bijective de X sur
X. Pour tout ensemble X, on note S(X) le groupe symétrique sur X, c’est-à-
dire le groupe dont les éléments sont les permutations de X. Rappelons qu’on
entend par groupe de permutations la donnée d’un triplet (G,X, π) constitué
d’un groupe G, d’un ensemble X et d’un morphisme de groupes π : G →
S(X). Un isomorphisme de groupe de permutations du groupe de permutations
(G,X, π) sur un autre groupe de permutations (G′, X ′, π′) est la donnée de
deux applications bijectives φ : G → G′ et f : X → X ′ telles que φ est un
(iso)morphisme de groupes vérifiant l’identité f ◦ π(g) = π′(φ(g)) ◦ f pour tout
élément g ∈ G.

Un F -automorphisme d’une extension E/F , de morphisme structural jE :
F → E, est un automorphisme ρ du corps E tel que ρ ◦ jE = jE, c’est-à-dire
laissant fixes tous les éléments du sous-corps image jE(F ) de F dans E.
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Si f(X) est un polynôme non nul à coefficients dans un corps F , et si E/F est
une extension, notons RE(f) l’ensemble des racines du polynôme j∗E(f(X)) dans
E. On remarque que, lorsque ρ est un F -automorphisme de E, alors l’ensemble
RE(f) ⊂ E est stable par l’application ρ. Le groupe G des F -automorphismes
de l’extension E/F peut donc être utilisé pour construire un groupe de permuta-
tions (G,RE(f), πf), où πf(ρ) est la permutation a 7→ ρ(a) des racines de f(X)
dans E. Ce groupe de permutations est appelé le groupe des F -automorphismes
de E agissant sur les racines de f(X).

Définition 17. Soit f(X) ∈ F [X] un polynôme non nul séparable, et N/F
un corps des racines de f(X) sur le corps F . Le groupe de Galois de f(X)
sur F est la classe d’isomorphie de groupe de permutations du groupe des F -
automorphismes de N agissant sur les racines θ1, . . . , θn de f(X) dans N .

Du fait que deux corps de racines sont isomorphes, il s’en suit que la classe
d’isomorphie de groupe de permutations du groupe des F -automorphismes d’un
corps de racines N agissant sur les racines de f(X) dans N est déterminée de
façon unique. Ce fait justifie la définition que nous venons de donner du groupe
de Galois du polynôme f(X).

1.3 Ramification

1.3.1 Corps valués

On appelle corps valué tout couple (F, v) où F est un corps, et où v : F ∗ → Z
est un morphisme de groupes satisfaisant l’inégalité ultramétrique : si a et b sont
deux éléments non nuls de F , et si a 6= b, alors

v(a− b) ≥ min(v(a), v(b)) . (1.3.1)

Un morphisme de groupes v : F ∗ → Z satisfaisant (1.3.1) est aussi appelé une
valuation du corps F . On supposera toujours que les valuations d’un corps F
sont prolongées à F tout entier en posant v(0) = +∞, de sorte que (1.3.1) reste
vraie si a = 0, ou si b = 0, ou si a = b.

L’exemple de corps valué qui sera pratiqué dans le présent mémoire est celui
de la valuation p-adique sur le corps Q des nombres rationnels, où p est un
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nombre premier. Cette valuation, notée vp, est définie par l’équivalence

vp(x) = m⇐⇒ ∃(a, b) ∈ (Z \ pZ)2, x = pma/b (1.3.2)

pour tout (x,m) ∈ Q∗×Z.
Lorsque v est l’application nulle de F ∗ dans Z, on dit que la valuation v

est triviale. Lorsque v : F ∗ → Z est surjective, on dit que la valuation v est
normalisée. Toute valuation non triviale v : F ∗ → Z peut s’écrire de manière
unique sous la forme v = ew, où e ≥ 1 est un entier naturel, et où w est une
valuation normalisée.

À tout corps valué (F, v), sont associés trois objets algébriques fondamen-
taux :

- l’anneau des entiers OF (parfois aussi noté F ◦) : ses éléments sont les
éléments x ∈ F tels que v(x) ≥ 0 ;

-l’idéal maximal mF : ses éléments sont les éléments x ∈ F tels que v(x) > 0 ;
-le corps résiduel : c’est l’anneau quotient F̄ = OF/mF de l’anneau des en-

tiers par son idéal maximal.
Si (F, v) est un corps valué, on peut lui attacher la distance dv définie par

∀(a, b) ∈ k2, dv(a, b) = 2−v(a−b) . (1.3.3)

Le corps valué (F, v) est dit complet lorsque toute suite de points de F , qui est
de Cauchy au sens de la distance dv, converge, aussi au sens de la distance dv,
vers une limite appartenant à F .

À tout corps valué (F, v) est associé un complété obtenu en ajoutant aux
éléments de F les limites des suites de Cauchy à valeurs dans F . On obtient ainsi
un corps valué complet (F̂ , v̂) tel que F est un sous-corps dense de F̂ , et v est la
restriction à F de v̂. Ce procédé de complétion est tout-à-fait analogue à celui
par lequel on construit le corps des réels R à partir du corps des rationnels Q.
En particulier, quand on l’applique au corps Q muni de la valuation p-adique,
où p est un nombre premier, on obtient le corps Qp des nombres p-adiques.
Dans ce procédé de complétion, le corps résiduel ne change pas, c’est-à-dire que
l’application naturelle x + mF 7→ x + mF̂ est un isomorphisme entre le corps

résiduel F̄ = OF/mF du corps valué F et le corps résiduel
¯̂
F = OF̂/mF̂ du

corps valué F̂ .
D’autre part, il y a unicité du completé du corps valué F , en ce sens que

si le corps valué (F, v) est un sous-corps dense de deux corps valués complets
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(F̂ , v̂ et (F̃ , ṽ), tels que les restrictions des valuations v̂ et ṽ au sous-corps F
sont toutes deux égales à v, alors il existe un unique isomorphisme φ de F̂ sur
F̃ , isométrie au sens où ṽ ◦ φ = v̂, et fixant tous les points de F .

1.3.2 Extensions d’un corps valué

Soit (F, v) un corps commutatif, et E ⊇ F un surcorps de F . Si w : E →
Z∪{+∞} est une valuation normalisée de E, sa restriction v à F est évidemment
une valuation de F , pas toujours normalisée. Lorsque v est normalisée, on dit
que l’extension E/F de corps valués est non ramifiée en w. Plus généralement,
dans le cas où v est non triviale, on peut l’écrire de manière unique sous la
forme v = ev0, où v0 est normalisée. L’entier e ≥ 1 est alors appelé l’indice de
ramification en w de l’extension E/F . Dans le cas où v serait triviale, on posera
e = +∞.

Proposition 1.18. Une extension E/F de corps valués est non ramifiée si et
seulement si son indice de ramification est égal à 1.

On définit aussi la notion d’extension finie totalement ramifiée : ce sont les
extensions finies de corps valués dont l’indice de ramification est égal au degré.

Dans les hypothèses précédentes, le corps résiduel F̄ = OF/mF du corps de
base F se plonge dans le corps résiduel Ē = OE/mE par le plongement ̄ défini
par

∀x ∈ OF , ̄(x+ mF ) = x+ mE .

On obtient ainsi une extension Ē/F̄ , appelée l’extension résiduelle de l’exten-
sion E/F de corps valués. Le degré de cette extension résiduelle est appelé le
degré résiduel de l’extension E/F de corps valués.

Dans le cas où l’extension E/F est finie et galoisienne, on définit le groupe
de décomposition de w dans l’extension E/F , noté D(w/v), par

D(w/v) = {σ ∈ AutF (E), σ(OE) ⊆ OE} .

On définit de même le groupe d’inertie de w dans l’extension E/F , noté I(w/v),
par

I(w/v) = {σ ∈ AutF (E),∀x ∈ OE, σ(x)− x ∈ mE} .

Le groupe d’inertie est évidemment un sous-groupe du groupe de décomposition.



1.3. RAMIFICATION 25

Théorème 1.19. L’ordre du groupe d’inertie I(w/v) est égal à l’indice de ra-
mification en w de l’extension E/F .

Preuve. Une démonstration se trouve dans la monographie de Serre sur les
corps locaux [37, pp. 31-32].

On a alors un morphisme σ 7→ σ̄ du groupe de décomposition D(w/v) sur le
groupe AutF̄ (Ē) défini par l’identité

∀x ∈ OE, σ̄(x+ mE) = σ(x) + mE .

Ce morphisme est surjectif, de noyau égal au groupe d’inertie. Par conséquent, le
groupe d’inertie I(w/v) est un sous-groupe distingué du groupe de décomposition
D(w/v). Comme le morphisme σ 7→ σ̄ est surjectif, le quotient D(w/v)/I(w/v)
est isomorphe au groupe AutF̄ (Ē) des F̄ -automorphismes de Ē (ceci est démontré
dans Serre [37, Proposition 20, p. 32]).

Proposition 1.20. Soit (E,w) un corps valué tel que la valuation w de E

est normalisée, soit F un sous-corps de E tel que l’extension E/F est finie
galoisienne, et soit v la restriction de w à F . Si le corps résiduel du corps valué
(F, v) est fini, alors le quotient D(w/v)/I(w/v) est cyclique.

Preuve. Toute extension finie d’un corps fini est cyclique.

Corollaire 1.21. Soit (E,w) un corps valué tel que la valuation w de E est
normalisée, soit F un sous-corps de E tel que l’extension E/F est finie galoi-
sienne, et soit v la restriction de w à F . Si l’extension E/F de corps locaux est
non ramifiée en w, et si le corps résiduel du corps valué (F, v) est fini, alors le
groupe de décomposition D(w/v) est cyclique.

Lorsque le corps valué (F, v) est complet, et si E/F est une extension finie, on
montre que (E,w) doit être également complet. De plus, tout automorphisme
σ de E doit alors être une isométrie du corps (E,w), au sens que w◦σ = w. Par
conséquent, lorsque l’on suppose de plus que l’extension E/F est galoisienne,
le groupe de décomposition D(w/v) est dans cette situation égal au groupe
AutF (E) de tous les automorphismes de E fixant les points de F .

Plus généralement, pour toute extension finie E/F de corps telle que E ⊇
F , si w est une valuation normalisée sur E, de restriction v à F , on peut
plonger E dans son complété Ê, et considérer l’extension locale Ê/F̄ , où F̄ est
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l’adhérence de F dans Ê. On sait par la propriété d’unicité du complété que F̄
est isomorphe au completé F̂ de F , de sorte que l’extension locale peut aussi
être vue comme l’extension des complétés. Dans la situation où l’on suppose
de plus que l’extension E/F est galoisienne, alors le groupe de décomposition
D(w/v) s’identifie au groupe des F̄ -automorphismes de Ê.

Dans la situation où (F, v) est un corps valué, on peut se poser réciproquement
la question de prolonger v en une valuation du surcorps E ⊇ F . Ce n’est pas
toujours possible à cause de la ramification. C’est pourquoi nous reformulons
le problème sous la forme suivante. Etant donné le corps valué (F, v), où v est
normalisée, et le surcorps E ⊇ F , trouver un entier e ≥ 1 et une valuation w
de E tels que la restriction de w à F s’écrive ev. Lorsque F est complet pour
v, et que l’extension E/F est finie, on a un résultat particulièrement simple.

Théorème 1.22. Soit (F, v) un corps valué complet, où v est une valuation
normalisée de F , et E ⊇ F un surcorps de F . Si l’extension E/F est finie, et
si la valuation v est non triviale, alors il existe un unique entier e ≥ 1 et une
unique valuation normalisée w de E telle que la restriction de w à F est égale
à ev. On a la relation fondamentale

[E : F ] = ef ,

où f est le degré résiduel de l’extension E/F de corps valués.

1.3.3 Polygones de Newton

Nous décrivons ici une méthode, originellement exposée par Ore [29], qui
permet, à partir de certains polygones, de décrire partiellement la factorisation
sur un corps valué complet d’un polynôme unitaire. Elle fournit aussi des ren-
seignements assez précis sur la ramification des extensions du corps en question
qui sont engendrées par des racines du polynôme considéré.

Soit f(X) un polynôme unitaire de degré n ≥ 1 à coefficients dans un corps
valué complet (K, v). Pour un quelconque polynôme unitaire ϕ(X) ∈ OK [X],
dont la projection ϕ̄(X) est irréductible sur le corps résiduel de K, on écrit
par divisions euclidiennes successives le ϕ(X)-développement de f(X) sous la
forme

f(X) =
t∑

j=0

Qj(X)ϕ(X)t−j , (1.3.4)
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où deg(Qj(X)) < deg(ϕ(X)). On note alors vj le minimum des valuations de
tous les coefficients de Qj(X). Le nuage de Newton de f(X) relativement à K
et ϕ(X) est l’ensemble des points du plan de la forme (j, vj) pour j ∈ [0..t]. Le
(K,ϕ)-polygone de f(X) est la frontière de l’enveloppe convexe supérieure des
points du nuage de Newton, privée des deux côtés verticaux : c’est une figure
du plan réunion d’un ou plusieurs segments dont les pentes vont en croissant
strictement de gauche à droite. Un tel segment est appelé un côté du polygone
de Newton. Lorsqu’on suppose de plus que tous les coefficients de f(X) sont
éléments de OK , tout côté du polygone de Newton a une pente ≥ 0 : il peut
exister ou non un côté horizontal, c’est-à-dire de pente 0. La partie principale
du polygone de Newton de f(X) est constituée par les côtés non horizontaux
de ce polygone. Soit S un côté de la partie principale du (K,ϕ)-polygone du
polynôme unitaire f(X) ∈ OK [X]. On attache à ce côté un polynôme associé
FS(X, Y ) ∈ OK [X, Y ], qui en fait n’interviendra dans nos résultats qu’à travers
sa classe modulo πOK [X, Y ]+ϕ(X)OK [X, Y ]. Cette classe peut être calculée de
la manière suivante [12, Proposition 3.4]. On choisit un élément π de K tel que
v(π) = 1, et on commence par calculer la pente ρ > 0 du côté S, qu’on exprime
sous la forme du quotient ρ = κ

λ de deux entiers strictement positifs premiers
entre eux, puis on munit le corps K(X) de la valuation w : K(X)→ Z∪{+∞}
telle que

w(
∑
j

Qj(X)ϕ(X)j) = min
j

(v(Qj(ζ)) + jρ) ,

où tous les polynômes Qj(X) sont de degrés strictement moindres que le degré
de ϕ(X), et où v est l’unique prolongement de la valuation de K à un corps E
de rupture de ϕ(X) sur K, la notation ζ désignant une racine de ϕ(X) dans E.
Soit L la somme de toutes les longueurs des projections horizontales des côtés
de pente strictement supérieure à ρ, et H la somme de toutes les longueurs des
projections verticales des côtés de pente inférieure ou égale à ρ. On vérifie que
l’application w donne au quotient

f(X)

ϕ(X)LπH

une image nulle. En réduisant ce polynôme modulo l’idéal maximal de la valua-
tion w, on obtient un polynôme en Y = Xλ

πκ à coefficients dans le corps résiduel
de l’extension K(ζ). On divise ce polynôme par son coefficient dominant, obte-
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nant un polynôme en Y , qui est la classe désirée du polynôme FS(X, Y ) associé
au côté S.

Le côté S est dit régulier si la classe du polynôme associé πOK [X, Y ] +
ϕ(X)OK [X, Y ], qui est un polynôme en Y à coefficients dans le corps résiduel
de K(ζ), est premier à sa dérivée par rapport à Y .

On a alors le résultat suivant.

Théorème 1.23. [12, Theorem 1.5] Soit f(X) ∈ OK [X] un polynôme unitaire.
Si on a la factorisation

f(X) ≡ ϕ1(X)a1 . . . ϕs(X)as (mod πOK [X]) ,

où chaque polynôme ϕν(X) est irréductible modulo π et est choisi de sorte que
ϕν(X) ne divise pas f(X), alors on en déduit la factorisation suivante de f(X).

f(X) = Φ1(X) · · ·Φs(X),

où Φs(X) est un polynôme unitaire à coefficients dans OK, tel que

Φν(X) ≡ ϕν(X)aν (mod πOK [X]) .

Supposons que la partie principale du (K,ϕν)-polygone de Newton est com-
posé de k côtés S1, . . . , Sk. Pour chaque indice i ∈ [1..k], on considère les entiers
`i et hi qui sont les longueurs des projections respectivement horizontale et ver-
ticale du côté Si, et on pose λi = `i

pgcd(`i,hi)
. On factorise le polynôme associé

Fi(X, Y ) au côté Si sous la forme

Fi(X, Y ) ≡ F
(i)
1 (X, Y )a

(i)
1 · · ·F (i)

ti (X, Y )a
(i)
ti (mod πOK [X, Y ]+ϕ(X)OK [X, Y ]) ,

où la classe de F
(i)
j (X, Y ) modulo πOK [X, Y ] + ϕ(X)OK [X, Y ] est irréductible

en tant qu’élément de l’anneau K(ζ)[Y ]. Alors on a

Φν(X) =
k∏
i=1

ti∏
j=1

Φ
(i)
j (X)

où le facteur Φ
(i)
j (X) est un polynôme unitaire à coefficients dans OK, de degré

deg(φν(X)) degY (F
(i)
j (X, Y ))a

(i)
j λi,
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tel que l’indice de ramification de l’extension K(α)/K est divisible par λi pour

toute racine α du facteur Φ
(i)
j (X).

Si de plus le côté Si est régulier, alors les polynômes Φ
(i)
j (X) sont irréductibles

dans K[X], et l’indice de ramification de l’extension K(α)/K est égal à λi pour

toute racine α du facteur Φ
(i)
j (X).
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Chapitre 2

Groupes de Galois de trinômes

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous commençons par la notion du résultant de deux po-
lynômes. Nous avons voulu apporter et démontrer certaines propriétés concer-
nant cette notion [39, 3]. Cette notion conduira ensuite à la formule du discri-
minant d’un polynôme en général pour arriver enfin à celui d’un trinôme qui
est l’objet de notre chapitre. Il s’en suit la classification des trinômes.

2.2 Le discriminant d’un trinôme

2.2.1 Résultant de deux polynômes

Soit A un anneau unitaire, commutatif et intègre, m et n deux entiers natu-
rels. Considérons deux polynômes f(X), g(X) ∈ A[X], de degrés respectivement
≤ m et ≤ n :

f(X) =
m∑
i=0

aiX
m−i , g(X) =

n∑
i=0

biX
n−i.

Pour tout entier naturel k, on introduit le A-module libre de rang k, noté
Ak, dont les éléments sont les polynômes de A[X] ayant un degré < k. On
observe que, par division euclidienne par le monôme Xn, tout élément de Am+n

s’écrit de façon unique sous la forme u(X) + Xnv(X), où u(X) et v(X) sont
des polynômes de degré respectivement moindres que n et m. On dispose alors
de l’endomorphisme κ du module Am+n, dépendant des choix à la fois des
polynômes f(X) et g(X) et des entiers m ≥ deg(f(X) et n ≥ deg(g(X)), défini

31
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par la relation

κ(u(X) +Xnv(X)) = u(X)f(X) + v(X)g(X) . (2.2.1)

En particulier, pour 1 ≤ j ≤ n, on a

κ(Xj−1) = Xj−1f(X) =
m∑
i=0

aiX
m−i+j−1 =

m+j∑
k=j

am+j−kX
k−1 ,

alors que, pour n+ 1 ≤ j ≤ m+ n, on a

κ(Xj−1) = Xj−n−1g(X) =
n∑
i=0

biX
j−i−1 =

j∑
k=j−n

bj−kX
k−1 .

Par conséquent, en rapportant leA-module libreAm+n à la base (Xj−1)1≤j≤m+n,
l’application linéaire κ a pour matrice la transposée de la matrice de Sylvester
de f et g, notée Sylm,n(f, g), c’est-à-dire, la matrice carrée de taille m + n, à
coefficients dans A, telle que :

Sylm,n(f, g) =



am am−1 . . . a1 a0 0 . . . 0
0 am . . . a2 a1 a0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . am am−1 am−2 . . . a0

bn bn−1 . . . b1 b0 0 . . . 0
0 bn . . . b2 b1 b0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . bn bn−1 bn−2 . . . b0


Définition 18. Le résultant de type (m,n) de f(X) et g(X), noté Resm,n(f, g),
est le déterminant de l’endomorphisme κ, c’est-à-dire le déterminant de la ma-
trice de Sylvester de f et g :

Resm,n(f, g) = det(Sylm,n(f, g)) ∈ A.
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Remarque 2.1. Il convient de remarquer que la plupart des auteurs [23, 3, 7]
définissent la matrice de Sylvester de façon légèrement différente en écrivant
les coefficients des deux polynômes f(X) et g(X) suivant l’ordre décroissant
des degrés en allant de gauche à droite. Ceci revient à modifier la définition du
résultant de deux polynômes f(X) et g(X) en leur substituant leurs polynômes
réciproques. Mais la définition de l’endomorphisme κ serait moins directe si
l’on devait y faire intervenir les polynômes réciproques, d’où le choix ici fait
d’une convention différente. On verra d’ailleurs ci-dessous que ceci ne change
que le signe du résultant dans certaines situations (en fait uniquement si les
deux entiers m et n sont tous deux impairs).

Exemple 2.2. Si f et g sont deux constantes, on peut prendre m = n = 0, de
sorte que le module Am+n se réduit au module nul. Dans ce cas, on applique
la convention usuelle selon laquelle le déterminant de l’unique endomorphisme
du module nul est égal à 1. On a donc Res0,0(f, g) = 1 pour deux polynômes
constants f et g.

Exemple 2.3. Plus généralement, si l’un des polynômes f ou g est une constante,
on peut prendre respectivement m = 0 ou n = 0. On vérifie dans ce cas que
l’endomorphisme κ est une homothétie dont le rapport est la constante en ques-
tion, de sorte qu’on a Res0,n(a, g) = an pour tout polynôme constant f = a et
pour tout polynôme g(X) de degré au plus n, et aussi Resm,0(f, a) = am pour
tout polynôme f(X) de degré au plus m et pour tout polynôme constant g = a.

Exemple 2.4. Si f(X) est une constante a, et si g(X) = b0X
n + · · ·+ bn, on a

∀j ∈ [1..m+ n], κ(Xj−1) =

{
aXj−1 si j ≤ n

Xj−1−ng(X) si j ≥ n+ 1
.

Ecrivant la matrice de Sylvester, qui est ici une matrice triangulaire inférieure,
on voit que Resm,n(a, g) = anbm0 .

Dans ce qui suit, nous allons énoncer et établir quelques propriétés du résultant
que nous venons de définir. Ces propriétés sont bien connues, mais la démarche
des preuves est originale : il s’agit de tout justifier par des propriétés convenables
des endomorphismes κ ou de leurs diverses variantes.

Théorème 2.1. Soit deux entiers naturels m et n, et f(X), g(X) deux po-
lynômes tels que deg(f(X)) ≤ m, deg(g(X)) = n, avec le coefficient dominant
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b0 de g(X) inversible dans l’anneau A. On définit sur l’algèbre A[X]/(g(X))
l’endomorphisme γ � de multiplication par f(X) � :

∀F (X) ∈ A[X], γ(F (X) + (g(X)) = F (X)f(X) + (g(X)) .

On a alors la formule de Poisson

Resm,n(f, g) = bm0 det(γ) .

Preuve. On introduit les endomorphismes suivants du A-module libre Am+n.

Si deg(u(X)) < n et deg(v(X)) < m, alors κ(u(X)+Xnv(X)) = u(X)f(X)+v(X)g(X) .

Si deg(u(X)) < n et deg(v(X)) < m, alors κ0(u(X)+Xnv(X)) = u(X)+v(X)g(X) .

Par définition du résultant, on a Resm,n(f, g) = det(κ). De plus, les hypothèses
faites sur g(X) entrâınent la bijectivité de l’endomorphisme κ0, et que tout
élément de Am+n s’écrit de façon unique sous la forme u(X) + v(X)g(X),
où deg(u(X)) < n et deg(v(X)) < m. Par conséquent, on peut caractériser
l’endomorphisme κ ◦ κ−1

0 par le fait qu’il envoie un polynôme de la forme
u(X) + v(X)g(X), avec deg(u(X)) < n et deg(v(X)) < m, sur le polynôme
u(X)f(X)+v(X)g(X). On a d’autre part la suite exacte courte de A-modules :

0 −→ Am −→ Am+n −→ A[X]/(g(X)) −→ 0,

où l’injection Am → Am+n est la multiplication par g(X). Observons que le
terme de droite A[X]/(g(X)) dans cette suite exacte admet la base (Xk +
(g(X)))0≤k<n : c’est donc un module libre de rang n, ce qui permet de définir le
déterminant d’un endomorphisme, par exemple γ. On s’assure immédiatement
que l’endomorphisme κ◦κ−1

0 du terme central Am+n de cette suite exacte induit
sur le terme de droite l’endomorphisme γ, et sur le terme de gauche l’identité.
Donc on a det(κ ◦ κ−1

0 ) = det(γ). Comme det(κ0) = Resm,n(1, g) = bm0 , le
résultat voulu est démontré.

Exemple 2.5. Si g(X) = X− r est un polynôme unitaire de degré 1, dont r ∈ A
est racine, on peut choisir n = 1. D’après la formule de Poisson, Resm,1(f,X −
r) = det(γ), où γ est l’endomorphisme de l’algèbre quotient A[X]/(X − r)
qui envoie la classe d’un polynôme F (X) ∈ A[X] sur la classe du polynôme
F (X)f(X). Or le morphisme d’anneaux qui à F (X) ∈ A[X] associe F (r) induit



2.2. LE DISCRIMINANT D’UN TRINÔME 35

un isomorphisme de A-algèbres de l’algèbre quotient A[X]/(X − r) sur A. Par
conséquent, tout endomorphisme de A[X]/(X − r) est une homothétie, et son
déterminant est le rapport de cette homothétie. Pour l’endomorphisme γ, du
fait que f(X) ≡ f(r) (mod X − r), le rapport est égal à f(r). On a donc

Resm,1(f,X − r) = f(r) . (2.2.2)

Propriété 2.2. Soit φ : A→ A′ un morphisme d’anneaux, m et n deux entiers
naturels, f(X) ∈ A[X] et g(X) ∈ A[X] deux polynômes à coefficients dans
A, avec deg(f(X)) ≤ m et deg(g(X)) ≤ n. On note φ∗ l’unique morphisme
d’anneaux de A[X] dans A′[X] prolongeant φ et tel que φ∗(X) = X. On a alors
la formule de spécialisation

Resm,n(φ
∗(f), φ∗(g)) = φ(Resm,n(f, g)) .

Preuve. La matrice de Sylvester Sylm,n(φ
∗(f), φ∗(g)) a pour éléments les

coefficients des polynômes φ∗(f)(X) et φ∗(g)(X), qui sont les images par le
morphisme φ des coefficients analogues des polynômes f(X) et g(X), où l’on
reconnâıt les éléments de la matrice Sylm,n(f, g). La propriété de naturalité du
déterminant par rapport aux morphismes d’anneaux donne alors la formule de
spécialisation.

Lemme 2.3. Soit f ∗(X) = Xmf(X−1) et g∗(X) = Xng(X−1) les polynômes
� réciproques �de f(X) et de g(X). L’endomorphisme κ∗ défini par le couple
(f ∗(X), g∗(X)) en degrés m et n est conjugué à l’endomorphisme κ1 défini par
le couple (g(X), f(X)) en degrés n et m.

Preuve. Explicitement, on a d’après (2.2.1)

si deg(u(X)) < n et deg(v(X)) < m, alors κ∗(u(X)+Xnv(X)) = u(X)f ∗(X)+v(X)g∗(X) .

si deg(u1(X)) < m et deg(v1(X)) < n, alors κ1(u1(X)+Xmv1(X)) = u1(X)g(X)+v1(X)f(X) .

On introduit alors l’application ρ : Am+n → Am+n définie par

∀F (X) ∈ Am+n, ρ(F (X)) = Xm+n−1F (X−1) .

Un calcul direct montre que ρ ◦ κ∗ = κ1 ◦ ρ. Comme ρ est une involution de
Am+n, donc bijective, le résultat voulu s’ensuit.
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Propriété 2.4. Avec les notations précédentes, on a l’égalité

Resm,n(f
∗, g∗) = Resn,m(g, f) .

Preuve. Deux endomorphismes conjugués ont le même déterminant.

Lemme 2.5. Soit σ la permutation de l’ensemble {1, . . . ,m + n} des m + n
premiers entiers strictement positifs définie par

σ(j) =

{
j +m si j ≤ n

j − n si j ≥ n+ 1
.

La permutation σ a exactement mn inversions.

Preuve. Un couple (j, j′) d’entiers tels que 1 ≤ j < j′ ≤ m + n est une
inversion de σ si et seulement si on a à la fois 1 ≤ j ≤ n et n+1 ≤ j′ ≤ m+n.

Propriété 2.6. Pour deux polynômes f(X) et g(X) et deux entiers naturels m
et n tels que deg(f(X)) ≤ m et deg(g(X)) ≤ n, on a la formule d’échange

Resm,n(f, g) = (−1)mnResn,m(g, f) .

Preuve. On introduit les endomorphismes κ, κ1, τ du A-module libre Am+n

définis comme suit.

Si deg(u(X)) < n et deg(v(X)) < m, alors κ(u(X)+Xnv(X)) = u(X)f(X)+v(X)g(X) .

Si deg(u1(X)) < m et deg(v1(X)) < n, alors κ1(u1(X)+Xmv1(X)) = u1(X)g(X)+v1(X)f(X) .

Si deg(u(X)) < m et deg(v(X)) < m, alors τ(u(X)+Xnv(X)) = v(X)+Xmu(X) .

Par la définition du résultant, on a Resm,n(f, g) = det(κ) et Resn,m(g, f) =
det(κ1). On vérifie immédiatement la relation κ = κ1 ◦ τ , d’où il suit l’égalité
det(κ) = det(κ1) det(τ). Ainsi pour conclure à l’égalité désirée, il suffira de
montrer que det(τ) = (−1)mn. Pour calculer ce déterminant, on considére la
base de Am+n constituée par les monômes Xj−1, où j décrit l’ensemble des
entiers entre 1 et m+ n. On s’assure facilement que

∀j ∈ [1..m+ n], τ(Xj−1) = Xσ(j)−1 ,

où σ est la permutation introduite dans l’énoncé du lemme 2.5. Par conséquent,
la matrice de τ dans la base considérée s’identifie à la matrice de la permutation
σ, et det(τ) est donc la signature de σ. On conclut en utilisant le lemme 2.5.

En rapprochant les propriétés 2.4 et 2.6, on obtient immédiatement l’énoncé
qui suit.
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Propriété 2.7. Pour deux polynômes f(X) et g(X) et deux entiers naturels
m et n tels que deg(f(X)) ≤ m et deg(g(X)) ≤ n, si f ∗(X) = Xmf(X−1) et
g∗(X) = Xng(X−1), alors on a l’égalité

Resm,n(f
∗, g∗) = (−1)mnResm,n(f, g) .

Propriété 2.8. Soit deux polynômes f(X) et g(X) et deux entiers naturels m
et n tels que m ≥ n, deg(f(X)) ≤ m et deg(g(X)) ≤ n. Si on a f(X) =
q(X)g(X) + r(X), avec deg(q(X)) ≤ m−n (et donc deg(r(X)) ≤ m), alors on
a la formule de Laplace

Resm,n(f, g) = Resm,n(r, g) .

Preuve. On introduit les endomorphismes κ, κ1, τ du A-module libre Am+n

définis comme suit.

Si deg(u(X)) < n et deg(v(X)) < m, alors κ(u(X)+Xnv(X)) = u(X)f(X)+v(X)g(X) .

Si deg(u(X)) < n et deg(v(X)) < m, alors κ1(u(X)+Xnv(X)) = u(X)r(X)+v(X)g(X) .

Si deg(u(X)) < n et deg(v(X)) < m, alors τ(u(X)+Xnv(X)) = u(X)+Xn(v(X)−q(X)u(X)) .

Par définition du résultant, on a det(κ) = Resm,n(f, g) et det(κ1) = Resm,n(r, g).
On vérifie immédiatement l’égalité κ1 = κ◦τ , de sorte qu’on est ramené à mon-
trer que le déterminant de τ est égal à 1. On vérifie grâce à la définition de l’en-
domorphisme τ que, pour tout entier j ∈ [1..n+m], la différence τ(Xj−1)−Xj−1

est divisible parXj. Ceci signifie que la matrice de τ dans la base
(
Xj−1

)
1≤j≤m+n

est une matrice triangulaire inférieure dont tous les coefficients diagonaux valent
1. Une telle matrice est évidemment de déterminant égal à 1.

Propriété 2.9. Soit deux polynômes f(X) et g(X) et trois entiers naturels
h,m et n, tels que h < m, deg(f(X)) ≤ m − h et deg(g(X)) ≤ n. Alors on a
la formule de changement de type

Resm,n(f, g) = bh0 Resm−h,n(f, g) ,

où b0 est le coefficient du terme de degré n dans g(X).

Preuve. Par récurrence, il suffit de traiter le cas où h = 1. On considère les
endomorphismes κm+n et κm−1+n, respectivement des A-modules libres Am+n et
Am−1+n définis par :

si deg(u(X)) < n et deg(v(X)) < m, alors κm+n(u(X)+Xnv(X)) = u(X)f(X)+v(X)g(X) ;
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si deg(u(X)) < n et deg(v(X)) < m−1, alors κm−1+n(u(X)+Xnv(X)) = u(X)f(X)+v(X)g(X) .

On remarque que κm+n laisse stable le sous-module Am−1+n, et qu’il induit sur ce
sous-module l’endomorphisme κm−1+n. Un supplémentaire S de ce sous-module
dans Am+n est le module engendré par Xm−1+n. Or

κm+n(X
m−1+n) = Xm−1g(X) =

m−1+n∑
j=m−1

bm−1+n−jX
j ,

a une composante b0X
m−1+n dans le supplémentaire S. Il en résulte que det(κm+n) =

det(κm−1+n)b0, c’est-à-dire Resm,n(f, g) = b0 Resm−1,n(f, g).

Propriété 2.10. Soit deux polynômes f(X) et g(X) et trois entiers naturels
h,m et n, tels que h < n, deg(f(X)) ≤ m et deg(g(X)) ≤ n− h. Alors on a la
(deuxième) formule de changement de type

Resm,n(f, g) = ah0 (−1)hmResm,n−h(f, g) ,

où a0 est le coefficient du terme de degré m dans f(X).

Preuve. Résulte immédiatement des propriétés 2.6 et 2.9.

Propriété 2.11. Soient trois polynômes f1(X), f2(X), g(X) et trois entiers na-
turels m1,m2 et n tels que deg(f1(X)) ≤ m1, deg(f2(X)) ≤ m2 et deg(g(X)) ≤
n. On a alors la formule de multiplicativité

Resm1+m2,n(f1f2, g) = Resm1,n(f1, g)Resm2,n(f2, g) .

Preuve. Soit b0 le coefficient du terme de degré n dans le polynôme g(X).
Il existe un anneau A′′, un sous-anneau A′ de A′′, un morphisme φ : A′ → A,
et un élément b′0 de A′ inversible dans A′′ tels que φ(b′0) = b0. Par conséquent,
en utilisant la formule de spécialisation, il suffit de vérifier la multiplicativité
quand b0 est inversible. Dans ce cas, on peut utiliser la formule de Poisson,
d’après laquelle

Resm1+m2,n(f1f2, g) = bm1+m2
0 det(γ),

où γ est l’endomorphisme de multiplication par f1(X)f2(X) dans l’algèbre quo-
tient Ag := A[X]/(g(X)). De même, on a, pour i ∈ {1, 2}

Resmi,n(fi, g) = bmi
0 det(γi) ,

où γi est l’endomorphisme de multiplication par fi(X) dans Ag. Il est immédiat
que γ = γ1 ◦ γ2, d’où le résultat.
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Propriété 2.12. Soient trois polynômes f(X), g1(X), g2(X) et trois entiers na-
turels m,n1 et n2 tels que deg(f(X)) ≤ m, deg(g1(X)) ≤ n1 et deg(g2(X)) ≤ n2.
On a alors la (deuxième) formule de multiplicativité

Resm,n1+n2(f, g1g2) = Resm,n1(f, g1)Resm,n2(f, g2) .

Preuve. Résulte immédiatement des propriétés 2.6 et 2.11.

Exemple 2.6. Soient deux entiers m et n, et d ≥ 1 leur plus grand diviseur. On
pose r = m

d et s = n
d . Alors

Resm,n(X
m − a,Xn − b) = (−1)n (as − br)d . (2.2.3)

En effet, par utilisation de la formule de spécialisation, il suffit de se placer dans
le cas où l’anneau A est un corps de caractéristique nulle, tel que le polynôme
Xn − b est scindé sur A. Lorsque n = 1, la formule (2.2.3) est vérifiée en vertu
de (2.2.2). Lorsque n > 1, on utilise la deuxième formule de multiplicativité, en
utilisant la factorisation

Xn − b =
n∏
i=1

(X − ζ iβ) ,

où β est une racine dans A du binôme Xn − b, et où ζ ∈ A est une racine de
l’unité primitive d’ordre n. De cette factorisation de Xn − b résulte alors que

Resm,n(X
m − a,Xn − b) =

n∏
i=1

Resm,1(X
m − a,X − ζ iβ)

=
n∏
i=1

[(−1)(a− ζmiβm)

= (−1)n
n∏
i=1

(a− ζmiβm) .

Comme on sait que ζm est une racine de l’unité primitive d’ordre s = n
d , la

différence a− ζmiβm ne dépend que de la classe de i modulo s. Par conséquent,
on obtient

Resm,n(X
m − a,Xn − b) = (−1)n

[
s∏
i=1

(a− ζmiβm)

]d
.

Or as − br = as − βnr = as − (βm)s =
∏s

i=1(a− ζmiβm), ce qui achève d’établir
(2.2.3).



40 CHAPITRE 2. GROUPES DE GALOIS DE TRINÔMES

2.2.2 Discriminant d’un polynôme

Soit n ≥ 1 un entier. Commençons par le cas où l’anneau A est un an-
neau de polynômes A = Z[a0, . . . , an] en les n + 1 indéterminées a0, . . . , an, et
où f(X) =

∑n
i=0 an−iX

i est le polynôme � générique � de degré n. On note
f ′(X) =

∑n
i=1 an−iiX

i−1 son polynôme dérivé, qui est de degré n− 1.

Lemme 2.13. Le résultant Resn,n−1(f, f
′) est un élément de A divisible par a0.

Preuve. Soit le morphisme φ : A→ A tel que φ(F (a0, . . . , an)) = F (0, a1, . . . , an).
En vertu de la formule de spécialisation, on a φ (Resn,n−1(f, f

′)) = Resn,n−1(φ
∗(f), φ∗(f ′)),

où φ∗ : A[X] → A[X] est l’unique endomorphisme prolongeant φ et envoyant
X sur lui-même. On remarque que le polynôme φ∗(f)(X) =

∑n−1
i=0 an−iX

i est
de degré n− 1, et la formule de changement de type donne alors

Resn,n−1(φ
∗(f), φ∗(f ′)) = b0Resn−1,n−1(φ

∗(f), φ∗(f ′)) ,

où b0 est le coefficient de Xn−1 dans le polynôme φ∗(f ′). Or φ∗(f ′)(X) =∑n−1
i=1 an−iiX

i−1, de sorte que b0 = 0. Ainsi le résultant Resn,n−1(φ
∗(f), φ∗(f ′))

est nul, ce qui montre que Resn,n−1(f, f
′) appartient au noyau du morphisme

φ, c’est-à-dire à l’idéal de A engendré par a0.

Définition 19. Le discriminant générique en degré n est l’élément

Dn = (−1)
n(n−1)

2 a−1
0 Resn,n−1(f, f

′)

de l’anneau A = Z[a0, . . . , an].

Définition 20. Si A est un anneau (commutatif) quelconque, et si f(X) est un
polynôme de degré n à coefficients dans A, le discriminant D(f) de f(X) est
la valeur prise par le polynôme Dn quand on y substitue simultanément chaque
indéterminée aj par le coefficient de Xn−j dans f(X).

Par spécialisation, on a pour tout polynôme f(X) de degré n l’égalité

Resn,n−1(f, f
′) = (−1)

n(n−1)
2 cd(f)D(f) , (2.2.4)

où cd(f) est le coefficient dominant du polynôme f(X).
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Proposition 2.14. Soit f(X) un polynôme unitaire de degré n ≥ 1, à coeffi-
cients dans un corps K. Si le polynôme f(X) est scindé sur K, de sorte que
f(X) = cd(f)

∏n
i=1(X − αi) pour certains éléments αi de K, où la notation

cd(f) représente le coefficient dominant de f(X), son discriminant est alors

D(f) = cd(f)2n−2
∏
i<j

(αi − αj)2.

Preuve. Par la formule de multiplicativité, nous avons

Resn,n−1(f, f
′) = Res0,n−1(cd(f), f ′)

n∏
i=1

Res1,n−1(X − αi, f ′).

D’après l’exemple 2.3, on a Res0,n−1(cd(f), f ′) = cd(f)n−1. Par ailleurs, par la
formule de l’échange et l’équation (2.2.2), on a Res1,n−1(X−αi, f ′) = (−1)n−1f ′(αi).
On a donc

Resn,n−1(f, f
′) = cd(f)n−1

n∏
i=1

f ′(αi) .

Par les propriétés usuelles de la dérivation, on sait que f ′(αi) = cd(f)
∏

1≤j≤n,j 6=i(αi−
αj), donc

Resn,n−1(f, f
′) = cd(f)2n−1

∏
(i,j),1≤i≤n,1≤j≤n,i 6=j

(αi − αj) .

Comme il y exactement n(n−1)
2 couples d’entiers (i, j) tels que n ≥ i > j ≥ 1, le

produit pour i 6= j de tous les facteurs αi−αj est égal au produit de (−1)
n(n−1)

2

par le produit des carrés des facteurs pour i < j. Comme Resn,n−1(f, f
′) =

(−1)
n(n−1)

2 cd(f)D(f), la proposition est démontrée.

2.2.3 Discriminant d’un trinôme

Définition 21. Pour un couple (n,m) d’entiers naturels tels que n > m > 0,
et k un corps commutatif, on appelle (n,m)-trinôme sur k tout polynôme de la
forme

f(X) = aXn − bXm + c, (2.2.5)

où les coefficients a, b, c sont des éléments non nuls de k.
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Nous allons maintenant calculer le discriminant d’un trinôme.

Théorème 2.15. On considère un couple (n,m) tels que n > m > 0. On pose
d = pgcd(n,m), n1 = n

d et m1 = m
d . Alors

D(aXn − bXk + c) = (−1)n(n−1)/2an−m−1cm−1[nn1am1cn1−m1 −mm1(n−m)n1−m1bn1]d(2.2.6)

Preuve. En utilisant la propriété de spécialisation, on peut supposer que la
caractéristique du corps de base est nulle. Par application de la relation (2.2.4)
au trinôme Xn + aXk + b, il s’ensuit que :

D(aXn − bXm + c) = (−1)n(n−1)/2a−1Resn,n−1(aX
n − bXm + c, naXn−1 − bmXm−1)

= (−1)n(n−1)/2a−1Resn,n−1(aX
n − bXm + c,Xm−1(naXn−m − bm))

Par la propriété de multiplicativité, on sait que

Resn,n−1(aX
n − bXm + c,Xm−1(naXn−m − bm)) =

(Resn,1(aX
n − bXm + c,X))m−1 Resn,n−m(aXn − bXm + c, naXn−m − bm) .

Or, d’après (2.2.2), on a Resn,1(aX
n − bXm + c,X) = c, d’où

D(aXn−bXm+c) = (−1)n(n−1)/2a−1cm−1Resn,n−m(aXn−bXm+c, naXn−m−bm) .

On a l’égalité de polynômes

aXn − bXm + c = n−1Xm(naXn−m − bm)− bn−1(n−m)Xm + c .

Comme dans cette relation le degré du quotient partiel n−1Xm ne dépasse pas la
différence des degrés du dividende aXn− bXm+ c et du diviseur naXn−m− bm,
on est en position d’appliquer la formule de Laplace, d’où l’on déduit :

D(aXn−bXm+c) = (−1)n(n−1)/2a−1cm−1Resn,n−m(−bn−1(n−m)Xm+c, naXn−m−bm) .

Puisque le degré du polynôme −bn−1(n − m)Xm + c est m < n, on applique
alors la formule de changement de type, pour obtenir :

D(aXn−bXm+c) = (−1)n(n−1)/2an−m−1cm−1nn−mResm,n−m(−bn−1(n−m)Xm+c, naXn−m−bm) .

Posons alors a = nc(n−m)−1b−1 et b = n−1ma−1b. Avec cette notation, on a

Resm,n−m(−bn−1(n−m)Xm+c, naXn−m−bm) = Resm,n−m(−bn−1(n−m)(Xm−a), na(Xn−m−b)) .
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Par multiplicativité, on en déduit :

D(aXn−bXm+c) = (−1)n(n−1)/2an−1(−b)n−mcm−1nm(n−m)n−mResm,n−m(Xm−a, Xn−m−b) .

Par (2.2.3), on voit que

Resm,n−m(Xm − a, Xn−m − b) = (−1)n−m
(
an1−m1 − bm1

)d
= (−1)n−mn−m(n−m)−(n−m)a−mb−(n−m)

(
nn1am1cn1−m1 −mm1(n−m)n1−m1bn1

)d
.

Par conséquent, on obtient

D(aXn−bXm+c) = (−1)n(n−1)/2an−m−1cm−1
(
nn1am1cn1−m1 −mm1(n−m)n1−m1bn1

)d
,

comme on l’avait annoncé.

2.3 Classification des trinômes

2.3.1 Position du problème

Définition 22. Soit k un anneau commutatif intègre, et k∗ le groupe de ses
éléments inversibles. On fait agir le groupe k∗2 sur l’ensemble Tn,m(k) des (n,m)-
trinômes à coefficients dans k en posant

(λ, µ) · f(x) = λf(µx).

De manière équivalente, en assimilant Tn,m(k) à k∗3, ceci revient à

(λ, µ) · (a, b, c) = (λµna, λµmb, λc).

On a en particulier

Disc((λ, µ) · f) = λ2n−2µn(n−1)Disc(f).

Définition 23. Une orbite dans cette action est appelée une classe de trinômes
(plus exactement, il faudrait parler de classes de k-trinômes). Deux trinômes
sont dits k-équivalents, ou s’il n’y a pas d’ambigüıté, équivalents, lorsqu’ils ap-
partiennent à la même classe.

Lorsque k est un corps, on remarque que deux trinômes k-équivalents ont le
même groupe de Galois sur k. Dans cette section, nous nous posons le problème
de décrire ces classes et de trouver un représentant privilégié dans chaque classe.
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2.3.2 Classification sur un corps commutatif

Dans cette sous-section, nous supposons que k est un corps commutatif.

Définition 24. Le paramètre du trinôme (2.2.5) est l’élément

t =
amcn−m

bn
(2.3.1)

de k∗.

Proposition 2.16. Deux trinômes équivalents ont le même paramètre. Réciproquement,
lorsque les entiers n et m sont premiers entre eux, alors deux (n,m)-trinômes
de même paramètre sont équivalents.

Preuve. En effet, prenons un premier trinôme f(x) = axn − bxm + c, puis
considérons le trinôme f1(x) = a1x

n − b1x
m + c1 tel que f1(x) = (λ, µ) · f(x) =

λf(µx). Il en résulte que a1 = λµna, b1 = λµmb, c1 = λc. Sans grande difficulté,
nous vérifions que amb−ncn−m = am1 b

−n
1 cn−m1 , c’est-à-dire que les trinômes f(x)

et f1(x) ont le même paramètre.

Réciproquement, si f(x) = axn − bxm + c et f1(x) = a1x
n − b1x

m + c1 sont
deux trinômes à coefficients dans k ayant même paramètre, c’est–à-dire tels que
amb−ncn−m = am1 b

−n
1 cn−m1 , alors on pose λ = c1

c . Puisque n et m sont supposés
premiers entre eux, il existe des entiers r et s tels que s(n −m) − rn = 1. En
utilisant ces entiers r et s, on pose µ = as−r1 b−s1 cr1a

−(s−r)bsc−r. Un calcul direct
montre alors que (λ, µ) · f(x) = f1(x).

Les nombres s et r qui interviennent dans la démonstration de la proposition
précédente ont une certaine importance. Il est possible d’en faire un choix bien
déterminé comme suit. On suppose que les entiers n et m sont premiers entre
eux. Soit s l’unique entier appartenant à [1..n− 1] tel que −sm ≡ 1 (mod n)).
Soit r l’unique entier appartenant à [0..n−m−1] tel que −rn ≡ 1 (mod n−m).
Les entiers s(n−m) et 1 + rn sont alors tous deux congrus à 1 modulo n et à 0
modulo n−m. Comme ils appartiennent tous deux à l’intervalle [1..n(n−m)−1],
on en conclut qu’ils sont égaux. On a donc les conditions

s(n−m)− rn = 1, 0 6 r 6 n−m− 1, 1 6 s 6 n− 1.

Ce choix des entiers r et s permet à son tour la définition suivante.



2.3. CLASSIFICATION DES TRINÔMES 45

Définition 25. Supposons que les entiers r, s,m, n vérifient s(n−m)− rn = 1,
avec 0 6 r 6 n −m − 1, 1 6 s 6 n − 1. Le multiplicateur du trinôme (2.2.5)
est l’ élément

u =
as−rcr

bs
(2.3.2)

de k∗.

Proposition 2.17. On suppose que les entiers n et m sont premiers entre eux.
Soit t et u le paramètre et le multiplicateur du trinôme f(X) = aXn− bXm+ c.
Alors :

(a) on a b = atr

un−m et c = ats

un .
(b) le multiplicateur de (λ, µ) · f est µu.

Preuve. (a) En effet

atr

un−m
= a1−(s−r)(n−m)+mrbs(n−m)−nrc−r(n−m)+r(n−m) = a0b1c0 = b

et
ats

un
= a1−(s−r)n+msbsn−snc−rn+s(n−m) = a0b0c1 = c

(b) On sait que (λ, µ) · f est le trinôme a1X
n− b1X

m + c1, avec a1 = λµna, b1 =
λµmb, c1 = λc. En tenant compte de la relation s(n−m)− rn = 1, il est alors
facile de vérifier que le multiplicateur as−r1 b−s1 cr1 de ce nouveau trinôme est le
produit de µ par as−rb−scr.

Définition 26. Supposons que les entiers r, s,m, n vérifient s(n−m)− rn = 1,
avec 0 6 r 6 n−m− 1, 1 6 s 6 n− 1. Un (n,m)-trinôme est dit réduit s’il est
de la forme f(x) = xn − trxm + ts pour un t ∈ k∗.

Un trinôme réduit est unitaire et de multiplicateur 1. Réciproquement, en
vertu de la proposition 2.17, tout trinôme unitaire de multiplicateur 1 est réduit.

Il en résulte que, dans toute classe de (n,m)-trinômes, il existe un et un seul
trinôme réduit. Ceci résout le problème de la classification des (n,m)-trinômes
sur un corps commutatif, à condition que les entiers n et m soient premiers
entre eux.
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2.4 Groupes de Galois de trinômes sur le corps des nombres

rationnels

La détermination du groupe de Galois sur Q du corps de décomposition
d’un poynôme à coefficients dans Z est un problème classique d’algèbre. Cette
détermination repose sur le principe de Van der Waerden [44] basée essentiellle-
ment sur la ramification d’un nombre premier dans l’extension. Un théorème dû
à cet auteur [44] affirmait qu’en dehors du groupe symétrique Sn, il est difficile
de réaliser un sous-groupe strict de Sn comme groupe de Galois d’un polynôme
unitaire à coefficients sur Z. Par exemple, pour un nombre premier p impair et
un entier a tel que p

√
a /∈ Z, le groupe de Galois du binôme Xp − a, qui est

résoluble, est engendré par un cycle d’ordre p et un cycle d’ordre (p− 1), c’est
donc le groupe affine Aff(Fp).
Suivant les conditions nécessaires observées par Feit [17], et en supposant que
le groupe de Galois G d’un Q-trinôme contienne une involution fixant au plus
3 racines, très peu de groupes de permutations sont susceptibles de se réaliser
comme groupes de Galois de tels trinômes.
Plusieurs auteurs se sont intéressés à la caractérisation des trinômes ayant pour
groupe de Galois G le groupe symétrique Sn. C’est ainsi qu’ Osada [30, 31] a
montré que G est isomorphe à Sn sous les hypothèses suivantes :

1. A = acn, B = bcn où a, b et c sont des entiers relatifs tels que pgcd(nb, acs(n−
s)) = 1.

2. | D0 | n’est pas un carré, où | D0 |= nnbn−s + (−1)n−1ss(n− s)n−sancns.
3. Il existe un nombre premier p qui divise b sans que p2 divise b.

En fait la question de la primitivité du groupe de Galois G joue un rôle essentiel.
En effet dans [27], les auteurs ont montré que dans le cas où G est primitif, les
conditions 1. et 2. précédentes suffisent pour que G soit isomorphe à Sn.
En 1997, dans [13] les auteurs ont étudié le groupe de Galois d’un trinôme
irréductible f(X) = Xn+aXs+b à coefficients entiers (1 ≤ s ≤ n−1, ab 6= 0)
et ils montrent que sous des hypothèses convenables mais pas trop restrictives,
quand n et s sont premiers entre eux, le groupe de Galois est doublement tran-
sitif. Ces résultats étendent ceux d’ Osada mais on peut remarquer que les
hypothèses des théorèmes dans [13] n’excluent pas la possibilité que certains
premiers se ramifient sauvagement dans l’extension de Q obtenue par adjonc-
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tion d’une racine du trinôme considéré. De plus le théorème 1.2 [13] donne une
condition suffisante de double transitivité du groupe de Galois lorsque n− s est
une puissance d’ un nombre premier divisant b.
Nous ne pouvions finir avec l’article [13] sans citer le suivant [14], fait par les
mêmes auteurs, qui n’est qu’une suite directe du précédent. Dans [14], les au-
teurs obtiennent des critères simples et explicites pour que le groupe de Galois
d’un trinôme pp irrèductible Xn + aXs + b à coefficients entiers, contienne le
groupe alterné An. Ces critères étendent ceux d’Osada, mais permettent de
couvrir des situations plus délicates. Notons que dans [14], on y a utilisé la clas-
sification des groupes de Jordan et celles des groupes multiplement transitifs,
qui sont toutes deux conséquences de la classification des groupes finis simples.

Nous pouvons citer aussi les travaux de Bishnoi et Khanduja [6] qui ont
étendu les résultats de Schur [35, 36] permettant ainsi la construction de trinômes
de degré n pour tout n avec Sn pour groupe de Galois.
Pour finir le cas des trinômes de degré n quelconque, nous citons l’article [19]
dans lequel les auteurs ont voulu aborder le problème inverse. Le principe de
ce dernier, étant donné un groupe de permutations G de degré n, trouver un
trinôme séparable de degré n qui le réalise sur un corps K. L’objectif de cet ar-
ticle a été de construire explicitement un nombre infini de familles de trinômes
à coefficients rationnels dont le groupe de Galois soit isomorphe à An.
En utilisant la classification des groupes simples finis, W. Feit [17] dresse la liste
des groupes susceptibles de se réaliser comme groupe de Galois d’un trinôme
de degré premier, irréductible sur le corps Q des nombres rationnels.
K. Komatsu [21] a étudié le groupe de Galois d’un trinôme irrèductible de la
forme Xp + aX + a sur le corps Q où p est un entier premier et a un entier ra-
tionnel. Il a montré que G est le groupe symétrique Sp si p divise a exactement
une fois et si a/p est un carré.
A. Movahhedi [26] a amélioré ce dernier résultat. En effet, A. Movahhedi a
montré que si p divise exactement une fois l’entier a, alors le groupe G est, soit
le groupe symétrique Sp, soit le groupe Aff(Fp) [26, Sect. 3, Theorem 3.1]. De
plus, il montre que G est le groupe symétrique Sp dans chacun des cas suivants :

1. a < 0

2.
a

p
6= 1(modp)

Lorsque p ne divise pas a, A. Movahhedi [26] a montré ce qui suit :



48 CHAPITRE 2. GROUPES DE GALOIS DE TRINÔMES

1. G ' Sp, si le discriminant du trinôme n’est pas un carré,

2. G est soit le groupe alterné Ap, soit le groupe projectif spécial linéaire
PSL2(2

e). Ce dernier cas a lieu uniquement lorsque p = 1 + 2e est un
premier de Fermat.

En 2008, dans [4], les auteurs ont généralisés les résultats de A. Movahhedi [26]
aux trinômes de la forme Xp + aXs + a. Dans [4], les auteurs ont montré sous
des restrictions mineurs : pgcd(svp(a), p−1) > 1 et svp(a) < p, que si le groupe
de Galois G n’est pas résoluble il est isomorphe à Sp ou Ap.
D’ autre part en 2009 dans [5], les auteurs ont montré que le groupe de Galois
G du trinôme irréductible Xp + aXp−1 + a sur le corps Q est tout le groupe Sp.
Avant de finir, on citera de même les travaux de [42, 43].

2.5 Groupes de Galois de trinômes sur le corps des frac-

tions rationnels

Concernant le goupe de Galois d’un trinôme sur le corps des fractions ra-
tionnels Q(T ), nous pouvons citer essentielement les travaux de A. Schinzel [34]
dans les quels l’auteur a montré que les trinômes génériques Xn + T rXm + T s,
avec n,m, r, s entiers naturels tels que n > m > 0 et s(n−m)− rn = 1, ont Sn
pour groupe de Galois sur le corps Q(T ).



Chapitre 3

Groupe de Galois d’un trinôme
d’Eisenstein Xp + acp−2X + acp−1

3.1 Introduction

Puisque les binômes à coefficients rationnels sont tous résolubles, les trinômes
fournissent les exemples les plus simples de polynômes de degré n à coefficients
rationnels ayant pour groupe de Galois le groupe symétrique Sn : par exemple,
Osada [30] et Serre [38, p. 52] ont montré indépendamment que le trinôme
Xn −X − 1 a cette propriété pour tout entier n > 1. La facilité à établir que
le groupe de Galois d’un trinôme à coefficients rationnels a pour groupe de
Galois le groupe symétrique est liée à la propriété démontrée par Schinzel [34]
les trinômes génériques Xn + trXm + ts, avec n,m, r, s entiers naturels tels que
n > m > 0 et s(n − m) − rn = 1, ont Sn pour groupe de Galois sur Q(t).
En effet le théorème d’irrèductibilité de Hilbert entrâıne alors que le trinôme
Xn + trXm + ts a Sn pour groupe de Galois sur Q pour une infinité de valeurs
du paramètre t ∈ Q∗. En fait, les travaux connus à ce jour semblent indiquer
qu’il est très difficile de construire des exemples de trinômes irréductibles de
degré n > 7 ayant pour groupe de Galois sur Q un groupe de permutations ne
contenant pas le groupe alterné An. C’est ainsi qu’Angeli [2] a montré que, si
p > 7 est un nombre premier fixé, il n’y a qu’un nombre fini d’orbites de trinômes
irréductibles résolubles f(X) = Xp + aX + b sous l’action f(X) 7−→ kpf(X/k)
du groupe Q∗.
Dans ce présent travail, nous nous intéressons précisément à la possibilité de
trouver un trinôme irréductible f0(X) = Axp+Bx+C(ABC 6= 0) à coefficients
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rationnels de degré premier p > 7 qui soit résoluble. Pour un tel trinôme, il existe
une valeur k ∈ Q∗ telle que le trinôme kpf0(X/k) soit de la forme

f(X) = Xp + acp−2X + acp−1 (3.1.1)

pour deux entiers rationnels a et c mutuellement étrangers. C’est pourquoi nous
nous limiterons à examiner des trinômes de cette forme (3.1.1). Pour assurer
l’irréductibilité d’un tel trinôme, nous supposons qu’il est du type d’Eisenstein
en p, c’est à dire que a = pa1, où a1 est un entier premier à p. De plus, nous
aurons besoin pour nos démonstations de l’hypothèse supplémentaire que c est
premier à p− 1. Notre résultat principal est le suivant.

Théorème 3.1. Soit p ≥ 7 un nombre premier, et a1, c deux entiers rationnels
tels que pgcd(a1, pc) = pgcd(c, p(p− 1)) = 1. On pose a = pa1 et

D0 =
c

| c |
(pp−1 + (p− 1)p−1a1).

Pour que le groupe de Galois G du trinôme f(X) de la forme (3.1.1) soit
résoluble, les conditions suivantes sont nécessaires.

1. L’entier D0 est un carré dans Z.

2. Si p ≡ 1 (mod 4), alors l’entier p | c | est résidu quadratique modulo tout
diviseur premier de D0.

3. Si p ≡ 3 (mod 4), alors l’entier p−1
2 est résidu quadratique modulo tout

diviseur premier de l’entier D0.

Un cas particulier des trinômes que nous considérons dans le théorème 3.1,
déjà traité dans la littérature [20, 26], est le cas c = 1, c’est à dire celui des
trinômes Xp + aX + a, où a est un entier divisible par p exactement une fois.
Soulignons de plus que Kölle et Schmid [20] conjecturent que le groupe de Ga-
lois de f(X) est toujours Sp lorsque c = 1. Cependant, en général ce ci a été
prouvé seulement pour p 6 5 à ce jour [18]. Nos méthodes de démonstrations
sont proches de celles utilisées dans [20], et nous réctifions une petite erreur
dans ce papier [20]. Le point 1 du théorème 3.1 a été démontré dans [20, pp.82-
83] dans le cas particulier qui y est considéré, alors que les points 2 et 3 sont
nouveaux : nous les déduisons à partir du théorème de Pellet-Stickelberger.
L’idée principale dans nos démonstrations est la méthode locale.
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Notre lemme 3.5 peut être vu comme une étude locale en un premier à l’in-
fini, c’est à dire au dessus du corps des réels R, par contre les lemmes suivants
représentent l’étude locale en un entier premier q divisant D0. Dans cette étude,
nous utilisons le théorème d’Ore ainsi que le polygone de Newton pour la fac-
torisation de polynômes [29, 38]. Cependant les travaux antérieurs, excèpté de
[20], ont utilisé l’étude locale en des entiers premiers ramifiés dans des exten-
sions engendrées par des racines du trinôme, il est remarquable qu’une telle
étude générale soit faisable, car les entiers premiers divisant D0 ne sont pas
nécessairement ramifiés dans de telles extensions.
Dans le théorème suivant, basé en partie sur le théorème 3.1 et aussi sur [20, 26],
nous résumons les résultats connus sur les groupes de Galois du trinôme f(X)
lorsque c = 1.

Théorème 3.2. Soit p > 7 un entier premier et a1 ∈ Z/pZ. Posons a = pa1,
f(X) = Xp + aX + a et D0 = pp−1 + (p − 1)p−1a1. Le groupe de Galois au
dessus de Q du trinôme f(X) est isomorphe soit au groupe symétrique Sp soit
au groupe affine AGL(1, p), ce dernier survient précisément lorsqu’un corps des
racines de f(X) au dessus de Q contient une racine p-ème de l’unité. Le groupe
de Galois G est Sp dans les cas suivants :

1. D0 n’est pas un carré dans Z ;

2. a1 est un carré dans Z ;

3. a1 6≡ 1 (mod p) ;

4. a1 < p ;

5. Il existe un diviseur premier q de D0 tel que q 6≡ ±1(modp) ;

6. Il existe un diviseur premier q de D0 avec q ≡ 1(modp) tel que −p(p− 1)/2
n’est pas résidu quadratique modulo q ;

7. Il existe un diviseur premier q de D0 avec q ≡ −1(modq) tel que −p(p− 1)/2
est résidu quadratique modulo q ;

8. a est impaire ;

9. a ≡ 2(mod3) ;

10. p ≡ 2(mod3) et a ≡ 1(mod3).
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En outre, on déduit par la loi de réciprocité quadratique et les théorèmes 3.1
et 3.2 le résultat suivant dont l’intérêt principal est de préciser la forme d’un
contre exemple à la conjecture de Kölle-Schmid.

Théorème 3.3. Etant donné un entier premier p ≡ 7(mod8) tel que l = p−1
2

est aussi premier, et un entier a1 ∈ Z premier à p, pour que le trinôme d’Ein-
senstein

f(X) = Xp + pa1X + pa1 (3.1.2)

soit résoluble, il est nécessaire qu’il existe un entier µ ≡ −4v± 2(modp) tel que

a1 = (v + 22l−2µ)(u+ l2lµ), (3.1.3)

où (u, v) est l’ unique couple d’entiers naturels tel que u22l−2 − vl2l = pl et
u < l2l.

3.2 Etude locale

Nous partons de l’énoncé bien connu suivant [16, p. 91].

Lemme 3.4. Tout groupe de permutations transitif et résoluble de degré premier
p est isomorphe à un sous-groupe du groupe affine AGL(1, p).

Lemme 3.5. Si le trinôme f(X) est résoluble, alors l’entier D0 est strictement
positif.

Preuve. Le discriminant du trinôme f(X) est [40] :

D(f) = (−1)
p−1
2 ppap−1

1 | c |
p(p−2)D0. (3.2.1)

Comme p et (p−1)a1 sont premiers entre eux, on a certainementD0 6= 0, de sorte
que le trinôme f(X) est séparable. D’après la règle de Descartes [32, p. 41], notre
trinôme f(X) admet au plus trois racines réelles. Si f admettait exactement
trois racines réelles, la conjugaison complexe induirait une permutation de G
qui aurait exactement trois points fixes. D’autre part, notre trinôme f(X) étant
irréductible (car d’Eisenstein), résoluble et de degré premier p, on sait par le
lemme 3.4 que son groupe de Galois G est isomorphe à un sous-groupe du
groupe affine AGL(1, p). Or, le groupe affine AGL(1, p) [1] ne comprend pas de
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permutation ayant exactement trois points fixes. Donc f ne peut avoir qu’une
seule racine réelle, de sorte que le nombre r2 de paires de plongements conjugués
imaginaires du corps de rupture du trinôme f(X) est exactement p−1

2 . Sachant
que D(f)(−1)r2 > 0 [9], on déduit de la formule (3.2.1) que D0 est positif. �

Pour tout nombre premier q, le symbole vq désigne la valuation q-adique sur
le corps Q des rationnels.

Lemme 3.6. Soit q un diviseur premier de D0. Le (Qq, X+1)−polygone de
Newton du polynôme

f ∗(X) = (
p− 1

pc
)pf(

pc

p− 1
X)

est composé de deux côtés : un côté horizontal de longueur p − 2 et un côté
oblique (S) joignant les points (p− 2, 0) et (p, vq(D0)).

Preuve. Comme pc et (p− 1)a1 sont premiers entre eux, Le diviseur q de D0

ne divise pas p(p− 1)c. Considérons le polynôme f ∗(X) = (p−1
pc )

p
f( pc

p−1X). Par
la formule de Taylor appliquée à f ∗ au voisinage de −1, nous avons :

f ∗(X) =

p∑
k=0

f ∗(k)(−1)

k!
(X + 1)k

Pour

k = 0 : f ∗(−1) =
−D0

| c | pp−1
, k = 1 : f ∗

′
(−1) =

D0

| c | pp−2
,

2 ≤ k ≤ p :
f ∗(k)(−1)

k!
=

(
p

k

)
(−1)p−k.

D’où :

f ∗(X) =

p−2∑
j=0

(
p

j

)
(−1)j(X + 1)p−j +

D0

| c | pp−2
(X + 1)− D0

| c | pp−1
. (3.2.2)

Par conséquent, le nuage de Newton est constitué des p + 1 points : (0, 0),(
j, vq

((
p

j

)))
pour j entier entre 1 et p − 2, (p− 1, vq(D0)) et (p, vq(D0)).
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(S)

p-2 p

--

p-1

Figure 3.1 – (X + 1,Qq)-polygone de Newton de f ∗(X)

Observons en particulier que, puisque le nombre q est premier à p(p − 1), le
point (p− 2, 0) est élément de ce nuage. On constate que tous les points de ce
nuage sont au dessus de l’axe des abscisses qui passe au moins par les points
(0, 0) et (p− 2, 0) qui appartiennent au nuage.
On constate de même que tous les points du nuage sont au-dessus de la droite
d’équation y =

vq(D0)
2 (X − (p − 2)) qui passe par les deux points (p − 2, 0) et

(p, vq(D0)) qui appartiennent au nuage.

Lemme 3.7. Si g(X) = Xp + aX + b (ab 6= 0) est un trinôme à coefficients
dans un corps K dont la caractéristique est différente de p, le degré du pgcd de
g(X) et de sa dérivée g′(X) est au plus égal à 1.

Preuve. En effet, on a g′(X) = pXp−1 + a et g(X) = g′(X)Xp + p−1
p aX + b.

Par conséquent le pgcd de g(X) et de g′(X) doit diviser le polynôme p−1
p aX+ b

qui est non nul et de degré au plus 1.

Lemme 3.8. Pour tout diviseur premier q de D0, le trinôme f ∗(X) du lemme
3.6 se factorise dans l’anneau Zq[X] sous la forme

f ∗(X) = fp−2(X)f2(X), (3.2.3)
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où fp−2(X) est un polynôme unitaire de degré p− 2 dont la réduction modulo q
n’a pas de racine multiple, et où f2(X) est un polynôme unitaire de degré 2 dont
le (Qq, X + 1)-polygone de Newton est le translaté à l’origine du côté oblique
(S). Le corps des racines du polynôme fp−2(X) sur Qq est une extension non
ramifiée de Qq.

Preuve. La factorisation (3.2.3) résulte immédiatement du lemme 3.6 et du
théorème d’Ore [29]. A partir de la relation (3.2.3), on obtient dans l’anneau
Fq[X] la factorisation

f ∗(X) = fp−2(X)(X + 1)2, (3.2.4)

où la notation g(X) représente la réduction modulo q du polynôme g(X) ∈
Zq[X]. Comme q est premier à p, il résulte de la factorisation (3.2.4) du trinôme
et du lemme 3.6 que fp−2(X) est séparable sur Fq. En utilisant [28, lemma 5.24,
p.222] on en déduit que, pour toute racine α du polynôme fp−2(X), l’exten-
sion Qq(α)/Qq est non ramifiée. Par conséquent tout corps F des racines du
polynôme fp−2(X) sur le corps Qq est une extension non ramifiée de Qq.

Lemme 3.9. On suppose que le groupe de Galois G du trinôme f(X) sur Q est
résoluble. Si q est un diviseur premier de D0, alors l’entier vq(D0) est pair.

Preuve. Supposons au contraire que la valuation vq(D0) soit impaire. En
utilisant le lemme 3.5, on voit que la longueur de la projection horizontale du
côté oblique (S) est ` = 2, et que la longueur de sa projection verticale est
h = vq(D0). Comme, dans ce cas, les longueurs ` et h sont premières entre
elles, il résulte de [12, Theorem 1.5] que, si β est l’une des deux racines β de
f2(X), alors l’indice de ramification de l’extension Qq(β)/Qq est pair. Puisque le
polynôme f2(X) est de degré 2, on voit que l’extension Qq(β)/Qq est totalement
ramifiée de degré 2, et est le corps des racines de f2(X) sur Qq.

Soit Nq le corps des racines de f(X) (ou de f ∗(X)) sur Qq, et F celui du
facteur fp−2(X) de la relation (3.2.3). D’après la relation (3.2.3), le corps Nq est
le composé du corps F avec le corps Qq(β). Comme l’extension F/Qq est non
ramifiée, le lemme d’Abhyankar [28, Corollary 4, p. 229] entrâıne que l’indice
de ramification de l’extension Nq/Qq est égal à 2.

Soit N le sous-corps de Nq engendré par les racines du trinôme f(X) (ou
de f ∗(X)). Comme N est un corps des racines de f(X) sur Q, le groupe de



56 CHAPITRE 3. GROUPE DE GALOIS D’UN TRINÔME D’EISENSTEIN

Galois G s’identifie au groupe des automorphismes de N . Il résulte de ce qui
précède que le groupe d’inertie I de la place de N induite par l’idéal maximal
de Nq est d’ordre 2, et que son générateur laisse fixes les racines de fp−2(X). Par
conséquent, le groupe I est engendré par une transposition. Comme AGL(1, p)
ne contient pas de transposition, le groupe de Galois G ne peut être isomorphe
à un sous-groupe du groupe AGL(1, p) et donc, d’après le lemme 3.4, n’est pas
résoluble.

Lemme 3.10. Si le groupe de Galois G du trinôme f(X) est résoluble, et f2(X)
et fp−2(X) sont comme dans le lemme 3.8, alors, pour tout diviseur premier
q de D0, nous avons :

(a) le corps Qq

(√
−p(p−1)|c|

2

)
est un corps de racines sur Qq du polynôme

f2(X) ;
(b) Tout facteur irréductible sur Qq de f ∗(X) est de degré au plus 2 et le

nombre r de facteurs irréductibles sur Qq du polynôme fp−2(X) est donné par

r =

{
p− 2 si − p(p−1)|c|

2 est résidu quadratique modulo q ;
p−1

2 sinon.
(3.2.5)

Preuve. D’après le lemme 3.9, on sait que vq(D0) est paire. Dans ce cas, la
longueur de la projection horizontale du côté (S) est ` = 2, et la longueur de sa
projection verticale est h = vq(D0) qui est un nombre pair. Par [12, Proposition
1.4], le polynôme associé au côté (S) est

F (Y ) = Y 2 +
2D∗0

| c | pp.(p− 1)
(3.2.6)

où D∗0 = D0

qvq(D0)
est la partie première à q de l’entier D0. D’après le lemme 3.8,

le trinôme f ∗(X) se factorise sous la forme (3.2.3), où fp−2(X) est un polynôme
de degré p−2 dont le corps des racines F sur Qq est une extension non ramifiée
de Qq. Comme q ne divise pas p(p−1), le polynôme F (Y ) est séparable modulo
q, et donc on sait, par [12, Théorème 1.5], qu’un corps des racines du polynôme
f2(X) sur Qq est une extension non ramifiée de Qq. D’autre part, aussi par [12,
Théorème 1.5], la factorisation dans Qq[X] du polynôme f2(X) est analogue à
celle dans Fq[Y ] de la réduction F (Y ) modulo q du polynôme associé F (Y ).
Comme on sait par les lemmes 3.5 et 3.8 que D∗0 est un carré dans Z, la relation
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(3.2.6) montre que la factorisation du polynôme F (Y ) dépend uniquement du

caractère quadratique de −p(p−1)|c|
2 modulo q. Le degré d’un corps des racines sur

Qq de f2(X) est donc 1 ou 2 selon que −p(p−1)
2 est ou non un résidu quadratique

modulo q. Comme q est premier à p(p− 1), le corps Qq

(√
−p(p−1)|c|

2

)
est une

extension non ramifiée de Qq ayant le même degré que le corps des racines sur
Qq du polynôme f2(X) ; or deux extensions non ramifiées de même degré de Qq

sont isomorphes, ce qui prouve le premier point.

En outre, le corps des racines Nq sur Qq du trinôme f ∗(X), en tant que
composé de deux extensions non ramifiées de Qq, en est aussi une extension
non ramifiée. Donc le groupe de Galois sur Qq du trinôme f ∗(X) est cyclique.
On distingue deux cas.

Cas 1. L’entier −p(p−1)|c|
2 est résidu quadratique modulo q. Dans ce cas, la

réduction F (Y ) modulo q du polynôme associé F (Y ) se factorise en 2 polynômes
de degré 1 dans Fq[Y ]. Par conséquent f2(X) se factorise en 2 facteurs de degré
1 dans Qq[X], et donc tout élément du groupe de Galois sur Qq doit laisser
fixes les deux racines du facteur f2(X). Comme G est supposé résoluble et que
la seule permutation de AGL(1, p) qui laisse fixes deux points est l’identité, on
voit par le lemme 3.4 que fp−2(X) est scindé sur Qq, donc a p − 2 facteurs
irréductibles dans Qq[X].

Cas 2. L’entier −p(p−1)|c|
2 n’est pas résidu quadratique modulo q. Alors la

réduction F (Y ) modulo q du polynôme associé F (Y ) est irréductible dans Fq[Y ],
et donc f2(X) est irréductible sur Qq. Un générateur du groupe de Galois Gq

sur Qq du trinôme f ∗(X) agit donc en échangeant les 2 racines de f2(X), et est
donc d’ordre pair. Comme on sait par le lemme 3.4 que G, et donc aussi Gq,
est isomorphe à un sous-groupe du groupe affine AGL(1, p), on conclut que ce
générateur de D possède exactement un point fixe, qui est forcément une racine
de fp−2(X). En examinant les permutations appartenant au groupe AGL(1, p),
on voit que les seules permutations dans ce groupe qui possèdent exactement
un point fixe et un cycle de longueur 2 sont les produits de p−1

2 transpositions
deux à deux disjointes. Par conséquent, le polynôme fp−2(X) se factorise sur
Qq en p−1

2 facteurs irréductibles : un de degré 1 et p−3
2 de degré 2.
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3.3 Preuve du théorème 3.1 :

Supposons G résoluble. Les lemmes 3.5 et 3.9 suffisent à montrer que l’entier
D0 est un carré dans Z. Par conséquent, on voit par les relations (3.2.1) et
(3.2.3) qu’il existe un élément non nul x du corps Qq tel que

D(fp−2)D(f2) = (−1)
p−1
2 p | c | x2, (3.3.1)

où on note D(fp−2) et D(f2) pour les discriminants des polynômes respective-
ment fp−2(X) et f2(X) figurant dans la relation (3.2.3). Le corps des racines sur

Qq de f2(X) étant isomorphe à Qq

(√
−p(p−1)|c|

2

)
, on a −p(p−1)|c|

2 D(f2) ∈ Q∗q2,

et ceci, en vertu de la relation (3.3.1), signifie que D(fp−2) ∈ (−1)
p+1
2
p−1

2 Q∗q2.

Notons par r le nombre de facteurs irréductibles du polynôme fp−2(X) dans
Qq[X]. D’après un théorème de Pellet-Stickelberger [40, Theorem 1, p. 1100],
et puisqu’on sait par l’argument donné dans la Démonstration du lemme 3.9
que la réduction fp−2(X) du polynôme fp−2(X) modulo q est séparable, on a

(−1)r+1 =

(
D(fp−2)

q

)
. (3.3.2)

Supposons en premier que p ≡ 1(mod4), pour que D(fp−2) soit dans −p−2
2 Q∗q2.

Le lemme 3.10 montre que le nombre r de facteurs irréductibles de fp−2(X)

dans Qq[X] est impair lorsque −p(p−1)|c|
2 est résidu quadratique modulo q, et

est pair sinon. Utilisant le théorème de Pellet-Stickelberger, on voit que −p−1
2

est un carré dans Q∗q si et seulement si −p(p−1)|c|
2 l’est. Alors, le produit de ces

deux éléments inversibles de Zq est toujours un carré dans Q∗q. Alors p | c | est
toujours un carré dans Q∗q, donc, l’entier p | c | est résidu quadratique modulo
q.
Supposons maintenant p ≡ 3 (mod 4). On a vu alors que D(fp−2) ∈ p−1

2 Q∗q2,
et le lemme 3.10 montre que le nombre r de facteurs irréductibles de fp−2(X)

dans Qq[X] est impair, indépendamment du caractère quadratique de −p(p−1)|c|
2

modulo q. Nous déduisons alors par le théorème de Pellet-Stickelberger que p−1
2

est résidu quadratique modulo q.
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3.4 Preuve du théorème 3.2

Notons par G le groupe de Galois du trinôme f(X) = Xp + aX + a sur
Q. On suppose que a = pa1, avec a1 ∈ Z premier à p. Pour la preuve du
théorème 3.2, nous comptons sur les résultats connus. Nous observons d’abords
que Movahhedi a montré que G est soit Sp soit AGL(1,p) [26, Théorème 1].
L’équivalence entre la solvabilité de f(X) et le fait que la pieme racine primitive
de l’unité fasse partie du corps des racines de f(X) sur Q résultent des travaux
classiques de Wegener and Hasse, cités dans [20]. Movaheddi a redémontré ce
résultat dans une meilleure version que celle dans [26, Théorème 2.2].
Le point (a) du théorème 3.2 est simplement le point 1 du théorème 3.1, et (c)
est un résultat de Movahhedi [26, Théorème 4.3].
Pour le point (b), on peut argumenter comme suit. Supposons que a1 = h2 est
le carré d’un entier h et que f(X) n’est pas à groupe de Galois Sp. Alors, par
le théorème 3.1, D0 = p(p−1) + (p − 1)(p−1)h2 doit être carré d’un entier. En
utilisant le fait que h et p sont premiers entre eux, on voit facilement que l’on
doit avoir p(p− 1) = 2(p− 1)

p−1
2 h+ 1, montrant que ±2h+ 1 ≡ 0(modp). mais

par (c) nous avons h ≡ ±1(modp). Alors ±2 + 1 est divisible par p, ce qui n’est
pas le cas.
Pour (d), on peut distinguer trois cas ; le cas a1 < 0 est traité par Movahhedi [26,
Théorème 4.5], le cas a1 = 1 est un cas particulier de (b), et le cas 1 < a1 < p

est impliqué par (c).
Il a été prouvé par Kölle et Schmid [20, p.83] que si G est le groupe affine et q
divise D0, alors q ≡ 1(modp) si le groupe de décomposition en q est trivial, et
q ≡ −1(modp) sinon. Ce qui justifie (e) du théorème 3.2. Quand on prend en
compte le lemme 3.10, les points (f) et (g) s’en déduisent.
Les points (h), (h’) et (h”) sont observés par Kölle et Schmid [20, p.83].

3.5 Preuve du théorème 3.3

Soit p ≥ 7 un entier premier et considérons l = (p−1)
2 . Si le trinôme f(X) =

Xp + pa1X + pa1 est résoluble, avec p ne divisant pas a1, alors les lemmes 3.5
et 3.9 montrent l’existence de y ∈ Z tel que

D0 = p2l + (2l)2la1 = y2. (3.5.1)
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En remplaçant y par son opposé si nécessaire, on peut supposer que y est positif.

Evidemment y doit être impair, pour que w = (y+pl)
2 et w′ = (y−pl)

2 soient des
entiers. Comme p ne divise pas a1, ces entiers sont premiers. D’ après (3.5.1),
nous avons aussi ww′ = 22l−2l2la1, pour que 22l−2 divise un et un seul entre w
et w′. On pose en conséquence

y + εpl

2
= 22l−2x, (3.5.2)

où ε ∈ {−1, 1} et x ∈ Z. Alors (y−εpl)
2 = 22l−2x − εpl, par conséquent ww′ =

22l−2x(22l−2l2la1, ce qui entraine

x(22l−2x− εpl) = l2la1. (3.5.3)

Supposons maintenant que l est premier et p ≡ 7(mod8), et rappelant que G
est résoluble, on veut montrer que l ne divise pas x. Supposons le contraire.
Puisque l est premier à p = 2l+ 1, il est premier à 22l−2x− εpl, pour que (3.5.3)
montre l’existence de µ ∈ Z tel que

x = l2lµ. (3.5.4)

De (3.5.2) et (3.5.3),

y = 22l−1l2lµ− εpl. (3.5.5)

Comme l’exposant 2l − 1 ≥ 5 et l impair, nous avons y ≡ ε(mod4). De plus,
puisque f(X) est supposé résoluble, le point 3 du théorème 3.1 montre que l est
résidu quadratique modulo tout entier divisant y ; alors le symbole de Jacobi
( ly) est 1. Alors la loi de réciprocité quadratique et la congruence l ≡ 3(mod4)
entraine

(
y

l
) = (−1)

(y−1)
2 = (−1)

(ε−1)
2 . (3.5.6)

A présent, d’après (3.5.5), et puisque p ≡ 1(modl), nous avons (yl ) = (−εl ) =

(−1)
l−1
2 .ε+1

2 = (−1)
ε+1
2 . Par conséquent, ε−1

2 ≡
ε+1

2 (mod 2), contradiction.
Puisque l’entier premier l ne divise pas x, (3.5.3) montre que l2l doit diviser
l’entier 22l−2x− εpl, afin que nous puissions écrire

22l−2x− εpl = l2lλ(λ ∈ Z). (3.5.7)
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Considérons l’unique entier u ∈
]
0, l2l

[
tel que u22l−2 ≡ pl(modl2l). En posant

v = (u22l−2−pl)
l2l

, on obtient un entier v ∈
]
0, 22l−2

[
tel que u22l−2 − vl2l = pl.

Substituant cette expression de pl dans (3.5.7), nous obtenons 22l−2(x− uε) =
l2l(λ− vε), ce qui prouve l’existence de µ ∈ Z tel que x− uε = l2lµ et λ = vε+
22l−2µ. En substituant cette expression de λ dans (3.5.7), puis par application
de (3.5.3), on trouve après simplification

a1 = (vε+ 22l−2µ)(uε+ l2lµ),

qui est exactement (3) pour ε = 1. Lorsque ε = −1, alors la procédure conduit
à la même equation (3) après remplacement du paramètre µ par son opposé.
En outre, le point (1) du théorème 3.1 ainsi que le point (e) du théorème 3.2
entrainent que D0 ≡ 1(modp). Comme, D0 ≡ a1(modp), on choisit l’entier µ
tel que (v + 22l−2µ)(u + l2lµ ≡ 1(modp). La classe résiduelle µ de µ modulo
l’entier premier p est alors racine de l’equation quadratique, et c’est facile de
vérifier dirèctement que les classes des deux entiers −4v±2 sont deux solutions
dans le corps Z/pZ, alors elles sont les seules solutions, ce qui prouve que
µ ≡ −4v ± 2(modp).
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Chapitre 4

Groupe de Galois du trinôme
d’Einsenstein X7 + aX + a

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas particulier où notre trinôme
(3.1.1) est de la forme

f(X) = X7 + aX + a. (4.1.1)

On ne pouvait finir de rédiger les travaux entrepris dans le cadre de cette thèse
sans parler de ce cas particulier. En fait c’est par ce cas là que toute notre étude
a commencé, voulant suivre le chemin emprunté par Gauckler [18] par lequel
l’auteur prouva la conjecture de Kölle et Schmid.
le trinôme f(X) (4.1.1) étant d’Eisenstein assure alors que le groupe de Galois
qui lui est associé sur le corps des rationnels Q est un sous-groupe transitif de
S7. A conjugaison près, il n’existe que 7 sous-groupes transitifs de S7, à savoir :
C7, D7, F21, F42, G168, A7 et S7.
Notons que G168 est le groupe simple d’ordre 168, il est isomorphe au groupe
PSL2(F7). Remarquons également que F21 et F42 sont respectivement les groupes
de Frobenius d’ordre 21 et 42.
Nous avons ensuite voulu appliquer la méthode de la résolvante, utilisée par
Gauckler, présentée dans le livre de Cohen [11, Algorithme 6.3.11, p. 325]. Cet
algorithme se divise en trois parties :

1. La construction de la résolvante de f .

2. L’analyse des facteurs irréductibles du polynôme résolvant.

63
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3. L’étude du cas où la résolvante est irréductible.

Dans notre cas, le polynôme appelé résolvante est de la forme :

P (x) = Π1≤i<j<k≤7 (x− (θi + θj + θk))

où les θi sont les racines de f(X), il est de degré 35. En utilisant Maple, nous
l’avons calculé, le reste de la démarche est assez direct. Il suffit de factoriser
cette résolvante en facteurs irréductibles et de comparer la liste des degrés avec
la liste des longueurs d’orbites des actions des groupes transitifs de degré 7 [11].
Mais dans note cas la factorisation modulo un certain nombre d’entiers n’a pas
pu nous renseigner sur son irréductibilité. Ce qui justifia le fait de ne pas avoir
prouvé notre résultat utilisant cette méthode.

Ce ci étant, apportons les lemmes qui nous ont conduits aux conditions
necessaires à la résolubilité du trinôme (4.1.1).

4.2 Lemmes de préparation

Lemme 4.1. Si le trinôme f(X) est résoluble, alors l’entier D0 est strictement
positif.

Preuve. Le discriminant du trinôme f(X) est [40] :

D(f) = −77a6
1D0. (4.2.1)

Comme 7 ne divise pas a1, on a certainement D0 6= 0, de sorte que le trinôme
f(X) est séparable. D’après la règle de Descartes [32, p.41], notre trinôme
f(X) admet au plus 3 racines réelles.
Si f admettait exactement trois racines réelles, il y aurait dans le groupe de Ga-
lois G la conjugaison complexe qui aurait exactement trois points fixes. D’autre
part notre trinôme f(X) étant irréductible (car d’Eisenstein), résoluble et de
degré premier 7, on sait par le lemme 3.4 que son groupe de Galois G est iso-
morphe à un sous-groupe du groupe affine AGL(1, 7). Dans AGL(1, 7) [1], il
n’y a pas de permutation ayant exactement trois points fixes. Donc f ne peut
admettre 3 racines réelles, par conséquent il n’en possède qu’une seule.
Sachant que D(f).(−1)r2 > 0 [9], où r2 est le nombre de paires de plongements



4.2. LEMMES DE PRÉPARATION 65

conjugués imaginaires du corps de rupture du trinôme f(X), on en conclut que
D(f) est négatif.
D’après (4.2.1), on voit que l’entier D0 est positif. �
Pour tout nombre premier q, le symbole vq désigne la valuation q-adique sur le
corps Q des rationnels.

Lemme 4.2. Soit q un diviseur premier de D0. Le (Qq, X + 1)−polygone de
Newton du polynôme f ∗(X) = 67

77f(7
6X) est composé de deux côtés : un côté

horizontal de longueur 5 et un côté oblique (S) joignant les points (5, 0) et
(7, vq(D0)).

Preuve. Puisque q divise D0, nécessairement q 6∈ {2, 3, 7}. Considérons le
polynôme f ∗(X) = 67

77f(7
6X). Par la formule de Taylor appliquée à f ∗ au voisi-

nage de −1 , nous avons :

f ∗(X) =
7∑
j=0

f ∗(7−j)(−1)

(7− j)!
(X + 1)7−j

Pour

j = 7 : f ∗(−1) =
−D0

76
, j = 6 : f ∗

′
(−1) =

D0

75
,

0 ≤ j ≤ 5 :
f ∗(7−j)(−1)

(7− j)!
=

(
7

j

)
(−1)j.

D’où :

f ∗(X) =
5∑
j=0

(
7

j

)
(−1)j(X + 1)7−j) +

D0

75
(X + 1)− D0

76
. (4.2.2)

Par conséquent, le nuage de Newton est constitué des points :

(
j, vq

((
7

j

)))
pour j entier entre 0 et 5, (6, vq(D0)) et (7, vq(D0)). On constate que tous les
points de ce nuage sont au dessus de l’axe des abscisses qui passe au moins par
les points (0, 0) et (5, 0) qui appartiennent au nuage.
On constate de même que tous ces points sont au-dessus de la droite d’equa-

tion y =
vq(D0)

2
(X − 5) qui passe par les deux points (5, 0) et (7, vq(D0)) qui
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0 1 2 3 4 5 6 7

b

b b b b b b

b b

pente=
vq(D0)

2

vq(D0)

(S)

Figure 4.1 – (X + 1,Qq) polygone de Newton

appartiennent au nuage.

Lemme 4.3. Si g(X) = X7 + aX + b (ab 6= 0) est un trinôme à coefficients
dans un corps K dont la caractéristique est différente de 7, le degré du pgcd de
g(X) et de sa dérivée g′(X) est au plus égal à 1.

Preuve. En effet, on a g′(X) = 7X6 + a et g(X) = g′(X)X7 + 6
7aX + b. Par

conséquent le pgcd de g(X) et de g′(X) doit diviser le polynôme 6
7aX + b qui

est de degré au plus 1.

Lemme 4.4. On suppose que G est résoluble. Si q est un diviseur premier de
D0, alors l’entier vq(D0) est pair.

Preuve. D’ après le lemme 2 et le théorème d’Ore [5], le polynôme f ∗(X) se
factorise dans l’anneau Zq[X] sous la forme

f ∗(X) = f5(X)f2(X), (4.2.3)
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où f5 est un polynôme unitaire de degré 5 dont le (Qq, X + 1)-polygone de
Newton est le côté horizontal du polygone décrit par le lemme 2, et où f2(X)
est un polynôme unitaire de degré 2 dont le (Qq, X + 1)-polygone de Newton
est le translaté à l’origine du côté oblique (S).
A partir de la relation (4.2.3), on obtient dans l’anneau Fq[X] la factorisation

f ∗(X) = f5(X)(X + 1)2, (4.2.4)

où la notation g(X) représente la réduction modulo q du polynôme g(X). Par
le lemme 3, il en résulte que f5(X) est séparable sur Fq. En utilisant [ 10,
lemme 5.24, p. 222] on en déduit que, pour toute racine α du polynôme f5(X),
l’extension Qq(α)/Qq est non ramifiée. Par conséquent le corps F des racines
du polynôme f5(X) sur le corps Qq est une extension non ramifiée de Qq.

Supposons maintenant que la valuation vq(D0) soit impaire. On remarque
que la longueur de la projection horizontale du côté (S) est ` = 2, et que la
longueur de sa projection verticale est h = vq(D0). Comme dans ce cas, ` et h
sont premiers entre eux, il résulte de [5, Theorem 1.5] que l’indice de ramification
de l’extension Qq(β)/Qq est divisible par 2 pour chacune des deux racines β de
f2(X). Puisque le polynôme f2(X) est de degré 2 et que q 6= 2, on voit que
l’extension Qq(β)/Qq est totalement et modérément ramifiée de degré 2, et est
le corps des racines de f2(X) sur Qq.

Soit Nq le corps des racines de f(X) (ou de f ∗(X)) sur Qq. D’après la relation
(4.2.3), le corps Nq est le composé du corps F avec le corps Qq(β). Comme
l’extension Nq/Qq est non ramifiée et que l’extension Qq(β)/Qq est modérément
ramifiée, le lemme d’Abhyankar [10, Corollary 4, p. 229] entrâıne que l’indice
de ramification de l’extension Nq/Qq est égal à 2.

Soit N le corps des racines du trinôme f(X) (ou de f ∗(X)) sur le corps Q des
nombres rationnels. Il résulte de ce qui précède que le groupe d’inertie I d’une
place de N au-dessus du nombre premier q est d’ordre 2 et que son générateur
laisse fixes les racines de f5(X). Par conséquent, le groupe I est engendré par
une transposition. Comme AGL(1, 7) ne contient pas de transposition, le groupe
de Galois G ne peut être contenu dans le groupe AGL(1, 7) et, d’après le lemme
0, n’est pas résoluble.

Lemme 4.5. Si G est résoluble, alors tout diviseur premier q de D0 est congru
à ±1[12].
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Preuve. D’après le lemme 4, on sait que vq(D0) est paire. Dans ce cas, la
longueur de la projection horizontale du côté (S) est ` = 2, et la longueur de sa
projection verticale est h = vq(D0) qui est un nombre pair. Par [5, Definition
1.4], le polynôme associé au côté (S) est

F (Y ) = Y 2 +
D∗0
77.3

(4.2.5)

où D∗0 =
D0

qvq(D0)
est la partie première à q de l’entier D0. Par les mêmes ar-

guments que dans la démonstration du lemme 4, le trinôme f ∗(X) se factorise
sous la forme (4.2.3), où f5(X) est un polynôme de degré 5 dont le corps des
racines F sur Qq est une extension non ramifiée de Qq. Comme q /∈ {2, 3, 7},
le polynôme F (Y ) est séparable modulo q, et donc on sait, par [5, Theorem
1.5], que le corps des racines du polynôme f2(X) sur Qq est une extension non
ramifiée de Qq. Il en résulte en particulier que le groupe de décomposition D
d’une place au-dessus de q du corps des racines N du trinôme f ∗(X) est cy-
clique. D’autre part, aussi par [5, Theorem 1.5], la factorisation dans Qq[X] du
polynôme f2(X) est analogue à celle dans Fq[X] de la réduction F (Y ) modulo q
du polynôme associé F (Y ). Comme on sait par les lemmes 1 et 4 que D∗0 est un
carré dans Z, la relation (4.2.5) montre que la factorisation du polynôme F (Y )
dépend uniquement du caractère quadratique de −21 modulo q. Ceci conduit
à distinguer deux cas.
Cas 1 −2̄1 ∈ F2

q, dans ce cas F (Y ) se factorise en 2 polynômes de degré 1
dans Fq[X]. Par conséquent f2(X) se factorise en 2 facteurs de degré 1 dans
Qq[X], et donc un générateur de D doit laisser fixes les 2 racines de f2(X).
Comme G est supposé résoluble et que la seule permutation de AGL(1, 7) qui
laisse fixes deux points est l’identité, on voit par le lemme 0 que D est trivial
et par conséquent f5(X) est scindé sur Qq.
Cas 2−2̄1 /∈ F2

q. Alors la réduction F (Y ) modulo q du polynôme associé
F (Y ) est irréductible dans Fq[X], et donc f2(X) est irréductible sur Qq. Un
générateur de D agit donc en échangeant les 2 racines de f2(X), ce qui montre
qu’il est d’ordre pair, donc a exactement un point fixe, qui est forcément une
racine de f5(X). En examinant les permutations éléments du groupe AGL(1, 7),
on voit que les seules permutations dans ce groupe qui possèdent un point fixe et
un cycle de longueur 2 sont des triples transpositions. Comme conséquence du
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lemme 0, le polynôme f5(X) se factorise sur Qq en trois facteurs irréductibles :
un de degré 1 et deux de degré 2.

Dans les deux cas, on voit que le polynôme f5(X) a un nombre impair de
facteurs irréductibles dans Qq[X] : notons par r ce nombre de facteurs. D’après
un théorème de Pellet-Stickelberger [16, Theorem 1, p. 1100], et puisqu’on sait
par l’argument donné dans la preuve du lemme 4 que la réduction f5(X) du
polynôme f5(X) modulo q est séparable, on en déduit que r ≡ 5 (mod 2) si et
seulement si le discriminant D(f5) du polynôme f5(X) est un carré dans Qq.
Or, par les relations (4.2.1) et (4.2.3), on sait qu’il existe un élément x du corps
Qq tel que

D(f5)D(f2) = −7x2, (4.2.6)

où D(f2) est le discriminant du polynôme f2(X). Le corps des racines de f2(X)
étant une extension non ramifiée de Qq, de degré 1 ou 2 selon que −21 est
ou non résidu quadratique modulo q, est forcément égale à Qq(

√
−21). Donc

−21D(f2) ∈ Q∗q2, et ceci, en vertu de la relation (4.2.6), signifie que D(f5) ∈
3Q∗q2. Puisque q /∈ {2, 3}, on a donc

(
3
q

)
= 1, où on a employé la notation

usuelle
(
m
q

)
pour le symbole de Legendre qui vaut 1 ou −1 selon que l’entier

m, supposé premier à q, est ou non un résidu quadratique modulo le nombre
premier q. Par la loi de réciprocité quadratique, on en déduit l’égalité(q

3

)
= (−1)

q−1
2 ,

qui équivaut à q ≡ ±1 (mod 12).

4.3 Théorème

les lemmes cités ci dessus sont nos outils de démonstrations du résultat final
résumé dans :

Théorème 4.6. Soit f(X) = X7 + aX + a où a est un entier de la forme
a = 7a1, avec a1 entier premier à 7.
On note D0 = 76 + 66a1.
Pour que le groupe de Galois G de f soit résoluble, il est nécessaire que :
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1. D0 soit un carré dans Z.

2. Tout diviseur premier q de D0 soit congru à ±1[12].



Conclusion et perspectives

Suite essentiellement à la conjecture de Kölle et Schmid, qui a été prouvée
par Gauckler pour p = 5 [18], notre intention première a été de tenter de l’
élargir au cas p = 7.

Nous nous sommes ensuite intéressés plus généralement à un trinôme de la
forme

f(X) = Xp + acp−2X + acp−1,

où p est un nombre premier et où a et c sont deux entiers rationnels mutuelle-
ment étrangers. On suppose que ce trinôme est d’Eisenstein en p, c’est-à-dire
que vp(a) = 1. Nous avons déterminé des conditions nécessaires pour que le
groupe de Galois de ce trinôme soit résoluble, et ceci permet de rétrécir le
champ des contre-exemples possibles à la conjecture de Kölle et Schmid.

En posant D0 =
c

| c |
(pp−1c + (p − 1)p−1a1), où a1 =

a

p
, les conditions

nécessaires ainsi obtenues se laissent décrire comme suit.

1. l’entier D0 est un carré dans Z.

2. Si p ≡ 1(mod4), alors l’entier p | c | est résidu quadratique modulo tout
diviseur premier de D0.

3. Si p ≡ 3(mod4), alors l’entier
p− 1

2
est résidu quadratique modulo tout

diviseur premier de D0.

Dans le cas où p ≡ 7(mod8) et où
p− 1

2
est un nombre premier et en exploi-

tant la loi de réciprocité quadratique, nous avons établi qu’un éventuel contre-
exemple à cette conjecture est de la forme

f(X) = Xp + pa1X + pa1,

71
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avec a1 de la forme

a1 = (v + 2p−3µ)(u+ (
p− 1

2
)p−1µ),

où (u, v) est un couple d’entiers positifs satisfaisant à la relation u2p−3 =

v(
p− 1

2
)p−1 + pl, avec u < (

p− 1

2
)p−1, et où µ est un entier tel que µ ≡

−4v ± 2(mod p).
Hélas, l’étendue de la théorie de Galois est bien trop vaste pour être couverte
dans ce modeste mémoire, dans lequel nous en avons présenté quelques aspects.

Nous pouvons envisager le prolongement du travail entrepris dans cette thèse
en examinant les conséquences de la théorie du corps de classes sur les groupes
de Galois des trinômes.
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arithméticas, Memoria presentada para optar al grado de Doctor en Mate-
maticas, Universitat de Barcelona(1999).



BIBLIOGRAPHIE 75

[26] A. Movahhedi, Galois group of Xp + aX + a, J. Algebra. 180 (1996), 966-
975.

[27] A. Movahhedi and A. Salinier, The primitivity of the Galois group of tri-
nomial, J. London Math. Soc. (2) 53 (1996), 433-440.

[28] W. Narkiewicz, Elementary and Analytic Theory of Algebraic Numbers, 3rd
ed, Springer, Berlin, and PWN-Polish Scientific Publ, Warszawa, 2006.

[29] O. Ore, Newtonsche Polygone in der Theorie der algebraischen Korper,
Meth. Ann. 99 (1928), 84-117.

[30] H. Osada, The Galois groups of polynomials xn + axs + b , J. Number Th.
25(1987),230-238.

[31] H. Osada, The Galois groups of polynomials xn+axs+b, II, Tôhoku Math.J.
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Math.Journ. 34 (1982), 311-317.



76 BIBLIOGRAPHIE

[43] K. Uchida, Galois groups of an equation Xn − aX + b = 0, Tôhoku
Math.Journ. 22 (1970), 670-678.

[44] B.L.Van der Waerden,Die Seltenheit der Gleichungen mit Affect,
Math.Ann., 109, (1934), 13-16.


