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Introduction

0.1 Position du probleme

Un trinome est la somme de 3 monomes non nuls de degrés distincts. 1’ob-
jet de ce travail est de déterminer le groupe de Galois de trinomes a coeffi-
cients rationnels. Les trinomes constituent en un certain sens des polynomes
les plus simples avec lesquels on peut espérer réaliser une liste pas trop réduite
de groupes de Galois. Les monomes X", évidemment, mais aussi les binomes
X" — a, ne meénent pas a des situations tres riches puisque les binomes a coef-
ficients rationnels sont tous résolubles.

L’intéréet de I’étude de ces polynomes tres particuliers peut étre justifiée par
plusieurs arguments.

En premier lieu, le calcul de leurs groupes de Galois nous fournit des po-
lynomes simples ayant un groupe de Galois donné. Ainsi, étant donné un groupe
fini G de permutations, chercher a le réaliser comme groupe de Galois d'un
trinome sur Q est une version a priori bien cernable par le calcul explicite du
probleme de Galois inverse. En fait, il est tres difficile de réaliser effectivement
des groupes primitifs autres que le groupe alterné A, et le groupe symétrique
S, comme groupe de Galois d’un trinome.

La deuxieme motivation est la possibilité, grace a la forme simple du po-
lynome envisagé, d’appliquer et d’illustrer les résultats de la théorie algébrique
des nombres et de I’algebre.

En troisieme lieu, l'intéterét le plus fort de 1'’étude des trinomes serait la
résolution de la version algébrique du treizieme probleme de Hilbert [15] et plus
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2 Introduction

précisément de sa conjecture sextique, d’apres laquelle 1’équation générale du
sixieme degré ne peut étre résolue par superposition de fonctions algébriques
d’une variable.

La détermination du groupe de Galois sur Q du corps de décomposition d'un
poynome est un probleme classique d’algebre. Cette détermination repose sur le
principe de Van der Waerden [44] basée essentielllement sur la ramification d’un
nombre premier dans l'extension. Un théoreme du a cet auteur [44] affirmait
qu’en dehors du groupe symétrique S,,, il est difficile de réaliser un sous-groupe
strict de S,, comme groupe de Galois d'un polyndéme unitaire a coefficients sur
Z. Par exemple, pour un nombre premier p impair et un entier a tel que {/a ¢ Z,
le groupe de Galois du binome X? — a, qui est résoluble, est engendré par un
cycle d’ordre p et un cycle d’ordre (p — 1), ¢’est donc le groupe affine Af f(IF,).

En fait les trinomes de degré n sur Q fournissent des exemples de po-
lynomes de degré n a coefficients rationnels ayant pour groupe de Galois le
groupe symétrique S, : Par exemple Osada [30, 31] et Serre [38] ont montré
indépendamment que le trinome X" — X — 1 a pour groupe de Galois S,, sur
Q pourn > 1.

La facilité a établir que le groupe de Galois d’un trinome a coefficients ra-
tionnels est S, est liée a la propiété démontrée par Schinzel [34] : les trindmes
génériques X" +t" X" +1t° avec n, m,r et s entiers naturels telsquen >m >0
et s(n—m)—rn = 1, ont S, pour groupe de Galois sur Q(¢). En effet le théoreme
d’irréductibilité de Hilbert entraine alors que le trindme X" +t" X™+t* a S, pour
groupe de Galois sur QQ pour une infinité de valeurs du parametre t € Q. Les
travaux connus a ce jour semblent indiquer qu’il est tres difficile de construire
des exemples de trinomes irreductibles de degré n > 7 ayant pour groupe de
Galois sur @Q un groupe de permutations ne contenant pas le groupe alterné
A,. C’est ainsi qu’ Angeli [2] a montré que si, p > 7 est un nombre premier
fixé, il n’y a qu'un nombre fini d’orbites de trinomes irréductibles résolubles
f(X) = XP+ aX + b sous l'action f(X) — kP f(X/k) du groupe Q*.

La conjecture énoncée par Kolle et Schmid est la suivante :
si p est un nombre premier, et si a est un nombre entier tel que v,(a) = 1, alors
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le trinome
f(X)=X"4+aX +a (0.1.1)

a un groupe de Galois isomorphe au groupe symétrique S,. Cette conjecture
a été démontré par Gauckler [18] lorsque p = 5. D’autre part, on sait depuis
l'article de Movahhedi [26] que, si trinome (0.1.1) ne satisfait pas la conclusion
de la conjecture, alors son groupe de Galois est nécessairement résoluble.

Dans cette these, nous nous intéressons a la possibilité de trouver un trinome
irréductible fy(X) = AX? + BX + C (ABC # 0) a coefficients rationnels de
degré premier p > 7 qui soit résoluble. Pour un tel trinome, il existe une valeur
k € QF telle que le trindme kP fo(X/k) soit de la forme

f(X) =X +ad X +acd! (0.1.2)

pour deux entiers rationnels a et ¢ étrangers. C’est pourquoi nous nous limite-
rons a examiner des trinomes de cette forme (0.1.2).

0.2 Résumé de la littérature

Avant de citer les travaux relativement a la détermination de groupes de Ga-
lois de trinomes, nous allons essayer de parler en premier de cette détermination
mais concernant des polynomes en général. La théorie de Galois est tres utile
dans plusieurs spheres des mathématiques telles que 1I’Arithmétique ainsi que
I’Algebre. Le théoreme fondamental de cette théorie est inévitable lorsque vient
le moment de faire I’éventail des sous corps d’une extension de Q. En effet, elle
transforme la chasse aux sous-corps en une chasse aux sous groupes.

Plusieurs auteurs se sont intéressés a la détermination de groupes de Galois
de trinomes. Parmi les premiers travaux spécifiques aux trinomes, on peut citer
Lalesco [22] qui des 1907, montre que le polynome " — kaX + a a un groupe
de Galois S, sur K (a), sous I'hypothese que n est premier.

Dans le cas ou le trindme est de degré quelconque, nous pouvons citer les
travaux [30, 31|, [27] et [13, 14]. Nous pouvons aussi citer les travaux de Bishnoi
et Khanduja [6] qui ont étendus ceux de Schur [35, 36]. Pour finir le cas des
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trinomes de degré quelconque n, on cite [19] dans lequel les auteurs ont voulu
aborder le probleme inverse.

Dans le cas ou U'entier p est premier, W. Feit [17] dresse la liste des groupes
susceptibles de se réaliser comme groupe de Galois d’un trinome de degré pre-
mier et irréductible sur le corps Q. D’ailleurs il s’avere que tres peu de groupes
de permutations sont susceptibles de se réaliser comme groupe de Galois de tels
trinomes. Dans ce cas, nous pouvons citer les articles [21], [26] ainsi que [4, 5].

D’autres résultats ultérieurs vont dans ce sens. Komatsu [21] donne des
conditions suffisantes pour que le trindme a coefficients entiers ait un groupe
de Galois S, ou A,,. A.Movahhedi étendra ces résultats dans [26].

S.D.Cohen, A.Movahhedi et A.Salinier montrent, sous des hypotheses pas
tres fortes, que le groupe de Galois d’un trinome a coefficients entiers est A,, ou
Sy [13, 14, 12].

Par ailleurs, A.Salinier et A.Hermez donnent explicitement et en tout degré
des familles infinies de trinomes de groupes de Galois A,, [19].

En petit degré, des groupes de Galois plus petits sont réalisés. L’'un des
premiers exemples apparus dans la littérature est probablement le trinome

XT—7X 43,

simple donc joli, qui réalise le groupe PSL(3,2). Le fait fut remarqué par Trinks
en 1968[41], et prouvé par Matzat quelques années plus tard. Plus récemment
[10], N.D.Elkies et N.Bruin ont dressé la liste complete des trindmes de degré

7 réalisant PSL(3,2), ajoutant & X' — 154X + 99, exhibé par Erbach, Fischer
et McKay, deux nouveaux exemples.

Les outils essentiels utilisés dans la plus part des articles cités précédemment
reposent presque tous sur les notions de ramification, de décomposition d’un
nombre premier en produit d’idéaux premiers, de polygones de Newton et
d’arithmétique de corps de nombres. Ces méthodes ont été reprises en détail
dans larticle intitulé The factorisation of polynomials over local fields [12]. Dans
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cet article, les auteurs ont non seulement apporté une démonstration moderne
et accessible du théoreme d’Ore [29] mais aussi étendu le domaine de validité de
ces résultats. Cet article a posé les bases de nombreux travaux ultérieurs, nous
pouvons citer par exemple les travaux menés a bien par 1’école Barcelonaise [25].

Cependant, Gauckler dans son article [18] s’est distingué dans sa fagon de
s’y prendre pour prouver son résultat en passant par le polynéme résolvant [11].

Un second article original par ses techniques de démonstrations est du a An-
geli [2]. En effet, en reprenant I'idée trouvée en premier chez Gauss [24], Angeli
prouve alors que la détermination des parametres ¢t de trindomes de groupe de
Galois G donné se ramene a la recherche de points rationnels sur une certaine
courbe algébrique.

0.3 Résultats

Le premier chapitre se devait de rappeler et citer certaines notions de la
théorie des nombres en particulier quelques éléments sur la théorie de Galois
qui seront nos outils indispensables pour nos démonstrations. Nous avons voulu
commencer par certains éléments incontournables et indispensables de la théorie
de Galois en particulier les extensions, polynomes scindés, corps de rupture,
corps de racines d’'un polynome séparable ainsi que le groupe de Galois d’'un
polynome séparable. Les notions liées de ramification et polygone de Newton
originellement exposés par Ore [29] puis reprises en mieux dans [12], ont été
présentées. Ces notions, en combinaison avec le lemme d’ Abhyankar [1], per-
mettent d’identifier la structure du groupe d’inertie dans une extension N au
dessus du corps des rationnels Q. La détermination du groupe d’inertie nous
renseigne sur la possible réalisation d’un groupe de permutations comme groupe
de Galois du trinome considéré.

Le deuxieme chapitre est consacré aux groupes de Galois de trinomes.
Nous commencons par la notion du résultant de deux polynomes. La motiva-
tion de revisiter et au besoin démontrer les propriétés essentielles a cette notion,
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inspirées de [39], nous est parue indispensable et nécessaire pour enfin arriver
au lien liant le résultant au discriminant d’un polynome apporté par la formule
(2.2.4) de la définiton 20 . Tout ce ci pour enfin apporter une démonstration
détaillée de la formule du discriminant d’un trinéme quelconque (2.2.6), for-
mule que nous retrouvons dans [40]. La classification des trinomes s’imposant
a nous y est ensuite présentée. Deux trinomes équivalents ont le méme groupe
de Galois d’ou le probleme de décrire ces classes et de trouver un représentant
privilégié dans chaque classe.

Le chapitre 3 contient pour une part essentielle les résultats originaux aux-
quels nous sommes parvenus dans le cadre de cette these. Notre résultat prin-
cipal est le théoreme 3.1. Un cas particulier des trinomes que nous considérons
dans le théoreme 3.1, déja traité dans la littérature [20, 26], est le cas ¢ = 1,
c’est a dire celui des trinomes X? 4+ aX + a, ou a est un entier divisible par p
exactement une fois. Soulignons de plus que Kdlle et Schmid [20] conjecturent
que le groupe de Galois de f(X) est toujours S, lorsque ¢ = 1. Cependant, en
général ceci a été prouvé seulement pour p < 5 a ce jour [18]. Nos méthodes de
démonstrations sont proches de celles utilisées dans [20], et nous réctifions une
petite erreur dans ce papier [20]. Le point 1 du théoreme 3.1 a été démontré
dans [20, pp.82-83] dans le cas particulier qui y est considéré, alors que les
points 2 et 3 sont nouveaux : nous les déduisons a partir du théoreme de Pellet-
Stickelberger. L’idée principale dans nos démonstrations est la méthode locale.
Dans le théoreme 3.2, basé en partie sur le théoreme 3.1 et aussi sur [20, 26],
nous résumons les résultats connus sur les groupes de Galois du trinome (0.1.2)
lorsque ¢ = 1. Enfin, nous déduisons par la loi de réciprocité quadratique et les
théoremes 3.1 et 3.2 le théoreme 3.3 dont l'intérét principal est de préciser la
forme d’un contre exemple a la conjecture de Kolle-Schmid. Ces résultats ont
fait 'objet d’un article intitulé On the solvability of an FEisenstein trinomial of
prime degree [8].

Enfin, le dernier chapitre est consacré au cas particulier ou ’entier premier
p vaut 7.

Dans tout ce travail, nous emploierons le vocable de corps comme signi-
fiant corps commutatif. De méme, tout morphisme d’anneaux (en particulier
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tout morphisme de corps) est supposé envoyer 1’élément unité de la source sur
I’élément unité du but. Il en résulte en particulier que tout morphisme de corps

est injectif.
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Chapitre 1

Groupes de Galois et ramification

1.1 Introduction

Nous avons voulu dans ce chapitre apporter certains éléments incontour-
nables et indispensables de la théorie de Galois tels que les extensions, po-
lynomes scindés, corps de rupture, corps de racines d’un polynome séparable
ainsi que le groupe de Galois d’un polynome séparable. L’incontournable no-
tion de ramification y est ensuite exposée, s’inspirant pour cela du livre de J.-P
Serre [37]. S’en suivront, les notions liées de ramification et polygone de New-
ton originellement exposés par Ore [29] puis reprises en mieux dans [12]. Ces
notions, en combinaison avec le lemme d’ Abhyankar [1], permettent d’identi-
fier la structure du groupe d’inertie dans une extension N au dessus du corps
des rationnels Q. La détermination du groupe d’inertie nous renseigne sur la
possible réalisation d’'un groupe de permutation comme groupe de Galois du
trinome considéré.

1.2 Eléments de la théorie de Galois

1.2.1 Rappels sur les extensions

Définition 1. Etant donné un corps F', on appelle extension de F un couple
(F, jg) constitué d’'un corps E et d’'un morphisme de corps jp : F' — E. Le
corps E est appelé le corps essentiel de U'extension (FE, jg), le corps F' le corps de
base et le morphisme jg le morphisme structural ou plongement de I'extension.

9
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Notation 1.1. La notation E/F est utilisée pour signifier que le corps E est le
corps essentiel d’'une extension du corps F.

Par abus de langage, on emploiera souvent des locutions telles que < 'ex-
tension F/F >, omettant ainsi d’avoir & nommer le plongement jp : FF — E
de I'extension. Ceci est surtout avantageux dans la situation ou F' est un sous-
corps de E : il sera alors tacitement supposé par la notation E/F que jg n’est
autre que l'injection canonique de F' dans F.

Ezxemple 1.2. Si A est une F-algebre commutative, et si I est un idéal maximal
de A, soit j! le morphisme de source F' et de cible 'algebre quotient A/I
obtenu par composition du morphisme structural de la F-algebre A suivi par la
surjection canonique de A dans A/I. Le couple E; = (A/I, j1) est une extension
de F'.

Définition 2. Une extension (F,jg) du corps F' est dite triviale lorsque son
morphisme structural jp est surjectif (et donc bijectif).

Définition 3. Deux extensions (F,jg) et (E', jg) du corps F sont dites iso-
morphes 8’1l existe un isomorphisme de corps ¢ : E — E’ tel que ¢ o jg = jg.

Définition 4. Etant données deux extensions E’ /F et E/E' telles que le corps
essentiel de la premiere est le corps de base de la seconde, donnés respectivement
par les morphismes jg : F' — E' et ji, : E' — FE, on appelle superposée de ces
deux extensions I'extension F/F donnée par le morphisme composé ji o jp :
F—=F.

Lorsque E est une extension du corps F', le morphisme de corps jp: FF — FE
induit sur £ une structure d’espace vectoriel sur F' en posant pour tout élément
a de F' et pour tout élément x de F

a-x=jpgla)x.

Définition 5. Une extension E/F est dite finie lorsque E est un espace vec-
toriel sur F' de dimension finie.

Ainsi une extension E/F donnée par le morphisme jp : F' — E est finie si et
seulement s’il existe une partie finie X C E telle que I'application ¢ : FX — E
définie par

Va=(ay)eex € F*,  ¢p(a) =) jpla,)x
rzeX
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est surjective.

Proposition 1.1. La superposée de deux extensions finies est une extension
finie.

Preuve. Soit FE/F 1'extension superposée de deux extensions finies F'/F et
de E/FE’, supposées données respectivement par les morphismes jp : F — FE'
et jp : ' — E. Puisque E'/F est finie, il existe une partie finie X’ C E’ telle
que Papplication ¢p : FX — E’ définie par

Va = (ap)vex € FX, ¢p(a) =Y jo(as)a’
z'ex’
est surjective. De méme, puisque 'extension E/E’ est finie, il existe une partie
finie X de E telle que 'application g : 'Y — E définie par

Vb = (by)aex € B, tp(b) = ji(be)z
reX
est surjective. Comme le produit cartésien d’ensembles finis est fini, I’ensemble

X" = {jp(a')e; (@,2') € X x X'}

est une partie finie de F.
Soit alors un élément quelconque z de E : par la surjectivité de g, il existe
un élément b = (b,),cx de E'X tel que

z = Z]};(bx)x :
reX

Pour tout x € X, par surjectivité de ¢p, il existe un élément a, = (a4 )rex

de FX' tel que
b:r = Z jE/(CLx’x/).CU/ .
zex’
On en déduit que
<~ = Z Z (];5‘ OjE’)(ax,x’)j/E(x/)x'
reX x'eX’
Ceci signifie que 'application ¢p de FX" dans E définie par
Va = (ax”)sc”EX” - FXH, ¢E(a) = Z (]2; OjE/)(ax//)CC”
I'HEX”

est surjective. [
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Définition 6. Soit E/F et E'/F deux extensions du méme corps F'. On dit que
E'/F est une sous-extension lorsqu’il existe une extension E/E’ du corps E’
telle que E/F soit la superposée de E'/F et de cette extension F/E’. Une sous-
extension E'/F d’une extension E/F est dite propre lorsque cette extension
E/E' est non triviale.

Lorsque l'extension E’'/F est une sous-extension de E/F, cela signifie donc
par définition qu’on s’est donné un morphisme de corps j5 : B/ — E.

Proposition 1.2. Si E'/F est une sous-extension de l’extension finie FE/F,
alors les extensions E'/F et E/E' sont finies.

Preuve. Notons jg : F — E et jg : F — E’ les morphismes structuraux
respectifs des extensions E/F et E'/F. Puisque E'/F est supposée étre une
sous-extension de F/F, il existe un morphisme j, : B’ — E tel que jp = jpojp,
ce qui fait voir que l'application ji est F-linéaire. D’autre part, j est injectif
comme tout morphisme de corps. On dispose ainsi d’un morphisme F-linéaire
injectif de £’ dans E. Si F'/F est finie, ceci montre que E’ est un espace vectoriel
de dimension finie sur F, ¢’est-a-dire que I'extension E’/F est finie.

Puisque E'/F est finie, il existe une partie finie X C E telle que I'application
¢p : FX — E définie par

Va=(a,)cex € FX,  ¢p(a) =) jela)x

reX
est surjective. Pour tout z € FE, il existe donc un élément (a,),cx de F'X tel

que
z = ZjE(Clx)l“ = ZJ'IE(J'E’(%))%

zeX zeX

ce qui montre que 'application 1y de E'X dans E définie par

Va=(ay).ex € B, ¢p(a) = ZJ'IE(%)%

rzeX

est surjective. Ainsi 'extension E’'/F est finie. O

Définition 7. Le degré d’une extension finie £/F est la dimension de E en
tant qu’espace vectoriel sur F'.
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Notation 1.3. Pour toute extension finie E/F, le symbole [E : F| désigne le
degré de l’extension.

Ezemple 1.4. Si p(X) € F[X] est un polynome irréductible sur le corps F', alors
I'anneau-quotient F[X]/(p(X)) est une extension finie de F', dont le degré est
égal au degré du polynome p(X).

En effet, l'irréductibilité de p(X) dans 'anneau F'[X] équivaut a la maxi-
malité de l'idéal principal I = (p(X)) parmi tous les idéaux principaux de
I'anneau F[X]. Puisque F[X] est un anneau principal, ceci entraine que I est
un idéal maximal, et donc que E = F[X]/I est un corps. Le morphisme struc-
tural de 'extension E/F est (exemple 1.2) le morphisme j : F' — FE donné par
j(a) = a+ I pour tout élément a de F'. De plus, une base du F-espace vectoriel
E est donnée par la famille (X7 + I)o<j<qeg(p(x)) qui a précisément deg(p(X))
éléments.

Proposition 1.3. Si E'/F est une sous-extension de l’extension finie FE/F,

alors nous avons :
|E:F]=[FE:F|FE:F]

Preuve. Par la proposition 1.2, on sait que les extensions E/E’ et E'/F sont
finies. Soit d le degré de I'extension E'/F et e le degré de l'extension E/E’, de
sorte qu’il existe dans le F-espace vectoriel £’ une base (z1, ..., x4) a d éléments,
et dans le E’-espace vectoriel E une base (y1, . .., y.) a e éléments. Notons jg, j%
et jp = jpojr les morphismes structurels respectifs des extensions E'/F, E/E’
et E/F. Alors tout élément z de F s’écrit de fagon unique sous la forme d’une
combinaison linéaire a coefficients dans £’ des éléments (y1, .. ., y.), ¢’est-a-dire
qu’il existe un unique (by,...,b.) € £’ tel qu'on ait

€
_— ./ . .
Z = E 7 (b;)y; -
j=1
De méme, tout élément de E’ s’écrit de facon unique comme combinaison

linéaire a coefficients dans E des éléments (z1,...,24), de sorte que, pour tout
indice j € {1,...,e}, il existe un unique (a;1,...,a;q) € F? tel que

d
b= jmla)w; .
1=1
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On en déduit
e d

Z—ZZ]E]E/ a;i))ip(xi)y ZZ]E a;ji)Je(i)y;

Jj=1 1i=1 7j=1 =1
par ot 'on voit que la famille (j5(%:)y;)i1<i<di<j<e & de éléments engendre le
F-espace vectoriel E, d’ou I'inégalité [E : F| < de.
Si d’autre part on se donne une famille (a;;)1<i<d1<j<; d’éléments de F' telle
que la combinaison linéaire

ZZJE a]z ]E xz 0

7=1 =1

alors on peut écrire

ZZ]E JE a]z xz Z]E Z]El aj, xl =0.

7=1 =1

Puisque la famille (y,...,9.) est libre sur £, on en déduit que, quelque soit
I’entier j tel que 1 < 7 <e,on a

Z]E’ a]z —O

Puisque la famille (x1, ..., x4) est libre sur F', on en conclut que tous les coeffi-
cients a;; sont nécessairement nuls. Ceci montre que la famille (5 (z;)y;)1<i<di<j<e
est libre. Puisqu’on a déja montré qu’elle est génératrice, c’est en fait une base
du F-espace vectoriel E, d’ou I'égalité [F : F] = de. O
Notation 1.5. Si E/F est une extension de morphisme structural jp = F — E,
et si Y est une partie de E, on note F'(Y') le plus petit sous-corps de E contenant
la partie jp(F)UY C E.

1.2.2 Polynomes scindés

Définition 8. Soit f(X) € F[X] un polynéome non nul a coefficients dans un

corps F. On dit que f(X) est scindé sur F lorsque tout diviseur irréductible
de f(X) dans F[X] est de degré 1.
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On peut donc affirmer qu’un corps F' est algébriquement clos si et seulement
si tout polyndéme non nul de F[X] est scindé sur F.

Propriété 1.4. Si le polynome f(X) est scindé sur F et si le polynome g(X)
divise f(X) dans F[X], alors g(X) est scindé sur F.

Preuve. En effet, tout diviseur irréductible du polynoéme g(X) dans F[X] est
aussi un diviseur irréductible de f(X) dans F[X]. O

Propriété 1.5. Si f1(X), fo(X), ..., [-(X) sont des polynomes non nuls scindés
sur I, alors leur produit fi(X)f2(X) - f(X) est scindé sur F.

Preuve. En effet, tout diviseur irréductible du produit f1(X)fo(X)--- f(X)
doit diviser au moins I'un des facteurs fi1(X), fo(X),..., f-(X), donc est de
degré 1.

Notation 1.6. Si j : R — S est un morphisme d’anneaux, on note j* I'unique
morphisme de I'anneau de polynomes R[X] dans S[X]| qui prolonge j et qui
envoie l'indéterminée X de R[X] sur I'indéterminée X de S[X].

Définition 9. Si f(X) est un polynoéme non nul a coefficients dans un corps F,
et si £//F est une extension de F', de morphisme structural jz : F — E, on dit
que f(X) est scindé sur E, lorsque le polynome j5(f(X)) € E[X] est scindé
sur le corps E.

Proposition 1.6. Soit f(X) € F[X] un polynome non nul a coefficients dans
un corps F. Si E'/F est une sous-extension de E/F, et si le polynome f(X)
est scindé sur E', alors il est également scindé sur E.

Preuve. Notons jg : ' — E et jp les plongements respectifs des extensions
E/F et E'/F. Puisque, par hypothese, 'extension E’/F' est une sous-extension
de E/F, il existe un morphisme j. : £/ — FE tel que jg = jz o jg. On a
alors ju(f(X)) = j% (J5(f(X)). Par hypothese, le polynome f(X) est scindé
sur E', c’est-a-dire que tout diviseur irréductible de j5,(f(X)) dans E'[X] est
de degré 1. Puisque 'anneau E'[X] est noethérien, on en déduit que jj (f(X))
est produit de polynomes de degré 1 a coefficients dans E’. Il en résulte que
le polynome ji(f(X)) = j% (5 (f(X)) est lui aussi produit de polyndomes de
degré 1 a coefficients dans E. Puisque 'anneau E[X] est factoriel, on en déduit
que tout facteur irréductible de j5(f(X)) doit diviser un polynoéme de degré 1,
il est donc forcément de degré 1. ]
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1.2.3 Corps de rupture d’un polynéme irréductible

Définition 10. Si f(X) est un polynome a coefficients dans un corps F, et si
E/F est une extension de F'; de morphisme structural jp : F' — E, on dit que
f(X) a une racine dans E, lorsque le polynome j5.(f(X)) admet dans E[X] un
diviseur de degré 1.

Définition 11. Soit p(X) € F[X] un polynome irréductible a coefficients dans
un corps F. On appelle corps de rupture de p(X) sur le corps F' toute extension
E/F satisfaisant les conditions suivantes.

- Le polynome p(X) a une racine dans E.

- Si E'/F est une sous-extension propre de E/F'| alors le polynome p(X) n’a
pas de racine dans F’.

Théoréeme 1.7 (Existence du corps de rupture). Soit F' un corps, et p(X) €
F[X] un polynome irréductible. On note I = (p(Y')) l'idéal de l’anneau F[Y]
engendré par le polynome p(Y), et on pose E = F[Y]/I. Alors E est un corps,
et lextension E/F est corps de rupture de p(X). De plus, le degré de cette
extension est égal au degré du polynome p(X).

Preuve. Comme on 'a déja observé (exemple 1.4), 'anneau F est un corps,
et le plongement jp : F' — E tel que jg(a) = a + I pour tout élément a de F,
fait de ce corps une extension du corps F, dont le degré est égal au degré du
polynéme p(X).
Soit # =Y + I € E; vérifions que X — 0 est diviseur de j(p(X)). Ecrivons
p(X)=ap+u X+ - +a,X" oua; €F. Alors, on a :

B(p(X)) = jlag) +j(a) X + - -+ j(an) X",

<

et donc
Jp(P(X)) = jlao) +j(a1)0 + - - + j(a,)8" (mod (X —0)E[X])

Or
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=(ap+ 1)+ (@Y +1)+ ...+ (a,Y"+ 1)
=ay+arY +....+a,Y"+1
=pY)+I1I=1

car [ = (p(Y)). Comme I = 0+ [ est ’élément nul de F'[Y]/I, on en conclut
que j5(p(X)) est divisible par X — 6, de sorte que p(X) a une racine dans F.

Soit E'/F une sous-extension de F/F dans laquelle p(X) a une racine. Nous
notons jg le morphisme structural de 'extension E'/F', et ji celui de 'extension
E/FE' desorte que jg = jpojp. Dans E'[X], le polynome j,(p(X)) a un facteur
de degré un aX — 3, ou a # 0 et 8 sont deux éléments de E’. Par définition
de anneau F[X], il existe un unique morphisme d’anneaux ¢ : F[X]| — E’ tel
que ¢(a) = jp(a) pour tout a de F et ¢p(X) = g On a alors

o)) = sirlan) + (an) (2 ) oo 4 i) (g) o

car
ip(P(X)) = je(ao) + je(a) X + - + jp(an) X"
est par hypothese divisible par aX — 3. Par conséquent, 'idéal I est contenu
dans le noyau du morphisme ¢, ce qui donne par passage au quotient un mor-
phisme ¢ : E — E’. Le composé Jg o ¢ est un endomorphisme de E dont il
est facile de s’assurer qu’il est F-linéaire. Il est de plus injectif puisque c’est un
morphisme de corps. Or on sait que tout endomorphisme injectif d’un espace
vectoriel de dimension finie est aussi surjectif. Comme FE est de dimension finie
sur F', on en déduit que 'application jj o ¢ est surjective. Par conséquent I
est surjective, ce qui signifie que 'extension F/E’ est triviale. O

Proposition 1.8 (Unicité du corps de rupture). Pour tout corps de rupture
E/F du polynome irréductible p(X) € F[X], l'extension E/F est isomorphe a
Uextension (F[X]/(p(X))) /F.

Preuve. Notons jp = F — E le morphisme structural de 'extension E/F'.
Par définition du corps de rupture, on sait que le polynome j;(p(X)) a dans
Ianneau E[X] un facteur de degré un a X — 3, ot @ # 0 et [ sont deux éléments
de E. Alors, par définition de ’anneau des polynomes F[X], il existe un unique
morphisme ¢ d’anneaux de F'[X] dans E tel que ¢(a) = jp(a) pour tout élément
ade FF C F[X] et ¢(X) = g Le noyau du morphisme ¢ contient le polynome
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p(X) qui, étant irréductible, engendre un idéal maximal de I’anneau principal
F[X]. Par conséquent, le noyau de ¢ est égal a I'idéal I de F[X] engendré par
p(X). On en déduit par passage au quotient un morphisme ¢ : F[X]/I — E. Le
morphisme structural j7 de I'extension (F[X]/I)/F est (exemple 1.2) obtenu en
composant l'injection canonique de F' dans F'[X] avec la projection modulo 1,
de sorte que jp = ¢oj’. En tant que morphisme de corps, I'application ¢ est in-
jective. Pour montrer qu’elle est également surjective, on introduit le sous-corps
E' de E qui est I'image de F[X]/I par ¢, c’est-a-dire 'image de F[X] par ¢. On
voit que g € E'. Puisque X — g est un polynome unitaire a coefficients dans £’
qui divise j5(p(X)) dans 'anneau E[X], il le divise également dans E'[X], de
sorte que p(X) a une racine dans E’. Par définition du corps de rupture, I'ex-
tension F/E' est triviale, c’est-a-dire que E’' = FE, de sorte que 'application ¢
est surjective. Ainsi ¢ réalise un isomorphisme entre les extensions (F'[X]/I)/F
et E/F. O]

1.2.4 Corps de racines d’un polynome

Définition 12. Soit f(X) € F[X] un polynéme non nul a coefficients dans un
corps F. On appelle corps de racines de f(X) toute extension E/F telle que
f(X) est scindé sur £, mais ne I'est pas sur toute sous-extension propre.

Propriété 1.9. Si E est corps de racines de f(X) € F[X]\ {0}, alors E =
F(Rac(f)) ot Rac(f) ={r € E/f(r)=0}.

Preuve. Notons jg : I — E le plongement de 'extension E/F, et posons
E' = F(Rac(f)). Le corps E' est par définition le plus petit sous-corps de E qui
contient a la fois jp(F') et 'ensemble Rac(f). On peut factoriser le polynome
scindé j5(f(X)) de E[X] sous la forme

reRac(f)

pour des entiers k. > 1, ou A € F* est le coefficient dominant du polynome
f(X). Par conséquent, tout diviseur irréductible de j5(f(X)) est associé a un
polynomes de la forme X —r, ou r € Rac(f) C E'. Par conséquent, le polynome
f(X) est scindé dans 'extension E’/F, ce qui par définition du corps de racines,
montre que & = F'. ]
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Théoréme 1.10 (Kronecker). Soit f(X) € F[X]\ {0} ou F est un corps. Il
existe une extension E/F telle que f(X) est scindé sur E.

Preuve. On raisonne par récurrence sur le degré de f(X). Si f(X) est de degré
< 1, alors F = F convient. Si f(X) est de degré strictement plus grand que 1,
nous écrivons f(X) = p(X)g(X), ou p(X) est irréductible. Comme deg(p(X)) >
1, on a deg(g(X)) < deg(f(X)). Par récurrence, il existe une extension Fj/F
telle que g(X) est scindé sur Fy. Par la propriété 1.5, on est ramené a montrer
I'existence d'une extension F/E; telle que p(X) est scindé sur E. Si p(X) est de
degré 1, alors £ = E; convient. Si le degré de p(X) est strictement plus grand
que 1, alors le théoreme 1.7 nous fournit une extension B/FE; sur laquelle p(X)
a une racine. Par conséquent p(X) = (X — 0)q(X) dans B[X]. Par récurrence,
il y a une extension E/FE; telle que ¢(X), donc f(X), est scindé sur F. O

Théoreme 1.11 (Existence d'un corps de racines). Tout polynome non nul
f(X) € F[X] admet un corps de racines.

Preuve. En vertu du théoreme de Kronecker, on sait qu’il existe une extension
K/F telle f(X) est scindé sur K. On pose alors F = F(ay, g, ......... , (), Ol
a1, o, ...... ,ap, sont les racines de f(X) dans K. Il est évident que f(X) est
scindé sur E et que f(X) ne peut étre scindé sur une quelconque sous-extension
propre de E/F. O

Propriété 1.12. Si E est un corps de racines de f(X) € F[X]\ {0}, alors
Uextension E/F est finie.

Cette propriété se justifie immédiatement par une récurrence sur le degré de
f(X).

Définition 13. Une extension FE/F est dite normale lorsque tout polynome
irréductible p(X) € F[X] ayant une racine dans E est scindé sur E.

Propriété 1.13. Si E est un corps de racines d’un polynome non nul f(X) €
F[X], alors 'extension E/F est normale.

Preuve. Notons jg : ' — FE le plongement de l'extension E/F. On a vu
que E = F(Rac(f)), ou Rac(f) = {61,...,60,} est I'ensemble des racines de
Ju(f(X)) dans E. Soit p(X) un polynome irréductible dans F[X] et supposons
que p(X) a une racine dans F, c’est-a-dire que le polynome j5(p(X)) a dans
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I'anneau E[X] un diviseur de degré un aX — 3, avec a # 0 et § deux éléments

de E. Posons alors K = F <ﬁ> qui est un sous-corps de E, et soit jx : F' — K

«
le morphisme structural de I'extension K/F. Soit £’ un corps de racines de
Jx(p(X)) € K[X] sur K, et jp le morphisme structural de I'extension E'/K.
On a alors dans E'[X] la factorisation

3 (e (0(X))) = a1 (X)ga(X) - - qa(X)

avec deg(¢;j(X)) = 1, ¢;(X) € E'[X]. On peut, quitte & multiplier les facteurs

(X) par des constantes non nulles, imposer ¢1(X) = X — ji (g) Puisque

qj
E = F(Rac(f)), il existe dans 'anneau F[X7,..., X,] un polynéme P tel que
8

= jp(P)(f1,....... ,0,,). Considérons alors le polynome
9(X) = [ (X = j5(P)Oor)s s b))
oceS,

qui est visiblement scindé sur E. En vertu du théoreme des fonctions symétriques,
les coefficients de g(X) appartiennent au corps jp(F'). Comme p(X) est sup-
posé irréductible dans F[X], le polynome j},(p(X)) est irréductible dans ’an-
neau jp(F)[X]. Comme il n’est pas premier a g(X), il en est un diviseur dans
Jje(F)[X], donc p(X) est scindé sur E. O

Théoréeme 1.14 (Unicité du corps des racines). Si Ey et Ey sont deux corps de
racines de f(X) € F|X], alors E1/F et Ey/F sont des extensions isomorphes
de F'.

Preuve. cf corollaire 33 dans Rotman [33]. O

1.2.5 Corps de racines d’un polynome séparable

Définition 14. Un polynome non nul f(X) € F[X] est dit séparable lorsque
tout facteur irréductible de f(X) dans F[X] est premier a sa dérivée.

Propriété 1.15. Tout diviseur dans F[X]| d’un polynéme séparable est aussi
séparable.

Preuve. Tout facteur irréductible d'un quelconque diviseur de f(X) est un
facteur irréductible de f(X). O
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Définition 15. Soit E/F une extension, et a € F. Le polynéme minimal de
a sur F est le générateur unitaire, s’il existe, de 'idéal de F[X] constitué des
polynomes g(X) € F[X] tels que jr(g(X))*(a) = 0. Un élément a de E est dit
séparable sur F' si et seulement si il a un polynome minimal séparable.

Définition 16. Une extension £/ F est dite séparable si n’importe quel élément
de E est séparable sur F'.

Propriété 1.16. Si f(X) € F[X] est séparable, alors tout corps de racines de
f(X) sur F est une extension séparable de F'.

Preuve. On peut utiliser un résultat connu [39, Theorem 14.12(b)] d’apres
lequel toute extension de la forme F(S)/F est séparable des que S est un
ensemble d’éléments d’une extension donnée de F' qui sont tous séparables sur
F. Or, si N est corps des racines d’un polynome séparable f(X), alors on a vu
(propriété 1.9) que N = F(Rac(f)). Notre résultat vient alors par la propriété
1.15. ]

Propriété 1.17. Si x est un élément d’une extension E/F, si x est algébrique
et séparable sur F, et si g(X) est le polynome minimal de x sur F, alors tout
corps de racines N/F de g(X) sur F est une extension séparable de F'.

Preuve. Cas particulier de la propriété précédente. ]

1.2.6 Groupe de Galois d’un polynome séparable

Une permutation d’un ensemble X est une application bijective de X sur
X. Pour tout ensemble X, on note S(X) le groupe symétrique sur X, c’est-a-
dire le groupe dont les éléments sont les permutations de X. Rappelons qu’on
entend par groupe de permutations la donnée d’un triplet (G, X, w) constitué
d’un groupe G, d’un ensemble X et d’'un morphisme de groupes @ : G —
S(X). Un isomorphisme de groupe de permutations du groupe de permutations
(G, X,m) sur un autre groupe de permutations (G’, X’ 7') est la donnée de
deux applications bijectives ¢ : G — G’ et f : X — X’ telles que ¢ est un
(iso)morphisme de groupes vérifiant 'identité f o (g) = 7'(¢(g)) o f pour tout
élément g € G.

Un F-automorphisme d’une extension E/F, de morphisme structural jg :
F — E, est un automorphisme p du corps E tel que p o jg = jp, c’est-a-dire
laissant fixes tous les éléments du sous-corps image jg(F') de F' dans E.
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Si f(X) est un polynéme non nul & coefficients dans un corps F', et si '/ F est
une extension, notons Rg(f) 'ensemble des racines du polynome j5(f(X)) dans
E. On remarque que, lorsque p est un F-automorphisme de E, alors I’ensemble
Rg(f) C E est stable par 'application p. Le groupe G des F-automorphismes
de I'extension E/F peut donc étre utilisé pour construire un groupe de permuta-
tions (G, Rg(f), ), ou ms(p) est la permutation a — p(a) des racines de f(X)
dans E. Ce groupe de permutations est appelé le groupe des F'-automorphismes
de E agissant sur les racines de f(X).

Définition 17. Soit f(X) € F[X] un polynéme non nul séparable, et N/F
un corps des racines de f(X) sur le corps F. Le groupe de Galois de f(X)
sur F' est la classe d’isomorphie de groupe de permutations du groupe des F-
automorphismes de N agissant sur les racines 6y, ...,60, de f(X) dans N.

Du fait que deux corps de racines sont isomorphes, il s’en suit que la classe
d’isomorphie de groupe de permutations du groupe des F-automorphismes d’un
corps de racines N agissant sur les racines de f(X) dans N est déterminée de
facon unique. Ce fait justifie la définition que nous venons de donner du groupe
de Galois du polynéme f(X).

1.3 Ramification

1.3.1 Corps valués

On appelle corps valué tout couple (F,v) ou F est un corps, et on v : F* — Z
est un morphisme de groupes satisfaisant 1’inégalité ultramétrique : si a et b sont
deux éléments non nuls de F', et si a # b, alors

v(a —b) > min(v(a),v(b)) . (1.3.1)

Un morphisme de groupes v : F* — Z satisfaisant (1.3.1) est aussi appelé une
valuation du corps F. On supposera toujours que les valuations d'un corps F
sont prolongées a F' tout entier en posant v(0) = +o0o, de sorte que (1.3.1) reste
vraie si a = 0, ousi b =0, ou si a = b.

L’exemple de corps valué qui sera pratiqué dans le présent mémoire est celui
de la wvaluation p-adique sur le corps @Q des nombres rationnels, ou p est un
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nombre premier. Cette valuation, notée v,, est définie par I’équivalence
vy(1) =m < 3(a,b) € (Z\ pZ)?, x=p"a/b (1.3.2)

pour tout (z,m) € Q" xZ.

Lorsque v est I'application nulle de F* dans Z, on dit que la valuation v
est triviale. Lorsque v : F* — 7 est surjective, on dit que la valuation v est
normalisée. Toute valuation non triviale v : F* — Z peut s’écrire de maniere
unique sous la forme v = ew, ou e > 1 est un entier naturel, et ol w est une
valuation normalisée.

A tout corps valué (F,v), sont associés trois objets algébriques fondamen-
taux :

- Vanneau des entiers Op (parfois aussi noté F°) : ses éléments sont les
éléments x € F tels que v(x) > 0;

-I"idéal mazimal mp : ses éléments sont les éléments = € F tels que v(z) > 0;

-le corps résiduel : c’est anneau quotient F' = Op/mp de 'anneau des en-
tiers par son idéal maximal.

Si (F,v) est un corps valué, on peut lui attacher la distance d, définie par

V(a,b) € k2, dy(a,b) =270 (1.3.3)

Le corps valué (F,v) est dit complet lorsque toute suite de points de F', qui est
de Cauchy au sens de la distance d,,, converge, aussi au sens de la distance d,,,
vers une limite appartenant a F'.

A tout corps valué (F,v) est associé un complété obtenu en ajoutant aux
éléments de F’ les limites des suites de Cauchy a valeurs dans F'. On obtient ainsi
un corps valué complet (F ,0) tel que F est un sous-corps dense de ja , et vestla
restriction a F' de 0. Ce procédé de complétion est tout-a-fait analogue a celui
par lequel on construit le corps des réels R a partir du corps des rationnels Q.
En particulier, quand on 'applique au corps Q muni de la valuation p-adique,
ou p est un nombre premier, on obtient le corps QQ, des nombres p-adiques.
Dans ce procédé de complétion, le corps résiduel ne change pas, c’est-a-dire que
I'application naturelle z + mp +— x + m; est un isomorphisme entre le corps
résiduel ' = Op/mp du corps valué F et le corps résiduel F = Oz /my du
corps valué F.

D’autre part, il y a unicité du completé du corps valué F', en ce sens que
si le corps valué (F,v) est un sous-corps dense de deux corps valués complets
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(F,0 et (F,0), tels que les restrictions des valuations v et ¥ au sous-corps F
sont toutes deux égales a v, alors il existe un unique isomorphisme ¢ de F' sur

I, isométrie au sens ou v o ¢ = 0, et fixant tous les points de F'.

1.3.2 Extensions d’un corps valué

Soit (F,v) un corps commutatif, et £ O F un surcorps de F. Si w : £ —
Z\J{+00} est une valuation normalisée de F, sa restriction v a F" est évidemment
une valuation de F', pas toujours normalisée. Lorsque v est normalisée, on dit
que l'extension E/F de corps valués est non ramifiée en w. Plus généralement,
dans le cas ou v est non triviale, on peut 1’écrire de maniere unique sous la
forme v = evy, ou vy est normalisée. L’entier e > 1 est alors appelé 'indice de
ramification en w de I'extension E'/F. Dans le cas ou v serait triviale, on posera
e = +00.

Proposition 1.18. Une extension E/F de corps valués est non ramifiée si et
seulement si son indice de ramification est égal a 1.

On définit aussi la notion d’extension finie totalement ramifiée : ce sont les
extensions finies de corps valués dont I'indice de ramification est égal au degré.
Dans les hypotheses précédentes, le corps résiduel F' = Op/mp du corps de
base I se plonge dans le corps résiduel £ = Op/myg par le plongement 7 défini
par
\V/LIJEOF, j(x+mp):x+mE.

On obtient ainsi une extension E/F, appelée I’extension résiduelle de I'exten-
sion E/F de corps valués. Le degré de cette extension résiduelle est appelé le
degré résiduel de I'extension E/F de corps valués.

Dans le cas ou l'extension E/F est finie et galoisienne, on définit le groupe
de décomposition de w dans I'extension E/F, noté D(w/v), par

D(w/v) = {0 € Autp(F),c(Og) C O} .

On définit de méme le groupe d’inertie de w dans 'extension E/F, noté I(w/v),
par
I(w/v) ={o € Autp(F),Vx € Op, o(x) —x € mg} .

Le groupe d’inertie est évidemment un sous-groupe du groupe de décomposition.
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Théoréme 1.19. L’ordre du groupe d’inertie I(w/v) est égal a l'indice de ra-
mification en w de l’extension E/F.

Preuve. Une démonstration se trouve dans la monographie de Serre sur les
corps locaux [37, pp. 31-32].
On a alors un morphisme o +— & du groupe de décomposition D(w/v) sur le

groupe Autz(F) défini par I'identité
Vo € Op, 5(:c+mE):a(x)+mE.

Ce morphisme est surjectif, de noyau égal au groupe d’inertie. Par conséquent, le
groupe d’inertie I (w/v) est un sous-groupe distingué du groupe de décomposition
D(w/v). Comme le morphisme o +— & est surjectif, le quotient D(w/v)/I(w/v)
est isomorphe au groupe Autz(£) des F-automorphismes de E (ceci est démontré
dans Serre [37, Proposition 20, p. 32]).

Proposition 1.20. Soit (E,w) un corps valué tel que la valuation w de E
est normalisée, soit F un sous-corps de E tel que l'extension E/F est finie
galoisienne, et soit v la restriction de w a F'. Si le corps résiduel du corps valué
(F,v) est fini, alors le quotient D(w/v)/I(w/v) est cyclique.

Preuve. Toute extension finie d’un corps fini est cyclique. ]

Corollaire 1.21. Soit (E,w) un corps valué tel que la valuation w de E est
normalisée, soit F' un sous-corps de E tel que l'extension E/F est finie galoi-
sienne, et soit v la restriction de w a F. Si l’extension E/F de corps locaux est
non ramifiée en w, et si le corps résiduel du corps valué (F,v) est fini, alors le
groupe de décomposition D(w/v) est cyclique.

Lorsque le corps valué (F, v) est complet, et si E//F est une extension finie, on
montre que (£, w) doit étre également complet. De plus, tout automorphisme
o de F doit alors étre une isométrie du corps (F,w), au sens que woo = w. Par
conséquent, lorsque 1'on suppose de plus que Uextension E/F' est galoisienne,
le groupe de décomposition D(w/v) est dans cette situation égal au groupe
Autp(FE) de tous les automorphismes de E fixant les points de F.

Plus généralement, pour toute extension finie E/F de corps telle que E D
I, si w est une valuation normalisée sur FE, de restriction v a F', on peut
plonger E dans son complété E , et considérer 1’extension locale E /F, ou F est
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I’adhérence de F dans E. On sait par la propriété d’unicité du complété que F
est isomorphe au completé Fde F , de sorte que l'extension locale peut aussi
étre vue comme l'extension des complétés. Dans la situation ou l'on suppose
de plus que l'extension E/F' est galoisienne, alors le groupe de décomposition
D(w/v) s’identifie au groupe des F-automorphismes de F.

Dans la situation ou (F, v) est un corps valué, on peut se poser réciproquement
la question de prolonger v en une valuation du surcorps £ O F. Ce n’est pas
toujours possible a cause de la ramification. C’est pourquoi nous reformulons
le probleme sous la forme suivante. Etant donné le corps valué (F,v), ou v est
normalisée, et le surcorps £ D F', trouver un entier e > 1 et une valuation w
de F tels que la restriction de w a F' s’écrive ev. Lorsque F' est complet pour
v, et que 'extension F/F est finie, on a un résultat particulierement simple.

Théoreme 1.22. Soit (F,v) un corps valué complet, ou v est une valuation
normalisée de F, et E O F un surcorps de F. Si l’extension E/F est finie, et
si la valuation v est non triviale, alors il existe un unique entier e > 1 et une
unique valuation normalisée w de E telle que la restriction de w a F' est égale
a ev. On a la relation fondamentale

E:F]=ef,

ot [ est le degré résiduel de l’extension E/F de corps valués.

1.3.3 Polygones de Newton

Nous décrivons ici une méthode, originellement exposée par Ore [29], qui
permet, a partir de certains polygones, de décrire partiellement la factorisation
sur un corps valué complet d’un polynome unitaire. Elle fournit aussi des ren-
seignements assez précis sur la ramification des extensions du corps en question
qui sont engendrées par des racines du polynome considéré.

Soit f(X) un polynéme unitaire de degré n > 1 a coefficients dans un corps
valué complet (K, v). Pour un quelconque polynome unitaire ¢(X) € Og|[X],
dont la projection @(X) est irréductible sur le corps résiduel de K, on écrit
par divisions euclidiennes successives le ¢(X)-développement de f(X) sous la
forme

FX) =) Qi(X)p(X) . (1.3.4)
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ot deg(Q;(X)) < deg(¢(X)). On note alors v; le minimum des valuations de
tous les coefficients de @Q;(X). Le nuage de Newton de f(X) relativement a K
et ¢(X) est 'ensemble des points du plan de la forme (j,v;) pour j € [0..t]. Le
(K, p)-polygone de f(X) est la frontiere de 1’enveloppe convexe supérieure des
points du nuage de Newton, privée des deux cotés verticaux : c¢’est une figure
du plan réunion d’un ou plusieurs segments dont les pentes vont en croissant
strictement de gauche a droite. Un tel segment est appelé un coté du polygone
de Newton. Lorsqu’on suppose de plus que tous les coefficients de f(X) sont
éléments de Ok, tout coté du polygone de Newton a une pente > 0 : il peut
exister ou non un coté horizontal, c’est-a-dire de pente 0. La partie principale
du polygone de Newton de f(X) est constituée par les cotés non horizontaux
de ce polygone. Soit S un coté de la partie principale du (K, ¢)-polygone du
polynéme unitaire f(X) € Og|[X]. On attache a ce coté un polynome associé
Fs(X,Y) € Og[X,Y], qui en fait n’interviendra dans nos résultats qu’a travers
sa classe modulo 7Ok [X, Y]+ p(X)Og[X, Y]. Cette classe peut étre calculée de
la maniere suivante [12, Proposition 3.4]. On choisit un élément 7 de K tel que
v(m) = 1, et on commence par calculer la pente p > 0 du coté S, qu’on exprime
sous la forme du quotient p = § de deux entiers strictement positifs premiers
entre eux, puis on munit le corps K (X) de la valuation w : K(X) — ZU {400}
telle que

w(32 Q) (X)p(X)) = min(v(Q;(0)) + o)

ol tous les polynémes @;(X) sont de degrés strictement moindres que le degré
de ¢(X), et ou v est 'unique prolongement de la valuation de K a un corps E
de rupture de ¢(X) sur K, la notation ¢ désignant une racine de ¢(X) dans E.
Soit L la somme de toutes les longueurs des projections horizontales des cotés
de pente strictement supérieure a p, et H la somme de toutes les longueurs des
projections verticales des cotés de pente inférieure ou égale a p. On vérifie que
I’application w donne au quotient

f(X)
p(X)Lmt

une image nulle. En réduisant ce polynome modulo I'idéal maximal de la valua-
. . ~ DN . , .
tion w, on obtient un polynome en Y = % a coefficients dans le corps résiduel

de l'extension K ((). On divise ce polynome par son coefficient dominant, obte-
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nant un polynéme en Y, qui est la classe désirée du polynome Fg(X,Y") associé
au coté S.

Le coté S est dit régulier si la classe du polynome associé m1Ox[X,Y] +
©(X)Ok[X,Y], qui est un polynome en Y a coefficients dans le corps résiduel
de K((), est premier a sa dérivée par rapport a Y.

On a alors le résultat suivant.

Théoréme 1.23. [12, Theorem 1.5] Soit f(X) € Ok[X] un polynome unitaire.
Si on a la factorisation

f(X) = or(X)" .. ps(X)* (mod 7Ok[X]) ,

ot chaque polynome ¢, (X) est irréductible modulo w et est choisi de sorte que
0, (X) ne divise pas f(X), alors on en déduit la factorisation suivante de f(X).

fX) = ®1(X) -+ Bs(X),
ot Pg(X) est un polynome unitaire a coefficients dans Ok, tel que
P,(X) =, (X)) (mod mOk[X]) .

Supposons que la partie principale du (K, p,)-polygone de Newton est com-
posé de k cotés Sy, ..., Sk. Pour chaque indice i € [1..k], on considére les entiers

U; et h; qui sont les longueurs des projections respectivement horizontale et ver-
ticale du coté S;, et on pose \; = m. On factorise le polynome associé

Fi(X,Y) au coté S; sous la forme

FX,Y) = FOx,v)a - EOX v)® (mod 1O[X, Y]+o(X)Ok[X, Y]) |

%

ot la classe de Fj(i)(X7 Y) modulo mOk[X,Y] + o(X)Ok[X,Y] est irréductible

en tant qu’élément de l'anneau K(C)[Y]. Alors on a

(

ot le facteur q)ji)(X) est un polynome unitaire a coefficients dans Oy, de degré

deg(¢,(X)) degy (F\ (X, Y))a'"\,

J



1.3. RAMIFICATION 29

tel que lindice de ramification de l'extension K(«)/K est divisible par \; pour

toute racine o du facteur @g.i) (X).
Si de plus le coté S; est réqulier, alors les polynomes q)g.i)(X) sont irréductibles
dans K|[X], et lindice de ramification de l’extension K(«)/K est égal a \; pour

toute racine o du facteur @éi)(X).



30

CHAPITRE 1. GROUPES DE GALOIS ET RAMIFICATION



Chapitre 2

Groupes de Galois de trindmes

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous commencons par la notion du résultant de deux po-
lynomes. Nous avons voulu apporter et démontrer certaines propriétés concer-
nant cette notion [39, 3]. Cette notion conduira ensuite a la formule du discri-
minant d’un polynome en général pour arriver enfin a celui d’un trinome qui
est 'objet de notre chapitre. Il s’en suit la classification des trinomes.

2.2 Le discriminant d’un trinome

2.2.1 Résultant de deux polynomes

Soit A un anneau unitaire, commutatif et integre, m et n deux entiers natu-
rels. Considérons deux polynomes f(X), g(X) € A[X], de degrés respectivement
<met<n:

FX) =D a X" g(X)=> bX""
i=0 =0

Pour tout entier naturel k, on introduit le A-module libre de rang k, noté
Ay, dont les éléments sont les polynomes de A[X] ayant un degré < k. On
observe que, par division euclidienne par le monome X", tout élément de A,,.,
s’écrit de fagon unique sous la forme u(X) + X"v(X), ot u(X) et v(X) sont
des polynomes de degré respectivement moindres que n et m. On dispose alors
de l'endomorphisme x du module A,,.,, dépendant des choix a la fois des
polynomes f(X) et g(X) et des entiers m > deg(f(X) et n > deg(g(X)), défini
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par la relation

Ru(X) + X"0(X)) = u(X)f(X)+v(X)g(X) . (2.2.1)

En particulier, pour 1 < j <n, on a

m m+j
R(XITY) = XIT(X) = )X =Y g X
i=0 k=j

alors que, pourn+1<j7<m+mn, on a

n J
R =X g(X) =) hiX0 = Y b X
i=0 k=j—n

Par conséquent, en rapportant le A-module libre A,,.,, ala base (X7 1)1 <j<min,
I’application linéaire x a pour matrice la transposée de la matrice de Sylvester

de f et g, notée Syl ,(f,g), c’est-a-dire, la matrice carrée de taille m + n, a
coefficients dans A, telle que :

(CLm Qm—-1 - - . Q1 ap 0 ... 0 \
0 Am A 0 1] aq ap .. .0
0 0 oo s Ay Q-1 Am—2 . . . Q
Sylm,n(fv g) = bn bnfl Coe bl b() 0 ... 0
0 by by b bo 0
\ 00 by by bus . b )

Définition 18. Le résultant de type (m,n) de f(X) et g(X), noté Res,,»(f, 9),
est le déterminant de I’endomorphisme k, c¢’est-a-dire le déterminant de la ma-
trice de Sylvester de f et ¢ :

Resyn(f, g) = det(Syl,,, .(f,9)) € A.
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Remarque 2.1. 11 convient de remarquer que la plupart des auteurs [23, 3, 7]
définissent la matrice de Sylvester de facon légerement différente en écrivant
les coefficients des deux polynomes f(X) et g(X) suivant 'ordre décroissant
des degrés en allant de gauche a droite. Ceci revient a modifier la définition du
résultant de deux polynomes f(X) et g(X) en leur substituant leurs polynomes
réciproques. Mais la définition de 'endomorphisme x serait moins directe si
I'on devait y faire intervenir les polynomes réciproques, d’ou le choix ici fait
d’une convention différente. On verra d’ailleurs ci-dessous que ceci ne change
que le signe du résultant dans certaines situations (en fait uniquement si les
deux entiers m et n sont tous deux impairs).

Exemple 2.2. Si f et g sont deux constantes, on peut prendre m = n = 0, de
sorte que le module A,,,, se réduit au module nul. Dans ce cas, on applique
la convention usuelle selon laquelle le déterminant de 1'unique endomorphisme
du module nul est égal & 1. On a donc Resyo(f,g) = 1 pour deux polynomes
constants f et g.

Ezemple 2.3. Plus généralement, si I'un des polynomes f ou g est une constante,
on peut prendre respectivement m = 0 ou n = 0. On vérifie dans ce cas que
I’endomorphisme x est une homothétie dont le rapport est la constante en ques-
tion, de sorte qu'on a Resy,(a,g) = a™ pour tout polynoéme constant f = a et
pour tout polynome g(X) de degré au plus n, et aussi Res,, o(f,a) = @ pour
tout polynome f(X) de degré au plus m et pour tout polynéome constant g = a.

Ezemple 2.4. Si f(X) est une constante a, et si g(X) = by X"+ -+ b,, on a

aX/—1 sij<n

Vi € [l.m + n|, kK(XTH = , .
jel | ( ) {leng(X) sig>n+1

Ecrivant la matrice de Sylvester, qui est ici une matrice triangulaire inférieure,
on voit que Res,, n(a,g) = a”"by'.

Dans ce qui suit, nous allons énoncer et établir quelques propriétés du résultant
que nous venons de définir. Ces propriétés sont bien connues, mais la démarche
des preuves est originale : il s’agit de tout justifier par des propriétés convenables
des endomorphismes k ou de leurs diverses variantes.

Théoréme 2.1. Soit deux entiers naturels m et n, et f(X),g9(X) deuz po-
lynomes tels que deg(f(X)) < m,deg(g(X)) = n, avec le coefficient dominant
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by de g(X) inversible dans l’anneau A. On définit sur lalgébre A[X]/(g(X))
Uendomorphisme v < de multiplication par f(X) > :

VE(X) € A[X],  ~(F(X)+ (9(X)) = F(X)f(X) + (9(X)) -
On a alors la formule de Poisson

Resyun(f,9) = b det(7)

Preuve. On introduit les endomorphismes suivants du A-module libre A,, .
Si deg(u(X)) <n et deg(v(X)) < m, alors k(u(X)+X"v(X)) = w(X)f(X)+v(X)g(X)

Si deg(u(X)) < n et deg(v(X)) < m, alors ko(u(X)+X"v(X)) = u(X)+v(X)g(X) .

Par définition du résultant, on a Res,, »(f,g) = det(x). De plus, les hypotheses
faites sur g(X) entrainent la bijectivité de 1’endomorphisme kg, et que tout
élément de A,,y, s'écrit de fagon unique sous la forme u(X) + v(X)g(X),
ou deg(u(X)) < n et deg(v(X)) < m. Par conséquent, on peut caractériser
I'endomorphisme & o & I par le fait qu’il envoie un polynéme de la forme
u(X) + v(X)g(X), avec deg(u(X)) < n et deg(v(X)) < m, sur le polynome
u(X) f(X)+v(X)g(X). On a d’autre part la suite exacte courte de A-modules :

0— A, — Apen — A[X]/(9(X)) — 0,

ou l'injection A,, — A1, est la multiplication par g(X). Observons que le
terme de droite A[X]/(g(X)) dans cette suite exacte admet la base (X* +
(9(X)))o<k<n : c’est donc un module libre de rang n, ce qui permet de définir le
déterminant d’un endomorphisme, par exemple +v. On s’assure immédiatement
que I’endomorphisme x ok I du terme central A,,,, de cette suite exacte induit
sur le terme de droite 'endomorphisme 7, et sur le terme de gauche l'identité.
Donc on a det(k o ky') = det(y). Comme det(rg) = Resnn(l,9) = b, le
résultat voulu est démontré. ]

Ezremple 2.5. Si g(X) = X —r est un polynome unitaire de degré 1, dont r € A
est racine, on peut choisir n = 1. D’apres la formule de Poisson, Res,,1(f, X —
r) = det(v), ou 7 est 'endomorphisme de 'algebre quotient A[X]|/(X — r)
qui envoie la classe d'un polynome F(X) € A[X] sur la classe du polynome
F(X)f(X). Or le morphisme d’anneaux qui a F'(X) € A[X] associe F'(r) induit
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un isomorphisme de A-algebres de 1'algebre quotient A[X]/(X — r) sur A. Par
conséquent, tout endomorphisme de A[X]/(X — r) est une homothétie, et son
déterminant est le rapport de cette homothétie. Pour I’endomorphisme v, du
fait que f(X) = f(r) (mod X —r), le rapport est égal & f(r). On a donc

Resp1(f, X —r) = f(r) . (2.2.2)

Propriété 2.2. Soit ¢ : A — A" un morphisme d’anneaux, m et n deux entiers
naturels, f(X) € A[X] et g(X) € A[X] deux polynomes a coefficients dans
A, avec deg(f(X)) < m et deg(g(X)) < n. On note ¢* l'unique morphisme
d’anneauz de A[X] dans A’'[X] prolongeant ¢ et tel que ¢*(X) = X. On a alors
la formule de spécialisation

Resimn(¢7(f), ¢7(9)) = d(Resma(f,9)) -

Preuve. La matrice de Sylvester Syl,, ,(¢*(f),¢"(g9)) a pour éléments les
coefficients des polynomes ¢*(f)(X) et ¢*(¢)(X), qui sont les images par le
morphisme ¢ des coefficients analogues des polynomes f(X) et g(X), ou l'on
reconnait les éléments de la matrice Syl ,,(f,g). La propriété de naturalité du
déterminant par rapport aux morphismes d’anneaux donne alors la formule de
spécialisation. ]

Lemme 2.3. Soit f*(X) = X" f(X 1) et g*(X) = X"g(X™1) les polynomes
< réciproques >de f(X) et de g(X). L’endomorphisme k* défini par le couple
(f*(X),g*(X)) en degrés m et n est conjugué a l'endomorphisme ki défini par
le couple (g(X), f(X)) en degrés n et m.

Preuve. Explicitement, on a d’apres (2.2.1)
si deg(u(X)) <mn et deg(v(X)) <m, alors k" (u(X)+X"v(X)) = w(X)f(X)+v(X)g* (-
si deg(u1(X)) <m et deg(vi(X)) < n, alors k1 (uy(X)+X"v1 (X)) = uy (X)g(X)+v1 (X
On introduit alors 'application p : A1 — Apin définie par

VE(X) € Ay,  p(F(X)) = X" 1p(X 1|

Un calcul direct montre que p o k* = k1 o p. Comme p est une involution de
Anin, donc bijective, le résultat voulu s’ensuit. ]
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Propriété 2.4. Avec les notations précédentes, on a l’égalité

R‘esm,n(f*a g*) = R‘esn7m(g7 f) .
Preuve. Deux endomorphismes conjugués ont le méme déterminant. ]

Lemme 2.5. Soit o la permutation de 'ensemble {1,...,m + n} des m +n
premiers entiers strictement positifs définie par

, j+m  sij<n
o(j)=19" - :
j—n stj>n—+1
La permutation o a exactement mn inversions.

Preuve. Un couple (j,5') d’entiers tels que 1 < j < 7/ < m + n est une
inversion de o si et seulement sionaalafois1 < j<netn+1<j <m+n. O

Propriété 2.6. Pour deuz polynomes f(X) et g(X) et deuz entiers naturels m
et n tels que deg(f(X)) < m et deg(g(X)) <n, on a la formule d’échange

Respn(f,9) = (—=1)™Resnm(g, f) .

Preuve. On introduit les endomorphismes k, k1, 7 du A-module libre A,, .,
définis comme suit.

Si deg(u(X)) <n et deg(v(X)) < m, alors k(u(X)+X"v(X)) = u(X)f(X)+v(X)g(X)
Si deg(u1(X)) < m et deg(v1(X)) < n, alors ky(ug (X)+X"v1(X)) = ui(X)g(X)+v1 (X
Si deg(u(X)) <m et deg(v(X)) <m, alors 7(u(X)+X"v(X)) = v(X)+X"u(X) .

Par la définition du résultant, on a Res,,,(f,g9) = det(x) et Res, (g, f) =

det(k1). On vérifie immédiatement la relation kK = k1 o 7, d’ou il suit ’égalité

det(k) = det(k1)det(7). Ainsi pour conclure a 1’égalité désirée, il suffira de

montrer que det(7) = (—1)™". Pour calculer ce déterminant, on considére la

base de A,,,, constituée par les mondomes X/~ ol j décrit I'ensemble des
entiers entre 1 et m + n. On s’assure facilement que

Vie[l.m+n],  7(X/7)=Xx°0-1

ou o est la permutation introduite dans I’énoncé du lemme 2.5. Par conséquent,
la matrice de 7 dans la base considérée s’identifie a la matrice de la permutation
o, et det(7) est donc la signature de 0. On conclut en utilisant le lemme 2.5. [

En rapprochant les propriétés 2.4 et 2.6, on obtient immédiatement 1'énoncé
qui suit.
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Propriété 2.7. Pour deuz polynomes f(X) et g(X) et deuzr entiers naturels
m et n tels que deg(f(X)) < m et deg(g(X)) < n, si f*(X) = X"f(X 1) et
g*(X) = X"g(X™Y), alors on a I'égalité

Resmn(f" 97) = (=1)""Respn(f, 9) -

Propriété 2.8. Soit deuz polynomes f(X) et g(X) et deux entiers naturels m
et n tels que m > n, deg(f(X)) < m et deg(g(X)) < n. Si on a f(X) =
q(X)g(X)+7r(X), avec deg(q(X)) < m—n (et donc deg(r(X)) < m), alors on
a la formule de Laplace

Respn(f,9) = Respan(r, g) -

Preuve. On introduit les endomorphismes k, k1, 7 du A-module libre A,, .,
définis comme suit.

Si deg(u(X)) <n et deg(v(X)) <m, alors k(u(X)+X"v(X)) = w(X)f(X)+v(X)g(X)
Si deg(u(X)) < n et deg(v(X)) < m, alors k1(u(X)+X"v(X)) = u(X)r(X)+v(X)g(X
Si deg(u(X)) < n et deg(v(X)) < m, alors 7(u(X)+X"v(X)) = u(X)+X"(v(X)—q(X)
Par définition du résultant, on a det(x) = Res,, »(f, g) et det(x1) = Res;, (7, 9).
On vérifie immédiatement 1’égalité k1 = ko7, de sorte qu’on est ramené a mon-
trer que le déterminant de 7 est égal a 1. On vérifie grace a la définition de I'en-
domorphisme 7 que, pour tout entier j € [1..n+m), la différence 7(X7/~1) — X7/~1
est divisible par X7. Ceci signifie que la matrice de 7 dans la base (X771), iman

est une matrice triangulaire inférieure dont tous les coefficients diagonaux valent
1. Une telle matrice est évidemment de déterminant égal a 1. ]

Propriété 2.9. Soit deuz polynomes f(X) et g(X) et trois entiers naturels
h,m et n, tels que h < m, deg(f(X)) < m — h et deg(g(X)) < n. Alors on a
la formule de changement de type

Resmm(f, g) = bg Resm—h,n(f7 g) ’
ot by est le coefficient du terme de degré n dans g(X).

Preuve. Par récurrence, il suffit de traiter le cas ou h = 1. On considere les
endomorphismes K, ., €t Kmy_14n, respectivement des A-modules libres A,, ., et
Apn_14n définis par :

si deg(u(X)) <n et deg(v(X)) <m, alors Ky (u(X)+X"0(X)) = w(X)f(X)4+v(X)g(
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si deg(u(X)) < mn et deg(v(X)) <m—1, alors K14, (u(X)+X"0(X)) = u(X) f(X)4ul

On remarque que k,, 1, laisse stable le sous-module A,,,_1,, et qu’il induit sur ce
sous-module I’endomorphisme x,,_1.,. Un supplémentaire S de ce sous-module
dans A,,+, est le module engendré par X 1+ Or

m—14n

K;ern(Xm—l—Fn) _ Xm_lg(X) _ Z bm—1+nijj>

j=m—1
a une composante bg X™ 11" dans le supplémentaire S. Il en résulte que det(kp, ) =
det(Km—1+n)bo, c’est-a-dire Res,, »,(f, 9) = bo Respm—1.,(f. 9). O]

(
Propriété 2.10. Soit deuz polynomes f(X) et g(X) et trois entiers naturels
h,m et n, tels que h < n, deg(f(X)) < m et deg(g(X)) < n—h. Alors on a la
(deuxieme) formule de changement de type

Resmm(f: g) = af) (_1)hmReSm7n—h(f7 g) )
ot agy est le coefficient du terme de degré m dans f(X).
Preuve. Résulte immédiatement des propriétés 2.6 et 2.9. []

Propriété 2.11. Soient trois polynomes f1(X), fo(X), g(X) et trois entiers na-
turels my, mo et n tels que deg(f1(X)) < mq,deg(fo(X)) < my et deg(g(X)) <
n. On a alors la formule de multiplicativité

Resm1+m2,n(f1f27 g) - Resml,n(fla g)ReSmg,n(f27 g) .

Preuve. Soit by le coefficient du terme de degré n dans le polynome g(X).
I1 existe un anneau A”, un sous-anneau A’ de A”, un morphisme ¢ : A’ — A,
et un élément b de A’ inversible dans A” tels que ¢(b) = by. Par conséquent,
en utilisant la formule de spécialisation, il suffit de vérifier la multiplicativité
quand by est inversible. Dans ce cas, on peut utiliser la formule de Poisson,
d’apres laquelle
Resm, 1m,n(f1f2,9) = bgnﬁmz det(7),
ou v est 'endomorphisme de multiplication par fi(X)fo(X) dans I'algebre quo-
tient A, := A[X]/(¢g(X)). De méme, on a, pour i € {1,2}

Resp,n(fis g) = by det(vi) ,

ol 7; est 'endomorphisme de multiplication par f;(X) dans A,. Il est immédiat
que v = 71 © 7y, d’ou le résultat. [
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Propriété 2.12. Soient trois polynomes f(X), g1(X), g2(X) et trois entiers na-
turels m,ny et ny tels que deg(f(X)) < m,deg(g1(X)) < ny et deg(ga(X)) < no.
On a alors la (deuxieme) formule de multiplicativité

Resm,n1+n2 (f7 9192) = Resm,m (fa gl)ReSm,ng(f; 92) .

Preuve. Résulte immédiatement des propriétés 2.6 et 2.11. ]

Ezxemple 2.6. Soient deux entiers m et n, et d > 1 leur plus grand diviseur. On
pose 1 = 7 et s = 7. Alors

ReSpn(X™ —a, X" —b) = (=1)" (a® — b")". (2.2.3)

En effet, par utilisation de la formule de spécialisation, il suffit de se placer dans
le cas ou 'anneau A est un corps de caractéristique nulle, tel que le polynéme
X" — b est scindé sur A. Lorsque n = 1, la formule (2.2.3) est vérifiée en vertu
de (2.2.2). Lorsque n > 1, on utilise la deuxieme formule de multiplicativité, en

utilisant la factorisation
n

X"—b=][(x-¢B),
i=1
ou (3 est une racine dans A du binome X" — b, et ou ( € A est une racine de
I'unité primitive d’ordre n. De cette factorisation de X" — b résulte alors que

Resyn(X™ = a, X" —b) = | [ Resp1 (X" — a, X = ('B)

i=1

= [[I(-D(a—=¢™pm)

i=1
= (=" ] J(a—¢™pm).
i=1
Comme on sait que (™ est une racine de I'unité primitive d’ordre s = 5, la
différence a — ("™ 3™ ne dépend que de la classe de ¢ modulo s. Par conséquent,
on obtient
5 d
Resn(X™ —a, X" —b) = (—1)" [H(a — gmiﬁm)] .
i=1

Ora® —b" =a*— 3" =a*— (M) =[[i_ (a — ("™ B™), ce qui acheve d’établir
(2.2.3).
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2.2.2 Discriminant d’un polynome

Soit n > 1 un entier. Commencons par le cas ou 'anneau A est un an-
neau de polynomes A = Zlay, ..., a,] en les n + 1 indéterminées ay, ..., a,, et
ou f(X) = Y1 ,a,—X" est le polyndome < générique > de degré n. On note
(X)) =31 ap—#iX"! son polynéme dérivé, qui est de degré n — 1.

Lemme 2.13. Le résultant Res, ,—1(f, f') est un élément de A divisible par ay.

Preuve. Soit le morphisme ¢ : A — A tel que ¢(F(ag,...,a,)) = F(0,a1,...,a,).
En vertu de la formule de spécialisation, on a ¢ (Res, n—1(f, f')) = Resnn—1(0*(f), o*(f')),
ou ¢* : A[X] — A[X] est I'unique endomorphisme prolongeant ¢ et envoyant
X sur lui-méme. On remarque que le polynome ¢*(f)(X) = S0 @i X' est
de degré n — 1, et la formule de changement de type donne alors

Resnn-1(0"(f), d"(f) = boResp—1.,-1(0*(f), o*(f)) ,

olt by est le coefficient de X"~ ! dans le polynome ¢*(f’). Or ¢*(f')(X) =
S a, i X1 de sorte que by = 0. Ainsi le résultant Res,, ,,_1(¢*(f), o*(f))
est nul, ce qui montre que Resmn_l( f, f') appartient au noyau du morphisme
¢, c’est-a-dire a I'idéal de A engendré par ag. ]

Définition 19. Le discriminant générique en degré n est I’élément

n(n—1)

Dn = (—1) 2 ClglReSn,n—l(fu f/)

de 'anneau A = Zlay, . . ., a,)].

Définition 20. Si A est un anneau (commutatif) quelconque, et si f(X) est un
polynome de degré n a coefficients dans A, le discriminant D(f) de f(X) est
la valeur prise par le polynome D,, quand on y substitue simultanément chaque
indéterminée a; par le coefficient de X"/ dans f(X).

Par spécialisation, on a pour tout polynéme f(X) de degré n 1'égalité

n(n—1)

Resuni(f, /) = (—1)“T ed()D(f) . (2.2.4)

ou cd(f) est le coefficient dominant du polynéme f(X).
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Proposition 2.14. Soit f(X) un polynome unitaire de degré n > 1, a coeffi-
cients dans un corps K. Si le polynome f(X) est scindé sur K, de sorte que
F(X) = cd(f) [T (X — i) pour certains éléments «; de K, ot la notation
cd(f) représente le coefficient dominant de f(X), son discriminant est alors

D(f) = cd(f)** ] [(«

1<j

Preuve. Par la formule de multiplicativité, nous avons

Res,n-1(f, f') = Resop_1(cd(f HResln (X — ai, ).

D’apres I'exemple 2.3, on a Resg,,_1(cd(f), f/) = cd(f)"~!. Par ailleurs, par la
formule de I’échange et I'équation (2.2.2), on a Resy ;1 (X —ay, f/) = (=1)" 1 f'(v).
On a donc

Res,n1(f, f) = ) 1Hf a;) .

Par les propriétés usuelles de la dérivation, on sait que f'(ci;) = cd(f) [],<;<p jzi(i
a;), donc

Res,1(f, f') = cd(f)* H (@i — ) .

(4,5),1<i<n,1<j<n,i#j

(2 D) couples d’entiers (7, 7) tels quen >i>j > 1, le
produit pour i # j de tous les facteurs a; — a st égal au produit de (~1)""

par le produit des carrés des facteurs pour i < j. Comme Res,,1(f, f') =
(—1 )"("2 Dcd(f)D(f)a la proposition est démontrée. =

Comme il y exactement

2.2.3 Discriminant d’un trindéme

Définition 21. Pour un couple (n,m) d’entiers naturels tels que n > m > 0,
et k un corps commutatif, on appelle (n, m)-trinome sur k tout polynome de la

forme
f(X)=aX" = bX" +c, (2.2.5)

ou les coefficients a, b, ¢ sont des éléments non nuls de k.
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Nous allons maintenant calculer le discriminant d’un trinome.

Théoreme 2.15. On considére un couple (n,m) tels que n > m > 0. On pose
d = pged(n,m), ny = 5 et my = %. Alors

D(aX" — bX"* 4 ¢) = (—1)rnV2gn-m=lem=Lipmgmigm=m _ gy (o )m-mapigd 6)

Preuve. En utilisant la propriété de spécialisation, on peut supposer que la
caractéristique du corps de base est nulle. Par application de la relation (2.2.4)
au trindme X" + aX* + b, il s’ensuit que :

D(aX" —bX™ 4 ¢) = (=1)"" V24 Res,, ,,_1 (aX™ — bX™ + ¢,na X" — bmX™ )
= (—1)"" V267 Res,, 1 (X" — bX™ + ¢, X" (na X" — bm))

Par la propriété de multiplicativité, on sait que

Res,, 1(aX™ —bX" 4+ ¢, X" H(na X" ™ — bm)) =

(Res,1(aX™ = bX™ 4 ¢, X)) ' Respn_m(aX™ —bX™ + ¢, naX"™™ — bm) .
Or, d’apres (2.2.2), on a Res,, 1(a X" —bX" 4+ ¢, X) = ¢, d'ou
D(aX"—bX"4c) = (—1)"" V271" 1Res,, ,, _p(aX"—bX"+c,na X" —bm) .
On a I'égalité de polynomes

aX" —bX™ +c=n"X"(naX"™ —bm) —bn (n—m)X" +c.

Comme dans cette relation le degré du quotient partiel n=! X™ ne dépasse pas la
différence des degrés du dividende a X" —b X" + ¢ et du diviseur na X"~ — bm,
on est en position d’appliquer la formule de Laplace, d’ou 'on déduit :

D(aX"—bX"+c) = (=1)""V2q7 " 1Res,, (b0~ H(n—m) X" +c,na X" —bm) .

Puisque le degré du polynome —bn~*(n — m)X™ + ¢ est m < n, on applique
alors la formule de changement de type, pour obtenir :
D(aX"—bX"+c) = (—1)" = D2gn-m=tem=Lpn=mReg o m(=bn " H(n—m) X4, na X" -

1

Posons alors a = nc(n —m) 107! et b = n~'ma'b. Avec cette notation, on a

Respnm(—bnt(n—m)X™+c,naX" " —bm) = Resyp_m(—bn "t (n—m)(X™—a), na(X""



2.3. CLASSIFICATION DES TRINOMES 43

Par multiplicativité, on en déduit :
D(aX"—bX"4¢) = (—1)"D2gn=1(—p)r=m ™ (n—m)" " Resy pm (XM —a, X" -]

Par (2.2.3), on voit que

Resnm(X" —a, X" = b) = (=1)" " (@™ —b™)*
= (_1)n—mn_m(n—m)_(n—m)a_mb—(n—m) (nn1am1cn1—m1 —mm (TL . m)nl_mlbnl)d .

Par conséquent, on obtient

D(aX"—me—l—c) _ (_1)n(n—l)/2an—m—lcm—1 (nnlamlcnl—ml —m™ (TL . m)nl—mlbnl)d :

comme on l'avait annoncé.

2.3 Classification des trinomes

2.3.1 Position du probleme

Définition 22. Soit £ un anneau commutatif integre, et k* le groupe de ses
éléments inversibles. On fait agir le groupe k*? sur 'ensemble T}, ,,, (k) des (n, m)-
trinomes a coefficients dans k en posant

(A ) - flz) = Af (p).
De manicre équivalente, en assimilant T}, ,,,(k) & k*3, ceci revient &
(A, 1) - (a,b,¢) = (A" a, \u""b, \e).
On a en particulier
Disc((\, ) - f) = A27270=D Dise(f).

Définition 23. Une orbite dans cette action est appelée une classe de trinomes
(plus exactement, il faudrait parler de classes de k-trinémes). Deux trinémes
sont dits k-équivalents, ou s’il n’y a pas d’ambiguité, équivalents, lorsqu’ils ap-
partiennent a la méme classe.

Lorsque k est un corps, on remarque que deux trinomes k-équivalents ont le

meme groupe de Galois sur k. Dans cette section, nous nous posons le probleme
de décrire ces classes et de trouver un représentant privilégié dans chaque classe.
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2.3.2 Classification sur un corps commutatif

Dans cette sous-section, nous supposons que k est un corps commutatif.

Définition 24. Le paramétre du trinome (2.2.5) est I’élément

amcn—m
= ——— 2.3.1
- (23.1)

de k*.

Proposition 2.16. Deuz trinomes équivalents ont le méme parametre. Réciproqguement,
lorsque les entiers n et m sont premiers entre euz, alors deux (n,m)-trinomes
de méme parametre sont équivalents.

Preuve. En effet, prenons un premier trinome f(x) = ax" — ba™ + ¢, puis
considérons le trinéme fi(z) = a1z — bia™ + ¢ tel que fi(x) = (A, p) - f(z) =
Af(px). 11 en résulte que a3 = Ap™a, by = Ap"b, ¢y = Ac. Sans grande difficulté,
nous vérifions que a™b """ = a'by "], c'est-a-dire que les trinémes f(z)
et fi(x) ont le méme parametre.

Réciproquement, si f(x) = az™ — bx™ + c et fi(z) = a12" — bix™ + ¢; sont
deux trinomes a coefficients dans k ayant méme parametre, ¢’est—a-dire tels que
a™b "™ = ai"b; "c{”™, alors on pose A = <. Puisque n et m sont supposés
premiers entre eux, il existe des entiers r et s tels que s(n —m) —rn = 1. En
utilisant ces entiers r et s, on pose u = ai by c;a”*""b*c™". Un calcul direct
montre alors que (A, i) - f(x) = fi(x). O

Les nombres s et 7 qui interviennent dans la démonstration de la proposition
précédente ont une certaine importance. Il est possible d’en faire un choix bien
déterminé comme suit. On suppose que les entiers n et m sont premiers entre
eux. Soit s l'unique entier appartenant a [1..n — 1] tel que —sm =1 (mod n)).
Soit 7 'unique entier appartenant a [0..n—m—1] tel que —rn =1 (mod n—m).
Les entiers s(n —m) et 14 rn sont alors tous deux congrus a 1 modulo n et a 0
modulo n—m. Comme ils appartiennent tous deux a l'intervalle [1..n(n—m)—1],
on en conclut qu’ils sont égaux. On a donc les conditions

s(n—m)—m=10<r<n—-—-m-11<s<n—1

Ce choix des entiers r et s permet a son tour la définition suivante.
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Définition 25. Supposons que les entiers r, s, m, n vérifient s(n —m) —rn = 1,
avec 0 <r<n—m—1,1<s <n— 1. Le multiplicateur du trinome (2.2.5)
est 1’ élément

(2.3.2)

de k*.

Proposition 2.17. On suppose que les entiers n et m sont premiers entre eux.
Soit t et u le paramétre et le multiplicateur du trinome f(X) = aX"—bX" +c.
Alors :

(a) onab= -2 et c=12L.

(b) le multiplicateur de (A, p) - f est pu.

Preuve. (a) En effet

Zt_rm — gl (s=r)(n=m)+mrys(n—m)—nr —r(n—m)+r(n-m) _ 0p1 .0 _
u
et
S
% — gl (smrndmspsnosn mrnds(nm) — 0001 — ¢
u

(b) On sait que (A, u) - f est le trinome a; X™ — by X™ + ¢4, avec a1 = Ap"a, by =
Au™b, c; = Ae. En tenant compte de la relation s(n —m) —rn = 1, il est alors
facile de vérifier que le multiplicateur aj "b; °c] de ce nouveau trinéme est le
produit de p par a®*~"b~°c". ]

Définition 26. Supposons que les entiers r, s, m, n vérifient s(n —m) —rn = 1,
avec 0 <r<n—-m-—1,1<s<n-—1 Un (n,m)-trindme est dit réduit s’il est
de la forme f(x) = 2" — t"2™ 4 t* pour un t € k*.

Un trinome réduit est unitaire et de multiplicateur 1. Réciproquement, en
vertu de la proposition 2.17, tout trindme unitaire de multiplicateur 1 est réduit.

I1 en résulte que, dans toute classe de (n, m)-trindomes, il existe un et un seul
trinome réduit. Ceci résout le probleme de la classification des (n, m)-trinomes
sur un corps commutatif, a condition que les entiers n et m soient premiers
entre eux.
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2.4 Groupes de Galois de trindmes sur le corps des nombres
rationnels

La détermination du groupe de Galois sur @Q du corps de décomposition
d’un poynome a coefficients dans Z est un probleme classique d’algebre. Cette
détermination repose sur le principe de Van der Waerden [44] basée essentiellle-
ment sur la ramification d’un nombre premier dans I’extension. Un théoreme du
a cet auteur [44] affirmait qu’en dehors du groupe symétrique S, il est difficile
de réaliser un sous-groupe strict de S, comme groupe de Galois d'un polynome
unitaire a coefficients sur Z. Par exemple, pour un nombre premier p impair et
un entier a tel que {/a ¢ Z, le groupe de Galois du binome X? — a, qui est
résoluble, est engendré par un cycle d’ordre p et un cycle d’ordre (p — 1), c’est
donc le groupe affine Af f(F,).

Suivant les conditions nécessaires observées par Feit [17], et en supposant que
le groupe de Galois G d’un Q-trinome contienne une involution fixant au plus
3 racines, tres peu de groupes de permutations sont susceptibles de se réaliser
comme groupes de Galois de tels trinomes.

Plusieurs auteurs se sont intéressés a la caractérisation des trindmes ayant pour
groupe de Galois G le groupe symétrique S,. C’est ainsi qu’ Osada [30, 31] a
montré que G est isomorphe a S, sous les hypotheses suivantes :

1. A=ac", B =>bc" ou a, bet csont des entiers relatifs tels que pgcd(nb, acs(n—
s)) = 1.

2. | Dy | n’est pas un carré, ot | Dy |= n"0" % + (=1)""1s%(n — )" a"c"™.

3. Il existe un nombre premier p qui divise b sans que p? divise b.

En fait la question de la primitivité du groupe de Galois G joue un role essentiel.
En effet dans [27], les auteurs ont montré que dans le cas ou G est primitif, les
conditions 1. et 2. précédentes suffisent pour que G soit isomorphe a S,,.

En 1997, dans [13] les auteurs ont étudié le groupe de Galois d’'un trinome
irréductible f(X) = X"+aX?®+b a coefficients entiers (1 < s < n—1,ab #0)
et ils montrent que sous des hypotheses convenables mais pas trop restrictives,
quand n et s sont premiers entre eux, le groupe de Galois est doublement tran-
sitif. Ces résultats étendent ceux d’ Osada mais on peut remarquer que les
hypotheses des théoremes dans [13] n’excluent pas la possibilité que certains
premiers se ramifient sauvagement dans ’extension de QQ obtenue par adjonc-
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tion d’une racine du trinome considéré. De plus le théoreme 1.2 [13] donne une
condition suffisante de double transitivité du groupe de Galois lorsque n — s est
une puissance d’ un nombre premier divisant b.
Nous ne pouvions finir avec 'article [13] sans citer le suivant [14], fait par les
mémes auteurs, qui n’est quune suite directe du précédent. Dans [14], les au-
teurs obtiennent des criteres simples et explicites pour que le groupe de Galois
d’un trinome pp irreductible X™ + aX® + b a coefficients entiers, contienne le
groupe alterné A,. Ces criteres étendent ceux d’Osada, mais permettent de
couvrir des situations plus délicates. Notons que dans [14], on y a utilisé la clas-
sification des groupes de Jordan et celles des groupes multiplement transitifs,
qui sont toutes deux conséquences de la classification des groupes finis simples.
Nous pouvons citer aussi les travaux de Bishnoi et Khanduja [6] qui ont
étendu les résultats de Schur [35, 36] permettant ainsi la construction de trinémes
de degré n pour tout n avec S,, pour groupe de Galois.
Pour finir le cas des trindmes de degré n quelconque, nous citons I'article [19]
dans lequel les auteurs ont voulu aborder le probleme inverse. Le principe de
ce dernier, étant donné un groupe de permutations G de degré n, trouver un
trinome séparable de degré n qui le réalise sur un corps K. L’objectif de cet ar-
ticle a été de construire explicitement un nombre infini de familles de trinomes
a coefficients rationnels dont le groupe de Galois soit isomorphe a A,,.
En utilisant la classification des groupes simples finis, W. Feit [17] dresse la liste
des groupes susceptibles de se réaliser comme groupe de Galois d’'un trinome
de degré premier, irréductible sur le corps @Q des nombres rationnels.
K. Komatsu [21] a étudié le groupe de Galois d'un trinome irreductible de la
forme X? 4+ aX + a sur le corps Q ou p est un entier premier et a un entier ra-
tionnel. Il a montré que G est le groupe symétrique S, si p divise a exactement
une fois et si a/p est un carré.
A. Movahhedi [26] a amélioré ce dernier résultat. En effet, A. Movahhedi a
montré que si p divise exactement une fois ’entier a, alors le groupe G est, soit
le groupe symétrique S, soit le groupe Af f(F,) [26, Sect. 3, Theorem 3.1]. De
plus, il montre que G est le groupe symétrique S, dans chacun des cas suivants :

l.a <0
0. & # 1(modp)
p

Lorsque p ne divise pas a, A. Movahhedi [26] a montré ce qui suit :
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1. G ~ §,, sile discriminant du trindme n’est pas un carré,

2. G est soit le groupe alterné A,, soit le groupe projectif spécial linéaire
PSLy(2°). Ce dernier cas a lieu uniquement lorsque p = 1 + 2¢ est un
premier de Fermat.

En 2008, dans [4], les auteurs ont généralisés les résultats de A. Movahhedi [26]
aux trinomes de la forme X? 4+ aX*® 4 a. Dans [4], les auteurs ont montré sous
des restrictions mineurs : pged(svy(a),p—1) > 1et sv,(a) < p, que si le groupe
de Galois G n’est pas résoluble il est isomorphe a .S, ou A,,.

D’ autre part en 2009 dans [5], les auteurs ont montré que le groupe de Galois
G du trinome irréductible X? 4 aX?~! 4+ a sur le corps Q est tout le groupe Sp.
Avant de finir, on citera de méme les travaux de [42, 43].

2.5 Groupes de Galois de trindomes sur le corps des frac-
tions rationnels

Concernant le goupe de Galois d’un trindme sur le corps des fractions ra-
tionnels Q(7"), nous pouvons citer essentielement les travaux de A. Schinzel [34]
dans les quels I'auteur a montré que les trinomes génériques X" + 1" X" 4+ T,
avec n,m,r, s entiers naturels tels que n > m > 0 et s(n —m) —rn =1, ont S,
pour groupe de Galois sur le corps Q(7).



Chapitre 3

Groupe de Galois d’un trinome
d’Eisenstein X? + ac? %X + acP—!

3.1 Introduction

Puisque les binomes a coefficients rationnels sont tous résolubles, les trinomes
fournissent les exemples les plus simples de polynomes de degré n a coefficients
rationnels ayant pour groupe de Galois le groupe symétrique S, : par exemple,
Osada [30] et Serre [38, p. 52] ont montré indépendamment que le trinome
X" — X — 1 a cette propriété pour tout entier n > 1. La facilité a établir que
le groupe de Galois d'un trinome a coefficients rationnels a pour groupe de
Galois le groupe symétrique est liée a la propriété démontrée par Schinzel [34]
les trinomes génériques X" +t" X 4 t%, avec n, m,r, s entiers naturels tels que
n>m > 0et s(n—m)—rn =1, ont S, pour groupe de Galois sur Q().
En effet le théoreme d’irreductibilité de Hilbert entraine alors que le trinome
X"+ t"X™ +t° a S, pour groupe de Galois sur Q pour une infinité de valeurs
du parametre t € Q*. En fait, les travaux connus a ce jour semblent indiquer
qu’il est tres difficile de construire des exemples de trinémes irréductibles de
degré n > 7 ayant pour groupe de Galois sur Q un groupe de permutations ne
contenant pas le groupe alterné A,. C’est ainsi qu’Angeli [2] a montré que, si
p = 7 est un nombre premier fixé, il n’y a qu’un nombre fini d’orbites de trindbmes
irréductibles résolubles f(X) = X? + aX + b sous 'action f(X)— kP f(X/k)
du groupe Q*.

Dans ce présent travail, nous nous intéressons précisément a la possibilité de
trouver un trindme irréductible fo(X) = AxP+ Bx+C(ABC # 0) a coefficients

49
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rationnels de degré premier p > 7 qui soit résoluble. Pour un tel trindme, il existe
une valeur k£ € Q telle que le trinome kP fo(X/k) soit de la forme

f(X) =X+ ac??X +ac! (3.1.1)

pour deux entiers rationnels a et ¢ mutuellement étrangers. C’est pourquoi nous
nous limiterons a examiner des trinémes de cette forme (3.1.1). Pour assurer
I'irréductibilité d'un tel trinome, nous supposons qu’il est du type d’Eisenstein
en p, c’est a dire que a = paq, ou a; est un entier premier a p. De plus, nous
aurons besoin pour nos démonstations de I’hypothese supplémentaire que c est
premier a p — 1. Notre résultat principal est le suivant.

Théoreme 3.1. Soit p > 7 un nombre premier, et ay, c deux entiers rationnels
tels que pgced(aq, pc) = pged(e,p(p — 1)) = 1. On pose a = pay et

c _ _
Dy = m(pp Y (p— 1" ).
Pour que le groupe de Galois G du trinome f(X) de la forme (3.1.1) soit
résoluble, les conditions suivantes sont nécessaires.

1. L’entier Dy est un carré dans Z.

2. Sip=1 (mod 4), alors U'entier p | c | est résidu quadratique modulo tout
diviseur premier de Dy.

3. St p =3 (mod 4), alors l’entier 1%1 est résidu quadratique modulo tout
diviseur premier de ['entier Dy.

Un cas particulier des trinomes que nous considérons dans le théoreme 3.1,
déja traité dans la littérature [20, 26], est le cas ¢ = 1, c’est a dire celui des
trinomes X? + aX + a, ou a est un entier divisible par p exactement une fois.
Soulignons de plus que Kélle et Schmid [20] conjecturent que le groupe de Ga-
lois de f(X) est toujours S, lorsque ¢ = 1. Cependant, en général ce ci a été
prouvé seulement pour p < 5 a ce jour [18]. Nos méthodes de démonstrations
sont proches de celles utilisées dans [20], et nous réctifions une petite erreur
dans ce papier [20]. Le point 1 du théoreme 3.1 a été démontré dans [20, pp.82-
83| dans le cas particulier qui y est considéré, alors que les points 2 et 3 sont
nouveaux : nous les déduisons a partir du théoreme de Pellet-Stickelberger.
L’idée principale dans nos démonstrations est la méthode locale.
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Notre lemme 3.5 peut étre vu comme une étude locale en un premier a l'in-
fini, c’est a dire au dessus du corps des réels R, par contre les lemmes suivants
représentent 1’étude locale en un entier premier g divisant Dy. Dans cette étude,
nous utilisons le théoreme d’Ore ainsi que le polygone de Newton pour la fac-
torisation de polynomes [29, 38]. Cependant les travaux antérieurs, excepté de
[20], ont utilisé I’étude locale en des entiers premiers ramifiés dans des exten-
sions engendrées par des racines du trinome, il est remarquable qu’une telle
étude générale soit faisable, car les entiers premiers divisant Dy ne sont pas
nécessairement ramifiés dans de telles extensions.

Dans le théoreme suivant, basé en partie sur le théoreme 3.1 et aussi sur [20, 26],
nous résumons les résultats connus sur les groupes de Galois du trinéme f(X)
lorsque ¢ = 1.

Théoréme 3.2. Soit p > 7 un entier premier et ay € Z/pZ. Posons a = pay,
f(X) = XP+aX +a et Dy = pP 1 + (p—1)P"lay. Le groupe de Galois au
dessus de Q du trinome f(X) est isomorphe soit au groupe symétrique S, soit
au groupe affine AGL(1,p), ce dernier survient précisément lorsqu’un corps des
racines de f(X) au dessus de Q contient une racine p-éme de l'unité. Le groupe
de Galois G est S, dans les cas suivants :

1. Dy n’est pas un carré dans 7 ;
2. ay est un carré dans 7 ;

3. a1 Z1 (mod p);

4. a1 <pj;

5. 1l existe un diviseur premier q de Dy tel que ¢ Z £1(modp) ;
6

. 1l eziste un diviseur premier q de Dy avec ¢ = 1(modp) tel que —p(p — 1) /2
n’est pas résidu quadratique modulo q ;

7. 1l existe un diviseur premier q de Dy avec ¢ = —1(modq) tel que —p(p — 1) /2
est résidu quadratique modulo q ;

8. a est impaire ;
9. a = 2(mod3) ;
10. p = 2(mod3) et a = 1(mod3).
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En outre, on déduit par la loi de réciprocité quadratique et les théoremes 3.1
et 3.2 le résultat suivant dont l'intérét principal est de préciser la forme d’un
contre exemple a la conjecture de Kolle-Schmid.

Théoréme 3.3. Etant donné un entier premier p = 7(mod8) tel que | = ]%1

est aussi premier, et un entier aqy € Z premier a p, pour que le trinome d’Ein-
senstein

f(X) = X"+ par X + pay (3.1.2)
soit résoluble, il est nécessaire qu’il existe un entier p = —4v + 2(modp) tel que
ar = (v + 22720 (u + 1% ), (3.1.3)
ot (u,v) est I’ unique couple d’entiers naturels tel que u2?~2 — vl? = pl et

u < %,

3.2 Etude locale

Nous partons de 'énoncé bien connu suivant [16, p. 91].

Lemme 3.4. Tout groupe de permutations transitif et résoluble de degré premier
p est isomorphe a un sous-groupe du groupe affine AGL(1,p).

Lemme 3.5. Si le trinome f(X) est résoluble, alors Uentier Dy est strictement
positif.

Preuve. Le discriminant du trinéme f(X) est [40] :

D(f) = (=1)'7 pPal | ¢ "2 D, (3.2.1)
Comme p et (p—1)a; sont premiers entre eux, on a certainement Dy # 0, de sorte
que le trinome f(X) est séparable. D’apres la régle de Descartes [32, p. 41], notre
trinome f(X) admet au plus trois racines réelles. Si f admettait exactement
trois racines réelles, la conjugaison complexe induirait une permutation de G
qui aurait exactement trois points fixes. D’autre part, notre trinome f(X) étant
irréductible (car d’Eisenstein), résoluble et de degré premier p, on sait par le
lemme 3.4 que son groupe de Galois G est isomorphe a un sous-groupe du
groupe affine AGL(1,p). Or, le groupe affine AGL(1,p) [1] ne comprend pas de
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permutation ayant exactement trois points fixes. Donc f ne peut avoir qu’une
seule racine réelle, de sorte que le nombre ro de paires de plongements conjugués
imaginaires du corps de rupture du trinome f(X) est exactement p%l. Sachant
que D(f)(=1)"2 > 0 [9], on déduit de la formule (3.2.1) que Dy est positif. [

Pour tout nombre premier ¢, le symbole v, désigne la valuation g-adique sur
le corps Q des rationnels.

Lemme 3.6. Soit ¢ un diviseur premier de Dy. Le (Qg, X +1)—polygone de
Newton du polynome

—1
pc

« p pc
) =T x)
p J—
est composé de deuxr cotés : un coté horizontal de longueur p — 2 et un coté
oblique (S) joignant les points (p —2,0) et (p,vy(Dy)).

Preuve. Comme pc et (p — 1)a; sont premiers entre eux, Le diviseur ¢ de Dy

ne divise pas p(p — 1)c. Considérons le polynéme f*(X) = (%)pf(z%X). Par

la formule de Taylor appliquée a f* au voisinage de —1, nous avons :

* L f*(k)(_l)
Fe0 =3 o)
Pour
B b1y —Dy e Dy
k=0 f( 1) ‘C‘pp_l’ k L: f( 1)_’C’pp_27
(k) (_
9 </~€<p f kk(' 1) _ (i) (_1)p—k
D’ou :
p—2
* - D i —j DO DO
X)) = (j)(‘l)j(X“)pJ*W(X“)‘\c\pp—r (3.2.2)

Par conséquent, le nuage de Newton est constitué des p + 1 points : (0,0),

(j, Vg ((p))) pour j entier entre 1 et p — 2, (p—1,v,(Dy)) et (p,vy(Dyp)).
J
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vg(Do)y .

(S)

p-2 p-1 p

FIGURE 3.1 — (X + 1,Q,)-polygone de Newton de f*(X)

Observons en particulier que, puisque le nombre ¢ est premier a p(p — 1), le
point (p — 2,0) est élément de ce nuage. On constate que tous les points de ce
nuage sont au dessus de 'axe des abscisses qui passe au moins par les points
(0,0) et (p—2,0) qui appartiennent au nuage.

On constate de méme que tous les points du nuage sont au-dessus de la droite
d’équation y = @(X — (p—2)) qui passe par les deux points (p — 2,0) et
(p,v4(Dy)) qui appartiennent au nuage.

Lemme 3.7. Si g(X) = X?+aX +b (ab # 0) est un trindme a coefficients
dans un corps K dont la caractéristique est différente de p, le degré du pgcd de
g(X) et de sa dérivée ¢'(X) est au plus égal a 1.

Preuve. En effet, on a ¢'(X) = pXP~! +a et g(X) = g’(X)% + p%laX + b.
Par conséquent le pged de g(X) et de ¢'(X) doit diviser le polynome Z%CLX +b
qui est non nul et de degré au plus 1.

Lemme 3.8. Pour tout diviseur premier q de Dy, le trinome f*(X) du lemme
3.6 se factorise dans U'anneau Z,[X] sous la forme

JHX) = fp-2(X) fa(X), (3.2.3)
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ot fp—2(X) est un polynome unitaire de degré p—2 dont la réduction modulo q
n'a pas de racine multiple, et ot fo(X) est un polyndme unitaire de degré 2 dont
le (Qq, X + 1)-polygone de Newton est le translaté a lorigine du coté oblique
(S). Le corps des racines du polynome f,—2(X) sur Q, est une extension non

ramifiée de Q.

Preuve. La factorisation (3.2.3) résulte immédiatement du lemme 3.6 et du
théoreme d’Ore [29]. A partir de la relation (3.2.3), on obtient dans l’anneau
F,[X] la factorisation

(X)) = f2(X)(X +1)% (3.2.4)

ou la notation g(X) représente la réduction modulo ¢ du polynéme g(X) €
Z4X]. Comme g est premier a p, il résulte de la factorisation (3.2.4) du trinéme
et du lemme 3.6 que f, o(X) est séparable sur F,. En utilisant [28, lemma 5.24,
p.222] on en déduit que, pour toute racine o du polynéme f, o(X), exten-
sion Q,(a)/Q, est non ramifiée. Par conséquent tout corps F' des racines du
polynome f,_o(X) sur le corps Q, est une extension non ramifiée de Q.

Lemme 3.9. On suppose que le groupe de Galois G du trinome f(X) sur Q est
résoluble. Si q est un diviseur premier de Dy, alors l’entier vy(Dy) est pair.

Preuve. Supposons au contraire que la valuation v,(Dy) soit impaire. En
utilisant le lemme 3.5, on voit que la longueur de la projection horizontale du
coté oblique (S) est £ = 2, et que la longueur de sa projection verticale est
h = vy(Dy). Comme, dans ce cas, les longueurs ¢ et h sont premieres entre
elles, il résulte de [12, Theorem 1.5] que, si § est I'une des deux racines [ de
f2(X), alors I'indice de ramification de ’extension Q,(3)/Q, est pair. Puisque le
polynome fo(X) est de degré 2, on voit que I'extension Q,(5)/Q, est totalement
ramifiée de degré 2, et est le corps des racines de f5(X) sur Q.

Soit N, le corps des racines de f(X) (ou de f*(X)) sur Qg et F celui du
facteur f,_2(X) de la relation (3.2.3). D’apres la relation (3.2.3), le corps N, est
le composé du corps F' avec le corps Q,(5). Comme 'extension F'/Q, est non
ramifiée, le lemme d’Abhyankar [28, Corollary 4, p. 229] entraine que l'indice
de ramification de I'extension N,/Q, est égal a 2.

Soit N le sous-corps de N, engendré par les racines du trinome f(X) (ou
de f*(X)). Comme N est un corps des racines de f(X) sur Q, le groupe de
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Galois G s’identifie au groupe des automorphismes de N. Il résulte de ce qui
précede que le groupe d’inertie I de la place de N induite par I'idéal maximal
de N, est d’ordre 2, et que son générateur laisse fixes les racines de f,_2(X). Par
conséquent, le groupe I est engendré par une transposition. Comme AGL(1, p)
ne contient pas de transposition, le groupe de Galois G ne peut étre isomorphe
a un sous-groupe du groupe AGL(1,p) et donc, d’apres le lemme 3.4, n’est pas
résoluble.

Lemme 3.10. Si le groupe de Galois G du trinome f(X) est résoluble, et fo(X)
et fp—2(X) sont comme dans le lemme 3.8, alors, pour tout diviseur premier
q de Dy, nous avons :

(a) le corps Q, ( —M> est un corps de racines sur Q, du polynome

2
f2 (X) ,
(b) Tout facteur irréductible sur Q, de f*(X) est de degré au plus 2 et le
nombre 1 de facteurs irréductibles sur Q, du polynéome f,_o(X) est donné par

2 3.2.5
p-1 S1non. ( )

{p —2 si — 2o lel oot résidy quadratique modulo q ;
r =
2

Preuve. D’apres le lemme 3.9, on sait que v,(Dy) est paire. Dans ce cas, la
longueur de la projection horizontale du coté (S) est £ = 2, et la longueur de sa
projection verticale est h = v,(Dy) qui est un nombre pair. Par [12, Proposition
1.4], le polynome associé au coté () est

2Dy,

) =Y D

(3.2.6)

ou Dy = % est la partie premiere a ¢ de 'entier Dy. D’apres le lemme 3.8,

le trinéme f*(X) se factorise sous la forme (3.2.3), ou f,_2(X) est un polynome
de degré p—2 dont le corps des racines F' sur QQ, est une extension non ramifiée
de Q,. Comme ¢ ne divise pas p(p—1), le polynéme F(Y') est séparable modulo
q, et donc on sait, par [12, Théoreme 1.5], qu'un corps des racines du polynome
f2(X) sur Q, est une extension non ramifiée de Q,. D’autre part, aussi par [12,
Théoreme 1.5], la factorisation dans Q,[X] du polynome fo(X) est analogue a
celle dans F,[Y] de la réduction F(Y) modulo ¢ du polynéme associé¢ F(Y).
Comme on sait par les lemmes 3.5 et 3.8 que Djj est un carré dans Z, la relation
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(3.2.6) montre que la factorisation du polynome F(Y) dépend uniquement du
caractere quadratique de _ 2=l _21)|C|

Q, de f2(X) est donc 1 ou 2 selon que —@ est ou non un résidu quadratique

modulo ¢q. Le degré d’un corps des racines sur

modulo ¢. Comme ¢ est premier a p(p — 1), le corps Q, ( —W) est une
extension non ramifiée de Q, ayant le méme degré que le corps des racines sur
Q, du polynome fo(X); or deux extensions non ramifiées de méme degré de Q,

sont isomorphes, ce qui prouve le premier point.

. LA *

En outre, le corps des racines N, sur Q, du trinéme f*(X), en tant que
composé de deux extensions non ramifiées de @QQ;, en est aussi une extension
non ramifiée. Donc le groupe de Galois sur Q, du trinéme f*(X) est cyclique.
On distingue deux cas.

Cas 1. L’entier —M est résidu quadratique modulo ¢. Dans ce cas, la
réduction F(Y) modulo g du polynome associé F(Y') se factorise en 2 polynomes
de degré 1 dans F,[Y]. Par conséquent fo(X) se factorise en 2 facteurs de degré
1 dans Q,[X], et donc tout élément du groupe de Galois sur Q, doit laisser
fixes les deux racines du facteur fo(X). Comme G est supposé résoluble et que
la seule permutation de AGL(1,p) qui laisse fixes deux points est 'identité, on
voit par le lemme 3.4 que f,_o(X) est scindé sur Q,, donc a p — 2 facteurs

irréductibles dans Q,[X].

Cas 2. L’entier —w n’est pas résidu quadratique modulo ¢. Alors la
réduction F'(Y') modulo ¢ du polynome associé F'(Y) est irréductible dans F,[Y],
et donc fo(X) est irréductible sur Q,. Un générateur du groupe de Galois G|,
sur Q, du trinome f*(X) agit donc en échangeant les 2 racines de fo(X), et est
donc d’ordre pair. Comme on sait par le lemme 3.4 que G, et donc aussi G,
est isomorphe a un sous-groupe du groupe affine AGL(1,p), on conclut que ce
générateur de D possede exactement un point fixe, qui est forcément une racine
de f,—2(X). En examinant les permutations appartenant au groupe AGL(1,p),
on voit que les seules permutations dans ce groupe qui possedent exactement
un point fixe et un cycle de longueur 2 sont les produits de p%l transpositions
deux a deux disjointes. Par conséquent, le polynome f, o(X) se factorise sur

Qg en p%l facteurs irréductibles : un de degré 1 et p%?’ de degré 2.
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3.3 Preuve du théoreme 3.1 :

Supposons G résoluble. Les lemmes 3.5 et 3.9 suffisent a montrer que 1’entier
Dy est un carré dans Z. Par conséquent, on voit par les relations (3.2.1) et
(3.2.3) qu’il existe un élément non nul z du corps Q, tel que

D(fy-2)D(f) = (1) p | c|2? (3.3.1)

ou on note D(f,—2) et D(f2) pour les discriminants des polynomes respective-
ment f,_o(X) et fo(X) figurant dans la relation (3.2.3). Le corps des racines sur

Q, de fo(X) étant isomorphe a Q, ( —M>, on a —22 U (g e Q2

2 2 q’

et ceci, en vertu de la relation (3.3.1), signifie que D(f,—2) € (—1)]%1’%1(@;2.

Notons par r le nombre de facteurs irréductibles du polynome f,_o(X) dans
Q,[X]. D’apres un théoreme de Pellet-Stickelberger [40, Theorem 1, p. 1100],
et puisqu’on sait par 'argument donné dans la Démonstration du lemme 3.9
que la réduction f, »(X) du polynéme f, o(X) modulo ¢ est séparable, on a

(1) = (M> . (3.3.2)

q

Supposons en premier que p = 1(mod4), pour que D(f,—2) soit dans —1%2@352.

Le lemme 3.10 montre que le nombre r de facteurs irréductibles de f,_2(X)
pp=1)|

dans Q,[X] est impair lorsque —**5~>= est résidu quadratique modulo ¢, et
est pair sinon. Utilisant le théoreme de Pellet-Stickelberger, on voit que —p%l
_ plp=1)[c]

est un carré dans Q si et seulement si 5—— l'est. Alors, le produit de ces
deux éléments inversibles de Z, est toujours un carré dans Q. Alors p | c | est
toujours un carré dans Q;, donc, l'entier p | ¢ | est résidu quadratique modulo
q.

Supposons maintenant p = 3 (mod 4). On a vu alors que D(f,_2) € p%l 22,
et le lemme 3.10 montre que le nombre r de facteurs irréductibles de f,—2(X)
dans Q,[X] est impair, indépendamment du caractere quadratique de —Zw
modulo ¢. Nous déduisons alors par le théoreme de Pellet-Stickelberger que ;%1

est résidu quadratique modulo q.
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3.4 Preuve du théoreme 3.2

Notons par G le groupe de Galois du trinome f(X) = X? 4+ aX + a sur
Q. On suppose que a = paj, avec a; € 7 premier a p. Pour la preuve du
théoreme 3.2, nous comptons sur les résultats connus. Nous observons d’abords
que Movahhedi a montré que G est soit S, soit AGL(1,p) [26, Théoreme 1].
L’équivalence entre la solvabilité de f(X) et le fait que la p*®™ racine primitive
de I'unité fasse partie du corps des racines de f(X) sur Q résultent des travaux
classiques de Wegener and Hasse, cités dans [20]. Movaheddi a redémontré ce
résultat dans une meilleure version que celle dans [26, Théoreme 2.2].

Le point (a) du théoréeme 3.2 est simplement le point 1 du théoreme 3.1, et (c)

est un résultat de Movahhedi [26, Théoreme 4.3].

Pour le point (b), on peut argumenter comme suit. Supposons que a; = h* est

le carré d'un entier h et que f(X) n’est pas a groupe de Galois S,. Alors, par

le théoreme 3.1, Dy = p®~Y + (p — 1)P~Dn? doit étre carré d'un entier. En

utilisant le fait que h et p sont premiers entre eux, on voit facilement que I'on

doit avoir p(p — 1) = 2(p — 1)*= h + 1, montrant que +2h + 1 = 0(modp). mais

par (c) nous avons h = £1(modp). Alors £2 + 1 est divisible par p, ce qui n’est

pas le cas.

Pour (d), on peut distinguer trois cas; le cas a; < 0 est traité par Movahhedi [26,

Théoreme 4.5], le cas a; = 1 est un cas particulier de (b), et le cas 1 < ay <p

est impliqué par (c).

Il a été prouvé par Kolle et Schmid [20, p.83] que si G est le groupe affine et ¢

divise Dy, alors ¢ = 1(modp) si le groupe de décomposition en ¢ est trivial, et
= —1(modp) sinon. Ce qui justifie (e) du théoreme 3.2. Quand on prend en

compte le lemme 3.10, les points (f) et (g) s’en déduisent.

Les points (h), (h’) et (h”) sont observés par Kolle et Schmid [20, p.83].

3.5 Preuve du théoreme 3.3

Soit p > 7 un entier premier et considérons | = ;1). Si le trindme f(X) =
XP 4+ pa1 X + pa; est résoluble, avec p ne divisant pas ap, alors les lemmes 3.5

et 3.9 montrent 'existence de y € Z tel que

Dy = p* + (2D)%a; = ¢*. (3.5.1)
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En remplacant y par son opposé si nécessaire, on peut supposer que y est positif.

1 il .
Evidemment y doit étre impair, pour que w = @ et w' = % soient des
entiers. Comme p ne divise pas aq, ces entiers sont premiers. D’ apres (3.5.1),
nous avons aussi ww’ = 2272[%a;, pour que 2?72 divise un et un seul entre w

et w’. On pose en conséquence

l
ytep +25p — 922, (3.5.2)

ol
oune € {—1,1} et x € Z. Alors w = 22720 — ¢p', par conséquent ww' =
—2,.(92

220724(22172]%q, ce qui entraine

(28720 — ep) = 1Pay. (3.5.3)

Supposons maintenant que [ est premier et p = 7(mod8), et rappelant que G
est résoluble, on veut montrer que [ ne divise pas x. Supposons le contraire.
Puisque [ est premier a p = 2[4 1, il est premier & 2222 — ep’, pour que (3.5.3)
montre 'existence de p € Z tel que

x =1 (3.5.4)
De (3.5.2) et (3.5.3),
y = 22712 — el (3.5.5)

Comme 'exposant 2l — 1 > 5 et [ impair, nous avons y = &(mod4). De plus,
puisque f(X) est supposé résoluble, le point 3 du théoreme 3.1 montre que [ est
résidu quadratique modulo tout entier divisant y; alors le symbole de Jacobi
(é) est 1. Alors la loi de réciprocité quadratique et la congruence | = 3(mod4)
entraine

(3.5.6)

A présent, d’apres (3.5.5), et puisque p = 1(modl), nous avons (¥) = (5°) =

(—1)1_71.% — (—1)"*". Par conséquent, =1 =< (mod 2), contradiction.

Puisque 'entier premier [ ne divise pas z, (3.5.3) montre que /% doit diviser
I'entier 2% 22 — ep', afin que nous puissions écrire

22720 —epl = PN\ € 7). (3.5.7)
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Considérons 1'unique entier u € |0,1%[ tel que u2~? = p'(modl*). En posant

1—2_ 1 . .
v o= (UQQZ#, on obtient un entier v € ]0,221_2[ tel que u2?2 — vli? = p',

Substituant cette expression de p’ dans (3.5.7), nous obtenons 2%~2(z — ue) =
(X — ve), ce qui prouve Pexistence de pu € Z tel que x —ue = %y et A = ve +
2212/, En substituant cette expression de A dans (3.5.7), puis par application
de (3.5.3), on trouve apres simplification

a1 = (ve + 2272 ) (ue + 1% p),

qui est exactement (3) pour € = 1. Lorsque € = —1, alors la procédure conduit
a la méme equation (3) apres remplacement du parametre p par son opposé.

En outre, le point (1) du théoreme 3.1 ainsi que le point (e) du théoreme 3.2
entrainent que Dy = 1(modp). Comme, Dy = ai(modp), on choisit entier p
tel que (v + 2%72p)(u + 1 = 1(modp). La classe résiduelle 77 de p modulo
I’entier premier p est alors racine de ’equation quadratique, et c’est facile de
vérifier directement que les classes des deux entiers —4v 42 sont deux solutions
dans le corps Z/pZ, alors elles sont les seules solutions, ce qui prouve que

= —4v £ 2(modp).
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Chapitre 4

Groupe de Galois du trinome
d’Einsenstein X' + aX + a

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas particulier ou notre trinome
(3.1.1) est de la forme

f(X)=X"+aX +a. (4.1.1)

On ne pouvait finir de rédiger les travaux entrepris dans le cadre de cette these
sans parler de ce cas particulier. En fait ¢’est par ce cas la que toute notre étude
a commencé, voulant suivre le chemin emprunté par Gauckler [18] par lequel
I’auteur prouva la conjecture de Kolle et Schmid.

le trindme f(X) (4.1.1) étant d’Eisenstein assure alors que le groupe de Galois
qui lui est associé sur le corps des rationnels Q est un sous-groupe transitif de
S7. A conjugaison pres, il n’existe que 7 sous-groupes transitifs de S7, a savoir :
Cr, Dy, Fy, Fyo, Gigs, A7 et Sy

Notons que Gigs est le groupe simple d’ordre 168, il est isomorphe au groupe
PSLsy(F7). Remarquons également que Fy; et Fyy sont respectivement les groupes
de Frobenius d’ordre 21 et 42.

Nous avons ensuite voulu appliquer la méthode de la résolvante, utilisée par
Gauckler, présentée dans le livre de Cohen [11, Algorithme 6.3.11, p. 325]. Cet
algorithme se divise en trois parties :

1. La construction de la résolvante de f.

2. L’analyse des facteurs irréductibles du polynome résolvant.
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3. L’étude du cas ou la résolvante est irréductible.

Dans notre cas, le polynome appelé résolvante est de la forme :
P(r) = i<jcjcp<r (x — (0; + 0; + 01))

ou les 0; sont les racines de f(X), il est de degré 35. En utilisant Maple, nous
I’avons calculé, le reste de la démarche est assez direct. Il suffit de factoriser
cette résolvante en facteurs irréductibles et de comparer la liste des degrés avec
la liste des longueurs d’orbites des actions des groupes transitifs de degré 7 [11].
Mais dans note cas la factorisation modulo un certain nombre d’entiers n’a pas
pu nous renseigner sur son irréductibilité. Ce qui justifia le fait de ne pas avoir
prouvé notre résultat utilisant cette méthode.

Ce ci étant, apportons les lemmes qui nous ont conduits aux conditions
necessaires a la résolubilité du trinome (4.1.1).

4.2 Lemmes de préparation

Lemme 4.1. Si le trinome f(X) est résoluble, alors lentier Dy est strictement
positif.

Preuve. Le discriminant du trindéme f(X) est [40] :
D(f) = =7"a®Dy. (4.2.1)

Comme 7 ne divise pas ai, on a certainement Dy = 0, de sorte que le trinome
f(X) est séparable. D’apres la reégle de Descartes [32, p.41], notre trinome
f(X) admet au plus 3 racines réelles.

Si f admettait exactement trois racines réelles, il y aurait dans le groupe de Ga-
lois G' la conjugaison complexe qui aurait exactement trois points fixes. D’autre
part notre trinéme f(X) étant irréductible (car d’Eisenstein), résoluble et de
degré premier 7, on sait par le lemme 3.4 que son groupe de Galois G est iso-
morphe a un sous-groupe du groupe affine AGL(1,7). Dans AGL(1,7) [1], il
n’y a pas de permutation ayant exactement trois points fixes. Donc f ne peut
admettre 3 racines réelles, par conséquent il n’en possede qu’une seule.
Sachant que D(f).(—1)™ > 0 [9], ou 5 est le nombre de paires de plongements
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conjugués imaginaires du corps de rupture du trinéme f(X), on en conclut que
D(f) est négatif.

D’apres (4.2.1), on voit que Uentier Dy est positif. O
Pour tout nombre premier g, le symbole v, désigne la valuation g-adique sur le
corps Q des rationnels.

Lemme 4.2. Soit ¢ un diviseur premier de Dy. Le (Q,, X + 1)—polygone de
Newton du polynome f*(X) = g—:f(%X) est composé de deuxr cotés : un coté
horizontal de longueur 5 et un coté oblique (S) joignant les points (5,0) et
(7,04(Dp)).

Preuve. Puisque ¢ divise Dy, nécessairement q ¢ {2,3,7}. Considérons le
polynéme f*(X) = ?—; f(£X). Par la formule de Taylor appliquée & f* au voisi-
nage de —1 , nous avons :

T T .
r =3 L 0Dy

= (7=7)
Pour D D
j=7 f*(—l):%; =0 f*/(_l)_7_g?v
“(7=3) (=1 7
0<j<5h f(7_g.), ) (j)(—l)J
D’ou :
5
P =3 @<—1>f<X P RE S (22

J=0

7
Par conséquent, le nuage de Newton est constitué des points : <j, Vg << ) ))
J
pour j entier entre 0 et 5, (6,v,(Dy)) et (7,v,(Dy)). On constate que tous les

points de ce nuage sont au dessus de I'axe des abscisses qui passe au moins par
les points (0,0) et (5,0) qui appartiennent au nuage.

On constate de méme que tous ces points sont au-dessus de la droite d’equa-
vy (D
tion y = %(X —5) qui passe par les deux points (5,0) et (7,v,(Dy)) qui



66 CHAPITRE 4. GROUPE DE GALOIS DU TRINOME D’EINSENSTEIN X7+ AX + A

/

vq(Do)

FIGURE 4.1 - (X + 1,Q,) polygone de Newton

appartiennent au nuage.

Lemme 4.3. Si g(X) = X"+ aX +b (ab # 0) est un trinéme a coefficients
dans un corps K dont la caractéristique est différente de 7, le degré du pgcd de
g(X) et de sa dérivée ¢'(X) est au plus égal a 1.

Preuwve. En effet, on a ¢/(X) = 7X% + a et g(X) = ¢(X)= + 2aX + b. Par
conséquent le pged de g(X) et de ¢/(X) doit diviser le polynome gaX + b qui
est de degré au plus 1.

Lemme 4.4. On suppose que G est résoluble. Si q est un diviseur premier de
Dy, alors Uentier v,(Dy) est pair.

Preuve. D’ apres le lemme 2 et le théoreme d’Ore [5], le polynéme f*(X) se
factorise dans I’anneau Z,[X] sous la forme

FHX) = f5(X) (X)), (4.2.3)
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ou f5 est un polynome unitaire de degré 5 dont le (Q,, X + 1)-polygone de
Newton est le coté horizontal du polygone décrit par le lemme 2, et ou f5(X)
est un polynome unitaire de degré 2 dont le (Q,, X + 1)-polygone de Newton
est le translaté a l'origine du coté oblique (.5).

A partir de la relation (4.2.3), on obtient dans I'anneau F,[X] la factorisation

FH(X) = f5(X)(X +1)% (4.2.4)

ou la notation g(X) représente la réduction modulo ¢ du polynéome g(X). Par
le lemme 3, il en résulte que f5(X) est séparable sur F,. En utilisant [ 10,
lemme 5.24, p. 222] on en déduit que, pour toute racine o du polynéme fi5(X),
I'extension Q,(a)/Q, est non ramifiée. Par conséquent le corps F' des racines
du polynome f5(X) sur le corps Q, est une extension non ramifiée de Q,.

Supposons maintenant que la valuation v,(Dy) soit impaire. On remarque
que la longueur de la projection horizontale du c6té (S) est £ = 2, et que la
longueur de sa projection verticale est h = v,(Dy). Comme dans ce cas, £ et h
sont premiers entre eux, il résulte de [5, Theorem 1.5] que 'indice de ramification
de l'extension Q,(3)/Q, est divisible par 2 pour chacune des deux racines /5 de
fo(X). Puisque le polynome fo(X) est de degré 2 et que g # 2, on voit que
I'extension Q,(5)/Q, est totalement et modérément ramifiée de degré 2, et est
le corps des racines de fo(X) sur Q,.

Soit N, le corps des racines de f(X) (oude f*(X)) sur Q,. D’apres la relation
(4.2.3), le corps N, est le composé du corps F' avec le corps Q,(/5). Comme
I'extension N,/Q, est non ramifiée et que I'extension Q,(3)/Q, est modérément
ramifiée, le lemme d’Abhyankar [10, Corollary 4, p. 229] entraine que l'indice
de ramification de I'extension N,/Q, est égal a 2.

Soit N le corps des racines du trinéme f(X) (oude f*(X)) sur le corps Q des
nombres rationnels. Il résulte de ce qui précede que le groupe d’inertie I d’une
place de N au-dessus du nombre premier g est d’ordre 2 et que son générateur
laisse fixes les racines de f5(X). Par conséquent, le groupe I est engendré par
une transposition. Comme AGL(1,7) ne contient pas de transposition, le groupe
de Galois G ne peut étre contenu dans le groupe AGL(1,7) et, d’apres le lemme
0, n’est pas résoluble.

Lemme 4.5. 57 G est résoluble, alors tout diviseur premier q de Dy est congru
a +£1[12].
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Preuve. D’apres le lemme 4, on sait que v,(Dy) est paire. Dans ce cas, la
longueur de la projection horizontale du coté (S) est £ = 2, et la longueur de sa
projection verticale est h = v,(Dp) qui est un nombre pair. Par [5, Definition
1.4], le polynome associé au coté (.S) est

Dy

FY)=Y?+ 3

(4.2.5)

ou Dy = est la partie premiere a g de l'entier Dj. Par les mémes ar-

0
qvq(DO)
guments que dans la démonstration du lemme 4, le trinome f*(X) se factorise
sous la forme (4.2.3), ou f5(X) est un polynéme de degré 5 dont le corps des
racines F' sur Q, est une extension non ramifiée de Q,. Comme ¢ ¢ {2, 3,7},
le polynéme F(Y) est séparable modulo ¢, et donc on sait, par [5, Theorem
1.5], que le corps des racines du polynome fi(X) sur QQ, est une extension non
ramifiée de Q,. Il en résulte en particulier que le groupe de décomposition D
d’une place au-dessus de ¢ du corps des racines N du trinome f*(X) est cy-
clique. D’autre part, aussi par [5, Theorem 1.5], la factorisation dans Q,[X] du
polynome fo(X) est analogue & celle dans F,[X] de la réduction F(Y') modulo ¢
du polynoéme associé F'(Y'). Comme on sait par les lemmes 1 et 4 que Dj est un
carré dans Z, la relation (4.2.5) montre que la factorisation du polynéme F(Y))
dépend uniquement du caractere quadratique de —21 modulo g. Ceci conduit
a distinguer deux cas.

Cas 1 —21 € F2, dans ce cas F(Y) se factorise en 2 polynomes de degré 1
dans F,[X]. Par conséquent fo(X) se factorise en 2 facteurs de degré 1 dans
Q[ X], et donc un générateur de D doit laisser fixes les 2 racines de fo(X).
Comme G est supposé résoluble et que la seule permutation de AGL(1,7) qui
laisse fixes deux points est l'identité, on voit par le lemme 0 que D est trivial
et par conséquent f5(X) est scindé sur Q.

Cas 2—-21 ¢ F2. Alors la réduction F(Y) modulo ¢ du polynome associé
F(Y) est irréductible dans F,[X], et donc fo(X) est irréductible sur Q,. Un
générateur de D agit donc en échangeant les 2 racines de f5(X), ce qui montre
qu’il est d’ordre pair, donc a exactement un point fixe, qui est forcément une
racine de f5(X). En examinant les permutations éléments du groupe AGL(1,7),
on voit que les seules permutations dans ce groupe qui possedent un point fixe et
un cycle de longueur 2 sont des triples transpositions. Comme conséquence du
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lemme 0, le polynome f5(X) se factorise sur Q, en trois facteurs irréductibles :
un de degré 1 et deux de degré 2.

Dans les deux cas, on voit que le polynome f5(X) a un nombre impair de
facteurs irréductibles dans Q,[X] : notons par r ce nombre de facteurs. D’apres
un théoreme de Pellet-Stickelberger [16, Theorem 1, p. 1100], et puisqu’on sait
par I'argument donné dans la preuve du lemme 4 que la réduction E(X ) du
polynome f5(X) modulo ¢ est séparable, on en déduit que r =5 (mod 2) si et
seulement si le discriminant D(f;) du polynome f5(X) est un carré dans Q.
Or, par les relations (4.2.1) et (4.2.3), on sait qu'il existe un élément x du corps
Qy tel que

D(f5)D(f2) = =T7a?, (4.2.6)

ou D(fs) est le discriminant du polynoéme fo(X). Le corps des racines de fo(X)
étant une extension non ramifiée de Q,, de degré 1 ou 2 selon que —21 est
ou non résidu quadratique modulo ¢, est forcément égale a Q,(1/—21). Donc

—21D(fs) € ;2, et ceci, en vertu de la relation (4.2.6), signifie que D(f5) €

3@;“12. Puisque ¢ ¢ {2,3}, on a donc (g) = 1, ou on a employé la notation
usuelle (%) pour le symbole de Legendre qui vaut 1 ou —1 selon que l’entier

m, supposé premier a ¢, est ou non un résidu quadratique modulo le nombre
premier ¢g. Par la loi de réciprocité quadratique, on en déduit I’égalité

-

qui équivaut & ¢ = £1 (mod 12).

4.3 Théoréme

les lemmes cités ci dessus sont nos outils de démonstrations du résultat final
résumé dans :

Théoréme 4.6. Soit f(X) = X" +aX + a ol a est un entier de la forme
a = Tay, avec ay entier premier a 7.

On note Dy = 7% + 6%a;.

Pour que le groupe de Galois G de f soit résoluble, il est nécessaire que :



70 CHAPITRE 4. GROUPE DE GALOIS DU TRINOME D’EINSENSTEIN X7+ AX + A

1. Dy soit un carré dans Z.

2. Tout diviseur premier ¢ de Dy soit congru a £1[12].



Conclusion et perspectives

Suite essentiellement a la conjecture de Kolle et Schmid, qui a été prouvée
par Gauckler pour p = 5 [18], notre intention premiere a été de tenter de I’
¢largir au cas p = 7.

Nous nous sommes ensuite intéressés plus généralement a un trinome de la
forme

f(X)=X?+ac X + ac’™,
ou p est un nombre premier et ou a et ¢ sont deux entiers rationnels mutuelle-
ment étrangers. On suppose que ce trinome est d’Eisenstein en p, c’est-a-dire
que vy(a) = 1. Nous avons déterminé des conditions nécessaires pour que le
groupe de Galois de ce trinome soit résoluble, et ceci permet de rétrécir le
champ des contre-exemples possibles a la conjecture de Kolle et Schmid.

En posant Dy = < e+ (p — 1P lay), o a1 = g, les conditions
¢
c p

nécessaires ainsi obtenues se laissent décrire comme suit.
1. Pentier Dy est un carré dans Z.

2. Si p = 1(mod4), alors lentier p | ¢ | est résidu quadratique modulo tout
diviseur premier de D).

3. Si p = 3(mod4), alors 'entier P est résidu quadratique modulo tout

diviseur premier de D).

Dans le cas ou p = 7(mod8) et ou P~ 2 est un nombre premier et en exploi-

tant la loi de réciprocité quadratique, nous avons établi qu'un éventuel contre-
exemple a cette conjecture est de la forme

f(X) =X+ pa1 X + pay,
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avec aq de la forme

m = (0 + 27w+ (C ),

olt (u,v) est un couple d’entiers positifs satisfaisant a la relation u2P™3 =

— —1
v(p 5 Pl avec u < (p 5 P71 et olt u est un entier tel que u =
—4v + 2(mod p).

Hélas, I'étendue de la théorie de Galois est bien trop vaste pour étre couverte
dans ce modeste mémoire, dans lequel nous en avons présenté quelques aspects.

Nous pouvons envisager le prolongement du travail entrepris dans cette these
en examinant les conséquences de la théorie du corps de classes sur les groupes
de Galois des trinomes.
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