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Introduction

Le theme principal de cette these est 'établissement d’une formule de trace pour le
cas des anneaux de vecteurs de Witt de longueur 2 a coefficients dans F, ou ¢ = pletp
est un nombre premier impair. Un bref historique a propos de la génése de cette modeste
recherche se présente comme nécessaire.

En 1960, dans l'article [8] B. Dwork démontra une premiére partie des conjectures de
S

o0
t
A. Weil [20] en prouvant que la fonction zeta ((X;t) = exp( E N;—) d’une variété
s
s=1
algébrique X définie sur un corps fini était rationnelle. Il obtint ce résultat en utilisant

entre autres, 'identité :

0 sia # 0

> U(ya) =

yeF, q sia =0

ou W est un caractére additif défini sur un corps fini F, (¢ = p/ ), y € F,. En fait, Dwork
a réussi d’une part a exprimer ce caractére sous forme analytique, grace a sa fonction
scindante, et d’autre part, a exprimer cette somme de caractéres comme étant la trace
d’un opérateur complétement continu défini sur un espace de fonctions adéquat. C’est
une telle identité entre une somme de caracteres définie sur corps fini et la trace d’'un
opérateur, qu’'on appelle formule de trace.

Dans cette theése, et partant du fait que 'anneau de Witt W,(IF,) pour le cas ¢ = 1
coincide avec IF;, on généralise cette formule de trace au cas ou la somme de caracteres,
sera désormais prise sur un anneau de Witt de longueur 2 défini sur un corps fini.
Cette thése est structurée en quatre chapitres :

Le premier est consacré aux anneaux de Witt : On abordera en premier lieu les prin-

cipales définitions, les propriétés générales de ce type d’anneaux, ensuite, et pour les
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besoins de la suite du travail on a dit énoncer puis prouver quelques propositions sur-
tout celles en lien avec les idéaux et la topologie des anneaux des vecteurs de Witt.

Le deuxiéme chapitre est déstiné aux morphismes d’Artin Hasse, plus spécialement aux
exponentielles d’Artin Hasse, aux exponentielles de Pulita et a la généralisation de ces
exponentielles de Pulita ; un bon nombre de leurs propriétes y apparaissent aussi.

Le chapitre troisiéme traite respectivement la représentation analytique des caracteres
additifs de W, (F,), et multiplicatifs de Wy (IF,).

On réserve le quatriéeme chapitre a 'expression analytique d’'une somme de Gauss dé-
finie sur Wy (F,) et a l'introduction de certains opérateurs définis sur des espaces de
fonctions adéquats et ce dans I'objectif de démontrer une formule de trace reliant cette

somme de Gauss a la trace de I'opérateur cité.



Chapitre 1

Anneaux de Witt
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CHAPITRE 1. ANNEAUX DE WITT

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord les principales notions d’un anneau de
vecteurs de Witt, par la suite nous incluons pour une utilisation dans les chapitres sui-

vants, et avec preuves, quelques propriétes d’ idéaux et de topologie de ce type d’anneau.

1.2 Le foncteur S des suites

Notation 1.2.1. Soit A un anneau commutatif. L’anneau S(A) est 'ensemble A" de

toutes les suites d’éléments de A muni de la structure d’anneau produit.

On voit donc que la multiplication de S(A) est la multiplication terme a terme, ap-
pelée multiplication de Hadamard par certains auteurs [2, 3]. Pour des raisons de clarté
typographique, a l'instar de [15], nous représentons la suite d’éléments de A de terme

général a,, par la notation (a,),eny quand nous la considérons comme élément de I’an-

neau S(A).

Notation 1.2.2. Soit A un anneau et m un entier naturel. Nous noterons «,, 'application

de S(A) dans A défini par

Va = (an)nen € S(A), Em(a) = ap, .

Il est clair que ces applications &, sont des morphismes d’anneaux de S(A) dans A.

Notation 1.2.3. Soit A et B deux anneaux commutatifs et p : A — B un morphisme

d’anneaux. Le morphisme S(p) de S(A) a S(B) est l'application telle que

V{an)nen € S(A), S(p) ({an)nen) = (p(an))nen -

On vérifie immédiatement que les notations 1.2.1 et 1.2.3 permettent de définir un

foncteur S de la catégorie des anneaux commutatifs dans elle-méme.

Notation 1.2.4. Pour un idéal I de A, on note S(/) 'ensemble des suites (a,,) ey dont

tous les termes sont éléments de .
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Il est immédiat de voir que, si I est idéal de A, alors S(/) est un idéal de S(A).
D’autre part, lorsque [ et J sont deux idéaux de A, on a 'inclusion S(7)S(.J) C S(1.J).
En particulier, pour tout couple (m, n) d’entiers naturels, et pour tout idéal I de A, on a
Iinclusion S(/™)S(I™) C S(I™*"). Ceci signifie que la suite d’idéaux (S(/™)), oy est une

filtration décroissante de ’'anneau S(A).

Définition 1.2.5. Soit A un anneau et / un idéal de A. La topologie définie par la filtra-

tion (S(1™)), _ de S(A) est appelée la I-topologie de S(A).

neN

Remarque 1.2.1. Les morphismes x,, de la notation 1.2.2 sont évidemment continus

quand on munit S(A) de la /-topologie et A de la topologie /-adique.

Proposition 1.2.2. Soit A un anneau et I un idéal de A. Si 'anneau A est séparé et complet

pour la topologie I -adique, alors ’anneau S(A) est séparé et complet pour la I-topologie.

Démonstration : L’anneau A est séparé pour la topologie /-adique si et seulement
si I'intersection de tous les idéaux " de A est réduite a {0}. Ceci équivaut évidemment
a dire que lintersection de tous les idéaux S(/™) de I’anneau S(A) est réduite a {0},
c’est-a-dire que S(A) est séparé pour la /-topologie.

Soit d’autre part une suite ({Gxn)nen) oy (avec ar, € A pour tout couple (k,n)
d’entiers naturels) d’éléments de S(A) qui est de Cauchy pour la I-topologie. On vérifie
immédiatement que, pour tout entier naturel n, la suite (ay,)ken est de Cauchy pour la
topologie /-adique. Si A est supposé complet pour la topologie I-adique, il en résulte
I'existence d’un élément b,, de A qui est limite de (ay ., )ren pour la topologie I-adique.
De plus, pour tout entier h € N, il existe un entier naturel &, tel que, pour tout couple
(k,n) d’entier naturels tel que k > ko, on ait a, — b, € [ h': ceci résulte du fait que la
suite ({an)nen),ey est de Cauchy pour la I-topologie de S(A), et que I" est un fermé
pour la topologie /-adique de A. On voit donc que notre suite converge vers la suite

(bp)nen pour la I-topologie de S(A). O

Proposition 1.2.3. Soit A un anneau, I un idéal de A et a = (a,)nen un élément de
S(I). On suppose que I’anneau A est séparé et complet pour la topologie I -adique. Il existe
un unique morphisme continu sv,; de 'anneau S(A)[t] des séries entiéres formelles a
coefficients dans S(A), muni de la topologie t-adique, sur I’anneau S(A), muni de la I-

topologie, tel que :
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- la restriction de sv, ; au sous-anneau S(A) est l'identité ;

-sv,(t) = a.

Démonstration : Les conditions données caractérisent au plus un morphisme continu,
puisque le sous-anneau S(A)[t] de 'anneau S(A)[t] engendré par la partie S(A) U {t}
est dense pour la topologie t-adique de S(A)[t].

Pour établir I'existence du morphisme sv, ;, il suffit de construire d’abord sa res-
triction au sous-anneau S(A)[t], puis de montrer que cette restriction est uniformément
continue pour la distance t-adique. La premiére construction est évidemment réalisée

en posant

Vr € N,V(a,...,a,) € S(A)", SV (Z @jtj) = Zajaj € S(A)
j=0 j=0

Pour vérifier que cette derniere formule définit une application uniformément continue
de 'anneau S(A)[t|, muni de la distance t-adique, dans I’anneau S(A), muni de la dis-
tance associée a la filtration de ce dernier anneau par les idéaux S(I™), il suffit d’observer

que la validité de I'implication
Za]tﬂ ct"S(A)[t] = Zajaf € S(I)" C S(I")

résulte du fait que a € S(7). O

On justifie de fagon analogue que, si I est un idéal de A tel que A est séparé et
complet pour la topologie /-adique, alors, pour tout élément a € I, il existe un unique
morphisme continu ¢,, dit de spécialisation, de I’anneau A[7’], muni de la topologie
T-adique, dans I'anneau A, muni de la topologie /-adique, tel que ¢,(b) = b pour tout
be Aete,(T) = a.

On définit aussi un unique morphisme Sr, continu pour les topologies T-adiques, de
I'anneau A[T] des séries entiéres formelles en une indéterminée T & coefficients dans A
dans I'anneau S(A)[77] tel que S7(T') = T et Sy(a) = (a)nen pour tout élément a € A.

La formule suivante peut dans certains cas simplifier le calcul du morphisme sv, ;.

Proposition 1.2.4. Dans les hypothéses et avec les notations de la proposition 1.2.3, on a
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pour tout entier naturel n la relation
€kn(a) = Kn OSVa 10 ST .

Démonstration : Les deux membres de la formule a montrer sont deux morphismes
continus de A[T"], muni de la topologie T-adique, dans 'anneau A, muni de la topologie
I-adique, et ils donnent a tout élément b € A, ainsi qu’a l'indéterminée 7', la méme
image. Puisque le sous-anneau A[T| engendré par A U {T'} est dense dans 'anneau

A[T] pour la topologie T-adique, on en conclut a I'égalité désirée. O

Notation 1.2.6. Pour tout anneau commutatif A, on note f4 application de S(A) dans

lui-méme définie par

V{an) nen, fa (<an>neN> = <a’n+1>n€N'

On vérifie facilement qu’on a ainsi défini un endomorphisme fonctoriel f du fonc-
teur S.

Alors on peut considérer I’anneau des suites S(A) comme un module sur lui-méme
de deux facons différentes : pour la multiplication de Hadamard, ou bien pour la multi-

plication x définie par
V(a,b) € S(A)xS(A), a*b= fa(a)b.
Notation 1.2.7. On note v4 I'application de S(A) dans lui-méme telle que

VA ((an>n€N) = (0, p.ap, p.ay, ...) .

On remarque que v 4 est un morphisme S(A)-linéaire quand on munit ’ensemble de

départ de la multiplication * et 'ensemble d’arrivée de la multiplication de Hadamard.

1.3 Polyndmes de Witt et application fantome

Soit p un nombre premier.

10
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Définition 1.3.1. Pour tout entier n > 0, on appelle n-iéme polynéme de Witt I'élément
fant,, de I'anneau Z[ Xy, ..., X,,| des polyndmes a coefficients entiers en n + 1 indéter-

minées défini par
n . n—i n n—1
fantn (XoaaXn) = Zplep :Xg _'_pr ++ann
=0
Formulaire pour les polynomes de Witt

faIlt() (X()) = )(07
fantn+1 (X(), ceey Xn+1) = fantn (Xg, ceny Xﬁ) + pn+1Xn+1;

fant, 11 (Xo, ..., Xpy1) = X7 4+ pfant, (X1, ey Xng1) -

o

Définition 1.3.2. Pour un anneau commutatif A, ’application fantéme de A est I'appli-

cation de 'ensemble AN dans lui-méme qui associe a la suite a = (ay,)nen la suite

fant4(a) = (fant, (ag, . .., an))nen-

On dit que I’élément fant,,(ao, . .., a,) de A est la composante fantome d’indice n de la

suite @ = (ap, ) pen-

Le lemme suivant caractérise I'image de I'application fantome quand il existe un
endomorphisme de 'anneau A qui reléve I'endomorphisme de Frobenius de 'anneau

quotient A/pA.

Lemme 1.3.1. Soit A un anneau muni d’un endomorphisme o vérifiant pour touta € A la
congruence

o(a)=a? (mod pA).

Soit (U )nen un élément de AN Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) il existe une suite (a,)nen d’éléments de A telle que u,, = fant,, (ao, ..., a,) pour tout
entiern € N;

b) la congruence o (u,_1) = u, (mod p™A) est vérifiée pour tout entier n € N.

11
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Si de plus p.1 n’est pas diviseur de zéro dans A, alors la suite (a,,)nen de Uassertion a)

est unique.

Démonstration : Voir [5, page AC IX.3]. 0

1.4 Construction de Polynomes

Proposition 1.4.1. Soit k > 1 un entier naturel. Pour tout polynéme ® a coefficients entiers
rationnels en k indéterminées, il existe une unique suite (,,),en de polynomes a coefficients
entiers en k suites d’indéterminées (X, ;)nen1<;<k telle que, pour tout entier naturel n, on

ait
fant, (¢o, - . ., pn) = @(fant,(Xoq, ..., Xn1), -, fant, (Xok, .-, Xnk))-

De plus, pour tout entier naturel n, le polynome ,, est élément de Z| X, j|o<m<n,1<j<k-

Démonstration : Cf [10, Theorem 5.2 p. 332] ou [7, Théoréme 1.5]. OJ
Pour les choix ®(U, V) =U + V, ®(U,V) = UV, ®(U) = —U, la proposition pré-
cédente montre 'existence des suites de polynomes a coefficients entiers S = (S,), x>

P = (Pn)neN, I= (I")neN telles que, pour tout entier naturel n, on ait :
fant,, (So, ..., S,) = fant,, (Xo, ..., X,,) + fant,, (Yo, ..., Y);

fant,, (Po, ..., P,) = fant,, (X, ..., X,,) fant,, (Yo, ..., Ys) ;
fant,, (Ip, ..., I,) = —fant,, (Xo, ..., X,,) .

On a par exemple :

p—1

1 i

So = Xo + Yo, Sl:Xlerl_Z];(];)XSYop 7
=1

Py = XoY0o, P, = pXiY1 + X0Y1 + Xh Y7

Pour un nombre premier p > 2 et pour tout entier naturel n, on a I, = —X,,. Si au

contrairep = 2,onaly = —-X,, I =—(XZ+X;), L=-XJ-X2X,—X?-X,.

12
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Proposition 1.4.2. Il existe une unique suite (F,),cn de polynomes a coefficients entiers en

une suite d’indéterminées (X,,)ncn telle que, pour tout entier naturel n, on ait
fantn (Fo, ceey Fn) = fantnﬂ (Xo, ceey XnJrl) .

De plus, pour tout entier naturel n, le polynéme F,, est élément de 7.[ Xy, X1, . . ., Xp11]-

Démonstration : Soit A; = Z[(X,)nen]|.- On observe que 'endomorphisme 6; de
I'anneau A; tel que 0;(X,,) = X? est tel que la congruence 0;(a;) = a} (mod pA;)
est satisfaite pour tout élément a; de A;. Pour un entier naturel n, on pose u, =

fant, 1 (Xo, ..., Xpnt1) € A;.On a
01 (up—1) = fant,, (X7, ..., X7)
D’apreés la formule 2 du formulaire, on a
01(tn1) =ty — P X1 = 1w, (mod p"Ay).

Il suffit d’appliquer le lemme 1.3.1 pour montrer I'existence et 'unicité d’une suite

(Fp)nen de polyndmes vérifiant 'identité
fant,, (Fo, ..., F,) = uy,

pour tout entier naturel n. La derniere assertion de la proposition résulte d'une récur-
rence sur U'entier n, en remarquant que u,, € Z[ Xy, ..., Xp11]. O

On a par exemple vy = X{ + pX; etu; = XgQ + pXT + p*X,, dou Fy = XV + pX;
et Fi = X7 +pXy — S0 ()prIXT XY

=0 \3

Remarque 1.4.3. Comme fant,, (Fy, ..., F,) = fant,, (X},..., X?) (mod p"™'A;), on peut

démontrer par récurrence sur I'entier naturel n la congruence

F, = X? (mod pA,).

n

13
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1.5 L’anneau W(A) des vecteurs de Witt

1.5.1 Opérations de Witt

Définition 1.5.1. Soit A un anneau commutatif. On définit deux lois de composition
internes, appelées addition de Witt et multiplication de Witt, et notées respectivement

+w et Xy, sur Pensemble AN des suites d’éléments de A comme suit :

Va = (an>n€N Vb = (bn)nGN a+wb= (S, (a,...,an,bo,..., bn))neN :

et pareillement

Va = (an)nGN Vb = (bn)nGN axwb=(F,(ap,...,anbo,..., bn))neN'

On note W(A) I'ensemble A" des suites d’éléments de A muni de 1’addition de Witt et

de la multiplication de Witt.

Théoréme 1.5.1. Soit A un anneau commutatif. Le triplet (W(A), +w, X ) est un anneau
commutatif. Son élement nul est le vecteur 0 dont toutes les composantes sont nulles. Son
élement unité est le vecteur 1 dont toutes les composantes sont nulles sauf celle d’indice 0
qui vaut 1.

L’opposé d’un élement a de W (A) est le vecteur —a = (L,(ao, - . ., an)),cn-
Les éléments de 'anneau W(A) sont appelés les vecteurs de Witt sur A.

Proposition 1.5.2. Pour tout anneau commutatif A, Uapplication fanty de W(A) dans
S(A) définie par

Va = (an),cy € W(A), fant 4(a) = (fant,(ag, a1, ..., an)),cn

est un morphisme d’anneaux. Elle est bijective sip - 1 est inversible dans A, et injective si le

groupe additif de A n’a pas de p-torsion.

14
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1.5.2 Fonctorialité

Définition 1.5.2. Soit p: B — A un morphisme d’anneaux. Définissons I'application

W(p) de W(A) vers W(B) telle que

Va=(an),ex € W(A),  Wip)(a) = (p(an))yen-
Proposition 1.5.3. L’application W (p) est un morphisme d’anneaux de W(A) dans W(B).

De plus, on a fantg o W(p) = S(p) o fant 4.

Proposition 1.5.4. L’association de I’anneau W(A) a I'anneau A et du morphisme W(p)
au morphisme p : A — B, définit un foncteur de la catégorie des anneaux dans elle-méme.
De plus, Uassociation de I’application fant 4 a ’anneau A définit un morphisme fonctoriel

du foncteur W dans le foncteur S.

1.5.3 La transformation naturelle 7

Notation 1.5.3. Soit A un anneau. Notons par 74 'application de A dans W(A) qui a

chaque élément a de A associe le vecteur 74(a) = (a,0,0,...).

Assertion 1.5.5. La transformation T est naturelle, c’est-a-dire que, pour tout morphisme

d’anneauxp : A — B, ona W(p) o174 = 1 0 p.

Proposition 1.5.6. Soient a, b des éléments de ’anneau A et x = (r,,)nen un élément de
W(A). Ona:

fant4(74(a)) = <apn>n€N ;
Tala) X x= (apnxn)neN ;

Ta(ab) = Ta(a) X T4(D) .

1.5.4 Les homomorphismes de Frobenius et de décalage

Soit A un anneau commutatif. Rappelons que, d’aprés la proposition 1.4.2, la suite de

polynomes (F,,),cn est définie par la relation fant,, (Fy, . .., F,,) = fant,, 11 (Xo, ..., Xs41)-

15
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Définition 1.5.4. On définit deux applications Frob, et V4 de W (A) dans lui-méme en

posant :

Va = (an),cy € W(A), Frob, (a) = (F, (ao, - - ., ant1))pen

et

Va = (ay),cy € W(A), Va(a) = (0,a9,a4,...).

L’application Frob,4 est appelée I'application de Frobenius de W(A), et application V4
le décalage de W(A).

Assertion 1.5.7. Les transformations Frob et V' sont naturelles, c’est-a-dire que, pour tout

homomorphisme d’anneaux p: A — B, on a les relations :
W (p) o Froby = Frobg o W(p) et W(p)oVs=VgoW(p).

Proposition 1.5.8. L’application Frob 4 est un endomorphisme de I'anneau W(A) des vec-
teurs de Witt sur 'anneau A. L’application V4 est un endomorphisme du groupe additif de
Ianneau W(A).

Proposition 1.5.9. Pour tout anneau commutatifA, ona
fant 4 o Froby = f4 o fanty et fant4 o V4 = vy o fanty4.
Quelque soient les vecteurs de Witt a, b € W(A), on a
Va (a x Froby (b)) = V4 (a) x b et Va (@) X V4 (b) = pV4 (a x b)
Posons by = V4 (1) = (0, 1,0, ..., ). Pour tout vecteur de Witt a € W(A), on a
Va (Froba (a)) = by X a et Froba(Va(a)) = pa. (1.1)

Remarque 1.5.10. Pour tout entier m € N, 'image V"W (A) de la m-iéme puissance de
composition du décalage V4 est un idéal de A. De plus, si p : A — B est un morphisme

d’anneaux, on a toujours W(p) (V"W (A)) C V"W (B).

16
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Proposition 1.5.11. Soit A un anneau commutatif. Pour tout vecteur de Witt a € W (A),
on a la congruence Frob, (a) = a*? (mod pW (A)), ou a*? est le produit dans W (A) de

p élements égaux a a.
Démonstration : Voir [5]. O

Proposition 1.5.12. Soit A un anneau commutatif, et a un élément de A. On a les égalités

Frobs (Ta(a)) = Ta(a”) = (14(a))’ .

Démonstration : Les relations a montrer sont vérifiées dans le cas ou p n’est pas
diviseur de zéro dans A parce que les vecteurs de Witt considérés ont la méme image
par I’application fantome. Dans le cas général Voir lemme 3 [5, page AC IX.6], il existe
un morphisme surjectif p : B — A tel que p n’est pas diviseur de zéro dans B. On a

donc a = p(b) ou b € B et par naturalité de T et de Frob, on en tire

Frob, (7.4(a)) = Froby (Ta(p(b))) = W(p) (Frobg (T5(2))) -

Puisque p n’est pas diviseur de zéro dans B, on sait que Frobg (75(b)) = 75(b), et on

en déduit

Froba (Ta(a)) = W(p) (T(0")) = Ta(p(t)) = Ta(p(b)") = T a(a”) .

1.5.5 Développement en série d'un vecteur de Witt

On munit dorénavant 'anneau W(A) de la topologie associée a la filtration décrois-

sante (V"W (A)),,cy- On sait que ceci fait de W(A) un anneau topologique séparé et
complet [5, page AC IX.11]. Cette topologie va nous permettre d’exprimer tout vecteur

de Witt sur A comme somme d’une série.

Proposition 1.5.13. Soit @ = (a,,)nen un vecteur de Witt sur ’anneau A. La série de terme

général V(7 (a,)) est convergente de somme a.

Démonstration : Voir [5, page AC IX.11]. O
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1.5.6 La transformation A

Proposition 1.5.14. Il existe un unique morphisme fonctoriel A du foncteur W dans le
foncteur Wo W tel que, pour tout anneau commutatif A et pour tout vecteur de Witt a sur

A, l'image A 4(a) du vecteur a par la composante A 4 de A en A vérifie

fantwa) (Aa(a)) = (Frob"(a))

neN -

Démonstration : Voir [5, exercice 15, p. AC IX.44]. O
La proposition 1.5.14 ne nous sera utile que dans le cas ot A = [, est le corps a p
éléments. Dans ce cas, on sait [18] que W(A) est isomorphe a I'anneau Z, des entiers
p-adiques et que le morphisme de Frobenius de W(A) s’identifie a I'identité de Z,. On a

donc :

Proposition 1.5.15. Il existe un unique monomorphisme A de Z,, dans W(Z,,) tel que

Va € Zy, fantz, (A(a)) = (a),cn -

1.6 Vecteurs de Witt et idéaux

Notation 1.6.1. Soit / un idéal d’'un anneau commutatif A. On note W(/) I'ensemble

des vecteurs de Witt sur A dont toutes les composantes sont éléments de /.

Proposition 1.6.1. Soit p : A — B un morphisme d’anneaux. L’idéal noyau du morphisme

W(p) est stable par les applications Frob 4 et V4, et est simplement

ker (W(p)) = W(ker(p)) .

Démonstration : Clair d’aprés la naturalité des morphismes de Frobenius et de dé-

calage, et d’aprés la définition de W(p). O

Corollaire 1.6.2. Pour tout idéal I de I’'anneau commutatif A, 'ensemble W(I) est un idéal

de 'anneau W(A) stable par les morphismes de Frobenius et de décalage.

18
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Corollaire 1.6.3. Soit I un idéal de I’anneau commutatif A, et @ = (a,)nen €t b = (by)nen

deux vecteurs de Witt sur A. Alors la congruence
a=b (mod W(I))
est équivalente a la suite de congruences
Vn € N, a, =b, (modI).

Démonstration : Soit p : A — A/I la projection naturelle. D’aprés la proposition
1.6.1, on sait que ker (W(p)) = W(I). Donc la congruence a = b (mod W([)) équivaut
al’égalité W(p)(a) = W(p)(b). Par définition du morphisme W (p), ceci équivaut a dire

que p(a,) = p(b,) pour tout entier naturel n. O

Proposition 1.6.4. Soit A un anneau et I un idéal de A. Si un vecteur de Witt a sur A est
élément de W(I), alors la suite fant 4(a) est élément de S(I). Réciproquement, si I’idéal I
satisfait la condition

Va € A, pa €l =acl, (1.3)
alors le vecteur de Witt a sur A est élément de 'idéal W(I) dés que fant 4(a) € S(I).

Démonstration : Si @ = (ay,), .y est élément de W([/), la condition (1.3) permet de

vérifier par récurrence que a,, € I. 0J

Proposition 1.6.5. Soit I et J deux idéaux de 'anneau commutatif A. On a toujours l’in-
clusion

W(I)W(J) C W(I.J). (1.4)

Démonstration : D’aprés le corollaire 1.6.2 appliqué au cas de 'anneau A, de po-
lynémes Z [(X,)nen, (Yn)nen| et I'idéal I, des polyndmes P qui s’annulent quand on
substitue 0 a toutes les indéterminées X,, pour n € N, on sait que le produit du vecteur
(X»)nen par le vecteur (Y},),en doit étre élment de I'idéal W(I5). Donc, pour tout entier

naturel n, le polynéme P, (Xy, - -+ , X,,, Yy, - -+ ,Y},) est élément de I, et est donc de la

19



CHAPITRE 1. ANNEAUX DE WITT

forme
Pn(X()y"' 7X7’L7}/07'” 7Yn) = ZX]Q](X(b 7X7’L7}/07'” 7Yn)7
=0

pour certains polynémes (); € A,. Comme la multiplication de Witt est commutative,

on a aussi
Po(Xo, -+, X, Yo, oo, Vo) = > Y5Q5(Yo, -+, Yo, Xop oo, X))
§=0
et donc finalement

Pn(X07' o 7Xn7}/07 T 7Yn) - XijRj,k(X()a T JXTM)/O?' o 7Y7’L)7

pour certains polyndmes R;j; € Aj,. Soit maintenant A un anneau quelconque et 7, J

deux idéaux de A : on se donne deux vecteurs de Witt sur ’anneau A

a= (an)nGN et b = (bn)nGN )

tel que a est élément de W(/) et b est élément de W(.J). Alors, la composante d’indice

n du produit ab est donnée par

n n
Pn(&o, ey Oy, bo, ceey bn) = ajkaj’k(&o, s, Ay, bo, ce 7bn> y
j=0 k=0
ce qui met en évidence le fait que cette composante est élément de 1'idéal 1.J. U
Corollaire 1.6.6. Soit A un anneau et I un idéal de A. La suite d’idéaux (W(Ih))hGN est

une filtration de I'anneau W(A).

Définition 1.6.2. Soit A un anneau et / un idéal de A. La topologie définie par la filtra-

tion (W(]h))heN de W(A) est appelée la [-topologie de W(A).

Proposition 1.6.7. Soit A un anneau et I un idéal de A. L’application fantome fant, :

W(A) — S(A) est un morphisme continu pour les I-topologies sur W(A) et S(A).
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Démonstration : En effet, la proposition 1.6.4 montre que, pour tout entier naturel

h, les composantes fantdmes d’un élément de W (/") appartiennent a 1" . U

Proposition 1.6.8. Soit A un anneau et I un idéal de A. Si 'anneau A est séparé et complet
pour la topologie [-adique, alors 'anneau W(A) est aussi séparé et complet pour la I-

topologie.

Démonstration : Si 'anneau A est séparé pour la topologie /-adique, on sait que
I'intersection de tous les idéaux /" lorsque h décrit I'ensemble des entiers naturels est
réduite a {0}. Par conséquent, I'intersection des idéaux W(I") quand h décrit N est
réduite a {0}, ce qui signifie que la /-topologie de W(A) est séparée. Reste & montrer
que toute suite de vecteurs de Witt sur A qui est de Cauchy pour la /-topologie converge
pour cette topologie. Or soit (a), .y une telle suite. Ecrivons aj, pour la composante
d’indice n du vecteur a;, € W(A). Par hypotheése, pour tout entier naturel A, il existe un
entier naturel k, tel que, pour tout couple (r, s) d’entiers naturels tels que min(r, s) >
ko, on ait a, —a, € W(I"), c’est-a-dire que App— Qs € I", de sorte que toutes les suites
(@kn)ren obtenues en fixant I'indice n sont de Cauchy pour la topologie I-adique de A.
Par hypotheése, elles sont donc convergentes pour la topologie /-adique de A. Comme
I" est un fermé de A pour la topologie I-adique, on sait que b, — az,, est, quelque soit
I'entier naturel n, élément de I pour tout entier k > k. Soit b = (b,,),.en le vecteur de
Witt sur A dont la composante b,, d’indice n est la limite de la suite (ay ,)ren pour la
topologie I-adique. Par le corollaire 1.6.3, on voit que b — a;, est élément de W (/") pour
tout entier £ > kj. Ce raisonnement appliqué pour tout entier naturel 2 montre la suite

(ax) gy converge vers b pour la /-topologie. O

Proposition 1.6.9. Soit A un anneau, I un idéal de A et x un vecteur de Witt appartenant a
W(I). On suppose que ’anneau A est séparé et complet pour la topologie I -adique. Il existe
un unique morphisme continu ev, de I'anneau W(A)[t] des séries entiéres formelles a
coefficients dans W(A), muni de la topologie t-adique, sur I'anneau W(A), muni de la
topologie I-adique, tel que :

- la restriction de ev, 1 au sous-anneau W(A) C W(A)[t] est identité;

-evyr(t) = x
Démonstration : Les conditions données caractérisent au plus un morphisme continu,
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puisque le sous-anneau W (A)[t] de 'anneau W (A)[¢] engendré par la partie W(A)U{t}
est dense pour la topologie t-adique de W(A)[¢t].

Pour établir I'existence du morphisme ev, y, il suffit de construire d’abord sa restric-
tion au sous-anneau W(A)[t], puis de montrer que cette restriction est uniformément
continue pour la distance t-adique. La premiere construction est évidemment réalisée

en posant

vr € N,Y(ag,...,a,) € W(A)", evy g (Z ajtj> = Z a;z’ € W(A) .
=0 =0

Pour vérifier que cette derniere formule définit une application uniformément conti-
nue de 'anneau W(A)[t], muni de la distance ¢-adique, dans 'anneau W(A), muni de
la distance associée a la filtration de ce dernier anneau par les idéaux W(/"), il suffit

d’observer que la validité de I'implication
D at! e WA = > a2’ € W(I)" CW(I")
=0 =0
résulte du fait que z € W(I) O
Proposition 1.6.10. Soit A un anneau, I un idéal de A et x un vecteur de Witt appartenant

a W(I). On suppose que l'anneau A est séparé et complet pour la topologie I-adique. On
note a = fant 4(x) et fantr le morphisme de W(A)[T] dans S(A)[T'] défini par

F(T) =) a,T" € WA)[T]  fanty(f(T)) = > _fanta(a,)T" € S(A)[T] .

neN neN

Le diagramme

fant
W(A)[T] T~ S(A)[T]
erJ SVQJ
Y fant 4 Y
W(A) ~ S(A)

est commutatif.
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Démonstration : Les deux applications fant 4 o evy s et sv, ; o fantr sont deux mor-
phismes continus de 'anneau W(A)[T] dans S(A). Comme elles coincident en tout
élément de W(A) et en T, et que le sous-anneau W(A)[T] de W(A)[T'] engendré par
W(A) U {T} est dense pour la topologie T-adique dans 'anneau W(A)[77], elles sont
égales. U

1.7 Vecteurs de Witt de longueur finie

Définition 1.7.1. Soit £ > 1 un entier naturel. Munissons A’ des opérations "somme" et
"produit” définies comme suit : si a = (a;)o<j<s €t b = (b;)o<j</ sont deux éléments de

A’ on pose
a+b=(S(ag,bo), -, S-1(ao,...,a—1,bo,...,be—1))

et

axb=(Fyao,bo), -, Pi—1(ao,...,am—1,bo,...,bi_1)).

On note W,(A) I'ensemble A’ muni des deux opérations + et x ainsi définies. Un

élément de cet anneau W(A) est appelé un vecteur de Witt de longueur ¢ sur A.
Pour les mémes raisons que W(A), W,(A) est un anneau.

Proposition 1.7.1. L’application de W(A) vers A® qui envoie le vecteur de Witt a =

(@n)nen sur le vecteur de Witt (a;) de longueur ( est un morphisme surjectif d’an-

0<j<t
neaux, dont le noyau est I'idéal V*W(A). Par conséquent, 'anneau Wy(A) des vecteurs de

Witt de longueur ¢ est isomorphe d I'anneau quotient W(A) /V*W(A).

Démonstration : Evident. O

Remarque 1.7.2. Si p : A — B est un morphisme d’anneausx, il résulte de la définition
du morphisme W(p) : W(A) — W(B) que W(p)(VW(A)) C V*W(B) et donc ce
morphisme induit par passage au quotient un morphisme d’anneaux W, (p) de W,(A)

dans W (B).
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre notre objectif principal serait la construction de séries qui servi-
raient a une représentation analytique spécifique des caracteéres additifs et multiplicatifs
de W,(F,). A cette fin, on généralisera les séries de Pulita. Comme 'origine de ces der-
niéres séries remonte aux séries de Dwork[8], qui a leur tour, descendent de la série
d’Artin Hasse, on a choisi de reprendre les définitions de ’ensemble de toutes ces sé-
ries ainsi qu’un certain nombre de leurs propriétes. Il est a signaler, qu’on a réussi une
expression particuliere pour toutes ces séries, rendant leur utilisation plus maniable et

plus agréable.

2.2 Série d’Artin-Hasse associée a un vecteur de Witt

Nous notons AH () la fameuse série d’Artin-Hasse définie par

AH(x) = exp (Z p_”xpn> :

On sait [16, 12] que les coefficients de la série entiére formelle AH (z) appartiennent a
I'anneau Z, des entiers p-adiques. On peut donc considérer cette série comme a coeffi-
cients dans 'anneau Z, N Q.

Pour tout anneau A muni d’'un morphisme d’anneaux de Z, N Q dans A, nous note-
rons encore AH (x) la série a coefficients dans A obtenue en remplagant chacun des co-
efficients de la série d’Artin-Hasse par son image dans A. Pour un tel anneau A, on note
G(A) = {g € A[[z]], g(0) = 0} le monoide constitué des séries entiéres formelles en une
indéterminée x a coeflicients dans ’anneau A dont le terme constant est nul, muni de
'opération de composition, et A(A) le groupe multiplicatif des séries entiéres formelles
en une indéterminée z a coefficients dans A dont le terme constant vaut 1, muni de la
topologie x-adique. Nous considérons A(A) comme muni de I'action f — f o g du mo-
noide G(A) par substitution a droite. Pour tout élément a = (a;);cn de I'anneau de Witt
W (A), la famille des séries (AH (a;2?"));en est multipliable dans le groupe topologique
A(A).
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Notation 2.2.1. On note F(a) le produit de la famille (AH (a;2""));en.

Un calcul simple montre que

E(a) = f[AH (aixpi) = exp (i_o: fant,, (a) p”xpn> :

Proposition 2.2.1. Soit A un anneau muni d’'un morphisme d’anneaux de Z,, N Q dans A.

Pour tous vecteurs de Witt a, b, et pour tout a € A, on a les formules :

E (a+b) = E(a) E (b); (2.1)

E(Va(a)) = E(a)oa?; (2.2)
E(a)’ = E(Frobu(a)) o 27; (23)
E(ra(0)a) = E(a) o (o) . (2.4)

En particulier, 'application E, appelée morphisme d’Artin-Hasse, est un morphisme

du groupe additif W(A) dans le groupe multiplicatif A(A).

Lemme 2.2.2. Soit un anneau A muni d’un morphisme d’anneaux de Z,, N Q dans A, et
I un idéal de A. Si le vecteur de Witt a sur A est élément de I’idéal W(I), alors tous les

coefficients de la série entiére formelle FE/(a) — 1 sont éléments de 1.

Démonstration : On écrit @ = (a;),.y. Les coefficients de la série entiere formelle
AH (z) sont éléments de A, et son coefficient constant est 1. Par conséquent, pour tout
1 € N, tous les coefficients de la série AH <aixpi) — 1 sont, puisque a; € I, éléments de

I'idéal I. 0J
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2.3 Séries de Lubin-Tate

2.3.1 Générateur de Tate

Soit F'(T") une série de Lubin-Tate pour I'uniformisante p de I'anneau des entiers
p-adiques. On rappelle [13] que cela signifie que F(T') est une série entiére formelle a

coefficients dans I'anneau Z,, de la forme
F(T) =pT + TP + pT*G(T) , (2.5)

ou G(T') est élément de Z,[T]. Une telle série permet de définir une suite (K, )men
d’extensions finies du corps Q, des nombres p-adiques : K, est le corps obtenu en
adjoignant a Q, les zéros de la (m + 1)-iéme puissance de composition F°"+1)(T') de
la série F'(T). Nous notons O,, 'anneau des entiers de K, et m,, I'idéal maximal de
O, Un générateur de Tate (7,,)men (relativement a la série F'(T)) est [6] une suite
d’éléments de I'idéal de valuation d’une extension algébrique de Q, telle que F'(my) = 0
et

Ym € N, F(Ttmy1) = T - (2.6)

L’existence d’une infinité de générateurs de Tate relativement a n’importe quelle série
de Lubin-Tate est facilement établie. On constate que 7, est une uniformisante de I’an-
neau de valuation discréte O,,. En outre, si (7,,)men est un générateur de Tate, nous
conviendrons de poser 7, = 0 pour tout entier rationnel m < 0, de sorte que la relation

(2.6) est vraie aussi pour tout m € Z.

2.3.2 Vecteur de Witt de séries formelles défini par une série de Lubin-

Tate

Lemme 2.3.1. Si F'(T') est une série de Lubin-Tate pour ['uniformisante p de Z,, alors la
suite (F°"(T'))nen des puissances de composition de la série F'(T') est suite des composantes

fantémes d’un unique vecteur de Witt w ayant toutes ses composantes dans l'idéal TZ,[T].
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Démonstration : On considére sur 'anneau 7Z, [T], muni de la valuation T-adique,
I'unique endomorphisme continu o tel que o(7") = F(T'). La partie de 'anneau Z,[ 1]
constituée des séries entiéres formelles g telles que o(g) — g soit élément de I'idéal
PZ,[T] est évidemment un sous-anneau fermé de Z,[T], qui contient I'anneau Z, des
constantes ainsi que I'indéterminée 7', elle est donc égale a Z,[1']. Par conséquent, on
peut appliquer le lemme 1.3.1, qui montre I’existence d’un unique vecteur de Witt w
sur Z,[T7] tel que fant, (w) = F°*(T) pour tout entier naturel n. D’aprés la proposition
1.6.4, comme toutes les composantes fantomes du vecteur w sont éléments de 'idéal

T7Z,[T], il en est de méme de toutes ses composantes. O

2.3.3 Spécialisations du vecteur défini par une série de Lubin-Tate

Soit (7,),,cn Un génerateur de Tate relativement a une série de Lubin-Tate F'(T),
et w le vecteur de Witt sur 'anneau Z,[7] dont on a montré I'existence au Lemme
2.3.1. Pour tout entier naturel m, on dispose de 'unique homomorphisme ¢, dit de

"spécialisation en 7,,," de Z,[T"] dans O,, tel que

Vg(T) € Z,[T], Enn(9(T)) = g(mm). (2.7)

Notation 2.3.1. On pose w,, = W (e, )(w) pour tout entier naturel m.

On remarque que le vecteur de Witt zo,, est élément de W (m,,,) et vérifie

Vn € N, fant,, (o) = Tm-n (2.8)

Corollaire 2.3.2. Soit m un entier naturel. L’image du vecteur de Witt ©,, par le mor-

phisme de Frobenius est égale a @,,,—1 sim > 1,eta 0sim = 0.

Soit F'2 la série entiére a coefficients dans W(Z,,) obtenue en remplacant chaque
coeflicient de la série de Lubin-Tate par son image par le morphisme A de la proposition
1.5.15. Nous allons calculer I'image de la série F'*(7T') par le morphisme d’évaluation

Vearmmm © W(On)[T] = W(O,,) déterminé en conformité avec la proposition 1.6.9.
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Proposition 2.3.3. Soit m un entier naturel. On a

Tm—1 Sim>1

0 sim=20

Démonstration : D’apres la proposition 1.6.10, on sait que

fanto, (evwm,mm(FA(T))) = SVfante, (m),mm (fantT(FA(T))) )

Or, par la définition 1.5.15 et celle du morphisme St de la proposition 1.2.4, on a
fant(F2(T)) = Sp(F(T)).

Par la proposition 1.2.4, on a

Fn (SVtanto,, (wm)mm (fA0E7(F2(T)))) = €p,(tanto,, (wm)) (F(T))-
Or k,(fante,, (T0,,)) = Tm—n. Donc

Kn(SVianto, , (wom).mm (fantT(FA(T)))) = F(Tm—n) = Tm—1-n -
On en tire pour m > 1
SViante, , (9m),mm (fantT(FA(T))) = (Tm-1-n)nen = fante, (@m_1),
et pour m =0
SVfant o, (w0),mo (fantT(FA(T))) = (T_1-n)nen = fantp, (0).

Comme p n’est pas diviseur de zéro dans O,,, application fanty, est injective, ce

qui permet de conclure a I’égalité désirée. 0J
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2.4 Exponentielle de Robba

Définition 2.4.1. Soit T = (7,,)men un générateur de Tate relativement a une série de
Lubin-Tate F'(T") pour I'uniformisante p de Z,, et fixons un entier m € N. On associe a
ces données I'exponentielle de Robba [15] qui est par définition la série entiére formelle

a coefficients dans 'anneau O,,, notée ¢,, () telle que

emx = E (tom) = exp (me + T taP + .+ Wop’mxpm) .
Proposition 2.4.1. Le rayon de convergence de I’exponentielle de Robba e,y, . est au moins
égalal.

Démonstration : Comme le vecteur de Witt =o,,, est éélément de 'anneau W(O,), ),
son image €,, (x) par le morphisme de Artin-Hasse est élément du groupe A(O,,). Or

toute série a coefficients entiers converge sur le disque ouvert de C,, de rayon 1. U

Lemme 2.4.2. Soit A un anneau contenant O,, = Z,[,,] et @ = (a,), oy un vecteur de

Witt de W (A). On a ’identité

E (w,a) = H em—in (aix”i> ) (2.9)
i=0
Démonstration : On sait par la proposition 1.5.13 que
a=> Vir(a)).
i=0
On en déduit que

T pa = Z @, Vi(T(a;)) .

1=0

D’aprés la proposition 1.5.9, on obtient

W ad = Z Vi{(Frob'(w,,)7(a;)) ,

1=0
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ce qui fournit, d’aprés le lemme 2.3.2, 'identité
m
T @ = Z Vi (wom_iT(a;)) .
=0
D’aprés la proposition 2.2.1, cette derniére identité entre vecteurs de Witt implique que

m m

E(wna) = [[ EVi(wm-i)T(a:) = [ [ E(@mi) o (@:z™),
i=0 =0
ce qui est la formule & démontrer. U

La proposition 2.4.1 et le lemme 2.4.2 entrainent le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.3. Soit a = (a,)nen un vecteur de Witt de W(C,). Si on a |a;| < 1 pour
tout indice i € [0, m], le rayon de convergence de la fonction E (to,,a) est strictement plus

grand que 1.

2.5 Exponentielle de Pulita

2.5.1 Frobenius absolu

Soit O = UyenOyy, la sous-Z,-algebre de C,, engendrée par les racines des puis-
sances de composition de la série de Lubin-Tate F'(7'). C’est un anneau local d’idéal
maximal mp = U,,enm,, et de corps résiduel IF,,. On note K le corps des fractions de

I’anneau O, de sorte que K = U,,,enKop,.

Proposition 2.5.1. Il existe un automorphisme continu @ du corps valué C, tel qu’on ait

o(x) = x pour tout x de K et |¢(x) — 2P| < 1 pour tout x € C,, tel que |z| < 1.

Nous appelons Frobenius absolu tout automorphisme de C, satisfaisant les condi-
tions de la proposition 2.5.1. Un tel automorphisme n’est pas unique, mais nous en fixe-
rons un dans la suite, constamment noté ¢. Pour un vecteur de Witt a sur C,, nous

notons a* le vecteur image de a par 'automorphisme W ().

Lemme 2.5.2. Sit € C, est une racine de [’unité d’ordre premier a p, alors p(t) = tP.
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Démonstration : Les éléments ¢() et t” sont deux racines de 'unité d’ordre r pre-
mier a p, alors que, par définition de ¢, on sait que leurs classes dans le corps résiduel

C, coincident. Comme le polynéme 7" — 1 n’a que des racines simples dans le corps (/C:,

de caractéristique p, il en résulte que ¢(t) = tP. 0J

En comparant la valeur absolue | - | de C, a la valeur absolue z +— |p(z)|, on voit

facilement[1, p. 4] que le Frobenius absolu est nécessairement une isométrie de C,,.
Lemme 2.5.3. Si [ est un idéal de I’anneau C;, alors (1) C 1.

Démonstration : Soit z un élément de /. Puisque ¢ est une isométrie, le quotient
@ a une valeur absolue égale a 1, donc est élément de ’anneau des entiers (C;’,. Par
conséquent ¢(r) € 2C; C I. O

La propriété évidente suivante nous sera utile ultérieurement.

Assertion 2.5.4. Le Frobenius absolu commute avec le décalage et le Frobenius de W(C,,).

2.5.2 Définition de la série exponentielle de Pulita

Définition 2.5.1. Soit 7 un entier naturel et @ un vecteur de Witt sur C,.. L’exponentielle

de Pulita attachée a ces données est la série

E (wa) (x)
E(wa?) (27)

9m(“) =

D’apreés la proposition 2.2.1, exponentielle de Pulita s’exprime sous la forme

Om(a) = E(wna—V (w,,a?)). (2.10)

En particulier, I'application 6,, est un morphisme du groupe additif W(C,,) dans le

groupe multiplicatif A(C,).

Lemme 2.5.5. Soit I un idéal de I’anneau C;, et a un élément de W(I). Alors tous les

coefficients de la série 0,,(a) — 1 sont éléments de I’idéal ,, 1.

Démonstration : D’aprés le lemme 2.2.2 et I’égalité (2.10), il suffit de montrer que

le vecteur wo,,a — V (©0,,a”) est élément de I'idéal W(m,,I). D’aprés le lemme 2.3.1 et
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I’équation (2.7) qui définit le morphisme d’évaluation en 7,,, il est clair que le vecteur
@, est élément du groupe W (7,,Z,[m,]), et donc de I'idéal W(r,,,C;) de 'anneau des
vecteurs de Witt sur C). D’autre part, on sait par le lemme 2.5.3 que le vecteur a” est
aussi élément de W([/). En utilisant la proposition 1.6.5, on en déduit que les vecteurs
o, a et T, a” sont éléments de I'idéal W (7, 1). D’ou le résultat désiré. O

Nous désirons maintenant préciser les morphismes 6,, o V(Ckp, ouk € N.

Lemme 2.5.6. Soit un vecteur de Witt a sur CI‘;, et deux entiers naturels m et k, alors

N 1 sim <k
0m(V"(a)) = :
Om_i(a)oa® sim>k
Démonstration : Dans le cas ot m < k, on a fantc,(w,,)fantc, (V*(a)) = 0.
Comme D’application fantdme fantc, est injective, ceci montre que zo,,,V*(a)) = 0.

De méme, en utilisant I'assertion 2.5.4, on voit que ©,,V"*(a))? = 0. Il résulte alors de
I’équation (2.10) que 6,,,(V*(a)) = 1.

Supposons maintenant que m > k. La formule a montrer étant évidemment vraie
pour k = 0, sa validité pour tout k£ > m suit par récurrence de sa validité pour k =1 >

m ; on suppose donc que £k = 1 > m. Alors, par la formule (2.10), on a
On(V(a)) = E(w,V(a) — V(w,V(a?)).
Or, utilisant la proposition 1.5.9, on obtient
V(a)) = V(Frob(wy)a) — V?(Frob(wy,)a?) = V (Frob(wy, )(a) — V(Frob(wy,)a?) ,
c’est a dire, d’apres le lemme 2.3.2,
0u(V(@) = B (V(@n-1a—V(wn-109)).
ce qui, d’apres la formule (2.2) et la définition 2.5.1 de 6,1, conduit a I’égalité désirée
Om(V(a)) = 0,—1(a) o 2P.
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Lemme 2.5.7. Soitt une racine de l'unité d’ordre premier a p. Alors on a
Om(T(t)) = 0, (1) o (tz) .
Démonstration : Par le lemme 2.5.2, on sait que ¢(t) = t?. Utilisant alors le lemme
1.5.12, on en déduit que 7(¢)¥ = 7(p(t)) = 7(t’) = Frob (7(t)). D’ou, par la proposi-
tion 1.5.9, les égalités

W T(t) = V(w,1(t)?) = w,7(t) — 7()V(eww,) = 7(t) (o — V(o)) -

Par la formule (2.4) de la proposition 2.2.1, on en déduit

ce qui est Iégalité voulue.

2.5.3 Rayon de convergence des séries de Pulita

Lemme 2.5.8. Pour tout entier naturel m, il existe un vecteur de Witt b,,, élément de ’idéal

W(m,,11) de Uanneau W(O,, 1) tel que
Wm = merl(bm +p- 1)' (2~11)

Démonstration : Par définition, il existe une série G(1') € Z,[T] telle que la série

de Lubin-Tate F'(T') est de la forme donnée par I’équation (2.5), et donc
F(T)=T (p+T" '+ pT'G(T)) .

Soit GA(T) la série a coefficients dans 'anneau W(Z,) C W(O,,, ) obtenue en rem-

placant les coefficients de la série G(T') par leurs images par le morphisme A de la
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définition 1.5.15. On a

Par la proposition 2.3.3, on a donc

en posant

FAT)=T(p-1+T""+ (p- )TG*(T)) .

Wm = wm-{—l(p -1 +bm)7

b, = wg;i-ll + (p ’ 1)wm+1evwm+1,mm+1 (GA(T))7

qui est élément de I'idéal W(m,,,, 1) puisqu’il est divisible par =0, 1. 0

Lemme 2.5.9. Pour tout vecteur de Witt a sur 'anneau (CI‘; des entiers de C,, les compo-

santes du vecteur Frobc, (@) — a* sont éléments de I'idéal maximal C; = {r € C,, |z] <

1.

Démonstration : Considérons le morphisme p : C) — (E?; = C;/C, de réduction

modulo I'idéal maximal C). On note ¢ I'automorphisme  + z¥ de Frobenius du corps

résiduel (E:vp. On a I’égalité p o p = p o  par définition de I'automorphisme de Frobenius

¢ de C,. On a donc les deux diagrammes commutatifs

et

w(Ce)

Frobcg

W), w,)
Frob@vp
Wi(p) N V\;((/CY)
Wi(p) -~ W(C,)
W(p)
Wi(p) N V\;'(@)
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Soit a un vecteur de Witt sur (C;. Par la commutativité du premier diagramme, on a
Frobg (W(p)(a) = W(p)(Frobe; (a)).

D’autre part, en vertu de la remarque 1.4.3, et comme (E; est un corps de caractéristique
p, on sait que 'automorphisme W({) coincide avec le Frobenius F rob@ . Par conséquent,

la commutativité du deuxiéme diagramme entraine 1’égalité
Frobe (W(p)(a) = W(p)(W(p)(a)).
On en déduit que
W(p)(a) — Frobgs(a) € ker(W(p)) = W (ker p) = W(C)).

O

Corollaire 2.5.10. Pour tout vecteur de Witt a sur I’anneau des entiers (Cf7 de C,, la diffeé-

rence pa — V¢, (a¥) est élément de I'idéal W(C})), ou C est I'idéal maximal de C;.

Démonstration : Il suffit de remplacer dans I’énoncé du lemme 2.5.9 le vecteur a par

le vecteur V¢, (a) en utilisant la relation (1.1). O

Corollaire 2.5.11. Pour tout vecteur de Witt a sur l’anneau des entiers (C; de C,, et pour

tout entier naturel m, la différence p™a — Vé’;(a“"m) est élément de U'idéal W(C})).
Démonstration : Récurrence sur m. 0

Proposition 2.5.12. Pour tout entier naturel m et pour tout élément a de 'anneau W(C;),

la série exponentielle de Pulita 0,,(a) a un rayon de convergence strictement supérieur a 1.

Démonstration : On sait par la relation (2.10) que la série 6,,(a) est I'image par le
morphisme E d’Artin-Hasse du vecteur w,,a— V' (w,,a¥). Or, d’apreés le corollaire 2.3.2

et le lemme 2.5.8, on a

wpa—V(wna?) = w1 (bpa+ pa—V(a®)).
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pour un certain vecteur b, appartenant a 'idéal W (mp) de I'anneau W(QO). Par le
corollaire 2.5.10, on voit que le vecteur b,,a + pa — V(a*) est élément de W(C})). D’our

le résultat en vertu du corollaire 2.4.3. ]

2.6 Morphismes de Pulita

Nous allons maintenant étudier des morphismes de W(C;) dans A(C;) construits a
l’aide des morphismes 6,,. Ces morphismes seront introduits a partir d’'une généralisa-

tion des exponentielles de Pulita.

2.6.1 Séries exponentielles de Pulita généralisées

Notation 2.6.1. Pour tout vecteur de Witt a sur C,, et pour tout couple (m, s) d’entiers

naturels tel que s > 1, on note 6,, ;(a) la série
Oms(@) = [ [ Om(a) 02" . (2.12)

Comme le facteur 6, ( a‘pi) o2?" figurant dans le membre de droite de I'identité (2.12)
est I'image par le morphisme d’Artin-Hasse du vecteur V* (wma‘pi -V (wma‘piﬂ) ),
on voit que

Oms(a) =E (wma -V (wma‘ps)) )

En particulier, I'application 6,, s est un morphisme du groupe additif W(C,) dans le
groupe multiplicatif A(C,). On remarque que 6,, 1 = 0,,, ce qui justifie le nom d’expo-

nentielle de Pulita généralisée.

Lemme 2.6.1. Soit m et s deux entiers naturels tels que s > 1, I un idéal de ’anneau C°,

et a un élément de W(I). Alors tous les coefficients de la série 0,,, s(a) — 1 sont éléments de

lidéal m,,1.
Démonstration : Résulte de 'identité (2.12) et des lemmes 2.5.3 et 2.5.5. 0J

Lemme 2.6.2. Pour tout vecteur de Witt a sur C,, et pour tout triplet (m, s, k) d’entiers

naturels tel que s > 1 etk < m, on a6y, (V*(a)) = Op_r.(@) o 27"
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Démonstration : Par définition

s—1
Oms(VE(@) =[] Om(VFa) 0 2™,
i=0
alors, d’apres le lemme 2.5.6
s—1 . .
Om,s(VF(a)) = [ [ Om—r(a”) o o a?
i=0

k ) 3 k
et comme ¥ o 2P = xP o 2P, on a donc
s—1
k i i k
Om,s(VF(@) = [[ Om-r(a®) 02?0 a”,
i=0

on obtient le résultat désiré :

k

Om.s(VF(@)) = Op_ps(@) o 2?" .

O

Lemme 2.6.3. Soit m et s deux entiers naturels tels que s > 1. Sit € C, est une racine de

Iunité d’ordre premier a p, alors
Om.s(T(t)) = O s(1) 0 (tx) .

Démonstration : Résulte de la définition du morphisme 0,, ; et des lemmes 2.5.2 et
2.5.7. 0
Lorsque s varie, les séries 0, ; satisfont une propriét de transitivité, exprimée par le

lemme suivant.

Lemme 2.6.4. Soit a un vecteur de Witt sur C,, et m,r > 1,5 > 1 trois entiers naturels.

On a la factorisation

Omsr(@) = [ [ Oms(a®) 0 2?”

Démonstration : Comme le facteur 6, ,(a”’") o 2" figurant dans le membre de

droite de I'identité a montrer est I'image par le morphisme d’Artin-Hasse £ du vecteur
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Vi (wm(tp“ — Vs (wma‘%’“ms)), on voit que leur produit est I'image par F de la

somime

r—1 r—

Z Ve <wma“’js -V (wma‘p(jﬂ)s))

1
j=0 =0

(Vsj <wma<pjs) _ s <wmae0(j+l)s)) _

<

=w,a— V" (wma‘pm)
Or on sait que justement
Opm.sr(a@) = E (wma — Ve (wma“"sr)) )

O

Proposition 2.6.5. Pour tout couple (m, s) d’entiers naturels tel que s > 1, et pour tout vec-
teur de Witt a sur Uanneau C;, des entiers de C,, la série 0,, ;(a) a un rayon de convergence

> 1.

Démonstration : D’apres la proposition 2.5.12, tous les facteurs du membre de droite

de l'identité (2.12) sont des séries de rayon de convergence > 1. OJ

2.6.2 Les morphismes ém, s

Lemme 2.6.6. L’idéal V""" W(C,) est contenu dans le noyau du morphisme 0,,, .

Démonstration : Soit a un vecteur de Witt élément de V™" *'W(C,). On peut écrire
a = (ay),cy avec a; = 0 pour tout indice ¢ < m, et donc fant,, (@) = 0 pour tout entier
n € [0..m]. Comme fant,(zo,,) = m,m_n = 0 pour tout entier n > m, on en déduit que
toutes les composantes fantomes du vecteur zo,,a sont nulles. Comme p est inversible
dans le corps C,, I'application fantéme fantc, est bijective. Donc ©w,,a = 0. D’autre
part, en vertu de la remarque 1.5.10, le vecteur a?’ est aussi élément de Vm+1W(Cp),
donc on a aussi ©,,a?" = 0.

Finalement, on voit que o, a — Ve, (wma“"s) =0, etdonc 0, ;(a) = 1. O

Notation 2.6.2. On définit A*(C;) comme le sous-groupe de A(C,) constitué des séries
entiéres formelles a coefficients éléments de C; dont le terme constant est égal a 1, et

dont le rayon de convergence, ainsi que celui de leur inverse, est > 1.
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Lemme 2.6.7. L’image par le morphisme 0,,, ; du sous-anneau W(C;) est contenue dans le

sous-groupe A*(C3).

Démonstration : Soit un vecteur de Witt a sur C). D’aprés la proposition 2.6.5,
la série 0,,, s(@) a un rayon de convergence strictement supérieur a 1. D’autre part son
inverse est 0,, ;(—a) qui a un rayon de convergence > 1 car -a est aussi un vecteur de

Witt sur (C;. O

Proposition 2.6.8. Le morphisme 0,, ; : W(C,,) — A(C,,) induit un unique morphisme
s : Wit (C)) — A*(CY)

Démonstration : D’apres le lemme 2.6.7, la restriction du morphisme 6,, ; au sous-
anneau W(C3) induit un unique morphisme de W(C;) dans A*(C;). Par le lemme 2.6.6,
et comme I'anneau W, 1(C}) est isomorphe au quotient W(C3)/V™"W(Cy) d’aprés

la proposition 1.7.1, le résultat suit. 0
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CHAPITRE 3. EXPRESSION DES CARACTERES DE W,(F)

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, des expressions analytiques explicites pour caractéres additifs et
multiplicatifs de 'anneau W,(F,) via les séries f,_; ,, seront introduites. Tout au long

de ce chapitre, nous fixons un entier naturel s > 1 et nous posons ¢ = p°. .

3.2 Caracteére de Teichmiiller d'un corps fini

On note 14,1 le groupe des racines de I'unité dans C,, d’ordre divisant ¢ — 1. Le sous-
anneau Z, [f1,—1] de C, est 'anneau des entiers de 'extension Q, (1¢,—1) non ramifiée du
corps Q, des nombres p-adiques, de sorte que son corps résiduel est d’ordre g. Il existe
donc au moins un (et en fait exactement s) morphismes d’anneaux, dits de réduction,
de Z,, [ptq4—1] sur le corps IF,,. On supposera qu’on en a choisi un, noté = — 7. Ceci nous

permet d’introduire un caractere de Teichmiiller du corps [F, comme suit.

Notation 3.2.1. Pour z € F,, on note Teich(x) 'unique élément de Z, [11,—1] tel que

Teich(z)? = Teich(x) et Teich(x) = .

L’existence et I'unicité de I’élément Teich(x) résulte immédiatement du lemme de

Hensel. On a ainsi défini une application

Teich : F, — C,

qui est un générateur du groupe des caractéres multiplicatifs de IF,. C’est cette applica-
tion qui est appelé caractére de Teichmiiller.

Rappelons le lemme de Hensel comme suit :

Lemme 3.2.1. Soit F'(x) = ¢y + c1x + - - - + ¢, 2" un polynéme dont les coefficients c; sont
ses entiers p-adiques. Soit F/(z) = c1 + 2cox + 3c32® + - - + nc,a™ ! la dérivée de F(x).
Soit ay un entier tel que F'(ay) = 0(modp) et F'(ag) # 0(modp). Alors il existe un unique

entier p-adique tel que F'(a) = 0 et a = ao(modp).

Une propriété utile du caractere de Teichmiiller est la suivante.
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Proposition 3.2.2. Soit x € F,. Alors on a ’identité
Froboy,,_,)(7(Teich(z)) = 7(Teich(z")) .

Démonstration : Cas particulier de la proposition 1.5.12. 0

Lemme 3.2.3. Soit K le corps des fractions de I’anneau O = U,,,enO,p, ¢ un automor-
phisme de Frobenius absolu satisfaisant les conditions de la proposition 2.5.1. Alors, pour
tout élément v € F, on a p(Teich(z)) = Teich(a?). De plus la puissance ¢* d’ordre s de

@ fixe tous les éléments du corps K [fi,—1].

Démonstration : L’élément ¢(Teich(z)) appartient a 'anneau Z,[p,—1], est égal a
sa puissance d’ordre ¢, et sa réduction est égale a z?, puisqu’on sait par définition de
¢ que |¢(Teich(z)) — Teich(x)?| < 1. Ceci montre que (Teich(x)) = Teich(z?). Par
définition, on sait que ¢ fixe les points de K, il suffit donc de vérifier que ¢*(t) = ¢ pour
tout élément ¢ de ji,—1. Or on a t = Teich(z), oz = t est la réduction de ¢ dans F,. 1l

en résulte que *(t) = p*(Teich(x)) = Teich(x?") = Teich(x) = t. O

3.3 Evaluation des séries de Pulita

Pour toute série G € C,[z] dont le rayon de convergence est > 1, et pour tout
z € C, on note G(z) la valeur de G en 2. On obtient ainsi un morphisme G + G(z) du
groupe A*(C7) dans le groupe C, que nous appelons morphisme d’évaluation en 2. En
particulier, si a est un vecteur de Witt sur C?, on peut calculer 6,,(a)(z) en tout point z

de I'anneau des entiers de C,,.

Lemme 3.3.1. Soit s > 1 un entier naturel ett € C,, tel quet? = t, ot on a posé ¢ = p°.
Si a est un vecteur de Witt dont toutes les composantes sont éléments de 'idéal maxi-
mal moj,,_,) de Uanneau Oljig_1] = UnenOnltig—1], alors, pour tout entier { > 1, on a

Oi—1s(a)(t) =1.

Démonstration : Soit a € W(mopj,,_,)). Comme I'automorphisme ¢* laisse fixe tout
élément du corps K[y, 1] par le lemme 3.2.3, on a a”" = a. On sait par le corollaire 2.4.3

que E (top_1a) = E (Wg_la“"s) a un rayon de convergence > 1. Puisque ¢ = t*°, les
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deux nombres E (tog_1a) (t) et E (zog_1a?") (") sont égaux, d’ou on déduit que leur

rapport 6y, s(a)(t) est 1. O

Lemme 3.3.2. Soit z un élément de (C; et £ > 1 un entier naturel. La valeur en z de la série

de Pulita 0,_1(1) est congrue d 1 + m;_1z modulo l'idéal W?_I(C;.

Démonstration : Considérons 'anneau A = Z,[T], son idéal T*Z,[[T]] et le vec-
teur de Witt w— V' (w) — 7(7") de W(A), ou w est 'unique vecteur de Witt sur 'anneau
Z,[T] dont la suite des composantes fantémes est la suite (F°"(T")),cy des puissances
de composition de la série de Lubin-Tate F'(T") (Lemme 2.3.1). Utilisons le lemme sui-

vant.

Lemme 3.3.3. Toutes les composantes fantomes du vecteur w—V (w) — 7 (T') sont éléments

de I'idéal T*Z,[[T)).

Démonstration : On a

FO(T) — pFoU=0(T) =TV sij>1
Vj €N, fant; (w — V(w) — (7)) =

0 sij=0

Comme F(T) est une série de Lubin-Tate, il existe une série G(T') € Z,[T] telle que
F(T) = pT + T? + pT*G(T), donc, pour j > 1,0n a

Fo(T) — pFeU=(T) — T — FeU=(T)P 4 pFel=(T2G(F°U=1(T)) — ™

qui appartient a T2Z,[T] puisque la série entiére formelle 7°U~1(T') est divisible par 7.
L.

On déduit du lemme 3.3.3 et de la proposition 1.6.4 que le vecteur de Witt w —
V(w) — 7(T) est élément de I'idéal W(T?Z,[T]). Comme '’homomorphisme &, , :
Zy[T] — Op—1 = Zy|m—1] de spécialisation en 7, défini par la relation (2.7) en-
voie I'idéal T%Z,[T] dans I'idéal 77 , O, 1, I'image par le morphisme W(z,, ,) du vec-
teur w — V(w) — 7(7T), c’est-a-dire o,y — V(wo4_1) — T(ms_1), appartient a I'idéal
W (72 ,Oy_1). On peut donc écrire @, 1 — V(wo,_1) sous la forme 7(m,_;) + y, avec

y € W(r?_,0;_1), de sorte que F (y) = 1 + w7 H(x) pour une certaine série H €
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Oy_1[x]. D’autre part E (7(m_1)) = AH(mp_12) = 1+ mp1x + 7 Hi(z), ou Hy(z)

est une série entiére formelle élément de Oy_;[z]. On a donc
E(r(me1)+y) = (L+mz+ 7 Hi(z)) (L+ 77 H(z)) = 1+mz+m,_ Ha(z),

avec Hy(x) = H(x) + Hy(z) + w7 H(x)Hy(x) qui appartient & Oy_;[z]. On voit donc
quef_1(1) = E (w1 — V(w1)) = 1+ 712+ 72 Ha(z). Comme la série 6,_1(1)
aun rayon de convergence > 1, il en est de méme de la série Hy(z), etonaf,_1(1)(z) =

1+ m_12 + 7 Ha(2). Ce qui implique le résultat escompté. O

Corollaire 3.3.4. Soit z un élément de C; et ((, s) un couple d’entiers naturels non nuls. La

s—1
valeur en z de la série 0y_1 (1) est congrue a 1 + m_4 (Z zp]> modulo 'idéal W?ﬁl(C;.
=0
Démonstration : Par définition
s—1 ,
Or1,5(1) = [ [(0cr(2) 0 2,
i=0
d’ou, vu le lemme 3.3.2, I'égalité
s—1 _
Oi—15(1)(2) = <1 + 2P ) (mod m;,_,C}) .
=0
En développant le dernier produit, on obtient la congruence a montrer. U

Proposition 3.3.5. Soit { et s deux entiers naturels non nuls, et a,z deux éléments de
l’anneau (C;. Alors il existe un entier naturel r, et un élémentt de (C; tel que P —t=0et

la —t| < 1.Enposantb = a —t si|a — t| > |m_1

,etb = my_y dans le cas contraire, on a
la congruence

s—1

04_175(7'((1))(2) =14+m_ <Z apjzpj> (mod Wg_lb((:;) .

=0

Démonstration : La classe résiduelle a de a dans le corps résiduel (E; de C, est
algébrique sur F,, donc appartient a un corps fini isomorphe a F,» pour un certain

entier rationnel 7 > 1, d’ott 'existence de I'entier naturel r tel que a?" — @ = 0. D’apres
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le lemme de Hensel, le polynome " — = admet une unique racine ¢ € C, telle que

la — t| < 1. Passons maintenant au calcul de 6,_; s(7(a)). Comme on a dans tous les

cas 'inégalité |a — t| < |b|, le corollaire 1.6.3 entraine la congruence 7(a) = T(t)

(mod W(bC;)). D’apres le lemme 2.6.1, on en déduit que la série 0y ,(7(a) —7(t)) — 1

est élément de I'idéal 7w, 1bxC;[x]. Par conséquent
Or1,5(1(a)) = br1,5(7(a) = T(1))0r-1,5(T(1)) = Or1,5(7 (1)) (mod m,_1b2C[]),
d’ou 'on tire la congruence
Or—1.5(T(a))(2) = 0—1.5(7(t))(2) (mod m,lb(C;) (3.1)
D’apres le lemme 2.6.3, on a
Op—1.5(T(t)) = O—15(1) 0 (tx) .

Puisque 7,_1b est toujours un diviseur de 7}, dans I'’anneau C,, on en déduit d’apres le

corollaire 3.3.4

s—1
Or-1,s(T())(2) =1+ My (Z t” zp’) (mod me_1bC3) . (3.2)
j=0
Le résultat désiré suit des congruences (3.1) et (3.2) puisque t = a (mod bC;). 0J

Proposition 3.3.6. Soit a = (a;);>o un vecteur de Witt sur la cléture de ’extension non
ramifiée maximale de K, = Q,[m,_1] et z un entier de C;. Alors la valeur 0, ;(a)(2)

. 1 i pi .y
est congrue a 1+ 71y ;g ag” 2 modulo l'idéal j | C;.

Démonstration : D’aprés la proposition 1.5.13, on a

0o -1 00
Op—1,s(@) = 041 (Z Vi@'(%‘))) = 0p_1 (Z Vi(T(CLz‘)) +0p—1 5 ( Vi(T(az‘))) ,
i=0 i=¢

=0
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ce qui implique, en vertu du lemme 2.6.6 :

(-1
Or-1,5(@) = Or—1, (Z Vi(T(@z‘)))

1=0

ce qui, selon la proposition 2.6.3, conduit a

-1
Or1.4(@) = | [ Oesmis(r (i) 0 '
=0

Utilisons la proposition 3.3.5 : pour tout entier ¢ € [0../ — 1], il existe un entier naturel
r; et un élément ¢; € C; tel que tf” —t; = 0etl|a; —t;| < 1. Posons b; = mp_1_; si
la; — t;] < |me_1_4| et b; = a; — t; dans le cas contraire. Suivant la proposition 3.3.5, on

a alors
s—1 ) ,
04_1_Z-75(T(ai))(z) = 1 + Tp—1—4 (Z CL?JZP]> (IHOd Wg_l_ibi(cg) .
7=0

Observons que l'extension Q,(¢;)/Q, est non ramifiée, ce qui entraine que I’extension

Qp(ti, a;)/Ko—1 est non ramifiée sur K,_;. Par conséquent |t; — a;| < |m_1|, et donc

|bs| = max([t; — as|, |m—1-4]) < |me_1|. Pouri > 0,0onam_,_; € m;_,C;, et on obtient
Op-1-is(T(a;:))(2) =1 (mod 7;_,C}) .

On conclut que
s—1

Oi—1s(a)(z) =1+ my (Z angpJ') (mod ﬂg_l(C;).

=0

3.4 Construction d’un caractére additif de W (F,)

Proposition 3.4.1. Soitt € Z, [, 1] tel quet?” = t. Le composé du morphisme 0,_ ; suivi
du morphisme eval, : A*(C)) — C) d’évaluation en t, induit un unique morphisme 1y, ;

de W,(F,) dans C. De plus, si Trq,(u,_,)/0,(t) & pZy, alors :
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1. pour tout caractére additif 1 : W,(F,) — C,

il existe un unique a € Wy(F,) tel
qu’on ait Y(y) = Yy s (ay) pour tout vecteur y € Wy (F,) ;

2. I'image de 15, est exactement le groupe yi,; des racines de l'unité d’ordre divisant

Pt

Démonstration : La restriction de 'application eval; 0 ,_; , a 'anneau W,(O[p,_1])
est un morphisme de groupes. D’apres le lemme 3.3.1, le noyau de ce morphisme
contient 1'idéal W, (m(g[uq_l]). On en déduit par passage au quotient un morphisme
du groupe W(O[s4-1])/W¢ (moy,,_,)) dans CX. Or l'extension K/Q, étant totale-
ment ramifiée, il en est de méme de K[u,—1]/Qp[ptg—1]. Donc le corps résiduel de
K{ptq—1] qui, par définition, est le quotient O[pq_1]/mop,, ], est le méme que le
corps résiduel de Q,[s,—1], ce qui permet de prolonger le morphisme de réduction de
Zypttg—1] & F, en un unique morphisme O[p,—1] — F,. Il en résulte que le groupe
W (Olptg-1])/W¢ (Mo, ) est isomorphe 8 W (IF,), ce qui prouve I'existence et I'uni-
cité du morphisme v g ;.

1. On a montré la surjectivité du morphisme du groupe W, (FF,) dans son groupe
dual, qui, a un vecteur a, associe le caractere de Wg(]Fq) qui envoie tout vecteur y sur
Yy s.(ay). Or, comme W, (F,) et son dual sont deux groupes finis de méme ordre, il suffit
de prouver que cette méme application est injective, c’est-a-dire que son noyau se réduit
ao.

Par contraposition, il s’agit de montrer que, pour tout vecteur a # 0 de W,(F,), il
existe un vecteur y € W,(F,), tel que I'image 1, s +(ay) est non triviale.

On utilise le fait [5, proposition 8, p. AC IX.16] que I'anneau W(F,) est un anneau
de valuation discréte d’uniformisante V/(1). Par conséquent, il existe un entier n < /¢
tel que 'idéal non nul aW,(F,) de 'anneau W,(F,) ~ W(F,)/V*W(F,) soit engendré
par la classe V(1) + V*W(F,). Il existe donc un vecteur y de longueur / tel que ay =
V(1) + VW(F,).

Par définition du morphisme v, , ;, puis en utilisant le lemme 2.6.2, on a alors

Qﬁé,s,t(a}’) = QZ—I,S(VnI)(t) = 9@—n—1,s(1)(t”n) .
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Or, d’apres la proposition 3.3.6, on sait que

s—1
Gg_n_1(1)(tpn) =1+ Tp—n—1 (Z tpn+]> (HlOd W?_n_l(c;;),

=0

s—1
donc 0,_,,_1(1)(t*") # 1, dés que Z """ n’est pas un élément de To—n—1C,. Or, I'exten-
sion Q,(f14-1)/Q, est galoisiennef,:r(l)on ramifiée, et son groupe de Galois est isomorphe
au groupe de Galois de 'extension résiduelle, I'isomorphisme étant défini en associant
a tout automorphisme o de Q,(41,—1) 'automorphisme 7 a/(\x/) du corps résiduel [11,
proposition 2.11, p. 27]. Par conséquent, le groupe de Galois de 'extension Q,(1,—1)/Q,

est cyclique, d’ordre s, engendré par la restriction & Q,(14,—1) du Frobenius absolu ¢. On

en déduit, en utilisant le lemme 2.5.2, que

—_

s— s—1

Trg, (u_n/a, () = > @/ (t) => .

J J=0

I
o

Comme t° = t, la valeur de 7 ne dépend que de la classe de 'entier 7 modulo s, et
donc Zj;é = Zj;é 7 = Trg, (u,_1)/0,(t)-

On conclut que ¢y ¢(ay) = p—p—1(1)(t*") # 1 si Trg,(u,_1)/0, () n’est pas élément
de 7, _s1C;, ce qui revient a dire que Trq,(,,_,)/q,(t) & PZp.

2. On sait que le groupe abélien fini W,(FF,) est isomorphe a son dual. Or, dans
le groupe W(F,), identifié au quotient W(F,)/V‘W(F,), I'élément 1 + V‘W(F,) est
d’ordre exactement p’, il existe donc un caractére 1) : W,(F,) — C, qui est exactement
d’ordre p, ce qui nécessite que 1/(W(F,)) est le groupe p,¢ tout entier. Ainsi il existe
y € Wy(F,) tel que 1(y) est une racine primitive d’ordre p’ de 'unité. D’aprés le point
1. qui vient d’étre démontré, il existe un vecteur a de W,(IF,) tel que ¢(z) = 1y +(a 2)
pour tout vecteur z de W,(IF,). Par conséquent le groupe /i, est contenu dans I'image
de 1)y s +. Comme tout élément de W,(IF,) est d’ordre divisant p, Pinclusion réciproque

est immédiate. O

Remarque 3.4.2. Dans le cas ou s = 1, A. Pulita [15, Theorem 2.7, p. 521] a voulu
caractériser I'image de 1 + V‘W(F,) par le morphisme 1, ol t satisfait la rela-

tion t* = ¢, a Paide de 'unique racine &,_; primitive d’ordre p’ de l'unité telle que
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[tme—1 — (-1 — 1)| < |me—1|. Malheureusement, cette racine &,_; n’est pas unique,
sauf dans le cas ¢ = 1 déja traité par Dwork [9]. Montrons en effet que le nombre
d’éléments de I'ensemble £, , des racines de I'unité { d’ordre divisant p’ qui vérifient
|(1+tm_1) — €] < |me_1] est égal & p*~1, donc n’est égal & 1 que pour ¢ = 1. On se base
sur la propriété que, si ¢ € C, est une racine primitive de 'unité d’ordre p", our > 1 est
un entier naturel, alors |( — 1| = |7,_1|. On en déduit que, si ¢ et ¢’ sont deux éléments
de E, 4, alors (’/( est d’ordre divisant p'~!. Donc on a au plus p*~! éléments dans Ey.
D’autre part, le corps résiduel de Q,(11,¢) étant isomorphe a IF,,, on sait que, pour tout

< 1, c’est-a-dire

élément ¢ € e, il existe un élément ¢ € Z, tel que ¥ =t et )% —t
|(14tm,_1) —¢| < |me_1]. Par conséquent 'ensemble 1, de cardinal p’ est réunion des p
parties E; , ayant chacune au plus p‘~! éléments, donc chacune de ces parties doit avoir

exactement p‘~! éléments.

3.5 Formule de transitivité

Nous allons maintenant énoncer et démontrer une relation entre les caractéres ad-
ditifs 1)y 5.+ de Wy (F,r) et les caractéres 1y ; de W, (F,). Pour ce faire, nous aurons a

utiliser 'application trace

Trw, ) wory) : We(Fgr) = Wi(Fy)

définie comme suit. On note ¢, 'automorphisme de Frobenius qui a tout élément y de
[F,- associe y” ; alors on pose

r—1

Vy e We(Fyp)  Trw,e, e, (9) = Y W@ () - (3.3)

1=0

Remarque 3.5.1. L’automorphisme ¢, est induit sur le corps IF ;- par 'automorphisme du
corps résiduel @vp que nous avons noté ¢ dans la démonstration du lemme 2.5.9. Ceci

explique la présence de I'indice r dans la notation.

Nous aurons également besoin de I'application relévement Te de W (IF~) dans W(Z, [pt4—1])

associant au vecteur de Witt y = (y;)o<;<¢ de longueur ¢ sur F,- le vecteur de Witt de
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longueur infinie sur Z,[,-_1] défini par

Z V7 ((Teich(y;))) - (3.4)

Ainsi Te(y) n’est autre que le vecteur de Witt dont les ¢ premiéres composantes sont
les images par le caractere de Teichmiiller des composantes du vecteur y, les autres

composantes étant nulles.

Lemme 3.5.2. Si y et z sont deux vecteurs de Witt de longueur { sur ¥, alors on a la

congruence
Te (y + 2) = Te(y) + Te(z) (mod W(pZy[pgr—1]) + VEW(ZP[NQT—ID) .

Démonstration : Soit p : Z,[p,—1] — F, un morphisme de réduction. Puisque
I'extension Q,(f14-—1)/Q), est non ramifiée, le noyau du morphisme p est pZ,|jt,r—1]. En

vertu de la proposition 1.6.1, la congruence a montrer est équivalente a I'identité

Wi(p) (Te (y + 2)) = W(p) (Te(y) + Te(z)) -

Or il est facile de voir, en utilisant la définition du caractére de Teichmiiller, que W(p) o
Te est I'application identique de W, (F,-). Par conséquent W,(p) (Te (y +2)) = y + z
Et, puisque W,(p) est un morphisme d’anneaux, on a aussi Wy(p) (Te(y) + Te(z)) =
Wi(p) (Te(y)) + Wi(p) (Te(z)) = y+ 2. 0

Proposition 3.5.3. Soitt € Z,[j,—1] tel quet? = t. On a la formule de transitivité

Veosrt = Vet © TrwyE ) /wiE,) -

Démonstration : Soit un vecteur de Witt y = (y;)o<;<¢ de longueur ¢ sur . Par
définition,

Yesrt (¥) = Orrsr (Te(y) (1) -
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D’apres le lemme 2.6.4, on en déduit que

r—1
Veor (¥) = [ [ Oe-1,6(Te(y)?")(#") .
1=0

Or on sait que t = t*° = t; par conséquent :

Urara (9) = [T 001 (Te(0) )0

On utilise alors I'identité

Te(y)? = Te(We(&r)(y))

qui se déduit du lemme 2.5.2. Donc
r—1 A
Vesre (9) = [ [ 1o (Te(Wo(2) (9)(2) -

=0

Puisque 0y_; s est un morphisme, on en déduit

Or par I’équation (3.3) et par le lemme 3.5.2, il existe un vecteur u élément de 1'idéal

W (pZy|ptgr—1]) + VW (Zp 11y -1]) tel que

r—1
> Te(We( @) (9) = Te (Trw, e, wie) (9) + u.
=0

Comme la valeur de la série 6y_; s(u) ent est égale a 1 en vertu des lemmes 2.6.6 et 3.3.1,

on en déduit

Ur,snt (¥) = O-1,s (Te (Trw, @, w, @) (¥)) (£)

équation ou on reconnait dans le membre de droite 1y  ; (TrWZ(qu)/Wz(Fq)(y)>- O
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3.6 Fonctions scindantes

On va maintenant chercher a exprimer analytiquement le caractere additif ¢ ,; du
groupe W, (IF,) qui a été défini par la proposition 3.4.1. Remarquons que, par définition
de v 5+, on doit avoir t7 = .

Soit un vecteur de Witt y = (y,)o<;j<¢ de longueur ¢ sur [F,. On a vu précédemment
comment lui associer son relevement Te(y), vecteur de Witt de longueur infinie sur

Zyp|t1q—1], défini par

Par définition du caractere 1y 5 ;, on a

Urst(¥) = Oe1,s(Te(y)) () -

Or les lemmes 2.6.2 et 2.6.3 conduisent a 1’égalité

Op—1,s(Te(y H Or—j—1.( Telch(y])xp )
Par conséquent
Vil H 0—;1.4(1)(t” Teich(y;)) . (3.5)
Introduisons la "fonction" {2 ; ; qui est la série entiere en ¢ indéterminées xy, 1, ..., Ty_1

a coefficients dans I'anneau O|y,_;] définie par

Qﬁ,s,t(l‘Oy Liyenny Tp— 1 H Qé —j—1 s t ZE]) (36)

Avec cette notation (), +, la formule (3.5) s’écrit comme suit.

Proposition 3.6.1. Soitt € Z,|j,—1] tel que t? = t. Alors, pour tout vecteur y = (y;)o<i<s

de longueur { surlF, on a
Yos.6(¥) = Qo s.e(Teich(yo), . . ., Teich(ye—1)) -
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Proposition 3.6.2. Soitt € Z,[u,—1] tel quet? = t. Sir > 1 est un entier naturel, alors on
a lidentité

Qf,sr,t('an"wxf 1 HQZST/ xO y x( 1) :

Démonstration : On a par ’équation (3.6)

Qﬁ,sr,t(l‘Ou"wxf 1 Heé —j— 157‘ t xj)

D’apreés le lemme 2.6.4

—1r—1

QAS,«J(ZE(), e ,l‘g_l) = H H <Qg_j_175(1) (¢] xpsi) (tpjl‘j) :

§=0 i=0
donc on obtient

r—14—1 .
S

p
Qara(o, - wem1) = [T ] Oemjmrs (7))

=0 7=0
et par la suite, on a

r—14—1

S 11| (RN

=0 7=0

d’ou
r—1/4—1

J
Qé,sr,t(x07" y Lo— 1 HHGZ —j— ls p q)7

=0 7=0
ce qui donne le résultat cherché en utilisant I’équation (3.6) exprimant la série €2 ;. [
Nous rappelons la définition des fonctions scindantes donnée par [4] en I’étendant

du corps premier [, au corps fini F,,.

Définition 3.6.1. Soit ¢/ > 1 un entier naturel, et ¢ = p°® une puissance de p. Une fonc-
tion s-scindante de niveau {, est une série entiére formelle (x4, ..., x¢), a coefficients
dans O, en les ¢ indéterminées z1, . . ., xy, qui converge sur un polydisque de la forme
D(0,ry) x ---x D(0,7,), dont les rayons ry, . .., r, sont tous supérieurs a 1, et vérifiant
de plus les deux conditions suivantes.

1. La fonction ¢ de W(IF,) dans C,, qui au vecteur de Witt y = (y;)o<j<¢ associe
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Q(Teich(yo), Teich(y;), . . ., Teich(y,_1)) est un caractére additif d’ordre p* de W,(F,)
dans C;,.
2. Pour chaque entier r > 1, le caractére additif de W,(IF,-) obtenu en composant

avec 'application trace Trwe(]yg) /W, (F,) S exprime sous la forme

r—1

P <Trwg(IFg)/w4(qu)(J’)> = H Q <Teich(y0)qi, o ,Teich(yg,l)qi> (3.7)

i=0
pour tout vecteur de Witt y = (y,)o<j<r € We(Fyr).

Théoréme 3.6.3. Soit ¢ > 1,s > 1 deux entiers naturels, et notons ¢ = p°. Soitt €
Lplpg-1] tel que t? = t et Trg,(u, ,)/Q,(t) & pZy. Alors la série Qs est une fonction

s-scindante de niveau /.

Démonstration : Il est évident que la série € s :(%o,x1,...,T¢—1), introduite par
I’équation (3.6) comme étant le produit des séries 6,_;_; ,(1)(t” z;), est & coefficients
dans I'anneau O, puisque chaque facteur du produit est a coefficients dans O. Puis-
qu’on sait par la proposition 2.6.5 que chacune de ces séries §;,_;_1 s(1) a un rayon de
convergence strictement supérieur a 1, il en est de méme des mémes séries appliquées
a tpj:vj, puisque 7 est de module 1. Par conséquent la série €y ¢ (2, T1,...,2p—1) est
convergente dans un produit de disques de rayons strictement supérieurs a 1. D’autre
part, d’apres les propositions 3.4.1 et 3.6.1, la serie ), , ; vérifie la condition 1, et, par le
biais des propositions 3.5.3, 3.6.1 et 3.6.2, la méme série ) ;, vérifie la condition 2 de la

définition 3.6.1 ; ce qui acheve la démonstration. OJ

3.7 Expression analytique d’un caractére multiplicatif de
W2(Fq)

Dans le cas £ = 1, on a vu que le groupe des caracteres du groupe F; était le groupe
cyclique engendré par le caractére Teich de Teichmiiller. Pour simplifier, on va limiter
ici I'étude des caractéres multiplicatifs au cas ¢ = 2. On note W5(F,)* le groupe des
éléments inversibles de 'anneau des vecteurs de Witt sur [F;, de longueur 2. Un vecteur

de Witt z = (2, 21) est élément de W, (F,)*, si et seulement si zy # 0. Soit (29, 21) €
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W, (F,)" . Exprimons le vecteur z sous la forme (z9,21) = (z0,0)(1,y), autrement dit

y vérifie identité (2o, z1) = (20, 20y), ie.y = & = %227? Pour tout caractére
0

multiplicatif y, on a alors

x(2) = x(20,0)x(1,9) ;

or zo — X(%0,0) est un caractére multiplicatif de IF, comme composé des morphismes
multiplicatifs x et zg — (20, 0) ; par conséquent, il existe un entier m € [0...q — 2] tel
qu’on ait

Vzo € Fy, X (20, 0) = Teich(z)™.

Par ailleurs, y — x(1,y) est un caracteére additif de I, car le produit dans Wy (F,) des
vecteurs (1,y) et (1,y') est égal a (1,y + ¢'). Par conséquent, pour tout ¢ € Z,[f1,—1] tel

que 19 =t et Trg, (u,_,)/Q,(t) & PZy, il existe un élément b € I, tel que

Vy € F, X(1,y) = ¢1,5+(by) = Q4 5+(Teich(b) Teich(y)) .

Proposition 3.7.1. Soit t € Zy|u,—1] tel que t? =t et Trg,(u,_,)/0,(t) & PZp, et x un
caractére multiplicatif de Wy (F,). Alors il existe un entier m € [0..q — 2|, et un élément b

de T, tel que

Vz = (20,21) € Wa(F,)", x(z) = Teich(z)™Q s (Teich(b) Teich(z; ) Teich(z)P4=2)) .
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CHAPITRE 4. LA FORMULE DE TRACE

4.1 Introduction

Généralisons la formule de trace obtenue par Dwork [8] pour exprimer les sommes
de Gauss classiques, au cas de sommes définies sur des anneaux de vecteurs de Witt de
longueur finie sur un corps fini IF;, ol ¢ = p°® est une puissance du nombre premier p.

Commencons par traiter le cas particulier des vecteurs de longueur ¢ = 2.

4.2 Expression analytique de la somme de Gauss

Définition 4.2.1. Soit ¢ un caractere additif, et ¥ un caractére multiplicatif, de Wy (F,).

On leur associe la somme de Gauss

g x) == Y Py)x)

yEW(Fg)*

Grace a la proposition 3.4.1, et sit € Zy[p,1] vérifie t*" = t et Trg, (4, _,)/0,(t) & Py,
il existe un vecteur de Witt a de longueur 2 sur [, tel que 1) s’écrive comme composée
du caractere 1), s ; avec 'homothétie de rapport a de I'anneau W4 (I, ), de sorte que la

somme de Gauss s’exprime comme suit

g, ) == D Xy =— D taulay)x(y).

yEW (Fg)* yEW2(Fg)*

On se restreint au cas ou le caractére additif 1) est d’ordre exactement p?. Dans ce cas

a € Wy(F,)*, et on peut réécrire la somme de Gauss comme suit :

g(wa X) = - Z wQ,s,t(Z)X(ailz) ;

zeWo (]Fq)*

ce qui est équivaut a dire que

g, x) =—x(@™") > va(z)x(z) = x(@a g (¢ X)

zEW2(Fq)*

Ainsi, a condition que le caractere additif 1) soit d’ordre maximal, I’étude de la somme de
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caractéres g(v, x) se raméne a celle de g(¢)2 5+, x). Donnons maintenant une expression

analytique de la somme de caractéres g(t2 s+, x). En écrivant z = (29, 21), on a :

9258, X) = — Z Z V2,5,4(205 21)X (20, 21) - (4.1)

20 E]F; 21 GFq

D’aprés la proposition 3.7.1, il existe un entier naturel m € [0..g — 2] et un élément

b € F, tels que, pour tout (29,y) € Fy x Iy, on ait
X (20, 21) = Teich(20)™Q (Teich(b) Teich (2, ) Teich(z)P42)) .

D’autre part, par la proposition 3.6.1, on sait que (20, 21) se met sous la forme

Qs 5.+(Teich(zp), Teich(z1)). Substituant ces expressions dans (4.1), on obtient, en posant
H (o, 1) = — Qg 5 +(o, xl)xB”QLS’t(Teich(b)xlmg(q_Q)), (4.2)
I'expression de la somme de Gauss sous la forme

9(ast, X Z Z (Teich(z), Teich(zy)). (4.3)

20 G]F z1€F,

43 L’espace des fonctions analytiques sur un polydisque
fermé

Pour 5 > 0 un nombre réel, notons Ej I'espace vectoriel sur le corps K [,—1] dont

les éléments sont les séries entiéres a deux variables

G(xg, 1) = Z Angny 0 27" (4.4)

(no,n1)€EN?

a coefficients dans Ki[pg-1], telles que la famille (|an,n, [8"7") on2 tende vers

ng,n1)

zéro selon le filtre des complémentaires de parties finies de N2, Pour une série G(x, 71)
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élément de g écrite sous la forme (4.4), on pose

HGHﬂ = Sup{‘ano,n1|ﬁn0+mv (n()?nl) € N2} )

ce qui fait de 3 un espace vectoriel normé.
On peut interpréter I'espace F/3 comme la somme directe de Banach [16, p. 184][19]

de la famille d’espaces de Banach (e, (53)), définis comme suit : e, ,,, (5) est

no,nl)ENQ

I'espace vectoriel de dimension un K [j,_1] normé en posant
Va € Kilpg],  llallngnis = lal 8™ .

Ceci entraine que, pout tout réel 5 > 0, I'espace vectoriel normé Fj3 est un espace de
Banach [16, Theorem p. 184].

Il est immédiat que, si 0 < 3 < (', alors Ejz est un sous-espace de Ej.

Définition 4.3.1. Soient F et F' deux espaces de Banach, et f : E — F une applica-
tion linéaire. On dit que f est complétement continue si elle est la limite d’une suite

d’applications linéaires continues de rang fini

Proposition 4.3.1. Soit 3 et ' deux nombres réels tels que 0 < [ < ['. L’application
injection canonique (ou insertion) ig g : Eg — Eg est complétement continue et son

image est dense.

Démonstration : Pour un élément G = E Unyny o' 2)" de Eg et pour un entier

(no,m1)
naturel d, notons GG le polynéme

i no ,.n1
Gyq = E (o Lo T1 "

no+n1<d

— 10,11 414
Pour tout G = E (nym, T2y élément de Eg, on a

|G — Galls = sup |angn, |87 . (4.5)

no+ni>d

Puisque G appartient a Ej, on en déduit que la norme |G — G4|s converge vers zéro.

Puisque les GG; sont des polynomes, donc des éléments de Eg/, ceci suffit a montrer que
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I'image de i 3 est dense dans Eg.

Pour d € N, considérons I’ application 74 : Eg — E3 qui a toute série G associe la
série tronquée i4(G) = G4. L’'image de i, étant contenue dans le sous-espace engendré
par les mondmes de degré total < d, sous-espace qui est de dimension finie, on voit
que lapplication linéaire ¢, est de rang fini pour tout d € N. De plus, on a pour tout

_ no .1 414
G = g Ay, To 27" élément de Eg,

[Gallp= sup ‘&noml‘BnOer < sup ‘&no,m’ﬁ/HOer < sup ’anoml‘ﬂl notn = HGH/B’ >
no+n1<d no+ni<d (no,n1)EN?

ce qui prouve que 'application linéaire 7, est continue de Fg dans Ejg. De plus, I'équa-

tion (4.5) entraine la suite de relations

I—ng—n1 Qno+ni B d+1
IG = Galls < |Gl sup A" g =HGI|ﬁf( ) |

no+ni>d 6,
d+1
ce qui prouve que |ig: 5 — i4 < (%) , et donc, puisque g <1,que lim i4 =1ig g,
d—+o00

c’est-a-dire que ig g est completement continue. 0
4.4 Opérateur de Dwork

Rappelons que g désigne 'entier p°.
Notation 4.4.1. Si G = Z Ung.ny T2 est une série entiere en deux variables a

(no,n1)€N2
. - no,.n1
coefficients dans C,, on note Dw,(G) la série g Agno,qni Ty L1 -
(no,nl)ENQ

Lemme 4.4.1. Soit 8 > 0 un nombre réel. Si la série entiére G est élément de ’espace de

Banach Eg, alors la série Dw,(G) est élément de Ega. De plus, on a I'inégalité
IDwq(G)lge < [1Gls -

Démonstration : Soit G(zg, 1) = Z Ung.ny To' 2]t une série de Ez. Comme I'ap-
plication de I'ensemble N? dans lui-méme envoyant (ng, n1) sur (gng, qny) est injective,

I'image réciproque par cette application du complémentaire d’une partie finie est com-
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plémentaire d’une partie finie. Par conséquent, la famille (\aqnqum |B‘1("0+"1)) (nom) N2

obtenue par composition avec cette application de la famille (|an, ., |5"°T™) (no.m1)EN?
qui tend vers zéro, est elle aussi une famille tendant vers zéro. Ceci montre que la
série Dw,(G) est élément de Ejgs. De plus, I'ensemble des nombres réels de la forme
|Ggno.qny | B70+™) étant une partie de 'ensemble des nombres réels de la forme |ay,, ., | 3"°*™,

est majoré par la borne supérieure de ce deuxiéme ensemble, notée ||G||3. Ceci montre

que la norme dans Ezs de Dw,(G) est majorée par ||G||s. O

Définition 4.4.2. Soit 5 > 0 un nombre réel. On appelle opérateur de Dwork I’applica-
tion Dw, de £z dans Fg.

Proposition 4.4.2. L’opérateur de Dwork Dw, : g — Egq est continu pour tout 3 > 0.

Démonstration : Par le lemme 4.4.1, on sait que Dw, est une application lipschit-

zienne, elle est donc continue. O

4.5 Opérateurs de multiplication

L’ensemble des séries enti¢res formelles en deux variables a coefficients dans C, est

muni du produit de Cauchy.
Proposition 4.5.1. Soient G' = Z o, To 07" et H = Z brg T2yt deux séries
appartenant a l’espace Ez. Alors leur produit de Cauchy G H est élément de E, et on a

IGH][s < Gllsll H |5 (4.6)

Démonstration : On sait que GH = E Cro.my T6° 21, avec, pour tout (ng, ny) € N2 :

ng ni
Cno,ny = E : E :ako,klbn()*ko,nlfh' (4-7)

ko=0 k1=0

IIn’y rien a montrer si G = H = 0. Supposons donc qu’au moins I'une des deux séries G
et H est non nulle, c’est-a-dire que max(||G||3, || H||g) > 0. Pour montrer que le produit
G H est élément de Fg, on choisit un reél arbitraire € > 0 pour justifier I'existence d’une

partie finie C'(¢) de N? telle que |c,, 5, [3™T™ < € pour tout (ng,n;) € N2\ C(e).
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Puisque G appartient a Fjs, il existe une partie finie A(¢) de N telle qu’on ait I'impli-

cation
€

|y & ’ﬁkﬁkl >
o max(||G||s, [ H]|)

= (ko, kl) € A(E) . (48)
De méme, puisque H appartient & Fs, il existe une partie finie B(e) de N? telle qu’on
ait 'implication

€

by 4, | BT >
o max(||G||s, [ H]|)

= (lo, ll) S B(E) . (4.9)

Si |Cng.ny |80 > €, il résulte de la définition (4.7) du produit de Cauchy des deux séries
G et H qu’il existe des éléments (ko, k1) et (lp, [1) de N? tels que ng = ko+lg, n1 = l1+ky
et |agy x| BFFFL by, 1, | BT > €. Par la définition des normes de G et de H, on en déduit
qu’on doit alors avoir |ay, x, |S*TF > G |big 1, | Bl TH > (G
En utilisant les implications (4.8) et (4.9), on en déduit que (ko, k1) € A(e) et (lo, 1) €
B(e). 11 suffit donc de prendre C'(¢) = A(e) + B(€) pour trouver une partie finie de N?

satisfaisant la propriété désirée. Par conséquent G H est élément de Ej, et

IGHlg = sup Jengm 8™ <|IGllslH]ls -

(no,n1)EN

O

Proposition 4.5.2. Pour un nombre réel 3 > 0, soit H = Z bng my T4 1" une série appar-
tenant a U'espace Eg. L’opérateur multiplication multy : Eg — Eg qui envoie une série G

sur GH est continu.

Démonstration : D’apres la proposition 4.5.1, Papplication linéaire multy est bien

définie de £z dans lui-méme, et lipschitzienne, donc continue. O

4.6 Opérateur alpha
On rappelle que ¢ = p°.

Définition 4.6.1. Soit 5 > 1 un nombre réel, et H (o, x1) une série appartenant a I'es-
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pace Eg 1.0n appelle opérateur alpha associé a H sur I3 'application composée

a=Dw,omultyoi 1,
q

8.8

ou Dw, : Eg% — Ejg est 'opérateur de Dwork, multy : £ 1 — Eﬁ

1 est opérateur de
B - F
T

1
q

multiplication par H, et ¢ est I'injection canonique.

1 1
B,84 a
Proposition 4.6.1. Soit un réel B > 1, et H un élément de Eg% ; Popérateur alpha associé

a H sur Eg est un endomorphisme complétement continu de ’espace Es.

Démonstration : Pour d € N, considérons 'application iq : Ezg — Eﬁ

1 qui a toute

série G associée 4 la série tronquée i4(G) = G4 = E Ung.ny To'x)! . L'image de
no+n1<d

tq étant contenue dans le sous-espace engendré par les monomes de degré total < d,

sous-espace qui est de dimension finie, on voit que 'application linéaire ¢, est de rang

fini pour tout d € N. De plus, on a pour tout G = Z Ung ny T2y élément de Ejp,

1
1Gal 1= SUD  Jang, |81 < SUp anga |87 < sup |ang.m, |80 = ||Gl|s
BT no+ni<d no+n1<d (no,n1)€EN?

ce qui prouve que 'application linéaire i, est continue de E3 dans Eg 1.

1 d+1
oy oL (RoFn1) Ba
IG = Galy < 1G1s swp_ o™ ™ < 6 (—) ,

no+ni1>d 6
. . . /gq . gq . . _
ce qui prouve que ||i — 4l < & et donc, puisque = < 1, que lim iy =
quip que [|i, 1 —dal| < (5) , puisque = que lim i

¢t 1,cCest-a-dire que ¢ 1 est complétement continue.
8.8 B.B1

)

Comme les applications Dw, : Eﬂ%
d’apres les propositions 4.4.2, 4.5.2, alors ’application composée o« = Dw, o multy o 44

— Eg ,multy : £ 1+ — E 1, sont continues
Ba Ba

est continue. O

Proposition 4.6.2. La famille (2(°%") (. )en2 est une base de Schauder [17] orthogonale

de lespace Eg. La matrice dans cette base de l'opérateur o associé a la série H(x,x1) =
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Z b(mo,m1) Ty T € Eﬁ est donnée par

1
q

(no,nl)GNQ
no "1\ _ mo .11
04(330 Ty )_ E qu0*no7QM1*mx0 Ty
(mo,m1)€N2?,qmo>no,qm1>n1
Démonstration :
no ."m1\ __ ; no M1\
a(xy®x]") = Dw, omulty o i 55(330 ) =
no ,.1n1\ __ mo ,.1mM1 no .11
Dw, o multy (2q°z}") = Dw, § : bmo,m1) Lo 21 (zo°x1")
(mo,m1)EN?
— no+mo ., n1+mi
= Dw, E , bimg,m1 g T
(mo,m1)eN?
_ mo ,.mM1
- DWQ E : bm0*n0,m1*n1x0 xl
(mo,m1)EN?
— mo ,.mM1
= E bmog—nomig—n1To L1
(mo,m1)€N2? ,gmo>ng,qm1>n1
ce qui acheve la démonstration. 0J
Proposition 4.6.3. Soitunréel 8 > 1, et H(xy, 1) = b 00zt un élément
0> mo,m1+0 1

(no,n1)EN?
de Eﬁ; ; Dopérateur alpha associé a H est un opérateur nucléaire de trace
q

Tr(a) = Z b(g—1)no,(g-1)m -
(no,n1)€EN?

Démonstration : D’apres la proposition 4.6.2 la trace de la matrice associée a 'opé-
rateur alpha est la somme des éléments de la diagonale de cette matrice ; autrement
dit

Tr(a) = Z b(g—1)no,(g—1)ny -

(no ,n1)6N2
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4.7 Formule de traces

Proposition 4.7.1. [14] Soit s > 1 un entier naturel, ¢ = p° ett un élément de Z,|j1,—1] tel
que t9 = t. Pour tout caractére multiplicatif x de W (IF,), il existe un réel 3y > 1 tel que,

pour tout 5 €1, By, on a I'égalité

g(wQ,s,ta X) = (q - 1)2T1"(Od) )

ou o est Uopérateur o : Eg — Ejg associé a la série H définie par (4.2).

Démonstration : posons

77 _ § ’ mo ,.m1
H(I’O,l‘l)— bmomy/po xy,

(mo ,m1)6N2

D’apreés la proposition 4.6.3 la trace de la matrice associée a I'opérateur alpha associé a

la série H est

Tr(a) = Z b(g—1)mo,(g—1)m

(mo ,m1)6N2

D’autre part, on a d’apres 'identité 4.3

92,51, X) Z Z (Teich(zp), Teich(zy)),

20 G]F z1€F,

en posant(zg, x1) = ((Teich(z), Teich(z1)), d’ou

mo .m1
9251, X) E E E bmo,mi T 21

TOEMg—1 T1E€Hg—1 (no,n1)EN2

et en utilisant ’identité suivante :

—1 sig—1/n,

Vi=12..n, Y oap= ! ,

Ti€pg—1 0 sinon
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on trouve alors que

9256 ) = (=1 D big—tymor(g—1m -

(mo ,m1)6N2

92,5, X) = (¢ = 1)"Tr(a)

O

Définition 4.7.1. L’espace des séries surconvergentes est I'espace H' = Up~; E3 muni

de la topologie de limite inductive des espaces vectoriels normés £3.

Proposition 4.7.2. Sous les hypothéses précédentes, la limite inductive o des opérateurs o

associés sur Eg a la série H définie par (4.2) est un opérateur nucléaire sur H', et on a

9(Wa60,X) = (g — 1)*Tr(al) .
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