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Notations

1. N = {0, 1, 2, . . .} : ensemble des entiers naturels.

2. N∗ = {1, 2, . . .} : ensemble des entiers naturels non nuls.

3. Z : l’ensemble des entiers rationnels.

4. Q : l’ensemble des nombres rationnels.

5. R : l’ensemble des nombres réels.

6. C : l’ensemble des nombres complexes.

7. P : l’ensemble des nombres premiers.

8. Fp : le corps fini à p éléments.

9. degP (x) : le degré du polynôme P (x).

10. pgcd(a, b) : le plus grand commun diviseur de a et b.

11. Z(p) : Anneau des p−entiers.
12.

(
n
p

)
: coefficient binomial.

13. Hm : le m-ième nombre harmonique généralisé.

14. vp(n) : la valuation p-adique de l’entier n. C’est la plus grande puissance de p qui divise n.

15. num(x) : numérateur d’un rationnel.

16. denum(x) : dénominateur d’un rationnel.

17. K [x] : Polynômes à coefficients dans K.

18. H(P ) : la hauteur d’un polynôme.

19. ∆ : le premier opérateur de différence finie.

20. Bn : le n-ième nombre de Bernoulli.

21. Fn : le n-ième nombre de Fibonacci.

22. Ln : le n-ième nombre de Lucas.

23. bxc : la partie entière d’un nombre réel x, i.e. l’unique entier rationnel k vérifiant :
x− 1 < k 6 x.

24. a ≡ k (mod n) a est congru à k modulo p.

25.
(
n
p

)
: le symbole de Legendre.
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Introduction

" Wir müssen wissen, wir werden wissen". (Nous devons savoir, nous saurons)
David Hilbert

Cette thèse est consacrée à l’analyse de certaines congruences de familles de nombres remar-
quables, ainsi qu’à l’étude de certaines équations diophantiennes quadratiques et de polynômes à
coefficients entiers dont les valeurs sont des puissances d’entiers. Ce travail comporte trois parties.

Dans le premier chapitre, on donne des rappels concernant les congruences. Après avoir rappelé
les principales propriétés des congruences, les théorèmes de Wilson, de Fermat, et d’Euler, la loi de
réciprocité quadratique, nous précisons et étudions la notion de congruence dans l’anneau Z(p) des
p-entiers, p étant un nombre premier ; un p-entier est un nombre rationnel de valuation p-adique
positive ou nulle. L’étude des congruences, modulo une puissance de p, des coefficients binomiaux
centraux

(
2n
n

)
pour n = p et pour n = p−1

2 , où p > 3, est un nombre premier, a une longue histoire.
Celle-ci a débuté avec une congruence modulo p2, pour

(
2p
p

)
= 2
(

2p−1
p−1

)
, découverte par Babbage en

1819 et qui se poursuit jusqu’à nos jours. Il s’agit de résulats obtenus par Wolstenholme en 1862,
Morley en 1895, Glaisher en 1900, Carlitz en 1953, McIntosh en 1995, Zhao en 2007, Tauraso en
2010, Meštrović en 2014 et Rosen en 2013. Ce chapitre est ensuite dédié à une étude de congruences
de familles de nombres remarquables tels que les nombres de Fibonacci, les nombres de Lucas, les
nombres de Pell, les nombres de Pell-Lucas. Nous exposerons dans ce chapitre un résulat qui est une
généralisation à la fois des congruences de Wolstenholme et de Morley et qui généralise aussi les
différentes améliorations de ces congruences obtenues par d’autres auteurs. Plus précisément, nous
généralisons les congruences suivantes de Wolstenholme et de Morley :(

2p− 1

p− 1

)
≡ 1 (mod p3),

(−1)
p−1
2

(
p− 1
p−1

2

)
≡ 4p−1 (mod p3),

en établissant la congruence modulo p7 suivante pour le coefficient binomial
(
αp−1
p−1

)
où α est un

p-entier [4]. Pour tout nombre premier impair p 6= 7 et pour tout p-entier α, on a(
αp− 1

p− 1

)
≡ 1− α(α− 1)(α2 − α− 1)p

p−1∑
k=1

1

k
+ α2(α− 1)2p2

∑
16i<j6p−1

1

ij
(mod p7).

Le deuxième chapitre s’intitule " Etude de certaines équations diophantiennes quadratiques".
Dans de nombreux cas, on utilise l’outil des congruences pour les résoudre. Nous commençons par
des rappels historiques avant de passer à une étude détaillée des équations de Pell. Ceci nous amènera
à étudier le développement en fraction continue d’un réel quadratique. On expliquera comment les
fractions continues permettent de fournir un moyen rapide et relativement efficace pour le calcul de
la solution fondamentale de l’équation de Pell x2 − dy2 = 1. On étudiera aussi l’équation générale
de Pell x2 − dy2 = C pour C dans Z. Il s’agit, ici, de résoudre des équations diophantiennes de la
forme

ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0,

2
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où a, b, c, d, e et f sont des entiers fixés. Lorsque l’on étudie une équation diophantienne donnée,
la principale question qu’on se pose est de savoir s’il existe au moins une solution et dans le cas
affirmatif, de déterminer le nombre de solutions et leur forme générale.

En 2012, dans [22], Keskin, Karaatli et Siar ont étudié l’équation diophantienne

x2 − kxy + y2 + 2n = 0, (1)

pour 0 6 n 6 10 et k ∈ N∗. Ils ont déterminé, pour ces différentes valeurs de n, les valeurs de k pour
lesquelles l’équation (1) admet une infinité de solutions (x, y). Ils ont de plus, donné explicitement
les solutions à l’aide des nombres de Fibonacci généralisés.

En 2013, dans [23], Keskin, Siar et Karaatli ont étudié l’équation diophantienne

x2 − kxy + y2 − 2n = 0, (2)

pour 0 6 n 6 10 et k ∈ N∗. Ils ont déterminé pour ces différentes valeurs de n, les valeurs de k pour
lesquelles l’équation (2) admet une infinité de solutions (x, y). Ils ont aussi déterminé explicitement
ces solutions à l’aide des nombres de Fibonacci généralisés. Cette étude les a amené à formuler la
conjecture suivante :
Conjecture Soit l’équation diophantienne

x2 − kxy + y2 = 2n (3)

1. Pour n impair et n > 3, on a :
— Si k > 2n − 2, l’équation (3) n’admet pas de solution entière positive.
— Si k 6 2n − 2 et l’équation (3) admet une solution, alors k est pair.

2. Pour n pair et n > 2, on a :
— Si k > 2n − 2, l’équation (3) n’admet pas de solution entière impaire,
— Si k 6 2n − 2 et l’équation (3) admet une solution positive impaire, alors k pair.

En 2016, nous avons apporté une réponse positive à cette conjecture, nous avons aussi établi un
résulat analogue pour l’équation diophantienne x2 +y2 +kxy = −2n qui est énoncé dans le théorème
suivant :

Théorème 1. [6] Soit l’équation diophantienne

x2 − kxy + y2 = −2n. (4)

1. Pour n impair et n > 3, on a :
— Si k > 2n + 2, l’équation (4) n’admet pas de solution entière positive.
— Si k 6 2n + 2, et l’équation (4) admet des solution, alors k est pair.

2. Pour n pair et n > 2, on a :
— Si k > 2n + 2, l’équation (4) n’admet pas de solution positive impaire.
— Si k 6 2n + 2, et l’équation (4) admet une solution positive impaire, alors k est pair et

non divisible par 4.

Dans ce chapitre deux, nous analysons minutieusement les travaux de Keskin, Siar et Karaatli
dans ([22] et [23]). Nous le clôturons par un exposé de la preuve de la conjecture ci-dessus suivie de
démonstrastion du théorème précédent.

Le chapitre trois est dédié aux Polynômes à coefficients entiers dont les valeurs des entiers sont
des puissances d’entiers. Shapiro [46] a montré que, si les valeurs de P un polynôme à coefficients
entiers, de degré n, sur un nombre infini de blocs d’entiers consécutifs sont de la forme Q(m), où
Q est un polynôme à coefficients entiers, alors P (x) = Q(R(x)) pour un certain polynôme R. Nous
montrerons que, si les valeurs de P en un nombre fini de blocs d’entiers consécutifs, chacun plus
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grand qu’une certaine borne, sont de la forme mq où q est un diviseur de n, alors P (x) = (R(x))q

pour un certain polynôme R(x).
Enfin, nous concluons cette thèse par un énoncé des différentes perspectives de recherche que

cette étude nous a permis d’envisager.



Chapitre 1

Congruences de familles de nombres
remarquables

"Le problème où l’on se propose de distinguer les nombres premiers des nombres composés...est
connu comme l’un des plus importants et des plus utiles de toute l’Arithmétique...En outre, la
dignité de la science semble demander que l’on recherche avec soin tous les secours nécessaires

pour parvenir à la solution d’un problème si élégant et si célèbre."

Johann Carl Friedrich Gauss ([11] art. 329)

1.1 Introduction
La notion de congruence est trés ancienne. Bien qu’elle trouve son origine dans un passé lointain, il

aura fallu attendre le XVIII-ième siècle, notamment avec Gauss, pour que la théorie des congruences
soit formulée et developpée dans un langage mathématique rigoureux. Avant Gauss, la notion de
congruence avait déjà été utilisée par Euler, Lagrange et Legendre. On doit à Gauss le formalisme
et les notations des congruences que l’on utilise encore de nos jours.

1.2 Congruences dans l’anneau Z
Dans son célèbre et immortel ouvrage intitulé Recherches arithmétiques [11], C. F. Gauss com-

mence par mettre en place les notations et les propriétés des congruences dans l’anneau Z avant
d’étudier la représentation d’un entier par une forme quadratique. Cet ouvrage d’un peu plus de
500 pages qui fut publié pour la première fois en 1801 alors que Gauss né en 1777 n’avait que 24
ans, fait encore référence de nos jours. Les définitions et les notations qu’il donne sont exactement
celles qu’on utilise encore de nos jours. La toute première page de cet ouvrage débute comme suit :

"Si un nombre a divise la différence des nombres b et c, b et c sont dits congrus suivant a, sinon
incongrus. a s’appellera le module ; chacun des nombres b et c, résidus de l’autre dans le premier
cas, et non résidus dans le second.

Les nombres peuvent être positifs ou négatifs, mais entiers. Quant au module il doit évidemment
être pris absolument, c’est à dire sans aucun signe."

Quelques lignes plus loin, en page 2 de [11] Gauss écrit : ,
"Nous désignerons dorénavant la congruence de deux nombres par ce signe ≡, en y joignant, lorsqu’il
sera nécéssaire, le module renforcé entre parenthèses, ainsi −16 ≡ 9 (mod 5) , −7 ≡ 15 (mod 11)”

Comme on peut le constater, le vocabulaire et les notations de Gauss sont toujours d’actualité.
Pour le moderniser quelque peu, nous pouvons affirmer, conformément à ce qu’affirma Gauss, qu’
étant donné un entier naturel n et (a, b) ∈ Z2, on convient de dire que a est congru à b modulo n et

5
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d’écrire a ≡ b (mod n) si a−b ∈ nZ. Cette relation appelée relation de congruence modulo n est une
relation d’équivalence dans l’ensemble Z compatible avec l’addition et la multiplication de l’anneau
Z. Plus généralement, étant donné un anneau commutatif unitaire A, on convient aussi d’appeler
"congruence dans l’anneau A toute relation d’équivalence R définie sur l’anneau A compatible avec
l’addition et la mutiplication de cet anneau. Il est alors facile de constater que pour toute congruence
définie sur l’anneau A, la classe de OA (élément neutre du groupe additif (A,+)) est un idéal I
de l’anneau A. Dire que deux éléments a et b sont congrus modulo R équivaut alors à dire que
a − b ∈ I. L’ensemble quotient A/R n’est rien d’autre que l’anneau quotient A/I. De plus à tout
idéal de l’anneau A correspond, par ce procédé, une congruence sur l’anneau A. Ainsi, dans le cas
particulier de l’anneau Z, les idéaux de Z étant les nZ où n ∈ N, on retouve bien notre définition
de congruence modulo n. On supposera que n > 2 car le cas où n = 0 correspond à l’égalité et le
cas où n = 1 correspond au cas où tout entier est congru à tout autre entier.

Nous allons maintenant donner l’énoncé de théorèmes classiques, mais importants, concernant les
congruences dans l’anneau Z. Nous commencerons par le théorème connu aujourd’hui sous le nom
de théorème de Wilson mais dont on reconnait que l’énoncé était déjà connu du célèbre mathéma-
ticien, philosophe, physiologiste et physicien Ibn al-Haytham (Bassora, 965-Le Caire, 1039). Selon
Roshdi Rashed [41], cet énoncé devrait s’appeler Théorème d’Al-Haytham-Leibniz-Wilson-Waring-
Lagrange-Euler-Gauss. Voici l’énoncé de ce théorème.

Théorème 1.1. ([16]) Un entier p strictement plus grand que 1 est un nombre premier si et
seulement si (p− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p).

Le théorème de Wilson fournit une caractérisation des nombres premiers. C’est donc clairement un
critère de primalité. Malheureusement son coût d’un point de vue algorithmique le rend inutilisable
pour tester la primalité de grands nombres. Signalons que l’étude de la caractérisation des nombres
premiers est un sujet d’actualité [1].

Le théorème suivant est connu sous le nom de "Petit théorème de Fermat".

Théorème 1.2. (Petit théorème de Fermat) ([16]) Si p est un nombre premier et si a est un
entier non divisible par p, alors ap−1 − 1 ≡ 0 (mod p).

La preuve de ce théorème est immédiate. Si p est un nombre premier, on sait que l’anneau Z/pZ
est alors un corps. Si a est un entier non divisible par p, l’élément a = a+ pZ ∈ (Z/pZ)∗. Le groupe
multiplicatif (Z/pZ)∗ étant d’ordre p − 1, on a ap−1 = 1, ce qui équivaut à affirmer que l’on a
ap−1 − 1 ≡ 0 (mod p).

Signalons que le petit théorème de Fermat a d’intéressantes conséquences. On en déduit de ma-
nière évidente un critère de non-primalité. Euler a généralisé le petit théorème de Fermat. En
introduisant la fonction indicatrice d’Euler ϕ définie comme suit

ϕ : N∗ −→ N∗
n 7−→ ϕ(n) = card {x ∈ N∗ / x 6 n et x est premier avec n} ,

le théorème d’Euler s’énonce comme suit :

Théorème 1.3 (Théorème d’Euler [16]). Pour tout entier n > 0 et tout entier a premier avec n,
on a aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

La démonstration du théorème d’Euler est immédiate. Soit n un entier naturel non nul. Si n = 1,
on a nécessairement a = 1 et la congruence est bien vérifiée. Si n > 2, on constate avec le théorème
de Bézout, que le groupe des unités de l’anneau Z/nZ est

U (Z/nZ) =
{
k / 1 6 k 6 n et k est premier avec n

}
.
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On a donc
cardU (Z/nZ) = ϕ(n)

Pour tout entier a premier avec n, on a : a = a+nZ ∈ U (Z/nZ). Le groupe multiplicatif U (Z/nZ)
étant d’ordre ϕ(n) on a aϕ(n) = 1, ce qui équivaut à affirmer que l’on a aϕ(n) − 1 ≡ 0 (mod n).

Pour p premier, on a pour n = p, ϕ(n) = ϕ(p) = p− 1. L’application du théorème d’Euler pour
n = p fournit le théorème de Fermat. Le petit théorème de Fermat (ou le théorème d’Euler) a
de nombreuses applications. L’une d’entre elles est le critère suivant connu sous le nom de critère
d’Euler : il permet de caractériser les carrés modulo p.

Théorème 1.4 (Critère d’Euler). Pour tout nombre premier impair p et tout entier a, on a

a
p−1
2 ≡


0 (mod p) si p | a,
1 (mod p) si p - a et s’il existe x ∈ Z tel que x2 ≡ a (mod p),
−1 (mod p) si p - a et si pour tout x ∈ Z, on a x2 6≡ a (mod p).

La définition suivante va nous permettre de reformuler le critère d’Euler d’une manière plus
intéressante, en vue de ses applications.

Définition 1.5. Soit p un nombre premier impair et a un entier tels que pgcd (a, p) = 1. On
considère la congruence

x ∈ Z et x2 ≡ a (mod p). (1.1)

1. Si la congruence (1.1) possède (au moins) une solution, on dit que a est résidu quadratique
modulo p.

2. Si la congruence (1.1) n’a pas de solution, on dit que a n’est pas résidu quadratique modulo p.

Rappelons alors la définition du symbole de Legendre.

Définition 1.6. Soit p un nombre premier impair et soit a ∈ Z, on définit le symbole de Legendre(
a
p

)
comme suit

(
a

p

)
=


0 si p | a,
+1 si p - a et si a est congru à un carré modulo p,
−1 si p - a et si a n’est pas congru un carré modulo p.

On montre facilement, grâce au critère d’Euler la multiplicativité suivante du symbole de Le-
gendre. Pour tous entiers a et b et pour tout nombre premier p, on a :(

ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
.

On peut alors reformuler le critère d’Euler comme suit :

Théorème 1.7 (Critère d’Euler). Soit p un nombre premier impair. Alors, pour tout nombre entier
a, on a (

a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

Le théorème suivant est l’un des plus célèbres en Théorie des nombres.

Théorème 1.8. Si p et q sont deux nombres premiers impairs, alors les congruences

x2 ≡ p (mod q) et x2 ≡ q (mod p)

ont des solutions sauf dans le cas où p et q sont tous deux congrus à 3 modulo 4 auquel cas seule
l’une de ces deux congruences possède des solutions.
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Avec le symbole de Legendre, ce théorème peut se reformuler ainsi

Théorème 1.9 (Loi de réciprocité quadratique). Si p et q sont deux nombres premiers impairs,
on a (

p

q

)(
q

p

)
= (−1)

(p−1)(q−1)

4 .

Gauss appelait ce théorème le "aureum theorema" (théorème d’Or). Il le considérait comme l’un
des joyaux de l’Arithmétique. L’histoire de ce théorème est fabuleuse. Euler chercha pendant 40 ans,
en vain une preuve, il conjectura le résultat en 1783. Legendre reformula ce résultat en founissant une
preuve qui, malheureusement, s’avéra incomplète. En 1796, Gauss (alors agé seulement de 19 ans)
fut finalement le premier à publier une première preuve correcte de ce théorème. Gauss donna , au
total, huit démonstrations de la loi de réciprocité quadratique dans ses "Disquisitiones arithmeticae"
[11] publié en 1801. On dénombre aujourd’hui plus d’une centaine de preuves de ce théorème.

Théorème 1.10 (Lois complémentaires). Pour tout nombre premier p > 2, on a(
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 , et

(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 .

1.2.1 Applications aux nombres de Fibonacci
La suite (Fn)n>0 des nombres de Fibonacci et la suite des nombres de Lucas (Ln)n>0 sont définies

par les relations suivantes

F0 = 0, F1 = 1 et Fn = Fn−1 + Fn−2 pour n > 2,

L0 = 2, L1 = 1 et Ln = Ln−1 + Ln−2 pour n > 2.

Les premiers termes de ces suites sont

(Fn)n>0 = (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233 . . .),

(Ln)n>0 = (2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 521 . . .).

Les nombres de Fibonacci jouent un rôle important dans de nombreuses branches des mathématiques
(voir [14], pp. 290-291).

Les suites de Fibonacci et de Lucas sont respectivement répertoriées A000045 et A000032 dans
l’encyclopédie des suites d’entiers Sloane [47].

Les congruences suivantes sont bien connues, pour p premier on a

Fp ≡
(p

5

)
(mod p) et Fp−( p5 ) ≡ 0 (mod p)

Comme les solutions des équations diophantiennes étudiées par Keskin, Siar et Karaatli ( sec-
tion 2.4.2.) s’expriment à l’aide des nombres de Fibonacci généralisés et des nombres de Lucas
généralisés, nous rappelons que

La suite de Fibonacci généralisée (Fn(k, s))n∈N est définie pour (k, s) ∈ Z× Z∗ par :

F0(k, s) = 0, F1(k, s) = 1 et Fn+1(k, s) = kFn(k, s) + sFn−1(k, s), n > 1,

la suite de Fibonacci généralisée pour les indices négatifs par

F−n(k, s) =
−Fn(k, s)

(−s)n
, n > 1
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pour k = s = 1 on retrouve la suite de Fibonacci classique définie ci-dessus. Pour k = 2 et s = 1 la
suite (Fn(2, 1))n∈N est dite de Pell et elle est notée Pn.

La suite de Lucas généralisée (Ln(k, s))n∈N est définie pour (k, s) ∈ Z× Z∗ comme suit :

L0(k, s) = 2, L1(k, s) = k et Ln+1(k, s) = kLn(k, s) + sLn−1(k, s), n > 1,

la suite de Lucas généralisée pour les indices négatifs par

L−n(k, s) =
−Ln(k, s)

(−s)n
, n > 1

pour k = s = 1 on retrouve la suite classique de Lucas définie ci-dessus. Pour k = 2 et s = 1. la
suite (Ln(2, 1))n∈N est dite de Pell-Lucas et elle est notée Ln.

Terminons par les propriétés classiques des suites de Fibonacci généralisées.

Proposition 1.11. ([14]) Si k2 + 4s > 0 et α , β sont les deux racines du trinôme x2 − kx − s,
alors

Fn(k,−1) = −F−n(k,−1).

Fn(k, s) =
αn − βn

α− β
(Binet).

F 2
n(k,−1)− kFn(k,−1)Fn−1(k,−1) + F 2(k,−1) = 1.

1.3 Congruences dans un groupe et congruences dans
l’anneau Z(n)

1.3.1 Congruences dans un groupe
Soit G un groupe additif commutatif. On définit une congruence dans le groupe G comme étant

une relation d’équivalence compatible avec l’addition du groupe. Il est facile de prouver que, si H
étant un sous-groupe de G, la relation R définie sur G par

xRy ⇐⇒ x− y ∈ H

définit une congruence dans le groupe G. De plus, toute congruence R définie dans G est de cette
forme, le groupe H étant constitué des éléments de la classe de l’élément neutre de G.

Cette notion est couramment employée. Ainsi 2πZ est un sous-groupe de R et on exprime pour
x, y ∈ R, l’égalité entre cosx et cos y en écrivant que l’on a x ≡ ±y (mod 2π), c’est à dire que
x± y ∈ 2πZ.

Une autre congruence utile dans le groupe additif Q est la congruence modulo 1 qui est obtenue
en considérant le sous-groupe Z de Q. Cette congruence est définie comme suit pour x, y ∈ Q :
x ≡ y (mod 1) ⇐⇒ x − y ∈ Z. Cette congruence concerne la suite des nombres de Bernoulli qui
est la suite de nombres rationnels (Bn)n∈N qui a pour série génératrice exponentielle :

z

ez − 1
=
∞∑
n=0

Bn
zn

n!
.
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Ces nombres sont aussi définis plus simplement par les relations :

B0 = 1 et Bn = − 1

n+ 1

n−1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
Bk, n > 1

Le théorème suivant, dit de Von Staudt-Clausen fut découvert en 1840 par deux mathématiciens
indépendamment l’un de l’autre : Von Staudt (1798-1867) mathématicien allemand qui fut élève de
Gauss et Clausen (1801-1885) mathématicien danois autodidacte.

Théorème 1.12 (Théorème de von Staudt-Clausen). Pour tout entier naturel n pair ainsi
que pour n = 1, on a

−Bn ≡
∑

p premier
et (p−1)|2n

1

p
(mod 1)

Ce théorème ne fait qu’exprimer le fait que

B2n +
∑

p premier
et (p−1)|2n

1

p
∈ Z.

Une autre congruence célèbre est la congruence de Kummer dans le groupe additif Q des nombres
rationnels.

Théorème 1.13. Soit p un nombre premier impair, a et b deux entiers naturels non nuls tels que
p− 1 - a et a ≡ b (mod (p− 1)), alors on a

Ba
a
≡ Bb

b
(mod p).

Ce théorème ne fait qu’exprimer le fait que

Ba
a
− Bb

b
∈ pZ.

1.3.2 Congruences dans l’anneau Z(p)

Désignons par P l’ensemble des nombres premiers. Soit x un nombre rationnel non nul. Alors
il existe une unique famille d’entiers (vp (x))p∈P ne comportant qu’un nombre fini d’éléments non
nuls telle que

x = ε
∏
p ∈P

pvp(x) avec ε ∈ {−1, 1}

vp (x) est la valuation p-adique de x. Si x = 0, on pose vp (0) =∞. On pose aussi pour x 6= 0 :

num(x) = ε
∏

p ∈P et vp(x)>0

pvp(x) et denum(x) =
∏

p ∈P et vp(x)60

pvp(x).

Soit n une entier naturel non nul. On désigne par Z(n) l’ensemble suivant :

Z(n) = {x ∈ Q / pgcd(num(x), n) = 1} .

On montre facilement que Z(n) est un sous-anneau de Q contenant Z.

Z ⊂ Z(n) ⊂ Q.
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Par ailleurs, on montre que pour x, y ∈ Q, p ∈ P

vp (x+ y) > min (vp (x) , vp (x))

et pour tous xk ∈ Q, k = 1, ..., n

vp

(
n∑
k=1

xk

)
> min (vp (xk))16k6n

Pour x = 0, on pose num(0) = 0 et denum(0) = 1. On définit

Z(p) = {x ∈ Q / vp (x) > 0} ,

on a alors aussi :
Z(p) = {x ∈ Q / p - denum(x)} .

Z(p) est un sous-anneau de Q. Les éléments de Z(p) sont appelés des p-entiers.
Pour m ∈ N∗, on a

Z(pm) = Z(p).

La congruence modulo pm dans Z définie par

∀x, y ∈ Z, x ≡ y (mod pm)⇐⇒ x− y ∈ pmZ,

peut alors s’écrire :
∀x, y ∈ Z, x ≡ y (mod pm)⇐⇒ vp (x− y) > m.

On constate ainsi que la congruence modulo pm dans Z se prolonge en une congruence modulo pm

dans l’anneau Z(p), c’est-à-dire en relation d’équivalence compatible avec l’addition et la multipli-
cation définies sur Z(p), en posant :

∀x, y ∈ Z(p), x ≡ y (mod pm)⇐⇒ vp (x− y) > m.

On a, en effet :
∀x, y ∈ Z, x ≡ y (mod pm)⇐⇒ x− y ∈ pmZ(p).

1.3.3 Propriétés de l’anneau Z(p)

On montre facilement que l’anneau Z(p) est un anneau principal et que tout idéal de Z(p) est de
la forme pmZ(p). Le groupe des unités de l’anneau Z(p) est

U
(
Z(p)

)
= {x ∈ Q / vp (x) = 0} .

1.4 Congruences pour des coefficients binomiaux
Dans tout ce qui suit, p désigne un nombre premier p > 2. On a déja vu que le fameux théorème

de Wilson est un critère de primalité. De nombreux mathématiciens ont cherché d’autres critères
de primalité. Ainsi dès 1819, Babbage [2] énonce le critère de primalité suivant :

∀n > 2, n ∈ P ⇐⇒ ∀m ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1} ,
(
n+m

n

)
≡ 1 (mod n).
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Signalons qu’en 2013, Meštrović [35] a généralisé ce critère en prouvant que pour tout n, k > 2

∀m ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1} :
(
n+m

n

)
≡ 1 (mod k)

=⇒ k ∈ P et n = km pour un entier m > 1.

En 1819, Babbage [2] prouve aussi que pour tout nombre premier p > 3, on a(
2p− 1

p− 1

)
≡ 1 (mod p2).

En 1862, Wolstenholme [55] et [[16], p. 89] prouve que pour tout nombre premier p > 5, on a les
deux congruences suivantes : (

2p− 1

p− 1

)
≡ 1 (mod p3), (1.2)

p−1∑
k=1

1

k
≡ 0 (mod p2).

En 1895, Morley [39] prouve que pour tout nombre premier p > 5

(−1)
p−1
2

(
p− 1
p−1

2

)
≡ 4p−1 (mod p3). (1.3)

Remarquons que cette congruence implique la congruence suivante qui est facile à prouver directe-
ment : (

p− 1
p−1

2

)
≡ (−1)

p−1
2 (mod p) p > 5. (1.4)

La congruence (1.4) n’est pas un critère de primalité. Dans [1], Ayad et Kihel ont étudié les nombres
impairs composés n vérifiant la congruence(

n− 1
n−1

2

)
≡ (−1)

n−1
2 (mod n).

Il ont trouvé que n = 5907 = 3×11×179 était le plus petit entier composé vérifiant cette congruence.
Ils ont alors conjecturé que cette congruence n’admet pas de solutions n tels que n soit le produit
de deux nombres premiers impairs.
En 1900, Glaisher [[12], p. 21], [[13], p. 323] prouve que pour tout entier n > 1, on a(

np− 1

p− 1

)
≡ 1 (mod p3), p > 5 (1.5)

(
np− 1

p− 1

)
≡ 1− 1

3
n(n− 1)p3Bp−3 (mod p4), p > 5. (1.6)

et que (
2p− 1

p− 1

)
≡ 1 + 2p

p−1∑
k=1

1

k
(mod p4) p > 3.

En 1953, Carlitz [[8] et [9]] améliore la congruence de Morley en prouvant que

(−1)
p−1
2

(
p− 1
p−1

2

)
≡ 4p−1 +

p3

12
Bp−3 (mod p4) p > 5.
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En 1995, R. J. McIntosh [[30], p. 385] prouve que(
2p− 1

p− 1

)
≡ 1− p2

p−1∑
k=1

1

k2
(mod p5) p > 7. (1.7)

En 2007, Zhao [58] prouve que(
2p− 1

p− 1

)
≡ 1 + 2p

p−1∑
k=1

1

k
(mod p5) p > 7). (1.8)

En 2010, Tauraso [49] prouve que(
2p− 1

p− 1

)
≡ 1 + 2p

p−1∑
k=1

1

k
+

2

3
p3

p−1∑
k=1

1

k3
(mod p6) p > 7. (1.9)

et (
2p− 1

p− 1

)
≡ 1− 2p

p−1∑
k=1

1

k
− 2p2

p−1∑
k=1

1

k2
(mod p6) p > 7. (1.10)

En 2014, Meštrović [36] prouve que(
2p− 1

p− 1

)
≡ 1− 2p

p−1∑
k=1

1

k
+ 4p2

∑
16i<j6p−1

1

ij
(mod p7) p > 11. (1.11)

La congruence (1.11) a été encore généralisée par J. Rosen [45].

1.5 Enoncé du résultat principal
Le théorème suivant constitue à la fois une généralisation de la congruence de Wolstenholme et

de la congruence de Morley ; en exploitant la relation suivante qui découle du lemme 1.22 :

(−1)
p−1
2

(
p− 1
p−1

2

)
= 4p−1

(1
2p− 1

p− 1

)
. (1.12)

Ce théorème permet aussi de retrouver toutes les généralisations des deux congruences que l’on a
exposé au paragraphe précédent, et aussi d’en découvrir d’autres.

Théorème 1.14 ([4]). Pour tout nombre premier p > 2 et pour tout p-entier α, on a(
αp− 1

p− 1

)
≡ 1− α(α− 1)(α2 − α− 1)p

p−1∑
k=1

1

k
+ α2(α− 1)2p2

∑
16i<j6p−1

1

ij
(mod pm). (1.13)

où m = 7 si p 6= 7 et m = 6 si p = 7.

Avant de prouver ce théorème, donnons quelques corollaires de ce théorème
Pour α = 2 et pour α = 1

2 , le théorème 1.14 permet d’obtenir le corollaire suivant :

Corollaire 1.15. Pour tout nombre premier impair p, on a(
2p− 1

p− 1

)
≡ 1− 2p

p−1∑
k=1

1

k
+ 4p2

∑
16i<j6p−1

1

ij
(mod pm) (1.14)
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(−1)
p−1
2

(
p− 1
p−1

2

)
≡ 4p−1

1− 5

16
p

p−1∑
k=1

1

k
+

1

16
p2

∑
16i<j6p−1

1

ij

 (mod pm) (1.15)

où m = 7 si p 6= 7 et m = 6 si p = 7.

On constate ainsi que le théorème 1.14 est bien une généralisation des congruences de Wolsten-
holme (1.2) et de Morley(1.3). En effet, ces deux congruences se déduisent respectivement de (1.14)
et (1.15) en observant qu’on a d’après (1.38) pour m = 1 et (1.37) pour m = 2

p−1∑
k=1

1

k
≡ 0 (mod p2) et

∑
16i<j6p−1

1

ij
≡ 0 (mod p), p > 5. (1.16)

On déduit aussi du théorème 1.14 et de la relation (1.16) le corollaire suivant qui généralise aux
p-entiers, la congruence de Glaisher (1.5).

Corollaire 1.16. Pour tout p-entier α, on a(
αp− 1

p− 1

)
≡ 1 (mod p3), p > 5. (1.17)

On déduit du théorème 1.14 les deux relations suivantes(
2p− 1

p− 1

)
≡ 1− 2p

p−1∑
k=1

1

k
+ 4p2

∑
16i<j6p−1

1

ij
(mod p6), (1.18)

(−1)
p−1
2

(
p− 1
p−1

2

)
≡ 4p−1

1− 5

16
p

p−1∑
k=1

1

k
+

1

16
p2

∑
16i<j6p−1

1

ij

 (mod p6). (1.19)

Comme on a ∑
16i<j6p−1

1

ij
=

1

2

(
p−1∑
k=1

1

k

)2

− 1

2

p−1∑
k=1

1

k2
,

on en déduit de (1.16) que

p2
∑

16i<j6p−1

1

ij
≡ −1

2
p2

p−1∑
k=1

1

k2
(mod p6).

Compte tenu de cette dernière relation, on déduit encore du théorème 1.14 le corollaire suivant :

Corollaire 1.17. Pour tout nombre premier impair p et pour tout p-entier α, on a(
αp− 1

p− 1

)
≡ 1− α(α− 1)(α2 − α− 1)p

p−1∑
k=1

1

k
− 1

2
α2(α− 1)2p2

p−1∑
k=1

1

k2
(mod p6) (1.20)

Pour α = 2 et α = 1
2 , ce corollaire nous fournit les deux relations suivantes

(
2p− 1

p− 1

)
≡ 1− 2p

p−1∑
k=1

1

k
− 2p2

p−1∑
k=1

1

k2
(mod p6). (1.21)

(−1)
p−1
2

(
p− 1
p−1

2

)
≡ 4p−1

(
1− 5

16
p

p−1∑
k=1

1

k
− 1

32
p2

p−1∑
k=1

1

k2

)
(mod p6). (1.22)
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De la relation (1.20) et du lemme 1.26, on déduit encore le corollaire suivant

Corollaire 1.18. (
αp− 1

p− 1

)
≡ 1− 1

3
α(α− 1)p3Bp−3 (mod p4) (1.23)

La relation (1.23) est une généralisation de la congruence de Glaisher (1.6).
Pour m = 1, la relation (1.43) implique

2p

p−1∑
k=1

1

k
+ p2

p−1∑
k=1

1

k2
≡ 0 (mod p5) p > 7. (1.24)

On déduit de (1.22) et (1.20) le corollaire suivant

Corollaire 1.19. Pour tout p-entier α, on a(
αp− 1

p− 1

)
≡ 1 + α(α− 1)p

p−1∑
k=1

1

k
(mod p5) p > 7, (1.25)

(
αp− 1

p− 1

)
≡ 1− 1

2
α(α− 1)p2

p−1∑
k=1

1

k2
(mod p5) p > 7. (1.26)

Pour α = 2, la relation (1.26) permet de retrouver la congruence de R. J. McIntosh (1.7) et la
relation (1.25) permet de retrouver la congruence de Zhao (1.8). De plus pour α = 1

2 , les relations
(1.21) et (1.22) nous fournissent le corollaire suivant :

Corollaire 1.20. On a

(−1)
p−1
2

(
p− 1
p−1

2

)
≡ 4p−1

(
1− 1

4
p

p−1∑
k=1

1

k

)
(mod p5) p > 7, (1.27)

(−1)
p−1
2

(
p− 1
p−1

2

)
≡ 4p−1

(
1 +

1

8
p2

p−1∑
k=1

1

k2

)
(mod p5) p > 7. (1.28)

A l’aide de la relation (1.44) du lemme 1.25, écrite pour m = 1, on déduit que l’on a

p−1∑
k=1

1

k
+

1

2
p

p−1∑
k=1

1

k2
+

1

6
p2

p−1∑
k=1

1

k3
≡ 0 (mod p6) p > 11. (1.29)

Avec (1.20) et (1.29), on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.21. Pour tout nombre premier impair p > 11 et pour tout p-entier α, on a(
αp− 1

p− 1

)
≡ 1 + α(α− 1)p

p−1∑
k=1

1

k
+

1

6
α2(α− 1)2p3

p−1∑
k=1

1

k3
(mod p6).

Pour α = 2 et α = 1
2 , ce corollaire nous fournit les deux congruences suivantes vérifiées pour

p > 11, (
2p− 1

p− 1

)
≡ 1 + 2p

p−1∑
k=1

1

k
+

2

3
p3

p−1∑
k=1

1

k3
(mod p6),
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(−1)
p−1
2

(
p− 1
p−1

2

)
≡ 4p−1

(
1− 1

4
p

p−1∑
k=1

1

k
+

1

96
p3

p−1∑
k=1

1

k3

)
(mod p6).

Le théorème 1.14 généralise aux p-entiers, la relation (1.11) de Meštrović. Enfin pour prouver
notre principal résultat qui est le théorème 1.14 , nous aurons besoin des lemmes suivants

1.6 Lemmes
Lemme 1.22. Pour tout entier n > 1, on a

(−1)n
(

2n

n

)
= 42n

(
n− 1

2

2n

)
(1.30)

Démonstration. On a

42n

(
n− 1

2

2n

)
=

42n

(2n)!

2n∏
k=1

(n+
1

2
− k)

=
22n

(2n)!

2n∏
k=1

(2n+ 1− 2k)

= (−1)n
22n

(2n)!

n∏
k=1

(2 (n+ 1− k)− 1)

2n∏
k=n+1

(2(k − n)− 1).

Ce qui peut s’écrire

42n

(
n− 1

2

2n

)
= (−1)n

22n

(2n)!

(
n∏
k=1

(2j − 1)

)2

. (1.31)

On constate alors que

n∏
k=1

(2j − 1) =

∏n
j=1(2j).

∏n
j=1(2j − 1)∏n

j=1(2j)
=

(2n)!

2nn!
(1.32)

Il résulte de (1.31) et (1.32) que

42n

(
n− 1

2

2n

)
= (−1)n

22n

(2n)!

(
(2n)!

2nn!

)2

= (−1)n
(2n)!

n!n!
= (−1)n

(
2n

n

)
.

En chosissant n = p−1
2 dans (1.30), on obtient la relation (1.12).

Pour tout nombre premier p et pour tout entier k, nous définissons les nombres harmoniques
généralisés Hm par

Hm =
∑

16k1<...<km6p−1

1

k1 . . . km
, pour 1 6 m 6 p− 1.

Par convention, on pose :
H0 = 1 et Hm = 0 pour m > p. (1.33)
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Soit P (x) le polynôme défini par

P (x) =
(x− 1)(x− 2) . . . (x− p+ 1)

(p− 1)!
, (1.34)

on a alors

P (x) = (−1)p−1
p−1∏
k=1

k − x
k

=

p−1∏
k=1

(
1− x

k

)
.

On en déduit que

P (x) =

p−1∑
k=0

(−1)kHkx
k. (1.35)

La preuve du théorème principal repose essentiellement sur le lemme suivant

Lemme 1.23. Pour tout nombre premier p impair et pour tout entier m > 1, on a

1.

H2m−1 −mpH2m =
1

2
p2

p−1∑
k=2m+1

(−1)k
(

k

2m− 1

)
pk−2m−1Hk, (1.36)

2.
Hm ≡ 0 (mod p), pour m 6= p− 1, (1.37)

3.
Hm ≡ 0 (mod p2), pour m impair et m 6= p− 2, (1.38)

4.
H2m−1 −mpH2m ≡ 0 (mod p4), pour 2m+ 1 6= p− 2. (1.39)

Démonstration. 1. La relation (1.34) nous permet de constater que l’on a

P (x) = P (p− x),

ce qui peut s’écrire, en exploitant la relation (1.35) et la convention (1.33) :∑
k>0

(−1)kHkx
k =

∑
k>0

(−1)kHk(p− x)k. (1.40)

En identifiant les coefficients de x2m−1 dans chacun des deux membres de (1.40), on obtient

−H2m−1 =
∑
k>0

(−1)kHk

(
k

2m− 1

)
pk−2m+1(−1)2m−1

= −
p−1∑

k=2m−1

(−1)k
(

k

2m− 1

)
pk−2m+1Hk

= H2m−1 − 2mpH2m − p2
p−1∑

k=2m+1

(−1)k
(

k

2m− 1

)
pk−2m−1Hk.

La relation (1.36) en résulte. Remarquons qu’on déduit de cette relation que
H2m−1 ≡ 0 (mod p) pour tout m > 1.

2. Il s’agit d’un résulat bien connu qu’on peut déduire facilement du fait que le polynôme
P (x) considéré comme un polynôme à coefficients dans le corps Z/pZ s’écrit grâce au petit
théorème de Fermat P (x) = 1− xp−1. On en déduit aussi que Hp−1 = 1

(p−1)! ≡ −1 (mod p).
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3. D’après la relation (1.36), on a

H2m−1 ≡ mpH2m (mod p2). (1.41)

On a alors H2m−1 ≡ 0 (mod p2) pour 2m − 1 6= p − 2 car on a H2m ≡ 0 (mod p) d’après
(1.37). Remarquons que si 2m− 1 = p− 2, on a H2m−1 = Hp−2 ≡ p−1

2 pHp−1 ≡ p
2 (mod p2).

4. D’après la relation (1.36), on a

H2m−1 −mpH2m ≡ −
1

2
p2

(
2m+ 1

2

)
H2m+1 +

1

2
p3

(
2m+ 2

3

)
H2m+2 (mod p4). (1.42)

Si 2m+ 1 6= p− 2, on a alors 2m+ 2 6= p− 1 et on déduit de (1.38) et (1.37) que H2m+1 ≡ 0
(mod p2) et H2m+2 ≡ 0 (mod p). En tenant compte de ces deux dernières congruences dans
(1.42), la relation (1.39) en résulte.

Remarque 1.24. Il est facile de prouver à l’aide de la relation (1.42) que si 2m+ 1 = p− 2, alors
.

H2m−1 −mpH2m = Hp−4 −
(
p− 3

2

)
pHp−3 ≡ −

p3

4
(mod p4).

Ainsi, pour tout m > 1, on a H2m−1 −mpH2m ≡ 0 (mod p3).

Lemme 1.25. Pour tout entier m > 1, on a

1.
p−1∑
k=1

1

km
≡
{

0 (mod p) si p− 1 - m
−1 (mod p) si p− 1 | m .

2.
p−1∑
k=1

1

km
≡
{

0 (mod p2) si m est impair et p− 1 - m+ 1
1
2mp (mod p2) si m est impair et p− 1 | m+ 1

.

3. Pour m impair, on a

2

p−1∑
k=1

1

km
+mp

p−1∑
k=1

1

km+1
≡


0 (mod p3)
0 (mod p4) si p− 1 - m+ 3
− 1

12m(m+ 1)(m+ 2)p3 (mod p4) si p− 1 | m+ 3
(1.43)

4. Pour m impair, si p− 1 - m+ 5 on a

p−1∑
k=1

1

km
+

1

2
mp

p−1∑
k=1

1

km+1
+
m(m+ 1)

12
p2

p−1∑
k=1

1

km+2
≡ 0 (mod p6) (1.44)

Démonstration. 1. Soit g ∈ Z tel que g soit un générateur du groupe cyclique (Z/pZ)∗. L’appli-
cation x 7−→ x−1 de (Z/pZ)∗ dans lui-même étant bijective, on a

p−1∑
k=1

1

km
≡

p−1∑
k=1

km ≡
p−2∑
j=0

(
gj
)m ≡ p−2∑

j=0

(gm)j ≡ 0 (mod p).

On a alors

(gm − 1)

p−1∑
k=1

1

km
≡ (gm − 1)

p−2∑
j=0

(gm)j = (gm)p−1 − 1 =
(
gp−1

)m − 1 ≡ 0 (mod p).
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On en déduit que si p− 1 - m, on a gm − 1 6≡ 0 (mod p) et

p−1∑
k=1

1

km
≡ 0 (mod p).

Si p− 1 | m, on a 1
km ≡ 1 (mod p) pour 1 6 k 6 p− 1 et

p−1∑
k=1

1

km
≡

p−1∑
k=1

1 = p− 1 ≡ −1 (mod p).

2. Pour m impair, on a

p−1∑
k=1

1

km
=

1

2

p−1∑
k=1

1

km
+

1

2

p−1∑
k=1

1

(p− k)m

=
1

2

p−1∑
k=1

(p− k)m + km

km(p− k)m
≡ −1

2
mp

p−1∑
k=1

1

km+1
(mod p2). (1.45)

Si p− 1 - m+ 1, on a
p−1∑
k=1

1

km+1
≡ 0 (mod p)

et (1.45) implique
p−1∑
k=1

1

km
≡ 0 (mod p2).

Si p− 1 | m+ 1 ; alors
p−1∑
k=1

1

km+1
≡ −1 (mod p)

et (1.45) implique
p−1∑
k=1

1

km
≡ 1

2
mp (mod p2).

3. On a pour 1 6 k 6 p− 1

1(
1− p

k

)m ≡ 1 +m
p

k
+

(
m+ 1

2

)
p2

k2
+

(
m+ 2

3

)
p3

k3

+

(
m+ 3

4

)
p4

k4
+

(
m+ 4

5

)
p5

k5
(mod p6).
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On en déduit que pour m impair, on a

p−1∑
k=1

1

(p− k)m
≡ −

p−1∑
k=1

1

km
−

p−1∑
k=1

mp

km+1

−
(
m+ 1

2

) p−1∑
k=1

p2

km+2
−
(
m+ 2

3

) p−1∑
k=1

p3

km+3

−
(
m+ 3

4

) p−1∑
k=1

p4

km+4
−
(
m+ 4

5

) p−1∑
k=1

p5

km+5
(mod p6).

Il en résulte que

2

p−1∑
k=1

1

km
+mp

p−1∑
k=1

1

km+1
≡ −

(
m+1

2

)
p2

p−1∑
k=1

1

km+2
−
(
m+2

3

)
p3

p−1∑
k=1

1

km+3

−
(
m+3

4

)
p4

p−1∑
k=1

1

km+4
−
(
m+4

5

)
p5

p−1∑
k=1

1

km+5
(mod p6). (1.46)

Or m+ 2 est impair. On a donc p− 1 - m+ 2 et

p−1∑
k=1

1

km+2
≡ 0 (mod p).

On déduit alors de (1.46) que

2

p−1∑
k=1

1

km
+mp

p−1∑
k=1

1

km+1
≡ 0 (mod p3).

Si p− 1 - m+ 3, on a à la fois

p−1∑
k=1

1

km+2
≡ 0 (mod p2) et

p−1∑
k=1

1

km+3
≡ 0 (mod p).

La relation (1.46) montre que

2

p−1∑
k=1

1

km
≡ −mp

p−1∑
k=1

1

km+1
(mod p4).

Si p− 1 | m+ 3, on a

p−1∑
k=1

1

km+2
≡ 1

2
(m+ 2)p (mod p2) et

p−1∑
k=1

1

km+3
≡ −1 (mod p).
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On obtient toujours d’aprés (1.46) que :

2

p−1∑
k=1

1

km
+mp

p−1∑
k=1

1

km+1
≡ −m(m+ 1)(m+ 2)

4
p3 +

m(m+ 1)(m+ 2)

6
p3

≡ − 1

12
m(m+ 1)(m+ 2) (mod p4).

4. Si m impair et si p− 1 - m+ 5, alors

p−1∑
k=1

1

km+5
≡ 0 (mod p),

p−1∑
k=1

1

km+4
≡ 0 (mod p2)

Par suite

2

p−1∑
k=1

1

km
≡ −mp

p−1∑
k=1

1

km+1
− m(m+ 1)

2
p2

p−1∑
k=1

1

km+2

− m(m+ 1)(m+ 2)

6
p3

p−1∑
k=1

1

km+3
(mod p6). (1.47)

On a aussi d’après (1.43)

2p2
p−1∑
k=1

1

km+2
+ (m+ 2)p3

p−1∑
k=1

1

km+3
≡ 0 (mod p6). (1.48)

On déduit de (1.47) et (1.48)

2

p−1∑
k=1

1

km
≡ −mp

p−1∑
k=1

1

km+1
− m(m+ 1)

2
p2

p−1∑
k=1

1

km+2

+
m(m+ 1)

3
p2

p−1∑
k=1

1

km+2
(mod p6).

La relation (1.44) en résulte.

Lemme 1.26. On a

p−1∑
k=1

1

k
≡ −1

3
p2Bp−3 (mod p3), p > 5 (1.49)

p−1∑
k=1

1

k2
≡ 2

3
pBp−3 (mod p2), p > 5. (1.50)

On trouvera dans [19] une preuve trés détaillée de la relation (1.49) qui est un résultat dû à
Glaisher [12]. La relation (1.50) se déduit de (1.49) et de (1.43) écrite pour m = 1.
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1.7 Preuve du théorème 1.14
D’après la relation (1.35), on a(

αp− 1

p− 1

)
= P (αp) =

p−1∑
k=0

(−α)kHkp
k.

On en déduit que(
αp− 1

p− 1

)
=

4∑
k=0

(−α)kHkp
k + (−α)5H5p

5 + (−α)6H6p
6 (mod p7). (1.51)

Or, d’après les relations (1.37) et (1.38), on a

(−α)5H5p
5 ≡ 0 (mod p7) et (−α)6H6p

6 ≡ 0 (mod p7), (1.52)

pourvu que 5 6= p− 2 et 6 6= p− 1, c’est à dire p 6= 7. Il suffit donc de choisir p > 11 pour réaliser
ces conditions.
Ainsi pour p > 11, il résulte des relations (1.51) et (1.52) que l’on a(

αp− 1

p− 1

)
≡

4∑
k=0

(−α)kHkp
k (mod p7). (1.53)

Pour α = 1, nous déduisons de (1.53) la relation

4∑
k=1

(−α)kHkp
k ≡ 0 (mod p7). (1.54)

D’autre part, du fait que p > 11, on a d’après (1.39) du lemme 1.23,

p3H3 − 2p4H4 ≡ 0 (mod p7). (1.55)

Des relations (1.53), (1.54) et (1.55), on déduit que pour tous p-entiers λ et µ, on a

(
αp− 1

p− 1

)
≡

4∑
k=0

(−α)kHkp
k + λ

(
4∑

k=1

(−α)kHkp
k

)
+ µ

(
p3H3 − 2p4H4

)
(mod p7). (1.56)

Autrement dit, on a (
αp− 1

p− 1

)
≡

4∑
k=0

AkHkp
k (mod p7),

avec

A0 = 1,

A1 = −α− λ,
A2 = α2 + λ,

A3 = −α3 − λ+ µ

A4 = α4 + λ− 2µ.
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Choisissons λ et µ tels que A3 = A4 = 0, on obtient

λ = α4 − 2α3 et µ = α4 − α3.

Avec ce choix de λ et µ, la relation (1.56) devient(
αp− 1

p− 1

)
≡ 1− (α4 − 2α3 + α)pH1 + (α4 − 2α3 + α2)p2H2 (mod p7).

Ce qui nous fournit bien la relation (1.13).
Si p = 7, un calcul direct donne

(
αp− 1

p− 1

)
−

1− α(α− 1)(α2 − α− 1)p

p−1∑
k=1

1

k
+ α2(α− 1)2p2

∑
16i<j6p−1

1

ij


=
α3(α− 1)3

720
76 ≡ 0 (mod 76)

et permet de conclure. La preuve du théorème est complète.

Théorème 1.27. Pour tout nombre premier p > 11 et tout p-entier α on a(
αp− 1

p− 1

)
≡ 1 + (α2 − α)(2α4 − 4α3 + α2 + α+ 1)pH1

− α2(α− 1)2(2α2 − 2α− 1)p2H2 + α3(α− 1)3H3 (mod p9).

Démonstration. En utilisant la même méthode que dans la preuve du théorème 1.14, on peut avoir
une congruence pour

(
αp−1
p−1

)
modulo p9, similaire à 1.14, faisant intervenir H1, H2, H3 et H4. En

exploitant le fait que
(−p−1
p−1

)
=
(

2p−1
p−1

)
, on obtient p4H4 ≡ 5pH1 − 5p2H2 + 3p3H3 (mod p9), cette

dernière relation nous permettra d’éliminer H4 et obtenir la congruence souhaitée.

Pour α = 2, on obtient la congruence de Rosen [44] suivante

Corollaire 1.28. pour tout nombre premier p > 11 on a(
2p− 1

p− 1

)
≡ 1 + 14pH1 − 12p2H2 + 8p3H3 (mod p9). (1.57)



Chapitre 2

Etude de certaines équations
diophantiennes quadratiques

"Dieu créa le nombre entier tout le reste est l’œuvre de l’homme"
Leopold Kronecker

2.1 Généralités sur les équations diophantiennes

2.1.1 Introduction
Une équation diophantienne est une équation de la forme

f(x1, x2, . . . , xn) = 0,

où f est une fonction donnée et pour laquelle on cherche les solutions (x1, x2, . . . , xn) entières
ou rationnelles. En général, f(x1, x2, . . . , xn) est un polynôme à coefficients rationnels. On peut
aussi s’intéresser aux solutions entières ou rationnelles d’un système d’équations polynomiales à
coefficients rationnels. Les questions suivantes sont naturelles et fondamentales :

— L’équation (ou le système d’équations) admet-elle des solutions ?
— Le nombre de solutions est-il fini ou non ?
— Est-il possible de déterminer toutes les solutions ?

2.1.2 Un peu d’histoire
L’étude des équations diophantiennes remonte à l’antiquité, elles furent introduites et étudiées

pour la première fois par le mathématicien grec Diophante d’Alexandrie (325−409). En fait, l’époque
à laquelle il vécut à Alexandrie est incertaine. Les historiens la situent entre le deuxième siècle av.
J.-C. et le cinquième siècle et vraisemblablement au quatrième siècle. Diophante a écrit plusieurs
ouvrages mathématiques, le plus célèbre est certainement son traité "les Arithmétiques" qui com-
prend treize livres avec 280 problèmes. De son œuvre constituée de ces treize ouvrages d’arithmé-
tique, écrits en grec, seulement six étaient connus jusqu’en 1968. La traduction en Latin de l’œuvre
de Diophante par Bachet date de 1621. En 1968, une traduction en arabe fut découverte en Iran. Il
s’agissait de quatre nouveaux livres de Diophante, en arabe, traduits du grec, et écrits à Alexandrie
probablement par un des commentateurs de Diophante. Regiomontanus [7] traduit : Citons, à titre
d’exemple, le problème suivant :

"Trouver quatre nombres a, b, c, d tels que le produit de deux d’entre eux augmenté de 1 soit
un carré parfait, les nombres en question étant des nombres rationnels", autrement dit, on cherche
quatre nombres rationnels (distincts) a, b, c, d tels que les nombres rationnels ab+ 1, ac+ 1, ad+ 1,

24
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bc+ 1, bd+ 1, cd+ 1 soient tous des carrés dans Q. Un quadruplet (a, b, c, d) ayant cette propriété
est appelé un quadruplet diophantien rationnel, ainsi,

(a, b, c, d) =

(
1

16
,
33

16
,
17

4
,
105

16

)
est un quadruplet diophantien puisque

1

16
· 33

16
+ 1 =

(
17

16

)2

1

16
· 17

4
+ 1 =

(
9

8

)2

1

16
· 105

16
+ 1 =

(
19

16

)2

33

16
· 17

4
+ 1 =

(
25

8

)2

33

16
· 105

16
+ 1 =

(
61

16

)2

17

4
· 105

16
+ 1 =

(
43

8

)2

.

On trouve dans l’ouvrage de Hawking décédé recemment ([17] )ou de S. Tengely ([50]) un important
extrait des six livres Arithmétiques et du livre des nombres polygones (p. 217−306). Signalons qu’on
attribue à la mathématicienne Hypatie d’Alexandrie, qui est née aux environs de 360 après. J.-C.
et qui connut une fin tragique, la rédaction de commentaires sur les Arithmétiques de Diophante.
Quelques siècles après l’époque où vécut Diophante, les Arabo-musulmans traduisirent et dévelop-
pèrent les œuvres de Diophante ; on peut citer par exemple, au VIII siècle, Abu l’wafa (940 - 998) un
mathématicien perse, Qusta ibn luqa ( 820–912) de Baalabek qui traduisa les Arithmétiques, ainsi
que les mathématiciens du IX-ième et X-ième siècles, Al-karaji (953–1029), Alkhazin (900–971), qui
étudièrent les équations de Diophante et réalisérent une avancée importante. L’école indienne de
l’époque, elle aussi participa activement à perpétuer l’oeuvre de Diophante. Mais il faut attendre
la renaissance avec les travaux de Bachet de Méziriac (1581–1638) pour voir l’oeuvre de Diophante
vulgarisée en Europe. Le véritable déclic a eu lieu avec Fermat, Lagrange, Dirichlet et Euler. Grâce
à ces derniers, les méthodes utilisées pour résoudre ces équations prirent un aspect arithmétique
plus rigoureux.

Lors du deuxième congrès international des mathématiciens, tenu à Paris en 1900, David Hilbert
(1862–1943) présenta une liste de problèmes qui tenaient jusqu’alors les mathématiciens en échec ;
ces problèmes devraient, selon Hilbert, marquer le cours des mathématiques du XX-ième siècle ; et
on peut dire aujourd’hui que cela a été grandement le cas. Publiée après la tenue du congrès, la liste
définitive comprenait 23 problèmes, aujourd’hui appelés les problèmes de Hilbert.

Le dixième problème pose la question suivante : existe-t-il un algorithme général permettant
de déterminer si une équation diophantienne quelconque P (x, y, z, . . .) = 0 admet une solution en
nombres entiers ?

Le problème a été résolu par Yuri Matiyasevitch [33] en 1970 ; dans ses travaux, il montra l’im-
possibilité de trouver une méthode qui résout toutes les équations diophantiennes, ce qui laisse le
champ ouvert pour l’étude des équations diophantiennes particulières.

La recherche d’une solution d’une équation diophantienne comme celle du grand théorème de
Fermat a donné naissance aux nombres algèbriques et au développement de la théorie algébrique
des corps de nombres par Kummer, Dirichlet, Dedekind et Wiles...

Le lien entre les équations diophantiennes, les congruences, les courbes elliptiques, les courbes mo-
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dulaires et la cryptographie n’est plus à démontrer. Plus encore, de ces équations diophantiennes ont
découlé de nouvelles théories mathématiques, telles que l’analyse diophantienne, les approximations
diophantiennes et la géométrie diophantienne.

Parmi les équations diophantiennes, ou des problèmes diophantiens en général, qui ont marqué
l’histoire des mathématiques on peut citer :

— L’équation de Pythagore (−570,−490) : x2 + y2 = z2 :
Les solutions sont dites triplets pythagoriciens (±dx0,±dy0,±dz0) où d est un entier et
(x0, y0, z0) = (m2 − n2, 2mn,m2 + n2).

— L’équation de Fermat (1601–1665) xn + yn = zn (n > 3) :
Il ne serait pas exagéré de dire que c’est la plus célèbre, sans aucun doute, des équations diophan-

tiennes, voire des problèmes mathématiques. Ce défi mathématique a resisté plus de 350. En 1995,
Andrew Wiles (1953−), avec l’assistance de son étudiant Richard Taylor (1962−), donna une preuve
du théorème de Fermat, c’est-à-dire que l’équation xn + yn = zn (n > 3) n’a pas de solutions avec
x, y, z des entiers non tous nuls).

— L’équation d’Euler (1707–1783) : x4 + y4 + z4 = w4.
— L’équation de Catalan (1814–1894) : xm − yn = 1.(n,m > 2)
— L’équation de Pell (1611–1685) : x2 −Dy2 = 1.
— L’équation de Bachet (1581–1638) : x2 = y3 + k (k ∈ Z).
— L’équation de Hurwitz (1859-1919) : x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n = kx1x2 · · ·xn (n > 2, k ∈ N∗).
— L’équation de Ramanujuan (1887–1920)-Nagell (1895–1988) : x2 − d = pn ( d < 0, n ∈ N, p

un nombre premier).

2.2 Fractions continues
Les fractions continues sont trés usitées pour l’approximation des irrationnels par des rationnels,

ainsi que pour l’étude de la transcendance ; elles restent l’outil principal pour le calcul des solutions
fondamentales des équations de Pell. Pou cela, nous rappelons quelques propriétés des fractions
continues.

On appelle fraction continue simple toute expression de la forme

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . .

où a0 ∈ Z, et pour n > 1, an ∈ N∗ et que l’on note [a0; a1, . . . , an, ...] . Elle peut être finie ou infinie.
Tout nombre réel est développable en fraction continue.
En effet, soit x un réel, alors on peut écrire x = a0 + t0 avec a0 = [x] et 0 6 t0 < 1.

Si t0 = 0, l’algorithme s’arrête, si t0 6= 0, alors x = a0 + 1
1
t0

avec a0 ∈ Z et
1

t0
> 1.

1

t0
= a1 + t1 avec a1 =

[
1

t0

]
∈ N et 0 6 t1 < 1 de telle sorte que

x = a0 +
1

a1 + t1
.

Si t1 = 0, l’algorithme s’arrête. Si t1 6= 0, alors 1
t1

= a2 + t2 avec a2 =

[
1

t1

]
et 0 6 t2 < 1 de telle
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sorte que

x = a0 +
1

a1 +
1

a2 + t2

.

De cette manière, si tn 6= 0,
1

tn
= an+1 + tn+1 avec an+1 ∈ N et 0 6 tn+1 < 1. Ainsi on obtient

x = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

. . .
an +

1

an+1 + tn+1

= [a0;a1 . . . , an, an+1 + tn+1]

La proposition suivante n’est pas dificile à prouver

Proposition 2.1 ([56]). Soient les deux suites définies par p−1 = 1, p0 = a0, q−1 = 0, q0 = 1, et
pour tout n > 1,

pn = anpn−1 + pn−2 et qn = anqn−1 + qn−2

alors on a

— pnqn−1 − qnpn−1 = (−1)n−1 .
— pnqn−1 − qnpn−2 = (−1)n an.
— [a0; a1, . . . , an] = pn

qn
et pgcd(pn, qn) = 1.

— la suite C2n = [a0; a1, . . . , a2n] est croissante, la suite C2n+1 = [a0; a1, . . . , a2n+1] est décrois-
sante.

pn
qn

est appelée n-ième réduite de la fraction continue la suite
(
pn
qn

)
n>0

est convergente vers x.

Une fraction continue est finie si et seulement si elle représente un nombre rationnel [56].
Une fraction continue [a0; a1, a2, . . . , an . . .] est dite périodique de période `, s’il existe ` > 1 tel

que ak = ak+` pour tout k > n0; autrement dit, la fraction continue est de la forme

[a0;a1, . . . , an0−1, an0,an0+1, . . . , an0+`−1, an0,an0+1, . . . , an0+`−1, . . .]

dans ce cas, la fraction continue est notée

[a0; a1, . . . , an0−1, an0 , an0+1, . . . , an0+`−1]

une fraction continue est dite purement périodique si elle est de la forme

[a0; a1, a2, . . . , an0 ]

pour un certain n0.
Rappelons quelques propriétés du développement en fraction continue d’un nombre quadratique.
n sait que un réel α est dit nombre algèbrique s’il est racine d’un polynôme non nul P (X) ∈ Q [X] ;

l’ensemble de ces polynômes est un idéal pricipal Iα de Q [X] engendré par un polynôme unitaire
Pα(X) ∈ Iα, ce polynôme est appelé polynôme minimal de α, et son degré est appelé degré de α. Un
nombre algèbrique réel de degré deux est dit nombre quadratique. Le théorème suivant, caractérise
les nombres irrationnels quadratiques moyennant leurs développements en fractions continues.

Théorème 2.2 (Lagrange [56]). Une fraction continue est périodique si et seulement si elle repré-
sente un nombre irrationnel quadratique. Si d est un entier positif qui n’est pas un carré parfait,
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alors le développement en fraction continue de
√
d est

[
a0; a1, a2, . . . , a`−1, 2a0

]
où a0 =

[√
d
]
et

(a1, a2, . . . , a`−1) = (a1, a2, . . . , aj , aj , . . . , a2, a1) si ` = 2j + 1.
(a1a2 . . . a`−1) = (a1, a2, . . . aj−1, aj , aj−1, . . . , a2, a1) si ` = 2j.

Exemple 2.3. Soit d = 5
a0 =

[√
5
]

= 2, t1 = 1
t0−a0 = 1√

5−2
=
√

5 + 2 et a1 =
[√
t1
]

= 4

t2 = 1
t1−a1 = 1√

5−2
= t1 et a2 =

[√
t2
]

= a1.

Ainsi on obtient tn = t1 et an = a1 pour tout n > 1. Par suite
√

5 =
[
2, 4
]
.

Soit α = a + b
√
d ∈ R, un irrationel quadratique et α = a − b

√
d son conjugué, α est dit réduit

si α > 1 et −1 < α < 0.

Exemple 2.4. 1 +
√

2, 1 +
√

3 sont réduits.
Le développement en fraction continue de 1 +

√
2 est purement périodique :

1 +
√

2 = 2 +
1√

2 + 1
=
[
2
]
.

En fait dès qu’un nombre algèbrique α est de degré n > 2, on ne sait pas grand chose sur son
développement en fraction continue tels que : périodicité, lien des éléments du développement avec
le degré n, et ordre de grandeur des élements du développement.

2.3 Equation de Pell
Pour démontrer les théorèmes figurant dans nous avons besoin de résultats concernant l’équation

de Pell

2.3.1 Généralités
On appelle équation de Pell, ou parfois de Pell-Fermat, l’équation diophantienne x2−dy2 = 1, où

d est un entier positif fixé non carré parfait et les inconnues x, y sont des entiers positifs (les solutions
dans Z étant obtenues en changeant les signes des solutions positives). Cette équation a passionné
pendant des siècles, et passionne encore, des générations de mathématiciens ; il est bien connu que
le premier exemple de cette équation trouve son origine à l’époque d’Archimède (-287, -212 ) où la
determination de la taille d’un troupeau (troupeau d’Hélios, Dieu soleil) composé de boeufs et vaches
de couleur blanche, noire, brune et tachetée, revient aprés formulation mathématique à résoudre
l’équation x2 − 410286423278424y2 = 1.(voir [26]).

Les mathématiciens s’accordent à dire que le mathématicien anglais Brouncker (1620-1684) fut
le premier à donner des méthodes rigoureuses pour la résolution de l’équation de Pell. Puis vint
Lagrange (1736-1813). La dite équation de Pell a été aussi étudiée, indépendamment des mathéma-
ticiens européens, par les mathématiciens indiens Brahmagupta (598-670) pour d = 92 , Bhaskara
(1114-1185) pour d = 61. L’équation a été attribuée par Euler à Pell bien que, à l’unanimité des his-
toriens des mathématiques, Pell n’a apporté aucune contribution à la résolution de cette équation ;
l’apport de Pell s’est fait dans d’autres domaines de mathématiques. L’importance de cette équation
réside dans le fait qu’elle a un lien étroit avec l’équation diophantienne quadratique générale

ax2 + by2 + cxy + dx+ ey + f = 0 (a, b, c, d, e, f ∈ Z).
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Désignons par D l’ensemble des entiers naturels qui ne sont pas des carrés

D = N−
{
n2 / n ∈ N

}
= {2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, . . .} .

Si on ordonne dans l’ordre croissant les éléments de D et si on désigne par dn le n-ième élément de
D, alors la suite (dn)n>1 est répertoriée dans l’encyclopédie Sloane des suites en ligne [47] sous la
référence A000037. On a la formule suivante, à la fois simple et curieuse :

dn = n+

[
1

2
+
√
n

]
.

Soit d un entier strictement positif qui ne soit pas un carré parfait et C un entier non nul. L’équation
diophantienne

x2 − dy2 = C (2.1)

est appelée équation de Pell généralisée. Nous utiliserons indifféremment les notations (x, y) ou
x+y

√
d pour désigner une solution de l’équation (2.1) ; de plus, si x et y sont tous deux strictement

positifs, nous dirons que x + y
√
d est une solution positive de (2.1). Deux solutions x1 + y1

√
d et

x2 + y2

√
d sont égales si x1 = x2 et y1 = y2.

Pour C = +1, on retrouve l’équation classique de Pell :

x2 − dy2 = 1 (2.2)

qui est appelée aussi équation positive de Pell. Pour C = −1, on retrouve l’équation

x2 − dy2 = −1

qui est appelée équation négative de Pell. Une équation négative de Pell n’a pas toujours de solution.
En effet, considérons l’équation de Pell négative suivante :

x2 − 3y2 = −1. (2.3)

Cette équation n’admet pas de solution. Pour le constater, il suffit de raisonner par l’absurde. Si
(2.3) avait une solution (a, b), on aurait a2 − 3b2 = −1 et a2 ≡ −1 (mod 3) ou encore a2 ≡ 2
(mod 3). Or cette congruence est impossible. En suivant la même idée, il est facile de constater que
si d est un entier naturel tel que d ≡ 3 (mod 4), alors d n’est pas un carré (car tout carré d’entier
est congru à 0 ou à 1 modulo 4) et l’équation de Pell négative

x2 − dy2 = −1. (2.4)

ne possède pas de solution. Pour prouver ce fait, il suffit encore de raisonner par l’absurde. Si
l’équation (2.4) avait une solution (a, b), on aurait a2 − db2 = −1 et a2 − db2 ≡ −1 (mod 4) ou
encore a2 + b2 ≡ 3 (mod 4). Or cette congruence est impossible car comme tout carré d’entier est
congru à 0 ou à 1 modulo 4, a2 + b2 ne peut-être congru qu’à 0, 1 ou 2 modulo 4 et jamais à 3
modulo 4.

2.3.2 L’équation de Pell positive x2 − dy2 = 1

Notons que :
— Si d 6 −2 : l’équation x2 − dy2 = 1 n’admet pas d’autres solutions que (±1, 0).
— Si d = −1 : l’équation x2 − dy2 = 1 admet deux solutions que (±1, 0) et (±0, 1).
— Si d est un carré parfait : x2−dy2 = 1 devient (x−y

√
d)(x+y

√
d) = 1 cette équation n’admet

comme solutions que (±1, 0).
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— Si d n’est pas un carré parfait. Pour résoudre x2 − dy2 = 1 dans Q, il suffit de prendre la
relation (r2 + d)2 − d(2r)2 = (r2 − d)2 qui est vraie pour tout r et tout d dans N et de la
diviser par (r2 − d)2 pour avoir(

(r2 + d)

(r2 − d)

)2

− d
(

2r

r2 − d

)2

= 1,

en prenant x = (r2+d)
(r2−d)

et y = 2r
r2−d , on obtient une infinite de solutions dans Q. On montre

géométriquement que ce sont les seules solutions.
Trouver les solutions de x2− dy2 = 1 dans Z, revient à trouver les éléments α dans Z

[√
d
]

={
a+ b

√
d avec a, b ∈ Z

}
tels que N(α) = 1, où N désigne l’application norme définie par

N : Z
[√

d
]
−→ Z

α = x+ y
√
d 7−→ N (α) = x2 − dy2.

Les éléments α de l’anneau Z
[√

d
]
avecN(α) = ±1 sont les unités (les inversibles) de l’anneau

Z
[√

d
]
.

Les preuves des théorèmes et propositions suivants reprennent et détaillent celles données dans
[40].

Proposition 2.5. Si x1 + y1

√
d et x2 + y2

√
d sont deux solutions positives de l’équation

x2 − dy2 = 1, (2.5)

alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. x1 < x2.

2. y1 < y2.

3. x1 + y1

√
d < x2 + y2

√
d.

Démonstration. 1⇐⇒ 2. On a

x1 < x2 ⇐⇒ x2
1 < x2

2 ⇐⇒ x2
1 − 1 < x2

2 − 1

⇐⇒ y2
1 < y2

2 ⇐⇒ y1 < y2.

1⇐⇒ 3. Supposons que x1 + y1

√
d < x2 + y2

√
d. Comme x1 + y1

√
d et x2 + y2

√
d sont solutions de

l’équation (2.5), on a x2
1 − dy2

1 = 1 et x2
2 − dy2

2 = 1. On en déduit que

x2
1 − dy2

1 = x2
2 − dy2

2.

Donc
(x2 − x1)(x1 + x2) = d(y1 + y2)(y2 − y1).

D’une part, cette dernière égalité implique que (x2 − x1) et (y2 − y1) sont de même signe (car
(x1 +x2) et d(y1 +y2) sont positifs vu que x1, x2, y1, y2 sont tous positifs). D’autre part, l’hypothèse
x1 + y1

√
d < x2 + y2

√
d donne (x2 − x1) + (y2 − y1)

√
d > 0. Donc nécessairement (x2 − x1) > 0 et

(y2 − y1) > 0. D’où x1 < x2 et y1 < y2. Réciproquement, il est clair que

x1 < x2 ⇒ y1 < y2 ⇒ x1 + y1

√
d < x2 + y2

√
d.
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Théorème 2.6. Soient d un entier positif qui n’est pas un carré parfait et S l’ensemble des solutions
positives de l’équation x2 − dy2 = 1 ; si S 6= ∅, alors

1. S est infini, ordonné et dénombrable.
2. S possède un plus petit élément α = x1 + y1

√
d avec α > 1.

Démonstration. 1. Si x+ y
√
d est une solution non triviale de l’équation x2 − dy2 = 1, alors on

a (x2 − dy2)2 = 1, c’est à dire

x4 + d2y4 − 2dx2y2 = 1.

On en déduit que
(x2 + dy2)2 − d(2xy)2 = 1.

ainsi (x2 + dy2 + 2xy
√
d) est aussi une solution de x2 − dy2 = 1, strictement supérieure

à x+ y
√
d. On construit ainsi une suite de solutions strictement croissante. Par conséquent

l’équation x2−dy2 = 1 possède une infinité de solutions. S ⊂ N×N, N×N étant dénombrable,
donc S l’est aussi.

2. D’aprés la proposition 2.5, on peut ordonner les éléments de S suivant l’ordre croissant des x,
ou selon l’ordre croissant des y, ou encore selon l’ordre croissant des x+ y

√
d, puisque c’est le

même ordre. S possède donc un plus petit élément α = x1 + y1

√
d pour lequel les entiers x1

et y1 ont leurs plus petites valeurs positives. Comme
√
d > 1 et x1 > 0, y1 > 0 alors α > 1.

Définition 2.7. La solution x + y
√
d de x2 − dy2 = ±1, pour laquelle les entiers x et y ont leurs

plus petites valeurs positives, est appelée la solution fondamentale.

Théorème 2.8. Soit l’équation de Pell x2− dy2 = 1. L’ensemble des solutions avec x > 0 et y > 0
est

T = {xn + yn
√
d, n ∈ N∗} =

{(
x1 + y1

√
d
)n
, n ∈ N∗

}
où α = (x1 + y1

√
d) est la solution fondamentale de l’équation. De plus, les suites xn et yn vérifient

les relations de récurrence suivantes

1. xn+1 = x1xn + dy1yn et yn+1 = y1xn + x1yn.
2. xn+1 = 2x1xn − xn−1 et yn+1 = 2x1yn − yn−1.
3. xn = αn+ᾱn

2 et yn = αn−ᾱn

2
√
d

.

Démonstration. Par définition de T

xn + yn
√
d =

(
x1 + y1

√
d
)n
. (2.6)

Comme le conjugué d’un produit est le produit des conjugués, on a

xn − yn
√
d =

(
x1 − y1

√
d
)n
. (2.7)

En multipliant membre à membre (2.6) et (2.7), on obtient

x2
n − dy2

n = (x2
1 − dy2

1)n = 1.

Ainsi tout élément de T est solution de l’équation x2− dy2 = 1, et par suite on a l’inclusion T ⊂ S.
Supposons que T soit strictement inclus dans S, alors il existe un élément (u + v

√
d) ∈ S et

(u+ v
√
d) /∈ T . Comme les éléments de T constituent une suite strictement croissante, il existe n0

∈ N∗ tel que (
x1 + y1

√
d
)n0

< (u+ v
√
d) <

(
x1 + y1

√
d
)n0+1

.
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En multipliant par
(
x1 − y1

√
d
)n0

on obtient

1 < (u+ v
√
d)
(
x1 − y1

√
d
)n0

<
(
x1 + y1

√
d
)

1 < (xn0 − yn0

√
d)(u+ v

√
d) <

(
x1 + y1

√
d
)
.

En posant

(xn0 − yn0

√
d)(u+ v

√
d) = (uxn0 − yn0vd) + (xn0v − yn0u)

√
d = x∗ + y∗

√
d, (2.8)

on obtient
(xn0 + yn0

√
d)(u− v

√
d) = x∗ − y∗

√
d (2.9)

et
1 < x∗ + y∗

√
d <

(
x1 + y1

√
d
)
. (2.10)

En faisant le produit des relations (2.8) et (2.9) on obtient

1 = (u2 − dv2)(x2
n0
− dy2

n0
) = (x∗)2 − d(y∗)2. (2.11)

De (2.10) on a

0 < x∗ − y∗
√
d =

1

x∗ + y∗
√
d
< 1. (2.12)

En vertu des relations (2.10) et (2.12), x∗ > 0 et y∗ > 0.
De ce qui précède x∗ + y∗

√
d est solution de l’équation x2 − dy2 = 1 avec x∗ > 0, y∗ > 0 et

x∗+y∗
√
d < x1 +y1

√
d, cette dernière inégalité stricte est en contradiction avec le fait que x1 +y1

√
d

est la solution fondamentale de l’équation x2 − dy2 = 1, par suite S ⊂ T. D’où l’égalité S = T .

1.

xn+1 + yn+1

√
d =

(
x1 + y1

√
d
)n+1

=
(
x1 + y1

√
d
)(

x1 + y1

√
d
)n

=
(
x1 + y1

√
d
)

(xn + yn
√
d)

= (x1xn + dy1yn) + (y1xn + x1yn)
√
d.

D’où {
xn+1 = x1xn + dy1yn
yn+1 = y1xn + x1yn

2. D’une part, on a {
xn+1 = x1xn + dy1yn = 2x1xn − (x1xn − dy1yn)
yn+1 = y1xn + x1yn = 2y1yn − (y1xn − x1yn)
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D’autre part

xn−1 + yn−1

√
d =

(
x1 + y1

√
d
)n−1

=
(
x1 + y1

√
d
)n (

x1 + y1

√
d
)−1

= (xn + yn
√
d)(x1 − y1

√
d)

= (x1xn − dy1yn) + (−y1xn + x1yn)
√
d.

Il en résulte {
xn+1 = 2x1xn − xn−1

yn+1 = 2y1xn − yn−1

3. Si on pose (
xn+1

yn+1

)
=

(
x1 dy1

y1 x1

)(
xn
yn

)
.

Alors (
xn
yn

)
=

(
x1 dy1

y1 x1

)n−1(
x1

y1

)
. (2.13)

La matrice
(
x1 dy1

y1 x1

)
admet les deux valeurs propres α1 = x1 + y1

√
d = α et α2 = x1 −

y1

√
d = α et les deux vecteurs propres correspondants sont Vα =

(
1
1√
d

)
et Vα =

(
−
√
d

1

)
. Si

on note par P la matrice de passage, alors P =

(
1 −

√
d

1√
d

1

)
, d’où

(
x1 dy1

y1 x1

)n−1

= P

(
αn−1 0

0 αn−1

)
P−1 =

αn−1+αn−1

2

√
d(αn−1−αn−1)

2

αn−1−αn−1

2
√
d

αn−1+αn−1

2

2
√
d

 .

La relation (2.13) donne {
xn = αn+ᾱn

2 ,

yn = αn−ᾱn
2
√
d
.

2.3.3 L’équation de Pell négative x2 − dy2 = −1
Trouver les solutions de l’équation x2 − dy2 = −1 dans Z, revient à trouver les éléments α dans

Z
[√

d
]
tels que N(α) = −1, où N désigne l’application norme. L’équation x2 − dy2 = −1 peut ne

pas avoir de solutions mais si elle en a une, elle en a une infinité.
Le théorème suivant donne deux conditions nécessaires pour que l’équation de Pell négative

admette des solutions.

Proposition 2.9 ([40]). Supposons que l’équation x2 − dy2 = −1 possède des solutions, alors

1. Si d est pair, alors d est de la forme 4k + 2, où k ∈ N.
2. Tout diviseur premier impair de d est de la forme 4k + 1, où k ∈ N.

Le théorème suivant donne explicitement l’ensemble des solutions en entiers positifs de l’équation
x2 − dy2 = ±1.
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Théorème 2.10 ([40]). Si l’équation x2 − dy2 = −1 possède des solutions et x1 + y1

√
d est sa

solution fondamentale, alors

1. (x1 + y1

√
d)2 est la solution fondamentale de l’équation x2 − dy2 = 1.

2. L’ensemble des solutions en entiers positifs de l’équation x2 − dy2 = 1 est

S2 =
{

(x1 + y1

√
d)2k, k ∈ N

}
.

3. L’ensemble des solutions en entiers positifs de l’équation x2 − dy2 = −1 est

S1 =
{

(x1 + y1

√
d)2k+1, k ∈ N

}
.

Exemple 2.11. L’équation x2 − 34y2 = −1 ne possède aucune solution malgré que les deux condi-
tions nécessaires sont satisfaites. En effet. Si l’équation x2 − 34y2 = −1 possédait des solutions
et x1 + y1

√
d est sa solution fondamentale, alors (x1 + y1

√
d)2 serait la solution fondamentale de

l’équation x2− 34y2 = +1. Or cette dernière a pour solution fondamentale 35 + 6
√

34, ce qui donne
le système d’équations suivant {

x2
1 + dy2

1 = 35,
2x1y1 = 6,

mais ce dernier système d’équations ne possède pas de solutions dans N. Donc l’équation x2−34y2 =
−1 n’admet pas de solutions.

L’équation x2 − 5y2 = −1 admet 2 +
√

5 comme solution fondamentale, les solutions entières
positives sont

{
(2 +

√
5)2k+1, k ∈ N

}
.

L’équation x2−5y2 = +1 admet comme solution fondamentale (2+
√

5)2 = 9+4
√

5, les solutions
entières positives sont

{
(2 +

√
5)2k, k ∈ N

}
.

Théorème 2.12. Soit p un nombre premier impair, l’équation x2 − py2 = −1 admet des solutions
si et seulement si p est de la forme 4k + 1.

Démonstration. Notons d’abord que : Si p = 2, l’équation x2 − 2y2 = −1 admet des solutions et
1 +
√

2 est sa solution fondamentale.
Si p > 2 et l’équation x2 − py2 = −1 admet une solution x0 + y0

√
d, alors x2

0 + 1 = py2
0 donc p

divise x2
0 + 1, autrement dit, x2

0 ≡ −1 (mod p) c’est a dire
(
−1
p

)
= 1. Donc p = 4k + 1 pour un

certain k ∈ N∗.
Réciproquement, supposons que p = 4k + 1, k ∈ N∗. Si x0 + y0

√
d est la solution fondamentale de

l’équation x2− py2 = +1, nécessairement x0 est impair (sinon x0 est pair entraine y2
0 ≡ 3 (mod 4),

ce qui est impossible). L’égalité

x2
0 − 1 = (x0 − 1)(x0 + 1) = py2

0

montre que pgcd(x0 − 1, x0 + 1) = 2. On a donc deux possibilités :
Cas 1 : x0−1 = 2pt2 et x0 +1 = 2s2, avec y0 = 2st et s et t sont dans N∗. Ceci implique s2−dt2 = 1
avec t < y0, ce qui est imposible car x0 + y0

√
d est la solution fondamentale de x2 − py2 = +1.

Cas 2 : x0 − 1 = 2s2 et x0 + 1 = 2pt2 avec s2 − pt2 = −1 autrement dit s+ t
√
d est une solution de

l’équation x2 − py2 = −1. y0 = 2st et x0 = s2 + pt2 donc x0 + y0

√
d = (s+ t

√
d)2. Ainsi la solution

s+ t
√
d est la solution fondamentale de l’équation x2 − py2 = −1 en vertu du théorème 2.10.

En 2010, R. A. Mollin et A. Srinivasan ont donné un critère simple pour vérifier si l’équation
x2 − dy2 = −1 admet des solutions ou non, connaissant la solution fondamentale de l’équation
x2 − dy2 = 1, mais le problème revient à la recherche de la solution fondamentale de l’équation
x2 − dy2 = 1.
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Théorème 2.13 ([38]). L’équation
x2 − dy2 = −1 (2.14)

où d ≡ 1 (mod 4) ou d ≡ 2 (mod 4), possède des solutions si et seulement si x0 ≡ −1 (mod 2d) où
(x0 + y0

√
d ) est la solution fondamentale de l’équation x2 − dy2 = +1.

Remarque 2.14. Les cas d ≡ 0 (mod 4) et d ≡ 3 (mod 4) ont été exclus du théorème précédent car
si d ≡ 0 (mod 4), l’équation x2−dy2 = 1 ne possède pas de solutions en vertu de la proposition 2.9.
Si d ≡ 3 (mod 4), l’équation x2 − dy2 = 1 ne possède pas non plus de solutions en vertu de la
proposition 2.9.

Démonstration. Supposons que l’équation x2− dy2 = −1 admet des solutions,et notons sa solution
fondamentale par x1 + y1

√
d , alors (x1 + y1

√
d)2 = x0 + y0

√
d est la solution fondamentale de

x2 − dy2 = +1. D’où x0 = x2
1 + y2

1d et y0 = 2x1y1. Par suite on a

x0 = −1 + 2y2
1d ≡ −1 (mod 2d).

Réciproquement : supposons que la solution fondamentale x0 + y0

√
d de l’équation x2 − dy2 = +1

vérifie x0 ≡ −1 (mod 2d). Donc x0 = 2dk−1, k ∈ N∗. En l’injectant dans l’équation x2−dy2 = +1,
on obtient (2dk − 1)2 − dy2

0 = 1. Autrement dit 4k(dk − 1) = y2
0. Alors nécessairement y0 est pair.

Posons y0 = 2y∗. On obtient k(dk − 1) = y2
∗. Comme k et (kd− 1) sont premiers entre eux et leur

produit est un carré, nécessairement eux-mêmes sont aussi des carrés. Donc k = m2 pour un certain
m ∈ N∗ et (kd − 1) = n2 pour un certain n ∈ N∗. Par suite, m2d − 1 = n2. D’où n2 − dm2 = −1,
autrement dit n+m

√
d est solution de l’équation x2 − dy2 = −1.

2.3.4 Période de
√
d et solution fondamentale de l’équation de Pell

x2 − dy2 = ±1
Soit α = x1 + y1

√
d la solution fondamentale de l’équation de Pell x2−dy2 = +1 et xn+ yn

√
d =

αn, alors

xn − yn
√
d =

1

xn + yn
√
d

Par suite
xn
yn
−
√
d =

1

yn(xn + yn
√
d)
<

1

2y2
n

.

Comme α > 1, la suite (αn)n>0 est strictement croissante, alors la suite yn tend vers l’infini. Par
suite, xn

yn
est une bonne approximation rationnelle de

√
d avec une erreur inférieure à 1

2y2n
. Par

conséquent c’est une réduite de
√
d. Le développement en fraction continue de

√
d permet de dire si

l’équation x2 − dy2 = −1 possède des solutions ou non ; ce développement nous fournit la solution
fondamentale en termes de réduites et il permet aussi d’approcher

√
d comme le montre le théorème

suivant :

Théorème 2.15 ([56]). Soit ` la période du développement en fraction continue de
√
d =

[
a0; a1, a2, . . . , a`−1, 2a0

]
— Si ` est pair, la solution fondamentale de l’équation x2 − dy2 = 1 est p`−1 + q`−1

√
d où

p`−1

q`−1
= [a0, a1, a2, . . . , a`−1]. Mais l’équation x2 − dy2 = −1 ne possède pas de solution.

— Si ` est impair, la solution fondamentale de l’équation x2 − dy2 = −1 est p`−1 + q`−1

√
d

où
p`
q`

= [a0, a1, a2, . . . , a`−1] et la solution fondamentale de l’équation x2 − dy2 = 1 est
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(p`−1 + q`−1

√
d)2.

Exemple 2.16. 1. x2 − 2y2 = ±1.√
2 = 1+ 1√

2+1
. Par suite

√
2 =

[
1, 2
]
, la période ` = 1, étant impaire, l’équation x2−2y2 = −1

admet des solutions, p0
q0

= [a0] = 1
1 ; sa solution fondamentale est 1 + 1

√
2. La solution

fondamentale de l’équation x2 − 2y2 = +1 est (1 + 1
√

2)2 = 3 + 2
√

2.

2. x2 − 3y2 = ±1.

√
3 =

[
1, 1, 2

]
, la période étant ` = 2 pair, p1

q1
= [a0, a1] = 2

1 , la solution fondamentale de
l’équation x2 − 3y2 = 1 est 2 + 1

√
3, mais l’équation x2 − 3y2 = −1 n’admet pas de solutions.

Les algorithmes les plus pratiques, et les plus efficaces, utilisés pour le calcul de la solution
fondamentale sont :

— L’Algorithme LMM (Lagrange-Mathew -Molin) : cet algorithme était déjà connu par Lagrange
(voir [38] et [37]) .

— L’Algorithme de Lenstra (voir [26] et [27]).
— L’Algorithme de Lagarias : cet algorithme suppose la confirmation de l’hypothèse de Riemann

[25].

2.3.5 L’équation de Pell x2 − dy2 = C

Notons d’abord que :
— L’équation ax2 + bxy + cy2 = C, où a, b, c et C sont dans Z, peut être ramenée à l’équation

X2 − DY 2 = C
′ via les changements de variables X = 2ax + by, Y = y, D = b2 − 4ac et

C ′ = 4aC.
— Trouver les solutions de l’équation x2 − dy2 = C, dans Z, revient à trouver les éléments α

dans Z
[√

d
]
tels que N(α) = C, où N désigne l’application norme.

— Cette équation peut aussi ne pas avoir de solutions mais si elle en a une, elle en a une infinité.
Ainsi l’équation x2−5y2 = 2, n’admet pas de solution car l’équation x2 ≡ 2 (mod 5) n’admet
pas de solution.

La proposition suivante va nous permettre de relier les solutions de l’équation x2 − dy2 = C,
C 6= 1 et celles de l’équation x2 − dy2 = 1.

Proposition 2.17. Si (u+ v
√
d) est solution de l’équation x2 − dy2 = C et (x+ y

√
d) est solution

de l’équation x2 − dy2 = 1, alors (x+ y
√
d)(u+ v

√
d) = (xu+ yvd) + (xv + yu)

√
d est solution de

l’équation x2 − dy2 = C.

Démonstration. le résultat découle directement de la relation (ux + vyd)2 − d(yu + vx)2 = (u2 −
dv2)(x2 − dy2), ou encore grâce à la propriété de la norme suivante N((x + y

√
d)(u + v

√
d)) =

N(x+ y
√
d)N(u+ v

√
d).

En 1909, le mathématicien Norvégien Axel Thue [51] a démontré un théorème important dont
une des conséquences directes est que si f(z) = anz

n + . . . + a1z + a0 ∈ Z [X], deg f > 3 et f
irréductible, alors l’équation diophantienne

ynf

(
x

y

)
= anx

n + an−1x
n−1y + · · ·+ a0y

n = C,

où C ∈ Z∗, soit ne possède pas de solutions du tout, ou bien elle en a un nombre fini. Comme pour
l’équation de Pell on a n = 2, on ne peut donc pas appliquer le résultat de Thue.

Sur l’ensemble des solutions de l’équation x2 − dy2 = C, on définit une relation d’équivalence
comme suit :
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(u1 + v1

√
d) ∼ (u2 + v2

√
d)

s’il existe (x+y
√
d) solution de l’équation x2−dy2 = 1 telle que (u2+v2

√
d) = (u1+v1

√
d)(x+y

√
d).

Deux solutions (u1 + v1

√
d) et (u2 + v2

√
d) de l’équation x2 − dy2 = C sont dites associées si elles

sont dans la même classe d’équivalence de solutions.

Proposition 2.18. Deux solutions (u1 + v1

√
d) et (u2 + v2

√
d) de l’équation x2 − dy2 = C sont

associées si et seulement si u1u2 − v1v2d et u2v1 − u1v2 sont des multiples de C.

Démonstration. Supposons (u1 + v1

√
d) et (u2 + v2

√
d) deux solutions associées de l’équation x2 −

dy2 = C, donc il existe u+v
√
d solution de x2−dy2 = 1 tels que (u2+v2

√
d) = (u1+v1

√
d)(u+v

√
d).

Ceci donne {
u2 = uu1 + dvv1

v2 = uv1 + vu1

Ce qui donne {
u2u1 = uu2

1 + dvv1u1

dv2v1 = duv2
1 + dvu1v1

(2.15)

En soustrayant la première équation de la seconde dans le système (2.15), on obtient u2u1−dv2v1 =
uC. De la même manière, nous obtenons v1u2−u1v2 = −vC. D’où u2u1−dv2v1 et v1u2−u1v2 sont
multiples de C.
Réciproquement, supposons

(
u1 + v1

√
d
)
et
(
u2 + v2

√
d
)
sont solutions de l’équation x2−dy2 = C,

tels que u2u1 − dv2v1 = uC et v1u2 − u1v2 = vC pour certains u et v dans Z, alors

u =
u2u1 − dv2v1

C
, v =

v1u2 − u1v2

C

et
(
u+ v

√
d
)
est une solution de x2 − dy2 = 1 de plus(

u1 + v1

√
d
)

=
(
u+ v

√
d
)(

u2 + v2

√
d
)
,

d’où les solutions
(
u1 + v1

√
d
)
et
(
u2 + v2

√
d
)
sont associées.

Définition 2.19. Si K est une classe de solutions de l’équation x2 − dy2 = C, l’ensemble K =
{(u − v

√
d)/(u + v

√
d) ∈ K} est aussi une classe de solutions de la même équation et dite classe

conjuguée de la classe K de solutions et notée K.

Si K = K, on dit que la classe est ambigue. Dans une classe K de solutions non ambigue, il existe
une seule solution u∗ + v∗

√
d avec v∗ positif minimal ( (−u∗ + v∗

√
d) = −(u∗ − v∗

√
d) étant dans

K ), cette solution est dite solution fondamentale de la classe K de solutions. De même dans une
classe ambigue K, il existe une seule solution u∗ + v∗

√
d avec v∗ positif minimal et u∗ > 0, cette

solution est dite solution fondamentale de la classe K.

Remarque 2.20. Si K est une classe de solutions non ambigue et u∗ + v∗
√
d est sa solution

fondamentale, alors −u∗+v∗
√
d est la solution fondamentale de la classe conjuguée de solutions K.

Exemple 2.21. x2 − 7y2 = 9
On a au moins trois classes de slutions : la classe de (3 + 0

√
7), la classe de (4 + 1

√
7) et la classe

de (−4 + 1
√

7).

Si u + v
√
d est une solution positive de l’équation x2 − dy2 = −C, alors u + v

√
d est dans une

certaine classe de solutions K, et il existe m ∈ N tel que
(
u+ v

√
d
)

=
(
u∗ + v∗

√
d
)(

x1 + y1

√
d
)m
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où
(
x1 + y1

√
d
)

est la solution fondamentale de x2 − dy2 = 1 et
(
u∗ + v∗

√
d
)

est la solution

fondamentale de la classe K. Si u+ v
√
d est une solution positive de l’équation x2− dy2 = C, alors

u+ v
√
d est dans une certaine classe de solutions K, et il existe m ∈ N tels que(

u+ v
√
d
)

=
(
u∗ + v∗

√
d
)(

x1 + y1

√
d
)m

où
(
x1 + y1

√
d
)

est la solution fondamentale de l’équation x2 − dy2 = 1 et
(
u∗ + v∗

√
d
)

est la
solution fondamentale de la classe K.

Les deux lemmes suivants, dûs à Nagell [40], sont fondamentaux dans l’étude des équations de
Pell ; ils nous seront utiles pour les preuves des théorèmes 2.41 et 2.42.

Lemme 2.22. Si u + v
√
d est la solution fondamentale d’une classe K de solutions de l’équation

x2 − dy2 = C et x1 + y1

√
d est la solution fondamentale de l’équation x2 − dy2 = 1, alors

0 <| u |6
√

(x1 + 1)C

2
et 0 6 v 6 y1

√
C

2(x1 + 1)
.

Démonstration. La remarque 2.20 montre que si les inégalités sont vraies pour une classe K, elles
le sont pour la classe conjuguée K, on peut donc supposer u > 0.
Comme x1+y1

√
d (respectivement (u+v

√
d) ) est solution de l’équation x2−dy2 = 1 (respectivement

est solution de u2 − dv2 = C ), on a

x2
1 − dy2

1 = 1 et u2 − dv2 = C.

Par suite
d2v2y2

1 = (x2
1 − 1)(u2 − C)

d’où

dv1y1 =
√

(x2
1 − 1)(u2 − C)

ux1 − dvy1 = ux1 −
√

(x2
1 − 1)(u2 − C)

Comme (u+v
√
d)(x1−y1

√
d) = (ux1−dvy1)+(x1v−y1u )

√
d est une solution associée à la solution

(u + v
√
d), elle est dans la même classe que (u + v

√
d); or (u + v

√
d) est la solution fondamentale

d’où u 6 ux1 − dvy1. Par suite dvy1 6 u(x1 − 1). D’où

d2v2y2
1 = (x2

1 − 1)(u2 − C) 6 u2(x1 − 1)2,

et (
1− C

u2

)
(x1 + 1) 6 (x1 − 1).

Par suite
u2 6 C

(x1 + 1)

2
. (2.16)

Par conséquent

0 <| u |6
√

(x1 + 1)C

2
.

Pour obtenir la deuxième inégalité, il suffit de voir que de (2.16) on a

0 < dv2 + C 6 C
(x1 + 1)

2
.



39

Donc
0 < dv2 6

(x1 − 1)

2
C.

Ainsi on a

0 < v2 6
y2

1C

2(x1 + 1)
.

D’où

0 6 v 6
y1√

2(x1 + 1)

√
C.

Exemple 2.23. x2 − 7y2 = 9
La solution fondamentale de l’équation x2 − 7y2 = +1 étant 8 + 3

√
7. On cherche les solutions

u+ v
√
d avec 0 <| u |6

√
(8+1)9

2 ,(d’après le lemme précédent), d’où l’équation x2 − 7y2 = 9 possède
exactement trois classes de solutions : la classe de (3 + 0

√
7), la classe de (4 + 1

√
7) et la classe de

(−4 + 1
√

7).

Lemme 2.24. Si u + v
√
d est la solution fondamentale d’une classe de solutions K de l’équation

x2 − dy2 = −C et x1 + y1

√
d est la solution fondamentale de l’équation x2 − dy2 = 1, alors

0 < v 6
y1√

2(x1 − 1)

√
C et 0 6| u |6

√
(x1 − 1)C

2
.

Démonstration. La remarque 2.20 montre encore que si les inégalités précédentes sont vraies pour
une classe K, alors elles le sont aussi pour la classe conjuguée K, on peut donc supposer u > 0.

(u+ v
√
d)(x1 − y1

√
d) = (ux1 − dvy1) + (x1v − y1u)

√
d

est une solution de l’équation u2− dv2 = −C, associée à la solution (u+ v
√
d), elle est donc dans la

même classe K que (u+ v
√
d) ; or (u+ v

√
d) est la solution fondamentale, on aura nécessairement

v 6 (x1v − y1u).

D’où
y1u 6 v(x1 − 1).

Par suite
dy2

1u
2 6 dv2(x1 − 1)2.

En remplaçant u2 par −C + dv2 on obtient

dy2
1(dv2 − C) 6 dv2(x1 − 1)2.

Autrement dit
(dv2 − C)

x1 + 1

x1 − 1
6 dv2.

Il en résulte que

x1 + 1

x1 − 1
6 1 +

C

(dv2 − C)
.
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En remplaçant dans cette dernière inégalité (dv2 − C) par u2, on obtient

u2 6
C(x1 − 1)

2
. (2.17)

D’où

0 6| u |6
√

(x1 − 1)C

2
.

De la relation u2 − dv2 = −C on tire
u2 = dv2 − C.

On l’injecte dans l’inégalité (2.17) on obtient :

dv2 6 C
(x1 + 1)

2
.

Ainsi on a

v2 6 C
y2

1

2(x1 − 1)
.

D’où l’inégalité
0 < v 6

y1√
2(x1 − 1)

√
C.

Des deux lemmes precédents, on peut conclure que :
— Les solutions fondamentales sont à rechercher entre les bornes fournies par ces deux lemmes ;

donc si l’équation ne possède pas de solutions entre ces bornes, c’est qu’elle ne possède pas
de solutions du tout.

— Les bornes étant finies et les solutions cherchées étant des entiers, alors le nombre de classes
de solutions est fini.

Exemple 2.25. x2−5y2 = ±4. La solution fondamentale de l’équation x2−5y2 = +1 étant 9+4
√

5,
alors l’équation x2 − 5y2 = 4 possède trois classes de solutions K1, K2 et K3 avec 2 + 0

√
5 solution

fondamentale de K1, 3 +
√

5 solution fondamentale de K2, −3 +
√

5 solution fondamentale de K3.
L’équation x2 − 5y2 = −4 possède trois classes de solutions K ′1, K

′
2 et K ′3 avec 1 +

√
5 solution

fondamentale de K ′1, −1 +
√

5 solution fondamentale de K ′2 et 4 + 2
√

5 solution fondamentale de
K
′
3 (K ′3 est une classe ambigue).

2.4 Sur l’équation diophantienne x2 − kxy + y2 ± 2n = 0

2.4.1 Introduction
Dans cette section, nous allons nous intéresser à la résolution de certaines équations diophan-

tiennes de la forme
ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0, (2.18)

où a, b, c, d, e et f sont des entiers fixés.
Généralement, on veut seulement savoir si cette équation possède des solutions entières positives

(x, y) ∈ N2 ou simplement des solutions entières (x, y) ∈ Z2 ou encore dans certains cas des solutions
rationnelles (x, y) ∈ Q2. Dans le cas où celà s’avère possible, on souhaite déterminer explicitement
l’ensemble des solutions de cette équation.

Nous désignerons par
S
{
ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0

}
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l’ensemble des solutions entières positives (x, y) ∈ N2 vérifiant (2.18) et par #E le cardinal d’un
ensemble E. Nous désignerons aussi par S1

{
ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0

}
l’ensemble des

solutions entières impaires positives (x, y) ∈ N2 vérifiant (2.18). Autrement dit, en posant P (x, y) =
ax2 + bxy+ cy2 +dx+ey+f , S {P (x, y) = 0} et S1 {P (x, y) = 0} désignent les ensembles suivants :

S {P (x, y) = 0} =
{

(x, y) ∈ N2 / P (x, y) = 0
}
,

S1 {P (x, y) = 0} =
{

(x, y) ∈ N2 / P (x, y) = 0 et x ≡ 1 (mod 2) et y ≡ 1 (mod 2)
}
.

L’équation diophantienne
x2 − kxy + y2 + `x = 0 (2.19)

où k et ` sont des entiers a fait l’objet de plusieurs études ces dernières années. Ainsi, en 2004,
Marlewski et Zarzycki [31] ont étudié l’équation (2.19) pour ` = 1 et ont prouvé que l’équation
(2.19) n’a pas de solution positive pour ` = 1 et k > 3, mais possède une infinité de solutions pour
k = 3 et ` = 1.

En 2013, Y. Hu et M. Le [18] ont donné une condition nécessaire et suffisante sur k pour que
l’équation admette une infinité de solutions en la ramenant à une équation de Pell.

Dans [21], Keskin, Siar et Karaatli ont considéré l’équation (2.19) pour ` = −1 et ont prouvé
qu’elle possède des solutions entières positives pour k > 1. Yuan et Hu [57] ont considéré l’équation
(2.19) pour ` = 1, 2 ou 4 et ont déterminé les valeurs de l’entier k, pour lesquelles l’équation (2.19)
possède une infinité de solutions entières positives. Poursuivant les travaux de Yuan et Hu [57],
Keskin, Siar et Karaatli dans [22] et [23] ont considéré l’équation (2.19) pour ` = ±2r où r est un
entier positif. Ils ont montré comment, pour que l’équation (2.19) avec ` = −2r possède une infinité
de solutions entières positives, il suffit de déterminer les cas où l’équation diophantienne

x2 − kxy + y2 − 2n = 0. (2.20)

possède une infinité de solutions entières positives x et y. D’une manière similaire, en posant ` = 2r

dans l’équation (2.19), nous avons seulement besoin de considérer l’équation diophantienne

x2 − kxy + y2 + 2n = 0. (2.21)

En 2013, Keskin, Siar et Karaatli ont résolu l’équation (2.20) et l’équation (2.21) pour 0 6 n 6 10
et à la lumière des résultats obtenus [23] ils ont proposé la conjecture suivante.

Conjecture 2.26. Soit l’équation diophantienne

x2 − kxy + y2 = 2n. (2.22)

1. Pour n impair et n > 3, on a :
— Si k > 2n − 2, l’équation (2.22) n’admet pas de solution positive,
— Si k 6 2n − 2 et l’équation (2.22) admet une solution, alors k est pair.

2. Pour n pair et n > 2, on a :
— Si k > 2n − 2, l’équation (2.22) n’admet pas de solution entière impaire,
— Si k 6 2n − 2 et l’équation (2.22) admet une solution positive impaire, alors k est pair.

2.4.2 Travaux de Keskin, Siar et Karaatli
Pour établir les nombreux théorèmes contenus dans leurs articles, Keskin, Karaatli et Siar ont

exploité non seulement les théorèmes classiques concernant les équations diophantiennes de Pell
(que nous avons étudiées dans la première section de ce chapitre), mais aussi de nombreux autres
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résultats préalablement établis dans d’autres articles. Dans ce paragraphe, nous n’examinerons que
quelques uns d’entre eux.

Le théorème suivant se trouve dans [20], [21], [29], [34] et dans [23, Theorème 3.1].

Théorème 2.27 ([23]). Soit k > 3. Alors toutes les solutions entières positives de l’équation x2 −
kxy + y2 − 1 = 0 sont données par (x, y) = (un, un−1) avec n > 1, où un = Fn(k,−1).

Dans [23] , Keskin, Karaatli et Siar déduisent du théorème précédent le corollaire suivant (Co-
rollaire 3.1 dans [23])

Corollaire 2.28 ([23]). Soit r > 1. Alors toutes les solutions entières positives de l’équation x2 −
kxy + y2 − 22r = 0 sont données par (x, y) = (2run, 2

run−1) avec n > 1, où un = Fn(k,−1).

Le théorème suivant est le théorème 3.2, p.792 dans [23].

Théorème 2.29 ([23]). Soit r > 2 un entier. Alors toutes les solutions entières positives de l’équa-
tion x2 −

(
22r − 2

)
xy + y2 − 22r = 0 sont données par (x, y) = (un+1, un−1) avec n > 1, où

un = Fn(2r,−1).

Ce théorème est suivi de quatre corollaires (corollaires 3.2, 3.3, 3.4 et 3.5) correspondant à une
application du théorème 3.2 pour r ∈ {1, 2, 3, 4}.

Le théorème suivant est le théorème 3.3, p793 de [23]

Théorème 2.30 ([23]). Soit r > 1 un entier impair. Alors toutes les solutions entières positives
de l’équation x2 − (2r − 2)xy + y2 − 2r = 0 sont données par (x, y) = (un+1 + un, un + un−1) avec
n > 1, où un = Fn(2r − 2,−1).

Ce théorème est suivi de quatre corollaires (corollaires 3.6, 3.7, 3.8 et 3.9) correspondant à une
application du théorème 3.3 pour r ∈ {3, 5, 7, 9}.

Keskin, Siar et Karaatli déterminent ensuite les solutions entières positives des équations

x2 − 1

3
(2r − 10)xy + y2 − 2r = 0,

x2 − 1

5
(2r − 26)xy + y2 − 2r = 0,

x2 − 1

7
(2r − 50)xy + y2 − 2r = 0,

x2 − 1

11
(2r − 122)xy + y2 − 2r = 0.

et obtiennent les théorèmes suivants (théorèmes 3.4, 3.5, 3.6 et 3.7 de [23]).

Théorème 2.31 ([23]). Soit r > 0 un entier pair. Alors toutes les solutions entières positives de
l’équation x2 − 1

3 (2r − 10)xy + y2 − 2r = 0 sont données par (x, y) = (un+2 + 3un+1, un+1 + 3un)
avec n > 0, où un = Fn

(
1
3 (2r − 10) ,−1

)
.

Ce théorème est suivi de 4 corollaires (corollaires 3.10, 3.11 et 3.12) correspondant à une appli-
cation du théorème 3.4 pour r ∈ {6, 8, 10}.

Théorème 2.32 ([23]). Soit r > 8 un entier tel que 4 | r. Alors toutes les solutions entières positives
de l’équation x2− 1

5 (2r − 26)xy+ y2−2r = 0 sont données par (x, y) = (un+2 + 5un+1, un+1 + 5un)
avec n > 0 et (x, y) = (5un+1 + un, 5un + un−1) avec n > 0, où un = Fn

(
1
5 (2r − 26) ,−1

)
.

Ce théorème est suivi d’un corollaire (corollaire 3.13) correspondant à une application du théorème
3.5 pour r = 8.
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Théorème 2.33 ([23]). Soit r > 9 un entier tel que 3 | r. Alors toutes les solutions entières positives
de l’équation x2− 1

7 (2r − 50)xy+ y2−2r = 0 sont données par (x, y) = (un+2 + 7un+1, un+1 + 7un)
avec n > 0 et (x, y) = (7un+1 + un, 7un + un−1) avec n > 0, où un = Fn

(
1
7 (2r − 50) ,−1

)
.

Ce théorème est suivi d’un corollaire (corollaire 3.14) correspondant à une application du théorème
3.6 pour r = 9.

Théorème 2.34 ([23]). Soit r > 10 un entier tel que 10 | r. Alors toutes les solutions entières
positives de l’équation x2 − 1

11 (2r − 122)xy + y2 − 2r = 0 sont données par (x, y) = (un+2 +
11un+1, un+1 + 11un) avec n > 0 et (x, y) = (11un+1 + un, 11un + un−1) avec n > 0, où un =
Fn
(

1
11 (2r − 122) ,−1

)
.

Ce théorème est suivi d’un corollaire (corollaire 3.14) correspondant à une application du théorème
3.7 pour r = 10.

Posons pour k ∈ N∗, (a, b) ∈ N2 et un = Fn(k;−1) :

A(a,b)(k) = {(aun+2 + bun+1, aun+1 + bun) / n > 0} ,
Ã(a,b)(k) = A(a,b)(k) ∪A(b,a)(k),

kp,r =
2r − p2 − 1

p
.

Soit Cp(r) la condition sur l’entier r définie pour p ∈ {3, 5, 7, 11} comme suit :

C3(r) ⇐⇒ 2 | r et r > 4,

C5(r) ⇐⇒ 4 | r et r > 4,

C7(r) ⇐⇒ 3 | r et r > 4,

C11(r) ⇐⇒ 10 | r et r > 4.

Il est facile de vérifier que pour p ∈ {3, 5, 7, 11} , on a kp,r ∈ N∗ et kp,r 6= 2 pourvu que la condition
Cp(r) soit vérifiée. Les théorèmes 3.1, 3.2, 3.3 se résument dans le théorème suivant :

Théorème 2.35. 1. L’ensemble des solutions entières positives de l’équation x2−kxy+y2−1 =
0 est A(1,0)(k).

2. L’ensemble des solutions entières positives de l’équation x2−kxy+y2−2r = 0 est 2rA(1,0)(k).

3. L’ensemble des solutions entières positives de l’équation x2 − (22r − 2)xy + y2 − 2r = 0 est
{(un+1, un−1) / n > 1} .

Le théorème suivant est une synthèse des théorèmes 3.4, 3.5, 3.6 et 3.7 :

Théorème 2.36. Pour p ∈ {3, 5, 7, 11} et pour tout entier r vérifiant la condition Cp(r) l’ensemble
des solutions entières positives de l’équation x2 − kp,rxy + y2 − 2r = 0 est Ã(1,p)(k).

En 2012, dans [22], Keskin, Karaatli et Siar ont étudié l’équation diophantienne

x2 − kxy + y2 + 2n = 0. (2.23)

pour 0 6 n 6 10 et pour k ∈ N∗. Pour chacune de ces valeurs de n, ils ont déterminé les valeurs
de k pour lesquelles l’équation correspondante admet une infinité de solutions et ils ont de plus
déterminé explicitement l’ensemble des solutions pour ces valeurs particulières de n et k.

Le théorème suivant synthétise les résultats du corollaire 1 et des théorèmes 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
11, 12 et 13 de [22] :
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Théorème 2.37. 1. #S
{
x2 − kxy + y2 + 1 = 0

}
=∞⇐⇒ k = 3.

2. #S
{
x2 − kxy + y2 + 2 = 0

}
=∞⇐⇒ k = 4.

3. #S
{
x2 − kxy + y2 + 4 = 0

}
=∞⇐⇒ k ∈ {3, 6}.

4. #S
{
x2 − kxy + y2 + 8 = 0

}
=∞⇐⇒ k ∈ {4, 6, 10}.

5. #S
{
x2 − kxy + y2 + 16 = 0

}
=∞⇐⇒ k ∈ {3, 6, 18}.

6. #S
{
x2 − kxy + y2 + 32 = 0

}
=∞⇐⇒ k ∈ {4, 6, 10, 14, 34}.

7. #S
{
x2 − kxy + y2 + 64 = 0

}
=∞⇐⇒ k ∈ {3, 6, 18, 66}.

8. #S
{
x2 − kxy + y2 + 128 = 0

}
=∞⇐⇒ k ∈ {4, 6, 10, 14, 34, 46, 130} .

9. #S
{
x2 − kxy + y2 + 256 = 0

}
=∞⇐⇒ k ∈ {3, 6, 18, 66, 258}.

10. #S
{
x2 − kxy + y2 + 512 = 0

}
=∞⇐⇒ k ∈ {4, 6, 10, 14, 34, 46, 66, 130, 174, 514}.

11. #S
{
x2 − kxy + y2 + 1024 = 0

}
=∞⇐⇒ k ∈ {3, 6, 18, 66, 210, 258, 1026} .

Le théorème suivant synthétise les résultats des corollaires 2, 3, 4, 5, 6, du théorème 19, des corol-
laires 7, 8, 9, 10, 11, 13, 14 et des théorèmes 20, 22, 23, 24, 25, 26 de [22] :

Théorème 2.38. 1. S
{
x2 − 3xy + y2 + 1 = 0

}
= {(F2n+1, F2n−1) / n > 0} .

2. S
{
x2 − 4xy + y2 + 2 = 0

}
= {(un+1 − un, un − un−1) / n > 0} où un = Fn(4,−1).

3. S
{
x2 − 3xy + y2 + 4 = 0

}
= {(2F2n+1, 2F2n−1) / n > 0}.

4. S
{
x2 − 6xy + y2 + 4 = 0

}
= {(P2n+1, P2n−1) / n > 0}.

5. S
{
x2 − 4xy + y2 + 8 = 0

}
= {(2un+1 − 2un, 2un − 2un−1) / n > 0} où un = Fn(4,−1).

6. S
{
x2 − 6xy + y2 + 8 = 0

}
= {(3vn+1 − vn, 3vn − vn−1) / n > 0} où vn = Fn(6,−1).

7. S
{
x2 − 10xy + y2 + 8 = 0

}
= {(wn+1 − wn, wn − wn−1) / n > 0} où wn = Fn(10,−1).

8. S
{
x2 − 3xy + y2 + 16 = 0

}
= {(4F2n+1, 4F2n−1) / n > 0}.

9. S
{
x2 − 6xy + y2 + 16 = 0

}
= {(2P2n+1, 2P2n−1) / n > 0}.

10. S
{
x2 − 18xy + y2 + 16 = 0

}
= {(u2n+1, u2n−1) / n > 0} où un = Fn(4,−1).

11. S
{
x2 − 4xy + y2 + 32 = 0

}
= {(4un+1 − 4un, 4un − 4un−1) / n > 0} où un = Fn(4,−1).

12. S
{
x2 − 6xy + y2 + 32 = 0

}
= {(6vn+1 − 2vn, 6vn − 2vn−1) / n > 0} où vn = Fn(6,−1).

13. S
{
x2 − 10xy + y2 + 32 = 0

}
= {(6wn+1 − 2wn, 6wn − 2wn−1) / n > 0} où wn = Fn(10,−1).

14. S
{
x2 − 34xy + y2 + 32 = 0

}
= {(pn+1 − pn, pn − pn−1) / n > 0} où pn = Fn(34,−1).

15. S
{
x2 − 14xy + y2 + 32 = 0

}
= {(3un+1 − un, 3un − un−1) / n > 0} où un = Fn(4,−1).

16. S
{
x2 − 46xy + y2 + 128 = 0

}
= {(3qn+1 − qn, 3qn − qn−1) / n ∈ Z} où qn = Fn(46,−1).

17. S
{
x2 − 174xy + y2 + 512 = 0

}
= {(3rn+1 − rn, 3rn − rn−1) / n ∈ Z} où rn = Fn(174,−1).

18. S
{
x2 − 66xy + y2 + 512 = 0

}
= {(9sn+1 − sn, 9sn − sn−1) / n ∈ Z} où sn = Fn(66,−1).

19. S
{
x2 − 210xy + y2 + 1024 = 0

}
= {(5tn+1 − tn, 5tn − tn−1) / n ∈ Z} où tn = Fn(210,−1).

20. S
{
x2 − 66xy + y2 + 1024 = 0

}
= A ∪B avec

A = {(41sn+1 − sn, 41sn − sn−1) / n ∈ Z} et B = {(4`2n+1, 4`2n−1) / n > 0} où
sn = Fn(66,−1) et `n = Fn(8, 1).

Le théorème 2.38 traite 20 des 48 cas de couples (n, k) ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} ×N∗ décrits
au théorème 2.37 pour lesquelles l’équation (2.23) admet une infinité de solutions. Les 28 cas restants
étant les équations diophantiennes suivantes

x2 − kxy + y2 + 64 = 0, k ∈ {3, 6, 18, 66} ,
x2 − kxy + y2 + 128 = 0, k ∈ {4, 6, 10, 14, 34, 130} ,
x2 − kxy + y2 + 256 = 0, k ∈ {3, 6, 18, 66, 258} ,
x2 − kxy + y2 + 512 = 0, k ∈ {4, 6, 10, 14, 34, 46, 130, 514} ,
x2 − kxy + y2 + 1024 = 0, k ∈ {3, 6, 18, 258, 1026} .
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Pour tous ces cas, Keskin, Karaatli et Siar affirment que l’ensemble des solutions entières positives
de chacune de ces équations peut s’obtenir facilement en utilisant les théorèmes et les corollaires de
leur article.

En 2013, dans [23], Keskin, Karaatli et Siar ont étudié l’équation diophantienne

x2 − kxy + y2 − 2n = 0. (2.24)

pour 0 6 n 6 10 et pour k ∈ N∗. Pour chacune de ces valeurs de n, ils ont déterminé les valeurs
de k pour lesquelles l’équation correspondante admet une infinité de solutions et ils ont de plus
déterminé explicitement l’ensemble des solutions pour ces valeurs particulières de n et k. Enfin,
leurs calculs les amènent à formuler une conjecture concernant l’équation diophantienne (2.24).

Le théorème suivant synthétise les résultats du corollaire 1 et des théorèmes 2.1, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6,
2.7, 2.8, 2.11, 2.12, 2.13 et 2.14 de [23] :

Théorème 2.39. 1. #S
{
x2 − kxy + y2 − 1 = 0

}
=∞⇐⇒ k > 1.

2. #S
{
x2 − kxy + y2 − 2 = 0

}
= ∅.

3. #S
{
x2 − kxy + y2 − 4 = 0

}
=∞⇐⇒ k > 1.

4. S1

{
x2 − kxy + y2 − 4 = 0

}
6= ∅⇐⇒ k = 2.

5. #S
{
x2 − kxy + y2 − 8 = 0

}
=∞⇐⇒ k = 6.

6. #S
{
x2 − kxy + y2 − 16 = 0

}
=∞⇐⇒ k > 1.

7. S1

{
x2 − kxy + y2 − 16 = 0

}
6= ∅⇐⇒ k ∈ {2, 14}.

8. #S
{
x2 − kxy + y2 − 32 = 0

}
=∞⇐⇒ k ∈ {6, 30}.

9. #S
{
x2 − kxy + y2 − 64 = 0

}
=∞⇐⇒ k > 1.

10. S1

{
x2 − kxy + y2 − 64 = 0

}
6= ∅⇐⇒ k ∈ {2, 18, 62}.

11. #S
{
x2 − kxy + y2 − 128 = 0

}
=∞⇐⇒ k ∈ {6, 30, 126} .

12. #S
{
x2 − kxy + y2 − 256 = 0

}
=∞⇐⇒ k > 1.

13. S1

{
x2 − kxy + y2 − 256 = 0

}
6= ∅⇐⇒ k ∈ {2, 46, 82, 254}.

14. #S
{
x2 − kxy + y2 − 512 = 0

}
=∞⇐⇒ k ∈ {6, 30, 66, 126, 510}.

15. #S
{
x2 − kxy + y2 − 1024 = 0

}
=∞⇐⇒ k > 1.

16. #S1

{
x2 − kxy + y2 − 1024 = 0

}
6= ∅⇐⇒ k ∈ {2, 46, 66, 82, 338, 1022} .

Rappelons que pour k, a, b ∈ N, les ensembles A(a,b)(k) et Ã(a,b)(k) ont été définis comme suit :

A(a,b)(k) = {(aun+2 + bun+1, aun+1 + bun) / n > 0} ,
Ã(a,b)(k) = A(a,b)(k) ∪A(b,a)(k).

Le théorème suivant synthétise les résultats du théorèmes 3.1, des corollaires 3.6, 3.2, 3.7, 3.10,
3.3, 3.8, 3.13, 3.11, 3.4, 3.14, 3.9, des théorèmes 3.8, 3.9 et des corollaires 3.15, 3.12 et 3.5 [23] :

Théorème 2.40. 1. Pour k > 3, on a S
{
x2 − kxy + y2 − 1 = 0

}
= A(1,0)(k).

2. S
{
x2 − 6xy + y2 − 8 = 0

}
= A(1,1)(6).

3. S
{
x2 − 14xy + y2 − 16 = 0

}
= A(1,0)(4).

4. S
{
x2 − 30xy + y2 − 32 = 0

}
= A(1,1)(30).

5. S
{
x2 − 18xy + y2 − 64 = 0

}
= A(1,3)(18).

6. S
{
x2 − 62xy + y2 − 64 = 0

}
= A(1,0)(8).

7. S
{
x2 − 126xy + y2 − 128 = 0

}
= A(1,1)(126).
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8. S
{
x2 − 46xy + y2 − 256 = 0

}
= A(1,5)(46).

9. S
{
x2 − 82xy + y2 − 256 = 0

}
= A(1,3)(82).

10. S
{
x2 − 254xy + y2 − 256 = 0

}
= A(1,0)(16).

11. S
{
x2 − 66xy + y2 − 512 = 0

}
= A(1,7)(66).

12. S
{
x2 − 510xy + y2 − 512 = 0

}
= A(1,1)(510).

13. S
{
x2 − 46xy + y2 − 1024 = 0

}
= A(3,7)(46).

14. S
{
x2 − 66xy + y2 − 1024 = 0

}
= A(3,5)(66).

15. S
{
x2 − 82xy + y2 − 1024 = 0

}
= A(1,11)(82).

16. S
{
x2 − 338xy + y2 − 1024 = 0

}
= A(1,3)(338).

17. S
{
x2 − 1022xy + y2 − 1024 = 0

}
= A(1,0)(32).

La détermination explicite de l’ensemble des solutions des équations diophantiennes restantes

x2 − kxy + y2 − 32 = 0, k ∈ {6} ,
x2 − kxy + y2 − 128 = 0, k ∈ {6, 30} ,
x2 − kxy + y2 − 512 = 0, k ∈ {6, 30, 126} ,

n’a pas été effectuée par Keskin, Siar et Karaartli. Dans leur article [23], ils affirment simplement que
l’ensemble des solutions entières positives de chacune de ces équations pourrait être effectivement
explicité facilement en utilisant les théorèmes précédents.

2.4.3 Preuve de la conjecture de Keskin, Siar et Karaatli
En 2016, dans [6] nous avons donné une réponse positive à la conjecture de Keskin, Siar et

Karaatli. Nous avons aussi établi un résulat analogue pour l’équation diophantienne x2 +y2−kxy =
−2n.

Théorème 2.41. Soit l’équation diophantienne

x2 + y2 − kxy = 2n. (2.25)

1. On suppose que n impair et n > 3.

i. Si k > 2n − 2, alors l’équation (2.25) n’admet pas de solution entière positive.

ii. Si l’équation (2.25) admet une solution entière positive, alors k est pair et k 6 2n − 2.

2. On suppose n pair n > 2.

i. Si k > 2n − 2, alors l’équation (2.25) n’admet pas de solution entière impaire.

ii. Si l’équation (2.25) admet une solution positive impaire, alors k est pair et k 6 2n − 2.

Démonstration. Supposons que n est un entier impair, avec n > 2. Il est clair que si (x, y) est
une solution positive de l’équation diophantienne x2 − kxy + y2 = 2n, alors x et y sont de même
parité (si x est pair y2 = −x2 + kxy +2n est à son tour pair, par suite y est pair. Si x est impair,
−x2 + 2n = y(−kx+ y) est à son tour impair, d’où y est impair).
Si x et y sont impairs, alors k est pair. En effet kxy = x2 + y2 + 2n est pair, d’où k est pair.
Supposons x et y pairs, x = 2X et y = 2Y l’équation (2.25) donne

X2 − kXY + Y 2 = 2n−2.
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De la même manière, si X est pair alors Y est pair aussi, et comme n est impair on refait le même
raisonnement avec X et Y dans l’équation précédente jusqu’a épuiser toutes les puissances de 2
dans x et y pour obtenir à la fin l’équation

X2 + Y 2 − kXY = 2r.

avec X,Y et r des entiers positifs impairs ce qui implique que k est pair.
En effectuant le changement de variables u =| x− k

2y | , v = y et d = (k
2

4 − 1)
l’équation (2.25) devient

u2 − dv2 = 2n. (2.26)

Avec u et v positifs.car k est pair. Si k = 2 et n impair, l’équation précédente donne u2 = 2n, ce
qui est impossible, donc k > 2 ce qui donne d > 1.

L’équation de Pell x2 − dy2 = 1 avec d =
(
k2

2 − 1
)
a pour solution fondamentale

(
k
2 +

√
k2

2 − 1

)
.

Si l’équation (2.26) admettait une solution positive avec n impair n > 2, alors l’équation (2.25)
admet à son tour une solution positive.
Si u0 +v0

√
d est la solution fondamentale d’une classe K de solutions de l’équation (2.26), le lemme

2.22 nous donne
0 6 v0 6

1√
2
(
k
2 + 1

)√2n

v0 6= 0, sinon u2
0 = 2n ce qui est impossible vu que n est impair,

donc v0 > 1, ce qui donne
1√

2
(
k
2 + 1

)√2n > 1,

par suite k 6 2n − 2.
Supposons que n est un entier pair positif et (x, y) est une solution de l’équation (2.25), il est

clair que si x et y sont tous les deux impairs k est pair.
En faisant les changements de variables u =| x − k

2y |, v = y et d = k2

4 − 1 on obtient l’équation
(2.26)

u2 − dv2 = 2n.

Comme k 6= 0 et k est pair donc k > 2 d’où d est un entier d > 0. comme k > 2n − 2 et n pair,
alors nécessairement k > 2 par conséquent d > 1,le lemme 2.22 donne

0 6 v 6
1√

2
(
k
2 + 1

)√2n, (2.27)

or
(
k
2 +

√
k2

2 − 1

)
est la solution fondamentale de l’équation x2 − dy2 = 1 avec d = (k

2

4 − 1).

Si v = 0, alors l’équation (2.26) donne u = 2
n
2 , par suite les solutions qui sont dans la même classe

que (2
n
2 , 0) sont paires,.alors les solutions de (2.25) sont aussi paires Comme on a supposé qu’il

existe des solutions impairs on peut supposer que v > 1. L’inégalité (2.27), donne

1√
2
(
k
2 + 1

)√2n > 1,

c’est-à-dire
k 6 2n − 2.
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2.4.4 Applications
En procédant de la même manière, on obtient le théorème analogue suivant

Théorème 2.42. Soit l’équation
x2 − kxy + y2 = −2n (2.28)

1. supposons n impair et n > 2.
— Si k > 2n + 2, l’équation (2.28) n’admet pas de solution positive entière.
— Si l’équation (2.28) admet des solutions alors k est pair et k 6 2n + 2.

2. Supposons n pair et n > 2.
— Si k > 2n + 2, l’équation (2.28) n’admet pas de solution positives impaires.
— Si l’équation (2.28) admet une solution positive impaire, alors k 6 2n+2 et k est pair non

divisible par 4.

Démonstration. Soit n un entier impair n > 2.
On fait le même raisonnement comme dans la preuve du théorème 2.41. Si (x, y) est solution positive
de (2.28), les entiers x et y sont de même parité. Si x et y sont impairs alors k est pair
Supposons x et y pairs x = 2X et y = 2Y, l’équation (2.28) donne

X2 − kXY + Y 2 = 2n−2. (2.29)

De la même manière, si X est pair Y l’est aussi, et comme n est impair, on utilise le même procédé
avec X et Y dans (2.29) et ainsi de suite jusqu’a épuiser toutes les puissances de 2 dans x et y pour
obtenir l’équation

X2 + Y 2 − kXY = 2r

avec X,Y et r des entiers positifs impairs ce qui implique que k pair.
En faisant les mêmes changements de variables que dans le théorème 2.41, u =| x− k

2y |, v = y et

d =
(
k2

4 − 1
)
, l’équation devient

u2 − dv2 = −2n. (2.30)

Puisque k est pair, u et v sont des entiers positifs.
Si k = 2, l’équation devient u2 = −2n, qui est impossible, d’où k > 2 il s’en suit que d > 1.(
k
2 +

√
k2

2 − 1

)
étant la solution fondamentale de x2 − dy2 = 1.Si l’équation admet une solution

positive et n pair, alors (2.28) admet une solution positive.
Si u0 + v0

√
d est la solution fondamentale d’une classe de solutions K,de l’équation 2.30, alors le

lemme 2.24 donne
0 < v0 6

1√
2
(
k
2 − 1

)√2n,

Comme dans la preuve du théorème 2.41, on peut supposer que v0 > 1. Par conséquent

k 6 2n + 2.

Supposons n pair non nul et (x, y) solution de l’équation (2.28), alors le même raisonnement
donne k pair et

k 6 2n + 2.

Supposons n pair non nul, (x, y) solution impaire de l’équation

x2 − kxy + y2 = −2n
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en réduisant modulo 4 on obtient

x2 − kxy + y2 ≡ 0 (mod 4) (2.31)

Comme x et y sont impairs, en prenant x = 2`1 + 1 et y = 2`2 + 1 dans (2.31) on obtient

2− k(2`1 + 2`2 + 1) ≡ 0 (mod 4)

k(2(`1 + `2) + 1) ≡ 2 (mod 4).

D’où nécessairement k est pair , k = 2` avec ` non divisible par 2.

Remarque 2.43. Dans le théorème 2.41, la borne k = 2r− 2 est atteinte grâce aux théorèmes 2.29
et 2.30.

Remarque 2.44. Dans le théorème 2.42 la borne k = 2r + 2 est atteinte grâce aux théorèmes
suivants

Théorème 2.45. Soit r un entier impair r > 1, les solutions positives de l’équation

x2 − (2r + 2)xy + y2 = −2r.

sont données par

(x, y) = (Fn+1(2r + 2,−1)− Fn(2r + 2,−1), Fn(2r + 2,−1)− Fn−1(2r + 2,−1)), n > 0.

Théorème 2.46 ([22]). Soit r un entier r > 1, les solutions positives de l’équation

x2 − (2r + 2)xy + y2 = −2r.

sont données par

(x, y) = (Fn+1(22r + 2,−1)− Fn(22r + 2,−1), Fn(22r + 2,−1)− Fn−1(22r + 2,−1)), n > 0.

Théorème 2.47. 1. Soit n un entier impair, p un nombre premier impair tel que
(

2
p

)
= −1.

Si l’équation
x2 − kxy + y2 = 2n,

admet une solution positive, alors k
2 6≡ ±1 (mod p). En particulier, k est un multiple de 3.

2. Soit n un entier impair et p un nombre premier tel que
(

2
p

)
= +1 et p ≡ 3 (mod 4).

Si l’équation
x2 − kxy + y2 = −2n

admet une solution, alors k
2 6≡ ±1 (mod p).

Démonstration. 1. Si n est un entier impair et l’équation x2 − kxy + y2 = +2n admet des
solutions, alors d’aprés le théorème 2.41, k est pair et l’équation

u2 −
(
k2

4
− 1

)
v2 = 2n (2.32)

obtenue par les changements de variables u =| x − k
2y | et v = y admet à son tour des

solutions.
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Si k2 ≡ ±1 (mod p), alors k2

4 − 1 ≡ 0 (mod p); en réduisant l’équation (2.32) modulo p et en
injectant l’hypothèse (k

2

4 − 1) ≡ 0 (mod p) on obtient :

u2 ≡ 2n (mod p) (2.33)

d’où (
2n

p

)
= 1.

Autrement dit (
2

p

)n
= 1.

Ce qui contredit l’hypothèse
(

2
p

)
= −1 et n impair.

Conclusion k
2 6≡ ±1 (mod p). En particulier, puisque

(
2
3

)
= −1, alors k

2 6≡ ±1 (mod 3),
autrement dit k

2 ≡ 0 (mod 3). Par conséquent k est nécessairement un multiple de 3.

2. Si n est un entier impair et l’équation

x2 − kxy + y2 = −2n (2.34)

admet des solutions, alors d’après le théorème 2.42, k est pair et l’équation

u2 −
(
k2

4
− 1

)
v2 = −2n (2.35)

obtenue après les changements de variables u =| x − k
2y | et v = y admet à son tour des

solutions. Si on suppose que k
2 ≡ ±1 (mod p), alors k2

4 − 1 ≡ 0 (mod p).

En réduisant l’équation (2.35) modulo p et en injectant l’hypthèse
(
k2

4 − 1
)
≡ 0 (mod p), on

obtient
u2 ≡ −2n (mod p).

Autrement dit (
(p− 1)2n

p

)
= 1.

Or (
(p− 1)2n

p

)
=

(
p− 1

p

)(
2n

p

)
=

(
p− 1

p

)(
2

p

)n
=

(
−1

p

)
1n = 1.



Chapitre 3

Polynômes à coefficients entiers dont les
valeurs sont des puissances d’entiers

"Est rigoureuse toute démonstration, qui, chez tout lecteur suffisamment instruit et préparé,
suscite un état d’évidence qui entraîne l’adhésion"

René Thom

3.1 Introduction
Plusieurs auteurs ont étudié l’existence des solutions dans Z de l’équation diophantienne

ym = P (x),

où P (x) est un polynôme à coefficients dans Q, et m est entier tel que m > 2. Si P (x) ∈ Z[x],
est irréductible et de degP > 5, l’équation ci-dessus est appelée hyperelliptique si m = 2 et su-
perelliptique si m > 3. En 1969, Baker [3] a démontré un théorème qui fournit une majoration du
nombre de solutions entières de l’équation hyperelliptique lors que P (x) possède au moins trois ra-
cines simples, et de l’équation superelliptique si P (x) ∈ Z[x] possède au moins deux racines simples.
En améliorant l’estimation de Baker, Tijdeman [52] a prouvé en 1976 que l’équation de Catalan
xp − yq = 1, admet un nombre fini de solutions en entiers p > 1, q > 1, x > 1, y > 1.

En supposant que ym − P (x) est irréductible dans Q[x, y], où P est un polynôme unitaire, et
pgcd(m,degP ) > 1, Masser [32] a étudié l’équation ym = P (x) dans le cas particulier m = 2 et
degP = 4. En posant P (x) = x4 + ax3 + bx2 + cx + d où P (x) n’est pas un carré parfait, il a été
prouvé que pour H > 1 et X(H) défini comme le maximum des |x| pris sur toutes les solutions
entières de toutes les équations y2 = P (x) avec max{|a|, |b|, |c|, |d|} 6 H, il existe des constantes
réelles k > 0 et K tels que kH3 6 X(H) 6 KH3. Walsh [54] a obtenu une borne effective pour les
solutions entières dans le cas général. Dans [42], Poulakis a donné une méthode élémentaire pour
calculer les solutions de l’équation y2 = P (x), où P est un polynôme unitaire de degré 4 qui n’est
pas un carré parfait. Quelques années plus tard, Szalay [48] a établi une généralisation concernant
l’équation yq = P (x), où P est un polynôme unitaire et q divise degP .

Si α1, α2, ..., αr sont les racines de P (x) d’ordres de multiplicité e1, e2, ..., er. respectivement, étant
donnée un entier m > 3, on définit, pour chaque i = 1, ..., r,

mi =
m

pgcd(ei,m)
∈ N.

LeVeque [28] a prouvé que l’équation superelliptique ym = P (x) ne peut avoir une infinité de solu-
tions dans Q, que si (m1,m2, ...,mr) est une des permutations suivantes (2, 2, 1, ..., 1), (t, 1, 1, ..., 1)
avec t > 1. En 1995, Voutier [53] a donné de nouvelles améliorations des bornes de la taille des

51
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solutions (x0, y0) de l’équation superelliptique avec x0 ∈ Z et y0 ∈ Q avec les mêmes conditions
prises par LeVeque. Etant donné un polynôme P (x) ∈ Z[x] et un entier q > 2, il est naturel de poser
la question suivante : dans quels cas l’équation

yq − P (x) = 0

admet une infinité de solutions (x0, y0) avec x0 ∈ Z et y0 ∈ Q ? Il est clair que c’est le cas quand
P (x) = (R(x))q pour un certain polynôme R(x) ∈ Q[x]. C’est cette question qui nous sers comme
motivation principale.

En 1913, Grösch a résolu un problème, posé par Jentzsch [24], en prouvant que si pour un
polynôme P (x) à coefficients entiers, P (α) est le carré d’un entier pour toute valeur entière α de x,
alors P (x) est le carré d’un polynôme à coeficients entiers (ie P (x) = (Q(x))2 pour un certainQ(x))
Quelques années plus tard, Kojima [24], Fuchs [10], et Shapiro [46] ont prouvé d’autres résultas
encore plus généraux. En particulier, Shapiro a prouvé que si P (x) et Q(x) sont des polynômes, de
degrés p et q respectivement, qui ne prennent que des valeurs entières pour des valeurs entières de
x, avec P (n) de la forme Q(m) pour un nombre infini de blocs d’entiers consécutifs de longueur au
moins p

q + 2, alors il existe un polynôme R(x) tel que P (x) = Q (R(x)).

3.2 Hauteur d’un polynôme
Définition 3.1. La hauteur d’un polynôme

P (x) = apx
p + ap−1x

p−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ C[x]

est le réel positif défini par
H(P ) = max

i=0,...,p
|ai|

où |ai| est le module de ai ∈ C pour i = 0, ..., p.

Exemple 3.2. P (x) = 1 + 2x− 4x2 + x3, H(P ) = 4.
P (x) = 2− ix+ (2 + i)x2, H(P ) =

√
5.

Proposition 3.3. Soient P (x) et Q(x) deux polynômes non nuls dans Z[x] de degrés p et q respec-
tivement, alors on a

1. H(P ) > 1.

2. H(P ′) 6 pH(P ).

3. H(P +Q) 6 H(P ) +H(Q).

4. H(PQ) 6 (1 + p+ q)H(P )H(Q).

Démonstration. 1. Soit P (x) = apx
p + ap−1x

p−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Z[x], P (x) non nul, donc il
existe ai ∈ Z tel que ai 6= 0 par suite H(P ) > |ai| > 1.

2. Soit P (x) = apx
p+ap−1x

p−1 + · · ·+a1x+a0 ∈ Z[x] donc P ′(x) = appx
p−1 +ap−1(p−1)xp−2 +

· · ·+ a1 ∈ Z[x] ce qui donne

pH(P ) = max
i=0,...,p

|pai| > max
i=1,...,p

|iai| = H(P ′).

3. Soient P (x) = apx
p + ap−1x

p−1 + · · · + a1x + a0 et Q(x) = bqxq + bq−1x
q−1 + · · · + b0 dans

Z[x]. Alors

P (x) +Q(x) =

max(p,q)∑
i=0

(ai + bi)x
i.
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Par suite,

H(P +Q) = max
i=0,...,max(p,q)

|ai + bi| 6 max
i=0,...,p

|ai|+ max
i=0,...,q

|bi| = H(P ) +H(Q).

Le coefficient de xk dans le produit de P (x) = apx
p + ap−1x

p−1 + · · ·+ a0 et Q(x) = bqxq +
bq−1x

q−1 + · · ·+ b0 est donné par
xk =

∑
i+j=k

aibj .

Or ∣∣∣∣∣∣
∑
i+j=k

aibj

∣∣∣∣∣∣ 6
∑
i+j=k

|ai||bi| 6
∑
i+j=k

H(P )H(Q)

6 H(P )H(Q)
∑
i+j=k

1

6 H(P )H(Q)(1 + k)

6 H(P )H(Q)(1 + p+ q).

D’où le résultat
H(PQ) 6 (1 + p+ q)H(P )H(Q).

3.3 Fonction algébrique
Définition 3.4. Une fonction algébrique est une fonction y = f(x) qui satisfait une équation du
type

a0(x) + a1(x)y + a2(x)y2 + · · · + an(x)yn = 0

où a0(x), a1(x), a2(x), . . . , an(x) ∈ C[x].

Exemple 3.5. — Une fonction polynomiale est une fonction algébrique qui vérifie a0(x)+y = 0.
— Une fonction rationnelle est une fonction algébrique qui vérifie a0(x)+a1(x)y = 0, a1(x) 6= 0.
— Pour tout polynôme p(x), la fonction y = n

√
p(x) est une fonction algébrique.

— L’inverse d’une fonction algébrique est une fonction algébrique.
— Une fonction qui n’est pas algébrique est dite transcendante comme expx, tanx et lnx. Le

composé de deux fonctions transcendantes peut donner une fonction algébrique comme

cos (arcsinx) =
√

1− x2.

Le lemme suivant est un résultat qu’on peut trouver dans [43].

Lemme 3.6. Soit f(x) ∈ R[x] un polynôme unitaire. Si t > 1 +H(f), alors f(t) > 0.

Démonstration. Soit f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0.
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En écrivant f(t) sous la forme f(t) = tn−1
(
t+

(
an−1 + an−2

t · · ·+
a1
tn−2 + a0

tn−1

))
, on aura

∣∣∣an−1 +
an−2

t
· · ·+ a1

tn−2
+

a0

tn−1

∣∣∣ 6 n−1∑
i=0

|ai|

∣∣∣∣∣
(

1

t

)n−1−i
∣∣∣∣∣

6 H(f)
n−1∑
i=0

∣∣∣∣∣
(

1

t

)n−1−i
∣∣∣∣∣

6 H(f)
1−

(
1
t

)
1−

(
1
t

)n
6 H(f)

t

t− 1
< t.

On en conclut que
t+
(
an−1 +

an−2

t
+ · · ·+ a1

tn−2
+

a0

tn−1

)
> 0.

Par suite f(t) > 0.

Le lemme suivant nous sera utile, sa preuve est implicite dans la preuve du seul lemme de l’article
[46].

Lemme 3.7. Soit f(x) une branche d’une fonction algébrique réelle et régulière pour tout x > x0,
pour un certain réel x0, et satisfaisant |f(x)| < Cxα où C > 0 et α > 0. Alors

lim
x−→+∞

f (r+1)(x) = 0,

où r est le plus petit entier supérieur ou égal à α.

Nous établissons maintenant une majoration des racines d’une classe particulière de fonctions
algébriques.

Proposition 3.8. Soit P (x) un polynôme de degré p à coefficients entiers , et soit f(x) une branche
d’une fonction algèbrique définie par l’équation yq = P (x) où q est un entier tel que q > 1 .
Pour tout entier k > 2, Rk(x) = qkf(x)kq−1f (k)(x) est un polynôme à coefficients entiers tel que
degRk 6 k(p− 1) et

H(Rk) 6 (k − 1)!pqk−1H(P )k
k∏
j=2

(jp− j + 1)2.

Démonstration. En dérivant f q = P par rapport à x, on obtient qf q−1f ′ = P ′. Comme degP ′ =
p − 1 et H(P ′) 6 pH(P ) (d’aprés la propriété 2) de la proposition 3.3. Considérons maintenant
Rk = qkfkq−1f (k) et prouvons le résultat par récurrence sur k.
Pour le cas k = 2, On dérive qf q−1f ′ = P ′ par rapport à x pour avoir

qf q−1f ′′ + q(q − 1)f q−2f ′f ′ = P ′′

En multipliant les deux membres de l’équation par qf q, on aura

q2f2q−1f ′′ + (q − 1)(qf q−1f ′)(qf q−1f ′) = qf qP ′′

q2f2q−1f ′′ + (q − 1)P ′P ′ = qPP ′′.

Ceci donne
R2 = q2f2q−1f ′′ = qPP ′′ − (q − 1)P ′P ′.
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Donc on a

degR2 6 max{p+ degP ′′, degP ′ + degP ′}
= max{p+ (p− 1)− 1, p− 1 + p− 1}
= 2(p− 1).

Et

H(R2) 6 qH(PP ′′) + (q − 1)H(P ′P ′)

6 q(1 + p+ degP ′′)H(P )H(P ′′) + q(1 + degP ′ + degP ′)H(P ′)H(P ′)

6 q(1 + p+ p− 2)H(P )[degP ′H(P ′)] + q(1 + 2p− 2)[pH(P )]2

6 q(2p− 1)H(P )(p− 1)[pH(P )] + q(2p− 1)[pH(P )]2

6 pq(2p− 1)H(P )2[(p− 1) + p]

6 pqH(P )2(2p− 1)2.

On conclut que la propriété est vraie pour le cas k = 2 .
Nous supposons que le résultat est vrai pour un certain entier k > 2. On dérivant Rk = qkfkq−1f (k)

par rapport à x, on obtient

qkfkq−1f (k+1) + qk(kq − 1)fkq−2f ′f (k) = R′k.

Puis en multipliant les deux membres de l’équation par qf q, nous obtenons

qk+1f [k+1]q−1f (k+1) + (kq − 1)[qf q−1f ′][qkfkq−1f (k)] = qf qR′k

qk+1f [k+1]q−1f (k+1) + (kq − 1)P ′Rk = qPR′k.

Ceci donne
Rk+1 = qk+1f [k+1]q−1f (k+1) = qPR′k − (kq − 1)P ′Rk.

par hypothèse, on a degRk 6 k(p− 1). D’où

degRk+1 6 max{p+ degRk
′,degP ′ + degRk}

6 max{p+ degRk − 1, p− 1 + degRk}
6 p− 1 + degRk

6 p− 1 + k(p− 1)

6 (k + 1)(p− 1).

De plus,

H(Rk+1) 6 qH(PRk
′) + (kq − 1)H(P ′Rk)

6 kq(1 + p+ degRk
′)H(P )H(Rk

′) + kq(1 + degP ′ + degRk)H(P ′)H(Rk)

6 kq(p+ degRk)H(P ) [degRkH(Rk)] + kq(p+ degRk)[pH(P )]H(Rk)

6 kq(p+ degRk)
2H(P )H(Rk).
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Par hypothèse, on a degRk 6 k(p−1) et H(Rk) 6 (k−1)!pqk−1H(P )k
∏k
j=2(jp− j+1)2. Par suite

H(Rk+1) 6 kq (p+ k(p− 1))2H(P )(k − 1)!pqk−1H(P )k
k∏
j=2

(jp− j + 1)2

6 k!pqkH(P )k+1
k+1∏
j=2

(jp− j + 1)2.

Ce qui prouve le résultat.

Corollaire 3.9. Soit P (x) un polynôme de degré p à coefficients entiers, et soit f(x) une branche
d’une fonction algèbrique définie par l’équation yq = P (x) où q est un entier plus grand que 1. Si β
est un zéro réel de f (k)(x) pour tout entier k > 2 tel que β > 1 +H(P ), alors

β 6 1 + (k − 1)!pqk−1H(P )k
k∏
j=2

(jp− j + 1)2.

Démonstration. Soit β une racine de f (k)(x) tel que β > 1 +H(P ). Si f(β) = 0, alors 0 = f(β)q =
P (β) et β 6 1 +H(P ) d’aprés le Lemme 3.6. On conclut que β n’est pas une racine de f(x).

Comme β est une racine du polynôme Rk = qkfkq−1f (k), on conclut d’aprés le lemme 3.6 et le
lemme 3.8 que

β 6 1 +H(Rk) 6 1 + (k − 1)!pqk−1H(P )k
k∏
j=2

(jp− j + 1)2.

Soit ∆ l’opérateur aux différences sur C[x] défini par

∆f(x) = f(x+ 1)− f(x).

Lemme 3.10. Pour tout entier k > 1, on a

∆kf(x) =

k∑
i=0

(
k

i

)
(−1)if(x+ k − i).

Démonstration. Première méthode :
Nous montrons ce résultat par récurrence. Pour le cas k = 1, on a

∆f(x) = f(x+ 1)− f(x) =
1∑
i=0

(
1

i

)
(−1)if(x+ 1− i)

Supposons que le résultat est vrai pour k > 1. Donc par hypothèse, on a

∆k+1f(x) = ∆kf(x+ 1)−∆kf(x)

=

k∑
i=0

(
k

i

)
(−1)if(x+ 1 + k − i)−

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)jf(x+ k − j)
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Par suite,

∆k+1f(x) = f(x+ k + 1) +

k∑
i=1

(
k

i

)
(−1)if(x+ 1 + k − i)

−
k−1∑
j=0

(
k

j

)
(−1)jf(x+ k − j)− (−1)kf(x)

= f(x+ k + 1) +
k∑
i=1

(
k

i

)
(−1)if(x+ 1 + k − i)

−
k∑
i=1

(
k

i− 1

)
(−1)i−1f(x+ k − i+ 1)− (−1)kf(x)

= f(x+ k + 1) +
k∑
i=1

[(
k

i

)
+

(
k

i− 1

)]
(−1)if(x+ 1 + k − i) + (−1)k+1f(x)

= f(x+ k + 1) +

k∑
i=1

(
k + 1

i

)
(−1)if(x+ 1 + k − i) + (−1)k+1f(x)

=

k+1∑
i=0

(
k + 1

i

)
(−1)if(x+ 1 + k − i).

Deuxième Méthode :
Cosidérons les deux opérateurs E et I définis pour tout f ∈ C[x] par

E(f)(x) = f(x+ 1) et I(f)(x) = f(x).

Alors pour tout f ∈ C[x] on a ∆f = (E − I) f. Par suite, pour tout entier positif k,

∆k = (E − I)k.

Sachant que les deux opérateurs E et I commutent, en utilisant la formule du binôme on obtient

∆k = (E − I)k =

k∑
i=0

(
k

i

)
(−I)i(E)k−i =

k∑
i=0

(
k

i

)
(−1)i(E)k−i.

Par suite (
∆kf

)
(x) =

k∑
i=0

(
k

i

)
(−1)if(x+ k − i).

Ce qui achève la preuve.

3.4 Résultat principal
En 1957, Shapiro a montré que si les valeurs d’un polnôme P (x) à coefficients entiers pour x

appartenant à un nombre infini de blocs d’entiers consécutifs, coincident avec celles d’un polynôme
Q(x), alors P (x) = Q(R(x)) où R(x) est un polynôme à coefficients entiers. Le théorème suivant
donne un énnoncé comparable au résultat de Shapiro mais pour un nombre fini de blocs.

Théorème 3.11. [5] Soit P (x) = apx
p + ap−1x

p−1 + · · · + a0 ∈ Z[x], ap > 0, on suppose que p
admet un diviseur q > 2 Supposons qu’il existe des entiers n0,et mi,où i = 0, 1, ..., pq + 1, tels que
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P (n0 + i) = mi
q avec

n0 > 1 +

(
p

q
+ 1

)
!pq

p
q

+1
H(P )

p
q

+2

p
q

+2∏
j=2

(jp− j + 1)2.

Soit

M :=

p
q

+1∑
i=0

(p
q + 1

i

) ∣∣∣m p
q

+1−i

∣∣∣ .
S’il existe au moins M blocs d’entiers nk + i, i = 0, . . . , pq + 1 tel que nk > nk−1 + p

q + 1 pour tout
k = 1, . . . ,M et P (nk + i) = mq

k,i pour tout k = 1, . . . ,M et i = 0, . . . , pq + 1 pour certains entiers
mk,i alors il existe un polynôme R(x) ∈ Z[x] tel que P (x) = (R(x))q .

Démonstration. Notons par x = φ(y) la branche de la fonction algébrique de l’inverse du polynôme
y = xq, c’est-à-dire , φ(y) = y

1
q . Alors φ(y) est positive et ne possède pas de singularités pour tout

y > 0.

Posons f(x) = φ (P (x)). Alors f(x) est asymptotiquement égale à a
1
q
p x

p
q , et f(n) = ±m pour tout

n vérifiant P (n) = mq.
Nous montrons par l’absurde que f(x) est un polynôme.

Supposons que f(x) n’est pas un polynôme. Alors f
(
p
q

+2
)
(x) n’est pas le polynôme nul. D’aprés le

corollaire 3.9, toute racine réelle β de f
(
p
q

+2
)
(x) satisfaisant β > 1 +H(P ) satisfait aussi

β 6 1 +

(
p

q
+ 1

)
!pq

p
q

+1
H(P )

p
q

+2

p
q

+2∏
j=2

(jp− j + 1)2.

Ainsi , f
(
p
q

+1
)
est croissante ou bien décroissante pour

x > 1 +

(
p

q
+ 1

)
!pq

p
q

+1
H(P )

p
q

+2

p
q

+2∏
j=2

(jp− j + 1)2.

Supposons que f
(
p
q

+1
)
décroissante. Elle est nécessairement strictement positive pour

x > 1 +

(
p

q
+ 1

)
!pq

p
q

+1
H(P )

p
q

+2

p
q

+2∏
j=2

(jp− j + 1)2,

grâce à lim
x−→∞

f

(
p
q

+1
)
(x) = 0 par le Lemme 3.7.

En appliquant l’opérateur de différence ∆ à f un nombre de fois égal à p
q + 1, on trouve que(

∆
p
q

+1
f
)

(n) est un entier. On applique le théorème des valeurs intermédiares plusieurs fois pour

obtenir un nombre c0 ∈ (n, n+ p
q + 1) tel que f

(
p
q

+1
)
(c0) =

(
∆

p
q

+1
f
)

(n) est un entier.
Pour tout k = 1, . . . ,M , on repète le processus ci-dessus pour chaque bloc d’entiers consécutifs

nk + i, i = 0, . . . , pq + 1, afin obtenir les nombres ck tel que ck ∈ (nk, nk + p
q + 1) et f

(
p
q

+1
)
(ck) =(

∆
p
q

+1
f
)

(nk) sont des entiers.
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Par le lemme 3.10, l’entier f
(
p
q

+1
)
(c0) =

(
∆

p
q

+1
f
)

(n) est tel que

∣∣∣f ( p
q

+1)
(c0)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
p
q

+1∑
i=0

(p
q + 1

i

)
(−1)if(n+

p

q
+ 1− i)

∣∣∣∣∣∣
6

p
q

+1∑
i=0

(p
q + 1

i

)
|m p

q
+1−i|

6M.

Comme f
(
p
q

+1
)
est décroissante, f ( p

q
+1)

(ck) < f
( p
q

+1)
(ck−1) pour tout k = 1, ...,M . D’où f ( p

q
+1)

(cj) 6

M − j pour j = 0, ...,M . Ceci entraine f ( p
q

+1)
(cM ) 6 0, ce qui contredit le fait que f ( p

q
+1)

(x) est
strictement positive aux points c0, c1, ..., cM , finalement, on obtient

cM > c0 > n > 1 + (
p

q
+ 1)!pq

p
q

+1
H(P )

p
q

+2

p
q

+2∏
j=2

(jp− j + 1)2.

De la même manière , le cas où f ( p
q

+1) est croissante mène à une contradiction. Par suite, f(x) est
un polynôme et P (x) = f(x)q. Ce qui achève la preuve du théorème.



Conclusion

"Et toute science, quand nous l’entendons non comme un instrument de pouvoir et de domination,
mais comme aventure de connaissance de notre espèce à travers les âges, n’est autre chose que

cette harmonie, plus ou moins vaste et plus ou moins riche d’une époque à l’autre, qui se déploie
au cours des générations et des siècles, par le délicat contrepoint de tous les thèmes apparus tour à

tour, comme appelés du néant"
Alexander Grothendieck (Récoltes et semailles [15])

Dans ce travail, nous avons d’abord étudié des congruences modulo une puissance d’un nombre
premier p concernant des coefficients binomiaux. Il s’agit essentiellement des congruences de Wol-
stenholme pour

(
2p−1
p−1

)
et de Morley pour

(p−1
p−1
2

)
. Nous avons étudié les améliorations successives

de ces congruences obtenues par différents auteurs et par différentes méthodes jusqu’à nos jours.
La plus récente avancée étant celle obtenue par Rosen qui a pu donner une méthode pour obtenir
des super-congruences optimales pour le coefficient binomial

(
2p−1
p−1

)
. Nous avons pu apporter une

contribution à cette étude en démontrant une congruence modulo p7 pour le coefficient binomial(
αp−1
p−1

)
, α étant un p-entier. Ce résultat généralise à la fois la congruence de Wolstenholme (pour

α = 2) et la congruence de Morley (pour α = 1
2) et aussi, et surtout, ce résultat généralise et amé-

liore des congruences pour les coefficients binomiaux
(

2p−1
p−1

)
et
(p−1
p−1
2

)
obtenues par d’autres auteurs.

Nous avons d’autre part analysé minutieusement les travaux de Keskin, Karaatli et Siar concernant
l’étude très dense et approfondie des équations diophantiennes

x2 − kxy + y2 + 2n = 0. (3.1)

et
x2 − kxy + y2 − 2n = 0. (3.2)

réalisées par ces auteurs en 2012 [22] et 2013 [23].Cette analyse nous a permis de constater que
l’étude réalisée par ces auteurs pourrait être encore complétée, prolongée ou encore être appliquée
à d’autres équations diophantiennes. Ainsi nous avons pu répondre positivement à une conjecture
concernant l’équation diophantienne (3.2) posée par ces auteurs dans [23] en prouvant non seule-
ment que cette conjecture est vraie mais aussi en établissant un résultat analogue pour l’équation
diophantienne (3.1).

Enfin, nous avons aussi étudié les polynômes dont les images des entiers sont des puissances
d’entiers en donnant un théorème qui limite l’étude à un nombre fini de blocs de points consécutifs
en améliorant partiellement un résultat de Shapiro sur les polynômes à valeurs entières.

Les outils développés pour étudier, comprendre et améliorer les congruences de Wolstenholme
et de Morley et pour prouver la conjecture de Keskin, Karaatli et Siar ainsi que les polynômes à
valeurs entières nous laissent entrevoir la possibilité de résoudre d’autres problèmes analogues.
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