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RESUME

Soit G = (V, E) un graphe simple. Un ensemble S C V(G) est un ensemble dominant de
G si tout sommet de V(G) \ S est adjacent a au moins un sommet dans S. Une partition
domatique P de G est une partition de V' en sous-ensembles (appelées classes) dominants
disjoints. Une partition domatique P est dite b-maximale si aucune partition domatique
P’ de taille plus grande que P ne peut étre obtenue en regroupant des sous-ensembles
de certaines classes de P pour former une nouvelle classe. Le nombre b-domatique, noté
bd(G) est le cardinal minimum d’une partition domatique b-maximale de G.

L’objectif de cette thése est I’étude du probléme de la partition domatique b-maximale
dans les graphes. Notre contribution ici est de trois ordres. Nous montrons, en premier
lieu, une condition suffisante pour qu’une partition domatique d’un graphe donnée soit b-
maximale et comme conséquence, nous donnons quelques classes de graphes pour lesquels
le nombre b-domatique est égale a 2 ou & §(G) + 1, ot §(G) est le degré minimum de G.
Nous déterminons ensuite le nombre b-domatique des bloc graphes et des cactus dans le
cas ol chaque bloc posséde au moins un sommet dont la suppression ne diconnecte pas le
graphe G. En second lieu, nous caractérisons les graphes connexes GG d’ordre n tels que
bd(G) =n—1, n—2 oun— 3. Nous montrons également que tout graphe G & n sommets
satisfait la condition bd(G) + bd(G) < n + 1, ou G est le graphe complémentaire de G.

Nous caractérisons de plus les graphes G d’ordre n tels que bd(G) 4+ bd(G) € {n+1,n} et
les graphes pour lesquels bd(G) = bd(G) = n/2. Enfin, nous étudions ce paramétre dans
certains graphes particuliers, & savoir le joint de deux graphes et le produit cartésien de
deux graphes. Autres invariants liés au nombre b-domatique seront introduit a la fin de

ce manuscrit.



ABSTRACT

Let G = (V, E) be a simple graph. A set S C V(@) is a dominating set of G if every
vertex of V(G) \ S is adjacent to at least one vertex in S. A domatic partition P of G is a
partition of V' into classes which are dominating sets disjoint. A partition P is b-maximal
if no partition P’of size greater than P can be obtained by collecting subsets of certain
classes of P to form a new class. The b-domatic number, denoted bd(G) is the minimum
cardinal of a b-maximal domatic partition of G.

The aim of this thesis is to study the concept of the b-maximal domatic partition in
graphs. Indeed, firstly, we will prove a sufficient condition for a domatic partition of a given
graph to be b-maximal. Then we give some classes of graphs having a b-domatic number
equal to 2 and 6(G)+1 where §(G) is the minimum degree of a graph G. We also determine
the b-domatic number of the block graph and the cactus graph in the case where each block
has at least one non-cut vertex for G. Secondly, we will characterize the related graphs G
of order n such that bd(G) € {n—1,n—2,n—3}. Also, we will show that any graph G of n
vertices satisfies bd(G)) + bd(G) < n+ 1, where G is the complementary graph of G, then

we characterize the graphs G of order n such that bd(G)) + bd(G) € {n + 1,n} as well as
the graphs for which bd(G)) = bd(G) = n/2. Finally, we will study the b-domatic number
of some particular graphs, namely the joint of two graphs and the cartesian product of
two graphs. Other invariants related to the b-domatic number will be introduced at the

end of this thesis.
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INTRODUCTION

La théorie des graphes est une branche des mathématiques discrétes. Elle représente un
moyen treés utile et tres efficace pour résoudre des problemes discrets de la Recherche
Opérationnelle. Elle est ainsi souvent présente dans notre vie quotidienne, sans que 'on
en soit toujours conscient. Le probléme appelé "probléme des ponts de Koenigsberg" posé
par Euler en 1736 [11] est a l'origine de cette branche. Ce probléme consiste & répondre a
la question suivante : "peut-on se promener dans la ville de Koenigsberg qui posséde sept
ponts en traversant chaque pont une et une seule fois ?". Depuis, la théorie des graphes
s’est développée, notamment grace aux travaux de Berge [10] qui a grandement participé
a sa diffusion.

La théorie des graphes peut modéliser beaucoup de problémes pratiques et dans plusieursj]
domaines, notamment en technologie, par exemple, les problématiques de réseaux in-
formatiques, de réseaux routiers, de transport de marchandises, d’emplois du temps,
d’électronique, de mécanique du solide et aussi les réseaux de télécommunication [49].

Le probléme de partition de graphes est I’'un des thémes les plus importants en théorie
des graphes. En effet, de nombreux problémes de la théorie des graphes peuvent étre
traités comme une partition d’objets (sommets, arétes, ...) en ensembles disjoints (classes)
suivant certaines regles [2, 1]. Parmi ces problémes, on cite le probléme classique de la
coloration des sommets. Ce concept peut étre vu comme une partition de ’ensemble des
sommets en ensembles stables, une telle partition est dite propre ou chromatique. La
partition des sommets d’un graphe GG d’ordre n en n classes dont chacune contient un seul
sommet est chromatique et les partitions chromatiques les plus intéressantes sont celles de
petit cardinal. Une partition chromatique de cardinalité minimum est dite une partition
minimale. La cardinalité d’une partition minimale d’un graphe G, noté x(G) est appelée
le nombre chromatique de G. En d’autres termes, y(G) est le plus petit entier k& pour
lequel il existe une partition de V(G) en k sous-ensembles stables disjoints.

Les partitions de grand cardinal peuvent étre aussi intéressantes si elles sont minimales

dans un certain sens. Harary et Hedetniemi [34] ont définit une partition a-chromatique
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ou compléte, s’il n’est pas possible de rassembler deux classes de couleurs en une seule
classe. Le mombre a-chromatique est la cardinalité maximum d’une partition compléte.
Une nouvelle définition de la minimalité d’une partition propre a été proposé par Irving et
Manlove [45, 53]. Une partition chromatique P est appellée b-coloration si aucune classe
de P ne peut étre supprimée en transférant ses sommets aux autres classes de P. Le
nombre b-chromatique de G est le cardinal maximum d’une partition propre de G (voir
[43, 47, 48]).

Par analogie avec le nombre chromatique et la partition chromatique d’'un graphe G,
Cockayne et Hedetniemi [20] ont étudié en 1977 le probléme des partitions des sommets
de G en ensembles dominants. Un sous-ensemble S de V' est un ensemble dominant de G
si tout sommet de (V'\ 5) est adjacent & au moins un sommet de S. Le nombre de domi-
nation est la taille minimum d’un dominant de G. Une partition domatique d’un graphe
G est une partition de ’ensemble des sommets de G en ensembles dominants. Il est a
souligner que {V'} est une partition domatique de cardinal 1 et les partitions domatiques
les plus intéressantes sont celles de grand cardinal. Le nombre domatique est la cardinalité
maximum d’une partition domatique de G. Notons qu’une partition est domatique si et
seulement si chaque sommet est dominé par chaque classe différente de sa propre classe.
Comme pour les partitions chromatiques, une petite partition domatique peut étre intéres-
sante si elle est maximale dans un certain sens. Cockayne [23] a défini aussi le concept
du nombre a-domatique. Une partition domatique P est considérée comme a-maximale
si aucune partition domatique P’ ne peut étre obtenue en divisant une classe (ensemble
dominant) en deux nouveaux ensembles dominants. Le cardinal minimum d’une partition
domatique a-maximale de G est appelée le nombre a-domatique [23]. Des résultats plus
récents sur ce concept peuvent étre trouvés dans [3, 16, 65]. Favaron [27] a introduit une
nouvelle définition de la maximalité d’une partition domatique. Une partition domatique
P est dite b-mazimale il n’est pas possible d’obtenir une partition domatique P’ en re-
cueillant des sous-ensembles de certaines classes de P pour former une nouvelle classe.
Le cardinal minimum d’une partition domatique b-maximale de G est appelé le nombre
b-domatique et est notée par bd(G).

Le but de cette thése est de contribuer a I’étude de la partition domatique b-maximale.
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Ce manuscrit est structuré en cinq chapitres. Dans le premier chapitre nous rappellons
les principales notions de base liées & la théorie des graphes qui sont nécessaires a la com-
préhension de cette thése. Egalement, ce chapitre passe en revue la définition de quelques
parametres de domination dans les graphes. Dans le chapitre deux, nous présentons un
état de l'art sur les principaux travaux qui font la base de notre contribution notamment
les nombres domatique et b-domatique d’un graphe. Les chapitres trois, quatre et cinqg
constituent notre contribution personnelle. Le chapitre trois est composé de deux parties.
Dans la premiére partie, nous établissons une condition suffisante pour laquelle une par-
tition domatique donnée soit b-maximale, puis nous déterminons le nombre b-domatique
de certains classes de graphes spécifiques. Dans la deuxiéme partie, nous caractérisons les
graphes connexes d’ordre n > 2 pour lesquels bd(G) = n — 1,n — 2, ou n — 3, ensuite nous
montrons que tout graphe G d’ordre n satisfait bd(G) +bd(G) < n+1, ot G est le graphe

complémentaire de G. Par ailleurs, une caractérisation des graphes G d’ordre n tels que

bd(G) +bd(G) € {n + 1,n} ainsi que les graphes vérifiant bd(G) = bd(G) = § seront étab-
lis. Le chapitre quatre est consacré a ’étude du nombre b-domatique de certains graphes
particuliers a savoir, le joint de deux graphes et le produit cartésien de deux graphes. En-
fin, dans le dernier chapitre, nous introduisons d’autres variantes du nombre b-domatique
tels que le nombre b-domatique total et le nombre b-domatique couplé, ensuite nous don-

nons des bornes sur ces parameétres. Ce manuscrit s’achéve par une conclusion générale

résumant les principaux résultats et les perspectives envisagées a l’issu de ce travail.
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CHAPITRE 1

NOTIONS GENERALES SUR LES GRAPHES

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions et la terminologie utilisées le long de ce
document. Dans la premiére partie, nous donnons quelques définitions de base de la
théorie des graphes et un bref apercu sur les parameétres structurels d’'un graphe. Enfin,
nous rappelons briévement la notion de la domination dans les graphes et nous définissons
quelques parameétres de domination.

Pour plus de détails sur la terminologie utilisée dans cette these, le lecteur est invité a se
référer aux ouvrages de Berge [10, 11], Haynes, Hedetniemi et Slater [36] et de Chartrand
et zhang [17] .

1.1 Concepts fondamentaux
1.1.1 Définitions

Un graphe fini G = (V, E') non orienté est la donnée de deux ensembles finis, un ensemble
de sommets V et un ensemble d’arétes E. Le cardinal de V est appelé I'ordre de G; noté
par n (G) et le cardinal de F est appelé la taille de G; noté par m (G). Une aréte e € E est
une paire de sommets u, v notée par e = uv et les sommets u et v s’appellent les extrémités
de e. On dira dans ce cas que u et v sont adjacents et que e est incidente & u et v. Une
boucle est une aréte dont les deux extrémités sont confondues. Un graphe est dit simple
s’il est sans boucles et sans arétes multiples. Tous les graphes considérés dans cette thése

sont simples et finis.

Le wvoisinage ouvert d’'un sommet v est I’ensemble de tous les sommets adjacents a v
ie. Ng(v) ={u eV :uv e E} et le voisinage fermé de v est Ng[v] = Ng(v) U {v}. Pour
un sous-ensemble S C V'; le voisinage ouvert de S est défini par Ng(S) = [J,cg NV(v) et

le voisinage fermé de S est défini par Ng [S] = |J,cg N(v) U S. Le voisinage privé d’un
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sommet v € S par rapport a .S, noté pnlv, S| est ’ensemble des sommets du voisinage fermé

de v qui n’ont aucun autre voisin dans S autre que v, i.e. pnfv, S| = {u : Ng[u]nS = {v}}.

Le degré d’'un sommet v € V noté dg(v) est le cardinal de son voisinage ouvert i.e.
dg(v) = |[Ng(v)]. On note par Ng(v) = Ng (v) NS et ds(v) = |Ng(v)]. On notera par
A(G) et §(G) respectivement, le degré mazimum et le degré minimum dans G. Un sommet
de degré nul est dit sommet isolé. Le sommet de degré un est dit sommet pendant. Un

sommet de degré n — 1 est dit sommet universel.

Une chaine P, dans un graphe G est une séquence finie de sommets vy, vs, ..., v telle
que pour tout indice i, 1 < i < k—1,¢; = v;u;41 € E. L’entier k — 1 représente la longueur
de Py et les sommets vy et vy s’appellent les extrémités P,. Une chaine est dite élémentaire
(resp., simple) si tous ses sommets sont distincts (resp., les arétes sont distinctes). Une
corde est une aréte reliant deux sommets non consécutifs dans une chaine. Une chaine
minimale induite par n sommets, notée P, est une chaine élémentaire sans corde. Un cycle

C,, est une chaine élémentaire dont les extrémités sont confondues.

La distance entre deux sommets u et v d'un graphe G, notée dg(u,v) = d(u,v), est la

longueur de la plus courte chaine joignant u et v.

1.1.2 Connexité

On définit une relation, notée ~, entre les sommets d’'un graphe G par:

u ~ v sl et seulement s’il existe dans GG une chaine reliant « & v.

La relation ~ est une relation d’équivalence. Les sous-graphes induits par les classes
d’équivalence de ~ sont appelés composantes connexes de G. Le graphe G est dit connexe
s’il posséde une seule composante connexe. Une forét est un graphe ol chaque composante
connexe est un arbre. Si G est connexe, alors G est dit co-connexe. Les complémentaires
des composantes connexes de G sont appelées composantes co-connexes de G. Il est bien

connu que pour tout graphe G, G et G ne peuvent étre tous les deux non connexes.
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1.1.3 Quelques graphes particuliers

Soit G = (V, E) un graphe simple.

Pour un sous-ensemble S C V', le sous-graphe induit par S noté G[S] ou (S) est le
graphe ayant S comme ensemble de sommets et dont les arétes sont celles de E ayant leurs
extrémités dans S.

Pour un sous-ensemble F' C F, le graphe partiel de G engendré par F' noté G est le
graphe dont les ensembles de sommets et d’arétes sont respectivement V' et F'.

Le graphe complet d’ordre n, noté K,, est un graphe dont tous les sommets sont adja-
cents deux a deux. Une clique est un sous-graphe complet d’un graphe G.

Le graphe complémentaire, noté G, d'un graphe G le méme ensemble de sommets que
G et deux sommets sont voisins dans G si et seulement s’ils ne le sont pas dans G.

Un graphe G = (V| E) est dit biparti si 'on peut partitionner V' en deux ensembles
Vi et Vs tels que (V]) et (V3) ne contiennent pas d’arétes. Il est bien connu qu’un graphe
est biparti si et seulement s’il ne contient pas de cycles impairs. Si de plus tout sommet
de V; est adjacent & tout sommet de V5, alors G sera dit un graphe biparti complet. Si
|Vi| = p et |Va| = ¢, alors le graphe biparti complet est noté K, ,.

Un arbre est un graphe connexe et sans cycles, souvent noté par 7. Une étoile, noté
par Ky, (p>1), est un arbre & p + 1 sommets ayant exactement p sommets pendants.
Une étoile double S, , est un arbre obtenu a partir de deux étoiles K , et K , en ajoutant
une aréte reliant les deux centres.

Un graphe G est r-régulier si tous ses sommets sont de degré r et semi-régulier si

A(G) - §(G) = 1.

1.1.4 Ensemble maximal (resp., minimal) / maximum (resp., minimum)

On dit qu'un sous-ensemble A de V' est minimal (resp. mazimal) par rapport & une
propriété P s'il n’existe pas d’ensemble B C A (resp. B O A) tel que G|[B] vérfie P et
on dit qu'un sous-ensemble A de V' est minimum ou de taille minimale (resp. mazimum
ou de taille mazimale) par rapport & une propriété P s’il n’existe pas d’ensemble B C V/

tel que G[B] vérifie la propriété P et |A| > |B| (resp.|B| < |A|) ou |A] est le cardinal de
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’ensemble A.

1.1.5 Quelques opérations sur les graphes

Nous présentons ici les différents types de produits de graphes utilisés dans cette these,
illustrés dans les Figures ?7. Pour plus informations sur les produits de graphes, voir

(44, 32].

Soit x un sommet d’un graphe G = (V, E), on note G — x le sous-graphe engendré
par l'ensemble V' \ {z} et pour un sous-ensemble de sommets S C V, on note G \ S le

sous-graphe engendré par V' \ S.
Etant donné deux graphes Gy = (V1, E1) et Gy = (Va, Ey) avec Vi N Va = ).

L’union de G et G5 est défini par le graphe G; U G dont ’ensemble des sommets est
V1 UV, et 'ensemble des arétes est £y U Es, de plus, pour un entier £ donné, I'union de

k > 1 copies de G est notée par kG.

Le joint de G et Gy est défini par le graphe Gy V Gy = (V1 U Va, By U Ey U By o) ol

ELQ = {vlul v € Vi,ug € ‘/2}

Le produit cartésien G10G5 est le graphe G = (V) E) tel que V = {(u,v) : v € W}
et v € Vo} et deux sommets (uy,v1) et (ug,v) sont adjacents dans Gh0G si ug = uy et

V2U1 € E(Gg) ou vy = vy et usuy € E(Gl)

® o ———O .
[ ] o ———0
[ o ————@

FiGURE 1.1. Illustrations des différents produits P[1P; et P, V Ps.
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1.1.6 Invariants de graphes

Deux graphes sont dits isomorphes s’il existe une fonction bijective entre les ensembles des
sommets des deux graphes telle que deux sommets sont adjacents dans I'un des graphes si
et seulement si leurs images par la fonction bijective sont adjacentes dans l'autre graphe.

Si deux graphes sont isomorphes alors ils ont des propriétés communes. Ces propriétés
communes sont appelées invariants de graphes, en d’autres termes un invariant est une
propriéte stable par isomorphisme. Le nombre de sommets et d’arétes sont deux invariants
de base d'un graphe.

Voici les définitions de quelques invariants de graphes utilisés dans cette theése. Soit

G = (V, E) un graphe simple d’ordre n.

Un sous-ensemble S C V est dit stable (ou indépendant) de G si les sommets de S
sont non adjacents deux & deux. Le cardinal minimum d’un ensemble stable maximal de

G noté i(G) est appelé le nombre de domination stable de G.

Un couplage dans un graphe G est un sous-ensemble d’arétes non adjacentes deux a
deux. On notera par 3 (G) la taille maximale d’un couplage dans G. Le couplage est dit

parfait dans G si 5 (G) = n/2.

1.2 Apercu sur la domination

Le concept de domination trouve son origine dans le jeu d’échec. Le principe est de couvrir
(dominer) ’ensemble des cases par certaines pieces du jeu. L’idée remonte au 16°™° siecle
en Inde (Voir [40, 49]). En 1862, De Jaenisch [30] posa le probléme suivant: Déterminer le
nombre minimum de reines & placer sur I’échiquier de telle maniére que chaque case soit
occupée ou controlée par une reine. Pour un échiquier 5 X 5 le nombre minimum est 3 et
de 8 x 8 le nombre minimum est 5. Bien que le nombre minimum pour un échiquier n x n
reste indéterminé jusqu’a présent. Pour plus de détails voir [28, 56].

En 1958, Claude Berge [10] donna une formulation de la domination dans les graphes

orientés. Le nombre de domination s’appelle alors coefficient de stabilité externe.
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L’appelation actuelle du nombre de domination est due & Ore [55] en 1962. La dom-
ination n’a connue sa veritable expansion qu’aprés la parution du papier de Cockayne et
Hedetniemi [21] en 1977.

Depuis, I’étude de la domination dans les graphes avec des hypothéses additionnelles a
donné naissance a plusieurs parameétres de domination (Voir [22, 12, 50, 51]). Une étude
approfondie de quelques types de domination fera I'objet des prochains chapitres. Ainsi,
beaucoup de voies de recherche sont & explorer telles que la détermination des bornes
supérieures et inférieures, etc....

En 1990, un numéro spécial de la revue Discrete Mathematics édité par Hedetniemi
et Laskar a été consacré entierement & la domination dans les graphes. Dans ce numéro,
Hedetniemi et Laskar [40] ont inclus environ 400 références. On compte actuellement
environ 200 types de domination et plus de 3000 références dans le domaine.

Pour un apercu détaillé, le lecteur peut consulter les deux livres remarquables de

Haynes, Hedetniemi et Slater ([36, 37]).

1.2.1 La domination

Soit G = (V, E) un graphe simple.

Un sous ensemble de sommets D C V de G est dit ensemble dominant si tout sommet
V — D est adjacent & au moins un sommet de D.

Un ensemble dominant D est dit dominant minimal si aucun sous ensemble propre de
D n’est un ensemble dominant.

Le nombre de domination inférieur ( appelé nombre de domination), noté v(G), d'un
graphe G représente la cardinalité minimale d’un ensemble dominant de G.

Un ensemble dominant minimum avec une telle cardinalité est appelé v(G)-ensemble,

on note qu'un graphe G peut avoir plusieurs v(G)-ensembles.

Voici quelques résultats sur les ensembles dominants, dis & Ore [55], donnés par le

théoréme suivant.

Théoréme 1.1 ([55]). Un ensemble dominant D est minimal si et seulement si chaque

sommet v € D vérifie l'une des conditions suivantes:
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1. v est un sommet isolé dans D.

2. 11 existe un sommet u € V'\ D tel que N(u) N D = {v}.

Par exemple pour le graphe K, 5 de la Figure 1.2, v(G) = 2, et {u, v}, {u,z} et {v, 2}

sont des (G)-ensembles.

u X
y
V. z

FIGURE 1.2. Le graphe Ky 3.

1.2.2 Quelques invariants de domination

En raison de la large variété des problémes liés & la domination, nous allons nous restreindre
dans cette partie uniquement aux types de domination ayant un lien avec les types étudiés.

Pour en savoir plus sur les types de domination, voir [59, 36, 56, 60].

La domination totale est 1'une des principales variantes de la domination. Elle a été
introduite par Cockayne, Dawes et Hedetniemi dans [19]. Un dominant total d’un graphe
G = (V, E) sans sommet isolé est un ensemble S C V' de sommets tel que tout sommet de
V est adjacent & un sommet de S. i.e. S vérifie V = N(S).

Le nombre de domination totale du graphe G, noté v,(G) est le cardinal minimal d’un
dominant total. Pour plus de détails sur la domination totale, voir le récent ouvrage de

Henning et Yeo [42] et le survey de Henning sur la domination totale [41].

La domination stable dans les graphes a été liée en premier temps aux ensembles
dominants. En effet, il est facile de voir qu’un ensemble stable est maximal si et seulement
si c’est un dominant. Par conséquent, un stable maximal peut étre vue comme un cas
particulier des ensembles dominants. Le nombre de domination stable est le cardinal

minimal d’un stable maximal de G.
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La domination couplé est une variante assez proche de la domination totale, introduite
par Haynes et Slater dans [38, 39]. Une dominant couplé d’un graphe G est un dominant
S tel que le sous-graphe induit G[S] admet un couplage parfait. Tout graphe sans sommet
isolé admet une paire-dominant, par exemple I'’ensemble des extrémités d’un couplage
maximum. Le nombre de domination couplé de G, noté 7,.(G), est le cardinal d’un

dominant couplé minimum.

Par exemple pour la chaine P5 de la Figure 1.3, {va, v4} est un (P5)-ensemble et i(Ps)-

ensemble, {vz,vs,v4} est 'unique ,(Ps5)-ensemble et {vi, va, v4,vs} est v, (Fs)-ensemble.

U3

(% V4

U1 Vs

FIGURE 1.3. Graphe avec (Ps) = i(P5) = 2, 7,(P5) = 3,7,,.(F5) = 4.
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CHAPITRE 2

NOMBRES DOMATIQUE ET B-DOMATIQUE D’UN GRAPHE

L’un des paramétres importants de la domination dont 1’étude a suscité l'intérét de
plusieurs chercheurs est le nombre domatique, voir [3, 16, 23, 46]. Le concept de la parti-
tion domatique est semblable a celle de la partition en stables.

Par analogie avec le nombre chromatique lié aux partitions des sommets d'un graphe G
en ensembles indépendants, Cockayne et Hedetniemi ont introduit le nombre domatique
en étudiant des partitions des sommets de G en ensembles dominants et ont défini le
nombre domatique voir [20]. Cockayne [23] a ensuite introduit le nombre a-domatique
comme la contrepartie du nombre achromatique. Dans sa theése de doctorat, Manlove a
présenté le nombre b-chromatique en considérant un nouveau type de minimalité d’une
partition chromatique [45, 53], et en 2013, Favaron a introduit le nombre b-domatique en
considérant un nouveau type de maximalité d’une partition domatique.

Dans ce chapitre, on donnera quelques résultats connus sur la partition domatique
dans les graphes. Par ailleurs, on présente des travaux de Zelinka [62, 63] concernant
le nombre domatique. Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, on présente les premiers
travaux établis par Favaron [27] sur la partition domatique b-maximale dans les graphes.

Il faut signaler qu’il y a un seul article sur ce sujet.

2.1 Partition domatique

Avant de commencer, on a besoin de donner les définitions suivantes qui sont nécéssaires

pour la partition domatique d’un graphe.

Définition 2.1. Une partition domatique d’un graphe G est une partition de son ensemble

de sommets V en ensembles dominants.
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La partition {V'} de cardinalité 1 est domatique et les partitions domatiques les plus

intéressantes sont celles de grande cardinalité.

Définition 2.2. Soient Uy, ...,U, les classes d’une partition domatique P, i.e. P =
{U1,...,Ux} une partition domatique. Un sommet x € U; est dominé par V \ U; si x
admet au moins un voisin dans chaque classe différente de sa classe U;. On note qu’une
partition est domatique si et seulement si tout sommet x € V' est dominé par chaque classe

différente de sa propre classe.

Définition 2.3. Le nombre domatique d’un graphe G, noté d(G) est le nombre mazimum

de classes qui partitionnent [’ensemble V' en ensembles dominants.
Remarque 2.4. Pour toute classe U;, i = 1,...,k, on a |U;| > ~(G).

En 1977, Cockayne et Hedetniemi [20] ont présenté la premiére borne supérieure pour

le nombre domatique en fonction de 6(G).
Théoréme 2.5 ([25]). Pour tout graphe G, on a
d(G) <§(G) + 1.
De plus, ils ont établié une relation entre le nombre domatique et le nombre dominant.
Théoréme 2.6 ([25]). Pour tout graphe G, on a

d(G)y(G) < n.

Zelinka [67] a donné des bornes inférieures pour le nombre domatique:

Théoréme 2.7 ([67]). Pour tout graphe G de degré minimum ¢,
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Pour d’autres résultats sur le nombre domatique, voir [2, 29, 57].

Quelques valeur exactes du nombre domatique d(G) dans des familles de graphes spé-

cifiques sont données dans [20, 23, 24].
Proposition 2.9 (20, 23, 24)).
1. d(P,) =d(T)=d(Ky1,) =2,n > 2.
2. d(Cs,) =3 et d(Cspy1) = d(Cspi2) =2, 1 > 1.
3. d(K,)=n,n>2.
4. d(Ky,,) = min{m,n}, m,n > 2.

La Figure 2.1 suivante représente deux partitions domatiques de Ky et Ky 5.

NN N Y N N

= =4

N N N AN N N
U, Us Us Uy U, Uy Us Uy

FIGURE 2.1. Deux partitions domatiques du K, et Ky 5.

2.1.1 Les graphes domatiquement pleins

Définition 2.10. Les graphes G tels que d(G) = 6 + 1 sont appellés les graphes doma-

tiquement pleins.

La propriété de la plénitude domatique a toujours été d'un grand intérét pour les
chercheurs, une variété de classes de graphe a été étudiée. Afin d’exhiber cette propriété,
nous citons les résultats suivants:

Les graphes connus étre domatiquement pleins sont le graphe complet K,,, le graphe

sans arétes et les arbres.
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Une condition nécessaire et suffisante pour ’existence d’un graphe régulier domatique-

ment plein est établie par Zelinka [62]:

Théoréme 2.11 ([62]). Un graphe G régulier d’ordre n est domatiquement plein de nombre

domatique d existe si et seulement si d divise n. L’ensemble de ses sommets est tel que
V(G) = UL Vi ViV =0, Vil = n/d

avec la propriété que le sous graphe G [V; UV;] est un graphe régulier de degré 1. (pour
i=1,....d,j=1,...d eti#j).

Définition 2.12. Un bloc-cactus est un graphe dont les blocs engendrent soit des sous

graphes complets soit des cycles élémentaire sans cordes.

Rautenbach et Volkmann [58] ont donne le nombre domatique des graphes bloc-cactus

pour 0(G) > 4.

Théoréme 2.13 ([58]). Soit G un graphe bloc-cactus connexe. Sid(G) > 4, ou si §(G) = 2
et G ne contient aucun cycle Cy de longueur | # 03] comme bloc, ou si 6(G) = 3 et G ne

contient aucun cycle Cs comme bloc, alors G est domatiquement plein.

2.1.2 Reésultats de type Nordhaus-Gaddum sur le nombre domatique

En 1956, Jaeger et Payan [29] ont donné une relation de type Nordhaus-Gaddum, dans
lequel ils donnent des bornes de la somme et du produit du nombre chromatique du graphe
et son complémentaire. Depuis lors, beaucoup de résultats de méme type ont été donnés
pour d’autres parameétres (voir [18, 35]), nous verrons ceux qui sont relatifs au nombre

domatique.

Théoréme 2.14 ([20]). Pout tout graphe G d’ordre n, on a
d(G)+d(G) < n+ 1.

L’égalité est atteinte si et seulement si G = K, ou K,,.

Dunbar et al. [26] ont aussi é¢tabli une relation pour le produit et ont caractérisé les

graphes G atteigant la borne trouvée.



25

Théoréme 2.15 ([26]). Pout tout graphe G d’ordre n > 4, on a

2 < d(GQ)d(G) < n?/4.

Les égalités ont lieu pour d(Ky,)d(K;,) =2x1=2cet d(K,)d(Kss) = s X s =n?/4.

En 1999, Dunbar et al [26], ont caractérisé les graphes atteignant cette borne supérieure.|j
Ils ont procédé de la maniére suivante:

Pour tout entier k£ > 2, ils ont défini une famille G, de graphes comme suit:

Soit I = {1,2,....,k}. Si G € Gi alors les sommets du graphe G peuvent étre indexés

Uy, Usg, ..., Ug, V1, Uz, ...V tels que pour tout 7 € I, 'une des conditions suivantes est satifaite:

(C1) : Pour tout [ € T — {i},
soient w;uy, viv; € E(G) et uvy, viuy € E(G) ou

wiug, v;v; € E(G) et uv, vy € E(G);
(Cy) : il existeun j € I — {i}, tel que

(a) Pour tout I € I —{i,j}, soit
uguy, viv; € B(G) et wyvy, viuy, € E(G) ou

wug, vivy € E(G) et uvy, viuy € E(G);
(b) wug, uvj, viu; € E(G) et uvy, ujvg, viv; € E(G);
(c) Dans le graphe G,

N(ui)\Vij = N(uj)\Vi; et N(vi)\Vi; = N(v;)\ Vi,

ou V;'j = {Ui,’UJj,UZ',Uj} .

Théoréme 2.16 ([26]). Pour tout graphe G, d’ordre pair n > 4, d(G)d(G) = n?/4 si et

seulement st G ~ K4 ou G € Gy pour tout entier k > 2.

Notons que le Théoréme 2.16 caractérise une sous classe de graphes ayant d(G) = n/2

c’est-a-dire les graphes pour lesquels d(G) = d(G) = n/2.
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2.1.3 Le nombre domatique dans les produits de graphes

Chang [16] a donné des bornes sur le nombre domatique du produit de graphes. Monika
et al. [54] ont déterminé des bornes supérieures et inférieures pour le nombre domatique

du produit cartésien G'11G5, du produit fort G; XG5 et du joint GG V G5 de deux graphes.
Dans la suite, nous présenterons des résultats établir par Monika [54].
Proposition 2.17 ([54]). Pour deux graphes Gy et G2, on a
1. max{d(G1),d(Gs)} < d(G:0G5) < 6(G1) + 6(G2) + 1.
2. max{d(G1),d(G2)} < d(G1 R Gy) < §(Gy) + 6(G2) + 6(G1)0(Ge) + 1.
3. max{d(G1) + d(Gs), min{|V(G1)|, |[V(G2)|}} < d(G1V G2) < min{6(Gy) + |V (G2)|,

§(Gse) + |V(Gy)|} + 1.

2.2 Partition a-domatique

Cockayne et al. [20] ont défini le nombre domatique et le nombre a-domatique d’un graphe.
Zelinka [63] a présenté des résultats concernant le nombre a-domatique d’un graphe dont

on citera ci-dessous.

Nous donnons aussi des définitions sur la partition domatique a-maximale dans les

graphes introduits par Zelinka [63].

Définition 2.18. Une partition domatique P est a-maximale si aucune partition doma-
tique plus grande P’ ne peut étre obtenue en divisant une classe en deuxr nouveauxr ensem-

bles dominants, en d’autres termes, st chaque classe est un ensemble dominant indivisible

de G.

Définition 2.19. La cardinalité minimum d’une partition domatique a-mazximale de G

est appelée le nombre a-domatique est notée par ad(G).



27

Les propriétés sur les classes d’une partition domatique a-maximale sont établies dans

[63].

Proposition 2.20 ([63]). Toute partition domatique P dont chaque classe U contient un

sommet isolé dans G [U] est a-domatique.

Proposition 2.21 ([63]). Soit G un graphe. Alors ad(G) =1 si et seulement si G contient

un sommet 1solé.
Nous citons quelques théorémes caractérisant les graphes G' dont ad(G) = 2.
Théoréme 2.22 ([63]). Soit G un graphe non connexe sans sommets isolés. Alors

ad(G) = 2.

\»

JEay

Uy U,
FiGURE 2.2. Partition domatique a-maximale du graphe 2K3.
Théoréme 2.23 ([63]). Soit G un graphe connexe dont le diamétre est au moins 3. Alors
ad(G) = 2.
Une inégalité entre ad(G) et d(G) donnée par Zelinka [63] est telle que:
Proposition 2.24 ([63]). Soit G un graphe a-domatique. Alors
ad(G) < d(G).

Dans ce qui suit, on presentera des traveaux recents sur d’autres parametres de parti-

tion domatique.
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U1 (7
*— —e

() >< Us

[ 1

U3 Ve

Uy Us
FIGURE 2.3. Partition domatique a-maximale du cycle Cg.

2.3 Quelques invariants de nombre domatique

En raison de la large variétés des problémes liés au nombre domatique, nous allons nous
restreindre dans cette partie uniquement aux invariants de nombre domatique ayant un
lien avec les types étudiés. Pour plus d’information sur ces invariants, voir par exemple

[63, 64, 66].

2.3.1 Nombre domatique total

La partition domatique totale d’un graphe G est une partition de ’ensemble de sommets
V' en ensembles dominants totaux. La partition {V'} de cardinalité 1 est domatique totale
(si le graphe G est sans sommet isolé). En 1980, Cockayne et al ont introduit le nombre
domatique total d;(G) qui est la cardinalité maximale de la partition domatique totale de
G. Soit P une partition domatique telle que chaque classe de P induit un sous-graphe
sans sommets isolés. Le nombre domatique total est défini seulement pour les graphes

sans sommets isolés et donc §(G) > 1.
Théoréme 2.25 ([24]). Pour tout graphe G sans sommets isolés, on a

dy(G) < min{ 3(G) + 1} .

Ve (G)’

Puisque v, (G) > 2, le résultat suivant est immédiat.

Corollaire 2.26 ([66]). Pour tout graphe G sans sommets isolés, on a

a.(G) < | 3]
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Une inégalité entre d; (G) et d (G) donnée par Zelinka [66] est telle que:

Théoréme 2.27 ([66]). Pour tout graphe G,

d (G) < d(G).

2.3.2 Nombre domatique indépendant

Une partition domatique indépendante est une partition domatique d’un graphe GG dont
toutes les classes sont des ensembles indépendants. Cockayne et Hedetniemi [20] et Zelinka
[62] ont introduit le nombre domatique indépendant id(G) (ou le nombre i-domatique de
G) tel que id(G) est la cardinalité maximale de la partition domatique independant de G

[52].
Théoréme 2.28 ([62]). Pour tout graphe G, si v(G) > 2, alors
id(G) < §(G) + 1.
Théoréme 2.29 ([62]). Pour tout graphe G, on a
id(G)i(G) < n.
Une inégalité entre id(G) et d(G) donnée par Zelinka [63] est telle que:
Théoréme 2.30 ([36]). Pour tout graphe G, on a
id(G) < d(Q).
Haynes et al [36] ont donné une relation entre id(G) et ad(G).

Proposition 2.31 ([63]). Soit G un graphe i-domatique. Alors

id(G) > ad(G).
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2.3.3 Nombre domatique couplé

Une partition de V(G) est appelée domatique couplée, si toutes ses classes sont des ensem-
bles dominants couplés de G. Le nombre domatique couplé d,, (G) est le cardinal maximal
de la partition domatique couplée de G. Autrement, le nombre domatique couplé est défini
seulement pour les graphes d’ordre pair et sans sommets isolés et donc 6(G) > 1. Une
partition P d’un graphe est domatique couplée si et seulement si tout sommet de G est
dominé par chaque classe de P ou chaque classe contient au moins une aréte. Haynes et
Slater [38] ont introduit le nombre domatique couplé d,,.(G) et ils ont prouvé que:
Théoréme 2.32 ([38]). Pour tout graphe G. Si v(G) > 2, alors
dyr(G) < 6(G).

Théoréme 2.33 ([38]). Pour tout graphe G, on a

dpr (G)7p(G) < 1.

Théoréme 2.34 ([38]). Pour tout graphe G, on a

4, (G) < d(G).

2.4 Partition domatique b-maximale

Le concept du nombre b-domatique a été introduit en 2013 par Favaron [27]. Nous donnons

ici quelques propriétés et résultats établis concernant ce nombre.

Proposition 2.35 ([27]). Une partition domatique telle que chaque classe U contienne

un sommet isolé dans G[U] est a-maximal.

Proposition 2.36 ([27]). Une partition domatique P ={Uy,Us, ..., Uy} est b-maximale si
et seulement si pour tout choix d’ensembles dominants minimaux Ui’ cU,..., U,; C Uy de

G, Uensemble V' \ (U] U...UU]) ne domine pas G.

Proposition 2.37 ([27]). Toute partition domatique P = {Uy,Us,...,Ux} dont chaque

classe est un ensemble dominant minimal de G est b-mazimale.
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Proposition 2.38 ([27]). Toute partition domatique a-mazximale P = {Uy, Us, ..., Uy} dont

chaque classe U;, 1 <1 < k—1, est un ensemble dominant minimal de G est b-mazimale.

Proposition 2.39 ([27]). Si G admet une partition b-mazimale de cardinalité k, alors il
existe une famille {Uy,Us, ...,Ux} de k ensembles dominants minimauz disjoints de G tel

que V' \ (U U ... U Uy) n’est pas un ensemble dominant de G.

Définition 2.40. Une classe dominant, U dans P est indivisible si on ne peut pas diviser

. ! 1
U en deux nouveaux classes dominants U et U .

Le résultat de la proposition suivante est légérement plus faible que celui de la ré-

ciproque de la Proposition 2.39.

Proposition 2.41 ([27]). S’il existe une famille {Uy,Us, ..., Uy} avec k ensembles domi-
nants minimaux disjoints de G et un indice iy tel que V' \ (Uy U ... U Ug) ne domine pas
G, mais V' \ Uf:17i¢i0 U; est un ensemble dominant indivisible de G, alors G admet une

partition b-maximale de cardinalité k.

Une partition domatique P est dite b-maximale si aucune partition domatique P’
de cardinalité plus grande que celle de P ne peut étre obtenue en regroupant des sous-

ensembles de certaines classes de P pour former une nouvelle classe.

Définition 2.42. Soit P = {Uy, Us, ..., Uy} une partition domatique. On dit que P est une
partition domatique b-maximale s’il n'existe pas de k sous-ensembles U, C Uy, ..., U,; C Uy

(parmi eux k — 1 peuvent étre vides et Ule U, # () de telle sorte que la partition
P ={U\U;, U\ Uy, ..., U \ Up, U UU; U ... UU. }
soit domatique.

Définition 2.43. La cardinalité minimale d’une partition b-mazimale de G est appelée le

nombre b-domatique est notée par bd(G).

Remarque 2.44. Une partition domatique b-maximale de cardinalité maximale est une

partition domatique.
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Zelinka [63] a montré que pour tout entier a avec 2 < a < n et a # n — 1, il existe
un graphe connexe G d’ordre n tel que ad(G) = a. Un résultat similaire pour bd(G) a été

montre par Favaron [27].

Théoréme 2.45 ([27]). Soient b, n deux entiers tels que 2 < b < n. Alors il existe un

graphe connexe G d’ordre n tel que bd(G) = b.

Remarque 2.46. Si G contient des sommets isolés, alors {V'} est l'unique partition do-

matique et ad(G) = bd(G) = d(G) = 1.

Dans ce qui suit, on ne considére que les graphes sans sommets isolés.

Notons que toute partition domatique maximale est b-maximale et toute partition b-
maximale est a-maximale. En outre, dans [55] Ore a observé que ’ensemble des sommets
de tout graphe sans sommets isolés posséde deux ensembles dominants disjoints, ce qui

implique que bd(G) > 2. D’ou, les inégalités suivantes:
Proposition 2.47 ([27]). Tout graphe G de degré minimum § (G) > 1 satisfait
2 <ad(G@) <bd(G) <d(G) <4(G)+1.

Si un graphe G posséde plusieurs composantes connexes Gy, ..., Gg, Chang [16] et
Zelinka [64] ont montré que d(G) = min{d(G;) | 1 <i <k} et ad(G) =251 §(G) > 1. Le

théoréme suivant détermine bd(G) lorsque G est non connexe.

Théoréme 2.48 ([27]). Soit Gy, ...,Gy les composantes connexes d’un graphe G sans

sommets isolés. Alors

bd(G) = min {bd(G;) | 1 < i < k} .

2.5 Détermination de bd(G) pour des classes particuliéres de

graphes

D’apres la Proposition 2.47 chaque graphe connexe G de degré minimum 6 (G) = 1, et en

particulier chaque arbre non-trivial satisfait la condition ad(G) = bd(G) = d(G) = 2.
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Le graphe complet K, satisfait ad(K,) = bd(K,) = d(K,) =n = (G) + 1.
Cockayne [24] a été montré que:

i(C,) = 3 n =0(mod3) .

2 sinon

La Figure 2.4 suivante présente la partition domatique d’un cycle Cg.

™ O

U1 V2 (%]
o\\ >0< //o
c// ° \\e

V4 Vs Vg

N N N

Uy Us Us

FIGURE 2.4. Partition domatique du cycle Cs.

Théoréme 2.49 ([27]). Le cycle C,, satisfait ad(C,,) = bd(C,,) = 2 pour n > 4.

Le cycle Cg de la Figure 2.5 est un exemple, ot la partition domatique est b-maximale

de cardinalié 2.

) )
U1 (%)
* —e
(R} Vg
] —e
(% (Y
— e
NI N

Uy Us

FIGURE 2.5. Partition domatique b-maximale du cycle Cg.

Les deux théorémes suivants donnent des exemples de graphes G pour lesquels ad(G) =

bd(G) < d(G) ou ad(G) < bd(G) = d(G).
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Théoréme 2.50 ([27]). Soit K,, un graphe biparti complet avec 2 < p < q. Alors
ad(Kpq) = bd(Kyy) =2 et d(Kpq) = p.

La Figure 2.6 suivante présente la partition domatique d’un graphe biparti complet

K474.

7 Y
1 U U3 V4
I==ct=——=C——xl
Vs Vg U7 Ug
N N
U, Us Us Us

FIGURE 2.6. Partition domatique du graphe biparti complet K 4.

Le graphe biparti complet K44 de la Figure 2.7 est un exemple, ou la partition doma-

tique est b-maximale de cardinalié 2.

S

eV
CAAAD

Us
FIGURE 2.7. Partition domatique b-maximale du graphe biparti complet K4 4.

Théoréme 2.51 ([27]). Soit G, obtenu a partir d’un graphe biparti complet K.

p.p’

p=4
avec des classes bipartitionées A = {aq,...,a,} et B = {b1,...,b,} en ajoutant les arétes
a;a; et bib; pour1l <i<j<q<p—1. Enoutre d(G,q) = p, ad(G,q) =2 et bd(G,4) = q
siq >3, bd(Gpg) =q+1=3siqg=2.

Le Théoréme 2.51 montre que, 3 < bd(G) < d(G) pour G, ,.
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CHAPITRE 3

PARTITION B-MAXIMALE ET NOMBRE B-DOMATIQUE D’UN

GRAPHE

Dans ce chapitre, nous présentons nos premiers résultats concernant la partition b-maximalel
et le nombre b-domatique d’un graphe. Dans la premiére section de ce chapitre, nous don-
nons une condition suffisante pour laquelle une partition domatique donnée d’un graphe GG
est domatique b-maximale, ensuite nous déterminons le nombre b-domatique de quelques
classes de graphes. Dans la deuxiéme section, on caractérise les graphes G d’ordre n pour
lesquels bd(G) € {n—1,n —2,n — 3}, puis on montre que tout graphe G & n sommets
satisfait bd(G) + bd(G) < n+1, ot G est le graphe complémentaire de G. Par ailleurs, on

présente une caractérisation des graphes G' d’ordre n tels que bd(G) + bd(G) € {n + 1,n}

=1

ainsi que les graphes pour lesquels bd(G) = bd(G) = 5.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait I’objet d’une publication et un papier
soumis. La publication a été publié dans la revue Discussiones Mathematicae Graph
Theory [6], et le papier a été soumis au journal Electronic Journal of Graph Theory and

Applications [7].

3.1 Propriétés préliminaires
Cockayne et Hedetniemi [20] ont montré le résultat suivant.

Proposition 3.1 ([20]). Soit G un graphe d’ordre n et de degré minimum §(G). Alors

d(G) < mm{%, 5(G) + 1} (3.1)

Favaron [27] a montré que si G posséde un sommet isolé, alors {V'} est I'unique partition

domatique de G. Elle a montré également que le nombre domatique de G est une borne

supérieure du nombre b-domatique de G.
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Proposition 3.2 ([27]). Soit G un graphe de degré minimum 6(G). Si 6(G) = 0, alors
bd(G) = d(G) =1, et si 6(G) > 1, alors 2 < bd(G) < d(G).

Des Propositions 3.1 et 3.2 découle le résultat suivant:

Proposition 3.3 ([27]). Tout graphe G de degré minimum §(G) satisfait

bd(G) < min{%, 5(G) + 1}

Si G est un graphe sans sommets universels, alors v(G) > 2. Ainsi, en utilisant la

Proposition 3.3, on obtient le corollaire suivant:

Corollaire 3.4. Si G est un graphe & n sommets et sans sommets universels, alors

bd(G) < 2.

Une condition suffisante pour laquelle une partition domatique donnée d’un graphe G
est b-maximale est donnée ci-dessous. Pour un sommet v € V', notons par U, la classe

d’une partition domatique P contenant v.

Théoréme 3.5 ([6]). Soit P une partition domatique d’un graphe G = (V. E). Si G
posséde un sommet v tel que pour tout sommet u € Ng [v], l'ensemble pn|u,U,] est non

vide, alors P est une partition b-maximale de G.

Preuve. Soit P = {Ui,...,Us} une partition domatique d’un graphe G = (V, F), et
soit v un sommet de V' ayant la propriété suivante: tout sommet v € Ng [v] satisfait
pnlu,U,] # 0. Supposons, au contraire, que P n’est pas une partition b-maximale de
G. Ceci implique qu’il existe k& sous ensembles non vides 71, To, ..., T tels que P’ =
{71, ..., Tk, Ule(Ui\m)} est une partition domatique de G , ou m; C U; pour tout i €
{1,...k} et U, (UN\m) # 0. Posons 741 = UL, (U\u;). Nous allons montrer que
les sommets de Ng [v] n’appartiennent pas & 7,1 1. En effet, supposons au contraire qu’il
existe un sommet v € Ng [v] N 7Tp4q. Alors, il y a une classe 7, C U, qui ne contient pas u
pour un certain p € {1, ..., k}. De ce fait, soit u est isolé dans U,, et par conséquent aucun
sommet de 7, ne domine u pour la partition P’, ou bien il existe un sommet z € pnfu, U,]

et par conséquent aucun sommet de 7, ne domine z pour la partition P’. Dans les deux



37

cas, contradiction avec le fait que P’ est une partition domatique de G. Ceci prouve que
v et ses voisins ne peuvent pas appartenir a m;, 1. Mais dans ce cas, v sera non dominé

par T 1, ce qui contredit que P’ est une partition domatique de G. O

Il est & souligner que 'inverse n’est pas vrai en général. En effet, la partition domatique
Po={{v1,v2,v3},{v4,v5,06}} du graphe Hy de la Figure 3.1 est b-maximale mais Hy ne

posséde aucun sommet qui satisfait la condition suffisante du Théoréme 3.5 pour P,.

U3

Ve Us

U1 (%

Uy

Ficure 3.1. Graphe H,.

Comme Py est une partition domatique de Hy de cardinalité 2, alors la borne inférieure
de la Proposition 3.2 implique que bd(Hy) = 2. Le théoréme suivant stipule que pour tout
entier k£ > 6, il existe un graphe Gy d’ordre k contenant H, comme sous-graphe induit tel
que bd(Gy) = 2. Rappelons que si G = (V, F) est un graphe sans sommets isolés, alors
le complémentaire V\ S de tout ensemble dominant minimal S de G est un ensemble

dominant de G [55].

U1 V4
.\

(%) Vs
./

U3 Us
./
U Us

F1cUrE 3.2. Partition domatique b-maximale du Hj.
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Théoréme 3.6 ([6]). Pour tout entier k > 6, il existe un graphe Gy d’ordre k contenant

Hy comme sous-graphe induit, tel que bd(Gy) = 2.

Preuve. Soient vy, vs, v3, V4, U5, Vg des sommets de Hy comme illustré dans la Figure 3.1.
Soit V(Hp) = A1 U Ay ou Ay = {vy,v9,v3} et Ay = {vy, v5,v6}. Clairement {A;, Ay} est
une partition domatique de Hy. Soit Gy (k > 6) un graphe sans sommets isolés d’ordre
k obtenu a partir de Hy en ajoutant un nouveau graphe H; ayant As (éventuellement
vide) comme ensemble de sommets, de telle sorte qu’aucun sommet de Az n’est adjacent
a A;. En d’autres termes, V(Gy) = A; U As U Az ou G[A; U As] = Hy et les seules
arétes qui peuvent exister entre Az et A; U A, sont des arétes qui vont joindre uniquement
des sommets de Az et A;. Notons que si k = 6, alors A3 est un ensemnle vide et donc
G¢ = Hp. Au vu de la remarque qui préceéde le Théoreme 3.6, bd(Gg) = 2. Supposons
maintenant que k > 7, donc |A3| > 1. Soit S un ensemble dominant minimal de Hj.
Alors, d’apres le Théoreme 1.1 de Ore [55], A3\.S est un ensemble dominant de Hj.
Ceci implique que {S, A3\ .S} est une partition domatique de H;. Posons U; = A; U S et
Uy = AsU(A3NS) Il est clair que V(Gy) = U1UU,, et {Uy, Uy} est une partition domatique
de G. Par ailleurs, il est facile de vérifier que U; est un ensemble dominant minimal de
Gy. Montrons maintenant que {U;, Us} est une partition domatique b-maximale de Gj.
Supposons maintenant que {U;, Uz} n’est pas une partition b-maximale de Gj. Alors, il
existe deux sous-ensembles non vides 71, 7 tels que P’ = {7y, mq, (U1 \r1) U (U \\2) } est
une partition domatique de Gy, o 7; C U; pour tout i = 1,2 et (U1\71) U (Us\m2) # 0.
Posons 73 = (U1\r1) U (Ux\2). Comme Uj est un ensemble dominant minimal de Gy,
alors aucun sommet de U; ne peut étre dans 73, et donc m; = U;. Egalement, aucun
sommet de As ne peut étre dans 73 car sinon, A; (C 1) posséde un sommet qui ne sera
pas dominé par 73 (ou par 7). En effet, si vy est le seul sommet de Ay qui appartient a
73, alors v3 n’aura aucun voisin dans 73, et si A, a au moins deux sommets, disons vy, v
qui appartiennent & 73, alors vy n’aura aucun voisin dans 7. Dans les deux cas, nous
avons une contradiction avec le fait que P’ est une partition domatique de Gj. De ce fait,
aucun sommet de As ne peut étre dans 73, et par suite Ay C 7. Par conséquence, A3 ne
domine aucun sommet de A;, ce qui conduit & une contradiction avec le fait que P’ est

une partition domatique de Gy. Ainsi {Uy, Us} est une partition domatique b-maximale
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de G}, et par conséquent bd(Gy) < 2. La Proposition 3.2 implique que bd(Gy) = 2. n

3.2 Graphes G tels que bd(G) = 2

Nous présentons ci-aprés d’autres classes de graphes dont le nombre b-domatique est égal

a 2.

Théoréme 3.7 ([6]). Si G contient un sommet tel que ses voisins forment un ensemble

indépendant, alors bd(G) = 2.

Preuve. Soit H une composante connexe de G (H = G si G est connexe). Soit v un
sommet de H tel que ses voisins forment un ensemble independant dans H. Notons par U;
(resp., Us) I'ensemble de sommets de H & distance paire (resp., impaire) de v. Il est clair
que v € U; et tous les voisins de v appartiennent a U,. Egalement, il est facile de voir que
{U1,Us} est une partition domatique de H. En vertu du Théoréme 3.5, {Uy, U} est une
partition domatique b-maximale de H puisque v et ses voisins sont isolés dans U; et Us,

respectivement. Ainsi bd(H) < 2, et par suite bd(G) = 2 d’apres la Proposition 3.3. [
Corollaire 3.8. [6] Si G est un graphe sans triangles, alors bd(G) = 2.

Définition 3.9. Soit H un graphe d’ensemble de sommets V(H).

e FEtant donnée une permutation © des sommets de V(H), le prisme de H par rapport
a m est le graphe obtenu en prenant deux copies disjointes Hy et Hy de H, et joignant

tout sommet u € V(Hy) avec w(u) € V(Hy).

e Le prisme complémentaire de H est le graphe formé par l'union disjointe de H et de

H en ajoutant les arétess d’un couplage parfait entre les sommets correspondants de

H et de H.

Proposition 3.10 ([6]). Si G est le prisme ou le prisme complémentaire d’un certain

graphe H, alors bd(G) = 2.
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(a) (b)

FIGURE 3.3. (a) Prisme K30K; et (b) Complémentaire prisme K3K 3.

Preuve. Soient G le prisme de H, H; et Hy deux copies disjointes de H et P =
{V(H,),V(H2)} une partition de V(G). Il est facile de voir que P est une partition
domatique de G. Par ailleurs, pour i = 1,2, chaque sommet de V(H;) posséde un voisin
privé par rapport a V(H;). De ce fait, en vertu du Théoréme 3.5, P est une partition
domatique b-maximale de GG, et donc bd(G) = 2 d’apres la Proposition 3.2. En remplagant
H; et H, par H et H respectivement, le méme raisonnement s’applique si G est le prisme
complémentaire de H. O

Notons que le produit cartésien de K3 et K5, noté K3LK5 est le prisme de K3. Rap-
pelons également que K3 K 5 est le prisme complémentaire de K5. Ainsi, au vu du Théoréme
3.10, on a b(K30K,) = 2 et bd(K3K3) = 2. La Figure 3.4 présente deux partitions doma-

tiques b-maximales de K500K, et K3K 3 respectivement.

U, Us U,
FIGURE 3.4. Partition domatique b-maximale de K30K, et K3K 5.
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3.3 Le nombre b-domatique des graphes régulier

Théoréme 3.11 ([6]). Soient G = (V, E) un graphe r-régulier et S, un stable mazimum
du sous-graphe engendré par Ng(v). Soit u = max{|S,| : v € V(G)}. Si d(G) = r + 1,
alors bd(G) <1 — p+ 2.

Preuve. Soit P = {Uy,...,U,;1} une partition domatique de G de cardinalité r + 1.
Observons que pour ¢ € {1,...,r 4+ 1},

U; est un stable de GG. Par ailleurs, chaque sommet dans U; (3.2)
posséde exactement un seul voisin dans chaque classe U; (j # i).

Soit v un sommet de G tel que u = |S,|. Clairement r > p > 1. Désignons par vy, ..., v,
les r voisins de v dans GG. En vertu de (3.2), on peut supposer que v € U; et v; € U1 pour
tout ¢ € {1,...,r}. Sans perte de généralité, supposons également que S, = {vy,v2...,v,}.
Posons ¢ = r — 1+ 2. Soit P’ = {my,...,m,} une partition de G de cardinalité ¢ obtenue

a partir de P de la facon suivante.

o m = {v} U (UL Uir1)\S0)
® Ty = Sv U (Ul\{v})v
o m; = U+ 1 pour tout i € {3,...,¢}.

Montrons que P’ est une partition domatique de G. En effet, pour i € {3,..., ¢}, m;
est un ensemble dominant de G' puisque U;,—1 est un ensemble dominant de G. Montrons
maintenant que my est ensemble dominant de G. En vertu de (3.2), chaque sommet de
UiniN{vi}, i € {1,..., u}, posséde au moins un voisin dans U;\{v} et vice versa. Par
conséquent, chaque sommet de 79 est dominé par 7 et vice versa. Comme S, est un stable
maximum dans G[N¢(v)], alors tout sommet de {v,41...,v,} posseéde au moins un voisin
dans S, et donc dans 7s. Il est & noter que v n’a aucun voisin dans | J;_, (U;r1\{v;}). De
ce fait, puisque U; est un ensemble dominant de G, alors tout sommet dans U; 1\ {v;}
(1 > 1) posséde au moins un voisin dans U;\{v} et donc dans ms. Ainsi, tout sommet
de 7;, 3 <1 < ¢ a un voisin dans 7wy, ce qui implique que w5 est un ensemble dominant

de G. Maintenant, il reste & montrer que 7; est un ensemble dominant de GG. Pour cela,
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montrons que tout sommet v € Ujiq, (j > p+ 1) est dominé par 7. Rappelons que v;
est le voisin de v dans Ujy. Clairement, si u = v; (j > p+ 1), alors u est adjacent a
v et donc v est dominé par 7;. Supposons maintenant que u # v;. Alors u ne peut pas
étre adjacent a tous les sommets de .S, car sinon, puisque u et v; sont dans la méme
classe Uj1, la deuxiéme partie de I’'Observation 3.2 implique que v; n’a aucun voisin dans
Sy et par suite S, U {v,} est un stable dans G[N¢(v)], contradiction. D’ou u posseéde au
moins un non-voisin dans S,. De ce fait, u doit étre adjacent & au moins un sommet de

m
U (Uis1\{vi}) et donc u est dominé par 7. Ainsi, tout sommet de |J{_; 7m; est dominé

i=1
par 71, ce qui signifie que 71 est un ensemble dominant de GG. Par conséquent, P’ est une
partition domatique de cardinalité ¢ pour laquelle tout sommet de Ng[v] est isolé dans sa
classe. Au vu du Théoréme 3.5, P’ est une partition domatique b-maximale de G, et par

conséquent bd(G) < qg=1r—p+ 2. O

La borne du Théoréme 3.11 est atteinte. En effet, considérons le graphe GG formé par un
graphe biparti complet K, d’ordre 2p moins un couplage parfait. Alors §(G) =p=p—1
et d(G) = p, tandis que d’aprés le Théoréme 3.11, bd(G) = 2.

Théoréme 3.12 ([6]). Soient r un entier positif et G un graphe r-régulier. Alors bd(G) =

r+ 1 si et seulement si G = pK,,1 pour un certain entier positif p.

Preuve. Du Théoréme 2.48 et la Proposition 2.9, on constate aisément que 1’énoncé
du théoreme est vérifié quand G = pK, ;. Inversement, vu que bd(G) = r + 1 = d(G),
alors le Théoreme 3.11 donne r + 1 < r — p + 2. D’ou, puisque g > 1, il s’ensuit que
r+1<r—u+2<r+1. Par conséquent 1 = 1, ceci implique que le voisinage de tout

sommet de G induit un sous-graphe complet. D’ot G = pK, ;. O]

Un sommet dans un graphe G est dit universel s’il est adjacent & tous les autres
sommets de G. Rappelons que si G est sans sommets universels, alors 7(G) > 2. Par le

Corollaire 3.4 donne bd(G) < 7.

Cette derniére borne est atteinte pour les graphes (n — 2)-réguliers d’ordre n.

Proposition 3.13 ([6]). Si G est un graphe (n — 2)-régulier d’ordre n pair, alors bd(G) =

n
R
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Preuve. Soit G un graphe r-régulier d’ordre n = r+2. Clairement G est un graphe sans
sommets isolés d’ordre n pair. Par ailleurs, tout sommet de GG a exactement n— 2 voisins et
un seul non-voisin. Ainsi, d’aprés le Corollaire 3.4, bd(G) < %. Supposons au contraire que
bd(G) = k < %, et considérons une partition domatique b-maximale P = {Uy, ..., U} de
G de cardinalité k. Etant donné que tout ensemble de deux sommets de G domine G, alors
P possede deux classes U;, U; (i # j), dont chacune contient au moins 6 sommets. Dans
ce cas, nous pouvons partitionner U; U U; en trois ensembles dominants U/, U j'», Ugs1, dont
chacune contient au moins deux sommets, tels que U/ C Uj, U]‘ CUjet Uy CU;UT;. 11
est facile de vérifier que (PN\{U;,U;}) U ({U}, U}, Uys1}) est une partition domatique de
G de cardinalité k + 1, contradiction. D’ou bd(G) = 5. O

3.4 Le nombre b-domatique de graphes a seuil

Chang [16] a montré que si v est un sommet universel, alors d(G) = d(G\v) + 1. Un

résultat similaire de Chang [16] sera établie pour le nombre b-domatique.

Proposition 3.14 ([6]). Si v est un sommet universel dans G, alors
bd(G) = bd(C ) + 1.

Preuve. Soit v un sommet universel dans G. Soient k = bd(G\v) et {Uy, ..., Uy} une
partition domatique b-maximale de G\ v. Clairement {Uj, ..., Uy, {v}} est une partition
domatique b-maximale de G, et par suite bd(G) < bd(G\w) + 1. Posons t = bd(G).
Soit {my,...,m} une partition domatique b-maximale de G. Supposons que v € ;.
Alors {(my Umg)\{v}, 73, ..., 7} est une partition domatique b-maximale de G\v. Ainsi

bd(G\v) < bd(G) — 1, ce qui donne le résultat souhaité. O

Le graphe W5 présenté (voir la Figure 3.5), posséde un sommet universel vy qui satisfait

la propriété de la Proposition 3.14.

Définition 3.15 ([14]). Les graphes a seuil sont obtenus a partir d’'un sommet isolé, en

ajoutant de fagon répétée un sommet isolé ou un sommet universel.
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U1 Vg U1 L)
<<
R Yo T
U3 Uy U3 U4
Uy U, Us

FiGURrRE 3.5. Partition domatique b-maximale du Wi.

Le graphe de la Figure 3.6 est un graphe a seuil obtenu & partir du sommet v, en
ajoutant, dans 'ordre, les sommets vy, v3, vy, U5, Vg tels que pour ¢ = 2,3,4, v; est isolé
dans le sous-graphe Gluy, ..., v;] et pour i = 5,6, v; est un sommet universel dans le sous-

graphe Glvy, ..., v;].

U1 V2

Us Ve

V4 Vs

F1GURE 3.6. Graphe a seuil.

Dans ce qui suit on établit la valeur exacte du nombre b-domatique des graphes a seuil

et de son graphe complémentaire.

Corollaire 3.16 ([6]). Soit G,, un graphe & seuil d’ordre n. Alors

bd(G1) =1 et pourn > 2, bd(G,) =1+ Zan X .o X,
j=2

. 1 sile sommet ajouté a Gj_; est un sommet universel,
ou o; =
0 st le sommet ajouté a Gj_1 est un sommet isolé.
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Preuve. Les Propositions 3.2-3.14 donnent bd(G1) = 1 et bd(G,,) = o, X bd(Gp—1) +

1 pour n > 2. Cette relation de récurrence admet une unique solution donnée par:
n
bd(Gr) =14 ) @y X ... X aj.
j=2
m

Corollaire 3.17 ([6]). Si G, est le graphe complémentaire d’un graphe & seuil G,,, alors

bd(G,) =1+ zn:(l — ) X X (1 —ay).

3.5 Le nombre b-domatique des bloc graphes et des cactus

Un sommet d’un graphe G = (V, E) est dit sommet d’articulation si sa suppression de V'
augmente le nombre de composantes connexes de G. Un bloc d'un graphe est un sous-

graphe connexe maximal sans sommets d’articulation.

Définition 3.18. Un bloc graphe G est un graphe dont tout bloc de G est un sous-graphe
complet de G (voir la Figure 3.7).

AN

FicUrE 3.7. Bloc graphe avec 5 blocs.

Nous déterminons ci-aprés le nombre b-domatique d’un bloc graphe G dans le cas ou

chaque bloc de GG posséde au moins un sommet qui n’est pas d’articulation pour G.
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Théoréme 3.19 ([6]). Soient G un bloc graphe et By, ..., B, (r > 2) les blocs de G. Pour
i€ {l,....,r}, posons |V (B;)| = n;, et notons par k; le nombre des sommets d’articulation

de G dans B;. Alors,
sil=min{n; — k;: 1 <i<r}>1, alorsbd(G) =1+ 1.

Preuve. Soit 7 > 2. Pour i € {1,...,r}, désignons par §,(G) le degré minimum dans
B; et posons l; = n; — k;. Comme | = min{/; : 1 <i <r} > 1, alors § = mind; > 1 et

1 <1I; < 6;(G). Ainsi, I < §; et en particulier,
[ <4(G). (3.3)
Si r =2, alors G a exactement un sommet d’articulation, disons w et donc,
li=n;—1=9¢,(G) pour i =1,2. (3.4)

Ceci signifie que w est un sommet universel dans G, et par suite G \ w = Kj, U Kj, est

I'union de deux sous-graphes complets de G. Ainsi, par le Théoréme 2.48,
bd(G \ w) = min {bd(Kjy,), bd(Ks,)} = min{d; (K5, ), 02(Ks,)},
et en vertu de (3.4),
bd(G \ w) = min{ly, o} = [.

Par conséquent, la Proposition 3.14 donne bd(G) = bd(G \ w) +1 = [ + 1. Le théoréme est
vérifié pour r = 2.

Supposons maintenant que r > 3, et désignons I’ensemble des sommets du bloc B; par
V(B;) = {vi, v}, ..., Ulii, ul, ub, 7“22}7

ol vf,vh, ..., v}, et uj,uj,...,uj, sont respectivement les sommets non-d’articulation et les
sommets d’articulation de G dans B;.
Nous montrons tout d’abord que bd(G) > | + 1. Pour cela, posons k = bd(G) et

supposons au contraire que k < [. Alors par (3.3), on a

k<1<6(G). (3.5)
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Soit P = {U;,Us,...,U} une partition domatique b-maximale de G de cardinalité k.
Remarquons que |B;| = §;(G) + 1 > 6(G) + 1 pour chaque i € {1,...,r}, donc par (3.5),
HOUS avons

1B >1+1>k+1. (3.6)

Comme chaque bloc B; contient au moins [ sommets non-d’articulation pour G, 'inégalité
(3.6) implique que pour chaque i € {1,...,7}, il existe une classe de P qui intersect B; en
au moins deux sommets telle que 1'un de ces deux sommets, disons v} est un sommet non-
d’articulation. Posons X = {v{,v?,...,v} et pour une partition P’ = (71, Ta, ..., Th, Thi1)
de V(G) de cardinalité k + 1 obtenue a partir de P de la fagon suivante. Pour chaque
ie{l,...,r}, m = UNX; ou X; = XNU; (X, peut étre éventuellement vide), et w1 = X.
Il est facile de vérifier que P’ est une partition domatique de GG, ce qui conduit & une

contradiction avec le fait que P est une partition domatique b-maximale de G. Ainsi
bd(G) > 1+ 1. (3.7)

Montrons maintenant que bd(G) = k < [ + 1. Ceci est clairement vraie si | = §(G),
et de (3.7),ona k =10+1=0(G)+ 1. Supposons maintenant que | < §(G) — 1 et sans
perte de généralité B; contient le plus petit nombre de sommets non-d’articulation dans
G. Alors

I =l et donc V(By) = {v], vy, ..., 0}, uj, ug, ..., up, }. (3.8)

ou ui, ul, ...,uil sont les sommets d’articulation de B;. Il est & noter qu’un sommet est
un sommet d’articulation si et seulement s’il appartient a au moins deux blocs. Par

conséquent, sans perte de généralité, on peut supposer que
pour i € {1,....k },u; € V(B1) NV (Biy1).

Soit s > 0 le nombre de blocs de G qui n’intersectent pas Bj. Il est clair que s < r, de
plus si s = 0, alors chaque bloc B; (j # 1) de G intersecte B;. Si s > 1, supposons sans

perte de généralité que
V(B)NV(Bj)=0pourje{r—s+1,..,r}

Considérons une partition domatique P = {Uy, U, ..., U411} de G de cardinalité [ +1 <

d(G) définie selon la valeur de | comme suit.
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Cas1: 1> 2

e Sis > 1 alors Uy = {ul :1 gigkl}u{v{:r—s—l—l < j < r}; sinon
U ={ul :1<i <k}

o Ui={v]:1<j<r},2<i<l
o Ui = V(G (UL T).
Cas 2. [ =1.

eSis>1,alors Uy = {u! :1<i<klU{v]:r—s+1<j <r} sinon

® U1 = V(G)\UQ

Remarquons que, dans les deux cas, chaque classe de P intersecte chaque bloc de G en
au moins un sommet. Ceci signifier que P est une partition domatique de GG. Observons

également que pour i € {1,....,k;}, v/"" est un sommet privé de u} par rapport a U;.

1

De plus, chaque classe U; (i = 1,...,1) posséde un sommet v; isolé dans sa propre classe,
et un sommet de chacune des classes U;, j € {1,....,[}]\{i}. Nous concluons alors que
vi est un sommet isolé dans U; et chacun de ses voisins est soit isolé dans sa classe, soit
il posséde un voisin privé par rapport a U;,;. Ainsi, au vu du Théoréme 3.5, P est une
partition domatique b-maximale de G, ce qui signifie que £ < [+ 1. D’ou par (3.7), on a

k=1+1. m
Un isthme est une aréte, dont la suppression déconnecte le graphe.

Définition 3.20. Un cactus est un graphe connexe tel que chaque aréte appartient a aw
plus un cycle. En d’autres termes, un cactus est un graphe dans lequel chaque bloc est soit
un isthme ou un cycle. Un graphe d’amitié F,, (n > 2) est un cactus d’ordre 2n + 1 dans

lequel deux sommets quelconques ont exactement un voisin en commun (voir la Figure

3.8).
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F1cURE 3.8. Un graphe d’amitié Fj.

Dans la proposition suivante, nous montrons que, a 'exception de K3 et F,, (n > 2),
le nombre b-domatique d’un cactus G dont chaque bloc a au moins un sommet dont la

suppression ne deconnecte pas G, est égal a 2.

Proposition 3.21 ([6]). Soit G un cactus tel que chaque bloc posséde au moins un sommet

dont la suppression ne deconnecte pas G. Alors

2 siG#KsetG#F,(n>2),

bd(G) =
3 siG=KsouG=F,(n>2).

Preuve. Clairement 0(G) < 2. Si §(G) = 1, alors d’aprés la Proposition 3.3, on a
bd(G) = 2 . Supposons maintenant que 6(G) = 2. Si G posséde un cycle de longueur au
moins 4, alors G contient un sommet non-d’articulation de degré 2 dont ses voisins forment
un ensemble indépendant. Ainsi par le Théoreme 3.6, bd(G) = 2. Maintenant, supposons
que tout cycle de G est de longueur 3. Soit [ un entier strictement positif défini comme
dans le Théoréme 3.19 et soit » > 1 le nombre de blocs de G. Si r = 1, alors G = K3 et
donc bd(K3) = 3 suivant la Proposition 2.9. Supposons alors que r > 2. Si G = F,,, alors
[ = 2 et donc bd(F,) = 3 par le Theoréme 3.19. Sinon [ = 1 impliquant que bd(G) = 2
par le Theoréme 3.19. O

3.6 Graphes possédant un nombre b-domatique trés grand

Dans cette section, nous donnons une caractérisation des graphes GG d’ordre n pour lequel

bd(G) € {n —1,n—2,n — 3}. Etant que les graphes G d’ordre n pour lesquels bd(G) = n
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ont été caractérisé dans [27].
Il a été montré dans [6] que si G’ a un sommet universel v, alors bd(G\v) = bd(G) — 1.

Ce résultat peut étre généralisé comme suit.

Proposition 3.22 ([7]). Soit A I’ ensemble des sommets universels d’un graphe G. Alors

bd(G) = bd(G\A) + |A].
Le résultat suivant est dit & Favaron [27].

Proposition 3.23 ([27]). Soit G un graphe d’ordre n. Alors bd(G) = n si et seulement si

G est isomorphe o K, .

Posons k£ = bd(G). Une partition domatique P est dite k-partition domatique d’un
graphe G si P est une partition b-maximale de G de cardinalité k. Dans la proposition
suivante, nous montrons que les graphes complets privés d'une aréte quelconque sont les

seuls graphes pour lesquels le nombre b-domatique est égal a n — 1.

Proposition 3.24 ([7]). Soit G un graphe d’ordre n. Alors bd(G) =n — 1 si et seulement

si G est isomorphe a K,, — e, ot e est une aréte arbitraire du graphe complet K,.

Preuve. Soit P = {Uy,Us, ...,U,_1} une (n — 1)-partition domatique de GG. Sans perte
de généralité, supposons que U; = {a,b} et U; = {u;} pour chaque i € {2,...,n — 1}.
Clairement dg(u;) = n — 1, puisque chaque u; domine V(G). Si ab € E, alors G = K, et
par la Proposition 3.23, bd(G) = n, contradiction. Donc ab ¢ E, et ainsi G = K,, — e.

L’inverse est évident. O

Proposition 3.25 ([7]). Soit G un graphe d’ordre n. Alors bd(G) = n—2 si et seulement si
G est isomorphe 6 GV K, _5 ou GoV K, _4, 00 Gy € {K3, KoUK, } et Gy € {Py, Cy, 2K, }.

Preuve. Soit P = {Uy, Us, ..., U,_o} une (n-2)-partition domatique de G tel que |U;| >
|Us| > ... > |Uy—2|. Clairement, soit |U;| = 3 et |U;| = 1 pour chaque i # 1 ou bien
|Ur| = |Uz| =2 et |U;] =1 pour chaque i ¢ {1,2}.

Supposons d’abord que |U;| = 3 et |U;| = 1 pour chaque i # 1. Posons U; = {u;} pour
chaque i € {2,...,n — 2}. Puisque chaque u; domine V' (G), il s’ensuit que G = G V K,,_3,
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ou Gy = (Uy). D’apres les Propositions 3.23 et 3.24, Gy ¢ {K3, Ps}. Donc G = Ky U K,
ou K.

Supposons maintenant que |U;| = |Us| = 2. Soit U; = {w;} pour tout i € {3,...,n —
2}. Comme précédemment, chaque u; domine V(G), et ainsi G = Gy V K,,_4, ou Gy =
(Uy; U Uy) . Puisque U; domine Us, tout sommet de U; posséde un voisin dans Us, également
tout sommet de Us posséde un voisin dans U;. En utilisant le fait que Gy ¢ {K4, K4 — e}
(d’apres les Propositions 3.23 et 3.24), on en déduit que Gy € { Py, Cy, 2K5}.

Pour montrer I'inverse, désignons par A I’ensemble des sommets universels de G. Selon
la Proposition 3.22, bd(G) = bd(H) + |A|, ou H € {G1,G2}. Si H = G4, alors bd(G;) =1
et |A| = n—3, ceci implique que bd(G) = n—2. Si H = Go, alors bd(Gy) = 2 et |A| = n—4,
ceci implique également que bd(G) = n — 2. O

Soit ‘H une famille de graphes G d’ordre 6 avec 6(G) > 2 et 3 < A(G) < 4, ou chaque
sommet est contenu dans un triangle. Il est a souligner que H contient exactement 14
graphes (pour plus de détail voir le livre de Harary [33], pages 218 — 224).

Nous montrons ci-aprés que le nombre b-domatique d’un graphe de H, & 'exception

de ceux représentés dans la Figure 3.9, est égal a 3.

(H1) (Hs) (Hs) (H,)
FiGURE 3.9. Graphes H,, H, H3 et Hy.
Rappelons qu’il a été montré dans [6] que bd(H,) = bd(Hy4) = 2.

Proposition 3.26 ([7]). Les seuls graphes de H pour lesquels le nombre b-domatique est
égal a 2 sont Hy, Hy, Hs et Hy.

Preuve. Soit G € H, et supposons que bd(G) = 2. Soit P = {Uy, Uz} est un 2-partition
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domatique de G tel que |U;| < |Us|. Comme |V (G)| =6 et A(G) < 4, alors 3 < |Uy| <4
et par suite 2 < |U;| < 3. Considérons les deux cas suivants.

Cas 1. |Uy| = 2 et |Us| = 4. Soit Uy = {a,b} et Uy = {x,vy, 2,t}. Nous distinguons
deux sous-cas, selon que l'aréte ab existe ou non.

Cas 1.1. ab ¢ E. Puisque chaque sommet de G appartient a un triangle, chaque
sommet de U, est non isolé dans (Usz). Si (Usz) n’a pas deux arétes indépendantes, alors
clairement (Us) est une étoile K3, centrée, sans perte de généralité, & x. Notons que
(Uy) n’a pas de triangle. En utilisant le fait que chaque sommet de G est contenu dans
un triangle et y, z,t forment un ensemble indépendant dans (Us), on déduit que chaque
triangle contenant I'un des y, z et ¢ contient également x. De ce fait x est adjacent & a et
b, impliquant ainsi que dg(z) = 5, contradiction. Donc, on peut supposer que (Us) a deux
arétes indépendantes.

Soit T, et T, deux triangles contenant a et b, respectivement. Puisque ab ¢ E(G),
T, et T, ont au plus deux sommets en commun. Supposons d’abord qu’il n’y ait pas
de sommets communs entre T}, et T,. Sans perte de généralité, soit V(7,) = {a,x,y} et
V(T,) = {b, z,t}. Dans ce cas, {{a,b},{z,z},{y,t}} est une partition domatique de G,
contradiction. Supposons maintenant que, si y est le seul sommet commun entre T, et Tj,.
Sans perte de généralité, soit V(T,) = {a,z,y} et V(T},) = {b,y, z}. Puisque ¢ est dominé
par Uy, supposons que th € E. Sitz € F, alors {a, z,y} et {b, z,t} induisent deux triangles
indépendants et comme ci-dessus, nous pouvons obtenir une partition domatique d’ordre
3. Donc tz ¢ E. Puisque t appartient & un triangle, supposons que yt € E, mais dans ce
cas dg(y) = 5, contradiction. Finalement, supposons que tous les triangles contenant a
et b ont deux voisins en commun. Par conséquent, V(T,) = {a,z,y} et V(T,) = {b, z,y}.
Notons que puisque A(G) < 4, x et y chacun d’eux posseéde au plus un voisin dans
{z,t}. Ainsi, puisque U; domine U, on peut supposer que zb € F. Supposons aussi que
zt € E. Alors bt ¢ FE, car sinon il existe deux triangles indépendants. Donc at € E et
par suite az ¢ E (sinon, il existe deux triangles indépendants). Puisque chacun des z
et ¢ appartient a un triangle, nous avons xz,ty € E. Mais alors {a,y,t} et {b, z, 2z} sont
deux triangles sans sommets communs, contradiction. Par conséquent zt ¢ FE. Puisque

(Us) a deux arétes indépendantes, on peut supposer que ty € E. Alors at ¢ E car sinon



53

{a,y,t} et {b,x,y} sont deux triangles avec un sommet en commun, contradiction. Ainsi
bt € E mais également {a,x,y} et {b,y,t} sont deux triangles avec un voisin en commun,
contradiction.

Cas 1.2. ab € E(G). Vu que A(G) < 4, alors ni a ni b est adjacent a tous les sommets
de Us. De plus, puisque {Uy, Us} est une 2-partition domatique de G, alors sans perte de
généralité, on peut supposer que at ¢ F et donc bt € E. Egalement bx ¢ E et par suite
ax € E. Notons que z et ¢t ne sont pas isolés dans Us puisque §(G) > 2. Cependant, au
plus I'un des deux sommets ¥, z est isolé dans U,, car sinon x et ¢t n’appartiennent a aucun
triangle.

Supposons, sans perte de généralité, que z isolé dans U;. Alors 2z doit étre adjacent a
a et b. Comme chacun des deux sommets x,¢ se trouvent sur un triangle, zy et ty € E.
Clairement, y posséde un voisin dans U;. Supposons que y adjacent a a et a b. Si at ¢ E,
alors G = Hy, sinon G = Hj. Notons que bd(H;) = 2 (voir [6]). De méme, bd(Hs) = 2 par
le Theéoréme 3.5 puisque z est isolé dans U, et chacun de a, b a un voisin privé par rapport
a U;. Supposons maintenant que y est adjacent soit & a ou & b, mais pas aux deux. Dans
ce cas, tr € E puisque t appartient & un triangle, d’'ou G = Hs. L’argument ci-dessus
appliqué a z montre que bd(Hs) = 2.

Supposons maintenant que Us ne contient aucun sommet isolé. Puisque x appartient
a un triangle, x doit étre adjacent & au moins I'un des deux sommets vy, z, disons y. Par
le méme argument, ¢ a un voisin dans {y, z}. Observons que chacun des deux sommets
a et b posséde un voisin dans {y, z} car chacun d’eux appartient & un triangle. Il est
clair que U; domine y et z. Si zt ou zx € F, alors {{a,b}, {z,t},{y,2}} est une partition
domatique de G, contradiction. D’ou zt, zx ¢ E impliquant que zy € E puisque z n’est
pas isolé dans Us. De ce fait ty € E puisque ¢ appartient & un triangle. Vu que y posséde
un voisin Uy et A(G) < 4, alors y est adjacent a exactement 1'un des deux sommets a, b.
Par symeétrie, on peut supposer que yb € E. Alors ay ¢ F, et donc az et zb € E puisque
a appartient & un triangle. Comme z se trouve sur un triangle, alors xt € E. Dans ce cas,
{{a,b},{x,y},{2,t}} est une partition domatique de G, contradiction.

Cas 2. |Uy| = |Us| = 3. Soit Uy = {a, b, c} et Uy = {x,y, z}. De méme, ici on distingue

quatre sous-cas.
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Cas 2.1. U; est un ensemble indépendant. Clairement, tout sommet de U; est adjacent
a au moins deux sommets de Us. Supposons qu’'un sommet de Uy, disons a est adjacent a
tous les sommets de U,. Puisque chaque triangle contenant un sommet de U; doit contenir
deux sommets de Us, alors il existe un sommet dans U, reliant tout sommet de G, ce qui
conduit a une contradiction puisque A(G) < 4. Par conséquent, chaque sommet de U a
exactement deux voisins dans Us. Ainsi, il est facile de voir que Us induit un K3 et donc
G = H;.

Cas 2.2. (U;) contient exactement une aréte. Supposons donc que bc € E, et que
a isolé dans (U;). Alors a est adjacent a au moins deux sommets adjacents dans Us,
disons = et y. Supposons que zb et zc ¢ E. Alors za € E et chacun des deux sommets
b et ¢ posséde un voisin dans {z,y}. Vu que b, ¢ chacun d’eux appartient & un triangle,
alors by ou cx, disons by € FE. Egalement 'un de x et y, disons y adjacent & la fois
a b et a c. Puisque z appartient a un triangle, zz € E (yz ¢ E vu que A(G) < 4).
Mais alors {{a,c},{y, z},{b,x}} est une partition domatique de G, contradiction. Par
conséquent, N(z)N{b,c} # (). Sans perte de généralité, supposons que zb € E. Clairement
N(c)NUy # 0. Sicz € E, alors {{a,b},{y, 2}, {c,z}} est une partition domatique de G,
contradiction. Alors ¢z ¢ FE et donc ¢ doit étre adjacent a I'un des deux sommets x
ou y. Par symétrie, supposons que cy € E. Si zx € E, alors {{a,b},{y, 2}, {c,x}} est
une partition domatique de G, contradiction. Par conséquent zz ¢ E et donc zy € E
vu que z appartient & un triangle. Alors by ¢ F puisque A(G) < 4, ce qui signifie que
za,br,cx € E car chacun des deux sommets z,b appartient a un triangle. Mais encore
une fois, {{a,b},{z, z},{c,y}} est une partition domatique, contradiction.

Cas 2.3. (U;) contient exactement deux arétes. Sans perte de généralité, supposons
que ba,bc € E. Vu les cas précédents, on constate que (Us) = P3 ou K.

Supposons d’abord que (U,) est une chaine Pj centrée a y. Supposons aussi que
by € E. Puisque A(G) < 4, I'une des deux arétes bz et bz appartient & F, disons bz ¢ E.
De méme, 'une de ya et yc appartient & E. Par symétrie, supposons que yc ¢ E. Vu
que chacun de ¢ et z appartient & un triangle, alors cx,bx € E et az,ay € E. Dans
ce cas, m = {{a,c},{z,2},{b,y}} serait une partition domatique de G, contradiction.

D’ou by ¢ E. Puisque chaque U; est un ensemble dominant de GG, on peut supposer, par
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isomorphisme, que bx et ya € E. Si ax ¢ E, alors en utilisant le fait que chacun de a et
x appartient & un triangle, on constate que az,xc € E. Mais alors 7 serait une partition
domatique de (G, contradiction. Par conséquent ax € F. Si cz € F, alors 7 serait aussi
une partition domatique de G. Ainsi ¢z ¢ E. D’ott az € F et cx € E puisque chacun de
z et ¢ appartient & un triangle. Mais encore une fois 7 est une partition domatique de G,
contradiction.

Supposons maintenant que (U;) est un K3. Puisque b est adjacent & au moins un
sommet de U, et non a tous les sommets de U car A(G) < 4, on peut supposer, sans
perte de généralité, que by € E et bx ¢ E. Egalement, le sommet y doit étre non-adjacent
a au moins un sommet dans U;. Par isomorphisme, supposons que ya ¢ E. Maintenant,
comme a appartient & un triangle, alors az € E et, soit ax ou bien bz € E. Supposons
d’abord que ax € E. Sicz € E, alors d(z) = 4, d’on, bz ¢ F et donc cy € E (tel
que b se trouve sur un triangle). Mais alors {{a,c},{z,y},{b, z}} serait une partition
domatique de GG, contradiction. Alors cz ¢ FE et par suite cy € E puisque ¢ appartient a
un triangle. Comme ci-dessus, on aura une partition domatique d’ordre 3, contradiction.
Par conséquent ax ¢ E, impliquant que cz € F puisque x a au moins un voisin dans Uj.
Supposons maintenant que bz € E. Alors d(z) = 4, ce qui signifie que cz ¢ E. D’oucy € E
puisque c¢ se trouve sur un triangle. Mais alors {{a, c}, {z, 2}, {b,y}} serait également une
partition domatique de GG, contradiction.

Cas 2.4. (U;) contient exactement trois arétes, c’est-a-dire (U;) = K3. En examinant
les cas précédants, on constate que (Uy) = Kj. Puisque {U;, Uy} est une 2-partition
domatique de G et A(G) < 4, alors tout sommet de U; a un ou deux voisins dans Us.
Supposons que N(a) = {z,y}. Alors za ¢ F puisque A < 4 et par suite N(z)N{b,c} # 0.
Sans perte de généralité, supposons que zc € E. Egalement, supposons que bz € FE, alors
{{a,c},{z,z},{b,y}} est une partition domatique de G, contradiction. Donc bz ¢ E et
N() N {z,y} # (. Par symétrie, supposons que by € E. Alors {{a,c},{y, 2}, {b,x}} est
une partition domatique de G, contradiction. Ainsi [N (t) N Uy| = 1 pour tout ¢ € {a,b,c}.
Donc G = H,. Comme prouvé en [6], bd(H,) = 2. O

Corollaire 3.27 ([7]). Si G € H\{H1, Ha, H3, H4}, alors bd(G) = 3.
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Proposition 3.28 ([7]). Soit G un graphe d’ordre n. Alors bd(G) = n— 3 si et seulement

st G est isomorphe a l'un des graphes suivants:
Z) HYv Kn_4, ou H € {?4, K, UKQ,P:; U Kl, Kg U Kl},

ZZ) HYv Kn_5, ot H ou ﬁ c {05, P5, K2,37P3 U KQ, Fl,FQ,Fg}. (Fl,FQ,F3 sont donnés
par la Figure 3.10),

ZZZ) H\/Kn_ﬁ, ouw H = 2K3 ou H € H\{Hl,HQ,Hg,H4}.

(F1) (F2) (F3)

FIGURE 3.10. Graphes (F}), (F2) et (F3).

Preuve. Soit P = {U;y,Us, ...,U,_3} une (n — 3)-partition domatique de G telle que
|Uy| > |Us| > ... > |U,—3|. Nous distinguons trois cas suivants:

Cas 1. |Uy| = 4 et |U;] = 1 pour tout ¢ # 1. Il est clair que G = H V K,,_4, ou
H = (U;). Si H contient un sommet universel, disons z, alors {U;\{z}, Us, ..., U,_3,{z}}
est une partition domatique de GG de cardinalité n — 2, contradiction. Donc H ne contient
pas des sommets universels. Si H € {Py, Cy,2K5}, alors de la Proposition 3.25, on peut
facilement voir que bd(G) = n — 2, contradiction. Par conséquent, H € {K,, KoUK, P3U
K1, K3 UKy ).

Cas 2. |Uy| = 3,|Uz| = 2 et |U;] = 1 pour tout ¢ ¢ {1,2}. Dans ce cas, G =
HV K, 5, o0 H = (U UU,). Puisque U; domine Us, tout sommet de U; a un voisin
dans Us, également tout sommet de Uy a un voisin dans U;. Donc §(H) > 1. Maintenant,
supposons que A(H) = 4 et soit x est un sommet de H avec dy(x) = 4. Alors P’ =
{U7,U5,Us, ...,U,_3} est une (n — 3)-partition domatique de G, ou U; = (U; U Us) \{z}

et U = {x}. Mais un tel est déja considéré (voir cas 1). Donc A(H) < 3. En examinant
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tous les graphes H d’ordre cing avec 1 < §(H) < A(H) < 3 répertoriés dans [33] (voir les
pages 216-217), alors H ou H € {Cs, Ps, K33, Ps U Ko, Fy, Iy, F3}.

Cas 3. |Uy| = |Uz| = |Us| = 2 et |U;|] = 1 pour tout ¢ ¢ {1,2,3}. Dans ce cas
G =HV K, ¢, ou H= (U UUyUUs;). Notons que de Proposition 3.22, bd(H) = 3 et
donc tous les sommets de H sont contenus dans des triangles (d’apres le Théoréme 3.5).
Donc §(H) > 2. Par un argument similaire a celui utilis¢ dans le Cas 2, on constate que
A(H) < 4. Observons que si A(H) = 2, alors soit H = 2K3 ou bien H = Cy. Cependant,
le cas H = (C est exclu puisque bd(Cg) = 2. Pour la suite, supposons que H est un graphe
d’ordre 6 satisfaisant 6(H) > 2 et 3 < A(H) < 4 et que tout sommet est contenu dans
un triangle. Ainsi H € H. En utilisant les Propositions 3.22 et 3.26, on constate que
H ¢ {Hy,Hs, H3, H,}. Par conséquent, H € H\{H, Hy, Hs, H,}.

Inversement, supposons que G est isomorphe a I'un des graphes décrits dans les clauses
(1), (ii) ou (iii). Soit A ’ensemble des sommets universels de G. Au vu de la Proposition
3.22, bd(G) = bd(H) + |A|. Si G satisfait (i), alors bd(H) = 1 et |A] = n — 4, ce qui
implique que bd(G) = n — 3. Si G satisfait (ii), alors bd(H) = 2 (par le Theéoreme 3.1, la
Proposition 2.9 et le Théoréme 3.7) et |A] = n — 5, ce qui implique que bd(G) = n — 3.
Finalement, si G satisfait (iii), alors bd(H) = 3 (par le Corollaire 3.27) et |A| = n — 6, ce

qui implique que bd(G) = n — 3. O

3.7 Graphes G d’ordre n avec bd(G) = bd(G) = 5

Le but de cette section est de caractériser les graphes G' d’ordre n tel que bd(G) = bd(G) =
. Pour ce faire, nous allons utiliser un résultat di & Dunbar et al [26], ce résultat car-
actérise les graphes G d’ordre n tel que d(G).d(G) = n%/4. Rappelons d’abord la famille
de graphes G, définie dans [26] comme suit: Pour tout nombre entier k£ > 2, notons
I ={1,2,...k}. Si G € Gy, alors notons par uy, us, ..., ug, V1, U2, ...v;, les sommets de G de

sorte que pour tout ¢ € I 'une des conditions suivantes est satisfaite.

(Cy) : Pour tout I € I — {i},
soit wuy, vivy € E(G) et uvy, viuy € E(G) ou

wiug, viv € E(G) et wvy, viu, € E(G);
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(Cy) : Nexisteun j € I — {i}, tel que

(a) Pour tout I € I —{i,j}, soit
usuy, viv; € B(G) et wyvy, viuy € E(G) ou
usuy, viv; € B(G) et wyvy, viuy € B(G);
(b) wiuj, wv;, viu; € E(G) et uv;, ujvj, vv; € E(G);
(c) dans le graphe G,
N(ui)\Vij = N(u;)\Vij et N(vi)\Vi; = N(v;)\Vy,

ou V;'j = {Ui,'LLj,Ui,Uj}.

Dunbear et al. [26] ont montré que pour tout graphe G d’ordre n > 4, d(G).d(G) < n?/4,

ils ont également caractérisé tous les graphes atteignant cette borne.

Théoréme 3.29 ([26]). Pour tout graphe G d’ordre n > 4, d(G).d(G) = ”72 si et seulement

st G = Ky ou G € Gy, pour un certain entier k > 2.

La preuve du Théoréeme 3.29 est basée sur des faits résumés dans le résultat suivant:

Proposition 3.30 ([26]). Soit G un graphe d’ordre n > 4 satisfaisant d(G).d(G) = %.

Soit k = 5 et P = {Uy, Uy, ...,Ux} une partition domatique de G de cardinalité k tel que
k

STIE(U;))| est un mazimum. Alors,

i=1

(i) k—1<6G)<AG)<ketk—-1<§G)<AG) <k
(ii) Si U; est un ensemble dominant de G, alors i satisfait la Condition (C}).
(i4i) Si U; n'est pas un ensemble dominant de G, alors i satisfait la Condition (Cs).

Par la proposition 3.30, tout graphe G € G est régulier ou semi-régulier de degré

minimum n/2 — 1 ou n/2.
Théoréme 3.31 ([7]). Pour tout graphe G d’ordre n > 4,

bd(G) = bd(G) = %

si et seulement si G € {2K,,Cy, Py}.
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Preuve. Il est facile de montrer que si G € {2K5, Cy, Py}, alors bd(G) = bd(G) = n/2.
Pour prouver la nécessité, considérons un graphe G d’ordre n > 4 avec k = bd(G) =

bd(G) = § et soit P = {U1,Us,...,Us} une partition domatique b-maximale de G de
cardinalité k. Notons que G est sans sommets universels puisque sinon G contient un
sommet isolé et donc bd(G) = 1 < n/2, contradiction. Egalement G est sans sommets

universels. Donc 7(G) > 2 et v(G) > 2. 1l s’ensuit alors que |U;| = 2 pour tout i puisque

k = %. De plus d(G) < § et d(G) < § par la Proposition 3.1. Soit I = {1,...,k} et

U; = {u;,v;} pour tout ¢ € I. Puisque bd(G) < d(G) et bd(G) < d(G), alors d(G) =
d(G) = % et ainsi d(G).d(G) = ”72. Clairement G # K, ce qui signifie, le Théoréme 3.29,
que G € Gi. Puisque d(G) = bd(G), tout d(G)-partiton domatique de G est une bd(G)-
partition domatique de G. Ainsi, on peut supposer que la partition P est choisie parmi
tous les d(G)-partitons domatiques de G telles que diG:) |E((U;)| est maximum. Maintenant,
par la Proposition 3.30-(i), on a § —1 < 0(G) < ZE(G) < 4. Il est facile de vérifier que
sin =4, alors G € {2K5,Cy, Py}. De ce fait,on peur supposer que n > 5, et par suite
k=4 > 3. Nous distinguons donc deux cas possibles:.

Cas 1. U; est un ensemble dominant de G pour tout i € I.

Par la Proposition 3.30-(ii), la Condition (C}) est satisfaite pour tout ¢ € I. Comme U
est un ensemble dominant de G et de G, alors tout sommet de Uj, avec j # i, est adjacent

a un sommet de U; dans GG. Donc,
Ve e Us, |pnlz, U]l =k—1. (3.9)
De plus, nous réclamons que
pour tout i € I, Ng(u;)\ {v;} induit un graphe complet.

En effet, supposons au contraire que pour certain p € I, il existe un sommet u, € U,
tel que Ng(u,)\ {v,} contient deux sommets non adjacents. Sans perte de généraliteé,
supposons que u, et u, sont les deux sommets non adjacents dans Ng(u,)\ {v,}. Par
la Condition (Cy), les sommets v, et v, ne sont pas adjacents dans Ng(v,)\ {uq}. Soit

Uy = {ug, ur, vy}, Ul = {vg, vp, up b et P = (PN AU, Uy, Uy }) U {Ué, UT’} . Observons que

U, et U, sont des ensembles indépendants dans G. (3.10)
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D’ou par (3.9) et (3.10), P’ satisfait ce qui suit: tout sommet de G est isolé dans sa classe
ou bien il posséde un voisin privé par rapport a sa classe. Ainsi, par le Théoréme 3.5,
P’ est une partition domatique b-maximale de G de cardinalité § — 1, contradiction, ceci
compléte la preuve de la réclamation.

De ce fait, pour tout i € I, les sommets de N (u;)\ {v;} sont deux a deux adjacentes.
Alors G est 'union disjointes des deux graphes complets, chacun est d’ordre § auquel cas s
(0 < s < §) arétes indépendantes peuvent étre ajoutées de sorte que chaque aréte ajoutée
relie un sommet d’'un K'» a un sommet de autre K». Mais dans ce cas bd(G) = 2 < bd(G)
d’aprés le Théoreme 3.7, contradiction.

Cas 2. U; n’est pas un ensemble dominant de G pour un certain i € I.

Par la Proposition 3.30-(iii), ¢ satisfait la Condition (C3). Soit j € I — {i} tel
que les clauses (a), (b) et (c) de la Condition (C5) sont satisfaites. Observons que
u;, v;, uj, v; induisent une chaine Py : v;-u;-w;-v; (d’apres la clause (b)). Egalement par
la clause (c), les sommets de chacune des paires u;, u; et v;,v; ont le méme voisin dans
V(GO\Awi, uj,v;,v5}. Puisque k > 3,1 € I —{i,j} et P = P {U;,U,,U;}. Main-
tenant, par la clause (c), soit (u;u;, uju; € E et vu, v € E) ou bien (wv,uju € E et
viu, vju; € E). Dans le premier cas, posons Py = P U {{w;, uj, v}, {vi,vj,u}} et dans
le dernier cas, posons Py = P’ U {{u;, uj,wi},{vi,vj;,v;}}. Dans les deux cas, P; et P,
sont des partitions domatiques de G. Pour la suite, supposons, sans perte de généralité,
que P; est satisfaite. Pour montrer que P; est une partition domatique b-maximale, il
suffit d’examiner le Théoréme 3.5 en considérant le sommet v; et en utilisant le fait que
G est régulier ou semi-régulier de degré (minimum) n/2 — 1 ou bien n/2. En effet, v; est
isolé dans sa classe {u;,u;,v} et pour tout z € N(v;), le sommet = est soit isolé dans
sa classe (quand dg(z) = n/2 — 1) ou il posséde un voisin privé par rapport a sa classe
(quand dg(z) = n/2). Donc P; est une partition domatique b-maximale de G d’ordre

|P'| +2= (5 —3)+2 < 7, contradiction. O
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3.8 Reésultats Nordhaus-Gaddum

Dans cette section, nous présentons des bornes de type Nordhaus-Gaddum pour bd(G) +

bd(G) en fonction de l'ordre du graphe G, et nous caractérisons les graphes extrémaux

atteignant ses bornes.

Théoréme 3.32 ([7]). Pour tout graphe G d’ordre n, bd(G) + bd(G) < n+ 1, avec égalité

si et seulement si G = K, ou K,,.
Preuve. De la Proposition 3.1, nous avons
bd(G) + bd(G) < 6(G) +6(G) + 2. (3.11)
De plus, puisque 6(G) = n — A(G) — 1, alors
bd(G) +bd(G) <n+1+0(GQ) — A(G), (3.12)

et la borne est satisfaite puisque 6(G) — A(G) < 0.
Supposons maintenant que bd(G) +bd(G) = n+ 1, alors par (3.12), nous avons §(G) =
A(G), c’est & dire G est un graphe régulier. Observons que si ni G ni G est un sommet

universel, alors 7(G) > 2 et v(G) > 2. Ainsi, le Corollaire montre que 3.4, bd(G) < n/2
et bd(G) < n/2, impliquant que bd(G) + bd(G) < n ce qui conduit & une contradiction.
Par conséquent, au moins I'un des deux graphes G et G posséde un sommet universel.
Maintenant, si G a un sommet universel, alors bd(G) = 1 et bd(G) = n, ce qui implique
que G = K,,. Tandis que, si G a un sommet universel, alors bd(G) = 1 et bd(G) = n, ce
qui implique que G = K,,.

L’inverse est évident. O

Théoréme 3.33 ([7]). Soit G un graphe d’ordre n. Sini G ni G est un graphe complet,

alors

bd(G) + bd(G) < n,

avec égalité si et seulement si G € {K,, — e,2K5,Cy, Py}.

Preuve. La borne se déduit directement du Théoréme 3.32 puisque ni G ni G est un

graphe complet.
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Supposons que bd(G) 4+ bd(G) = n. Si G a un sommet universel, alors bd(G) = 1 et
bd(G) = n — 1. Par la Proposition 3.24, G = K,, — e, ol e est une aréte arbitraire de K.
Par symétrie, si G posséde un sommet universel, alors G = K,, — e, oll e est une aréte

arbitraire de K,. Alors, on peut supposer que ni G ni G a un sommet universel. Il s’ensuit

que, v(G) > 2 et v(G) > 2 et donc n > 4. Maintenant, puisque bd(G) + bd(G) = n, le

Corollaire 3.4 implique que bd(G) = bd(G) = § et par suite G € {2K5, Cy, Py} d’apres le

Theéoréme 3.31.

L’inverse est évident. O
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CHAPITRE 4

NOMBRE B-DOMATIQUE DANS LES PRODUITS DE GRAPHES

Le premier papier traitant le nombre domatique du joint de n graphes, du produit cartésien
et de 'union de deux graphes a été publié en 1994 par Chang [16]. Un autre travail sur le
produit fort de deux graphes a été donné par Monika [54]. Dans ce chapitre, nous étudions
différents problémes liés & la partition domatique b-maximale du produit de deux graphes.
Principalement, nous donnons des bornes sur le nombre b-domatique du joint et du produit
cartésien de deux graphes.

Notons que les travaux présentés dans ce chapitre ont été accepté comme communica-

tion aux colloques COSI’'17 [9], ROADEF’2016 [5] et ROADEF’2017 [8].

4.1 Le nombre b-domatique du joint de deux graphes
Nous commencons cette section par la définition suivante.

Définition 4.1. Soit P une partition domatique b-maximale d’un graphe G et soit U une
classe de P. Un sommet v € U est dit non-transférable si pour tout sommet u € N|v],

l’ensemble pnlu, U,| est non vide.
Par la définition du joint de deux graphes GGy et (G5, on trouve que
6(G1V Ga) = min{d(G1) + [V (G2)],6(G2) + [V(GA)l},
et par les Propositions 3.1 et 3.2, on constate que
bd(G:1 VvV G2) < min{d(G1) + |V (G2)|,0(G2) + |V (G1)|} + 1.

Dans ce qui suit, nous allons présenter d’autres bornes supérieures sur le nombre b-
domatique dans le produit de graphes. Rappelons qu'une partition b-maximale de cardi-

nalité minimale est appelée une bd-partition.
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Proposition 4.2. Soient P(G1) et P(G2) deux bd-partitions domatiques de Gy et Ga,
respectivement. Si tous les sommets appartenant aux classes de P(Gy) (ou P(G2)) ne

sont pas transférables, alors
bd(G1 V Go) < bd(G1) + bd(Gs).

Preuve. Supposons que tous les sommets de P(G1) sont non-transférables. Notons que

pour t = 1,2, |P(G:)| = bdG}) et par suite
[P(G1)]) + [P(Ga)| = bdG1) + bdG). (4.1)

Posons k = bdG4) + bd(G3), P(G1) = {A1,..., Ay} et P(G2) = {Bi1, ..., By} 1l
est aisé de voir que V(G V Gy) = (Ufi(lG DA U (Ugi(lG 2) B;).  Observons que chaque
classe A;,1 < i < bd(G;), domine tous les sommets de V' (G2) et chaque classe B;, 1 < j <
bd(G3), domine tous les sommets de V' (G1). Vu que les classes A; et B; sont disjointes,

alors P(G1) U P(G3) est une partition domatique de Gy V Gy. Posons P(Gy V Gg) =
P(G1) UP(G3). 1l est immeédiat de voir que

'P(G1)|) + |P(Ga)| = |P(G1 V Gy). (4.2)

Soit U; = A; pour i = 1,...,0d(G1) et Upgq,y+; = Bj pour j = 1,...,bd(G2). Alors
P(G1V Gy) = {Uy,U,,...,Ui}. 1l est a souligner que tous les sommets de A; sont non-
transférables dans la partition P(G7 V G3) puisque il le sont dans la partition P(G1). Nous
allons montrer que P(G; V G2) est b-maximale de G V G5. Supposons le contraire. Alors,
il existe k sous-ensembles non vides U, C U;, i € {1,..,k} avec inclusion stricte pour
au moins un sous-ensemble non vide, A = V' \ Ule U, (A #0) et {U,U,,...,U.} est
une partition domatique de (G; V Gy) — A et P' = {U, U, ..., U,V \ U?Zl U} est une
partition domatique de G. Pusique tous les sommets de A; sont non-transférables, alors
A ne contient aucun sommet de A;. Autrement dit, A contient seulement les sommets de
B; et donc de P(Gs). Ceci implique que P(G2) est non b-maximale, contradiction. D’ou
P(G1 V Gq) est b-maximale, ce qui implique que bd(G; V Gs) < |P(G1V Gs)|. D’apres
(4.1) et (4.2), on trouve que bd(Gy V G3) < bd(G1) + bd(Gs). O

Proposition 4.3. Soient T" un arbre d’ordre m et G un graphe d’ordre n. Alors,

bd(T V G) < 2+ bd(G).
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Preuve. Par la Proposition 2.47, bd(T") = 2. On sait que tous les sommets de T peuvent
étre partitionné en deux sous-ensembles stable. Soit P = {U;, Uy} une 2-partition de T’
telle que U; (i = 1,2) est un stable. Clairement tous les sommets U; U Uy sont non-
transférables. D’ot, en vertu de la Proposition 4.2, bd(T V G) < 2 + bd(G). O

Par un raisonnement similaire, on obtient le resultat suivant.

Corollaire 4.4. Soient P,,n > 2 une chaine a n sommets et G un graphe d’ordre n.
Alors,
bd(P, Vv G) <2+ bd(G).

Y
Ul. /112

U3 /. Us
.

NN,
U, U,

F1cURE 4.1. Partition domatique b-maximale de la chaine F.

Proposition 4.5. Soient K,, un graphe complet d’ordre m et G un graphe d’ordre n.
Alors,
bd(K,, V G) =m + bd(G).

Preuve. Observons que tous les sommets de K, sont des sommets universels dans
K,, V G. Donc par la Proposition 3.22, bd (K, V G) = bd((K,, V G) \ K,,) + m. D’autre
part bd((K,, V G) \ K,,) = bd(G). D’ou bd(K,, V G) = m + bd(G). m

Proposition 4.6. Soient P un graphe de Petersen et G un graphe d’ordre n. Alors,

bd(P Vv G) < 2+ bd(G).
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Preuve. D’preés la Proposition 3.10 et la Figure 4.2, bd(P) = 2. Soit P = {Uy, U, } telle
que Uy = {wo, v1,v2,v3,v4} et Uy = {vs, v6, V7,08, 09}. Tous les sommets de U; U Uy sont

non-transférables dans P. D’ot, en vertu de la Proposition 4.2, bd(PVG) < 2+bd(G). O

v (g fi5q )

UL (%
Uy U1 o2 v
' ‘ PCES
Vg U7

V4| Vg
s v2 N
Uy U,

F1GURE 4.2. Graphe de Petersen P et Partition domatique b-maximale de P .

Proposition 4.7. Soient C,, et C,, deux cycles avec n,m > 4. St n ou m est pair, alors
bd(C, V Cp,) < 4.

Preuve. Soient C, et C,, deux cycles avec n,m > 4. D’aprés la Proposition 2.49,
bd(C,) = bd(C,,) = 2. Sans perte de généralité, soit n pair, alors tous les sommets de
C,, peuvent étre partitionné en deux sous-ensembles stable. Donc tous les sommets de
C, dans toute bd-partition de C), sont non-transférables. D’otu, par la Proposition 4.2,

bd(C, V Cp,) < 4. O
Proposition 4.8. Pour tout m,n,p et ¢ > 2,
bd(KpqV Kpyn) < 4.

Preuve. Soit K, ,, K,,, deux graphes bipartis complets de bipartition (A,, B,) et
(Cy, D) respectivement. 1l est clair que K, , = G[A,]| V G[B,] et K,,,, = G[C,,] V G| D,,).
Dans toute bd-partition de K,, et K,,,, tous les sommets de K,, et K,,, sont non-

transférables. D’ot, en vertu de la Proposition 4.2, bd(K, , V K, ) < 4. O
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4.2 Le nombre b-domatique du produit cartésien de deux graphes]

Dans cette section, nous allons déterminer le nombre b-domatique du produit cartésien de

deux graphes.
Par la définition du produit cartésien G1[1G5, on trouve
§(G10G,) = 6(Gy) + 6(Gy),
et par la Proposition 3.1,
min(bd(G1), bd(G2)) < bd(G10G3) < §(G1) + 0(Ge) + 1. (4.3)

Proposition 4.9. Soient G et Gy deuz graphes avec bd(G1) < bd(G2). Soit P(G) une
bd-partition de Gy. S’il existe un sommet v appartenant a une classe de P(Gy) tel que

tout sommet de Ng, [v] posséde un voisin privé par rapport a sa classe, alors

Preuve. Soient P(G1) = {A1,..., Ay} et P(G2) = {Bi1,..., Bic,)} deux bd-
partition de G; et G, respectivement. Posons k = bd(G1). Soit P (G10G3) = {Uy, Uy, ...,
Uk} une partition de G10G5 tel que U; = V((A;) OG,), i = 1,...,bd(Gy). 11 est facile de
vérifier que P (G10G2) est une partition domatique. Montrons que P (G100G3) est une
partition b-maximale de G10G,. Soit v € A, p fixé appartenant & {1,...,k}, tel que
tout sommet u € Ng, [v] posséde un voisin privé relative & A, dans G;. Soit z € U,. 1l
n’est pas difficile de vérifier que tout sommet w € Ng,ng, [2] posséde aussi un voisin privé
relative a U, dans G1[JG,. Par conséquent, en utilisant le Théoréme 3.5, on constate que
P (G10G,) est une partition domatique b-maximale de G10G5. D’ou bd(G10G:) < k et
par (4.3), on conclut que bd(G10G3). O

Proposition 4.10. Soient H un prisme graphe et G un graphe quelconque. Alors
bd(HOG) = 2.

Preuve. d’apres la Proposition 3.10, bd(H) = 2. Etant donnée une bd-partition de H,
tout sommet de H posséde un voisin privé par rapport a sa classe. Donc par la Proposition

4.9, bd(HOG) = 2. O
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Le corollaire suivant est immediat.
Corollaire 4.11. Pour tout n,m > 2, nous avons
bd(K,0K,,) = min(n,m).

Théoréme 4.12. Soient G et Gy deux graphes tels chacun contient un sommet dont les

voisins forment un ensemble stable. Alors
bd(G10G,) = 2.

Preuve. Soit v = (v1, v2) un sommet de G10G5 avec v; € V(Gy) et v € V(G3) tel que
les ensembles Ng, (v1) et Ng,(vs) forment deux stables dans Gy et Gy, respectivement.
La structure de G10G, implique que I'ensemble Ng,ma,(v) forme aussi un stable dans

G10Gj;. De ce fait, en vertu du Théoréme 3.7, on constate que bd(G10G3) = 2. O
Corollaire 4.13. Pour tout n,m,p et ¢ > 2. Alors,
bd(K,,,OK,,) = 2.

Proposition 4.14. Soient P, une chaine et C,, un cycle avec n > 2 et m > 3, alors

3 st 3 et 3
bd(P,00C,,) — sin # 3 et m#

2 S1 non

Preuve. Soient P, une chaine d’ordre n > 2 et C,, un cycle d’ordre m > 3. Posons
Gnm = P,0C,,. Si n =2, alors d’apres la Proposition 3.10, bd(G2,,) = 2. Egalement si
n >4 et m > 4, alors en vertu du Théoréme 4.12, bd(G,, ) = 2. Il nous reste a examiner
le cas n = m = 3. Pour cela, posons V(G35 3) = {v1, v, v3, v4, v5, Vg, V7, Vs, U9} (voir Figure
4.3). La partition {{vy, v, v7}, {ve, v5, s}, {vs, V6, v9}} est domatique b-maximale de G5 3
d’apres le Théoreme 3.5 puisque chaque sommet posséde un voisin privé relatif a sa classe.
De ce fait bd(G33) < 3. Nous allons montrer que bd(G33) < 3. Supposons le contraire.
Alors bd(G 3) = 2 puisque G3 3 est sans sommets isolés. Soit P = {U;, Us} une bd-partition
de G5 3. Il est a observer que les sommets de G35 peuvent étre partitionné en trois copies
de K3. Par ailleurs, chaque sommet de G5 3 est contenu dans une copie de K3. De ce fait,

I'une des deux classes U; ou U, contient au moins deux sommets du méme copie de Ksj.
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Supposons d’abord que les trois sommets du certains copies sont dans U;. Par symétrie, on
peut supposer que les sommets de la premiére copie vy, vo, v3 appartiennent a U;. Dans ce
cas les trois sommets vy, v5, vg de la deuxiéme copie sont dans Us car sinon I'un des sommets
de la premiére copie ne sera dominé par U,. Mais dans ce cas {Uy, Us, {v1,v4}} serait une
partition domatique de (33, contradiction. Supposons maintenant que exactement deux
sommets du méme copie appartiennent a U; ou Us. contient exactement deux partition
contient au plus deux sommets de chaque copie. Soit A une nouvelle classe obtenue &
partir de U; et Us de la facon suivante. Pour toute paire de deux sommets du méme copie
qui se trouvent dans la méme classe U; ou Us, on déplace I'un des deux sommets & A et

on garde 'autre sommet dans sa classe. Il est facile de vérifier que cette nouvelle partition

est domatique, contradiction O
U1 Uy v7
(%) Us
U3 Vg Vg

F1GURE 4.3. Graphe P3[1C5.



CHAPITRE 5

NOMBRES B-DOMATIQUES TOTAL ET COUPLE
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Ce chapitre est consacré a I’étude de deux variantes relatives au nombre b-domatique, a

savoir le nombre b-domatique total et le nombre b-domatqiue couplé. En effet, nous allons

donner des valeurs exactes et des bornes sur ces deux paramétres pour certains graphes

particuliers tels que le graphe milieu et le graphe total d'un cycle C,, et d’une roue W,,.

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus en collaboration avec les étudiants du

Master Boutoumi Meriem et Taibi Naouel [13], et Zaitri Hadjer [61].

Définition 5.1 ([31]). Soit G = (V(G), E(G)) un graphe ou V(G) est l’ensemble des

sommets et E(G) est l’ensemble des arétes. Le graphe milieu de G, noté M(G), est défini

comme suit: L’ensemble des sommets de M(G) est V(G) U E(G). Deux sommets v et u

de M(G) sont adjacents si l'une des conditions suivantes est vérifiée.

e v,u € E(G) et v,u sont adjacents dans G.

e veV(G), u€ E(G) et v est incident & u dans G.

U1 %

I

N

Us V4

F1cURE 5.1. Le graphe milieu de Cj.

Théoréme 5.2. Pour tout cycle C,, d’ordre n, on a

bd (M (Cy,)) = 2.
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Preuve. Soit G un graphe milieu du cycle C,. Posons V (C},) = {vy,vq,...,v,} et
E(Cy) ={u1,us, ..., u,} avec u; = vjvj41, 1 < j <n—1etu, =v,v;. Soit P = {U;,Us}
une partition domatique de G avec Uy = {uy, us} U{vy, ..., v,} et Uy =V (G)\U;. Nous
allons montrer que P est b-maximale. Puisque v, est isolé dans G [Us], la classe U, est un
ensemble dominant indivisible. Montrons maintenant que U; est un dominant minimal.
Remarquons d’abord que pn [uy, Ui] = {v1} et pn [uz, U] = {vs}, de plus, tout sommet de
Ui\ A{u1, ug} est isolé dans G [U;]. Donc, d’apres le Théoréme 2.21 et la Proposition 2.47,
P est une partition domatique b-maximale. D’ou bd (G) = 2. O

Définition 5.3 ([4]). Le graphe total de G, noté T(G), est défini comme suit. L’ensemble
des sommets de T'(G) est V(G) U E(G). Deux sommets v et u de T(G) sont adjacents si

l'une des conditions suivantes est vérifiée:
e v, u € V(G) et v, u sont adjacents dans G.
e v, u € F(G) et v est adjacent & u dans G.

e v e V(G), ue€ E(G) et v est incident & u dans G.

F1cURE 5.2. Le graphe total de Cg.

Proposition 5.4. Pour tout cycle C,, d’ordre n > 5, on a
b (T (C,)) < 3.

Preuve. Soit G le graphe total de C,,. Posons V (C,) = {v1,v2,...,v,} et E(C,)
= {ug,u,...,u,} avec u; = vjvj11, 1 < j <n-—1etu, =v,v. Soit P = {U;,Us,Us}

une partition de G ou Uy, Uy et Us sont définies comme suit:

Uy = (Uizafsa)) U Usofusa)) avee s = | 22 | 0= |52
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et
Uy =V (C,)\Uy; Us = E(C,)\Us.

Montrons que cette partition est b-maximale. D’abord, observons que le sommet v,
est isolé dans la classe Uy et Ng(vy) = {v1,v3,u1,us}. Par ailleurs, on a pn vy, Us] = {u;},
pn [vs, Us] = {us}, pnfus, Us) = {v1} et pn[ug, Us) = {v1}. Donc, d’apres le Théoréme 3.5,
P est b-maximale. D’ou, bd (T (C,,)) < 3. O

Définition 5.5. La Roue W,, est un graphe d’ordre n construit a partir d’un cycle C,_1

et un sommet universel.
U1
Vg Vg

U7 U3

Ve V4
Us

FIGURE 5.3. La roue Wy.

Corollaire 5.6. Le nombre b-domatique de la Roue W,, (n > 4) est

5.1 Partition domatique totale b-maximale

Dans cette partie, nous allons introduire le nombre b-domatique total. Aprés avoir donné
quelques propriétés concernant ce parmeétres, nous déterminons la valeur exacte de ce

parameétre pour certains graphes simples.

5.1.1 Propriétés des partitions domatiques totales b-maximales

Nous commencons d’abord par donner les définitions suivantes.
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Définition 5.7. Une partition domatique totale P est dite a;-mazximale, s’il n’existe pas
une partition domatique totale P' de cardinalité plus grande que P, obtenue o partir de P

en divisant une classes U; de P en deuxr dominants totauz U] et U]'.

Définition 5.8. La cardinalité minimum d’une partition a;-maximale de G est appelée le

nombre a-domatique total de G et on le note par ad,(G).

Proposition 5.9. Toute partition domatique totale P dont chaque classe U contient un

sommet pendant dans G [U] est a-mazimale.

Preuve. L’ensemble dominant U contenant un sommet pendant v dans G [U] est indi-
visible, car si on divise U en U’ contenant v et U” contenant leur support, v est isolé dans
U’. Donc U’ est un ensemble non dominant total. Ainsi toute classe de P est indivisible
et donc P est a;-maximale. O

Une partition domatique totale P est b,-maximale s’il n’existe pas une partition doma-
tique totale P’ (|P’| > |P|) qui peut étre obtenue & partir de P en rassemblant quelques
sous classes de P pour former une nouvelle classe (un autre ensemble dominant total).

Plus formellement, une partition domatique b;-maximale peut étre définie comme suit.

Définition 5.10. Une partition domatique totale P = {Uy,...,Ux} est b-maximale s’il
n'eziste pas k sous-ensembles U] C U; telle que P’ = {U \ Uj,..., U\ U, U U...UU.}

est une partition domatique totale, (avec la condition que U U ... U U] #0).

Définition 5.11. La cardinalité minimum d’une partition domatique totale b;-mazimale

de G est appelée le nombre b-domatique total et on le note par bd,(QG).

Remarque 5.12. Le nombre b-domatique total est défini seulement pour les graphes sans

sommets isolés.D’ou 6(G) > 1.

Dans ce qui suit, nous présentons quelques propriétés concernant les partitions doma-

tiques totales b-maximale.

Proposition 5.13. Une partition domatique totale P = {Uy, ..., Uy} est by-maximale si et
seulement si pour tout choix d’ensembles dominants totauz minimaux 7; C U;, V'\ Ule s

n’est pas un dominant total de G.
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Proposition 5.14. Toute partition domatique totale P = {Uy, ..., U} dont chaque classe

est un ensemble dominant total minimal de G, est b,-maximale.

Preuve. Si chaque classe est un ensemble dominant minimal total de (G, alors en posant

k
7; = U; pour chaque 7, ’ensemble V'\ _Ulm serait un ensemble non dominant total de G. [
1=

Proposition 5.15. Toute partition domatique totale a;-maximale P = {Uy, ..., Uy} telle
que chaque classe U;, 1 < i < k — 1 est un ensemble dominant minimal total de G, est

be-maximal.

Preuve. Dans ce cas m; = U; pour 1 <i < k—1et V'\ Ule m; = Ug \ T qui n’est pas

un dominant total de G car U}, est indivisible. ]

Proposition 5.16. Soient G un graphe et P = {Uy,..., U} une partition domatique
totale de G. Si pour tout i € {1,...,k}, E(U;) est un couplage parfait de G [U;], alors P

est b,-mazimale.

Preuve. Soit P = {Uj, ..., Uy} une partition domatique totale de G telle que pour tout
i€ {l1,2,..,k}, E(U;) est un couplage parfait de G [U;]. Soit v;u; une aréte quelconque de
U;. Dans ce cas, on ne peut pas transférer v; ou u; vers une nouvelle classe. En effet,
si exactement I'un des deux sommet v; ou wu;, disons v; est transféré vers une la nouvelle
classe, alors wu; serait isolé dans U;. Maintenant si les deux sommets sont transférés vers
une la nouvelle classe, alors v; et u; seront non dominé par U;. Dans les deux cas, on a

une contradiction. ]

5.1.2 Le nombre b-domatique total de classes simples

La remarque suivante est triviale.
Remarque 5.17. Si §(G) = 1, alors {V'} est lunique partition domatique totale de G.
D’ou

Pour cette raison, dans la suite de cette partie, on considere que les graphes de degré

minimum 0(G) > 2.
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Il est & souligner que toute partition domatique totale est une partition domatique
b;-maximale et toute partition domatique b;-maximale est une partition domatique a;-
maximale. Ainsi, vu que chaque sommet est non isolé dans sa classe, alors le résultat

suivant est immédiat:
Proposition 5.18. Tout graphe G de dégré minimum 6(G) > 2 satisfait:
1 <adi(G) < bdy(G) < di(G) < (Q).
Remarque 5.19. Il eziste des graphes pour lesquels §(G) > 2, mais di(G) = 1.
Par exemple, pour le cycle Cs, §(G) = 2 mais d;(G) = 1.
D’apres la Proposition 5.18, on en déduit, le résultat suivant:

Proposition 5.20. Tout graphe G satisfait:

bd;(G) < min {
Puisque v,(G) > 2, alors on a le résultat suivant

Corollaire 5.21. Tout graphe G satisfait

bii(G) < |5

Vu que les extrémités de toute aréte de K, forment un dominant total minimal de
K, alors Si chaque aréte du graphe est un dominant total de K, alors toute classe d’une

partition domatique total contient une seule aréte.

Corollaire 5.22. Le graphe K, satisait

bdy(K,) = LSJ .

Proposition 5.23. Pour tout cycle C, d’ordre n, on a

2 sin=0[4],

1 SINon.
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Preuve. Soit V(C,) = {vy,vs,...,v,}. D’aprés la Proposition 5.18, bd;(C,) < 2.
Montrons d’abord que si n est multiple de 4, alors bd;(C,,) = 2. Supposons au contraire
que bd,(C,) = 1. Donc V(C,) est une partition domatique b;-maximale de C,. Soit
P = {Uy, Us} une partition de C,, construite comme suit. Uy = {vy, v9, vs, Vg, ..., Un_3, Un_2}
et Uy = V (C,)\U;. Par une simple vérification, on peut constater que U; (i = 1,2) est
un ensemble dominant total de G, contradiction. D’ow, bd;(C,,) = 2.

Montrons maintenant que si n n’est pas multiple de 4, alors bd;(C,,) = 1. Supposons
au contraire que bd;(C,,) = 2. Soit P = {U;, Us} une partition domatique b;-maximale de
G. Le sous graphe engendré par U; (i = 1,2) est sans Pj car s'il existe une chaine induite
P3; = vivou3 dans Uy, alors v, n’aura pas de voisins dans U; car le degré de vy est égal a 2.
Par conséquent vy ne sera pas dominé par Us. De ce fait, pour i = 1,2, G [U;] est 'union
de t; > 2 copies de P,. Vu que C), est un graphe 2-régulier, alors t; = t5. Ceci implique

que t; + to est pair et par suit n = 2(¢; + t3) est un multiple de 4, contradiction. O
Théoréme 5.24. Soit K, , un graphe biparti complet avec 2 < p < q. Alors
bdi (K, ,) = p.

Preuve. Posons V(K,,) = AU B ou A = {ay,as,...,a,} et B = {by,ba,....;b,}. Il est
clair que toute ensemble dominant total D de G intersecte, A et B car sinon D contient
des sommets isolés. Par conséquent, dans toute partition domatique totale de K, ;, chaque
classe de cette partition contient au moins un sommet de A et au moins un sommet de B.

Considérons une partition domatique totale P définie comme suit.

P = {{ala bl} ; {a27 b2} 3ty {ap—lu bp—l} 3 {ap7 bp7 bp+17 kT bq}} :

Vu que chaque classe {a;,b; }, <i<p—1 st un dominant minimal total de G et par la Propo-
sition 5.15, la partition {a,, by, by11, ..., b,} est a;-maximale de G, alors par la Proposition
5.15, P est bi-maximale. D’ot bd, (K, ) < p.

Maintenant, nous montrons que bd; (K, ,) = p. Supposons au contraire que bd;(K,,) =
k < p et considérons une partition domatique b-maximale P = {Uy, Us, ..., Uy} de K, ,
de cardinalité k. Alors, il existe une classe de P, disons U; qui contient au moins deux

sommets de A, disons ay, as car sinon |A| < p. Si la classe U; contient aussi deux sommets
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de B, disons by, by, alors {U;\{a1,b1},Us, ..., Uy, {a1,b1}} est une partition domatique
totale de K, 4, contradiction. Si la classe U; contient un seul sommet de B, disons by, alors
par un argument similaire au précédent, il existe une classe différente de Uy, disons Uy qui
contient deux sommets de B, disons by et bs. Par ailleurs, U, contient au moins un sommet
de A, disons a3. Mais dans ce cas, la partition {Uy\{a1}, Us\{ba}, ..., Uk, {a1, b2} } serait

une partition domatique totale de K, ,, contradiction. O
Proposition 5.25. Soit W,, une Roue d’ordre n > 5. Alors
bd,(W,,) = 2.

Preuve. Soit vy, vq, ..., v,_1 les sommets de roue W, ol vy est le sommet universel de
W,. Nous montrons que bd; (W,) < 2. Posons P = {U;,Us} telle que U; = {vg,v1}
et Uy = V(W,)\ Up. 1l est facile de vérifier que U; est un dominant minimal total.
Puisque U; posséde un sommet pendant, alors d’apres la Proposition 5.9, Us est un en-
semble dominant a;,-maximale. D’otl, par la Proposition 5.15, P est b;-maximale. En
conséquence, bd; (W,) < 2. Montrons maintenant que bd; (W,,) = 2. Supposons au con-
traire que bd; (W,) = 1. Donc V(W,,) est une partition domatique b,-maximale de W,,.
Soit m = {U;,Us} une partition de W, telle que U; posséde deux sommets ot I'un des
deux est un sommet universel et Uy = V(W,,) — U;. 1l est facile de vérifier que 7 est une

partition domatique totale de W,,, contradiction. O
Proposition 5.26. Soient H un graphe sans sommet isolé et G le prisme de H. Alors

Preuve. Soient H; et Hy deux copies disjointes de H et soit P = {Uy, Uy} une partition
domatique de G telle que Uy = V (Hy) et Uy =V (Hs). 1l est clair que P est une partition
domatique totale de G. Chaque sommet de H;, 1 = 1,2 admet un voisin privé par rapport
a U;. Alors par le Théoréme 1.1, chaque classe U; est un dominant minimal de G et
puisque G est sans sommets isolé, alors U; et U, sont des dominants minimaux totaux de
G. D’apres la Proposition 5.14, P est b;-maximale de G, donc bd; (G) < 2. D’autre part,
comme P est une partition domatique totale de G, alors {V(G)} n’est pas b,-maximale

de G. O
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Proposition 5.27. Soient H un graphe simple sans sommet isolé et G le prisme complé-

mentaire de H. Alors

1 st H admet un sommet universel,
bd, (G) =

2 sinon.

Preuve. Soit H un graphe simple sans sommet isolé et G' un prisme complémentaire.
Si H contient un sommet universel, alors son complémentaire H contient un sommet isolé.
Par conséquent, G admet un sommet pendant. D’aprés la Remarque 5.19, {V(G)} est
I'unique partition b;-maximale de G. Par conséquence, bd; (G) = 1.

Supposons maintenant que H est sans sommet universel et considérons la partition
P = {U1,U,} définie comme suit. U; = V (H) et Uy = V (H). Vu que pour i = 1,2,
chaque sommet de U; admet un voisin privé par rapport a U;. Alors par le Théoréme 1.1,
chaque classe U; est un dominant minimal de G et puisque G est sans sommets isolés, alors
U, et U, sont des dominants minimaux totaux de GG. En utililsant la Proposition 5.14, on
constate que P est bi-maximale de G. D’ou bd; (G) < 2. D’autre part, d’aprés 5.38, on
trouve bd; (G) = 2 O

5.2 Partition domatique couplée b-maximale

Dans cette partie, nous allons introduire et étudier le nombre b-domatique couplé d’un

graphe. A noter que ce paramétre peut ne pas exister pour certaines classes de graphes.

5.2.1 Propriétés des partitions domatiques couplées b-maximale

Définition 5.28. Une partition domatique couplée P est dite b,.-mazimale si aucune
partition domatique couplée P’ de cardinalité plus grande que P ne peut étre obtenue a
partir de P en regroupant des sous-ensembles de certaines classes de P pour former une

nouvelle classe (un autre ensemble dominant couplé).

Définition 5.29. La cardinalité minimale d’une partition domatique couplée b,,.-mazimale

de G est appelée le nombre b-domatique couplé et on le note par bd,, (G).
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Remarque 5.30. Si G admet un couplage parfait et §(G) =1, alors

Remarque 5.31. Soit G un graphe d’ordre n.

- 87l existe une partition domatique couplée by,.-mazximale de G, alors n est pair.

- sin est un pair, alors bd,.(G) n’existe pas (voir la Figure 5.4).

F1GURE 5.4. Exemple d’'une étoile K, 3

Il est clair que toute partition domatique couplée optimale est une partition domatique
couplée b,,-maximale et toute partition domatique couplée b,,-maximale est une partition

domatique couplée a,-maximale. Alors le résultat suivant est immédiat.
Proposition 5.32. Soit G un graphe de degré minimum 6(G) > 1. Alors
1 < ad,.(G) < bd,.(G) < dp(G) < 6(G).
D’apres la Proposition 5.32 et le Théoréme 2.33, on a I'inégalité suivante:
Corollaire 5.33. Tout graphe G satisfait
bd,,(G) < mi {—” 6(G)}
. < min , )
! Vpr(G)
Ainsi, vu que 7,(G) > 2, alors on a le résultat corollaire suivant:

Corollaire 5.34. Tout graphe G satisfait:

b (G)

IA
—
|3
| I
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Proposition 5.35. Si chaque aréte du graphe est un dominant couplé de G, alors toute

classe d’une partition domatique couplé by,,.-mazximale contient une seule aréte.

Proposition 5.36. Toute partition domatique couplée P = {Uy, ..., Uy} de G dont chaque
classe U; est un ensemble dominant minimal couplé de G, est by,.-maximale.
Preuve. Etant donné que chaque classe est un ensemble dominant minimal couplé de

G, alors en posant m; = U; pour chaque i, V \ |J,_, m; serait un ensemble non dominant

couplé de G. O

Proposition 5.37. S’il existe une partition domatique couplée by,.-mazximale de G, alors

G possede un nombre pair de sommets.

Preuve. Soit P une partition domatique couplée b,,-maximale de . Alors chaque
classe U de P possede un couplage parfait et par suite le nombre de sommets de G[U] est

pair, ceci implique que 'ordre de G est pair. O]

5.2.2 Le nombre b-domatique couplé de classes simples

Proposition 5.38. Si G posséde une partition domatique couplée by,.-mazximale de cardi-

nalité 2, alors

bd,.(G) = 2.
Proposition 5.39. Soit P, une chaine d’ordre n pair. Alors
bd,.(P,) = 1.

Preuve. Soit P, une chaine d’ordre n pair. Puisque P, possede un couplage parfait et

0 (P,) =1, alors d’aprés la Proposition 5.32, bd,(P,) = 1. ]
Proposition 5.40. Soit K,, un graphe complet d’ordre n pair. Alors
b,y (K,) = g

Preuve. Vu que v,,.(K,) = 2, alors d’apres le Corollaire 5.33, bd,.(K,) < 5. Soit

P = {U,,...,U} une partition domatique b,,-maximale de K, de cardinalité k. Notons

que chaque paire de sommet adjacent de K, est un dominant couplé de K,,. De ce fait,
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chaque classe U; contient exactement une seule aréte d’aprés la Proposition 5.35. D’ou

k > %, et par conséquent bd,, (K,) = 3. ]

Proposition 5.41. Soit K,,,, un graphe biparti complet. Alors
by (Kppn) = n.

Preuve. Soit K, , un graphe biparti complet de bipartition {U;, Us} tels que U; =
{v1, ..., v} et Uy = {uq,...,u,}. Comme §(K,,) = n, alors d’aprés la Proposition 5.32,
by (K, ) < n. Soit P = {Uy,...,U;} une partition domatique b,,-maximale de K, ,, de
cardinalité k. Il est a souligner que chaque aréte de K, ,, est un dominant couplée de K, ,,.
Ainsi, chaque classe U; contient exactement une seule aréte d’aprés la Proposition 5.35.

D’ou k > n. O

Proposition 5.42. Soit C,, un cycle d’ordre n pair. Alors

2 sin=0[4],
bd,.(C,) =
1 S1Non.
Preuve. Soit vy, vs, ..., v, les sommets de C,,. D’apres la Proposition 5.32, bd,,(C),) <

2. Supposons que bd,,.(C,,) = 2, et soit P = {U}, U>} une partition domatique b,,-maximale
de C,,. Comme C), est un graphe 2-régulier, alors chaque classe U; contient un P, comme
sous-graphe induit, et le nombre de P, dans U; et le méme dans U,. Ceci donne n = 4k qui
est un multiple de 4. Si n ne divise pas 4, alors |U;| < |Us| (ou |Uy| < |Us]) et 6 (C,,) = 2.

Donc P n’est pas une partition domatique, contradiction. D’ou, bd,,.(C,,) = 1. ]
Proposition 5.43. Soit C,, un cycle d’ordre n pair. Alors
bd,.(M(C,)) = 2.

Preuve. Soit G = M(C,,) le graphe milieu du cycle C,. Supposons que V (C,) =
{v1,09,...,0,} et E(C,) = {uq,uz,...,u,} avec u; adjacent & vj et vj4q, 1 < j<n-—1
et u, adjacent a v, et v;. Soit P = {U;, Us} une partition domatique couplée de G ou
Uy = {vj,u; : 1 =0(mod2)} et Uy = {v;,u; : 1 = 1(mod2)}. Chaque U;, i = 1,2 est un
dominant minimal couplé de G. Alors bd,,.(M(C,)) = 2 par la proposition 5.38. O
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Proposition 5.44. Soit W,, la roue d’ordre n pair. Alors
bd,.(W,,) = 2.

Preuve. Soit W, une roue d’ordre n pair avec C,,_1 = {v1,...,v,_1} et vg un sommet
universel. Soit P = {U;, Uy} une partition domatique couplée telle que U; = {vg,v1} et

Uy = {vg,...,vn_1}. Il est facile de vérifier que chaque classe U; (i = 1,2) est un dominant

minimal couplé de W,,. Par conséquent, d’apres la proposition 5.38, bd,,(W,,) = 2. ]
Y 7
A2
Vo /
1 \\"m
ey,
N \_/
Uy Us

FIGURE 5.5. Partition domatique couplée b-maximale de W.

Proposition 5.45. Si G admet un couplage parfait, alors
bde(GDKQ) = 2

Preuve. Soient G; et G9 deux copies de GOK,. Soit P = {Uy, Uy} une partition
domatique couplée de GOK, telle que U; = V(G1) et Uy = V(Gs). 1l n’est pas difficle de
voir que chaque sommet de G ( resp. GG3) admet un seul voisin dans G( resp. G1). De ce
fait, U; et Uy sont des dominants minimaux couplés de GLIK,. Par conséquent, d’aprés la

Proposition 5.38, P est b,,-maximale de GLKj. n

Théoréme 5.46. Soit K,, un graphe complet d’ordre n. Alors

st m est pair,
bd, (K, OK5) =

2
”T“ sinon.

Preuve. Posons G = K,. Soient G; et G5 les deux copies de G avec V(G;) =

{v1,...,v,} et V(Gs) = {uq,...,u,}. Sin pair, alors pour i = 1,2, G; admet un couplage
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parfait. La Proposition 5.45 donne bd,, (G) = 2. Si n est impair, alors G; (i = 1,2) ne
posséde pas de couplage parfait, tandis que GLIK, admet un couplage parfait. Observons

que pour i € {1,...,n}, 'ensemble {v;,u;} est un dominant couplé minimal de G. Soit

P =A{Uy,..,U ni1 } une partition domatique couplée de GOK, de cardinalité ”TH définie

de la fagon suivante.
Ungr = {on, un}, Unor = {0n—2, Un—1, U1, ua}

) n—3
et U; = {vai1, Vai, Ugig1, Ugira} , 1 € {1, ..., 5 }.

La partition P est b,,-maximale car chacune des classe UnT—l et Ui € {1,..., "7’3}
contiennent deux arétes indépendentes et la classe U i1 = {Vn, u,} est dominante couplée
minimale de GOK,. D’ou bd,(G) < ™. Supposons que bd,, (GOK,) = k < 2, et
considérons une partition domatique b,,-maximale P = {Uy, ..., U }. Une aréte croisée est
une aréte v;u; ayant ses deux extrémités dans deux copies différentes, et une aréte paralléle
est une aréte non croisée. Etant donné que n est impair et que pour i € {1,...,k}, G[U;]
posséde un couplage parfait, alors il existe une classe U;, pour un certain [ € {1, ..., k} telle
que G[U,] posséde une aréte croisée e;. Sans perte de généralité, posons [ = 1 et e; = vyu;.

Fait 1. e; est la seule aréte croisée de G[U,].

Si G[U;] posséde une autre aréte croisée es = vausg, alors vu que {vy,u1} et {vg, us}
sont des dominants couplés minimaux de G, P = {U;\{vo, us},, ..., Uk, {va, us}} est une
partition domatique couplée de cardinalité £ + 1, contradiction. Ceci termine la preuve
du Fait 1.

En conséquence, pour ¢ € {2, ..., k}, G[U;] posséde au plus une aréte croisée.

Fait 2. Tous les sommets de Uy\{v1,u1} appartiennent a V(G1) ou V(Gs).

Si G[U,] contient une seule aréte croisée, alors toutes autres arétes de G[U;] sont par-
alleles. Supposons au contraire que pour i = 1,2, (Uy\{v1,u1 }) NV(G;) # 0. Alors G[U;]
contient au moins deux arétes paralleles, vsv; et u,u, telles que s,t,p, g # 1. Dans ce cas,
P = {UN{v1,u1},, ..., Ug, {v1,u1}} est une partition domatique couplée de cardinalité
k+1 car {vs, v, ugu,} est un dominant couplé de G, contradiction. Ceci termine la preuve

du Fait 2.
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Par conséquence et sans perte de généralité, supposons que Uy\{vy,u1} C V(Gy) et
vavy € Uy

Fait 3. Pour i # 1, toutes les arétes de G[U;] sont paralléles.

Supposons au contraire qu’il existe aussi une autre classe Uy de P qui contient une
aréte croisée es = wvoug. D’apreés le Fait 2, (Uy\{va, us}) contient uniquement les som-
mets de V(G1) ou V(G3) mais pas les deux a la fois. Si UpN\{vq,us} C V(Gs), alors
P = {{vi,ur}, {ve,us}, ..., Ug, (U U Us\{v2,u2})} est partition domatique couplée de
cardinalité k + 1, contradiction. Si pour toute classe U; contenant une aréte croissée
viug, on a UN{v;,u;} C V(Gy), alors il existe forcément une classe U, (r # i) qui ne
contient aucune aréte croisée telle que G [U,| posséde au moins deux arétes paralléles
usuy et upu, de E(G2) et au moins une aréte parallele vpv, de E(G;). Dans ce cas,
P ={U\{v1,u1},Us, ..., UN{us, ur }, ..., U, {v1, uy, us, us } } est une partition domatique
couplée de cardinalité k 4 1, contradiction. Ceci termine la preuve du Fait 3.

Par conséquence, U; est la seule classe qui contient une aréte croisée. Ceci implique
qu’il existe une classe U, (r # 1) contient au moins deux arétes paralleles usu; et u,u,.
Mais, P = {U\{v1,ur}, ..., UNAus, e by oy Ug, {01, U1, us, us } } est domatique couplée de
cardinalité k£ + 1, contradiction.

Ceci termine la preuve du Théoréme. O

Désignons par K4[0Ky et Ks[1K5 des graphes de prisme. D’aprés le Théoréme 5.46,
b(K4OK,) = 2 et bd(K50K>) = 22 = 3. La Figure 5.6 présente deux partitions doma-

tiques couplées b-maximales de Ky[1K5 et Ks[1K>.

Y ) )

SeVsD
gagay

NN N

U1 U2 Ul U2 U3
FIGURE 5.6. Deux partitions domatiques couplés b-maximales de K4[1K5 et K5[1Ks.
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Proposition 5.47. Si G admet un couplage parfait, alors
bd,.(GOK,) <n.

Preuve. Soit G' un graphe d’ordre m tel que G admet un couplage parfait et K, un
graphe complet, alors GLJK,, contient n copies de G et admet un couplage parfait. Soit
P = {U,...,U,} une partition domatique couplé telle que chaque classe U;, i = 1,....,n
contient une copie de graphe G avec tous sommets dans chaque classe U;, : = 1, ..., n admet
un seul voisin dans chaque classes différentes. Supposons que, P n’est pas b,,-maximale
c’est a dire il existe P’ = {U; \ Uy,...,U, \ U}, U] U ... U U]} une partition domatique
couplé. Soit A = {U; U...UU} # 0 c’est a dire A contient au moins deux sommets de
méme classe U]. Donc les voisins de ses sommets dans les n copies ne domine pas la classe

U; \ U/, contradiction. D’ou, bd,, (G E K,,) < n. O
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

A travers cette thése, divers problémes d’aspect théoriques liés au nombre b-domatique
ont été traités. Notre travail a été motivé par le fait que peu de travaux sont réalisés sur
ce sujet relativement & d’autres parameétres de nombre domatique et aussi par le fait des
nombreuses questions laissées ouvertes, principalement, dans I’article de Favaron [27]. Les
résultats obtenus sont nombreux et variés (bornes, inégalités, relations, caractérisations).

Dans cette thése, on a formulé et prouvé une condition suffisante pour qu'une partition
d’un graphe donnée soit b-maximale, cependant, nous avons montré en plus que l'inverse
n’est pas vrai.

On a également présenté une famille infini de classes de graphes ayant un nombre
b-domatique égal & 2 et 6(G) + 1. En particulier, nous avons déterminé le nombre b-
domatique du bloc graphes et du cactus dans le cas ot chaque bloc posséde au moins un
sommet non-d’articulation pour G (c’est-a-dire, [ > 1).

Nous avons caractérisé par la suite les graphes connexes GG d’ordre n dont bd(G) €
{n—1,n—2,n—3}, bd(G) +bd(G) < n+1 et bd(G)+ bd(G) € {n+ 1,n} ainsi que les
graphes G dont bd(G) = bd(G) = n/2.

Nous avons introduit quelques parameétres du nombre b-domatique dont les résultats
obtenus semblent intéressants et que cette notion mérite d’étre étudier plus profondement.

Les travaux réalisés dans cette thése ouvrent plusieurs perspectives de travaux futurs

tels que:

1. La recherche d’une condition nécessaire et suffisante pour qu’une partition domatique

P soit b-maximal.

2. La recherche du nombre bd(G) pour les cactus et blocs graphes qui contiennent au

moins un cycle dont tous les sommets sont d’articulations pour G.

3. La recherche des bornes sur bd(G) en fonction d’autres parametres de G, valables

pour tous les graphes ou dans certaines classes de graphes.

4. La recherche du nombre b-domatique pour les produits de graphes, par exemple le

joint, le produit cartésien et le produit forte des graphes.
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5. La caractérisation des graphes parfaits b-domatique, c’est a dire les graphes pour

lesquels bd(H) = d(H) pour tout sous-graphe induit H de G.

6. Détermination de leur complexité de bd(G).
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