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Introduction Générale

Le phénomeéne d’attente est observé dans notre vie quotidienne. Quand nous nous
rendons a la poste, a la gare, a I’hopital, bien souvent nous devons faire une "Queue” pour
obtenir de I’argent, un billet, une consultation. Ce phénomene d’attente se forme lorsque
les clients arrivent de fagon aléatoire, non aléatoire ou déterministe pour se faire servir. La
modélisation de ce dernier a pour but de calculer ses performances et de déterminer ses
caractéristiques afin d’aider les gestionnaires a prendre des décisions. Cependant, 1’étude
de la théorie des files d’attente a seulement commencé au début du vingtieme siecle
avec le travail du mathématicien Danois A. K. Erlang. Il a réalisé la premiere analyse
mathématique d’un modele de file d’attente des systemes téléphoniques dans un centre
d’appel & Copenhague.

En 1909, il a réalisé un article intitulé ” The theory of probabilities and telephone
conversations” . Parmi les premiers résultats obtenus, Erlang observe le caractere poissonien
des arrivées des appels au central téléphonique, et le caractere exponentiel des durées des
appels. De la, il réussit a obtenir la probabilité d’avoir un appel refusé et cela par un calcul

relativement simple en tenant compte de 1’état d’équilibre du systeme.

A partir de 1930, grace aux apports des mathématiciens Molina, Fry, Pollaszek aux
Etats Unis, Kolmogorov ,Khintchine en Russie, Palm en Suede et Kendall en Cambridge

que la théorie des files d’attente s’est vraiment développée.

Dans les année 1980, cette discipline devient beaucoup plus mathématique. Elle consiste
a décrire des techniques et des modeles permettant de trouver des solutions aux modeles.
L’évolution rapide de cette théorie a été appliquée dans divers domaines, les systemes
informatiques et les réseaux de communications ; voir,[42], nous trouvons aussi leurs applications

dans les flux de trafics (voiture, avion), 'ordonnancement (planification, programme d’un
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ordinateur), ou encore le dimensionnement (banque, poste, téléphone).

Le sujet d’application des files d’attente a été inspiré et continu a inspirer de nombreux
chercheurs, comme en témoignent de nombreuses publications dans divers domaines parues
a ce jour. Malheureusement, cette théorie ne peut pas répondre aux besoins de beaucoup
de systemes réels qui sont de plus en plus complexes, comme les systemes a serveur non
fiable. En pratique, nous observons de nombreuses situations de modeles non fiables,
dans les usines, les réseaux de télécommunications, les distributeurs automatiques, ect.
La panne du serveur induit ainsi une augmentation de la congestion (accumulation) des
clients dans la salle d’attente, et peut engendrer une instabilité du systeme si une condition
de stabilité spécifique n’est pas établie et prise en considération dans la réalisation physique
du systeme. De nombreux chercheurs se sont intéressés a étudier ces modeles a serveur non
fiables afin d’améliorer leurs performances. White et al. (1958) [64] ont été les premiers a
étudier la file M /M /1 a serveur non fiable, ou les pannes sont de distribution exponentielle,
tandis que, Wenway (1993) [63] a considéré le méme modele avec clients impatients. Les
temps de services et d’interruptions de distribution générale ont été étudiés aussi dans
[57,59]. Ce dernier a également étudié la fiabilité de quelques modeles files d’attente. Wang
(2003) [61] a analysé le modele M /M /1 a N-politique, serveur non fiable et transportable,
c’est a dire que lorsque le serveur tombe en panne, cela nécessite une réparation dans un
centre de réparation et les temps de réparation sont de distribution exponentielle. Wang
et al. (2004) [62] ont développé les modeles de files d’attente controlables M/Hg /1 avec

un serveur non fiable.

Les modeles de files d’attente avec arrivées groupées et / ou (service groupé) ont
été introduits par divers de chercheurs; voir, par exemple [14, [19, 49, [48]. Ces arrivées
par groupes ou par lots sont utilisées dans les systemes informatiques ol le message est
transmis par paquets. Certains auteurs ont étudié la notion de vacance dans les files
d’attente. Cela consiste a utiliser le temps d’inactivité du serveur comme une période
de vacance. Ces systemes d’attente sont longuement étudiés dans les communications
informatiques et les systemes stochastiques. Parmi les travaux sur les files d’attente avec
vacances, nous citons, Miller (1964) [50] qui a étudié le modele M/G/1 avec un serveur
indisponible pendant une durée aléatoire (appelée vacance). Doshi (1986) [24] a étudié la
file M/G/1 avec une vacance variable, et a présenté les propriétés de la décomposition

stochastique pour ce modele. En 1991, Takagi [55] a étudié les systeémes de files d’attente
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avec vacances et priorité. Servi et al. (2002) [54] se sont intéressés au concept de vacance
active (Working-vacation) pour la file d’attente M/M/1. D’autre part, Li (1997) [45]
a analysé la fiabilité des systemes de files d’attente M/G/1 avec panne et serveur en
vacance. La file d’attente M/G/1 avec interruptions selon Bernoulli Schedule et serveur
en vacance a été présentée dans les travaux [15, [16]. Le modele de files d’attente avec
arrivées groupées, serveur non fiable, serveur en vacance et Bernoulli Schedule a été étudié
par les chercheurs [13, 21, 22 [31]. Boxma et Takine (2003) [I8] ont développé la file
d’attente avec de multiples arrivées en flux selon un processus de Markov, un seul serveur
est considéré avec interruption de discipline F.C.F.S. Ke et Yang (2016) [39] ont présenté
la file d’attente MX1/G /1 avec la politique de vacances. Tous les clients sont servis dans le
systéme ou le serveur exploite une des deux politiques, la premiere d'une seule période de
vacance et la seconde de multiples périodes de vacances. Kempa (2011)[40] a considéré une
file d’attente a un seul serveur et des arrivées groupées, Apres chaque service, le serveur
prend plusieurs vacances et le processus de service est arrété. Borthakur (1971) [17] a
introduit le service groupé de loi générale et les clients arrivent selon un processus de

Poisson.

Lorsque le serveur tombe en panne, en réalité la réparation ne commence pas immédiatement,
c’est a dire que le temps d’attente pour la réparation (appelé délai) est considéré. Ce délai
a été introduit par Choudhury et Tadj (2009) [23] pour la file d’attente M/G/1 avec panne
du serveur et réparation retardée.

La théorie des files d’attente offre deux possibilités pour résoudre un conflit qui est
lorsqu’un client arrivant dans le systeme trouve le serveur occupé : soit il quitte le systeme
sans étre servi (Modele d’Erlang a demandes refusées), soit il rejoint une autre file d’attente
qu'on appelle "Orbite” et répete sa tentative apres un temps aléatoire jusqu’a ce qu’il
parvienne a la zone de service. Ce phénomene de répétition a été observé dans les systémes
téléphoniques, les réseaux informatiques, ce qui a poussé certains chercheurs a étendre
les modeles de files d’attente classiques aux modeles de files d’attente avec Rappels.
Cette branche de théorie est tres utilisée en pratique notamment dans la modélisation
stochastique de différents problemes de télécommunications, les réseaux informatiques et
I’analyse du comportement des données dans les réseaux téléphoniques. Parmi les premieres
contributions dans ce domaine, on trouve celles de [27), 32 [35]. Fayolle (1986) [32] considéré

la file M/M/1 avec rappels, dans laquelle le client qui trouve le serveur occupé rejoint
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I'orbite, seul le client en téte de I'orbite est autorisé a tenter de recevoir un service apres
un temps de rappel de distribution exponentielle en compétition avec un nouveau client
intégrant le systeme appelé client primaire. Des travaux récents sont donnés dans les
articles de [1, 3 [7, 28, 58], et dans la monographie de Falin et Templeton (1997) [29].
Farahmand (1996) [30] a étudié la file d’attente avec rappels de discipline F.C.F.S.. Choi
et al. (1990) [20] ont généralisé ce modeéle en considérant une file M /M /1 avec rappels ou
les temps de rappels sont de distribution générale. Plusieurs auteurs se sont intéressés a
I’étude des files d’attente avec rappels en considérant les temps de service et de rappels
de distributions générales, nous citons [11], 33}, 44]. Pour les modeéles de files d’attente avec
rappels et pannes, Kulkarni et Choi (1990) [43] ont étudié le modeéle avec rappels et pannes
du serveur et réparation ; voir aussi, [4, [25]. Moreno (2004) [51] a étudié la file d’attente
M /G /1 avec rappels. Dans ce modele le nombre de clients récurrents est fixé a K > 0, ces
derniers reprennent directement leurs places dans 'orbite apres chaque servie accompli,
alors que le client transitaire quitte le systéme apres qu’il soit servi. Saggou et al. (2017)
[52] ont développé les mesures de performances et proposé la décomposition stochastique
du modele M/G/1 avec rappels et clients récurrents, avec pannes et délai de distribution

générale.

Dans cette these, nous nous sommes intéressé a travailler dans un cadre plus pratique,
ce dernier consiste a modéliser un routeur dans les réseaux de communication, et cela en
se basant sur les réseaux sur puce appelés "N.O.C” ( Network On Chip). Ces derniers
utilisent plusieurs méthodes de commutation. Cette étude nous a emmené a trouver un
nouveau modele de file d’attente a un seul serveur avec des clients impatients arrivant en
groupe. Le serveur est sujet a des pannes actives, la réparation n’est pas immédiate. Par
conséquent, deux délais de vérification sont considérés. Nous supposons qu’a chaque fin de
service, le serveur est autorisé a prendre une vacance avec une certaine probabilité. Aussi,
nous proposons le méme modele en considérant la politique de rappels avec deux types de

clients transitaires et récurrents. L’organisation de la these est la suivante :

e Le premier chapitre est consacré aux généralités et aux notions de base sur les
files d’attente classiques et les files d’attente avec rappels. Nous rappelons quelques
modeles de file d’attente avec serveur en panne, vacance, arrivées groupées et clients

impatients. Nous établissons la condition de stabilité et le nombre moyen de clients
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dans le systeme pour chaque modele. Ces rappels nous permettrons d’introduire les

chapitres suivants ou seront abordés de nouveaux résultats.
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e Dans le deuxieme chapitre, nous présentons un nouveau modele de file d’attente a
serveur non fiable, avec arrivées groupée et clients impatients. Nous considérons la
réparation de la panne et deux types de vérification, nous précisons que le serveur
peut aller en vacance apres avoir accompli un service ou bien servir le prochain

client.

e Dans le troisieme chapitre, un nouveau modele sera introduit en considérant la
politique de rappels. Le systéme contient au moins K clients. Les deux clients sont
caractérisés par la propriété qu'un client trouvant a son arrivée le serveur occupé
ou en panne va directement en Orbite et rappelle ultérieurement jusqu’a est ce qu’il

décroche un service.

Nous cloturons notre travail en donnant des suggestions pour des recherches futures sur

cette thématique non encore abordées.



Notions sur les files d’attente

Introduction

Les files d’attente se forment lorsque les clients arrivent de fagon aléatoire pour se
faire servir. Les exemples les plus courant dans la vie de tous les jours sont les caisses
des supermarchés, les bureaux de poste, les billetteries des aéroports. Toutefois, lorsqu’on

Y

parle d’attente, on pense souvent a des ” personnes ”. Or, les ” clients ” peuvent étre
des commandes en attente de traitement, des programmes d’ordinateurs en attente d’étre
exécutés, des machines en attente d’étre réparées, etc. La théorie mathématique des files
d’attente est assez complexe. Dans ce chapitre, nous présentons les concepts et les outils
de base qui seront utilisés dans la suite de notre these. Nous exposons, dans un premier
temps, les notations concernant les processus stochastiques permettant de modéliser un
systeme de files d’attente, puis dans un second temps, nous nous intéressons a quelques
modeles de file d’attente : les systemes avec panne du serveur, avec perte des clients,

avec arrivées groupées, les modeles avec rappels et vacances et enfin les réseaux de files

d’attente.
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1.1 Processus Stochastique

De nombreux phénomenes physiques, biologiques ou économiques évoluant dans le
temps, et leur évolution a un caractere aléatoire, c’est a dire non prévisible avec certitude.
La modélisation mathématique de ces phénomenes nous conduit a étudier les Processus

stochastiques qu’on définit comme suit.

Définition 1.1.1. Un processus stochastique {X;,t € T} est une famille de variables
aléatoires indexées par le temps t et définies sur un méme espace de probabilité (2, A, P).
Les variables aléatoires prennent des valeurs dans un espace E dénombrable ou non.
Les processus stochastiques peuvent étre classifiés en se basant sur l'espace d’état E et
l"indice t désignant le temps, t € T.

o 5i T est infini dénombrable, par exemple T = N, alors X, t € T est un processus a

temps discret.
o Si T est un ensemble d’intervalles par exemple T = R., alors X, t € T est un

processus a temps continu.

1.1.1 Processus de Markov

Le processus de Markov fournit un outil simple de modélisation d’une classe particuliere
de systemes a espace d’états discret. L’analyse des processus de Markov est un préliminaire

nécessaire a I’étude des systemes de files d’attente.

Définition 1.1.2. Le processus {X;,t > 0} est dit de Markov si pour tous les t; < ty <

tg, < ... <ty <Tpy1, pour tous Ti,To, T3, ..., Tnil

P[thﬂ = xtn+1|Xt1 = Ty, Xiy = Ty, ooy Xy, = wtn] = P[thﬂ = ftn+1|th = thn]-

Cela traduit que la probabilité de n’importe quel comportement futur, le présent étant
connu, n’est pas modifié par toute connaissance supplémentaire du passé , ce qui caractérise

la propriété de d’absence de mémoire

1.1.2 Processus de Poisson

Des phénomeénes peuvent se définir par la famille (A,,,n € N*) des temps d’arrivées qui
sont des variables aléatoires telles que l'arrivée des pannes des machines dans une usine.

Ces instants d’arrivées peuvent étre modélisés par un Processus de Comptage.

10
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Définition 1.1.3. Le processus (Ny)ier+ est appelé processus de comptage si c’est un
processus croissant, c’est a dire si pour tout s < t, Ny < N;. La variable aléatoire Ny — N,

est alors appelée accroissement du processus sur |s, t].

Définition 1.1.4. Un processus de comptage (Ny)ier+ est appelé processus a accroissements
indépendants si pour tout n € N* et pour tous ti,ta,....t, tels que t; < to < ... <
tn, les accroissements Ny, — Ny, Niy — Ny, ..oy Ny, — Ny, sont des variables aléatoires

indépendantes.

Définition 1.1.5. Le processus est dit stationnaire, si pour tout s et t, l'accroissement

Niis — N a la méme loi que Ny.

Définition 1.1.6. Un processus a accroissements indépendants stationnaires (Ni)ier+ est

dit a événements rares si :

P[N, > 1
lim PNy > 0] =0 et si Tim Le>1 g
h—)0+

h—04 P[Nh = 1]

Définition 1.1.7. Le processus de comptage (Ny)ier+ tel que No = 0 est un processus de
Poisson si :

1- {Ny, t > 0} est stationnaire ;

2- {Ny,t > 0} est un processus d accroissements indépendants ;

3- {Ny,t > 0} est un processus a événements rares ;

4- il existe A > 0 tel que, pour tout t > 0, la variable aléatoire Ny suit la loi de Poisson

de parameétre At.

Remarque 1.1.1. Un processus qui vérifie la condition 4 vérifie certainement la condition

3.

1.2 Description d’une file d’attente

Une file d’attente est constituée d’une salle d’attente de capacité finie ou infinie, d'un
ou plusieurs serveurs, et des clients arrivant de 'extérieur a des instants aléatoires. Les
clients attendent pour recevoir un service selon une certaine discipline adoptée au sein
du systeme, et quittent le systeme. Si tous les serveurs sont occupés, les clients doivent

patienter dans la salle d’attente jusqu’a ce qu’un serveur se libere.

11
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File d'attente
[
Serveur
Arrivées Départ
——— =
des clients des clients

Systéme d'attente

FIGURE 1.1 — Représentation schématique d’une file d’attente classique.

Une représentation des systemes de files d’attente classique est donnée par la figure

LIl

Un systeme de files d’attente classique se base principalement sur les éléments suivants.

1.2.1 Processus d’arrivée

Les arrivées des clients sont caractérisées par ’ensemble des instants d’arrivées de
chaque client dans le systéme. La collection de ces instants forment un processus des
arrivées. Souvent dans les systemes d’attente, le processus des arrivées est un processus
de Poisson c’est a dire que les temps des inter-arrivées suivent une loi Exponentielle.
Nous pouvons définir un processus de Poisson comme une suite croissante de nombre réels

positifs

To=0<T1 <Ty <T5 <

ou 7; désigne I'instant d’arrivée du client "i”

Soit une suite de variable aléatoire positives Al, As, As, ... indépendantes et identiquement
distribuées. On considere A,, = T, — T,,_; le temps écoulé entre la (n — 1)iém‘i et la
n’®me arrivée d’un certain événement, comme par exemple les appels dans un central
téléphonique.

Notons par

12
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To=0 e T,=> A n=123, .
k=1

On peut décrire une réalisation en supposant la variable aléatoire N; définit pour tout

t > 0 par

Ny =sup{n e N,T,, <t} = lip<p

n>1

Inversement, les T;, se déduisent des NN; par la relation
T, =inf{t >0,N, =n}

La variable aléatoire N; représente le nombre d’événement, se produisant dans l'intervalle
de temps [0, t]

Le processus de comptage N,(t) est appelé processus de Poisson de taux A si les
inter-arrivées A,, sont indépendantes et de méme loi Exponentielle £(A) de fonction de

distribution

P{A, <z}=1—-e 2>0

Pour tout ¢ > 0, on définit la variable aléatoire & par
& = le temps qui sépare l'instant ¢ de la prochaine arrivée.

Plus précisément, & est donnée par
ft = TNt - t

& est appelée le temps résiduel d’arrivée au temps t. La variable aléatoire possede la
méme distribution Exponentielle de taux A si le processus de comptage (N;)ier, est un

processus de Poisson de taux A c’est a dire P{& < z}, indépendamment de ¢.

1.2.2 Processus de service

Le temps de service d'un client est définit par le temps séparant le début et la fin du

service. On note S, le temps de service du n**™¢ client. Les temps de service sont des

variables léatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d).
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1.2.3 Nombre de serveurs

Une file d’attente peut contenir une infinité de serveurs. Dans le cas multi-serveurs
la détermination de la distribution de service de chacun des serveurs, est recommandée,
voire indispensable. La plus part du temps, les serveurs sont considérés identiques et

indépendants les uns des autres.

1.2.4 Capacité du systeme

La capacité K du systeme a accueillir des clients en attente de service est égale a la
somme du nombre de serveurs et du nombre de places d’attente disponibles. Elle peut étre
finie ou infinie; lorsque K est finie certains clients qui arrivent vers le systeme n’ont pas

la possibilité d’y entrer.

1.2.5 Discipline de service

L’objectif de la discipline de service est de déterminer 1'ordre des clients dans la file
d’attente et leurs acces au service.
Les disciplines les plus utilisées ainsi que leurs acronymes, sont
— FCFS : First Come First Served, le premier arrivé est le premier a étre servi.
— LIFO : Last In, First Out "dernier arrivé, premier servi”.
— Random : Le client dans la file d’attente qui sera servi est choisi aléatoirement.
— Round Robin : les clients sont servis a tour de role pendant un intervalle de temps
fixe, appelé quantum. A lissue de quantum, le client retourne dans la file si son
service n’est pas encore terminé.
Pour la classification des files d’attente, on a recours a une notation symbolique appelée

notation de Kendall qui a la forme générale suivante A/B/c/K/S, ou

e A : Distribution des temps des inter-arrivées ;

B : Distribution des temps de service;
e ¢ : Nombre de serveurs;
e K : Capacité (ou taille) du systeme;
e S : Discipline de service.
Pour "A” et ”"B7”, la liste suivante résume les lois de probabilités les plus couramment

rencontrées dans la modélisation des systemes de file d’attente ainsi que les symboles
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associés.
e M : Désigne la loi Exponentielle (Markovienne) ;
e D : Correspond a une loi déterministe;
e [ : Désigne la loi d’Erlang d’ordre & ;
o (& : Désigne la loi générale, elle est utilisée lorsqu’aucune hypothese particuliere

n’est faite sur le processus d’arrivée et ou le processus de service.

1.2.6 Caractéristiques d’une file d’attente a un serveur

Dans les modeles de files d’attente a un serveur, il existe certaines relations de base
(entre certains parametres et les mesures de performances) qui permettent de déterminer
les mesures de performances.

On note X le taux d’arrivée des clients, cela signifie que 'espérance de la durée séparant
deux arrivées successives est E(A) = T

On note p le taux de service des clients, cela signifie que 'espérance de la durée de service

1
est E(S) = —.
(S) .

Sous la condition de stabilité du systeme c’est a dire p < 1, nous obtenons les mesures
de performances suivantes.

> F(N) : Le nombre moyen de clients dans le systeme;

> FE(Ny) : Le nombre moyen de clients dans la file d’attente;

> E(W) : Le temps moyen d’attente d'un client dans le systéme;

> F(

w
Wy) : Le temps moyen d’attente d’un client dans la file d’attente.

Remarque 1.2.1. Les deux premieres relations sont obtenues en utilisant la ”Formule
de Little” qui énonce que le nombre moyen de clients dans le systeme est égal au produit
du taux moyen d’arrivées par le temps passé par chaque client dans le systéme en régime

stationnaire, c’est a dire :

E(N) =AW

E(Nf) = )\e * Wf,
ot Ae = A(1—Probabilité de refus).

Le théoréme de PASTA (Poisson Arrivals See Time Averages) est défini comme suit :
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Définition 1.2.1. S7 le processus des arrivées est Poisson et les arrivées aprés un temps

t sont indépendantes de N(t) (pas d’anticipation), alors,
apn = Pn

avec,
a, :fraction des arrivées qui voient n paquets dans le systeme.

pn :fraction de temps avec n paquets dans le systeéme.

1.3 Type de modeles de files d’attente

Dans I’analyse mathématique de ces systemes, on s’intéresse principalement au nombre

de client N(t) se trouvant dans le systéme a U'instant ¢,¢ > 0, ce qui renvient & déterminer :

> Les probabilités d’état P,(t) = P(N(t) = n), qui définissent le régime transitoire

du processus stochastique {N(t),t > 0}. Les fonctions P,(t) dépendent de 1'état
initial du processus.

> [’étude du régime transitoire s’avere généralement trés complexe pour la plupart

des modeles. C’est pourquoi dans la théorie des files d’attente nous préférons étudier

le systeme une fois qu’il atteint son régime stationnaire et qui est défini par :

Ty = lim P,(t),(n=0,1,2,...)

Dans ce qui suit, nous présentons deux modeles de files d’attente.

1.3.1 Modeéle Markovien

Les modeles Markoviens sont ceux dans lesquels les temps des inter-arrivées et les
durées de service sont des variables aléatoires indépendantes de distribution Exponentielle.
Cette distribution a la propriété d’absence de mémoire, ce qui permet une étude facile de

ces modeles.

1.3.2 Modeéle non Markovien

Lorsqu’on s’écarte de I’hypothese d’exponentialité de I'un des processus stochastiques :

le temps des inter-arrivées et la durée de service, on aboutit a un modele non Markovien qui
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prend en considération certaines spécificités des problémes par introduction de parametres
supplémentaires, ce qui rend I’étude mathématique tres difficile. Afin de la faciliter, on
essaye de se ramener a un processus de Markov judicieusement choisi a l'aide d'une des

méthodes d’analyse suivantes :

1. Méthode de la chaine de Markov induite : Etablie par Kendall en 1953 et
souvent utilisée. Elle consiste a choisir une suite d’instants 1,2, 3, ... (déterministes
ou aléatoires) telle que la chaine induite { N,,, n > 0}, ou {N,, = N(n)} soit Markovienne

et homogene.

2. Méthode de la variable supplémentaire : Elle consiste a compléter I'information
sur le processus {N;,t > 0} en lui donnant un caractere Markovien, ce qui nous
rameéne a ’étude du processus {Vy, & (t),&(1), ...t > 0} que &(t),i = 1,2,3, ...
sont dites variables supplémentaires.

3. Simulation : Lorsque le modele étudié est trop compliqué pour faire des calculs
analytiques, il faut alors avoir recours a des méthodes de simulation, c’est a dire
réaliser en générale a 1’aide d’un ordinateur, un certain nombre de situation possible

pour pouvoir appliquer des techniques statistiques.
Exemple d’un modéle non markovien : file M/G/1 classique
Description du modele

Les clients arrivent dans le systeme selon un processus de Poisson de taux A. Le service
est assuré par un seul serveur, les durées de service sont des variables aléatoires i.i.d. de
loi générale dont la fonction de répartition est B(x), de densité b(x) et de transformée de
Lapalace-Stieltjes B*(s), les deux premiers moments sont respectivement 3 et fs.

Les résultats principaux de ce modele sont donnés comme suit.

Résultats principaux

1- La condition de stabilité du systéme est donnée par :

p=Ap <1
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2- La fonction génératrice du nombre de clients dans le systeme est appelée formule

de Pollaczek-Khintchine qui est donnée par :

= B0 =20 = 1= 2)
B*(AM1—=12)) -z '

3- Le nombre moyen de clients dans le systeme est :

A*By

E(N) :p—|—2<1_p>.

1.4 Notes bibliographiques

1.4.1 Modeles d’attente avec arrivées groupées

Dans ce type de modele d’attente, les arrivées sont considérées par groupes, la taille
d’un groupe est une variable aléatoire, les clients sont servis un par un selon la discipline
du service. Ce type de modele d’attente a intéressé plusieurs chercheurs; voir, par exemple
[10, 38, 39, [40]. Ce modele est tres utilisé dans les réseaux informatiques et électroniques,
par exemple la transmission des messages dans un réseau sur puce ( Network On Chip
"N.O.C.” ) qui se fait selon différents modes de commutations, parmi eux la commutation
de paquets. Ce mécanisme de commutation consiste a découper un message en plusieurs
paquets avant d’étre envoyé. Un paquet est décomposé en plusieurs flits, chaque flit est

stocké dans une file d’attente puis transmis sur la voie appropriée.

1.4.2 Modéles d’attente avec vacances

Les modeles d’attente avec vacances se distinguent des modeéles classiques par ’existence
d’un parametre supplémentaire. Il existe deux cas de vacances du serveur, le premier cas
celui d'un service exhaustif et le deuxieme cas celui d’un service non-exhaustif. Dans
la premiere situation, le serveur prend ses vacances lorsque le systeme est vide et il
reste toujours en vacance jusqu’a ce qu’il trouve au moins un client dans le systeme,
ou bien il prend une seule vacation apres chaque période d’activité. Dans la seconde
situation, le serveur est autorisé a prendre des vacances en présence des clients dans
le systeme. Cependant, le temps d’oisiveté du serveur pourrait étre utilisé pour d’autres
taches supplémentaires : réparation, rappel, clients prioritaires, etc. Une large bibliographie

sur les systemes d’attente avec vacances et leurs diverses propriétés, [24] 34, 37, 147, 53] [60].
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1.4.3 Modeles d’attente avec pannes

En pratique, les serveurs sont souvent sujets a des pannes et réparations, ce qui conduit
a une augmentation du nombre de clients en attente dans le systéeme. De nombreux
chercheurs se sont intéressés a cette question. Madan (1989) [46] a étudié un systéme
a un seul serveur de distribution Exponentielle. Il a obtenu la fonction génératrice des
probabilités d’état en régime stationnaire ainsi que la taille de la fille et quelques cas

particuliers; voir, par exemple [45] [56, [57].

1.4.4 Modeles d’attente M/G/1 avec rappels

Une nouvelle classe de modeles d’attente, appelés modeles d’attente avec rappels, a
été introduite pour I'analyse de systemes téléphoniques ou un appel qui recoit un signal
occupé refait généralement son appel jusqu’a ce qu’il obtienne un signal libre. Ce type
de modele peut étre considéré comme modele d’attente avec vacances, ou les temps de
vacances sont les tentatives répétées. Ces modeles avec rappels sont caractérisés par le fait
qu’un client qui arrive et trouve le serveur et la salle d’attente occupée doit obligatoirement
rejoindre une autre salle qu’on appelle “orbite” constituée de clients "bloqués”. Ces clients
vont tenter a chaque fois leur chance pour rejoindre le serveur tout en respectant la
politique de rappels. Si par contre le client arrive et trouve le serveur libre il est servi
immédiatement puis quitte le systeme. Les travaux récents dans ce domaine sont résumés
dans la monographie de Falin et Templeton (1997)[29]. Artalejo (1997)[5] a considéré une
file M/G/1 avec rappels constants et politiques de vacances exhaustive. Aissani (2000)[2]
a considéré une file d’attente avec rappels constants, arrivées en groupes et vacances
exhaustives du serveur. Les temps de service et les périodes de vacances sont arbitrairement
distribués. Il a obtenu les fonctions génératrices partielles du nombre de clients dans le
systeme et dans l'orbite en régime stationnaire. Une classification bibliographique sur les
systémes avec rappels est donnée par Artalejo (1990-1999)[6],Artalejo et Gomez (2000-
2010)[8, @]

1.5 Réseaux de communication

Dans cette partie, nous définissons les réseaux sur puce et le mode de commutation de

paquet dans le routeur sur lequel nous nous somme basés dans notre travail de these.
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Définition 1.5.1. Le réseau sur puce (N.O.C pour Network On Chip) s’inspire des réseauz
d’ordinateurs. 1l désigne l'intégration d’un réseau de communication dans un circuit intégré
dans une puce dont les différents composants sont inter connectés avec une architecture

réseau o base de routeur.

P IP P
R R R
P IP P
R R R
P IP P
R R R

FI1GURE 1.2 — Représentation schématique d'un Réseau N.O.C

Définition 1.5.2. Ce mécanisme de commutation consiste a découper un message en
plusieurs paquets avant d’étre envoyé. Ce dernier est décomposé en plusieurs flits, chaque

flit est transmis par le routeur sur la voie appropriée.

. HELLOWORLD
| HELLO | WORLD |
WORTILD ELL O H
R1
WORTILD L L O E > H
R2 R1
E' L || R HELLOWORTLD
R2 R1

FIGURE 1.3 — Représentation schématique de la commutation de paquets : mode Wormbhol
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Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les notions de base sur les systéme d’attente, telles
que le processus stochastique, processus de Markov et le processus de Poisson, nous avons
présenté des files quelques d’attentes classiques de type M//G/1 avec panne, vacance,
clients impatients, rappel et de type M* /G/1 qui seront utilisées dans la modélisation des
systémes présentés en détails dans les prochains chapitres et comme abordé en derniere
partie les réseaux "N.O.C” et le mode de commutation de paquets utilisé dans notre

modélisation.
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Vacances.

Introduction

Ces dernieres années plusieurs travaux ont été faits sur des systemes de files d’attente
de plus en plus complexes. Bien que certains aspects ont été abordés séparément a savoir la
non fiabilité du serveur et différentes politiques de réparations et de vacances. Cependant,

il est intéressant de mettre en place un modele qui combine entre toutes ces composantes.

Dans ce chapitre, nous étudions un nouveau modele d’une seule file d’attente et un
seul serveur, fonctionnant sous les hypotheses suivantes. A chaque instant d’arrivée, un
groupe aléatoire de clients arrive dans le systeme, ou le client s’impatiente a un instant
particulier. Le serveur est sujet a des pannes actives de loi de Poisson avec réparation.
Nous introduisons également la vacance non exhaustive et deux types de vérification
(appelés premier délai de vérification et deuxieme délai de vérification). Nous présentons
la condition de stabilité du modele, ses mesures de performances et quelques illustrations

numeériques.
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2.1 Description du modeéle mathématique

Notre modele M1 /G /1 est basé sur les hypothéses suivantes.

1. Les clients arrivent selon un processus de Poisson de taux A > 0. Soit X la variable
aléatoire discrete a valeurs dans N* représentant la taille du groupe de distribution
C; =PX =1i,0<C; <1, (1 € N avec, 322, C; = 1 et les deux premiers

moments notés my, mo. Les tailles des arrivées successives en groupe sont 4.i.d.

2. Un seul serveur peut servir un client a la fois en se basant sur la discipline du service
F.C.F.S. Les temps successifs du service sont indépendants de méme fonction de
répartition B(x), de densité b(z) et de transformée de Laplace-Stieltjes B*(s) et les

deux premiers moments sont respectivement (3, .

3. Une fois que le temps de service est terminé, le serveur peut aller en vacance avec
une probabilité ¢ ou rester dans le systeme pour servir le prochain client avec une
probabilité 1 — g. Les périodes de vacances sont des variables aléatoires 7.:.d de
distribution V'(z), de densité v(z), de transformée de Laplace-Stieltjes V*(s) et les

deux premiers moments sont respectivement vy, 5.

4. Le serveur est sujet a des pannes actives, c’est-a-dire que le serveur ne tombe
en panne que s’il sert un client. Il tombe en panne apres un temps aléatoire de
loi exponentielle de taux &. Le client qui était en service sera mis en attente
jusqu’a ce que le serveur soit réparé. Une fois que le systeme tombe en panne,
sa réparation ne sera pas prise en charge immédiatement. Il y a d’abord un premier
délai de vérification de la panne de distribution générale D;(z), de densité dy(z), de

transformée de Laplace-Stieltjes D7 (s) et es deux premiers moments sont respectivement

011,012

5. Apres le premier délai de vérification, le processus de réparation commence immédiatement.
Les temps de réparation sont des variables aléatoires 7.i.d ; de distribution générale
R(x), de densité r(z), de transformée de Laplace-Stieltjes R*(s) et les deux premiers

moments sont respectivement 7, 1.

6. Des que le temps de réparation est achevé, le serveur aura un second délai de
vérification de la mise en marche; les temps de délai sont des variables aléatoires
i.1.d; de distribution Ds(x), de densité dy(z), de transformée de Laplace-Stieltjes

Dj(s) et les deux premiers moments sont respectivement 6165 5.
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Le client dont le service est interrompu reste en service (n’est pas perdu). Une
fois que le deuxieme délai de vérification est terminé, le serveur prend en charge
le service de ce client. Le serveur n’est pas autorisé a accepter un autre client tant

que le client en service n’a pas quitté le systeme.

7. Si un groupe de clients arrive au systeme alors que le serveur est occupé, il a le
choix de rejoindre la file d’attente avec la probabilité p ou de quitter le systéme

avec la probabilité 1 — p.

L’état du systeme a 'instant ¢ peut étre décrit par le processus de Markov suivant :

{X(t)vt 2 0} - {<S(t)7 N(t)7Tl(t)v7_2<t>’7—3(t)77—4(t)7T5<t));t Z 0}

e S(t) est I'état du serveur a l'instant ¢, avec les valeurs suivantes 0,1,2,3,4 ou 5
représentant le serveur en état libre, occupé, en vacances, en premiere vérification,

en réparation ou en deuxieme vérification respectivement.

e N(t) est le nombre de clients dans le systeme a U'instant ¢. Si S(¢) = 1, on définit
71(t) le temps de service écoulé du client; si S(t) = 2, on définit 7»(¢) le temps
écoulé de la vacance; si S(t) = 3, 73(t) est définit comme le temps écoulé de la
premiere vérification ; si S(t) = 4, on définit 74(¢) le temps écoulé de la réparation
et si S(t) =5, 75(t) représente le temps écoulé de la deuxieme vérification.

o u(z), w(z), ay(z), v(z) et az(x)les taux conditionnels de complétion (d’achévement)
pour le service, vacance, temps de la premiere vérification, réparation et la deuxiéme
vérification sont respectivement définis par :

b(x v(zx
plr) = 1—59()3;)’ w(r) = 1—%/()3;)7 a1 () = =p,my0 V(@) = 10 ot @(7) = h-
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2.1.1 Représentation schématique du modele

Notre modeéle étudié a été schématisé comme suit :

Arrivée File d'attente

ppar
groupe ()

Occupé
0009 °

Service

° Groupe de clients @ Client en service

File d'attente

rouns 00
groupe () F.C.F.S

File d'attente

groupe (A) F.C.F.S

Service

Service Interrompu

P(€)

‘ Groupe de clients o Arrivée des Pannes

File d’atente

groupe (A) F.CF.S

File d'attente

Arrivée par Occupé
; °
groupe (3) F.CF.S

File d'attente

groupe (A) F.C.F.S

2 Vérifications+Réparation

P(€)

Continuer le service

P(&)

Service

25

N

—

| N

—

Départ
des clients

Départ d'un client

(]

Départ
des clients

Départ
des clients

Départ
des clients

Départ d'un client

(]
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Quitter le systéme

—* 0000
Servir prochain client
o
Service
Arrivée par Occupé Vacances  Départ
groupe (A) °°°° F C.F.S o q des clients
P(£)
Quitter le systéme
—* 0000
Servir prochain client
o
Service Départ d'un client

Arrivée par Libre Vacances
groupe (}) °°°° F.C.F.S q bt
00 J

P(6)

F1GURE 2.1 — Représentation schématique du systeme d’attente.

2.2 Analyse des probabilités stationnaires

Pour le processus X (t), nous définissons ci-dessous les probabilités limites en utilisant

la méthode de la variable supplémentaire.

Py = Jim P{S(t) = 0, N(t ) 0}

P, (z)dx = Jim P{S(t)=1,N(t) =n,x <n(t) <z +dz}, n>1;
Vn(x)dx:tli)mP{S()—Z N(t) =n,z < n(t) <z +dz}, n>0;

D (2, y)dedy = Jim P{S(t ) JN({t)=nx<n(t) <z+dr,y <m(t) <y+dy}, n>1;
R,(z,y)dxdy = hm P{S( )=4,N(t)=n,z <7m(t) <z+dr,y <m(t) <y+dy}, n>1;
ng(:]:',y)dxdy:tlgn P{S(t) = N( J=n,z<7n(t) <z+dr,y<7s(t) <y+dy}, n>1.

En utilisant la méthode de la variable supplémentaire aux probabilités limites ci-dessus,

on obtient le systeme d’équations suivant.

AP — (1—q)/0°°u( )P (x dx+/ Wol(x)de (2.1)
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L) =~ () + OP.a) + X (1~ 5,1)CuPas(a) -
k=1 2.2

+/0 as(y)Dop(z,y)dy, n>1

;xvn(x) = —(Ap+w(@))Va(z) + Ap zi:(l = 0n,0)CkVor(z), n>0 (2.3)

a n
afyDl,n(SU’y) = —(Ap+ a1(y))Dip(z,y) + Ap D> (1 = 6,1)CuDypi(z,y), n>1 (2.4)
k=1

%Rm,y):—<Ap+v<y>>Rn<x,y>+Api<1—6n,1>cmn_k<x,y>, n>1 (25
k=1

o n
@DQ,’@(%)y) = _(/\p + Q/Q(y))DQ,n(x)y) + )‘p Z(l - 5n,1>OkD2,n—/€<x7y)’ n=>1 (26)
k=1

Ot ¢; ; est la fonction Kronecker définie comme suit

{5”:1 sid = 7;

0 sinon .

Val0) =g [ pl@)Pual@)dz, n >0 (2.8)
Dy y(2,0) = EPu(x), n>1 (2.9)
Ru(x,0) = /0 T n(y) Din(r,y)dy, 0> 1 (2.10)
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Dsn(,0) Z/OOO YY) Rz, y)dy, n=>1 (2.11)

L’équation de normalisation est donnée comme suit :

P0+Z/ P, dx—i—Z/ Vi dx—i-z Z/ / Dm:z:yda:dy—i-/ / R, ( xyda:dy)

n>1 n>0 n>1 i=1
(2.12)

Pour résoudre le systeme d’équations (2.1|—2.12)) nous définissons les fonctions génératrices
suivantes qui sont convergentes pour tout > 0,y > 0 et dans le domaine |z| < 1,

=3 2"Pu(); P(2,0) =Y 2"P(0)

n>1 n>1
= Z 2"V (x); Vs(2,0) = Z 2"V, (0)
n>0 n>0
s(z,2,9) ZZR (z,y); s(z,2,0) ZZR x,0)
n>1 n>1
Dis(z,z,y) = Z 2"Din(x,y); Dis(z,2,0) = Z 2"D; n(x,0), avec i=1,2
n>1 n>1
= Z chk.
k=1

Le théoréme suivant décrit la distribution des états du processus en équilibre en terme des
fonctions génératrices partielles.

Amiy

Théoréme 2.2.1. 57
L+ (1 —p)Amaiyn

< 1 (condition de stabilité), nous avons :
P(z,2) = P(z,0)e 4" (1 - B(x));
Vilz2) = TP(z.0)B"(A(z)e X7 (1 - V(2));
Dus(z..y) = £P(2, 00 O*(1 = B(x))e X (1~ Dy (y)):
Ry(z.2.) = £P(2,0)e (1 = B(2)) Di (x(:))e XV(1 ~ R(y));

Das(z,,y) = £P(2,0)e” "7 (1 = B()) D} (x(2)) B* (x(2))e X (1 = Da(y));
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Az(1-C(2))P

PO = 0B AE) + B ARV () - =

Ot

x(2) = Ap(l = C(2))
et
A(z) = ¢(x(2)) telle que la fonction ¢ est définie par ¢(z) = z + £ — ED5(2)R*(2)D3(2).

Preuve 1. Multipliant les équations par 2" et en sommant surn de 1 d 0o, on obtient

;;P(z, z) = —(Ap+ p(z) + & — ApC(2))P(z,2) + /OOO az(y)Das(2, z, y)dy (2.13)
V(1) =~ +(x) ~ WCEValz,2) (2.14)

;@/DM(Z, 2,y) = —(Ap + a1(y) — ApC(2)) Dis(z, 2, y) (2.15)

gyRs(z, z,y) = —(Ap +7(y) — ApC(2))Rs(2, 2,y) (2.16)

aayDgs(z, ,y) = —(Ap + az(y) — ApC(2)) Das(2, 2, y) (2.17)

En suivant les mémes étapes de calcul, on multiplie les équations (2.7)) a (2.11) par 2™ et en
sommant surn de 1 a oo, nous obtenons

2P(2,0) = (1— q) /OOO 1(2) Pz, 2)dx + 2 /OOO w(@)Vlz,2)de — APy(1 = C(2))  (2.18)

Vi(2,0) = Z/OOO u(2)P(z, z)de (2.19)
Dyu(z,2,0) = £P(z, ) (2.20)
Ru(z,2,0) = /OOO o1 (y)Drs(z, 2, ) dy (2.21)
Dau(z,2,0) = [ 1) Rz, )dy (2:22)
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Afin de résoudre les équations (2.14)),(2.15)),(2.16)) et (2.17)), on utilise les équations différentielles
qui donment :

Vi(z,2) = Vi(2,0)(1 = V(z))e X&) (2.23)
Dis(2,2,y) = Dis(2,2,0)(1 — Dy (y))e X (2.24)
Ry(z,2,y) = Ry(z,2,0)(1 = R(y))e X (2.25)
Dag(2,2,y) = Das(z,2,0)(1 — Da(y))e XZW. (2.26)

On combine entre les équations (2.20), (2.21), (2.22), (2.24), (2.25) et en remplacant dans
l’équation (2.26)), on obtient

Day(2,2,y) = EP(2,2) D (x(2)) R*(x(2))(1 — Da(y))e X" (2.27)
On remplace l’équation (2.27)) dans ’équation (2.13), on trouve
P(z,z) = P(2,0)(1 — B(xz))e 4®). (2.28)

Remplacgant I’équation ([2.28]) dans I’équation (2.18)), on aura

B Az(1 = C(2))Py
PEO = Zamar ) 11 -9 — (2.29)

Apres simplifications , on obtient

Vy(2,0) = gp(z,O)B*(A(z)) (2.30)
Di4(z,2,0) = EP(2,0)(1 — B(z))e A*)® (2.31)
Ry(z,,0) = EP(2,0)Dj (x(2))e A=) (2.32)
Day(z,2,0) = EP(2,0) D (x(2)) R* (x(2))e~ 427, (2.33)

Ainsi, nous avons P(z,0), Vs(z,0), D1s(z,,0), Rs(z,2,0), Das(z,x,0) qui dépendent de Fy.
Cependant Py peut étre trouvé en utilisant I’équation de normalisation suivante.

Po+ / P(1,2)dx + / Va(L, z)dz+ / / Dy.(1, z, y)dady + / / Ry(1,2,y)dady
0 0 0 0 0 0

+/ / Dgs(l,x,y)dardy =L
0 0
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Amiy

+ (1 = p)Amiy
des distributions de l'état du serveur sont données comme suit

A2(1 = C(2) R [1 - B*(A(2))]

< 1, les fonctions génératrices partielles de probabilités

Théoréme 2.2.2. 57 7

PO 0B am) + B ARV @ -4 <A@
Vo) M1 = C(2) BB (A(2)) 1=V (x(2))
T B AG) H B ARV G -2 x()
e Er2(1 = C() Py =B AE) | [1- Dix())
=B AR) + B AV G -2 AR) x(2)
Ri(e) EX2(1 - () D (x(2)) =B AE) 1 R e)
T B AG) B AV ) -2 Al e
Do) — 20~ CENRDINEE ) (L= BY(AE)] | [1 = Di(x()
- B AR) B AV ) 2 A ()

Preuve 2. En appliquant le théoréme 2.2.1 et la définition de la fonction génératrice partielle
pour chaque état du serveur, on obtient

Vs(z) :/ Vs(z,x)dx
0

Rs(z) = / Ro(z,x,y)dxdy
o Jo

Dis(2) :/0 /0 Dis(z,z,y)dzdy i=1,2

Ce qui donne donc les résultats précédents.

Corollaire 2.2.1. La probabilité que le systéme étudié est libre et le serveur n’est pas en vacance
noté Py et l'intensité du trafic p sont données respectivement,

1 — Apmayr

B T pamn (239
et
P Amyyy .
1+ (1= p)Amath
01,

Y1 = ¢'(0)B1 + qui est obtenue en considérant la 1°7¢ dérivée de la fonction ¢(z) appliquée d
z =0 donnée ci-dessous.

¢'(0) =1+ &(011 4+ m + 02,1).
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Preuve 3. En utilisant le théoréme 2.2.2 et en appliquant la formule de normalisation donnée
ci-dessous

Py + lim P(2) + lim 2V;(2) + lim D15(2) + lim Ry (2) + lim Day(2) = 1 (2.35)
On obtient ’expression de la probabilité Py et on a,
P[) =1- pP-
A partir de la formule donnée précédemment, nous obtenons l’expression de p.

Remarque 2.2.1. Comme Py doit étre positif, alors, p < 1 est la condition nécessaire pour la
stabilité du systéme.

2.3 Mesures de erformance

Dans cette section, sous la condition de stabilité nous déduisons quelques mesures de performance
du systeme .

Corollaire 2.3.1. 1. La fonction génératrice du nombre moyen de clients dans le systéme
est donnée par

_ B {2(1 —p)+ (p—2)B"(A(2))(¢V"(x(2)) + 1 — Q)]

@)= B(A() @V (x(2)) + 1 —q) - 2

2. Le nombre moyen de clients dans le systeme est :

Oy

3. Le temps moyen d’attente d’un client dans le systéme (en incluant le temps de service)
est donné par

Pr

EW)= ——=

( ) 2)\m1p29

Ou,

/ /

T = (A (1))%(B2 — 28}) + alva(x (1))% = 28:4"(1)x (D)1 — 2q(x (1))*v}

=2} (rn —mix" (1)] = B (24°(1) + A" (1))

AL AT X X sont la 197¢ et la 26™¢ dérivées des deux fonctions A(z) et x(2), qui sont données

respectivement par :
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(1) = =Apm
(1) =
¢ (0) =1+ §(011+m +021)
¢ (0) = —E[f12 +m2 + b2 + 2(01,1m + 01,1021 + 02.1m1)]
0 = (A" (1)B1 +ax (V) +1)?

X
X/l N Apm2

Preuve 4. La fonction génératrice du nombre de clients dans le systéeme est donnée par :

m(z) = Po+ P(z) + 2V5(2) + D1s(2) + Rs(2) + Das(z)

Nous obtenons le 1¢" résultat. En appliquant la régle de I’Hopital sur la fonction w(z) au point
z =1, on obtient E(N) = lim,_,1 7 (), d’ot. nous trouvons le 2°™¢ résultat.
En utilisant la formule de Little, nous déduisons l’expression du temps moyen d’attente dans le

systéme.

Corollaire 2.3.2. 1. Le serveur est occupé (Busy) mais pas en panne avec la probabilité

Ami f1
L+ (1 —p)Amiyy

Pp =
2. Le serveur est en attente (Waiting) de réparation avec la probabilité

Py =£011Pp

3. Le serveur est en réparation avec la probabilité

Pr=&mPp

4. Le serveur est en 2°¢ wvérification avec la probabilité

Pp, = £021Pp

5. Le serveur est en vacance avec la probabilité

gmAvy

P =
VT (- p)Ama
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6. Le serveur n’est pas disponible avec la probabilité

Pr=¢&611+m+6021)Pp

Preuve 5. En considérant les limites de P(z), D1s(z), Rs(z), Das(z), Vs(2) quand z tend vers
1, on obtient respectivement Pp, Py, Pr, Pp, et Py.
L’expression de Py est obtenue par Pr = Py + Pr + Pp,.

Remarque 2.3.1. Les probabilités Py, Pr et Py, sont écrites en fonction de Pp, ce qui explique
des pannes surviennent pendant le service.

Corollaire 2.3.3. Si p < 1, A et f représentent les indices de fiabilité du systéeme. La
disponibilité du systéme et la fréquence de défaillance sont données respectivement par

Ao 1 — Amy(pyY1 — Br)
L+ (1—p)Amypy

et

§Amy 31
14 (1 = p)Amyepy’

=

Preuve 6. La disponibilité du systeme est :,

A=PFPy+ / P(1,z)dx
0

d’on,

A= Py+ lim P(z)

et en considérant les théorémes 2.2.1 et 2.2.1, nous obtenons l'expression de A.
Ainsi, la fréquence de la défaillance f est :

f=¢&lim P(2)

z—1

Corollaire 2.3.4. Soient O et C' deux variables aléatoires définies comme suit :
— O est la durée de la période occupée.

— C est la durée de la période d’occupation d’un cycle.

Sous la condition de stabilité, leurs moyennes sont respectivement

B ()
BO)= (1= Apmaipr)’
et

—dma (1= Apmatr)”
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Preuve 7. En appliquant l'argument de la théorie de renouvellement alternée, nous obtenons :

P71
E(O) = OAT
1
E(C) = pr———

Et en prenant en compte le théoreme 2.2.1 nous trouvons les résultats ci-dessus.
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2.4 Distribution de la taille du systeme au point de
départ

En utilisant ’'argument de PASTA | le nombre de client dans le systéme juste apres le départ
a I’état stationnaire est donné par :

o0 o0
St = Dy(1 — q)/ w(x) Pyt (z)dx + Do/ w(z) Vi (z)dz n>0 (2.36)
0 0
Ou, Dy est la constante de normalisation donnée par :

(14 (1 —p)Amiyy
)\m1

Dy =

Théoréme 2.4.1. Soit ST(2) la fonction génératrice de S;F,(n =0,1,2,...), on a

1+ (1 = p)Amig)(1 = C(2)) B (A(2)) (1 — ¢ + ¢V*(x(2)) o

S+(z) — (
mi[B*(A(2))(¢V*(x(2)) + 1 —q) — 2] (2.37)

Preuve 8. En multipliant l’équation par z" en sommant sur n de 0 a 0o, nous obtenons
Iéquation [2.37]

Remarque 2.4.1. Pour p =1, aprés le réarrangement de l’équation (37), on écrit

(1-C(2) (1 = 2)B*(A(2))(1 = ¢ + ¢V (x(2))) P

+(y) =
ST ) B AG) W K@) 1) -
donc,
ST(2) = M(2)n(z)
w(z) est la fonction génératrice pour p=1.
et
_ 1-C(»)
M= 502

M(z) est la fonction génératrice du nombre de clients placé avant l'arrivée d’un groupe de
client dans lequel existe le client marqué, voir, Takagi (1991) [53].
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2.5 Cas particuliers

Premier cas : absence de la vacance, pannes, arrivées groupées, perte de clients
Dans ce cas, le systeme ne tombe jamais en panne, le serveur ne part pas en vacance et les
clients n’arrivent pas en groupe, i.e., P(X =1) =1,donc, £ =0,p=1,¢g=0,m; =1, mg = 1.
Alors,
La condition de stabilité du systéme est donnée par :

p = )\,31 <1
Si p < 1, le nombre moyen de clients dans le systeme est :

A2 By
2(1-p)

Les résultats trouvés dans ce cas particulier sont similaires aux résultats du modele M/G/1, voir
le livre de Kleinrock [41] .

E(N)=p+

Deuxiéme cas : Absence des pannes, arrivée groupées, perte de clients

Le serveur est toujours fiable, le serveur peut prendre une vacance avec la probabilité ¢ et les
clients n’arrivent pas en groupe, i.e., P(X =1)=1,de 14, {=0,p=1,g# 0, m; =1, my = 1.
Alors,

La condition de stabilité du systéme est :

p=Ap1+qn) <1

Sous cette condition de stabilité, nombre moyen de clients dans le systeme est donné par :

N (B2 — 2BF + qua — 2qB1vn — 2qui) + 2X(B1 + 11)
2(1 = A(B1 + qu1))

Voir les résultats de Inoue et al (2017)[26]. Troisiéme cas : Absence du deuxiéme délai, de
la vacance et de 1’arrivée en groupe

Dans ce cas, le serveur tombe en panne il passe en délai de vérification (premiere vérification)
avant de commencer la réparation, les clients arrivent un par un, i. e., P(X =1) =1, ¢ = 0,
p=1,§#0,m =1,mg =1, 01 =0, alors la condition de stabilité du systeme est :

E(N) =

p = )\ﬂl(l +§(01,1 +771)) <1

et le nombre moyen de clients dans le systéme est donné par :

Pol(A'(1))2(B2 — 283) — B1(2A'(1) + A"(1))]

E(N) = 20
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avec,
/

A1) ==AM1+&(011+m))
A"(1) = A'(1) — N2(012 + 12 + 201 1m)
Les résultats de ce cas particulier sont similaires aux résultats de ,Choudhury (2000)[21]
Quatriéme cas : Absence du deuxieme délai
Le serveur est soumis & des pannes actives, et il a le choix d’aller en vacance nous avant un
seul délai de vérification avant la réparation, les clients arrivent en groupe ,d’ou, ¢ # 0, p = 1,
£#0,021=0,0ona:

x (1) = =Amy

Xu(l) = —Ams

A1) = =xmi(1+ €011 +m))

AT(1) = A (1) = Ama(1+€(011 +m)) — (Am1)?E(01,2 + 12 + 201 1m1)

O = [1 = Ami(B1(1 4 &(011 +m))) + gl

I = (A'(1))%(B2 — 28%) + qlva(x (1))? = 281 4" ()X (1)1 — 2q(x (1))%1 — 2x (Dv1 — vax" (1))
—Ai(24(1) + A"(1))

La condition de stabilité du systéme est donnée ci-dessous :

p=A01(1+&(011+m)) +qn) <1
La formule de 7(z) est la suivante :

(1—2)B*(A(2)(¢V"(x(2)) + 1 —¢) P
B*(A(2))(qV*(x(2) +1—¢q) — 2

Le nombre moyen de clients dans le systeme est :

m(z) =

Oy

Nous retrouvons les résultats dans 'article de Choudhury (2002) [22].

2.6 Analyse de sensibilité des caractéristiques du systeme

Dans cette section, nous illustrons l'effet des parameétres sur les principales mesures de
performances Py et E(N). La taille du groupe des arrivées est de loi Géométrique de probabilité
r, tan dit que le temps de service, temps de réparation, les deux temps de vérification et le
temps de vacance ont tous la méme distribution qui est de loi Erlang avec les parametres (k, 1),
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(2,7), (2,01), (2,a2), (2,w) respectivement. De plus, le serveur est soumis a des pannes actives
de distribution Exponentielle avec un taux &.

7. 1 Effet du paramétre p sur Py et E(N) pour différentes valeurs de p et r
La figure illustre la probabilité Py et la valeur de E(N) par rapport au taux de service
1 avec différentes valeurs de p. Dans chaque cas, nous représentons trois courbes ou p prend les
valeurs 0.025, 0.5, 1 et les autres parametres sont choisis tels que k = 2, ¢ = 0.75, r = 1/5,
£=0.1, w=28, a; =40, ag = 20.
— (a)Pour chaque valeur de p, nous étudions I'influence du taux de service p sur Py. Ici, A
et v ont les valeurs 0.4 et 10 respectivement.
— (b)Pour chaque valeur de p, nous étudions I'influence du taux de service p sur E(N). Ici,
A et v ont les valeurs 0.25 et 6 respectivement.

(@) (b)

09+
08r
07r

06+

0.4r

03r

02r

p=1 2
ok ///P=D 025

0 n 1 n n L L 1 1 0 . 0
0 2 4 5 g 10 12 14 16 18 20 0.2 04 06 0.8 1 12 1.4

f

FIGURE 2.2 — (a) Effet du taux de service p sur Fy. (b) Effet du taux de service p sur
E(N)

Commentaires :

La probabilité Py décroit lorsque le taux de service u et la probabilité p augmentent, et le
nombre moyen de clients dans le systéme E(N) augmente lorsque le taux p et la probabilité p
augmente.

La figure illustre la probabilité Py et la valeur de F(N) par rapport, au taux de service p
avec différentes valeurs de la probabilité r. Nous avons considéré deux cas, ol nous représentons
trois courbes ou r prend les valeurs 1/7, 1/4, 1 et les autres parameétres ont les valeurs k = 2,
q=0.75, £ =0.1, a3 = 20.

— (c¢)Pour chaque valeur de r, nous étudions 'influence du taux de service p sur Py. On a,

p=0.001, \=04,vy=8, w=4, as = 10.
— (d)Pour chaque valeur de r, nous étudions I'influence du taux de service p sur E(N). On
a,p=0.01, \=3,7vy=10, w =5, ag = 20.
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o i
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05 1 18 2 25 3 35 4 45 & 65 i 2 1 6 8 10 12
u n

FIGURE 2.3 — (c) Effet du taux de service p sur Fy. (d) Effet du taux de service u sur
E(N)

Commentaires :

Dans la figure [2.3|nous observons le méme comportement de la probabilité Py et la valeur de
E(N) que dans la figure et cela par rapport au taux p et cela en augmentant la valeur de la
probabilité du groupe de client r

7. 2 Effet du parametre de la panne ¢ sur Pp, pour différentes valeurs de p et r
La probabilité de la deuxiéme vérification Pp, a été illustrée par rapport au taux de la panne
¢ avec différentes valeurs des probabilités p et r dans la figure ici aussi nous avons considéré
deux cas
— (e)On choisit ¢ = 1,7 = 1/5,A = 0.04,u = 0.5,y = 4,w = 2,07 = 20,2 = 10, et en
variant les valeurs de p, les courbes tracées correspondent a p = 0.025,0.5, 1.
— (f)On choisit p = 0.5, = 1,A =001, p =1,y =4,w = 2,1 = 20, a2 = 10, et en variant
les valeurs de r, les courbes tracées correspondent a p =1/7,1/4,1.

(e) Ul
0.045 0.9

nn4t nst
0035 07t =17
P=05
oozt 05t
o P=0.025 a®
ooz 04t
omsf 03tk
oot 02tk =1

0.005 - 01 F

FIGURE 2.4 — (e) Effet £ sur Pp, avec différentes valeurs de p. (f) Effet £ sur Pp, avec les
différentes valeurs de 7.
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Commentaires :

Les deux cas (e) et (f) de la figure montrent que la probabilité Pp, croit en augmentant
le taux de la panne & et cela pour quelques soient les valeurs de p et r, et croit encore plus vite
en augmentant les valeurs de p et diminuant les valeurs de 7.

7. 3 Effet des taux de vérifications (a1, as) sur Py etE(N)

Dans la figure nous représentons Py et E(N) par rapport a la paire (aq, az). Les courbes
sont tracées pour les valeurs k = 1, p=1,¢=05,r=1/5A=0.1, p =1, & = 0.01, v = 8,
w = 8. Nous avons aussi deux cas :

— (g)On étudie l'influence des parametres (g, ag) sur Pp.

— (h)On étudie I'influence des parametres (aq, o) sur E(N).

(@ (h)

=04
w

0 23

FIGURE 2.5 — (g) Effet des parameétres (aq, aq) sur Fy. (h) Effet des parametres (o, as)
sur E(N).

Commentaires :

Dans la figure on peut dire que la probabilité Py et le nombre moyen de clients dans le
systeme F/(NN) se comportent bien avec le choix des parameétres et puisque les deux surfaces sont
lisses.

7. 4 Influence du parametre ¢ sur les fréquences A et f pour différentes valeurs de p
La figure représente les fréquences de fiabilité et de défaillance par rapport au taux de
panne £ avec les différentes valeurs de p.

Nous avons deux cas et dans chaque cas, nous représentons trois cas ou la probabilité p
prend les valeurs 0.025, 0.5, 1 et les autres parametres ont les valeurs suivantes : k = 2, ¢ = 0.25,
r=1/5y=4,w=4,a; =3, ag = 3.

— (i)L’influence du taux de la panne ¢ sur la fréquence de fiabilité A en considérant A = 0.05,

uw=>.
— (j)L’influence du taux de la panne & sur la fréquence de défaillance f, en considérant
A=0.08, i =3.
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FIGURE 2.6 — (i) Effet ¢ sur la fréquence A. (j) Effet de & sur la fréquence de f.

Commentaires :

Pour le cas (i) de la figure nous remarquons que la fréquence de fiabilité A décroit en
augmentant les valeurs du taux £ quelle que soit la valeur de la probabilité p. Par contre le cas
(j) montre I'inverse c’est a dire que la fréquence de défaillance f croit en augmentant les valeurs
de & pour toutes les valeurs de p.
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Conclusion du chapitre

Nous avons établi une étude de la file d’attente MX1/G/1 avec perte géométrique des
clients et vacances ou le serveur n’est pas fiable, c’est a dire que nous avons des périodes
de pannes du serveur, de réparations et deux délais de vérification. Par la méthode de la
variable supplémentaire, nous avons obtenu la fonction génératrice de I’état du serveur ainsi
que la condition de stabilité du systéme. Enfin nous avons donné quelques exemples numériques
montrant ’effet des pannes, délais de vérification et la taille du groupe de clients sur les principales
mesures de performances.

43



File MX]/G /1 avec Rappels, & Serveur non
fiable, Deux types de clients, Deux délais de
Veérification et Vacances

Introduction

Les systémes de files d’attente avec rappels et arrivées groupées ont été développés par Falin
(1976) [28], qui a introduit une nouvelle discipline du serveur définie par :
Si un client ou un groupe de clients arrive et trouve le serveur occupé , en pannes, alors il quitte
la zone de service et se joint a un groupe de clients en orbite suivant la discipline F.C.F.S. et
répete sa tentative apreés un temps aléatoire jusqu’a ’obtention d’un service.
Dans ce chapitre, nous présentons un nouveau modele qui est une extension du modele présenté
dans le chapitre précédent en introduisant la politique de rappels et deux types de clients, client
transitaire (appelé aussi clients ordinaires) et client récurrent (appelé aussi clients permanents).
Nous obtenons la condition de stabilité, les distributions des états du systeme en terme de
fonction génératrices partielles, ainsi que la décomposition stochastique du modele.
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3.1

Modele mathématique

Les hypotheses suivantes décrivent le modele mathématique.

1.
2.
3.

10.

11.

12.

La capacité de l'orbite est infinie.

La seule file d’attente a deux types de clients : clients transitaires et clients récurrents.
Processus des clients transitaires :

les clients transitaires arrivent dans le systéme selon un processus de Poisson de taux
A. Les clients arrivent par groupe de taille aléatoire de distribution C; = P[X = i],
0<C; <1, (i € N¥) avec, > 2, C; =1 et les deux premiers moments notés mq, ma.

. Le service est assuré par un seul serveur. A arrivé d’un groupe de clients transitaires, si

le serveur est occupé le groupe entre en orbite. Par contre, si le serveur est libre I'un des
clients sera pris en charge par le serveur et le reste du groupe entre en orbite selon une
discipline F.C.F.S. On suppose que seul le client transitaire a la téte de ’orbite est autorisé
a accéder au serveur. Les temps successifs d’inter-rappels, de tous les clients transitaires
sont régis par une fonction de répartition H(z), de densité h(x) et de transformée de
Laplace-Stieltjes H*(s).

Les temps de service des clients transitaires sont des variables aléatoires de loi générale
de distribution Bj(x), de densité b;(z), de transformée de Laplace-Stieltjes B*(s) et
possédants les deux premiers moments 31 1, 512

Les temps de service des clients récurrents sont des variables aléatoires de loi générale
de distribution Ba(z), de densité bo(x), de transformée de Laplace-Stieltjes B*(s) et
possédant les deux premiers moments 32 1, 32,2

Nous précisons que le serveur est confronté a des pannes actives, i. e. le serveur tombe en
panne seulement quand il est occupé apres une période de temps exponentielle avec un
taux €.

Une fois le systeme en panne, la réparation ne commence pas immédiatement, il y a
d’abord un premier délai de vérification de la panne. Ce temps aléatoire est de loi générale
de distribution Dj(x), de densité di(z), de transformée de Laplace-Stieltjes Di(s) et
possédant les deux premiers moments 6y 1,01 2.

Apres achévement du premier délai de vérification de la panne, la réparation commence
immédiatement ; le temps requis pour la réparation est une variable aléatoire de loi
générale de distribution R(x), de densité r(z), de transformée de Laplace-Stieltjes R*(s)
et possédant les deux premiers moments 7y, 72.

Une fois la réparation achevée, le serveur aura un deuxieme délai de vérification de la
remise en marche ; ce temps aléatoire est de loi générale de distribution Dy(x), de densité
da(z), de transformée de Laplace-Stieltjes D3 (s) et possédant les deux premiers moments
02.1,022.

Une fois que le deuxieme délai de vérification est terminé, le serveur reprend le service de
ce client. Le serveur n’est pas autorisé a accepter un autre client jusqu’a ce que le client
en service quitte le systeme.

Apres chaque fin de service de clients transitaires, le serveur décide de prendre une vacance
avec une probabilité ¢, ou servir le prochain client avec la probabilité 1 — q. Ce temps de
vacances est une variable aléatoire de loi générale, de distribution V' (z), de densité v(x),
de transformée de Laplace-Stieltjes V*(s) et possédant les deux premiers moments v1, vs.
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13. Si le serveur est occupé, ou en premier délai de vérification, ou en réparation , ou en
deuxieme délai de vérification ou en vacance, il quitte le systeme avec une probabilité
I-p
Nous supposons que toutes les variables aléatoires sont mutuellement indépendantes.
Les taux conditionnels de complétion pour les rappels des clients transitaires, service des clients
transitaires, service des clients récurrents, les temps de réparation, les temps de vacances et les
temps des deux délais de vérifications sont donnés respectivement par :

o(z) = %Mﬂx) = 1313(15()@#2(17) = 152£§:()x)’w(x> = 15&()@’0‘1(1‘) - 127?8@7
)

(@) = 155, 0a(x) = L

L’état du systeme a I'instant ¢ peut étre décrit par le processus de Markov suivant
{X(t)a t> 0} = {(S(t)a S*(t)v N(t)a TO(t)v Tl(t)? TZ(t)7 T3(t)7 7-4(t)7 T5(t)7 Tﬁ(t))7t > 0}

Ou S(t) prend ses valeurs dans ’ensemble {0, 1,2,3,4,5,6} selon que le serveur soit inactif,
occupé avec un client transitaire, occupé avec un client récurrent, sous le premier délai de
vérification, en cours de réparation, en vacances ou en deuxiéme délai de vérification. Si S(t) = 3,
4 ou 6, S*(t) représente le type de clients en service ( S*(t) = 1 ou 2 selon le occupation du
serveur par un transitaire ou un client récurrent). Si S(t) = 0 et N(t) > K, alors 79(t) représente
le temps écoulé délai de réexpédition du client de transitoire. Si S(¢) = 1, nous définissons 71 (¢)
en tant que temps de service écoulé du client transitaire. Si S(¢) = 2, nous définissons 7 (¢)
comme le temps de service écoulé le client récurrent. Si S(t) = 3, nous définissons 73(t) comme
écoulé le premier temps de délai de vérification. Si S(¢) = 4, nous définissons 74(t) comme temps
de réparation écoulé; Si S(t) = 5, nous définissons 75(¢) comme le temps de délai de la deuxieéme
vérification écoulée et si S(t) = 6, nous définissons 74(f) comme le temps de vacance écoulé .

3.2 Analyse des probabilités stationnaires

Dans cette section nous étudions la distribution stationnaire du systéme. Si la distribution
stationnaire existe, les probabilités limites seront définies comme suit :

Pox = lim P{S(t) =0, N(t) = K}

Pon(x)de = 1tl_i>ncr>1oP{5’(t) =0,N(t)=n,z <7(t) <z +dx} n>K,
P, (z)dx = tlggo P{S(t) =1,N(t)

Py (z)dx = tlggo P{S(t) =2,N(t)

o <T1(t)<z+dz} n>K;

=n
=n,x<m(t)<z+dr} n>K-1I;

D11 (2, y)dedy = tlggo P{S(t) =3,N(t) =n,S*(t) =L,z <1 (t) <z +dr,y < 13(t) < y+dy}

n > K;
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Dy o p(z,y)dedy = tli)nolo P{S(t)=3,N(t) =n,S*(t) =2,z < o(t) < x +dx,y < 13(t) < y + dy}
n>K-—1;

Ry p(z,y)dedy = tli}r&P{S(t) =4, N({t)=n,5"t) =1,z <7n(t) <z+dr,y <nu(t) <y+dy}

n> K,

Ry p(z,y)dzdy = tlggo P{S(t)=4,N(t) =n,S*(t) =2,z < 1o(t) < x +dx,y < 74(t) < y + dy}
n>K-—1;

Dy 1 (2, y)drdy = tlgglo P{S(t)=6,N(t) =n,S*(t) =1,z <n(t) <z +dx,y < 15(t) < y+dy}
n> K;

Dy n(z,y)dxdy = tliglo P{S(t)=6,N(t) =n,S*(t) =2,z < o(t) < x +dx,y < 15(t) <y + dy}
n>K-—1;

Vo(z)de = tlim P{S(t)=5,N(t) =n,z <716(t) <x+dz} n>K.

En utilisant la méthode de la variable supplémentaire sur les probabilités limites, nous
obtenons le systeme d’équations suivant :

(At 0)Pox = (1—q) /0 " Pl () () der + /0 ¥ Py (2)pa () da + /O Vi @w(@)dr (3.1)

0

%Po,n(fﬁ) + (A +0o+ o) Pon(r) =0 n>K+1 (3.2
8 n—K
(% +Ap+ &4 pa(2)Prp() = Ap(1 = dnx) Y CiPrn—j()
=1 (3.3)
+/0 Dy 1 n(x,y)a(y)dy n>K
6 n—K+1
(af+>\p+£+u2(x))P2,n( z) = Ap(1l = 6px—1) Z CiPop—j(
X
(3.4)
+/0 Do o (2, y) o (y)dy n>K-1
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n—K

0
(@ + A0+ a1(y)) D112, y) = Ap(1 = 6nx) Y CiDian—j(z,y) n>K (3.5)
=1
(67/ +Ap+ 1) Dign(@,y) = Ap(1 = 0n—1) >, CiDign—j(z,y) n>=K-1 (3.6)
=1
a ’I’L—K
(a*y +Ap + a2(y)) Da,n(@,y) = Ap(1 = dnic) D CiDan—j(x,y) n2>K (3.7)
=1
(87y + Ap+ 2(y))Dagn(x,y) = Ap(1 = 0n—1) >, CjDapn—j(z,y) n>K-1 (3.8)
=1
a TL*K
- P T~ Y\Y 1,n\T,Y) = AP\L — On K I n—j5\T,Y n = .
(ay+)\+())R (z,y) = Ap(1 = 6p,i) > CjRin—j(z,y) > K (3.9)
=1
a n—K+1
(5 + 2+ 7W) Ran(w,9) = Ap(1 = b 1) > CiRpnj(z,y) n>=K-1 (3.10)
=
8 ’I’L—K
(% + Ap+w(x))Vi(x) = Ap(1 — 6p.K) CiVn—j(x) n>K (3.11)

1

J
Ou §; ; est la fonction Kronecker.
Ces ensembles d’équations seront résolus dans les conditions aux limites suivantes :

P (0 —r/ Pon()B1(x dac—i—/ Pon1(2)fa(z da:—i—/ Vi@w(@ds n>K (3.12)
Py (0 izj (1- an/ Pos1_j(x dx—l—/ Ponsi(z)a(z)de 1o
+ AChi1-kPok n>K
P, (0) =0(1 —0p k1) /OOO Ponti1(x)dr + 06, k1P K n>K-—1 (3.14)
D11 p(x,0) = &P p(x) n>K (3.15)
D1 2p(2,0) = P () n>K-1 (3.16)
Dain(2,0) = OOO Rin(z,y)7(y)dy n>K (3.17)
Dion(x,0) = OOO Ron(z,y)v(y)dy n>K-1 (3.18)
Rin(z,0) = /OOO Dian(w,y)ar(y)dy n>K (3.19)
Ryn(x,0) = /OOO Dy (2, y)en(y)dy n>K-1 (3.20)
V) =4 [ Pualahin(e)da n> K (3.21)
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Ainsi, la condition de normalisation est donnée comme suit :

Pok + Z / Pon(x)dz + Z (/ Pljn(az)d:c—i—/ / Dy 1 p(z,y)dxdy
n>K 0 n>K 0 0 0

+/ / Dgln(:v,y)dxdy+/ / Rln(x,y)d:vdy—i—/ Vn(:r)dx)
0 (3.22)
+ Z / Py (x dx—i—/ / D 9 (z,y)dxdy
n>K-—1

+ / / D2z, y)drdy + / / R (@, y)dudy )= 1
0 0 0 0

Afin de résoudre ce systéme d’équations (3.143.22), nous définissons les fonctions génératrices

suivantes et cela pour |z| <1 :

x) = Z Pon(x)2", Pi(z,z)= Z Py p(x,y)z

n>K n>K

Z Pon(2)2", Vi(z,x) = Z Vo(z)z

n>K—1 n>K
Dii(z,2,y) = Y Dian(,9)2", Dai(z,2,y) = Y Dain(z,y)z"
n>K n>K
Dip(z,2,y) = Z Dipn(x,y)2", Dao(z,2,y) = Z Do pn(z,y)z
n>K—1 n>K—1

(ay) = Y Rin()s”s Razzg)= 3 Ronloiy)e”

n>K n>K-—1
-y

n>1

Le théoreme suivant décrit la distribution des états du systéeme en équilibre en fonction des

fonctions génératrices.
P . (AMo)H*(Ao)(Amiqd’ (1)+okl, (1)+Apmi (1—H* (A 0)) (Mg’ (1) =A(1—m1)+0ok, (1))
Théoréme 3.2.1. 57 ()\1+U)H*(Ajo)[oké(1)Jlr)\m1q'(1)(1—p)+)\pm1] L 2 <1,

On a :

Py(z,z) = A+ o) {z(A +0) = G(2)} Pox 2"
o (1—H*A+0))G(z) = A+ 0){z — H* (A + 0)q(2)}

x (1 — H(z))e Aoz,

Pi(z,2) = A+ o)H* A+ ) A1 - C2)) +o(1 — ka(2)) Y Porc 2

x (1 — By(z))e 4G,

Pyez) = CATOH A+ o)a(e) — 2} P
2 (1—H*A+0))G(z) — A+ 0){z — H* (A + 0)q(z)}

x (1 — By(z))e A,
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Drr(siay) — SATDH O )= C() + 01— ha(2))) Pose =™
LS EY) = T T A O+ 0)G(2) — (0 + o)z — H (A + 0)q(2)}
« (1= By(2))(1 — Ds(y))e~ AR,

Dialz,2,y) = §o(A+ o) H* (A + 0){q(2) — 2} Rorc2™
DBV T E (M 1 0)G() — (At o)z — H (A + 0)a(2))
% (1 — Ba(2))(1 — Dy(y))e~ AGT+x(=),

Das(era.y) — SQF DO+ A= O(e) + 01— ka(2))) Poxc =
PETY T T AT H (4 0)G(z) — 0+ 0){z — H A+ 0)q(2)}
x (1 — Bi(2))R*(x(2)) D} (x(2))(1 — Da(y))e~ARzx=),

Doo(z,z,y) = Eo(A 4+ 0)A* (A + o){g(2) — 2} Por 2"
R (1—=H*(A+0))A(z) = (A+o){z— H*(A+0)q(2)}
% (1= Ba(@)R* (\(:)DF (((2)(1 — Day))e A,

EA+a)H* (A + 0){A1 = C(2)) + a(1 = ka(2)) } Poxc 2™
(1—H*(A+0))G(2) — (A +o0){z— H*(A+0)q(2)}
x (1= Bi(x))Di (x(2))(1 = R(y))e” A=),

Ri(z,x,y) =

Eo(A+ o) H* (A + 0){q(z) — 2} Poxcz™ !
(1= H*A+0))G(2) = (A+0){z = H*(A +0)q(2)}
x (1= Ba(2)) D (x(2))(1 = R(y))e”AExE0),

R2(27$7y) =

Vs(z,x) = q()\ +o)H* (A +0)[AM1 - C(2)) + o(1 — ka(2))](1 — V(l‘))e_X(z)xPoKsz‘l(z)
s(%; (1—-H*A+0))G(2) — A+ 0)[z — H*(A + 0)q(2)]

Apma[((A+ o H* (A +0))(1 = ¢'(1) = (1 = H*(A+ o)) (A + oks(1))]
A+ o) H* (A +0)[Ami(1 = (1= ¢'(1))(1 = p)) + oky(1)]

Pk =

Ot

X(2) = Ap(1 = C(2)), ¢(2) = z +£[1 = R*(2)Di(2) D3(2)],  A(2) = ¢(x(2))
et ki(z) = B;*"(K(2)) pour i=1,2,

aussi, q(z) = k1(2)[(1 — @) + ¢V*(x(2))] et G(z) = AC(2)q(2) + zoka(2)

Preuve 9. En multipliant les équations et par 2" et en sommant surn > K, on

obtient
ox
Py(z,0) = (1—q) /OOO P (z,z)p (z)dx+z /Ooo Py(z, x)ug(:c)dm—l—/ooo V(2 2)w(z)de—2 (A\+o) Pox

21’30(,27 z)=—(A+0+¢x))Py(z, ) (3.23)

(3.24)
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En faisant le méme calcul, c.d.d en multipliant les équations ,,,(@), ,,

(15.15), (3-17), (3.19)et (3.21) par z" et en sommant surn > K, on aura

(ai +Ap + &+ 1 (2)) Pi(z, @) = ApPi(z,2)C(2) + /000 Doz, 2, y)az(y)dy

0
(a*y + A+ a1 (y)) D11 (2, @, y) = AC(2) D11 (2, 2, )

0
(@ + Ap + a2(y)) D21 (2, z,y) = ApC(2) D21 (2, 2, y)

<§y A AW Rz 2, ) = ApC(2) Ra(z 2. )

(o4 X+ wl@)Va(z,2) = ApO()Vi (2, 2)
zP1(2,0) = AC(z) /OOO Py(z,z)dx + /OOO Py(z,z)p(z)dz + 25 APyg C(2)
D1 1(z,2,0) = P (2, 2)

Dai(e2,0) = [ Ra(za,)oly)dy
Ri(z,z,0) :/0 Dy 1(z,z,y)a1(y)dy

Vs(z,0) = q/ooo Pi(z, 2)p(z)dx

(3.25)

(3.26)
(3.27)
(3.28)

(3.29)

(3.30)
(3.31)

(3.32)
(3.33)

(3.34)

En multipliant les équations (3.4), (3.6).(5.8),(5.10).(3-14).(5.16).(3-18) et (5.20) par z" et en

sommant sur n > K — 1, on obtient

(aax T A+ €4 p2(2)) P2, 2) = ApPs(2,2)C(2) + /OOO Dao(z, z,y)az(y)dy

0
(== + A+ a1(y)Di2(z,2,y) = ApC(2)D1,2(2, z, y)

dy
0
(871 + Ap + a2(y))Da22(z, z,y) = ApC(2)D22(2, z,y)
0
(Ey +Ap +v(y))Ra(z,z,y) = ApC(2) Ra(z, x,y)

oo
Py(z,0) = z_la/ Po(z,x)dx 4 o Py 2!
0

Di2(z,2,0) = EPa(2, 2)

Daa(z,2,0) = /O Rz, 2, 9)7(y)dy

Ro(z,2,0) = /0 D1z, 2, y)a (y)dy

o1

(3.35)

(3.36)
(3.37)
(3.38)

(3.39)
(3.40)

(3.41)

(3.42)
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La solution de chacune des équations (3.23),(3.26),(3.27), (3.28), (3.29), (3.30), (3.31]) et (3.39)

est respectivement donnée par

Py(z,x) = Py(z,0)(1 — H(x))e Ao (3.43)
D1,1(z,2,y) = D1(z,2,0)(1 — Di(y))e X (3.44)
D1 (2, 2,y) = D1 (2,2,0)(1 — Dy (y))e X (3.45)
Dy 1(z,2,y) = Dai(2,2,0)(1 — Da(y))e XY (3.46)
Das(z,2,y) = Daa(2,2,0)(1 — Da(y))e X (3.47)

Ri(z,z,y) = Ri(z,2,0)(1 — R(y))e X*)v (3.48)
Ry(z,2,y) = Ro(z,2,0)(1 — R(y))e X (3.49)
Vi(z,2) = Vi(2,0)(1 = V(x))e X (3.50)

En combinant les équations (3.30),(3-40),(3.44), (3-48) et en remplacant dans ’équation ,
on obtient

Ds1(2,2,0) = P (2, 2) R (Ap(1 — C(2)) D1 (Ap(1 — C(2)) (3.51)
En combinant les équations (3.37),(3-41),(5.49),(3-49) et en remplacant dans I’équation ,

on aura

Daa(2,2,0) = EPa(2,2) D1 (Ap(1 — C(2)) R* (Ap(1 — C(2)) (3.52)
En utilisant les équations et dans ’équation , ce dernier devient

Pi(z,z) = Pi(z,0)e"4®?(1 — By (z)) (3.53)
En remplacant les équations et dans l’équation , 0N a
Py(z,x) = Py(z,0)e" 43?1 — By(x)) (3.54)
En remplacant l’équation dans les équations et , nous obtenons respectivement
1— H*(\
Py(z,0) = AC(2)2 1 Py(z, O)/HE—FJ) + 27 Py(2,0)H*(\ + 0) + APy C ()25~ (3.55)
o
1— H*(\
Py(2,0) = 2 o Py(z, O)M + 0Py 251 (3.56)

En utilisant les équations (3.49), (3.50), (3.53), (3.54) et (3.33) on a

Py(2,0) = Pi(z,0)q(2) 4+ 2Pa(z,0)ka(2) — 25 (A + o) Pog (3.57)

de la méme fagon pour les équations (3.55), (3.50) et (3.57) nous obtenons

A+ 0)[z(A +0) = G(2)|Poxc 2"
(1-H*(A4+0)G(z) = (A +0)[z — H*(A+ 0)q(2)]

Py(z,0) = (3.58)
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En replacant I’équation dans l’équation et I’équation , on obtient respectivement

les résultats suivants.

A+ o) H* N+ 0)[ M1 = C(2)) + o(1 — ka(2))] Porc 2%
(1-H*A4+0))G(z) — (A +0)[z — H* (A + 0)q(2)]

Pi(2,0) = (3.59)
oA+ ) HA (A + 0)[g() — 2] Porc 2!
(1-H*(A+0))G(z) — (A +0)[z — H*(A + 0)q(2)]

Ainsi, nous avons les probabilités suivantes pour i =1, 2
Pi(z,0),P2(2,0), Vi(2,0), D1i(2,2,0), Ri(z,2,0), Da;(z,2,0) qui dépendent tous de Pyr , puisque
la fonction de Py(z,0) dépend de Pyk.

Py(z,0) = (3.60)

Cependant Py peut étre trouvé en utilisant l’équation de normalisation suivante

Pc+Y [T Ra)de+ % [T [T DL, y)dady
=0

j=1i=1
2 CSReS 9]

—1—2/0 /0 Ri(l,x,y)dmdy—i—/o Vs(1,z)dx = 1.
i=1

Remarque 3.2.1. Pour calculer Pyr, nous avons besoin de donner le théoréme 3.2.2.

Comme
2 2 2

S Diie) + 3 Rile) + vs<z>} 1,

2
Pt Jim, | 3P+ 3 .
=0 Jj=1li=1 =1

En remplacant les probabilités par leurs équations données dans le théoréeme 3.2.2, on a
Pox =1—p;

ou

(A4 0)H*(A + 0)(Amiqg' (1) + okb (1) + Apma (1 — H* (A +0))(AZ (1) — M1 —my) + ok (1))
A+ o) H*(\+ 0)[okh(1) + Amiq' (1) (1 — p) + Apmy] '

p =
(3.61)

q'(1) et k5(1) sont définies comme 1°7¢ dérivée de la fonction q(z) et de la fonction ky(x)
respectivement appliquée d x = 1 données par

ko(1) = Apmi B[l +&(011 +m + 021)];
(1) =Apmi{(1 +&611+m +621)) 511+ qui}

Puisque Py doit étre positif pour avoir un systéme stable, donc, p < 1.

Remarque 3.2.2. FPyx dépend de K.
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, . (AMo)H*(Ao)(Amiq' (1)+okh (1)) +Apmi(1—H*(A-0)) (A’ (1) =A(1—m1)+0okl (1))
Théoréme 3.2.2. Si (/\+a)H*(,\ia)[ak’2(1)+/\m1q’(1)(1—p)+/\pm1] T2 <1,
Les fonctions génératrices partielles de probabilités des distributions de [’état du serveur sont

données par :

Py(z) = (A +0)[z(A +0) — G(2)| Porc 2" 1—-H*(A+o0)
0 (1—H*MA+0)G()— A+0)z— H* A+ 0)q(z)] (A+o0)
Pi(z) = A+ 0)H* A+ 0) A1 = C2)) + (1 — ka(2))] Porc2® 1 — k1(2)

! (1-H*A+0)G(z)— A+ 0)z— H* A+ 0)q(z)] A(2)
Py(z) = oA+ o)H*( A+ 0)[q(2) — 2| Pogz" " 1 — ko(2)
(1-H*(A+0))G(2) = ( A+ o)z — H* A+ 0)q(2)] A(z)
Dyi(z) = g(A +0)H* (A + 0)[M1 — C(2)) + (1 — k2(2))| Pox 2" 1 — k1 (2)
1.1 I—H*MA+0)G(z)— A+ 0)z— H* A+ 0)q(z)] A(2)
L 1= Dilx(2))
x(2)
Dya(s) = ¢ oA+ 0)H* (A + 0)lq(2) — 2] Poxz" ! 1— ko(2)
’ (1-H*(A40))G(z) — (At 0)[z— H*(A+0)q(2)] A(z)
1 — Di(x(2))
x(2)
Dys(z) = e AT OH A+ )AL = C(2)) + o(1 — ko)) Poxc=" 1 = ka2)
21 I—H*MA+0)G(z)— A+ o)z — H* A+ 0)q(z)] A(2)
2D e ()i (1 (2)
Dao(z) = ¢ T H A+ 0)lg(z) — 2 Porcz" 1 — ko(2)
22 (1—H*A+0)G(z)— A+ o)z — H* A+ 0)q(z)] G(2)
2D e ) D)
Ri(z) = g(A + 0)H*(A+ 0)[M1 — C(2)) + (1 — ka(2))|Porc 2™ 1 — k1 (2)
! (I—H*MN+0)G()— A+ o)z — H* A+ 0)q(z)] A(2)
T D)
Ry(z) =¢ oA+ 0)H* (A4 0)[q(z) — 2] Py 2™ 1 1 — ko(2)

(1-—H*(A4+0)G(z) = (A +0)[z — H*(A+0)q(2)] A(2)
RO
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A+ a)H* A+ )1 = C(2)) + a(1 — ka(2))| Porc 2™
(1-H*(A40))G(z) — A+ 0)[z — H*(A+ 0)q(2)]
L=V (x(2), .,

TG fa(2)

Vi(z) =

Preuve 10. En effet, en appliquant le théoreme 3.2.1 sur les définitions des les fonctions
génératrices partielles de probabilités des distributions de I’état du serveur données ci-dessous

z):/o Po(z,z)dz, Pz'(z):/o Pi(z,z)dz, Vg(z):/O Vi(z,2)de, i=1,2
z):/o /0 Dji(z, v, y)dzdy, Rz’(z):/o /0 Ri(z,z,y)dxdy, j=1,2

et en utilisant les résultats connus de la théorie de renouvellement

/°° 51— F(a))dy = L LEE)
0 S

ot F(x) est la fonction de répartition de la variable aléatoire X et Ly() représente sa transformée
de Laplace, donc nous obtenons les résultats.

3.3 Mesures de performances

Dans cette section, nous déduisons les mesures de performances du systeme en régime stationnaire

Corollaire 3.3.1. 1. La fonction génératrice de la taille du systéme est donnée par,

A1 =C()Ia(2)(p—2) +2(1 = p)| + o(1 — k2(2))g(2)(1 — 2)
(1-H*(A40))G(2) = (A +0)[z — H*(A+ 0)q(2)]

()\ + U)H*<)\ + J)POKZK
Ap(1—=C(2))

O(z) =

2. La fonction génératrice de la taille lorbite est donnée par

Az(1=C(2)[(1 —2) + (2 — q(2)) (A = p)] + o(1 — k2(2))q(2)(1 — 2)
(1-H*(A40))G(z) = (A+0)[z — H*(A+ 0)q(2)]
()\+U)H*<)\+U)P0K2:K 1
Ap(1 = C(2))

Qz) =

3. La fonction génératrice du nombre de clients transitaire dans l'orbite est donnée par,

A1 =C)A=p)(z—q(2) + (1 —2)]+ 01 —ka(2))(1 — 2)
(1-H*(A4+0))G(z) — (A +0)[z — H*(A + 0)q(2)]
()\—i-O')H*()\—i-O')POK
Ap(1 —C(z2))

T(z) =
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4. La fonction génératrice du nombre de clients transit dans le systéeme est donnée par
¥(z) = (1 —ka(2))( — 2)q(2) + A1 = C(2))[g(2)(p — 2) + z(1 — p)]
(1-H*(A+0))G(2) — A+ 0)[z — H*(A+ 0)q(2)]
A+ o)H*(A+ 0)Pox
Ap(1 = C(2))

Preuve 11. Soit L le nombre de clients dans le systéme, la fonction génératrice correspondante

est donnée par

®(z) = BE(2F) = 2K Py + Po(2) { +Z( )+ D1(z )+D2,i(2)+Ri(2’)>}

Soit N le nombre de clients dans la file avec rappels, sa fonction génératrice est donnée par

Q(z):E(zN)_z P0K+P0 Z( +Dlz( )+D2’i(2)+RZ’(Z))

Soit Nt le nombre de clients transit dans la file avec rappels, sa fonction génératrice est

donnée par.
2

T( ) = POK + ZﬁK PO(Z) + ‘/S(Z) + Zziil (PZ(Z) + Dli(z) + Dgi(z) + Rl(z))}

=1

Soit L le nombre de clients transitaire dans le systéme, sa fonction génératrice est donnée par

U(z) = B(zI7) = Pyge + 2~ Po(z)+zK“{ +Z< +D11()+D27i(z)+Ri(2))}

Ces résultats sont obtenus en utilisant le théoréme 3.2.2
Remarque 3.3.1. Pour p =1, nous obtenons ®(z) = 2K x W(2) on, ¥(z) = Y(z) x q(2)

Corollaire 3.3.2. 1. Le nombre moyen de clients dans le systéme est :

2TTL1K — mo

2m1
Ama(p + ¢ (1) (1 = p)) + Ama (1 = p)g”"(1) + 2K1 (1)) + o (k5 (1) + 21 (1)k5(1))

2{Ama(p+q'(1)(1 = p)) +oky(1)}
(1—H*(M+0))[A(ma+2m1¢’ (1)) + o(2k5(1) + K5 (1)) + A+ o H* (A + 0))q

E(L) =

//(1)

{0+ oH* A+ 0))(1—¢ (1)) — (1 = H*(A+0))(Amy + okh(1))}

2. Le nombre moyen de clients dans [’orbite est :

E(N) = 2m1(K2;;) -

N A(2m1 +ma)(p+¢'(1)(1

—p)) + A" (1) (1 = p) + o (k3 (1) + 2k5(1)¢'(1))

(1= La(A+0))[A(m2 + 2miq'(1)) + 0(2ky(1) + k5(1))]

2{dmi(p+¢'(1)(1 —p) + ok5(1))}
SN+ AN+ ocH* (AN+0))¢"

(1)

2N+ oH* A +0)(1—¢'(1)) — (1 — H*(A+ 0))(Am1 + ok5(1))]
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Preuve 12. On a

E(L) = l;rr% ®'(2) et E(N)=limQ(2)

z—1

. en appliquant la régle de I’Hopital, nous retrouvons les résultats donnés ci-dessus.

Remarque 3.3.2. Pour calculer le temps moyen d’attente des clients dans la file et dans le
systéme, nous utilisons respectivement les deux formules suivantes :

E(N E(L

Wy BNy EW)
< \pmy Apmi
Corollaire 3.3.3. 1. Le serveur est libre avec la probabilité

_ 1—=Apmi[B11(1+ 6011 +m +6021) + qui]
14+ (14611 +m+621)(AmiB11(1 —p) +0B2.1) + Ami(1 —p)gn

Pr

2. Le serveur est occupé avec la probabilité

_ AmqBi1 + 0PB2.1(1 — Apmiqrr)
L4+ (1 +60114+m+021)(Amifri(1 —p) +0B21) + Amig(l — p)is

Pp

3. Le serveur est en premiére vérification avec la probabilité

011 [Am1Bi1 + 0B21(1 — Apmagrr)]

P =
DTy (14011 +m +021)(Am1Br1(1 — p) +0f2,1) + Amig(l — p)i

4. Le serveur est en réparation avec la probabilité

_ Em[Amifig + P2 (1 — Apmigry)]
L4+ (1 +60114+m+021)(Amifri(1 —p) +0B21) + Amig(l — p)iy

Pr
5. Le serveur est en réparation pendant que le client transitaire était en service avec la

probabilité

_ B imAmiI(1+opBei(14+ 011 +m1 +621))
1+ (146011 +m+021)(Amifra(1 —p) +0b21) + Amig(l — p)ry

Pr,

6. Le serveur est en réparation pendant qu’un client récurrent en service avec la probabilité

_ EPoimoll — Apmi(Bra(1+ 011 +m1 + 62,1) + qu1)]
1+ (146011 +m+021)(Amifra(1 —p) +0b2,1) + Amig(l — p)ry

Pg,

7. Le serveur est en deuxieme vérification avec la probabilité

_ £02,1[Amyf1,1 + 0f2,1(1 — Apmaquy)]
1+ (1 +6011+m+021)(Amifi1a(1 —p) +0P2,1) + Amig(l — p)iy

Pp,

8. Le serveur est en vacance avec la probabilité

quidmy (1 +opBe (146011 +n1 +621))
L4+ (1 +60114+m+021)(Amifri(1 —p) +0B21) + Amig(l — p)iy

Py =
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9. La probabilité de perte du client est donnée par
Pr, = (1 —p)[Pp+ Pp, + Pr+ Pp, + Pv]

Preuve 13. En considérant les limites de P(z), D1i(z), Ri(2), D2i(2), Vs(2) ot z tend vers 1,
on obtient respectivement Pr = Py + Py(1), Pg = Pi(1) + P»(1), Pp, = Pp,,(1) + Pp,,(1),
Pr = Pg,(1) + Pg,(1), Pr, = Pr,(1), Pr, = Pr,(1), Pp, = Pp,, (1) + Ppy,(1) et Py = Py, (1).

Remarque 3.3.3. Ces probabilités sont indépendantes de K.

Corollaire 3.3.4. En régime stationnaire, les fréquences de disponibilité et de défaillance du
serveur sont sont respectivement A et f et sont données par

A [(1 = (1) AN+ oH* (A +0)) + 0f21(A+ 0)H* (A + 0)]

4= A+ o)H*(A+0)[Ami(1 = (1 —¢'(1))(1 = p)) + oky(1)]
[(BiiA+o)H* (A +0) — (1 = H* (A + 0)))(Am1 + ok;(1))]
A+ o)H*(A+0)[Ami(1 = (1 = ¢(1))(1 —p)) + ok5(1)]
f= EApmi (A + o)H* (A +0)[B1,1(Amy + 0k5(1)) + B210(1 — ¢/'(1))]

A+ o)H*(A+0)[Ami(1 — (1 —¢'(1))(1 —p)) + ok5(1)]
Preuve 14. Les résultats sont obtenus directement en utilisant les équations suivantes :

A = Pyg + lim, [fooo Pi(z,z)dx + [§° Pa(z,x)dz| et

= ¢tine [Pi() + P2

3.4 Cas particuliers

Premier cas : pas de vacance, pas de panne, pas d’arrivée groupée, pas de perte
de client, pas de client récurrent et pas rappels

Dans ce cas, le systéme est fiable, les clients arrivent un par un et le serveur ne part pas en
vacance, i.e., P(X =1)=1,{=0,p=1,¢=0,0=0,K=0,m; =1,ma=1 et H*(\)=1.
Donc, k1(z) = Bi(AM1—2)), k(1) =811, et K2 (1) = X28,4.

La condition de stabilité du systéme est :

étant donné que

et

donc,



File M™/G/1 avec Rappels, a Serveur non fiable, Deux types de clients,
Deux délais de Vérification et Vacances

Si , le nombre moyen de client dans le systeme est donné par

BV) = k(1) + 550 s,
ce qui suit,
E(N)=p+ 2()1512)

Les résultats obtenus dans le premier cas sont similaires aux résultats du modele M/G/1,
voir, Kleinrock [41].

Deuxiéme cas : Pas de vacance, pas de panne, pas d’arrivée groupée et pas de
perte de client

Dans ce cas, le systeme ne tombe jamais en panne, nous n’avons pas d’arrivées groupées et
pas de perte de client.Nous avons une file avec rappels, i.e., P(X =1)=1,£=0,p=1,¢ =0,
m1 =1 et mg = 1. D’ou,

AP +oB2,1 y A+ oH*(A+o0)
1+05271 ()\—FU)H*()\—FO')

La condition de stabilité est donnée ci-dessous

M1 +0oB21  (A+o)H*(A+0)

1—|—O‘ﬁg71 )\—I-O'H*()\—I—O')
Dans ce cas
p1 = AB1,1
et 3
op21
=(1-X\ —_—
p2 = ( 1)y T ohan

Ces résultats sont les meénes que ceux obtenus dans I’article de Moreno (2004)[51].
Troisieme cas : Pas de vacances, pas d’arrivée groupée, pas de perte de clients
et pas de deuxiéme vérification
Dans ce cas, le serveur peut tomber en panne, nous avons un délai de vérification, réparation,
clients récurrents et pas d’arrivées groupées, i. e., P(X =1)=1,p=1,¢g=0et D;(s) = 1, d’ou
la condition de stabilité du systéme est la suivante :

e A+ aH* (A +0))(Mey (1) + aks(1)) -
A+ o) H*(A + o) (A + oky(1))

29
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Sous la condition de stabilité , le nombre moyen de clients dans le systéme est donné par :

(A + o H* (A + 0))[oky (1)(A = AK; (1)) + Mel (1) (A + ok (1))]
2\ + o) H* (A + o) [\ + okiy(1)]2Pox
A1 = H*(A+ o) Ml (1) + ok (1))
(A + O’)H*(A + O')[)\ + O'klz(l)]POK

E(N) =

+ Ky (1).

Les résultats sont similaire & ceux donnés dans Saggou(2017) [52].

3.5 Décomposition stochastique

La propriété de décomposition stochastique des files d’attente classiques avec rappels indique
que la distribution du nombre de clients dans le systéme est égale & la distribution de la somme
de deux variables aléatoires indépendantes : le nombre de clients dans la file classique M/G/1
sans rappels et le nombre de clients dans la file d’attente M/G/1 avec rappels étant donné que
le serveur est inactif.

Notons que la fonction génératrice de la distribution du systéme pour p = 1 est donné par

(A + o) H* (A + o) Pz [a(2) (1 = 2)(M1 = C(2)) + o(1 — ka(2))]

) = T A H O+ 0)G() - Ot 0)ls — B0+ 0)a(2)]

Soit I'(z) la fonction génératrice de la distribution conditionnelle du nombre de clients dans
le systeme, sachant que le serveur est inactif ou occupé a servir un client récurrent ou en premiere
ou en deuxiéme vérification ou encore en réparation. Sous cette définition, on peut facilement
voir
I(z) = 2K Py + Po(2) + 2Po(2) + 2D12(2) + 2Ra(2) + 2Das(2)

Por + Po(1) + P2(1) 4+ Di2(1) + R2(1) 4+ Daa(1)

et
D(z) = Po(z) x I'(2)

d’out on obtient,
(1—2)g(2)(1 —¢ (1))

q(z) — =
Ce qui confirme la décomposition stochastique de notre modele.

Dy(2) =
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3.6 Illustration numérique

Dans cette partie, nous présentons graphiquement l'effet de certains parametres sur les
principales mesures de performance Py et F(L). La taille du groupe de clients est supposée
étre une distribution Géométrique avec le parametre r. Les temps de service pour les clients
transitoires les clients récurrents, temps de réparation, le temps de la premiere vérification et le
temps de la panne sont tous respectivement des variables de distribution exponentielle avec les
moyennes suivantes : f11 =1/2, f12=1/2;;y =1et 617 =1.

Nous considérons que le temps de vacances, temps de la deuxiéme vérification et aussi le
temps de la panne sont respectivement de distribution exponentielle de parametres w, s et &.
Le temps de rappels de tous les clients transitaires est supposé étre distribution Erlang de les
parameétres (I, o).

7. 1 Effet du parameétre de la panne { sur Pyx et E(L) pour différentes valeurs de p
et r
La figure illustre la probabilité Pyx et le nombre moyen de clients dans le systeme E(L)
par rapport au taux de la panne £ avec différentes valeurs de p. Nous avons considéré deux cas
et dans chaque cas, nous représentons trois courbes ou p a les valeurs suivantes 0, 25, 0,5,1 et les
d’autres parametres sont choisis tels que K =5, r = 0.001 et ¢ = 0.57.
— (a)Pour chaque valeur de p, on étudie I'influence du taux de la panne £ sur Pyg. Ici, A et
o ont les valeurs 0.01 et 0.3 respectivement.
— (b)Pour chaque valeur de p, on étudie I'influence du taux de la panne £ sur E(L). Ici, A
et o ont les valeurs 0.06 et 0.04 respectivement.

(a)

045 -

04f

035+

03r

pUK

026+

0.2

FIGURE 3.1 - (a) Effet du parametre £ sur Pog. (b) Effet du parametre £ sur E(L).
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La figure illustre la probabilité Pyx et le nombre moyen de clients dans le systéme E(L)
par rapport au taux de la panne £ avec différentes valeurs de r.Dans chaque cas, nous représentons
trois courbes ou r a les valeurs suivantes 0.5, 0.75, 0.9 et les d’autres parametres sont choisis tels
que K =5, ¢q=0.76 et p=0.5.

— (c) Pour chaque valeur de r, on étudie l'influence du taux de la panne & sur Pyg. Avec,

A=0.01,0=0.1.
— (d) Pour chaque valeur de r, on étudie I'influence du taux de la panne £ sur E(L). Avec,
A =0.02, ¢ = 0.009.

()

07-

r=0.75

r=05

FIGURE 3.2 - (c) Effet du parametre € sur Poi.  (d) Effet du parametre € sur E(L).

Commentaires

Le méme modele est observé dans les figures et Les deux cas (a) et (c) montrent
respectivement que la probabilité Pyx diminue en augmentant les valeurs des probabilités p et r
respectivement, tandis que 'inverse est observé dans les cas (b) et (d) concernés par le nombre
moyen de clients dans le systéme E(L), ou ce dernier augmente en augmentant les valeurs des
probabilités p et r respectivement.

7. 2 Effet du paramétre de la panne ¢ sur Pyx et F(L) pour différentes valeurs de la
probabilité de vacance ¢
La probabilité Pyx et la valeur de E(L) sont illustrées en fonction du taux de la panne £ avec
les différentes de valeurs de la probabilité de vacance ¢ dans la figure ici aussi nous avons
deux cas :
— (e) On choisit A = 0.01, 0 = 0.1, » = 0.001, p = 0.5, K = 5 et en variant les valeurs de g,
les courbes tracées correspondent a ¢ = 0.2, 0.57 et 1.
— (f) On choisit A = 0.01, 0 = 0.1, r =5 x 1077, p = 0.7, K = 5 et en variant les valeurs
de g, les courbes tracées correspondent & ¢ = 0.2, 0.57 et 1.
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q=0.2

FIGURE 3.3 — (e) Effet du parametre & sur Py . (f) Effet du parametre € sur E(L) .

Commentaires

Le cas (e) de la figure montre que la probabilité Fyx diminue lorsque le parameétre &
augmente et que la valeur de la probabilité ¢ diminue alors que, dans le cas (f) on observe 'inverse,
c’est & dire que le nombre moyen de clients dans le systéme E(L) augmente en augmentant les
valeurs de £ et en diminuant les valeurs de la probabilité de vacance gq.

7. 3 Effet du paramétre du deuxiéme délai de vérification o sur F(L) pour K =3 et
K =10

La figure présente la valeur de E(L) contre le deuxiéme taux de délai de vérification oo
pour les valeurs p = 0, 25,0, 5, 1.

— (g) Trois courbes sont tracées en prenant K = 3.
— (h) Trois courbes sont tracées en prenant K = 10.

5.4 (g) 12 (n)

52 18

4.6

Z 44 Z

4.2 P=0.5

- 10.8
4
a8 10.6
10.4 P=0.25

3.6

3.4 10.2
o1 02 03 0.4 05 06 07 08 09 1 11 o1 02 03 0.4 0.5 06 07 08 09 1 11

c c

‘2 ‘2

FIGURE 3.4 — Effet du parametre oy sur E(L) avec différentes valeurs de p.(g) K = 3. (h)
K =10
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Commentaires

Pour la figure le nombre moyen de clients dans le systeme augmente lorsque le taux de la
deuxiéme vérification ap augmente, nous remarquons que la valeur de F(L) commence a partir
des valeurs autours de 3 et 10, ce qui explique toujours la présence de d’un nombre de clients
récurrents dans le systéme, pour ce graphe nous avons fixée le nombre de clients récurrents K a
3 et 10.
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Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons étudié une file d’attente de M /G /1 avec clients récurrents,
perte géométrique et vacances Bernoulli ou le serveur n’est pas fiable, ce qui se compose de
périodes de pannes, réparations et deux délais de vérifications. En utilisant la méthode de la
variable supplémentaire nous avons obtenu des formules explicites et exploitables. Nous avons
montré 'influence des parametres sur les mesures de performance dans des graphes illustratifs.
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Conclusion Générale et Perspectives

Pour évaluer les performances d’un systeme, on utilise soit les méthodes analytiques telles
que les files d’attente ou les réseaux de files d’attente, soit la simulation. Chacune de
ces méthodes a des avantages et des inconvénients. Pour les solutions analytiques, le temps de
résolution est rapide et les résultats sont exactes car ils sont déterminés a partir d’équations
mathématiques. Toutefois, les modeles doivent étre simple afin de pouvoir trouver leurs forme
analytique ce qui n’est pas toujours le cas, car en théorie, on pose beaucoup de contraintes ce qui
rend la modélisation assez complexe, ce qui nous emmene a faire des simulations, cette méthode
donne des résultats proches de la réalité dans la plupart de temps avec moins de contraintes,
mais la validation des résultats peut prendre assez de temps et d’efforts.

Dans une premiére partie, nous rappelons les notions de base utilisées dans ’étude de files
d’attente et des des réseaux de communication.
Dans une seconde partie, nous avons étudié le modele MX!/G /1 avec arrivées groupées et clients
impatients, le serveur peut tomber en panne pendant qu’il sert un client et peut aller en vacance
apres chaque fin de service ou servir le prochain client. Nous avons introduit deux délais de
vérification, le premier avant la réparation et le deuxieéme juste apres cette réparation. Dans le
chapitre 3, nous avons élargi ce modele avec 'option de rappels et deux types de clients. L’étude
de ces deux modeles nous a permis de trouver la condition de stabilité et quelques mesures
de performances du systeme. En derniére partie, nous avons développé une application sous le
logiciel JAVA pour la simulation du modéle M/G/1 non fiable, deux délais de vérifications et
vacances. Par conséquent, les conclusions suivantes sont tirées :
e La condition de stabilité, quelques mesures de performances exploitable et la décompositions
stochastique des deux modeles suivants :
— File MX1/G/1 & Serveur non fiable, Clients impatients, Deux types de Vérification
et Vacances.
— File M /G /1 avec Rappels, a Serveur non fiable, Deux types de clients, Deux délais
de Vérification et Vacances.
Le travail que nous avons présenté dans cette thése nous a permis d’envisager plusieurs
axes de recherches , nous citons quelques uns ci-dessous :
— Elargir le modele du réseau de Jackson ouvert présenté dans le quatrieme chapitre a
un réseau a plusieurs stations non fiables et vacances.
— 1l serait intéressant de trouver une relation entre les réseaux de Jackson et les
réseaux NOC, en prenant en considération la panne du serveur (appelé routeur
pour les réseaux NOC) afin d’améliorer leurs performances.
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