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Résumé

Dans cette thése, nous présentons quelques méthodes dans le but d'étudier la con-
trolabilité de systémes d'équations aux dérivées partielles.

Dans le cas du contréle des EDP, qui constitue le cadre de cette thése, les modéles
étudiés prennent en compte les variations temporelles et spatiales des phénoménes qui
traduisent I'état du systeme.

L'objet principal de cette thése est d'étudier les propriétés du contrdle simultané
de deux équations d'ondes unidimensionnelles (fortement couplées) lorsque le contréle
agit sur le bord. Plus précisément on s'intéresse plus a la contrélabilité approchée et
exacte de systémes hyperboliques formés de deux équations des ondes linéaires couplées,
le couplage est une fonction réguliere mais elle peut changer de signe, avec un seul
contrdle par le bord, nous choisissons d'étudier le cas avec des vitesses d’ondes identiques
et différents.

On commence par rappeler des résultats généraux d'existence et d'unicité de solutions
pour ces systemes et de dualité entre controlabilité et observabilité, puis on présente
deux outils (la méthods des moments et I'inégalité de Ingham) permettant d'établir des
inégalités d'observabilité.

Notre preuve du résultat principal est basée sur une description précise du spectre
associé au systéme et qui se comporte asymptotiquement comme le spectre de |'équation
des ondes. On prouve des conditions nécessaires et suffisantes pour la contrélabilité ap-

prochée et exacte.

Mots clés: Existence et unicité; La méthode des transpositions, Inégalité d'observabilité,;

Spectre ; Base de Riesz; Controlabilité approchée; Controlabilité exacte.
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Introduction générale

Au cours des quinze derniéres années, on commence & s’intéresser de plus en plus
a I’étude de la controélabilité des équations couplées. L’étude de la controlabilité
de systémes d’équations paraboliques a fait ’objet de plusieurs travaux (voir, par
exemple l'article de F. Ammar Khodja, A. Benabdallah, M. Gonzélez-Burgos et L.
de Teresa [§], et les références contenues), mais trés peu d’articles ont été consacrés
au sujet de la controlabilité des équations d’ondes couplées. Pour autant que nous
sachions, seuls quelques articles ont été publiés traitant ce probleme ( voir [2], [3],
@, 5], [4...)

Le but de ce travail est d’étudier la controlabilité exacte et approchée d’un systéme
de deux équations hyperpoliques avec un seul controle. Les outils utilisés pour
atteindre ce but sont essentiellement la méthods des moments et inégalités de type
Ingham.

Considérons dans un premier temps le systéme d’équations hyperpoliques

( Yo = Dy + A (z) 4 dans Q7 = (0,7) x (0,7
Dy(0,t) = Bo(t) , y(m,t)=0 te(0,T) (1)
L y(z,0) =¢°, w(z,0) =y dans (0,7)

avec les notations suivantes:

e D = diag (1,d?) ou d est un nombre réel positif;

0
o Aec Wbt (0,r; L (R?)) est donné par A (z) = < 0 ¢ E)x> );
e B=(b1,h) e R? et v e L?(0,T) est la fonction de controle;

e y est un vecteur de R2.

Le point de départ du travail est les résultats établis pour les propriétés de

controélabilité du systéme parabolique



(Y, = Dy, + A (x)y dans Qr = (0,7) x (0,7)

Dy(0,t) = Bu(t) , y(m,t)=0 te (0,T) (2)

L y(z,0) =40, z € (0,7),

avec A, B et D définis précédemment. Il ressort de [§], [10] et [I1I] qu’il peut ex-
ister un temps minimal strictement positif de contrélabilité a zéro pour ce type de
systémes paraboliques dés lors que D # Id ou que le support de la fonction a est
contenu dans (0, 7). Plus précisément, dans [I1] les auteurs ont étudié le systéme
avec A € L™ (0,7; L (R?)) et B € R? respectivement donnés par:

A:<0—q<$>) " B:<°>.
0 0 1

Ils ont établis l'existence d’un temps minimal de controle Ty € [0, 00| tel que le
systéme soit controlable & zéro a tout T' > Tj et ne l'est pas si T < Tj.
Une question naturelle était de comprendre ce qui se passe pour un systéme hy-
perbolique similaire. Nous pouvons citer les travaux de Dehman, Le Rousseau et
Léautaud [24], Alabau et Léautaud [5] et Alabau [3] (voir aussi [4]) qui abordent
ce type de probléme. Dans ces articles, les auteurs considérent le probléme de
controlabilité exacte simultanée de deux équations d’ondes couplées en dimension
quelconque.

On donne maintenant une description du résultat de [24, Theorem 1.3.]. Soit
T > 0, Q C R™ un domaine régulier borné et w un sous-ensemble ouvert de 2, et

considérons le systéme:

( Yy = Aype + A(z)y + Bmu dans Qr = Q x (0,7)

y=0 sur X = 00 x (0,7T) (3)
(%9 im0 = (0%, 91) dans {2
0 0
oun A(z) = ( 0 aéa:) et B = ) € R? a et m des fonctions régulieres

de la variable spatiale et u € L% (Qr) est le controle (qui agit sur le support de
m et seulement sur la deuxiéme équation). En supposant que w = {m # 0} et

O = {a # 0} satisfont tous les deux la condition géométrique de controle (CGC)



définie dans [16], et a > 0 sur €2, les auteurs prouvent qu'il existe 7% = T* (w, O) > 0
tel que est exactement controlable si T' > T™ et n’est pas exactement controlable

si T < T*. Cette controlabilité exacte se produit pour les données initiales
(v°, ") € [(H*N HY) () x Hy ()] x [Hy () x L* ()] . (4)

Le cas de différentes vitesses d’ondes est également considéré dans ce travail et un

résultat similaire de controélabilité est prouvé pour des données initiales dans I'espace:
[(H° 1 H8) (@) % 1 (©)] x [(H2 0 H) (©) x 12 ()]

sachant que w N O satisfait la CGC , et un résultat de non controlabilité est aussi
établi quand @N O ne satisfait pas la CGC, i.e. le couple (w, T') satisfait la condition
géomeétrique de controle (CGC) si tout rayon parcouru a vitesse 1 dans €2 et suivant
les lois de l'optique géométrique entre dans w en un temps ¢t < 7. On dit aussi que
w satisfait la condition géométrique de controle s’il existe un temps 7' pour lequel
(w, T) satisfait cette condition, (voir [24, Theorem 1.8., p. 121] pour une description
plus précise).

Les résultats décrits précédemment suivent ceux qui sont obtenus dans [5] ou le

systéme (3] est considéré avec un couplage faible de la forme:

B 0 a(x)
Al@) = < da(z) O > ’ (5)

ou a > 0 est une fonction réguliére et 6 > 0 est un parameétre. Ces auteurs mon-
trent qu’il existe d, > 0 tel que si (4, a) satisfait la condition § [|al| gy < 0, et
w={m#0} et O = {a+#0} } satisfont tous les deux la condition géométrique
de controle (CGC), alors il existe 7% = T* (w,O) > 0 tel que est exactement
controlable siT' > T™ pour les données initiales satisfaisant . Les résultats dans

[24] correspondent au cas ¢ = 0.

Nous soulignons que le coefficient de couplage (& savoir la fonction a) est posi-
tif sur €2 dans ces deux articles. La deuxiéme observation est que le couplage est
faible dans le sens ou l'opérateur y — Ay de H} (Q)® dans L?(€)® est compact
et ceci exclut la propriété de controlabilité exacte pour des données initiales dans
[H3 () x L2 ()"



En dimension un d’espace, nous pouvons également citer le résultat de [12] ou

est considéré le probléme de controle frontiére pour le systéme hyperbolique :

;

Ytt — Yoz + a2 =10 dans (0,7) x (0,7),
24t — Zgw + 0y =0 dans (0,7) x (0,7,
y(0,t) =o(t), y(m,t) =0 sur (0,7), (6)
2(0,t) =0, z(m,t)=0 sur (0,77,
\ (y7zayt7zt)‘t:0 = (yo,zo,yl, zl) dans €2,

avec a € R, b € R*, v € L?(0,7) est un controle et des donnée initiales
(v°, 2% y', 2") € L? (0,7) x Hy (0,m) x H™'(0,7) x L* (0, 7).

Les auteurs raménent ce probléme de controlabilité exacte a un probléme de mo-

ments: trouver v € L? (0,7 tel que

/OTU () fu (1) dt = cx, Vh €N, (7)

ot F = {fi}ey st une famille d’exponentielles imaginaires et {ci}, oy € €% (R).
IIs démontrent que le systéeme (@ est approximativement contrélable si, et seule-

ment si le spectre de 'opérateur induit par le systéme adjoint vérifie cette condition,
k* —vab # j* +Vab, k,j€N.

et exactement controlable pour tout T' > 47 si, et seulement, si le systéme est ap-

proximativement controlable.

De ces observations, des questions naturelles apparaissent. Nous traitons dans
ce travail la version unidimensionnelle de quand le controle agit sur la frontiére.
Dans le systéme , d’une part les vitesses d’ondes peuvent étre différentes et la
fonction de couplage est réguliere mais elle peut changer de signe et d’autre part, le
couplage est fort (la matrice A agit sur y; au lieu de y). Nous établissons le résultat

suivant concernant la controlabilité approchée:

Théoréme 0.1 Soit a € L>®(0,7) et d > 0. Le systéme est approximativement



controlable si, et seulement si, les conditions suivantes sont satisfaites:

627&07

. k [ (—1)" d?b k
Jo a(m — z)sin (kz) sin (Ea:> dx # Mz—l sin (37?) , VkeZ.
2

Pour la controlabilité exacte, on a:

Théoréme 0.2 Soit a € Wh*(0,7). Le systéme est exactement controlable
dans L*(0,7) x L*(0,7) x H~Y(0,7) x H~'(0,7) si, et seulement si, les conditions

sutvantes sont satisfaites:

1. Le systéme est approximativement controlable

2.
D=1d,T > 4n, / a(z)dx #0.
0

0
Dans le dernier chapitre on considére le méme probléme 1) avec A = ( 52 g ) ,
—0%a
ota€R*, R et B=(0,1) € R

Nous trouvons que:

Théoréme 0.3 Soit

ota€R*, SR et B=(0,1) € R2.

1. Le systéme est approximativement controlable si, et seulement si,

(¥ — )

2 2
a7 2 (k2 + 02)

Vk, VU € Z~.

2. 1l existe Ty > 0 tel que le systéme est exactement contrélable pour tout

T > Ty si et seulement, si il est approximativement controlable et
da ¢ 7"

Cette these est divisée en trois chapitres.

Dans le chapitre[I}, nous présenterons quelques aspects de la controlabilité. Nous rap-

pellerons entre autres certains résultats connus concernant les systémes d’évolution
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linéaires et les systémes d’équations différentielles linéaires ordinaires, et présen-
terons deux outils utilisés pour démontrer la contrélabilité d’équations aux dérivées
partielles comme 1’équation des ondes et I’équation de la chaleur : la méthode des
moments et des inégalités de type Ingham. On présente également des applica-
tions de ces deux outils a la controlabilité de certains systémes hyperboliques et
paraboliques.

Le reste de la theése est divisé en deux chapitres [2] et [3] Les résultats principaux
qui ont été obtenus au cours de ces années de doctorat sont présentés: les deux
chapitres concernent la controlabilité de systémes hyperboliques linéaires couplés.

Nous montrons les résultats de controlabilité approchée et exacte que nous avons
précédemment décrits ( Voir les théorémes [0.1], [0.2) et [0.3).



Chapitre 1

Controélabilité de systémes

d’équations aux dérivées partielles

Il existe différentes notions de controlabilité qui sont toutes équivalentes en dimen-
sion finie (c’est-a- dire pour le cas des systémes d’équations différentielles ordinaires)
mais qui sont bien distinctes en dimension infinie (c’est-a-dire pour le cas des sys-
témes d’équations aux dérivées partielles). Chacune de ces notions de controlabilité
est équivalente a une notion duale que ’on appelle observabilité et qui est le moyen
par lequel, en général, on établit la contrélabilité d’un systéme.

Dans la premiére partie de ce chapitre, on va considérer un systéme de controle

abstrait, i.e. un systéme de la forme

% (t) = A()u(t) + B(t)o(t), ¢ € (Ty,T),

u(Ty) = u®,

(1.1)

ou Ty et T sont deux réels positifs tels que Ty < T' et ot on suppose que pour tout
t € [0;T], A(t) : D(A(t)) € H — H et B(t) : D(B(t)) C U — V sont des
opérateurs non bornés, U, H et V désignant des espaces de Hilbert séparables, H
s'injectant de maniere continue et dense dans V. Les espaces U et H sont appelés
respectivement espace des controles et espace des états. On suppose, en outre, que
A est tel que pour tout Ty > 0, tout T' > Ty, tout ug € H et tout f € L*(0,T; H),

le probléme
Z%‘ () = A(Du(t) + f(t), te (Ty,T),

u(Tpy) = u®,

(1.2)

admet une unique solution faible u € C([Ty, T], H) qui dépend de maniére continue

des données u° et f. On note Ur, r Pensemble des controles v € L?(T,, T;U) tels



que la solution u de (1.1)) pour u° = 0 vérifie w(T) € H. Pour tout v € Uz, 1, on
note u(t; Ty, u°, v) la solution du systéme (1.1]) a I'instant ¢. Lorsque Ty = 0, on note

simplement u(t; u’, v) et on pose Ur = Uz, 7. On définit alors 'opérateur non borné
Ly :D(Ly) C L*(0,T;U) — H,  D(Ly)=Ur, Lyv=u(T;0,v). (1.3)

En d’autres termes, pour tout v € Ur , Lyv = u(T) o u est la solution de ([1.1))
pour u® = 0 et Ty = 0. On suppose dans la suite que Ly est fermé de domaine

dense.

1.1 Deéfinition des différentes notions de controla-
bilité

Différents concepts de controlabilité existent. Donnons celle qui vont nous intéresser

dans ce travail

Définition 1.1 Soit T > 0 fizé et Ty = 0.
— Controlabilité exacte: On dit que le systéme est exactement contrélable
au temps T' >0 si :

Y u') € Hx H ~— Jvecly | u(T;uv) =u'.

— Controlabilité approchée: On dit que le systéme est approzimativement

controlable au temps T > 0 si :
V' u')e Hx H, Ve>0, Fvelr [ ||[u(T;u’v)- ulHH <€

— Controélabilité aux trajectoires: On dit que le systéme est controlable

auz trajectoires au temps T > 0 si :
vul € H, v (ug,v*) € H x Uy, Jv ey [/ u(T;u’,v) =u(T;ul,v,).

— Contrélabilité a zéro: On dit que le systéme est controlable o zéro au
temps T >0 st :
vu' € H,  Jvelr [ u(T;u’v)=0.

On peut également définir ces mémes notions de controlabilité pour des systémes

non linéaires. On remarque immédiatement que, pour des systémes linéaires ou



non linéaires, la controlabilité exacte entraine toujours la controlabilité approchée,
la controlabilité aux trajectoires et la controlabilité a zéro. Le systéme (1.1)) que
I’'on considere ici étant linéaire les concepts de controlabilité aux trajectoires et de

controlabilité a zéro sont équivalentes.

1.2 Dualité controlabilité-observabilité

Les différentes notions de controlabilité admettent chacune une formulation duale
équivalente. Plus précisément, étudier la controlabilité d’un systéme peut se ramener
a étudier certaines propriétés d’un systéme dit adjoint. Nous pouvons caractériser la
controlabilité par une inégalité d’observabilité et la controlabilité approchée par une
propriété de continuation unique. Ceci est un résultat classique en controlabilité et
a été observé par S. Dolecki et D.L. Russell dans [25].
On considére maintenant le systéme pour Ty = 0, i.e.

du

r (t) = A(t)u(t) + B(t)v(t), te(0,T),

u(0) = u®.

(1.4)

Dans cette partie, on utilise la dualité pour caractériser chacune des différentes no-
tions de controlabilité pour le systéme en termes d’une inégalité d’observabilité
que doit vérifier le systéme adjoint. On commence d’abord par remarquer que, par
linéarité du systeme, la solution de se décompose en la somme de la solution

homogene (v = 0) et de la solution avec donnée initiale nulle (u° = 0) :
vte[0,T],  u(t;u’,v) = u(t;u’0) + u(t;0,v).
En particulier, pour £ =T, on a
u(T;u’,v) = Spu’ + L, (1.5)

ou L7 = Ly est donné par (1.3) et Sy est défini par Sru’ = u(T;u°,0) pour tout
u® € H. En utilisant la décomposition ((1.5)), on peut réécrire les différentes notions
de controlabilité de la Définition (2.2)) de la fagon suivante :

Proposition 1.2 Le systéme est
— exactement controlable au temps T si, et seulement si, L1 est surjectif,

— approzimativement controlable au temps T si, et seulement si, Im(Lr) est dense
dans H,



— contrélable aux trajectoires (ou encore contrélable & zéro) au temps T si, et seule-

ment si, Im(Sy) C Im(Lr).

Pour traduire en termes de dualité ces propriétés sur les images des opérateurs

L7 et St , on fait appel aux résultats d’analyse fonctionnelle suivants :

Théoréme 1.3 Soient E et F' deuz espaces de Hilbert et L : D(L) C E — F un

opérateur fermé et de domaine dense. On a

1. Im(L) = (ker(L*))*. En particulier, Im(L) est dense dans F si et seulement

si L* est injectif.
2. L est surjectif si, et seulement si, il existe une constante ¢ > 0 telle que

Vo e D(LY),  lp < cllL'all,.

Théoréme 1.4 Soient E, F' et G trois espaces de Hilbert, K € L(G,F) et

L:D(L) C E — F un opérateur fermé et de domaine dense. L’inclusion
Im(K) C Im(L)
est satisfaite si, et seulement si, il existe une constante ¢ > 0 telle que
Ve e D(L*), |K'zlg < cllLz|p.

On renvoie au livre de Brezis [19] (Corollary 2.18 p. 45 et Theorem 2.20 p.47)
pour la démonstration du Théoréeme [1.3|et au livre de Coron [21] (Lemma 2.48 p.58
et ses références) pour un énoncé plus complet du Théoréme

En appliquant les Théorémes et avec £ := L*(0,T;U), F:=H,G:= H,
L:= Ly et S:= 857 , on peut alors exprimer la controlabilité de comme suit :

Corollaire 1.5 Le systéme est

— exactement controlable au temps T si, et seulement si, il existe une constante

Cr > 0 telle que

0 * 0 * 0
S T A 10
— approximativement contréolable au temps T si, et seulement si,

ve’eD(Ly), (L°=0=06"=0), (1.7)
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— contrélable aux trajectoires (ou encore contrélable & zéro) au temps T si, et seule-
ment si, il existe une constante Cp > 0 telle que
ve° e D(Ly), [|Spe°

< Cr||L*¢° (1.8)

HH HL2(O,T;U) :

Les inégalités et (|1.8)) sont appelées inégalités d’observabilité respectivement
exacte et aux trajectoires. La propriété est appelée principe de continuation
unique.

Dans la pratique, on caractérise ces trois propriétés de L} en termes du systéme
adjoint associé a . Pour cela, on va supposer que, pour tout §° € H, le probléme
adjoint

—— (t) = A*(1)0(1), te(0,T), (1.9)

admet une unique solution faible § € C([0,77], H). On peut alors facilement montrer

que 87 est défini par

Ve H Sp0° = 0(0),

ou 6 est la solution de (1.9) et que L4 : D(L%) C H — L*(0,T;U), vérifie :

v 6° e D(Ly), pp. t€[0,T], (L£560°)(t)=DB(t)*¢(t),

ou # est la solution de ((1.9).
Cela permet d’obtenir pour chacune des notions de controlabilité du systéeme ((1.4))
une formulation en termes d’observabilité du systéme ([1.9) qui est utilisable en

pratique :

Théoréme 1.6 Le systéme est
— exactement controlable au temps T si, et seulement si, il existe une constante
Cr > 0 telle que pour tout ¢° € D(L%), la solution du systéme vérifie

T
10°]1%, < ¢ / 1B 00|, dt,

— approzimativement controlable au temps T si, et seulement si, pour tout ¢° €
D(L%) la solution ¢ de vérifie le principe de continuation unique suivant : Si
B*(.)¢ = 0 dans L*(0,T;U), alors ¢° =0,

— contrélable auz trajectoires (ou encore contrélable & zéro) au temps T si, et seule-

ment si, il existe une constante Cp > 0 telle que pour tout 6° € D(L%), la solution
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du systéme vérifie

T
v e DLy, 19O < Cr / | B 6(t)|2 dt.

1.3 Quelques outils pour ’étude de la contréla-

bilité des systémes d’évolution

Dans cette partie, on présente certaines techniques permettant d’étudier la con-
trolabilité des systémes d’évolution. Afin de comprendre comment et dans quelles
situations les utiliser, nous les appliquerons & des problemes de controlabilité déja

résolus.

1.3.1 Controlabilité en dimension finie

Dans le cadre de la dimension finie i.e. pour le cas d’un systéme d’équations dif-
férentielles ordinaires, on va voir que toutes ces notions de controlabilité coincident
et qu’elles peuvent étre caractérisées par une condition algébrique sur les coefficients
du systéeme appelée condition de Kalman.

Considérons le systéme d’équations différentielles ordinaires

d
Y= Au+ Bv dans (0,7), (1.10)
U(O) = uO’

oll u est toujours I'état, u” la donnée initiale, v le controle, et A, B sont des matrices
réelles de tailles n X n et n x m.
On rappelle que pour tout u® € R" et v € L*(0,T;R™) il existe un unique u €
C°([0,T]; R™) solution de qui dépend contintiment des données.
Les définitions de controlabilités restent inchangées. Cependant, sachant qu’un sous-
espace vectoriel de dimension finie est toujours fermé, on voit qu’il n’y a en fait pas
lieu de distinguer toutes les notions de controlabilité en dimension finie. On dira
donc simplement que le systéme est controlable au temps 7" ou qu’il ne I'est
pas.

On va maintenant rappeler deux critéres trés simples de controlabilité pour le

systeme ((1.10)).

La condition de rang de Kalman En dimension finie on peut en fait compléte-

ment calculer I'image de 'opérateur L :
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Théoréme 1.7 On a

ImLr=Im[A:B],,
ou[A: B, = (B|AB]---|A"1B) est une matrice de taille n x mn.

On obtient que le systéme ([1.10)) est contrdlable au temps 7 si, et seulement si,

la condition de rang de Kalman est vérifiée, c’est-a-dire,
rank [A : B], = n. (1.11)

Cette condition donne un critére algébrique simple. Par exemple, considérons le

systéme 2 x 2 avec un seul controle

d
Eul =au; +cus +v  dans (0,7)

%UQ = buy + dus dans (0,7)

ol uy, ug, [0;7] — R et a, b, ¢, d sont des constantes réelles. Dans ce cas, on se
demande sous quelles conditions deux équations couplées peuvent étre controlées au
moyen d’un seul controle. Le critére de Kalman nous donne la réponse suivante : le

systeme (|1.10)) est controlable si et seulement si le rang de la matrice

(07)

est 2, autrement dit, si et seulement si b # 0. Cela signifie en fait que v controle
I’état uy et qu’ensuite le terme bu; agit comme un controle sur ’équation en us.
Cela montre que le coefficient de couplage b est le seul dont il faut vraiment se

soucier.

Caractérisation de Fattorini - test de Hautus Nous énoncons maintenant un

critére dual a la condition de Kalman

Théoréme 1.8 Le systéme est controlable au temps T' si, et seulement,
ker (A* — A\)Nker B* ={0}, VAxeC. (1.12)

La condition (|1.12]) n’est autre que la propriété de continuation unique dans les
sous-espaces propres de A* . Ce que dit donc ce théoréme, c’est qu’il suffit de vérifier

cette propriété dans les sous-espaces propres de A* pour qu’elle soit en fait vérifiée
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dans tout ’espace R™.

Ce théoreme, dii & Fattorini, est en fait plus connu en dimension finie sous le nom de
test de Hautus, bien que le papier de Fattorini [26] soit antérieur a celui de Hautus
[37). Qui plus est, contrairement au résultat de Hautus, celui de Fattorini ne se
restreint pas seulement a la dimension finie, il reste vrai dans un cadre beaucoup plus
général, dont nous reparlerons plus loin. Les preuves sont cependant bien différentes

puisque Hautus donne une preuve directe de I’équivalence entre la caractérisation
(1.12) et la condition de Kalman (|1.11]).

Remarque 1.9 La condition de Fattorini peut également s’écrire sous forme de
condition d’indépendance linéaire des familles {B*Vy, 1, ..., B*Vy,m,}, i =1, ..., p, ot
Vails -, Vam, est une base du sous-espace propre de A* associé a la valeur propre
i (qui est donc de dimension m;). Cela fait ressortir une condition nécessaire sur
le nombre de controle dont on doit disposer. En effet, pour avoir une chance de

controler le systéeme, il faut au moins que

m > max m;.
1<i<p
La théorie des semi-groupes simplifie également 1’étude de la contrélabilité d’un
systéme en la ramenant a celle d'une inégalité vérifiée par les solutions du systéme
adjoint: l'inégalité d’observabilité. Dans le cas de nombreux systemes unidimen-
sionnels ou multidimensionnels a géometrie simple, cette inégalité d’observabilité
est une conséquence de 'inégalité inverse d’Ingham. la section qui suit consiste en

I’étude des conditions dans lesquelles les inégalités d’Ingham sont satisfaites.

1.4 La méthode des moments et les inégalités
d’Ingham

Plusieurs méthodes sont envisageables pour démontrer une telle inégalité, et, bien
entendu, les outils & utiliser dépendent fortement du type de probléme considéré.
Dans le cadre auquel on s’intéresse ici, i.e. la controlabilité frontiére d’un systéme
dont on connait explicitement les valeurs propres et qui se “comporte” asympto-
tiquement comme ’équation des ondes, on a été amené & utiliser deux outils: la
méthode des moments et les inégalités de type Ingham. On présente I'application
de ces outils & la controlabilité en dimension un d’espace. On commence par la

définition d’une base de Riesz
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1.4.1 Base de Riesz

On note ¢* I’ensemble des suites (ay)rens, ax € C de carré sommable et (e)ren+ la

base canonique de ¢? définie par

ex=(0,---,0, 1 ,0,0,0,---|, VkeN*

kéme
Définition 1.10 On appelle base de Riesz de H toute famille (o) )rens C H pour

laquelle il existe un opérateur inversible B € L(H, (?) tel que
By, =e,, VkeN*
La famille (0).)ren+ définie par
Or = B*By,, Vke N7
est alors une famille biorthogonale & la base de Riesz (¢y,)ken+-

Exemple d’une base de Riesz

Proposition 1.11 La famille {(bf} U {wf} forme une base de Riesz dans H =
H(0,1) x L*(0,1) x Hj (0,1) x L?(0,1) . tel que

sin (k) sin(krz)
ikm Hi
. sin(kx) 0 .
{0 i) = j:sim(kmc) ’ _ sin(kma) , keN
tkm s
sin(k7) sin(krz) ) |

\

tel que piif = —1 +4v/1 + 72k2.

Proof. Notons d’abord que les suites de fonctions suivantes forment une base

orthonormale dans H

: . T
6, — (sm(/mrx) 0. sm(lmm:)’o) |

ne = (0,sin(krz), 0, sin(kmrz))"
<SlIl k7T$ _sin(km) )T (1.13)
Tk 0
J 2)2

ikm
6, = (0,sin(kmz),0, — sin(krz))" .
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pour tout k£ € N*. Ensuite, nous avons les relations suivantes entre gbf U ¢ki et

2 2k2
0 =1 (6F — ¢5), vk:i—v(f“ﬂ(w:—m),

My — Hg
(1.14)
_ 1 o
771;:%@;4‘%)7 5k:?(ﬂzwz_ﬂk¢k)a
Mg — H
On remarque
o = 0+ ny, ¢ = Ok — N,
vf = (BB ) g o, vy = BB g,

Chaque u € H peut étre écrit de maniére unique en utilisant la combinaison linéaire

des fonctions orthonormales comme suit:

u = Z (ak(‘)k + bk'l]k + CkVk + dk5k>
keN*

En utilisant les relations dans ((1.14) nous pouvons aussi écrire v comme suit:

b 21.2
W= S )+ (6 o) e (6 i)

keN Fe = Hy,

1 o
+dkm (il — gy ) -

On définit 'application B par:
Alors,

keN* H
V2 + m2k?
+dj, <(Z—_7T> Vi + 5k>
My
d
= Z (ak - bk)0k+ (ak+bk)77k 4+ +ivV2 + k272 (C—i + —k) Vi
keN* Fr Hy,
+ (Ck — dk) 5k
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Et donc

2

c d
IBulliy = Y lax — bel* + lax + bef* + (2 + k%) B e+ d?
keN* k Mk
_ 2
Ky Ck +M;dk{ 2
= 2 aw|® + 2 bk | d
Z |a|” + 2 [b|” + (2 + k272) + [ + di
keN
< > 2lagl’ + 2ol + 4 el + 4 dif
keN*
< > A (Jal® + 20bel* + [exl + |dil*) = 4wl -
kEN*
On a aussi
_ ay, by, V2 + k272
By = Z?(ek_nk)+5(0k+nk)+ﬁ<7k_6k)
kEN* L ('uk - Mk)
(b vk — 145, Ok
+dy, T -
(:“k - Mk)
1 1
= Zi(ak+bk)0k+§(bk—ak)nk+
keN~
V2 + k2m2 -
.k_—+ + dk% (Vi + k) -
Z(“k_ﬂk) (/“Lk_:uk)

Et donc

|ck\/2 + k27?2 + idkuzf

1
HB_WHIQH[ = Zi (|ak|2 + |bk|2) +

2.2
= 2 (1 + k2x2)
1

< Zg (lakl® + 1bx)*) + 2 (Jexl* + |del*)

keN*

2 2 2 2 2

< O 2 (Jawl + bl + [er]® + [dil?) = 2]JullZ -

keN*

Par conséquent, nous avons construit un opérateur borné inversible B : H — H qui

transforme la base orthonormée {0, Un, Uy, U o}y & {d Uty |

}keN'

Remarque 1.12 Comme conséquence de la proposition [1.11], il existe une famille
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~+ + . Cf ot +
{¢j U, }jeN* biorthogonale & {¢k Uy, }keN avec

E;};t = (j:sm,(‘,]—mc),sin(ij),iM,sin(jmc)) :
ijm ijm
JeN,
~ 4 . [ sin(jmx) Lo sin(jrz) . .
Y, =q; | — 5, —sin(jnr), —=—>,sin(jmz) | ,
Hj Hyj

tel que

ey ) 1 T

Remarque 1.13 Remarquons qu’une base Hilbertienne (ou encore, base orthonor-

male), c’est-a-dire une base telle que pour tous k et j dans N*, on ait

est une base de Riesz : lopérateur B de la Définition est dans ce cas un
opérateur unitaire (i.e. B*B = BB* = I) et la famille biorthogonale (P )ren+ est la
base Hilbertienne (), )ken+ elle-méme. De plus, si (o) )ken+ est une base Hilbertienne

de H, alors tout élément x € H s’écrit

T = Z <x7()0k>H Pk

keN

avec |||}, = Y ken {7, el et pour tout (ag)y € (2,

Z Cbk%

keN*

= [I(ar)lle -

Ce résultat se généralise aux bases de Riesz, mais les égalités se transforment,

dans ce cas, en équivalence de normes. Plus précisément,

Proposition 1.14 Soit (¢, )ken+ une base de Riesz de H et soient B et (@;,)ken

1
comme dans la Définition|1.10L Soient m = +————— et M = || B||z2 g)- Tout
1B~ 22,y ’

xr € H se décompose de la facon suivante:

L = Z (@, Pr) e P

keN

18



avec

2 ~ 2 2
m? ||zl < ) s @) ul” < M2 | -
kEN

Un critére pour montrer qu'une famille est une base de Riesz est le lemme suivant

(cf [32])

Lemme 1.15 Soit {}},-, une suite d'un espace de Hilbert H. Alors les proposi-
tions suivantes sont équivalentes

(i) {@xtps1 est une base de Riesz dans H.

(i) {optps1 est une famille totale de Bessel dans H et admet une famille bi-

orthogonale {n;.},~, qui est aussi une famille totale de Bessel dans H.

On rappelle qu'une suite {¢;},-, d'un espace de Hilbert H est une suite de

Bessel si elle vérifie

S e o)l <0, Ve H.

B—{cbk,lz—<%’“>,@kgz—<:ﬁ’f>, k21}
k

est une famille de Bessel et admet une famille bi-orthogonale B*

’ Wy, 7 ©r,

ot ¢y, (x) = \/2/msin(kx) et [ 1, = 0. De plus, si on suppose qu’il existe une
constante C' > 0 telle que

C
9rllom < 70 k21, (1.15)

alors B est une base de Riesz de X := L*(0, m; R?).

Démonstration: Pour montrer que B est une base de Riesz de L?(0, m; R?), on
utilisera le lemme .15

1- Pour montrer que B est une famille totale de L?(0, r; R?), il suffit de prouver que

y=<y1 > L@, VE>1, Vi=1,2=y=0.
Y2
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En considérant la famille @ ;, et en tenant compte que {¢;, k> 1} est une base
(hilbertienne) de L?*((0,7);R), on obtient y; = 0. Puis, en considérant @, et en
tenant compte que y; = 0, on obtient y, = 0. Ceci démontre que la famille est totale
dans L?(0, 7; R?).

2- Pour montrer que B* est biorthogonale, calculons <<I>k7i, @Z,7i,>. Par construction
de ¢, orthogonale & ¢y, @y 5 est orthogonale & @j ,, de plus elle est orthogonale @7,

*

pour tout j # k. De méme, @y ; est orthogonale @7, pour tout j et a @7

j # k. De plus

1 bour tout

<(I)k,1, (I)Z,1> = (¢, 1) = 1, <‘I>k:,2> <DZ,2> = (¢p, o) = 1.

Puisque la famille B admet une famille biothogonale dans L?((0,7);R?), elle est
libre. En effet, en faisant le produit scalaire d’une combinaison linéaire finie et nulle
d’éléments de B avec les élements de la famille bi-orthogonale, on en déduit que tous
les coefficients sont nuls.

3- On va maintenant montrer que B est de Bessel. On notera (-, -) le produit scalaire
dans L%(0,7;R?). Pour montrer que B est de Bessel, il suffit de montrer que pour

tout y € L*((0,7); R?), chacune des séries de terme général |(y, ®x1)%, |(y, @p2)|?

convergent.
Ona:
T 2
(@41 < / o (2) oy () da| |
0
et
T 2 T 2
(s o)l < / yr (1) g (@) do| + / o (2) ¢y (2) da
0 0

de (1.15]), on obtient

2
Cllynllz20.xm) i

[, B} < ——

+

/0 "4 (1) 0y (2) do

Comme yy, y» € L*(0,m;R), pouri = 1, 2, les séries de terme général | [ y; () ¢y, (@) alac‘2
sont convergentes et en conséquence, les estimations précédentes assurent la conver-
gence des séries de terme général |(y, ®,)|>, i = 1,2.

On démontre de la méme maniére que B* est totale et de Bessel. En conclusion, B

est une base de Riesz de L*(0, w; R?)

Exemple 1.17 [13/La famille
{eikt7t6ikt7t2€ikt,...,tmeikt}, k E Z*

20



forme une base de Riesz dans L*(0,T) pour tout T > 2 (m + 1) .

1.4.2 La méthode des moments

Le but de la méthode des moments est de transformer un probléme de controlabilité
pour un systéme linéaire en un probléme de moments sur le controle. La méthode des
moments a été utilisée dans [27] pour obtenir le tout premier résultat de controlabilité

pour I’équation de la chaleur.

Controélabilité ’équation de la chaleur en 1D par la méthode des moments

C’est un résultat en dimension 1 avec un controle frontiére. Pour étre plus précis,

considérons
Yo = Yoz =0 dans (07T) X (07 ]-) )
y(t,0)=wo(t), y(t,1)=0 sur (0,7), (1.16)
y(0) = yo dans (0,1).

ou y est I'état, yy est la donnée initiale, v est le controle.
On rappelle (1.16) que pour tout yo € L?(0,1) et v € L*(0,T) il existe une unique
solution (faible) y € C°([0,T7]; L*(0,1)) qui dépend contintiment des données : il

existe une constante C' > 0 (indépendante de T") telle que

19llcogo,rysz20)) < € <||?Jo||L2(Q) + ||U||L2(QT)> :
De plus, la régularité parabolique nous dit aussi que y € L2(0,T; H2(0,1)NH(0, 1))
siyo € Hy ().
On introduit le systéme adjoint a , c’est-a-~dire I’équation rétrograde en temps

—¢, — ¢, =0 dans (0,7) x (0,1),
=0 sur (0,7), (1.17)
o(T)=¢p  dans (0,1).

On rappelle que pour tout ¢ € L?(0,1) il existe une unique solution faible
C°([0,T]; L*(0,1)) qui dépend continiiment des données. En effectuant des intégra-

tions par parties on obtient la relation fondamentale entre la solution y du probléme

initial (1.16)) et la solution ¢ du probléme adjoint ((1.17):

<y(T)v‘:0T>H—17H& - <y07<,0(0))H_17H3 = /0 v(t)0p(t,0)dt.
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pour tout ¢, € H}(0,1), ou ¢ est toujours la solution du systeme adjoint ((1.17)). 11
est alors facile de voir que I’équation ((1.16)) est controlable & zéro au temps 7' si, et

seulement si, pour tout yo € H1(0, 1), il existe un controle v € L*(0,T) tel que

_<yo780(0)>H71,Hé :/o v(t)0x(t,0)dt.

En décomposant maintenant y et ¢ en séries de Fourier dans la base de fonctions
propres { ¢, }x>1 de —9? (avec conditions au bord de Dirichlet), la relation précédente

est équivalente &

T
cr = / o(T —t)e dt,  VEk > 1, (1.18)
0
e MT
otl on a posé Ck:m (Yo, qﬁk)H,l’Hé , 0.0,(0) # 0. Le probléme des moments est
¥k

alors le suivant étant une suite (c;) € ¢* est-il possible de trouver v € L*(0,T) tel
que la relation (|1.18)) soit vérifiée.
Pour le résoudre, on construit une famille {gx}1>1 € L*(0,T) biorthogonale a la

famille des exponentielles {e=*'};~1, c’est-a-dire telle que

<Qk57 e_Alt>L2(O7T) = 6k‘l7
et qui vérifie de plus I'estimation
||C]k||L2(o,T) < pTeO\/E’ VE > 1, (1.19)

ol py > 0 est une constante qui dépend de T'. Une fois cette famille construite (c’est

la tache la plus difficile), il suffit de prendre v de la forme

—+00

v(t) = crge(T —t).

k=1

Vérifions que cette série converge bien dans L?(0,7). De Dlestimation (1.19) et
PSR TP MT | C?
'inégalité de Young C'v/Ax < 25~ + 55 on a

o2

AT
{ gkl 2.y < pre s *or,
ek | < \%e_MT HyOHH—l(o,l) :

Ainsi,

“+oo
1 c? _ T
HU”L2(0,T) < —=pre?T (E e 2 ) HyOHH—l(O,l)'

k=1

5
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2T 2

Comme )\, = k%72, cette série est comparable a 'intégrale de Gauss f0+ e~ 2 “dx, qui
vaut 4/ ——.

2T
Par ailleurs, sachant qu’on peut en fait prendre pp = Ce“/T (voir [53]), cela fournit

aussi une estimation du cott du controle en Ce®/T.

1.4.3 Controlabilité exacte d’un systéme hyperbolique cou-

plé par la méthode des moments

On s’inspire ici de la présentations faites dans [13]. Soit Q@ = (0,7), 7" > 0. On

étudie la controlabilité du systéme suivant:

¢

Yt — Ypw + g =0 dans (0,7) x (0,7),
Qit — =0 dans (0,7) x (0,7,
10.1)~ 0, smd =0 eI, a0
q(0,t) =0, q(m,t)=0 te(0,7),
y(z,0) = (fv), ye(2,0) = y'(z) dans (0,m),
[ ¢(2,0) =¢"(x), @(z,0)=q'(z) dans (0,m).

tel que o € R* et v € L? (0,T) est une fonction de controle.
On pose
V=L*0,7) x Hy(0,7) x H*(0,7) x L* (0, 7).

Théoréme 1.18 Pour (3°,¢° y',¢') € V, la solution (y,q) = (y* (z,t),q" (z,t))
de systéme existe est unique et satisfait

(Y, 4,96, a:) € C([0,T];V).

cela signifie que pour tout t € [0,T], (y (-,t),q (1), y: (-, t) ,q (-,1)) € V. est con-

tinue en t pour la norme de V.

Définition 1.19 Le systéme est exactement controlable au temps t € [0,T]

si, pour toute donnée initiale (3°,q°, y*,¢*) € V, l'ensemble

{(yv ('7t) ,q" ('7t) 7y115) ('7t) ,qf (-,t)) veL” <O7T)}

est égal a V.
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Le probléme des moments du systéme (|1.20))

En reprenant la démarche suivie dans la section précédente pour le probléme para-

polique, le probléme des moments pour le systéme ([1.20)) s’écrit

/TU () fi (1) dt = cp, k€N, (1.21)

D’aprés [13, Ch. 1.2] ce probléme admet une solution v € L?(0,T) pour tout
{cr}ren € 2 (R) si et seulement si, la famille F = { f; }, forme une base de Riesz
dans L?(0,7T).

Explicitons ce qu’est la famille {fx} dans la situation présente.

Posons y, ¢ sous la forme

y(e,) =) ae@), q(@.t) =Y )pp(e) (1.22)

tel que . (x) = \/g sin(kx), multiplions les équations de (|1.20)) par sin(kz) et inté-

grons par parties sur (0, ), nous trouvons

Iy (e (2, t) + 0y (x,t) + ag (z,t)) sin(nz)de = no(t), 0 <t <T,

(1.23)
Jo (qu (z,t) +n?q (x,t) + By (2,1)) sin(nz)de = 0, 0 < t < T.
De ((1.22) et (1.23]), nous trouvons
( dk + kzak + Oébk = Hkv(t),
by, + k2by + Bax = 0, (1.24)
[ ax (0) = a (0) = by, (0) = by (0) =0,
avec Ky = \/%k Nous pouvons alors écrire le systéme (|1.24)) sous la forme
Yi(t) = ApYa(t) + Fi(t)
(1.25)

Y4(0) =0
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avec

0 0 10 0
0 0 01 0
A, = , Fi(t) = v(t
’ —k* —a 00 (t) K, (¥
—B —k* 0 0 0

La solution de systeme (|1.25)) est donnée par

t
Yi(t) = / e (r)dr
0

Calculons e**. Pour cela utilisons la méthode de Cayley-Hamilton (cf [46]).

Le polynéme caractéristique est égal a

P (\) =det (A — Ay) = A+ 2K20% + nt,

et
ekt = 20k(t) ] + 21 1(t) Ax + ZM(t)Ai T z?”k(t)Ai’

avec 2, k() la solution de cette équation différentielle (voir [46])

9 (t) =6, jm=0,1,2,3.

n,

{ 2 4 2k2,@) Lkt =0

Nous trouvons

2ok (t) = %eikt - %teikt + %e‘ikt + %te—ilmt7

215 (1) = _i’_]iez‘kt _ itez’kt + %e—ikt _ ite—ikt’

e () = — gt 4 e,

z3 (1) = —4%:36’“ - 4—22156’“ + 4%‘{361"“'5 - #teiktj
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et donc

cos(kt) 0 sinlikt) 0
sin(kt) sin(kt)  cos(kt) sin(kt)
Ayt T cos(kt) =8 < oK% 2k? t) k
e =
ik cos(kt) 0 cos(kt) 0
- (SH;(:t) + cosékt) t> ik cos(kt) —tﬁsn;(:t) cos(kt)

11 est facile de vérifier que la solution de (|1.24)) et ((1.25)) est donnée par les formules:

an(t) = %/0 sin (k(t — 7)) v (7) dr,

be(t) = —% i (sin (k(t — 7)) — k(t — 7) cos (k(t — 7))) v (1) dr,

ag(t) = lik/o cos (k(t — 7)) v (r)dr,
_rf [

be(t) = ok O(t—T)sin(kz(t—T))v(T)dT.

Comme K = \/gk', nous pouvons écrire

ap(t) = \/g/otsin(k(t—T))v(T)dT,

Bbi(t) = \/%/0 (——Sin<k<]z_ D 4t~ 7) cos (k(t—r))) v (r)dr,

K la(t) = \/g/otcos(k:(t—T))v(T)dT,
5

be(t) = v O(t—T)sin(k(t—T))v(T)dT.
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La résolution du probléme des moments

Il est bien connu étant donné, (g1, ge2,93,94) € V sa norme est équivalente aux

normes a la norme de ses coefficients de Fourier, c’est a dire

||(917 92, g3, 94)”1;

S [[a ()P + B (D) + [ (D) + [ (D)]] (1.26)

k=1

Le probleme des moments revient alors a trouver v tel que:

T = ak(T):\/g/oTsin(k(T—T))v(T)dT,

b = kbu(t) \/_/ ( sin T))+(t—7‘)cos(/<:(t—7‘)))U(T)dT,

& = Elag(t) \f/ cos (k(t — 7)) v (7) dr,

dy = bp(t) = (t —7)sin (k(t — 7)) v (1) dT.

\/271' 0

Montrons maintenant que la famille des fonctions

2 . I6] sin kt 2 B .
Fi = \/jsm kt, — +tcoskt |, \/jcos kt, — tsin kt
k { T /o ( k ) ™ V2T }

forme une base de Riesz dans L? (0,T) pour T > 4.
11 est connu (cf [13]) que la famille

Er ={sinkt, tcoskt, coskt, tsinkt}, ke N,

forme une base de Riesz dans L?(0,T) pour T" > 4x. L’opérateur B : £ — F est
borné et inversible dans L? (0,T), puisque sa forme matricielle peut étre présentée

comme suit

B = dlag (Bk)zozl s
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avec By = Bjg, défini par

JE o0 o
B B
B - | wvEm o= 00 |
0 0 2.0
B
0 0 0 -Z

JE 0O 0 o0
1 Vor
gl o_ Vir 50 0
: 0 0 VT 0
0 0 0 ¥

Alors, F est aussi une base de Riesz dans L? (0, ) pour tout 7' > 4 d’oi le probléme
des moments car le changement de variable T" — 7 = t ne change pas la nature du

probléme.

1.5 L’inégalité de Ingham

L’inégalité de Ingham constitue une généralisation de 'identité de Parseval pour les

fonctions de la forme

f(t) = Z anent

nez
lorsque la suite (\,)nen vérifie une propriété d’écart du type A1 — A, > 7 pour tout
n € Z, avec v > 0. Son application a la démonstration d’inégalités d’observabilité
ne peut se faire que dans le cas d’opérateurs diagonalisables pour lesquels on connait

suffisamment les propriétés spectrales.

1.5.1 Le théoréme d’Ingham

Théoréme 1.20 [3§] Soient (j1,,),,c, une suite de nombres réels et J un intervalle

borné de R. On suppose qu’il existe un réel v > 0 tel que

T
2 J| > —.
(2) || S
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Il existe alors deux constantes c; > 0 et ¢y > 0 (ne dépendant que de |J| et ) telles

que pour toute suite complexe (ay,) de carré sommable on ait la double inégalité

neL

aXlaf < [1OP @< oY ol (1.27)

neL nez

ou f est définie par
f(t) = Zanei“nt.
nez

L’inégalité de gauche de est appelée inégalité inverse et celle de droite est
dite inégalité directe. Dans [38], Ingham avait démontré ce résultat uniquement pour
la suite (ay,), ., & support fini, dans un premier temps, pour éviter les problemes de
convergence des séries. Puis il concluera pour les suites (ay),,., de carré sommable
en utilisant un argument de densité et la complétude. On renvoie a I'article de Ing-
ham, [38], pour la démonstration du Théoréme [1.20} ainsi qu’au livre de Komornik
et Loreti, [43], pour une application de ce résultat a la controlabilité de I’équation
des ondes en une dimension d’espace. On trouvera également dans [38], différentes
améliorations et variantes du théoréme de Ingham, ainsi que des applications a la
controlabilité d’autres systémes (par exemple, équations de poutres, de cordes, de
membranes sphériques, systémes couplés poutre-corde).
En considérant la fonction f(t) = ent1t — ei#nl et en utilisant 1'inégalité des ac-
croissements finis

o t iyt
|€ mHE —etn } S |t| ‘ILLTL+1 _/’Ln‘7

on remarque que la condition d’écart 1 du Théoréme [1.20] est nécessaire pour que
'inégalité de gauche dans (|1.27)) ait lieu ; on a dans ce cas, pour J = [0, 77,

6
|lun+1 - lj’n‘z Z %7 vn € Z.

Dans les applications de ce résultat a la contrélabilité de systémes d’équations aux
dérivées partielles, c’est l'inégalité de gauche dans (|1.27) qui est utilisée pour dé-

montrer les inégalités d’observabilité associées.

1.5.2 Controlabilité de I’équation des ondes

Soient {2 un ouvert de R" a frontiére réguliére et I' C 9€). On étudie la controlabilité

frontiére de ’équation des ondes sur I :
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y' —Ay=0 Q% (0,7)
y=v I' x (0,7)
y =0 (0O\D) x (0, T)
y(0) =", ¥'(0)=y" Q
ou (0, yt) € L2 (Q) x H' () et v € L2 (T x (0,T)) est un controle.

(1.28)

Définition 1.21 On dit que y est solution faible de si y vérifie, pour tout
fe€D(Qx(0,T)), légalité

/Q ( )yfd:cdt = — <y0,9’ (0)> + <y1,9 (0)>H71(Q)XH3(Q) — / v0,0dodt
x(0,T

I'x(0,T)

ol 0 est la solution de

0 — A= f Qx (0,7)
0= I'x (0,7T) (1.29)
O(T)=0'"(T)=0 Q.

On rappelle le théoréme d’existence et d’unicité des solutions de (|1.28)) (cf [47]):

Théoréme 1.22 [/7] Pour tout (y°,y*,v) € L* (Q) x H1 (Q) x L*(T' x (0,T)), il
existe une unique solution y de avec

yeC((0,7);L*(Q)NC((0,T); H(Q)) .

De plus, il existe une constante C > 0 telle que pour tout (y°,y*,v) € L*(Q) x
H™1(Q) x L*(T x (0,T)) on ait l'inégalité

Hy“LOO(O,T;L?(Q)) + ||y,||L°°(0,T;H*1(Q)) <C (HyOHL2(Q) + ||y/||H*1(Q) + ||U||L2(((LT)XF)> )

On peut démontrer que la controlabilité du systéme ([1.28)) se raméne a observabilité

de son systéme adjoint au sens du théoréme suivant.

Théoréme 1.23 Soit T > 0. Le systéme est exactement controlable au temps
T si et seulement s’il existe une constante C(T) > 0 telle que pour tout (00, 01) €
Hj (Q) x L*(Q) on ait linégalité

T
160" Fgiyeaniny < CT) [ [ towg (. o (1.30
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ou 0 est la solution du probléme adjoint

0" — AH =0 (0,7
0=0 (0,7) x T (1.31)
0(0) =6°, 0'(0) =0 Q.

Observabilité du systéme adjoint en 1D

On considére, dans la suite, I’équation des ondes en une dimension d’espace sur le

domaine Q = (0, 7) :

% (,t) = Yuu (2, 1), (z,t) € (0,7) x (0,7,
y(0,8) =v(t), y(mt)=0,  te(0,T), (1.32)
y(SU,O) :yO (SL’), Z—?(I,O) :yl (:U) S (Oaﬂ-)v

ou le terme v désigne le controle recherché. Le systéme (|1.32)) est exactement con-
trolable au temps 7' si, et seulement si, il existe une constante Cr > 0 telle que pour
tout (6°,0') € H (0,7) x L?(0,7), la solution # du systéme adjoint

Oy — 0, =0 (x,t) € (0,7m) x (0,7,
6(0,t) =0 (mt) =0, te(0,7), (1.33)
0(z,0) = 6° (x), 0,(x,0)=0" (), t€(0,T),

vérifie .
0.6 ogmpessiomy < Cr [ (020,11 (1.34)

Théoréme 1.24 Si T > 27 , alors l’équation des ondes est exactement

controlable au temps T'.

La technique uilisée dans notre travail étant trés proche de celle donnée dans la
démonstration de ce Théoréeme, nous allons la présenter de maniere assez détaillée.
Pour démontrer le théoréme [1.24] nous allons tout d’abord déterminer les valeurs

propres de I'opérateur

L:D(L)c L*(0,7) — L*(0, ),
L= _a:m??
D(L) = H*(0,7) N Hy (0,7) .
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Valeurs propres et fonctions propres de L

Lemme 1.25 Les valeurs propres de l'opérateur L sont égales & k* avec k € N*. La

suite (¢y,),en de fonctions définies par

) = |/ 2 sinti

pour tout x € [0, 7| est une base hilbertienne formée de vecteurs propres de l’opérateur

L associés a la suite de valeurs propres (k*), oy -

Proof. Remarquons que L est un opérateur auto-adjoint, positif et inversible
sur I’espace L? (0, ), donc ses valeurs propres sont toutes strictement positives. De
plus, D (L) s’injecte de fagon compacte dans L? (0,7), donc L*(0,7) admet une
base hilbertienne formée de vecteurs propres de L.

Soit A une valeur propre de L et ¢ € D (L)\ {0} une fonction propre associée.

Alors ¢ est une solution non nulle de I’équation

©(0) = (m) =0.

Donc ¢ est de la forme

¢ (x) = ¢ cos (\/XJE) + ¢y sin (\/Xx) )

avec ¢; = ¢ (0) = 0 et cosin (\/XT(’) = @ (m) = 0. Puisque ¢ # 0, il vient ¢y # 0

donc sin (\/X’/T) — 0. On en déduit qu'il existe k € Z tel que v\ = k. D’ou k € N*,
A =Fk? et
Ve e [0,m] ¢ (x) = cosin (k).

Choisissons la constante c; de sorte que |[¢|[ 2 ) = 1. Puisque o sin®(kx)dx = g,

o 2
il vient ¢o = 4/ — et
T

Ve e l0,n]  ¢(z) = \/gsin (kx).
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La solution de probléme adjoint ((1.33)).

Soit (6°,6") € H{ (0,7) x L? (0, 7) . Décomposons 6° et §' dans la base Hilbertienne

(¢Yr)en= sous la forme

= anpy et 0= B0,

k>1 k>1
avec Sk (o)” < 00 et 3 (5,)% < 00. On a alors
k>1 k>1
k>1

Théoréme 1.26 La solution 6 de est donnée par

0(x,t) = \/%;;N Kak—zﬁ’f> ’kt+<a +25’“) }sm(ka:). (1.37)

Proof. On écrit 6 dans la base hilbertienne (¢;,), - sous la forme

V(z,t) € (0,m) x (0,T)  O(x,t) = > bi(t) gy ()

keN*

0 est solution de ((1.33)) si et seulement si

by (t) + k*bg (1) = 0, te(0,7),

Vk € N*,
{bk(o):@ b, (0) = By,

ce qui équivaut encore a

b (t) = ¢y pe*t + ¢y e, te (0,7),
T k(t) = cig 2k (0,7
ap = c1k+ o, By =ik (c1p —cop).

Ainsi 0 est solution de ([1.33)) si et seulement si
1 - 1
Vk € N*, Vt € (0,T) by (t) = 5 (ak — z%) ekt 4 3 (ak +2ﬁk>

Ce qui donne bien la formule annoncée pour ¢. B
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Utilisation du théoréme d’Ingham

Soit 6 la solution de ([1.33]) donnée par (1.37)). En dérivant la formule de (1.37)) par
rapport a x on obtient pour tout ¢ € (0,7)

Pour z = 0, on trouve

0,(0,) = \/%_WZ Kak—zi’“>e"’“+ (a +zﬁk’“) ““t] k

et donc

= Z et (1.38)

avec pour tout k € 7Z,

I
ko

K

1
V2T
ax = 0 sik=0
1
V2T

Remarquons que, d’apres (1.36)),

H(QO HHI(Oﬂ' xL2(0,7) Z’a’f‘

T yez
De plus, pour tout k € Z, A\gy1 — A\ = (k+1) — k = 1. Donc le théoréme de
Ingham ((1.20)) s’applique avec v = 1 et donne pour tout 7" > 2w, I'existence de deux
constantes ¢; = ¢; (T') > 0 et ¢ = 2 (T') > 0 telles que pour toute suite (a,),, ., € 2

on ait

T
o> ol g/o FOR < oY ol (1.39)

keZ keZ
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ou
f(t) = Zakei“kt.
ke,

En appliquant I'inégalité de gauche de ( a la suite (ay,) on obtient

nez’

T
VT > 2m, 1—}} 0°,0 HHIM)W(M) s/ (0, (0,1))% dt,
0

c
ce qui démontre I'inégalité d’observabilité (|1.34) avec Cp = —1, pour tout 7" > 2.
T

Notons que ([1.34]) est encore vraie si T' = 27 d’apres l'identité de Parseval. 1’égalité

1 2

27

E z)\n

neL

= la)*

ne”L

signifie exactement que

1 27
100 ogompersion =5 |, (O 0.00%dr

Dans ce cas, l'inégalité d’observabilité est une égalité.
En conclusion, le théoréme de Ingham, a permis d’établir le résultat suivant: Si
T > 27 , alors I’équation des ondes (|1.32)) est exactement controlable au temps 7.

1.5.3 Les limites du théoréme d’Ingham

Exemple 1.27 On consideére la suite (ju,,), .y définie par

=2n
Han pour tout n € N.
flopi1 = 20+ 107

Sin est pair, alors en écrivant n = 2k avec k € N, on obtient
fpsr = My = Hojyr — flog, = 2k +107° = 2k = 1077,

De méme, si n est impair, en écrivant n = 2k + 1 on obtient

Pg1 = Hn = Ho(es1) — Mok = 2 (k+1)— (Qk + 1073) =2-107>10"".

Ainsi, Uhypothése (1) du théoréme est satisfaite avec v = 1073. Le théoréme
d’Ingham donne alors que la double inégalité est vérifiée pour tout

intervalle J de longueur |J| > =T~ 20007 Cependant, on démontrera dans la

partie sutvante que est vraie dés que |J| > 2w, ce qui est beaucoup plus
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satisfaisant.

Exemple 1.28 On considére a présent la suite (u,,),, oy définie

,, = n? pour tout n € N.
Alors
VneN . —p,=(n+1)7%—n?=2n+1.

En particulier Uhyothése (1) du théoréme est satisfaite avec v = 1, ce qui
permet de conclure que est vraie dés que |J| > 2mw. En revanche, la suite

(n)pen POsséde la propriété remarquable suivante

lim (Mn+1 - lu“n) = 100,

n—---+o0o

qui pourra permettre de démontrer grace a la partie suivante que a lieu pour

tout intervalle J.

1.5.4 Une amélioration du théoréme d’Ingham

On présente dans cette partie une variante du théoréme d’Ingham qui est due a J.M.
Ball et M. Slemrod [I5]. Dans cette partie, la suite (u,),,o;, vérifie deux propriétés
d’écart:

,,llrelfz‘ (:un+1 - Nn) > Y1 et |7’}\g€\7 (:unJrl - lun) >,

avec v > ;. Le théoréme qui suit affirme qu’on peut réduire la longueur de

9e . T . T
I'intervalle J en ne la minorant plus par —, mais par — seulement.
Y1

Théoréme 1.29 Soient (i1,),, o, une suite de nombres réels et J un intervalle borné
de R. On suppose qu’il existe deux réels strictement positifs v; > 0 et v > 0 et un

entier N € N tels que

(1) Vn € Z M1 — M Z Y15
(2) Vn €7 |n|2N:>/1’n+1_:un2fya

2T
3) |J| > —.
3) [J] 5

Alors il existe deux constantes ¢y > 0 et co > 0 telles que pour toute suite complere

(an),ez de carré sommable on ait la double inégalité

aXlaf < [1OP @< oY ol (1.40)

nez neL
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ou f est définie par
f(t) = Zanei“nt.
nez
Proof. Pour la démonstration de 'inégalité directe, on s’inspire ici de la preuve
donnée dans [I5]. On suppose que les hypothéses du théoréme sont vérifiees. En
effectuant un changement d’indice, on obtient, grace au théoréme [1.20] 'existence

de deux constances m; > 0 et ms > 0 telles que pour toute suite (a,) de carré

nez
sommable on ait

S Janf? < / P dt <ms Y Janl,
In|>Z J In|>Z

ou

g(t) = Z a,etnt,

In|>Z

Pour la démonstration de I'inégalité inverse, on reprend ici 'idée de la peuve de [36].

On démontre I'inégalité inverse par récurrence sur I’entier

pi= C’ard{nEZ, Mn+1—ﬂn<’7}

et pour les suites (ay), ., & support fini (le résultat pour les suites de carré sommable

se réduit de la double inégalité obtenue pour les suites a support fini. W
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Chapitre 2

Exact and approximate
controllability of coupled
one-dimensional hyperbolic

equations

Ce chapitre est la reprise de l'article [17], publié¢ dans "Evolution Equation End
Control Theory".

http://aimsciences.org/journals/contentsListnew.jsp?pubID=986

Résumé

Nous étudions les propriétés du controle simultanées de deux équations d’ondes

unidimensionnelles (fortement couplées) lorsque le controle agit sur le bord. Des

conditions nécessaires et suffisantes pour la contrélabilité approximative et exacte

sont prouvées.

Abstract

We deal with the simultaneous controllability properties of two one dimensional

(strongly) coupled wave equations when the control acts on the boundary.
Necessary and sufficient conditions for approximate and exact controllability are

proved.

2.1 Introduction

This chapter deals with the controllability properties of some systems of two coupled
one dimensional hyperbolic equations. The control is exerted at one boundary point

for all times. More precisely, fix T" > 0 and consider the linear system
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( ytt - Dymm + A (ZL’) yt il’l QT - (07 7T> X <O7T)

Dy(0,t) = Bo(t) , y(mt)=0 te(0,T) (2.1)

\ y(l’,O) = yO ) yt(xao) - yl in (077T)

where:

e D = diag (1,d?) with d a positive real number;

0
o Aec Wbt (0,m; L (R?)) is given by A (z) = ( 0 af)x) );

e B=(b,by) € R? and v € L?(0,T) is the control function.

The starting point of the present work is the results established for the control-

lability properties of the parabolic system

( yt:Dymr+A(x>y in QT:(Ovﬂ-)X<07T>

Dy(0,t) = Bu(t) , y(m,t)=0 te€(0,T)

\ y(xa()) :yO ) iIl (Ovﬂ-)'

with A, B and D as defined previously. It appears in [§], [10] and [11] that a
positive minimal time of null controllability occurs for this kind of parabolic systems
whenever D # Id or if the support of the function a is contained in (0, 7) . A natural
question was then to understand what happens for a hyperbolic system of this kind.
After we proved the results proposed in our article, some papers on this question
appeared. In particular, we would like to quote the paper by Dehman, Le Rousseau
and Léautaud [24] and Alabau and Léautaud [5] (see also [4]). In these articles, the
authors consider the simultaneous exact controllability issue of two coupled wave
equations in any space dimension. Let us describe explicitely a consequence of the
result in [24, Theorem 1.3.]. Let 7" > 0, Q@ C R” be a smooth bounded domain and
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w C () an open subset, and consider the system:

( ytt:Aywm+A<I)y+Bmu in QT:QX (O,T)

y=0 on Yr =090 x (0,7) (2.2)
\ (ya yt)|t:0 = (yO’ yl) in Q
0 0
where A (z) = ( 0 a() ) and B = < ) ) € R?, a and m are smooth functions of

the space variable and u € L? (Qr) is the control (which acts on the support of m and
only on the second equation). Assuming that w = {m # 0} and O = {a # 0} both
satisfy the Geometric Control Condition (GCC) defined in [16], and that a > 0 on
), the authors prove that there exists 7% = T* (w, @) > 0 such that is exactly
controllable if 7" > T™ and is not controllable if 7" < T™. This exact controllability

occurs for initial data
(v°, ") € [(H* N Hy) () x Hy ()] x [Hy () x L* ()] . (2.3)

The case of different wave speeds is also considered in this work and a similar

controllability result is proved for initial data in the space:
(15 0 1) (@) x 13 (9] x [(H2 0 1) (@) x I* ()]

provided w N O satisfies the GCC , and a non controllability result whenever w N
O does not satisfy the GCC (see [24, Theorem 1.8., p. 121] for a more precise
description).

The previously described results follow those obtained in [5] where System ({2.2))

is considered with a weak coupling of the form:

B 0 a(x)
A(zx) = < Sa(z) 0 > : (2.4)

where a > 0 is a smooth function and § > 0 is a parameter. These authors prove
that there exists 0, > 0 such that if (0, a) satisfies 0 |(a[[ (o) < 04, and w = {m # 0}
and O = {a # 0} both satisfy the Geometric Control Condition (GCC), then there
exists T* = T* (w, @) > 0 such that is exactly controllable if 7" > T for initial
data satisfying . The results in [24] correspond to the case § = 0.
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Other results related to the controllability of these systems can be found in
[2, Theorem 1.1., p. 873| for the case 6 = 1 and constant a when A is given by
(2.4) (this paper contains also an interesting abstract control result for two coupled
second-order equations), in [12] in the one-dimensional case and constant coupling
coefficients, in [6] for results related to uniform stability.

We would like to emphasize that the coupling coefficient (namely the function
a) is nonnegative on € in these two articles. The second observation is that the
coupling is weak in the sense that the operator y — Ay from H} (Q)* in L? (Q)* is
compact and this excludes the exact controllability property to hold for initial data
in [H} (Q) x L2 (Q)]°.

From these observations arise natural questions we deal with in this paper for the
one-dimensional version of when the control acts on the boundary. In system
(2.1), the wave speeds may be different and the coupling function is smooth but may
changes sign and, on the other hand, the coupling is strong (the matrix A acts on y;
instead of y). In this setting, our main result gives necessary and sufficient conditions
for the exact controllability to hold in the natural space L2 (0,7)% x H=1 (0, 7)* (see
Theorem [2.7).

This chapter is organized as follows. In Section a description of the control
issue is given and the main result is formulated. Section reduces this control-
lability issue to an observability inequality to be satisfied by the solutions ot the
backward adjoint problem. Our proof of the main result is based on a precise de-
scription of the spectrum associated with system . Section is devoted to
the computation of the eigenvalues and the associated (generalized) eigenfunctions.
The proof of the approximate controllability result (see Theorem [2.5]) is in Section
2.5] Section is devoted to the characterization of the exact controllability (see

Theorem .

2.2 The control issues and main results

Notation 2.1 All along this chapter, X («, 3) will refer to the space X (a, ) X
X (o, B) (for instance, 1L?(0,7) = L*>(0,7) x L?(0,7), H ' (0,7) = H ' (0,7) X
H1(0,7),...).

The previous problem is well-posed and a solution to (2.1)) can be defined using

for example the transposition method.
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Définition 2.2 For (y°,y',v) € L2 (0,7) x H (0,7) x L? (0,T) , a (weak) solution
to system s a function

y=1y (~; Y0y, U) eC ([0, T);1L? (0,7‘(‘)) nct ([O,T] SH (0, 7T))
satisfying
‘/ydet: iAy“@ﬂ@+AW®DMﬂ%¢ﬂm»W%mmmﬂ
¢ T
+/ v (t) B*0,(0,t)dt (2.5)
0

for all f € L*(0,T;1L2(0,7)), where § € C([0,T];H} (0,7)) N C*([0,T];L2(0, 7))

18 the unique solution to the system:
( 9,515 = Dem — A* (l’) (9t + f mn QT

0(0,t) = O(m,t) = 0 te(0,7) (2.6)

O(T) =0, 6,(T) =0 in (0, 7)

\

One has:

Proposition 2.3 For (y°,y',v) € L?(0,7) x H ' (0,7) x L*(0,T), system
admits a unique solution, in the sense of Definition[2.3 , which depends continuously
on the data : there is a constant C' > 0 (independent of T') such that

||Z/||Loo(o,T;L2(o,7r)) + ||yl Lo (0,T;H-1(0,7))
< C (I8 huzgom + 19100 + 12l 20y)

The proof of the previous result follows step by step the one given in [47, pp.
46-54] (for instance) for the wave equation. Let us just recall at this level that the
proof consists in proving that, in (2.5, the right hand-side is a continuous linear
form on L' (0,712 (0, 7)) :

T ™ ™
/ |B*6, (0,1)]* + / 10, (,0) + A*0 (z,0)|* + / 10, (,0)|?
0 0 0
<

2
< C HfHLl(O,T;]LQ(OJF)) ’

where 6 is the solution to (2.6)). An alternative proof can be found in [58].
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Définition 2.4 System is exactly controllable in IL? (0,7) x H™* (0, 7) at time
T > 0 if for any (v°,y"), (v%,y+) € L2(0,7) x H™ (0,7), there exists a control
function v € L? (0,T) such that the associated solution to System satisfies
(y(T),4:(T)) = (v, ur) -

It is said null-controllable at time T > 0 if for any (y°,y') € L?(0,7m) X
H~1(0,7), there exists a control function v € L*>(0,T) such that the associated
solution to System satisfies y (T) =0, y, (T) = 0.

Last, System is said approximately controllable in 1.2 (0,7) x H™ (0, 7) at
time T > 0 if for any (y°,9"), (v%,y3) € L*(0,7) x H™ (0,7) and ¢ > 0, there
exists a control function v € L?(0,T) such that the associated solution to System
satisfies

H (y (T) - y?m Yt (T) - yilf) HL2(0,7r)><IHI*1(O,7r) <&

For all x € (0,7) and k € N*, we denote by ¢, (z) := /2/msin(kx) the eigen-
vector of the one-dimensional Laplace operator, with Dirichlet boundary conditions,
associated with the eigenvalue —k?. We will also need the following numbers asso-

ciated with a : i
oy = [ ale) o () gy () da, b j e 2 1)
0

We are now ready to state our main results and we begin with those concerning the

approximate controllability property.

Théoréme 2.5 Let a € L™ (0,7) and d > 0. Then System is approximately
controllable if, and only if, the following conditions are satisfied:
by # 0,
x k (—1)" d%b k 2.8

[ a(m — x)sin (kx)sin | -z dx;él()—lsin -7, VkeZ. 28)

0 d by d
Remarque 2.6 The second condition in (2.8) is always satisfied if by € R\ {0} and
d¢ Q.

This result is proved in Section [2.5
Since approximate controllability is a necessary condition for exact controllabil-

ity, we will now assume this property.
Théoréme 2.7 Let a € Wh> (0,7). Then:

1. If D # 1d (< d # 1) then System is not exactly controllable in1.? (0, 1) x
H~-*(0,7) at any time T > 0.
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2. If D=1d (& d=1) then System is ezactly controllable in 1.2 (0,7) X
H~(0,7) at time T > 0 if, and only if, it is approzimately controllable and

T > 4m, / a(z)dx #0.
0

This result is proved in Section

Remarque 2.8 When D = Id, the approxzimate controllability is characterized by
the conditions (2.8) which write (as it can be easily checked):

627&07

2.9
are = [y a(x) @fk‘ (x)dx #0, VkeZ". (29)

Remarque 2.9 Note that when a is non trivial and does not change sign in (0,7),
then is always satisfied and foﬂa (x)dx # 0. Thus, in this case, if d = 1 and
by # 0, System is exactly controllable in IL? (0,7) x H™' (0,7) at any T > 4.

Remarque 2.10 [t is easy to construct a function a € W (0, ) such that supp(a) €
(0,7), changing sign on its support, satisfying moreover and [ a(x)dx # 0.

2.3 Controllability and observability

The backward adjoint system associated with System ([2.1)) writes:

( Htt = Dé’m — A* (.T) 91& in QT

0(0,t) = 0(r,t) = 0 te(0,7) (2.10)

OT)=0", —0,(T)— A*(x)0(T) = 0" in (0,7)
We have the following equivalent formulations of the controllability properties.

Proposition 2.11 1. System is ezactly controllable in L2 (0, ) x H~! (0, )
at time T > 0 if and only if for any (6°,60") € H{ (0, ) x L2 (0, 7) there exists
CT >0

T
1.0 oo mpaom < Cr [ 1B0-00F . (211)

where 0 is the solution to system associated with (6°,0") € Hy (0,7) x
L2 (0, 7).
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2. System is null-controllable in 1L? (0,7) x H~* (0, 7) at time T > 0 if and
only if there exists Cr > 0 such that for any (6°,60") € H{ (0, 7) x L2 (0, )

T
166/(0) . 0 ()55 0.0y xr20) < CT/O B0, (0,1)[ dt, (2.12)

where 0 is the solution to system associated with (90, 01) € H} (0,7) x
L2 (0,7).

3. System is approzimately controllable in 1.2 (0,7) x H™'(0,7) at time
T > 0 if and only if

B*0,(0,t)=01in (0,7) < (6°,6") = (0,0), (2.13)

where 0 is the solution to system assoctated with (6’0, (91) € Hj (0,7) x
L2 (0, 7).

Proof. Although such results are by now classical, we give, for the convenience of
the reader, a sketch of the proof. Between the solution of system ([2.1)) and system
(2.10)), we have the following relation obtained by straightforward computations:

T 1 0
/0 y(T)-0"dz + (y: (T) ,0 >]H[*1(0,7r),Hé(0,7r)
. / 0 (0, (0) + A0 () d + (5.0 (0)) -+ 0 0
T
+h/" v (t) B0, (0,1) dt. (2.14)
0

Let us denote by y (¢, 7;9",y',v) the solution to system (2.1 associated with the
data (3°,y*,v) and define the bounded linear operators L : L? (0,T) — L2 (0, 7) x
H~!(0,7) and Sy : L? (0,7) x H™! (0,7) — L2 (0,7) x H~* (0, 7) by

Lrv = (y(T;0,0,v),y (T;0,0,v)),

Sr (v y") = (w(T59° ") we (Th9°,91)) -

As is well-known, the exact controllability is equivalent to the inequality:

ac >0, ||(6°6") < C||L5 (6°,0")

HH(l)(o,n) x1L2(0,m) ||L2(0,T) )
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for all (6°,0") € H} (0,7) x L? (0, 7). The null-controllability is equivalent to:

30 >0, ||S5(6°,6) o <Ol (6°,0Y)

HH(l)(o,n)xHﬁ(o, ||L2(0,T) )

for all (00, 91) € H} (0,7) x L? (0, 7). And, last, the approximate controllability is
equivalent to ker (L£%) = 0.
But, from the identity (2.14), taking (y°,y*) = (0,0) gives

L5 (6°,0%) (t) = B*0,(0,1).
Choosing v = 0, the same identity gives
S; (60°.6%) = (~6,(0) — A°6(0).0.(0) ).

In these two expressions, # denotes the solution to the adjoint system ({2.10)) associ-
ated with (00, 91) . This proves the proposition. W

Remarque 2.12 We point out that the characterizations in Proposition re-
main true if the solution 0 to system 1s replaced by the solution to the following

problem:
( 04 = DO, — A* (2) 0, in Qr

0(0,t) = 0(m,t) =0  te(0,T) . (2.15)

0(T) =6, 0,(T)=6" in (0,7)

\

The reason is that the operator (90,01) — (90 , —A*0° — 01) 18 clearly boundedly
invertible from H} (0,7) x 12 (0, ) into itself.

In order to apply Proposition [2.11], we will first study the spectrum of the oper-
ator induced by system (12.15)). This is the content of the next section.

2.4 Spectral analysis

The aim of this section is to describe the spectrum associated with system ([2.15]).
The complexified Hilbert space H} (0,7) x L2 (0, 7) is equipped with the scalar
product on its elements u = (¢, %) and v = (f, g) defined by:

(u,v) = /OW (D%% : D%fgmtzb-g) dz. (2.16)
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The associated norm will be denoted by ||-|| HLxL? -

For any d > 0, define the operator L} by:

(2.17)

{L}D@QCHMQ@XL%Q@ — M (0,7) x L2(0, ),

where the domain of L} is given by D (L%) = (H? (0, 7) NH} (0, 7)) x H} (0, 7), and

00
A = < 0 ) . It is easy to check that the operator
a

{LW_D@@CHHQﬂXL%Qﬂ — Hg (0,m) x L*(0,m), (2.18)

is the adjoint operator of L in H} (0, ) x L% (0, 7r) with respect to the scalar product
(2.16]).

As a first step, we describe the spectrum of L} (and of its adjoint operator Lg).
We begin by noting that the oprators L} and L, have compact resolvent since this
property holds if @ = 0. Thus, the spectrum of each one of these operators reduces
to its point spectrum (the set of eigenvalues of finite multiplicity).

Setting (p, 1) € D (L}), the eigenvalue problem:
¥ 2 .
L = , in (0,m) (2.19)
d<w) (w>

( w = )‘907 in (0777)

is equivalent to solving

Dy, — MA*o = Xp, in (0,7) (2.20)

[ (p,9) € D(Ly).
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Introduce the sets:

A = {ikd:keZ}, (2.21)
k
Ay = {ik:keZ*,E ¢Z*}, (2.22)
. * k * "
A; = {zk:kEZ,—GZ, / a90|k|<p|k|:O}, (2.23)
d 0 d
k ™
Ay = {zk: ckeZr, y ez, / AP| | k] # O} . (2.24)
0

Remarque 2.13 Of course, it may happen that the two last sets are void. Indeed:
d¢@<:>A3:A4:@

Remark also that if d = 1 then Ay = @ and Ay = A3 U Ay, while if d # 1 then

A NAy =@, As we will see, when d € Q, all these sets are non void and play a role

In the following proposition, we describe the spectrum of L} and its eigenspaces.

Proposition 2.14 Letd > 0 and 7,s € R* be arbitrary numbers that will be chosen
later. Then:

1. The spectrum of L} 1is given by

o (L;) = A1 U AQ.

2. Ford # 1, any A = ik € Ay is a simple eigenvalue whose eigenspace is spanned

by

VQfA = (CI);,M/\(I);,A)’

with
¢>§,A = (TSOW wi) 5
where 1y is the unique solution to:
FPu N ,
= + ETa(x)gpw, in (0,7)

(2.25)
u(0) =u(mw)=0.
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3. AsUAy C Ay and AsN Ay =@ (by construction). Moreover if d € Q, then:

(a) Any XA € A3z is a double eigenvalue whose eigenspace is spanned by

where 1y is the unique solution to the system

(

Vin= (25, A®5,), j =12,
with , (2.26)
CI)T,)\ = (07 390|§|> ) q’;,A = (7_90|>\\7¢§\)
du N ,
2= + ﬁTa(m)gow, in (0,7)
u(0) =u(m) =0, (2.27)

\

IN ugpmd:c = 0.

(b) Any A =ik € Ay is algebraically double and its generalized eigenspace is

spanned by:

* * * * * * T *
Vi = ((I)ua )@1,/\) , Voa= (‘Dzw AD; \ + ;CA‘I’LA)

with

Y ok
Ld‘/l,)\

<‘/1>t/\7 V;:/\>

*
(1)17/\

Cx

(2.28)

* * * * T *
AV LV, = AVy, + ECAVLA

(0, SSO\A/d\) , @5 = (TSOMMD;)

1 U
D) / PN PN/
0
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where V3 is the unique solution to:

r d2u )\2 A .
12 = ﬁu + ﬁT (a(x)<10|/\‘ + 2CASOI/\/d\) , i (0,7)

{ u(0) =u(m) =0, (2.29)

[T gy = — 2T
\ 0 S0|>\/d\ 2‘)\’2'

4. Ford# 1, any A = ikd € A1\ (A3 U Ay) is a simple eigenvalue whose eigenspace

s spanned by:
Vft,\ = (CI)T,)\’ )‘(I)T,)\)
with (2.30)

o1, = (0> 590|A/d|) :

Proof. First, note that L} has compact resolvent since this true if A = 0. Thus,

the spectrum of L} reduces to its point spectrum. Setting ¢ = (¢, ¢5), the second

equation of (2.20)) writes:

65;;1 = N¢y, in (0,7)

d2 /\2 Y

dj; - ¥¢2 + ﬁa(x)ﬂﬁh in (0,7) (2.31)
@ (0)=¢(1)=0

Let A € Ay. It is easy to check that @7, = (0, sg0|,\/d|) satisfies . Thus A is
an eigenvalue of L} with the associated eigenvector V" given in . This proves
that Ay C o (L}).

Let A\ = ik € Ay. Since k/d ¢ Z*, \*/d> # —j? for all j € Z*. In this case,
problem admits a unique solution ¢§. Then the function @3, := (TQD‘ NE wj)
satisfies ([2.31)). It follows that A € o (L}) and Ay C o (L}). Thus A UAy C o (LF).
The converse being clearly true, we have proved the first and second item.

To prove the third item, we note that A3 U Ay C Ay since if A = ik € A3 U Ay,
then k/d € Z* and thus there exists j € Z* such that k = jd.

Assume now that d € Q and let A = ik € A3. Denote by ) the unique solution

to the problem 1) Then @3, := (Tg0| NE wj) satisfies 1) for any constant 7.
But since k/d € Z*, there exists j € Z* such that k = jd and it follows that A\ = ijd.
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These facts imply that A is a double eigenvalue since @7 , := (0, SO /d|) satisfies

(2-31)) and is linearly independent of @3 ,.

Assume d € Q* and let A = ik € A4. Going back to system ([2.31)), the solution of

its first equation is of the form 7¢), for an arbitrary constant 7. But the conditions

defining A4 immediately imply that 7 = 0 and that the nontrivial solutions to (2.31])

are of the form @7, = (0, SSOI/\/dO for some s € R. Now, this value of A\ admits a

generalized eigenfunction (p,v) € D (L)) if this function solves the system:

gl P oa( P ) ol B ) m0m).
(G (G ADT

for some 0 € R*. This system writes

b= \p +09; on
d? in (0,7).
Dd—f — MAfo = N2+ 6 (A* +2)) 97,
x b

Setting again ¢ = (¢, @), the second system of (2.32)) transforms into:

( d2 .
d;;l = N¢y, in (0,m)
d2¢ )\2 >\ .
dx; - ﬁ(bz + a2 (a(x)(bl + 25890|>\/d|) , in (0,7)
p(0)=p(m)=0

(2.32)

(2.33)

From the first equation of this system, we can choose ¢, = T¢|,| and the second

equation (which is (2.29))) admits a solution ¢, if

1

T ) "
0 = —cy with ¢y := ——/ CL($)90|,\|90|>\/d|-
S 2 Jo

Under this condition, the vector function V = (Tgow, Goy ATQ A, APy + TC/\90|A/d|) is

a generalized eigenfunction associated with A € A4. Moreover,

(Vi) = /0 (sd®doinsa + 5 (AP2 + Terg)na) APpal)

! Y 2
= s [ (W b + P Saoma + s o)

™ — 2
= 3/ <2 |)\|2¢290\>\/d\ + ATex ‘¢|A/d\| ) :
0
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From this, it follows that

)\TC)\

(V, Vi) =0 @/0 PoPnsd) = —W-

As a consequence and to summarize, observe the following points:

e If d ¢ Q, then all the eigenvalues are simple.

e A geometrically double eigenvalue can occur if and only if A3 # @ (which is,

from the definition of Az, a condition on d and a).

e Later, we will pay special attention to the case d = 1 (see section [2.6]) and the

condition

/ a(z) lg|* # 0, Vk > 1.
0

2.5 Approximate controllability

In this section we will address the problem of the approximate controllability at time
T > 0 of system (2.1)), i.e, we will prove Theorem . Recall that d is a positive
real number, B* = (by,by) € R?* and a € L* (0, 7) is a given function. From now

on, in Proposition we choose: s =7 = 1.

Proposition 2.15 Assume that d ¢ Q. Then for any T > 0, system is approx-

imately controllable at time T if and only if, the following conditions are satisfied:

by # 0,
. kE 9
Jo a(m — z)sin (kx) sin (Sx) dx # msm (20 . Vkezr (2.34)

0 b2

Proof. The task now is to prove that the unique continuation property for the
solutions of the adjoint problem (2.15) holds. If d ¢ Q, from Proposition [2.14]
Mg = idk, Aoy = ik € o (L}) for all k € Z* and their associated eigenspaces are

respectively spanned by:

* _ * . * * _ * -7 K
‘/:I-7Al,k - <®17)‘1,k7lkd®l’Al,k) ’ ‘/vzz)‘2,k - (®27A2,k’2k®27)‘2,k>

where
1 = (0,0) s 50, = (O ¥0) s

52



and v, is the unique solution to (2.25) and it is given by the formula:

vi@) = misin (Go) 45 [ (G- 9) a@pn @ e

* l "ok
my = _dsin—(gﬁ)/o sin (3 (m —5)) a (&) e (§) dE. (2.35)
From a simple computation, we get:
dip (o _ K,
I (0) = 7 (2.36)

Let (g, B)) € R% We consider the sequence of solutions to (2.15)) given by

Op (v,1) = T 0], 4P T05,05,

ik (T—t) - 0 4 k(T—t) B, Pl
Plk| (U
Thus, using ([2.36)):

100 SO 5k
ax (O t) \/;kbg()éke dk(T—t) +6k(T t)ﬁk (bl\/;k—f—bQEmk) .

00},
Ox

2 : 2 k .
\/;kbgakeldk(Tt) - (bl\/;k: + bQEm;) Be* T =0, Yt e [0,T].

This condition is equivalent to
2
\/jkbg&k = O7
7

k (\/Eb1 + mek> B, =

From this system, it follows that oy = 3, = 0 if, and only if:

Assuming B*—— (0,-) = 0 on the interval (0,7") amounts to:

by # 0, by # 0,
bo < 2 bl
\/>b1+dmk?£0 mk# T b2
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From ([2.35)), we get

b2 7£ 07
Jg sin (S (m 5)) 0(6) 1 (€)dé # —iy |2 Lsin (gw)

m
With the change of variable x = m — ¢ in the integral, we arrive to (2.34)). H

Proposition 2.16 Assume that d € Q*. Then for any T > 0, system s

approximately controllable if, and only if

b2 7é 07
x . . (k (=D, | [k o (237)
Jo a(m — z) sin (kz) sin (8x> dx # i———sin <E7T> , VkezZ.

0
2

Proof. Let d € Q* . Assume that A3 # @ and let A = ik € A3. From Proposition
[2.14] the eigenspace of A is two-dimensional and spanned by:

Vin= (2 A05,), j=1,2,
with

(I)i)\ = <07 W’%’) ) q);,)\ = (@\M?Zb;)

where 1} is the unique solution to (2.27)). Let 6, the solution of the backward
adjoint problem ([2.15]) associated with the initial data:

(6°,0%) = Vi, + BV5y.
for some real numbers «, 5. Then, as previously, we have:
(0x,60)) = X0 (aViy + BV5)

Thus

0, = NTD Bew
s+ By
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and

09 . B—=(0)
B 00 = ST o 7 o
o—1il 0+ 525 (0

0 o’ dip|a
= (6 (bl% (0) + by (;ZA (0)) +62a—a‘;‘ (0)>

If by # 0, then choosing

0)+ 822 (0)
adlE]
"

090\A|
oz

by

we get

00,
B*—= = T).
o (0,6)=0, t€ (0,T)

This already shows that the sytem is not approximately controllable since ) is not
trivial with the previous choice of «, 5.

Assume now that Ay = @. If A € o (L}), then either A € (A; UAy)\A4 and in
this case, as in the proof of Proposition , we get the two conditions in , or
A =ik € A4 and from Proposition this eigenvalue is algebraically double and

its generalized eigenspace is spanned by:
* * - * * * - * 1 *
V1,A = (@1,»2]?‘1)1,,\) ) V2,,\ = ‘I’z,m qu)Z,)\ - 5%,5‘1)1,,\

with
‘Ff,x = (07¢\A/d|) ) (I);,)\ = (SO\AMU;)

where 1} is the unique solution to (2.29). Its expression is:

v = mjsin (o) + 5 [t (0 - ) (a(€hoi (© - a1 915 ©)

, \F%s
e = TV T Tk

_\/% / ' / “sin( (@~ ) (al€)op ©) — asops) (©) opy) (2) ded.
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Consider the solution €, to (2.15)) associated with the initial data:
(907 91) = oV’ + BV5).

It is given by:

. 1
Or(z,t) = e*T=Y (Oékq)ig + By, (_5%,’; (T —1) @7 + (p;k))

oo )G )-(2)

2

B a_l/,\(()?t) — ek(T t) O‘k\/7 +6k ( \/;k+b23mk> - 27T bQBkak kk(T )

(0,t) = 0 on the interval (0,7") amounts to:

)
2b 2 by
\/;320% + <b1[+ mk) By =

bgak k

<53, =0.
\ o Br

From ([2.38)), we deduce that

Thus

0
Assuming B*aa

(2.38)

ak:ﬁk:()@bgak%#()@bg#()

since by assumption A € A4 (and thus a,, 5 #0). |
Proposition and Proposition imply Theorem

2.6 Exact controllability results

From now on, in Proposition [2.14] we choose:

1 1 «
s = Made T for all ke Z".
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The reason of this choice of the parameters s, 7 will appear in the proofs of all the

results of this section.

Proposition 2.17 Assume that d ¢ Q. Then for any T > 0, system s not

exactly controllable.

Proof. Since d ¢ Q, from diophantine approximation (see [42, Theorem 9, p. 9]

for instance), there exists a sequence (pn/¢n),~; C Q such that

(¢, >1,Vn>1

Gn — 00, (2.39)

n—oo

Iﬁ_d)< 1

\ | an — qnQn+1’

Consider now the sequence {14, = idgy, A2p, = iPn},~; C A1 X Ay. From Propo-

sition , { Mg )\2,%}“21 € o (L}) and

|>\17q" - >\27pn

= |pn - dQn| njoo 0.

Thus the gap condition is not satisfied. We now prove that this implies the non

exact (or null) controllability. Consider the eigenvectors:

* o * . * * o * . *
‘/17)‘17!171, - ( 17)‘171171’de®17>‘1,‘171> ’ ‘/27/\2,1771, - ( 27)‘27Pn’2k®27)‘2717n>

where

LALg, — (0’ qun(plqn) ’ cI)2,>\2,pn - (Ewlpnl’¢pn) :
Let (v, 3,,) C R% We consider the sequence of solutions to (2.15)) given by

A T—t * A T—t *
en — e I,Qn( )an 17)\17qn + e 2,Pn( )/871@27)\2’17”

B_n A2,p (T—1)
T Plon|

On_ Ny g, (T—t Aaopy, (T—t) ) %
2dq, " 001 + Bae2rn T4

n
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Then

«0n by * ipn (T—t by idgn (T—t
B 00) = (el 04 005 0)) T, (52 (0)) )

2 4 1 b .
— _b b 1% 0 iPn, (T,t) " - _2 idgn, (T,t) )
B, (\/;1+ 2¢pn( ))6 + « =4 e

Now choosing «,, and f3,, such that

2 ! 1 b2
Zby 4 bt (0) ) = ——=a,, 2.40
B (\/;1—{_ 2wpn( )) \/%da ( )
we get
00 1 by ) )
B*_n )= ——— = ipn(T—t) _ _idgn(T—t) )
or (07 ) \/% dan (6 € )

Note that if \/gbl + bzg/);'; (0) = 0, then (2.40) implies that «,, = 0 and the observ-

ability inequality fails to be true with 3, = 1. Now, if \/gbl + bg@b;*n (0) # 0, then,

C' denoting some generic positive constant independent of n > 1 and ¢ € [0,77] :
=) T | < O |, — dg] (T~ 1),

It follows that

/T g9 (0 t)Zdt<CT3 b 2| dg | (2.41)
- — Oy n ni - :
Now choosing
1
6” - 2 /%
/21 + byl (0)
in (2.40), we get
L 0 1, Vn>1
——a, =-1, V/n> 1.
V2 d
From ([2.41)) and ({2.39), it follows that
T 2
im [ g2 (0,4) dt=0
n—oo Jq ox

while, for by # 0,

1(0 (0) , 01 (0))||1231(1)(077T)X]L2(o,ﬂ) 20 (|an|2 + |ﬂn|2> >0>0,Yn > 1,
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by our choice of (ay,[,), contradicting the observability inequalities (2.11)) and

E).

From the last proposition and the previous section, we see that it remains to

study the exact controllability in the case:
deQ :=Q\{0} and A;=0.
We first need the following estimates:

Lemme 2.18 Assume that d # 1, a € W (0,7), Ay # @ and let X = ik € Ay.

Then there exists a constant C' such that

. C
mil < .3 (2.42)
where
. 1 0k 24 ([T
M= S e R +\/;@/0 Si (%) x| (2) dz,
S, _ [ in( "~ d
k(x) = i a(§) e (§) — G k)| (€) Slﬂ(a(f—iﬂ)) 3
oy = [ ale)ew @ @) de
Proof. Let A\ = ik € A4, in this situation, the set of eigenvalues is A; =

{ik,k € Z*} and the associated generalized eigenfunctions are for k£ > 1 :
Vin = (@1, 0697,) , Vi = (@4, k@5, — da, 10, )

with
LZfoA = ikafA? L:zvzf,\ = ik‘/;/\ - dak,gvffx

(Vi Via) = 0.

Qi) = (07 M—k@x/cq) , Poa = (ESOAM/JA)
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and 1 is the unique solution to (2.29),

( d2 * )\ 2 )
g = (3) v (10w @) oy @) im0

3 (0) = ¢35 (m) = 0,

_— d —iak%
| o AR = e
given by
X .. [k 7
Yy (x) = mj sin Esc —%Sk (x),
with

@) = [ (a0 (9~ aygeyy) €)) s (€~ )

and mj, is defined by
N \/E i [T
K TER mk;/o S (x) )5 (@) da.
Integrating by parts, we get:
Sk () = ___ (a(:c) sin(kz) — a(0) sin (ELC))
T Ve (- d
1 ‘T, 1
——— [ a(sin k[ |[1—= )&+
\/27r(1—§)k:/0 © < (( d>§
1 (
1

(a(:v) sin(kz) + a(0) sin Sx)

)
|

Ver (1+ 1)k
1 T, . 1 1
+—\/%(1+%i)k/o a(ﬁ)&n(k((l—l—a)ﬁ—E:U))df
—Lak £ X COS (Ex) + Lak &g sin(ﬁx).
Vor d Vor Pdk d
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Using this new formula for S, integration by parts leads to:

104, k
1 ke,

:}

?T‘

(3]
N
N

Q

(£

]
VR

Pyl
VR
VR

—_

+

Ul

d—i—

Zakk ok . 7r. I
T or a2 —T + i cos { dz +Wak’§ i SIH(E:L')(,OE’(:];)dx.

The property (2.42) can be easily deduced since each integral appearing in this last
equality is uniformly bounded with respect to k. W

Proposition 2.19 Assume that d € Q*\ {1} and A3 = @. Then for any T > 0,
system 18 not exactly controllable.

Proof. Since d € Q*\ {1} and As = &, we first observe that card (A4) = oco. For

any ik € A4, consider the associated solutions to (2.15]) given by

O(z,t) = akeik(T_t)q)i%
+5k€ik(T_t) <_dak,§ (T'—t) @], + q);k> ;
for any oy, 8, € R such that a? + 87 = 1. Thus
BOy(x,t) = [akB*qp;g + B, (—dak’g (T —t) B}, + B*<1>;k)} T,

Differentiating with respect to x, and putting x = 0, we get after some compu-
tations (recall that B* = (b1, by)):

.06, (0, 1) [ [2 b, 1 2k, .
e e I (R T PR

b 1 L |
= \/> (2;2 g + 51619) - —mak%bgﬂk (T —t)+ Em}:bzﬁk] ok(T—1)
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Then the right-hand side of the observability inequality writes:

2

T 2 T
90 (0,1) \/5 b 1 k
B*————=| dt = - = b — ——a, b T—1t)4+ -mib dt.
/0 o /o — gz + 015y \/%ak% 20 ( )+ 7 20k
Choosing:
b
ap = —by; and 3, = —2;2,
we get:
T 80,0t S| k 2
B*————=| dt = ———a, kb T —t)+ —-mpb dt. 2.43
| | [rmtnstate (= 1)+ Gmibas, (243)

Note that since

/Owa@) o () o1 () dx = %/Owa(x) (cos <|/<;| - 'SD © — cos (|k:| + ‘SD x) dz

then: i
li = i dr =0
am|ang| = m a (@) gy (2) x| () dz
A tk€Ay

and from lemma

.k,
g = 0.

As a consequence, going back to (2.43)), we arrive to

T 2
lim B*M dt = 0.
|k|—o00 Jo ox
ik€Ay

Since oy |* + 8,7 = b2+ % > 0 for all k € Z*, this contradicts the observability
inequality and, therefore, the system is not controllable at time 7. W

After this last result, the only possibility for exact controllability is in the case
d=1.

Proposition 2.20 Assume that System 18 approximately controllable and

d=1 /Owa(x)dm7é0.

Then system is exactly controllable if and only if T' > 4.
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To prove this result, we need to clarify a little bit more the spectral analysis. As

already noted, the spectrum of L* reduces to Ay :
o(L*)={ik:keZ}.

Under the assumption A3 = &, each A\, = ik is algebraically double and the condition

defining A4 writes

/Oﬂ a(x) ‘ap‘k‘f #0, Vk > 1.

In this situation, the set of eigenvalues is A; = {ik,k € Z*} and the associated

generalized eigenfunctions are for k > 1 :

Vi = (‘I)T,mik’q’ik) , Vor = ((I);,Im ik®5 . + 2qu)>{,k)

with
LIV = ik Vi LVay = ik Vo + 2, V7,
(2.44)
(Vi Vax) = 0.
@1, = |0, STRALIE Q5 ) = pRaLE (8 (2.45)
1, 1
Cr = —5/0 apv\k = _iak,ka (2.46)
and 1)y, is the unique function satisfying
( dez o ) .
2 —k* Yy, +i(a(z) + 2¢k) oy, in (0,7)
Uy (0) =y (m) =0, (2.47)

™ * . Ck
\ o VrPir| = Yor2

Let us set £ = {Vl*k, Vik}kez* . We begin by proving that £* is a (Riesz) basis
in H} (0,7) x L% (0, 7). Some lemmas are necessary for this.

Lemme 2.21 Assume that d = 1 and A3 = &. The family £* is complete in
H} (0, 7) x L2 (0, 7).

Proof. Tt suffices to prove that if ' = (f,g) € H} (0, 7) x IL? (0, 7) is orthogonal to
the subspace spanned by £* then F' = 0. But the orthogonality of F' to the subsapce
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spanned by £* writes (recall that D = I, if d = 1):

O —
(F V) = 7 (fm kg <1>’;7,€> dr =0,

keZ. (2.48)

. dd} .
(F, V2*k> = (fm : d;k +g- (—zkfbak + 2014‘1)’{7;6)) dx =0,

Then in particular, if f = (f1, f2) and g = (g1, g2) , we have from the first equalities

in @19

— _ikgs -y | =0, k € Z*
% ), \dw dx " 90"“') 0, k2,

and integrating by parts

0

Since for every k € Z*, we also have —k € Z*, it follows that

0
From these two last equalities, it appears that

Jy fao =0

fﬂgsp _O,REZ*ifgzggzo,On (0,71'),
0 J2¥k| —

since {0}, },~ is a basis in L* (0, 7).
Since fo = go =0 on (0,7), the second equation in (2.48)) writes:

L (" (dfp d@\k\ .
— —— —ik =0, keZ

and again integrating by parts and simplifying by k, we get:

0
These equalities being true for k and —k, we get fi =¢g; =0on (0,7). W

Lemme 2.22 Assume that d =1 and A3 = &. The family £ admits a biorthogonal
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family € = {Vik, Vay}ycp where
Vik = (Pog, ikPog — 2¢,.P1g), Var = (Pok, ihP1y) (2.49)

with ) .
Q1 = (ﬁ(pwﬂvo) , Pop = (?ﬂk, E@k) : (2.50)

where ¢, s given in and ;. is the unique solution to

( d2
d;bzk = —k*y, —i(a(x) + 2¢) @y, in (0,7)
Uy (0) =1y (m) =0, (2.51)

T . Ck
\ fo ¢k§0\k\ = _Zﬁ-

Moreover £ is complete in H} (0, 7) x L? (0, 7).
Proof. Indeed, it can be checked that for all £ > 1:

LiVay = —tkVa g, LhVig = —ikVig — 2¢,Vay,

and
(Vig, Vai) =0.

Thus € is the family of generalized eigenvectors of L. From ({2.44)), it readily follows

by classical results (or by direct computations) that
Vi, Vo ) =0, k£0>1, jym=1,2.
Simple computations also give

Vi Vo) = (Vau, Vi) =0,
<‘/1’k"/1>tk> = 1:<‘/2,k7‘/2fk>

The completeness of this family is proved in exactly the same way than for £*.

This ends the proof. W
Our next aim is to prove that if a is sufficiently smooth then the families £ and

£* are Bessel sequences of H (0,7) x L* (0, 7). We recall that a sequence {¢},-,
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in a Hilbert space X is a Bessel sequence if it satisfies

D He gl <o, VpeX

k>1

We need some preliminary results.

Lemme 2.23 Assume that a € W (0, 7). The solutions ¥y, and ¢, to and

2.51)) respectively write

V() = ( mi 4+ 2 (x)) sin (k) + (Ak(m) 4L k($)) cos(kz), (2.52)

k? k k2

V() = (mk - H,;gx)> sin (kz) — (Akk(:x) + P;;ﬂ(;:)) cos(kx), (2.53)
where

(A (@) = == [y (a (&) +20x) €

Hy(x) = \/Z2? {(M + QCk) +3 [y d (€ cos(2k£)d§] : (2.54)

| Pule) =~ J7 0 (€) sin(2KE)d

and
i f 2 [ [ @@ 20 o @sinth ¢~ oo 1

Proof. With
Sy (x) = / " (0(6) + 261) oy (€) sinh (€ — 2))de,

we first note the following formulas for ¢, and ¥ (solutions to (2.47)) and (2.51])
respectively) : for z € (0,7),

Yy (x) = mj sin (kx) — %Sk (z),

fé;; \/g% fOTr Sk () @\k\(x)da:.
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() = my sin (kz) + %Sk (x),

(2.56)

my =

ch
™ ok? \[kfo Si (2) Py ()

We have, after integrating by parts:

VoS, () = /Ox (a (&) + 2¢;) [cos(kx) — cos(k(2€ — x))] d€

_ / " (@ (€) + 20x) de cos(kz) — / (a (€) + 20x) cos(k(26 — x))de

0

= / (a (&) + 2¢x) d€ cos(kx) — <a(a:) + C;(k()) + 4Ck) sin(kx)

1

ton ) sin(k(2€ — x))d¢
Thus
S (z) = J%(/O( (@HC’“)%*i/oma’(f)sin(%&)%) cos(kz)
_\/127 (a(a:) + Z;@) + 4ey, I % 0 a (€) cos(2k§)d§) sin(kx)2.57)

Hence, this formula of Sy justifies the forms (2.52) and (2.53) of the solutions v,
and 1), respectively. W
The functions v, and v, will play an important role in this paper and we will

need the following straightforward estimates.

Lemme 2.24 Assume that a € WH* (0, 7). Then there exists a constant C' such
that

||Ak||W11°°(O,7r) <C, HHk”WLoo(o,w) <C, ||Pk||W1v°°(0,7r) <C, VkelZ" (2'58)

4 C C
’mkl — /{?27 ‘mk| = ﬁ7
C C
[Vl Lo omy < 2k 19kl Lo o) < k[ Vk e Z". (2.59)
Wi <C, Hd‘b’“ <C,
(|| d Lo°(0,7) Lo°(0,7)
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Proof. Let us fix k € Z*. Startlng from formulae ) and ( -

We have, using the new formula (2.57)) for Sy and after 1ntegrat10n by parts:

mi= 200 \/21 | 5@ e arda

2;61:2 27Tk2/ / ) sin(2k€) Cos(kx)<,0|k|( x)dédx
+27fk2 (= [0+ 2o+ [ (0 +20) conharar )

1
2mk?

and

2 ic, 21
\[2/@2 \/7 / 7))
2 icy,
= —5pz 27rl<;2 ) sin(2kE) cos(kx)py, (v)dEdx

_#{72 <\;_2L7T 0”( (z )+2ck)dx+/0 (a )+2ck)cos(2kx)d:c>

1

| (a(:l?) Fal0) +dat [ @(6) cos(2k§)d§> sin(ke)py o)z, (2.60)

R /07T <a(x) +a(0) + 4, + /OI a' (§) cos(2k£)d§) sin(kx ) (v)dr.  (2.61)

The properties (2.58) and (2.59) can be easily deduced from the formula ([2.60)),

(2.61), (2.52), (2.53) and (2.54). This ends the proof. W

We have the following corollary regarding the input elements.

Corollaire 2.25 Assume that a € W4 (0, 7). Then

feL?*0,n) :>Z /f1/1kdx < 00,
keZ*
and
feH)(0,7) = / f¢kdm < 00.
k:eZ

Proof. Now, we estimate |k [ f¢2dx|2 and |k? [ fzﬂZd:c}Q using lemma
lemma, [2.24.
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For f € L*(0,)

ﬂ*x— me* Hk—(x))sina:x
e[ v —k‘/of()(;ﬁ S0 sin () d

+h /0 " i) (A’“lix) 4 f 2(2”) cos(kz)dz

= km;, /07r f(x)sin (kz) dz + %/UW f(z)Hy(x)sin(kx)dx
+ /07T f(x)Ax(z) cos(kx)dx + % /07T f(z)Py(z) cos(kx)dx

Using the Cauchy-Schwarz inequality and the definition of Hy and Py in ([2.54]),

we obtain )

2
< Clfllz20.m -

2
2
< Cllf 2 0m -

/07r f(z)Hy(x) sin(kx)dx

/07T f(z)Py(x) cos(kx)dx

From the definition of Aj, in (2.54]), we obtain

< c( I (f(x) e d§> sin(kz)d

/07r (xf(x))sin(kx)dx ) :

Lo
t12 1/ 220,m)

2

/OTr f(z)Ag(x) cos(kz)dz

+

Using the previous result, we obtain
2 1 ™
< C (ﬁ / f(z)sin (kx)
0

[ (50 [ o) cotien ) |

Since f € L*(0,7) and a € W'*(0,7), then the functions z — f(z) [ a(§) d¢ and
z + xf(z) are in L? (0,7), and therefore >, .. | (f(z) [, a (§) d§) cos(lm)}2 < 00
and Yz | [0 wf(2) cos(/{ac)|2 < 00. We conclude that

2.

keZ*

2

'k | fapids

2

- +

/ " o f(x) cos(kz)

0

2
< 00.

g " fo)ids
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And, by similar computations, we have for f € H} (0, )

k? /07r firde = Kmj /07r f(z)sin (kx) dx + %/OW (f(x)Hy(z)) cos(kz)d
- /0 (FAL(2)) sin(kz)dz — % /0 (F(z)Pu(2)) sin(kz)dz.

Again, using the Cauchy-Schwarz inequality and the definition of Hy and P in
(2.54), we obtain

2
2
S C HfHHé(O,ﬂ') )

/0 " (@) Hy(2)) cos(ka)da

2
2
< C 11 0m -

/0 (@) P()) sin(ka)da

From the definition of A in (2.54), we obtain

"< C(/Oﬂ (f(x)/ja(f)dﬁ)lsin(k;:c)d:v2

/O7r (.Tf(.l"))l sin(kz)dz ) :

S
2
+ ﬁ Hf”Hg(o,w)

/Oﬂ (fAk(a:))/ sin(kzx)dx

_|_

From the previous inequalities, we get

2
< c(
/7r (f(x) /za(f) df) sin(kz)dz
0 0
)
Since f € H}(0,7) and a € Wh*(0,7), then = — (f(z) [ a(§) df’)l and = —
(zf(z)) are functions of L2 (0, 7). Therefore:

/OW <f(l‘> /Oxa(ﬁ) df)lsin(kx)dx 2 -

) / " (e @) sin(ha)dr| < oo,

kez*

e " fide

/O7T f(z)sin (kz) dx
. 2

+

/O7r (xf(x))l sin(kx)dz

>

keZx*
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This proves that >, ;. [k* [ f1/)2d$|2 < oo and ends the proof. W
We are now ready to prove that £ and £* are Bessel sequences of HJ (0,7) X

L2(0, ).

Lemme 2.26 Assume that d = 1 and A3 = @. Given a function a € W1 (0, ),

the sequences £ and £* are Bessel sequences of Hj (0, ) x L2(0, 7).

Proof. We will denote (-, ) the scalar product in H} (0, ) x L?(0, 7). To show that

&* and & are Bessel sequences amounts to prove that for all F' € Hj (0, 7) x L?(0, 7):

= [KEVP+ PV ] <0,
and
S [E Vi) ” + [(F, Var)]?] < oo.

keZr
Let a € W (0, 7). Note first that the sequence (c;)gez+ is bounded. Indeed:

1

s 1 .
ol i= |- [ a@ehda] < S lallmony WEEZL 262

If F =(f,g) then from (2.44]) and ([2.49):

T AP ™
<F7 Vvlfk> = / f:r o dr — Zk/ g(I)T,k:dxa
0 dx 0

dos; . T “
—dx — zk;/ g®5 dx + 2¢y, / g®7 1dx,
dx 0 k) O k)

(F.Vg) = / ﬂfz

dd " "
28 do — zk/ 9o pdr — QCk/ 9P, rdz,
dx 0 0

(F,Vig) = / '

T d@ s
<F7 ‘/2,k> = / fx Lk dr — Zk/ gq)l,kd:):.
0 dx 0

Then in particular, if f = (f1, f2) and ¢ = (g1,92), and integrating by parts, we
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obtain

N dfy depy i [T
(FVik) = Zk/ du dx dx_i/() 920 4

K| dfz Z'/7r
\/;% 4 coskl z)dz — o . 92Pp I,
2)

and hence

* Gyb 2 "
[(F, Vi) e —cos (kx)| + 92D
0
On the other hand:

1 ™ dﬁldgﬂm h/n dﬁ2d¢% J[W
EF V) = = —— d d
(F Vi) k/o dr dr ) dwar T emer
—ik/ 92¢Zd$+%/ 92k d
0 0

2kl [Td
\/7| | fl cos(k dx—l—k2/ f2¢kdx_7'/ fa(a +2Ck)90|k|dl’
0

—z/ Grpdr — z/ kgotbydx —I— — gg<p|k|dx
0 0

and it follows that:

2

d ™
‘<F,V2*k>|2 < C(7T /0 écos kx) k2/ f2’¢k ‘/ J201)

s T 2
+ ‘/ 91| ‘ / 92?/% / 2P|k )
0 0

Since (f1, f2) € H{ (0,7) and (g1, g2) € L2 (0,7), for i = 1,2 the series

k2

2

" d, ) )
Z icos(kx) : Z ism(k‘x) :
keze 10 4T keze 10 4T

™ 2 ™ 2 ™ 2
S ] S| wew] | costin
kez+ 10 kezx 10 kez+ 10

are convergent and, using corollary (2.25)), it follows that

> U<F>fok>‘2+ }<F>V2Tk>‘2} < o0

keZ*
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Similar arguments will prove that Y. [|(F, Vi) + [(F, V2k>|2] <oo. N
keZ*
Now, recall the following characterization of Riesz bases (which can be found in

[32] for instance):

Lemme 2.27 Let {gpk}k21 be a sequence in a Hilbert space X. Then the following

statements are equivalent.

1. {py}ysy is a Riesz basis in X.

2. {o} r>1 18 a complete Bessel sequence in X and possesses a biorthogonal system

{¥k sy that is also a complete Bessel sequence in X.

With this last characterization and from what we have previously proved, it

follows:

Proposition 2.28 Assume thatd = 1 and A3 = @. Given a functiona € W (0, 1),

the sequences £ and E*are Riesz bases in H{ (0, 1) x L2(0, 7).

We are now ready to prove Proposition [2.20]
Proof. The solution of adjoint problem ([2.15)) is given by the series

0(x,t) = Zakeik(T—t)@ﬂik + Bkeik(T—t) (QCk (T —t) (I)T,k: 4 @;k) )
kez*

Thus:

B*0(z,t) = Zake"k(T’t)B*@ik + B,e* T (2¢,, (T — t) B*®}, + B*® ).
keZ*

Taking the derivative with respect to x, and putting z = 0, we get

. d®; . (0)
B*0,.(0,t) = Z(ake’k(Tt)B*—y;

keZx
ETUNPEL UM

I (20, (T —t) B
e ( i ( ) dx dz

Therefore
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B*0.(0,t) = Z ape® =0 B

1./2

kezZ* 2 s
. 0 \ﬁ
_i_ﬁkezk(Tft) Cr (T o t) B* + B* T

ERIN
3
o> %
o

Since B* = (by, be), we can write

B*0.(0,t) = }:((%ng)aw+<¢gm+Mﬁ@)BQGMﬂﬂ

keZ*

2 .
: <\/;b> B (T — 1) ),
and hence
g 2 r 1 /2 2 ,
[eonra =[5 ((5y/20) ot (20 bmin ) o) e
0 0 2 T e
kez*
2 .
+ (\/;bzck) Bk (T — t) elk(T_t)

We will use the following result (see for instance [59, Theorem 2, p. 51], [14, Theorem
3, p. 808.], [43, Theorem 9.4, p. 177. ]):

2

dt. (2.63)

Lemme 2.29 The system F = {eikt, teikt} pezs 1S @ Riesz basis of its closed span on
L2(0,T) if T > 4nx.

If T < 4w, then there exists a proper subfamily Fo of F which is a Riesz basis
on L?(0,T).

Thus, using this lemma, we can write (2.63) for 7' > 47 in the form

1 /2 2
—\/jb2ak + (\/jbl + k’mzb2> B
2V ™

2
+

2

T
‘/B%@Wﬁzﬁz

0 kezZ*

2
\/ijCkﬁk
T
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We have

2

2
1 /2 2 .
Z 5\/;[?20% + (\/;bl + kmkb2> Bk
keZ*
[ 2
b2 2 2, 2 . 2p2 2
B Z 2_2042 * <;b1b2 T \/;kmkbg) By + (\/;51 + kmkb2> + 72T k Z
keZ*
e73
ke%* Bk By,

The matrix @}, in the canonical base of R? is given by:

ﬁ Li2pp —i-\/gkm*b2
27 2 | 7V1V2 D2

2
—b
- 2Ck6k

Qr =
2 2 2b2 2
We have
b2 2 2 b b
c c?
i == (o (I owoim) + 28] 1

and

4
Ak - <\/§b1 + k‘m*b2> —+ (1 — 462)2 b_%
T k k) g2
(f ) 2
+2 | () =b1 + kmyb, (— > >0, Vk € Z*
™ 27 ™

Thus Q) is positive definite and we denote by (qk’, q,j) its eigenvalues with 0 < ¢, <
q , we get:

kezz*Qk< k) (%) ICEZZ*% Jl” + 18,[°)

)



But

2053

ql; - 2 2 2b2 2 > O
72 ((;’—; + <\/§b1 + km;;b2) + %) + \/A_k>
_ 2b3c;
=

Since

im i = i (3 (ot @) - (3 Jg o (x) do)’

and kmj — 0 as |k| — oo, it can be easily verified that there exists a positive
constant C' such that:

hy <C 3 +03) =C||B|°, VkeZ"

by (1 [" 2
q ZCHB*HZ (;/0 a(x)dm) , VkeZ".

Thus

Then, we obtain

O, Bu) > Obz (%[5 a(z)dx) S (lonl? + 18:%)

2
1Bl Pt
Thus

T b5 %fwa(x)dxz
[ 100,08z 0 D 00 )

Assume that T' < 47 and let {ei"(”)t, tew(”)t} be the Riesz basis given by the second
point of Lemma [2.29, Then, in particular, this allows to write:

et = Z (akei"(k)t + bktew(k)t) , t€(0,7)
kez*

this clearly excludes the observability inequality and ends the proof. W
To end the proof of Theorem we prove the following

Proposition 2.30 Assume that

d=1, A3 =0, / a(z)dz =0.
0
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Then system 1s not exactly controllable at any T > 0.
Proof. We consider the sequence of solutions to (2.15)) given by
O(z,t) = ape™ ™00} | + BT (20, (T — 1) @}, + P34)

where ¢, is defined in (2.46)) and oy, 3, are some parameters. Then for £ > 1

1 /2 2 '
B*0,x(0,1) = ((5\/;92) ay, + <\/;b1 + km;;bg) ﬁk> (T 1)
2 ik(T—t)
+ ;5201@ B (T —t)e

We choose our parameters in the following way:

2
\/jbl + kabg
™

= 1and ap = — 1
b
\/27T2

Then the right-hand side of observability inequality becomes

2

T T 5 |
/ |B*0,1(0,1)?dt = / \/jb2ck (T — 1) e*T=0] gy
0 0 ™
B 27362
Note that
1 2 1 s 2
We get
T
lim |B*0,.(0,1)|* dt = 0,

k—+oo Jo

and in the same time we have 3; + a2 > 1 for all k € Z*. This is a contradiction
to the observability inequalitie (2.11)) and (2.12)). ®
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Chapitre 3

Control of coupled hyperbolic
systems via the method of

moments

3.1 Introduction: the control problem

This chapter deals with the controllability properties of some systems of two coupled
one dimensional hyperbolic equations using the Ingham method, where the control
is exerted at one boundary point for all times.

Thus, let 2 = (0,7), T >0, Q = Q x (0,7). We consider the linear system

( Git = Qua + a2 in @,
Ztt = Zgx — 52@% in Q7
q(0,t) =0, q(m,t)=0 te(0,7) (3.1)
2(0,t) =v(t), =2(mt)=0 te(0,T) '
Q('xu O) - qOJ Qt@’ 0) = ql in QJ
[ 2(2,0) =2°  2(2,0) =2 inQ.
where a € R*, § € R and v € L?(0,T) is a control function.
Setting y = (g, ) , the system (3.1)) can be written:
(Y = You + Ays in Qr = (0,7) x (0,7)
y(0,t) = Bo(t) , y(m,t)=0 t€(0,T) (3:2)

\ y(fl?,()) = yU 9 yt(aja()) = yl in (0>7T)
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where:

0
e A= ( ((; > with ¢ a positive real number;

—6%a

e B=(0,1) € R? and v € L?(0,T) is the control function.

3.2 The control issues and main results

Notation 3.1 All along this chapter, X («a, ) will refer to the space X (a, )
X (o, B) (for instance, L?(0,7) = L?(0,7) x L?(0,7), H(0,7) = H* (0, )
H1(0,7),...).

X
X

The previous problem is well-posed and a solution to (3.2) can be defined using

for example the transposition method.

Définition 3.2 For (y°, y',v) € L2(0,m) x H (0, 7) x L?>(0,T), a (weak) solution
to system is a function

y=y (59’ y"v) € C([0,T];L%(0,m) nC* ([0, T);H (0, 7))
satisfying
/Qy - fdxdt = _/0 y’ - (6, (0) + A*0(0)) dz + <yla 0 (O)>H*1(O,7r),H(1)(O,7r)
T
+/ v (t) B*0, (0,t)dt (3.3)
0

for all f € L*(0,T;1.2(0,7)), where 8 € C([0,T];H} (0,7)) N C*([0,T];L2(0,7))

15 the unique solution to the system:

( Qtt = eccx - A*et + f in QT

0(0,t) = O(m,t) =0 te(0,7T) (3.4)

6(T)=0, 0,(T)=0 in (0,7)

\

One has:

Proposition 3.3 For (3°,y',v) € L2(0,7) x H1(0,7) x L?(0,T), system

admits a unique solution, in the sense of Definition[3.9, which depends continuously

79



on the data : there is a constant C' > 0 (independent of T') such that

19l oo 0.1120.2)) + 192l oo (0,181 (0.0
< C (I laom + 19 s 0m + 10220 ) -

The proof of the previous result follows step by step the one given in [47, pp.
46-54] (for instance) for the wave equation. Let us just recall at this level that the
proof consists in proving that, in , the right hand-side is a continuous linear
form on L' (0,7;1L2 (0, 7)) :

T T T
[ eors [ om0+ ao@ols [ @o
0 0 0

2
< Clflzrorezomn)
where 6 is the solution to (3.4). An alternative proof can be found in [5§].

Définition 3.4 System is exactly controllable in 1L? (0,7) x H~1 (0, 7) at time
T > 0 if for any (v°,9"), (¥%,yk) € L2(0,7) x H'(0,7), there exists a control
function v € L*(0,T) such that the associated solution to System satisfies
(v (T), 9 (1)) = (v, ur) -

It is said null-controllable at time T > 0 if for any (y°,y') € L?(0,7) x
H~'(0,7), there exists a control function v € L*(0,T) such that the associated
solution to System satisfies y (T) =0, y. (T) = 0.

Last, System is said approximately controllable in IL? (0, 7) x H™! (0, 7) at time
T > 0 if for any (v°,y*), (y>, yt) € L2 (0,7) x H™' (0,7) and € > 0, there exists
a control function v € L?(0,T) such that the associated solution to System

satisfies

H (y (T) — y%a ye (T) — yilf) H]]_,2(0,7r)><H—1(0,7r) <&

For all z € (0,7) and k € N*, we denote by ¢, (x) := /2/msin(kx) the eigen-
vector of the one-dimensional Laplace operator, with Dirichlet boundary conditions,

associated with the eigenvalue —k2.
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3.3 Controllability and observability

The backward adjoint system associated with System (3.2)) writes:

( O = Oy — A*0, in Qr

0(0,¢) = 0(m,t) = 0 t e (0,7) (3.5)

0T)=0", —0,(T)— A9(T)=6" in (0,7)
We have the following equivalent formulations of the controllability properties.

Proposition 3.5 1. System is exactly controllable in I1.? (0, 7) x H™1 (0, 7)
at time T > 0 if and only if for any (90, 01) € H} (0,7) x L? (0, 7) there exists

CT >0
2 g 2
||(00’01)HH(I)(O,TF)X]L2(0,7T) = CT/ |80 (0,1)]" dt, (3.6)
0
where 0 is the solution to system associated with (90,91) € H} (0,7) x
L2 (0,7).

2. System is null-controllable in L2 (0, ) x H™' (0, 7) at time T > 0 if and
only if there exists Cr > 0 such that for any (6°,60") € H{ (0, ) x L2 (0, )

T
1(6(0). 6, ()23 0 ryxt20m) < Cr / B0, (0.0]d,  (3.7)

where 0 is the solution to system associated with (6°,0") € H{ (0,7) x
L2 (0, 7).

3. System is approzimately controllable in 1.2 (0,7) x H™ (0,7) at time
T > 0 if and only if

B*0,(0,t) =01n (0,7) < (6°,60") = (0,0), (3.8)

where 0 is the solution to system associated with (6°,60") € H} (0,7) x
L2 (0, 7).

Proof. Voir [I7]. =

Remarque 3.6 We point out that the characterizations in Proposition remain
true if the solution 6 to system is replaced by the solution to the following
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problem:

( Ou = Oy — A*0, in Qr

0(0,t) = (m,t) =0  te(0,T) . (3.9)

O(T) = 6", 0,(T) =6 in (0,7)

\

The reason is that the operator (6’0,91) — (90 , —A*° — 91) 1s clearly boundedly
invertible from H (0,7) x L2 (0, ) into itself.

In order to apply Proposition [3.5], we will first study the spectrum of the operator
induced by system (3.9). This is the content of the next section.

3.4 Spectrum of the system

The aim of this section is to describe the spectrum associated with system (3.9)).
The complexified Hilbert space HY (0, 7) x L? (0, 7) is equipped with the scalar
product on its elements u = (p, 1) and v = (f, g) defined by:

(u, v) —/07r (¢ fo+10-g) da. (3.10)

The associated norm will be denoted by |-/l - -

Define the operator L* by:

(3.11)

{ L*: D(L*) CHL(0,7) x L2(0,7) — HL(0,7) x L2(0,7),

where the domain of L* is given by D (L*) = (H? (0, 7) N H} (0, 7)) x H} (0, 7), and

. [0 —6%a
ee(00). o

o B v in T .
o(2)oa(2) w0 o
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is equivalent to solving
(¥ =Xp, in (0,7)

©Opw — A 0 = N2, in (0,7) (3.14)

( (p,¥) € D(L7).

Since in view of (3.12)), we have

4 —apppt, D= 00 po (0 T
0 i 11

we see that, setting ¢ = PY, v = PZ we are led to the problem

Z=)\Y
Yo + AaDY = N\?Y, (3.15)
(Y,Z) € D(L*)

If Y = (u,v) the equation satisfied by Y writes

Upy = (Az + z’éa)\) u,
Uge = (A* = i0al) v, (3.16)
(u,v) € H (0, 7) N H} (0,7) .

We observe that if we set A = iw, the previous system writes:

— Uy = (W? + daw) u,
—Vpp = (W? — daw) v, (3.17)
(u,v) € H? (0, ) NH (0, 7).

It can be easily shown that if (u,v) is a nontrivial solution of (3.17) then w € R.
Furthermore, if (w,u) € R x H%(0,7) N H} (0, 7) is a nontrivial solution of —u,, =
(w? + daw) u then (—w,u) is a solution of —v,, = (w? — daw) v and the converse is

true.

3.4.1 The constant coefficient case

An immediate consequence of the previous computations concerns the constant case.

Proposition 3.7 Assume that a is a positive constant. Then:

83



1. The spectrum of o (A*) reduces to the sequence of eigenvalues

{iwy (a), iwj (—a), keN*}

where
—da £ \/4k? + §%a?
Wi (a) = 22 o (3.18)
2. The associated normalized sequence of eigenfunctions is given by
(
q)*i( ) (I)*i( )
V:i a) . S a* ’ V;i —a) . o 7(1
k(@) iwy (a) @w%(a) k(-9 iwy (—a) (I)wf(—a)
with
i0 k€ N
¢:i((l) - L 2 (pkﬂ
k \/(k2+|w§(a)| )(1+s%) \ 1
o ) —1id
wh(—a) P>
\ k(-0) \/(k2+‘wki(—a)’2)(l+§2) 1
(3.19)

where @, () = \/2/msin (kz) .
Proof. Consider the Sturm-Liouville problems

—Upe = (W? + daw) u,
uw € H?(0,7)N H (0,7).

As is well-known, this problem admits a nontrivial solution if, and only if, w satisfies

for some k € Z* the equation:
w? + daw — k* =0,

and, for such w, a normalized solution is u(x) = /2/msin (kx). The previous
equations give the formula for wi (a) and wy (—a).

For each k > 1, to iwy (a) (resp. iwi (—a)) is associated the space of solution of
system (|3.15)):
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0
Yki (—a) . 1

resp. span Z,;t (—a) = span 0 Pk
(

from which is deduced the associated eigenspace:

i0
san{(PYki(a)>}—s an !
P PZ¥ (a) P —wif(a)d ok
iwy; (a)
—id
PYF (—a) B 1
resp. span { ( PZ* (—a) > } = span Wt (—a)s Or
iws (—a)

These eigenfunctions when normalized with respect to the norm of H = HJ (0, ) x

L? (0, 7) give (B.19). m

Remarque 3.8 Note that

wy (@) < 0<wy(a), w, (—a) <0< wy (—a),

wy (@) = —wy (=a), wy (a) = —wi (-a).

We now focus on the condition allowing a gap between eigenvalues in order to

apply the Ingham theorem. Of course, we will assume in what follows that the
condition (3.20) holds (we will see later that otherwise the null-controllability does

not occur).
Lemme 3.9 Assume that a is a positive constant. Then:

1. All the eigenvalues are simple if, and only if:

(K — )"

2 2
)

for all b, 0> 1, k # (.

2. Let m = [0a]. Under the condition (3.2(), one has:

Wik (0) < Wil (—a) < Wiy (@), VE =1
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Proof. In order to prove that all the eigenvalues are simple, we have to check that
the polynomials pi (w) = w? & daw — k? and p; (w) = w? 4+ daw — % do not have
common roots for k # ¢. This is clearly the case for p{ and p/ (resp. p; and p; ). A
necessary and sufficient condition for p; and p, to have a common root is provided

by the determinant of the Sylvester matrix associated with this two polynomials,

namely
1 da —k* O
0 1 da —k?
S| = det ¢
1 —da —¢* 0
0 1 —da —1?

= 2028 (K4 2) + (K — 7))

Thus p; and p, have a common root if and only if |S| = 0, which is exactly (3.20).
We look for integers j > 1 such that w;rﬂ- (a) < wy (—a) for k > 1. Since from
B.13)

4k2 + 5%a? — \/4 (k+7)% + 6%a?
2

Using that the function = — f(z) = /422 + 6%a? is convex and increasing on
(0,00), we get the following inequalities for all £ > 1

Wi (—a) —wi; (a) = ba +

da — %f’ (k+7)Jj <wi (=a) —wi, (a) < da— %f, (k) J. (3.22)

Since f’ is increasing and f’ (x) — 2 as x — o0, it follows in particular that for all
k>1and j <da
wy (—a) —wiy; (@) > da—j > 0. (3.23)

And, by similar computations, we have for all £ > 1
4] L "(k)(G+1) <wi - < =6 L "k4+i+1)(G+1
—0a+ S f (k) (G +1) S wiyyi (@) —wi (ma) < —da+ S f (k+5+1) (7 +1).

Since f’ is increasing and f’ (x) — 2 as x — o0, it follows in particular that for all
k>1and j > da,

w;+j+1 (a) —w{ (—a) > =da+j+1>0. (3.24)

From (8.23) (8:23) we get (3.21). m
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(with m = [da))

This last lemma induces an ordering for (cu;f|r (ia)) o1

wg (a) < WZH (a) <. < WLm (a) < W}j (—a) < w2+m+1 (a) < w;r+m+2 () <--- < W1J4;r+2m < WZH (-

It allows to renumber the sequence (wkJr (:i:a)) 4>, In an increasing sequence (i),
by setting:

k> 1.

= Wi (@), 0 <m
k+j wi(—a) j=m+1

Proposition 3.10 There exists v > 0 such that for all k,j > 1, k # j,

min (|wy (+a) — wf (fa)

Jwif (£a) —wj (Fa)|, [wi (a) — wf (~a)

if, and only if,
da #n, Vn € Z*.

Proof. For all £, j sufficiently large , we have
1
|wi (a) —wi (a)] = 5 ‘\/ 4k2 + 6%a? — (/452 + 6%a?

2|k* — 5%
VA2 + 8%a2 + /452 + §%a?

1 da
—k—=7l, (kJj=—+
\/5| Jl <J 2>

v

and by symmetry we also get:

w (—a) — w* (—a)] > —= [k — jI.

ﬂ V2
This can be summarised into:
+ + 1 ~
o (£0) - w (a)| = —= I~ 1.
Now, in the same way:

|wkF (+a) —w; (ia}| = ‘\/ 452 + 6%a2 + (/452 + 6%a>

> 2[k+jl = 2[k—Jjl,
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and

1
) —28a + V 4k2 + 6%a? + /452 + 6%a?
|—da + k + j|

&
=4
~—

S
N—

|

&

<

n
S

et
Il

Y

We see that the gap condition relies on the following evaluation:

Lo | bt VAR 4 6% da+ /452 + 6%a?
|Wk (a) Wj( a)| = B 5
N S S (k+7)(k—J)
VA2 + 8202 + /452 + 6%a?

Assume that there exists an integer n > 1 such that da = n. Then choosing

increasing sequences of integers k and j such that kK — j = n, we get

S .
(k+75) (k=7 _on jtn -

VAR + 0% + VAR + 5% 4 n) + 0% 4 /A2 4 0% T

This shows that
lim |w),, (a) —w] (—a)| =0if da=n,

jvoo ITHR

and makes the gap condition (3.25)) impossible.
Assume now that da # n for alln > 1. If j — k > 1, then

bk
|wi (a) —wf (—a)] = da+2 (k+7) (G —k)
j VAR + 8% + /4% + 0
k+j .
2< : —— (j — k)
VAR + 8% + \/4)? + 822
1 da
> _k_.7 k?Z_ .
= \/5‘ Jl ( J 2)
If k —j =n>1, then:
+ + a 2j—|—n
‘wk (a)_wj (—a)‘ = n|——+2
T A0+ 8?4 VA
= nr;l
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Either da > n for some (k,j) (and thus for an infinite number of (k, j)) and, since

rj—>1asj—>ooand5“—12[§“] 1 > 0, then for some p > 0

Wi (@) —wi (—a)| > pn, k,j =1, k#j.

Or5a<1§nand,again,sincerj—>1asj—>ooand1—%“21—[ 5a] > 0, the
same conclusion holds true. This ends the proof. W

To conclude this subsection, we observe that conditions are necessary to get
simple eigenvalues and to ensure a gap between eigenvalues. The issue now is to
understand how can these conditions be translated in the nonconstant case.

For the system (3.2)), Ingham-type theorems (see i.e. [43]) can be used to obtain
the observability inequality since they require a uniform gap between the eigenvalues.

For convenient, we note for k € N*

Vi =V Vor =V Vik=V.

Vie=V"
(a)? 2,k wy; (a)’ 3,k w:(—a)’ 4,k Wy

(—a)’

It is easy to show that the eigenfunctions {V;*k, 1=1,2,3,4 ke N*} are mutu-
ally orthogonal in HJ (0,7) x 2 (0, 7) (with respect to the inner product (3.10)).
Therefore, they form a Riesz basis in H} (0, 7) x L2 (0, 7).

We state and prove the main result of this article in the constant coefficient case.

Théoréme 3.11 System is approximately controllable at any T if, and only
if

(k- )
2 (k% +02)’

(k — 2
2 (k% +£2)
and w; (a) = w, (—a), therefore the eigenspace is two-dimensional.

Let 6y, the solution of the backward adjoint problem (3.9) associated with the

initial data:

6%a® # Yk, Yl € 7" (3.26)

Proof. Assume that 6°a® = for some k, ¢, in this case w; (a) = w; (—a)

(60°,6") = CLiVi'y + CoiVoy + Cs Ve + CuiVyy.

Then, as previously, we have
(O O 0) = (CLaViS, + CagViy) €5 @I 1 (Cy Vit + Cu Vi) e @0,
Thus
Ore (1) = (Clykq’::,j(a) + 03,4@23(_(1)) ek (@04 (CM@;;(@) + 047@2;(_@) ik (@)(T—t)
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and hence

1 6 i |
Ore (2,1) = ———= Cu )y G [ TV ) @y
Vi+a® \ (et @) \ o (e+lt@) \ @

+; _ G 0oy i Ca ke —idp, e, (@)(T—t)
(1+62) \J(=+ler @) \ @ (e+lr @) \ @

Differentiating with respect to x, and putting x = 0, we get (recall that B* = (0,1))

B* ae&g (0, t) _ 2 kCl’k B* 7’6 + ZCB,Z B* _7/5 eiw:(a)(Tft)
B () \ (st @l 1 (24| @) 1

i0 c —10 o= (@) (T—
+ 2 kC,k B* + 4,0 B* ek (a)(T t)‘
(5 el <1> (el) \ 1

and so

B* aek,ﬂ (07 t) _ 2 kC1 k + £C3.0
or (1+62)7r \/<k2+|wz(a)‘2) \/<€2+|Wz(a)|2)

iw;:(a)(T—t)

(&

+ 2 kCa i £Cy

ot \ Jlesr @) (el l?)

iwy, (a)(T—t)'

e

Now choosing

Cip = ‘  Gue=o k
J(E+1e @F) J (21t @)
Cop = : o Cae=- :
T o) (e ez @)
We get
B*aak,gioat) =0, te(0,7)

This already shows that the sytem is not approximately controllable since 0y, , is not
trivial with the previous choice of C , Cax, Cs¢ and Cyp. W
Since approximate controllability is a necessary condition for exact controllabil-

ity, we will now assume this property.
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We have proved the next result.

Théoréme 3.12 The system is exactly controllable in 1.2 (0,7) x H~! (0, )

at time T > Ty if and only if, it is approximately controllable and
da ¢ 7"
Proof. The function

(0,0;) = Z <Olyk‘/f‘:keiwz(a)(T_t)+C27k‘/'2>tk6iw;(a)(T—t)

keN*

+ O3ng3fkeiw$(—a)(T—t) + O4vk‘/41fk€iw;(_a)(T_t)) (3‘27)
solves ({3.9)) for the initial data

(0°.0") = > [CraViy + ConViy + CsaViy + Car Vi)

keN*

where {C;x, j=1,2,3,4 ,k € N*} are complex numbers such that

1(6°,6") Hiﬂé(o,w)xmoﬂr) = D (IC1A + [Conl” + [Canl” + [Cunl®) -

keN
We have V (z,t) € (0,7) x (0,7,

p

B*0 (.T, t) = z L Ol’k ei‘*’;:(a)(T_t) + 02’k e (a)(T—t)

SN+t @) J (e @)

+ Cs eiwi (—a)(T—t) 4 Cuai

| (el o) (4 ez (-aP)

Taking the derivative with respect to x, and putting z = 0, we get

B0, (0,t) = /ﬁ > kCh gt (@T—t) kO iy (@)(T—1)
71'( + )keN* \/(kg + ‘wz (a)}2> \/(k2 4 }w,; (a)|2>

kCs giwi (—a)(T—t) 4 Cua

\ ) \/(’f2 + |wi (—a)\2) \/(’f2 + |wi (—a>\2)
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eiw;(_a)(T_t) P (m)

(3.28)

.

Wi (—a)(T—t)

Y




and hence

/ |B*0,, (0,1)" dt = / 0 52/ kCi ciwr (a)(T—t)
+ kEN* k2_|_ ‘wk ‘ >

ECy

+ ezw a)(T t)
\/(k;2 +|wy (a |2)
+ FCsk i (—a)(T—t)
\/<m + |t (~a)*)
2
+ Ca eiwr COT=t)| gy,

(2 + o o)

The left-hand side of observability inequality is given by

(3.29)

+o0

H(60791)“;13(0,w)xm(0,7r) - Z ‘Cl”“|2‘

k=1
1<1<4

Thus, using Ingham theorem and Proposition |3.10, we can write (3.29) for T >
2T

— in the form
~
2
T kC kC
B*0,(0,t))*dt > L 2k
/0 | 0.9) o 1—1—(52 Z 2 - 2
)i (k2 + |wi @) (k2 + | @)
2 2
n kC37k X k?C47k
2 + 2 2 - 2
<k + |wf (—a)| ) (k + |wg (—a)| )
Since
lim K = lim K

e \/ (k2 + | (0)") o \/ B2+ 4 (~da & VR + 52a2>2

-
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Then, we obtain

g 1 2
B0, (0, dt > —=, | ———~ Coil? + [Cop)® +1Capl* + |Curl?) -
[ 1B 00 = o [ ST O 1l 1l [l

Thus .
/ 1B*0, (0,1)]*dt > Cr ||(6°,6")
0

2
‘ ‘ H(0,m)xL2(0,m) *
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Conclusion et Perspectives

Ce travail a été l'occasion, pour moi, de voir de trés prés et d’approfondir mes
connaissances en théorie de controle.

Pendant ces années de doctorat, sous I’encadrement de mes responsable de doc-
torat, j’ai fait appel & mes capacités d’organisation et de recherche d’informations.
J’ai notamment acquis de nouvelles connaissances mathématiques et physiques.

Ils ont été, pour moi, une occasion en or, pour élargir mon champ de vision et
de constater le lien étroit qui existe en particulier entre la physique et les mathéma-
tiques.

La problématique de cette thése a été d’étudier la controlabilité, par un nombre
réduit de controles, de certaines classes de systémes gouvernés par des équations
aux dérivées partielles. On commence par rappeler des résultats généraux sur la
controlabilité , puis on présente deux outils I'inégalité de Ingham et la méthode
des moments permettant d’établir des inégalités d’observabilité. Dans la deuxiéme
partie, on étudie tout d’abord la controélabilité exacte et approchée, par le bord et
avec un seul controle, d’'un systéme hyperbolique formé d’une équation des ondes
couplée avec une équation différentielle du second ordre en temps.

Cette these traite certains problémes de controlabilité, mais il reste encore beau-
coup de problémes ouverts. On va en mentionner quelques uns, mais tout d’abord,
si on devait résumer la différence entre la controlabilité d’une équation et celle d’un

systéme d’équations, est que la controlabilité dans ce derniér dépend également:

e du nombre de controles,

e de la nature du couplage (par exemple §’il a un signe,... ).

Parmi les problémes ouverts, il y a celui o la matrice de couplage est pleine.

J’avais souhaité finaliser cette partie sur le systéme
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( Yy = You + A () Yy dans Qr = (0,7) x (0,7)

y(0,t) = Bo(t) , y(m,t)=0 te€(0,T)

[ y(2,0) =4°, y(z,0)=y"  dans (0,7)

avec les notations suivantes:

o Ac H'([0,7];L(R?)) est donné par A(z) = ( _522 (2) a(ox) ) ot § est

un nombre réel positif;

e B=(0,1)eR?et v e L*(0,T) est une fonction de controle.

Pour m’attaquer aux d’autres systémes hyperboliques couplées. C’est un prob-
léeme qui me prend a cceur. Je me ferai un plaisir de compléter ce travail dans le

futur.
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