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RÉPUBLIQUE ALGERIENNE DÉMOCRATIQUE ET POPULAIRE

Ministère de l’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
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thèse.
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2.3.1 Forme canonique du problème PL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.3.2 Forme standard du problème PL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.4 Propriétés fondamentales de la programmation linéaire . . . . . . . . . . . 8
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2.6.1 Propriétés de la dualité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.6.2 L’algorithme dual du simplexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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5.2 Programmation linéaire stochastique multi-objectifs . . . . . . . . . . . . . 66

5.2.1 Concepts de solutions efficaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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Z Ensemble des entiers relatifs

∅ Ensemble vide

Ω Ensemble de tous les événements aléatoires
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P (ξr) Probabilité de scénario ξr

(Ω,Ξ,P) Espace de probabilité
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V Opérateur de la variance, V =σ2

‖x‖ si x ∈ Rn, ‖x‖ =
i=n∑
i=1

xi
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b Vecteur déterministe ; b ∈ Rm
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Introduction générale

L’importance et la richesse de l’optimisation stochastique et l’optimisation multi-objectifs

ont contribué fortement au règne particulier de ces deux domaines dans la recherche

opérationnelle.

Les programmes stochastiques multi-objectifs sont des programmes mathématiques

où quelques données incertaines sont présentes à la fois dans les objectifs à optimiser

et\ou dans les contraintes du problème. L’incertitude est habituellement caractérisée par

une distribution de probabilité sur les paramètres. Bien que l’incertitude soit rigoureuse-

ment définie, dans la pratique elle peut s’étendre en détail en quelques scénarios (résultats

possibles des données) aux distributions communes spécifiques et précises de probabilité.

Le début de la programmation stochastique et en particulier la programmation stochas-

tique linéaire (SLP) a vu le jour dans les années cinquante et le début des années soixante

du dernier millénaire.

En 1955, Dantzig [43], fut le premier qui a formulé le problème général de la program-

mation linéaire avec des données incertaines. En 1961, il a discuté avec Madansky [44] à

un stade précoce la possibilité de résoudre des programmes linéaires stochastiques à deux

étapes.

Parmi les approches de solutions considérées comme outils de base pour la résolution

du SLP, nous citons entre autres la méthode du simplexe de Dantzig [45], la décomposition

Dantzig-Wolf [45], la décomposition dual de J.F. Benders [24], la méthode des coupes

introduite par J.E. Kelley [63] et la méthode faisable direction proposée et discutée en

détail par G. Zoutendijik [110]. Ces méthodes et leurs implémentations n’ont cessé d’être

révisé et développé jusqu’à nos jours.
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Introduction générale

L’observation selon laquelle les problèmes du monde réel doivent être résolus de manière

optimale selon des critères conflictuels interdisant une solution idéale (optimale pour chaque

critère) a conduit au développement de l’optimisation multicritère.

De ses premières racines, qui ont été posées par Pareto à la fin du XIXème siècle,

la discipline a prospéré et grandi, en particulier au cours des trois dernières décennies.

Aujourd’hui, de nombreux systèmes d’aide à la décision intègrent des méthodes pour faire

face à des objectifs contradictoires. Le fondement de tels systèmes est une théorie

mathématique de l’optimisation sous plusieurs objectifs.

L’introduction de variables discrètes dans les problèmes multi-objectifs rend ces problè-

mes beaucoup plus difficile à aborder, même s’ils sont linéaires. L’ensemble admissible

n’est plus convexe et les difficultés sont importantes.

L’optimisation stochastique et l’optimisation multi-objectifs ont connu un dévelop-

pement rapide, impressionnant et extrêmement fructueux au cours des dernières décennies.

Étonnamment, ces deux domaines ont évolué de façon assez surprenante, mais ils ont

évolué en bonne partie séparément l’un de l’autre, et même aujourd’hui, leur intersection

n’est abordée que par une fraction relativement faible des publications. Les problèmes

stochastiques multi-objectifs (SMOP) sont apparus dans la littérature avec les travaux

de Goicoechea et al. (1976) [54], Stancu-Minasian (1984) [91], Teghem et al. (1986) [95],

Slowinski et Teghem (1988) [89] et ceux d’Urli et Nadeau (1990) [102]. Ces méthodes ont

été successivement appliquées dans les problèmes réels.

La présence des variables entières dans les SMOP provoque de nouvelles difficultés

pour trouver les solutions efficaces et développer des méthodes intéractives. Bon nombre

des difficultés inhérentes aux problèmes de programmation linéaire stochastique multi-

objectifs en nombres entiers (SMOILP) sont déjà visibles.

En 1990, Teghem [99] fut le premier à proposer une méthode interactive: STRANGE-

MOMIX pour les problèmes SMOILP. En 2006, Abbas et Belhacene [2], proposent un al-

gorithme qui combine la technique ”cutting plane” développée par Abbas et Mouläı [1] et

la méthode de décomposition L-shaped développée par Van Slyke et Wets [106] et qui est

connue également sous le nom de la décomposition de Benders [24].
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Introduction générale

Soulignons que Fouad Ben Abdelaziz a une grande contribution dans le domaine de

la programmation multi-objectifs citons [17], [18], [19], [20], [21], [22], [23].

Notre travail de recherche s’inscrit dans le cadre d’un problème SMOILP, nous avons

proposé un algorithme très intéressant [8] combinant la technique de coupe d’efficacité

développée par Abbas et Mouläı [1] et le processus de séparation de la méthode branch

& bound [85] et la méthode L-shaped.

Cette thèse comporte cinq chapitres. Le premier chapitre, a pour objectif de présenter

les concepts de base de la programmation linéaire, notamment les méthodes de résolution

classiques (méthodes du simplexe, dual du simplexe et ”Branch & Bound”) [39], [45],

[85],[100].

Le deuxième chapitre est entièrement consacré à regrouper les généralités constituant

une introduction à la programmation stochastique [60], [59], [78], [91], [88]. Nous nous

intéressons particulièrement aux fondements théoriques de la programmation stochastique

ainsi que leurs méthodes de transformation à des problèmes déterministes équivalentes.

Nous passons en revue quelques méthodes de résolution telles que ”L-shaped” et ”Integer

L-shaped”. [32], [59], [61].

Le troisième chapitre traite le cadre général de la programmation multi-objectifs.

Nous présentons des notions essentielles de l’optimisation multi-objectifs (la dominance,

l’efficacité) et nous présentons quelques méthodes classiques d’optimisation multi-objectifs

discrète existantes dans la littérature [76], [33], [37].

Le quatrième chapitre se focalise sur le passage d’un problème stochastique multi-

objectifs SMOILP de l’état stochastique à l’état déterministe MOILP [24], [17], [20].

Le cinquième et dernier chapitre est consacré a notre nouvelle méthode exacte pour la

détermination de l’ensemble des solutions efficaces avec les valeurs de recours correspon-

dantes pour les problèmes SMOILP [8], [9], [10]. Nous donnons également un exemple

numérique relatif .

Nous terminons notre thèse par une conclusion qui synthétise nos résultats trouvés et

qui jette la lumière sur nos futures perspectives.

3



Chapitre 2

Optimisation linéaire

2.1 Introduction

L’optimisation linéaire consiste à trouver parmi un ensemble de solutions respectant

des contraintes une solution qui optimise une fonction objectif. Par optimiser, on en-

tend trouver la plus petite valeur (problème de minimisation) ou la plus grande valeur

(problème de maximisation). Dans ce chapitre, nous donnons de brefs rappels sur les prin-

cipaux résultats de la programmation linéaire (LP : Linear Programming) et de la pro-

grammation linéaire en variables entières (ILP : Integer Linear Programming), [42], [43],

[83], [85], [39], [75], [100].

Nous commençons par énoncer quelques propriétés sur les points et les ensembles dans Rn.

Nous présentons une formulation du problème ILP, et décrivons les méthodes qui sont

les plus souvent utilisées pour les résoudre. La principale caractéristique d’un programme

linéaire réside dans sa facilité de résolution grâce au célèbre algorithme du Simplexe.

Les problèmes ILP sont difficiles à résoudre, du fait notamment que le domaine admis-

sible n’est plus convexe mais discret. Le développement du problème ILP a connu trois

étapes successives, à savoir : les méthodes de coupure furent les premières à être proposées,

comme conséquence directe des travaux de R.E.Gomory en 1958 [52]. Cette première ap-

proche fut ensuite remplacée au début des années 60 [68] par celle des procédures par

séparation et évaluation (B&B : Branch and Bound) et des méthodes de coupes.

4



2.2. Propriétés des ensembles dans Rn

L’approche des méthodes de coupure connut vingt ans plus tard une seconde force

dans le cadre de la théorie polyédrale avec la notion d’inégalités valides qui peut aussi être

intégrée dans une approche Branch and Cut.

2.2 Propriétés des ensembles dans Rn

Les notations et les terminologies utilisées dans ces sections sont tirées de [100], [85].

2.2.1 Ensembles convexes, polyèdres et polytopes

Définition 2.1 (Ensemble convexe) Un sous-ensemble C de Rn est dit convexe si

∀x, x′ ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1], (λx+ (1− λ)x′) ∈ C.

D’un point de vue géométrique, un convexe est donc un ensemble qui, lorsqu’il contient

deux points, contient nécessairement le segment les reliant. L’ensemble vide est par

convention convexe.

Définition 2.2 (Cône convexe) Un sous-ensemble Ĉ de Rn est un cône convexe si

∀x1, x2 ∈ Ĉ, ∀λ1, λ2 ∈ R+, λ1x
1 + λ2x

2 ∈ Ĉ.

Définition 2.3 (Polyèdre) Un polyèdre dans Rn est un ensemble de la forme

P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b},

où A ∈ Rm×n et b ∈ Rm sont fixés.

Autrement dit, c’est une intersection finie de demi-espaces fermés de Rn. En fait, tout

polyèdre dans Rn est convexe.

Corollaire 2.1 Un polyèdre de Rn possède un nombre fini de faces. En particulier, il

contient un nombre fini de points extrémaux, appelés aussi sommets.

Définition 2.4 (Polytope) Un polyèdre convexe borné est un polytope convexe.

5



2.3. Formulation d’un problème de programmation linéaire

2.2.2 Faces, Points extrêmes

Définition 2.5 (Face) Soit C un sous-ensemble convexe fermé de Rn et F ⊆ C convexe

fermé lui aussi. On dit que F est une face de C si quels que soient x, x′ ∈ C et λ ∈ [0, 1],

si λx+ (1− λ)x′ ∈ F alors nécessairement x ∈ F et x′ ∈ F .

Définition 2.6 (Point extrême) On appelle x0 ∈ C un point extrême (ou extrémal) si

et seulement si quels que soient x, x′ ∈ C et λ ∈ [0, 1], si λx + (1 − λ)x′ = x0 alors

nécessairement x = x′ = x0. Autrement dit, un point extrême d’un convexe C de Rn est

une face réduite à un point.

2.3 Formulation d’un problème de programmation

linéaire

La programmation linéaire est un cas particulier de la programmation mathématique

pour lequel la fonction objectif (fonction de coût) et les contraintes du problème sont

linéaires. En écriture matricielle, tout programme linéaire PL peut être transformé sous

la forme standard suivante :

(PL)



minZ (x) = cx

s.c

Ax


=

≤

≥

 b

x ≥ 0

(2.1)

où c = (c1, ..., cn) est un vecteur ligne de n colonnes, les variables de décision est

un vecteurs colonnes x = (x1, ..., xn)t à n lignes , A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n est une matrice à

m lignes et n colonnes et b = (b1, ..., bm) est un vecteur colonne de m lignes. L’inégalité

vectorielle x ≥ 0 signifie que chaque composante du vecteur x est positive ou nulle.
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2.3. Formulation d’un problème de programmation linéaire

L’ensemble des contraintes S = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} représente l’ensemble des so-

lutions admissibles de PL (2.1), où S ⊆ Rn est un polyèdre non vide et borné.

Remarque 2.1 Il est toujours possible de ramener :

(i) l’optimisation à une minimisation (maximiser la fonction Z est équivalent à minimiser

la fonction −Z),

(ii) toutes les variables à être non négatives. Une variable xj de signe quelconque peut-

être décomposée en deux variables non-négatives xj = x+
j − x−j , avec x+

j = max (0, xj) et

x−j = max (0, − xj) .

2.3.1 Forme canonique du problème PL

Pour obtenir cette forme équivalente, toutes les contraintes d’égalités sont mises sous

forme d’inégalité suivante :

Aix = bi ⇔

 Aix ≥ bi

−Aix ≥ −bi
avec Ai : la ième ligne de la matrice A et bi la ième coordonnée de vecteur b.

En notation matricielle, la forme canonique est donc :



minZ (x) = cx

s.c

Ax ≥ b

x ≥ 0

ou encore



maxZ (x) = cx

s.c

Ax ≤ b

x ≥ 0


2.3.2 Forme standard du problème PL

Pour obtenir cette forme équivalente, toutes les contraintes d’inégalité sont mises sous

forme d’égalité par l’introduction de variables d’écart non négatives :

Aix ≥ bi ⇔ Aix− x′i = bi et x′i ≥ 0

Aix ≤ bi ⇔ Aix+ x′i = bi et x′i ≥ 0
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2.4. Propriétés fondamentales de la programmation linéaire

En notation matricielle, la forme standard est donc :

(LP )



minZ (x) = cx

s.c

Ax = b

x ≥ 0

(PL)

2.4 Propriétés fondamentales de la programmation

linéaire

Définition 2.7 (Solution admissible) Une solution admissible (réalisable) du problème

(PL) est une solution qui vérifie toutes ses contraintes.

L’ensemble des solutions admissibles noté S, S = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} est soit :

(i) un polytope,

(ii) un polyèdre convexe, non vide mais non borné,

(iii) un ensemble vide.

Définition 2.8 (Solution optimale) Une solution optimale du problème (PL) est une so-

lution admissible qui minimise la fonction Z (x) .

x∗ solution optimale⇐⇒ x∗ ∈ S et cx∗ ≤ cx,∀x ∈ S.

2.5 Caractérisation des solutions du problème PL

Définition 2.9 (Base) Soit J un sous-ensemble d’indices colonnes {1, ...,m}, avec |J | =

m. Si la sous-matrice AJ déduite de A, en considérant les colonnes d’indices de J , est

inversible, alors J est une base.

Nous notons par J l’ensemble des indices des variables de base, J̄ l’ensemble des indices

des variables hors base. Sans perte de généralité, on peut supposer que les colonnes

de A ont été ordonnées de manière à pouvoir écrire A sous la forme A = (AJ , AJ̄), avec

AJ la m × m−matrice de base inversible et AJ̄ la m × (n − m)−matrice contenant les

8



2.5. Caractérisation des solutions du problème PL

colonnes de A différents de AJ . Le vecteur x peut être partitionné de façon analogue en

posant x = (xJ , xJ̄)t. Les variables xJ sont appelés variables de base et les variables xJ̄

les variables hors base. Finalement le vecteur c peut lui aussi être partitionné de la même

manière en c = (cJ , cJ̄), le programme linéaire (PL) s’écrit :



minZ (x) = cJxJ + cJ̄xJ̄

s.c

AJxJ + AJ̄xJ̄ = b

xJ ≥ 0

xJ̄ ≥ 0

(2.2)

Définition 2.10 (Solution de base) On appelle solution de base du système Ax = b

associée au choix de base J la solution x∗ définie par:

x∗J̄ = (0, ..., 0)t .

x∗J =
[
AJ
]−1

b,

On dit que la solution optimale x∗ est dégénérée si une ou plusieurs composantes de x∗J

sont nulles.

Définition 2.11 (Solution de base réalisable) On dit que la solution de base x∗ du système

Ax = b associée au choix de la base J est une solution de base réalisable (admissible), si

de plus toutes les composantes de x∗ sont positives. Dans ce cas, on dit aussi que la base

J est une base réalisable.

Définition 2.12 (Solution de base optimale ) Soit J une base réalisable et x∗ la so-

lution de base associée à J . Si le vecteur c∗ (où :
(
cJ̄
)∗

= cJ̄ − cJ
[
AJ
]−1

AJ et
(
cJ
)∗

=

(0, ..., 0)) n’a que des composantes négatives ou nulles, alors x∗ est une solution optimale

du problème PL

Si la solution optimale x∗ est dégénérée, alors cette solution optimale n’est pas unique.

Les autres solutions des base optimales sont appelées solutions alternatives à x∗.
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2.5. Caractérisation des solutions du problème PL

Définition 2.13 Un programme linéaire (2.2) est dit écrit sous forme canonique par

rapport à une base J , si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) AJ est, à une permutation près des colonnes, la matrice unité ;

(ii) cJ = 0.

Définition 2.14 Le m-vecteur ligne π = cJ(AJ)−1 est appelé ” vecteur multiplicateur

relatif à la base J ”.

Définition 2.15 Le n-vecteur ligne c = (0; cJ − πAJ), noté parfois c(J), est appelé ”

vecteur coût relatif à la base J ” (appelé aussi ” coût réduit ”).

Le pivoitage est une opération appliquée à la matrice augmentée M =

 A b

c −πb

.

Aussi, on définit la matrice de pivotage D(r, s) comme suit :

Définition 2.16 Étant donnés une (m+ 1)(n+ 1)-matrice M , où M =

 A b

c −πb

 ;

r indice ligne (1 ≤ r ≤ m) et s indice colonne (1 ≤ s ≤ n), tels que : Asr 6= 0. La matrice

D(r, s) est telle que :

D(r, s) = (e1, . . . , er−1, D
r, er+1, . . . , em, em+1)

où

ei est le ième vecteur de la base canonoque

Dr =

(
−A

s
1

Asr
,−A

s
2

Asr
, . . . ,−

Asr−1

Asr
,

1

Asr
,−

Asr+1

Asr
, . . . ,−A

s
m

Asr
,− c

s

Asr

)t
Aji est la composante de la ième ligne et la j ème colonne de la matrice A.

D(r, s) est applée ” matrice de pivotage sur le pivot Asr de la m× n−matrice A ”.

Définition 2.17 On appelle ”col”, une application définie comme suit :

col : {1, ...,m} −→ J

i 7→ col(i) telle que : Acol(i) = ei

 où ei est le ième vecteur

de la base canonique
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2.5. Caractérisation des solutions du problème PL

2.5.1 L’algorithme simplexe

L’algorithme de programmation linéaire le plus célèbre et le plus ancien consiste en

la méthode du simplexe de [42].

Considérons le PL (2.2) écrit sous forme canonique par rapport à une base réalisable

J. C’est-à-dire qu’on a: b ≥ 0.

La méthode du simplexe consiste en la répétition du processus suivant jusqu’à ce qu’on

obtienne soit une base optimale soit un ensemble de solutions pour lesquelles Z n’est pas

borné soit un ensemble de solutions vide.

Algorithme 2.1 (Simplexe)

Étape 1. Choisir s tel que cs > 0, si un tel n’existe pas, la base J est optimale. Sinon

aller à l’Étape 2.

Étape 2. Examiner As, si As ≤ 0 pas de solution optimale (Z n’est pas borné). Terminer.

Sinon, aller à l’Étape 3.

Étape 3. I = {i : Asi > 0} 6= ∅. Choisir i0 ∈ I, tel que :
bi0
Asi0

= min
i∈I

{
bi
Asi

}
. Aller à

l’Étape 4.

Étape 4. Effectuer le pivotage sur la matrice des coefficients du programme linéaire

de manière à écrire celui-ci sous forme canonique par rapport à la nouvelle base J :=

(J ∪ {s}) \ {col(i0)}(1).

Poser col(i0) = s où col(i0) est l’indice de la variable de base associée à la ligne i0.

L’élément Asi0 est appelé pivot (où Asi0 la composante de l’intersection de la colonne s

et la ligne i0 de la matrice A).

(1)On fait entrer l’indice s à l’ensemble des indices J et en fait sortir l’indice col(i0) de J.

11



2.6. Dualité

2.6 Dualité

La dualité associe à tout problème linéaire un autre problème linéaire qui est appelé

problème dual du problème initial tel que les deux programmes duaux ne constituent pas

deux problèmes différents mais deux aspects différents d’un même problème.

Définition 2.18

Etant donné un PL: (P)



maxZ = cx

s.c

Ax ≤ b

x ≥ 0

, son PL dual de est le PL: (D)



minW = yb

s.c

yA ≥ c

y ≥ 0

– Le PL original (P) est alors souvent appelé le PL primal.

– Les programmes (P) et (D) sont duaux l’un de l’autre et le problème dual du dual est

le problème primal initial.

2.6.1 Propriétés de la dualité

Considérons un problème linéaire de maximisation (P) et son dual (D).

Théorème 2.1 (Dualité faible) Pour tout couple de solutions x̄, ȳ respectivement réali-

sables de (P) et (D) on a: cx̄ ≤ ȳb.

Théorème 2.2 Soit x∗ et y∗ un couple de solutions réalisables pour (P) et (D) respec-

tivement tel que cx∗ = y∗b, alors x∗ et y∗ sont respectivement des solutions optimales

pour (P) et (D) .

Théorème 2.3 (Théorème de dualité de Gale, Kuhn et Tucker) Le problème pri-

mal (P) possède une solution optimale x∗ si et seulement si le problème dual (D) possède

une solution optimale y∗ Dans ce cas, on a nécessairement Z (x∗) = w (y∗) .

Théorème 2.4 (Dualité forte) Si le problème primal (dual) possède une solution op-

timale finie, alors il en est de même pour le problème dual (primal) et de plus Z = w.
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2.6. Dualité

Théorème 2.5 (Théorème des écarts complémentaires) Soient x̄ et ȳ des solutions

réalisables respectivement du (P) et (D). Une condition nécessaire et suffisante pour que

x̄ et ȳ soient solutions optimales est qu’elles vérifient les relations suivantes :

(c− ȳtA)x̄ = 0 et ȳt (Ax̄− b) = 0

Définition 2.19 (Solution duale associée à une base) Soit J une base du problème

(P). Les coûts réduits des variables de base étant nuls, on a cJ − cJ
[
AJ
]−1

AJ = 0, qui

donne yJA
J = cJ . Ainsi, yJ = cJ

[
AJ
]−1

et donc yJ est une solution réalisable de base

du problème (D). Si de plus cJ̄ ≥ 0 alors, la base J est une base optimale si elle est duale

réalisable.

2.6.2 L’algorithme dual du simplexe

La notion de dualité exposée dans le paragraphe précédent permet de définir d’autres

algorithmes de résolution des programmes linéaires qui peuvent être considérés comme

des variantes de la méthode du simplexe.

Considérons le PL (2.2) écrit sous forme canonique par rapport à une base J.

L’algorithme dual du simplexe considère une situation dans laquelle cJ̄ ≤ 0 avec une

solution de base non réalisable bi < 0. L’algorithme consiste alors à choisir un pivot s’il

existe pour rendre b ≥ 0, tout en maintenant les c ≤ 0.

tel que (2.2) soit dual réalisable.

Algorithme 2.2 (Dual du simplexe)

Étape 1. Choisir i0 tel que bi0 < 0. Si un tel i0 n’existe pas, alors la base J est optimale.

Terminer.

Sinon aller à l’Étape 2.

Étape 2. Examiner Ai0 . Si Ai0 ≥ 0 pas de solution réalisable. Terminer.

Sinon, aller à l’Étape 3.

Étape 3. S =
{
s : Asi0 < 0

}
6= ∅. Choisir s0 ∈ S tel que:

cs0

As0i0
= min

s∈S

{
cs

Asi0

}
, aller à

l’Étape 4.
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2.7. La programmation linéaire en nombres entiers

Étape 4. Effectuer le pivotage sur la matrice des coefficients du programme linéaire

de manière à écrire celui-ci sous forme canonique par rapport à la nouvelle base J :=

(J \ {col(i0)}) ∪ {s0}. Aller à l’Étape 1.

2.7 La programmation linéaire en nombres entiers

Dans le développement de la programmation linéaire en variables entières (ILP : Integer

Linear Programming), il existe trois étapes successives : les méthodes de coupure furent

les premières à être proposées, en conséquence essentiellement aux travaux de R.E.Gomory

en 1958 [52] ; cette première approche fut ensuite remplacée au début des années 60 [68]

par celle des procédures par séparation et évaluation (B&B : Branch and Bound) qui

fut ensuite largement développées pour entamer la voie de l’optimisation combinatoire.

L’approche des méthodes de coupure connue vingt ans plus tard une seconde force dans

le cadre de la théorie polyédrale, avec la notion d’inégalités valides qui peut aussi être

nécessairement intégrée dans une approche Branch and Cut.

Considérons un programme linéaire (PL) pour lequel toutes les variables doivent être

entières, le problème résultant, noté (ILP : integer linear programming) est le problème

général de la programmation linéaire à variables entières :

(ILP )


minZ (x)

s.c

x ∈ S = S ∩ Zn
(2.3)

où S = S ∩ Zn et S = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0}

À cause de ce changement de la nature des variables, l’ensemble admissible (S ∩ Zn)

n’est pas convexe et les programmes linéaires en variables entières nécessitent donc d’autres

méthodes de résolution que celles des programmes linéaires à variables continues.

Remarque 2.2 Aucune distinction n’est faite entre les variables entières et binaires,

puisque les variables entières peuvent être transformées en variables binaires.

14



2.7. La programmation linéaire en nombres entiers

Définition 2.20 (Inégalité valide de (ILP )) Une inégalité Aix ≤ α ou Aix ≥ α, est

dite inégalité valide pour S si elle est vérifiée par toute solution réalisable de (2.3)

(c’est-à-dire tout point de S).

Une coupe est une inéquation valide qui n’est pas satisfaite pour tout point de S.

Définition 2.21 Si α est un scalaire quelconque on désigne par bαc le plus grand entier

inférieur ou égal à α.

2.7.1 La méthode de coupure de Gomory

L’algorithme utilisant les coupes de Gomory procédé comme suit :

La première étape de l’algorithme consiste à résoudre la relaxation linéaire (PL) bien

évidemment, si (2.3) n’a pas de solution admissible, il en est de même pour (2.3) et si la

solution optimale x̄ de (PL) est entière, le problème est résolu. Supposons donc que ce

ne soit pas le cas et que x̄ est finie.

choisir une variable xj telle que la valeur x̄j est fractionnaire et considérer la ligne

correspondante du tableau du simplexe, par exemple la ligne i :

xj +
∑
k∈N

aikxk = x̄j

où N est l’ensemble des indices des variables hors-base.

La contrainte

∑
k∈N

f(âik)xk ≥ f(x̄j) (2.4)

est alors déduite de l’expression précédente, où f(r) = r − brc désigne la partie frac-

tionnaire du nombre réel r.

La contrainte (2.4) est la coupure de Gomory, peut être rajouter au tableau courant

du simplexe.

Lorsque le problème est réoptimisé en variables continues et qu’il existe encore des

variables non entières, une nouvelle coupure de Gomory est ajoutée. Autrement dit,

après un nombre fini d’application de l’algorithme dual, soit
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2.7. La programmation linéaire en nombres entiers

– on obtient une solution entière optimale

– on constate que le problème est impossible, c’est- à-dire qu’une condition nécessaire

pour que les variables soient entières ne peut être vérifiée.

Dans la pratique, les coupes fractionnaires de Gomory convergent très lentement.

Dans cette thèse, nous proposons des procédures basées sur le B&B afin de résoudre,

le plus efficacement possible, des problèmes difficiles. Les méthodes du B&B ont été

spécialement élaborées pour des problèmes en variables discrètes [100], [85].

2.7.2 Méthode par séparation et évaluation B&B

Nous nous intéressons aux méthodes par séparation et évaluation pour ILP, qui sont

basées sur l’idée de l’énumération des solutions réalisables. La séparation consiste en la di-

vision de l’ensemble des solutions réalisables en plusieurs sous-ensembles et l’évaluation

repose sur la résolution des sous-problèmes engendrés par la séparation et à la suppression

des sous-ensembles qui ne contiennent pas la solution optimale.

On considère le programme linéaire en nombres entiers :

(
ILP (0)

)


minZ (x)

s.c

x ∈ S = S ∩ Zn
(2.5)

avec S = S0 = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} .

Ce problème est associé au nœud initial 0 de l’arborescence. Au nœud i de l’arborescence

sera associé un problème ILP (i) en variables entières dont l’ensemble des solutions sera :

Si = Si ∩ Zn; On assosié son problème relaxé(2) LP (i) dont l’ensemble des solutions sera

: Si

(2)Problème obtenu en ignorant les contraintes d’intégralité.
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2.7. La programmation linéaire en nombres entiers

Définition 2.22 (Nœud sondé) Un nœud l de l’arbre est sondé si ILP (l) n’est pas

réalisable, i.e Sl = ∅

Définition 2.23 (Nœud actif) Les nœuds crées mais non sondés, donc ceux qui restent

à examiner, sont appelés les nœuds actifs.

Une méthode de B&B sera essentiellement constituée de trois éléments principaux :

(1) Procédure de séparation

On construit une arborescence d’évaluations de problèmes, où la racine correspond à

l’évaluation du problème initial.

Soit un nœud i non sondé. Il existe donc au moins une variable non entière dans

la solution optimale (xi)
∗

du problème relaxé LP (i); on choisit le premier xl = αl /∈ Z.

Le nœud i est séparé en deux sous-nœuds, en imposant respectivement la contrainte

supplémentaire :

(i) xl ≤ bαlc

(ii) xl ≥ bαlc+ 1

La solution xi∗ ne vérifie aucune de ces deux contraintes. Ces contraintes (i) et (ii)

définissent respectivement deux zones disjointes de Si contenant toutes les solutions de Si.

Il est aisé (grâce à l’algorithme dual) de réoptimiser les problèmes relaxés correspondant

à ces deux sous-nœuds.

Si+1 = Si ∩ {x : xl ≤ bαlc} et Si+2 = Si ∩ {x : xl ≥ bαlc+ 1}

Il sera généralement conseillé de choisir une subdivision qui correspond à une partition

de S, c’est à dire qui vérifie également :

Si ∩ Sj = ∅, ∀ (i, j) , i 6= j.
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Figure 2.1 : Arborescence correspondant à B&B

Ces subdivisions successives sont représentées à l’aide de l’arborescence ci-dessus.

– Le niveau 0 (appelé racine de l’arborescence) comporte un seul nœud qui correspond

au sommet S = S0.

– Le niveau 1 comporte deux nœuds qui correspondent aux sommets S1 et S2.

– Le niveau 3 comporte quatre nœuds correspondent aux sommets S3, S4, S5 et S6

(2) Procédure d’évaluation

L’évaluation permet de calculer une borne inférieure (dans le cas de la minimisation)

sur la valeur de la solution optimale des sous-problèmes issus de la séparation et d’éliminer

les nœuds qui ne peuvent contenir la solution optimale du problème original. La seconde

partie de l’évaluation, dite d’élagage, consiste en la suppression des nœuds qui ne con-

tiennent pas la solution optimale et à arrêter la séparation des nœuds dont la solution

optimale est connue. En effet, lorsque la borne inférieure associée à un nœud est supérieure

à la valeur d’une solution réalisable connue, le sous-ensemble correspondant ne peut pas

contenir la solution optimale, un tel nœud est sondé. Par ailleurs, un nœud dont la solu-

tion optimale est connue ne nécessite aucun développement supplémentaire, et peut donc

être stérilisé, dans le sens où seule sa solution optimale est retenue.
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2.7. La programmation linéaire en nombres entiers

(3) Stratégie de parcours

La stratégie de parcours est la règle suivant laquelle est choisi le sommet devant être séparé

parmi tous les sommets pendants (les sommets non encore séparés) de l’arborescence.

Parmi les stratégies de parcours les plus connues, on peut citer :

(i) La largeur d’abord : Cette stratégie favorise les sous-problèmes les plus anciennement

créés, c’est à dire les sommets les plus proches de la racine. Il est à noter que

cette stratégie est peu utilisée car elle présente une efficacité plus faible que les deux

autres stratégies présentées.

(ii) La profondeur d’abord : L’exploration privilégie le sous problème le plus récemment

créé, c’est-à-dire au sommet le plus éloigné de la racine. Cette stratégie permet

d’avoir rapidement la solution optimale avec un peu de place mémoire.

(iii) Le meilleur d’abord : Cette stratégie favorise l’exploration des sous-problèmes possé-

dant la plus grande borne supérieure. Elle dirige la recherche la où la probabilité

de trouver une meilleure solution est la plus grande. Elle permet aussi d’éviter

l’exploration de tous les sous-problèmes qui possèdent une évaluation inférieure à

la valeur optimale.

2.7.3 Les méthodes de coupes

Les méthodes de coupes ont pour cible d’obtenir l’enveloppe convexe des solutions entières

réalisables, c’est-à-dire le plus petit polyèdre contenant toutes les solutions entières réali-

sables du ILP. Si l’on arrive à désigner cette enveloppe convexe, la résolution de la relax-

ation du ILP réduit à cet ensemble donne une solution optimale entière. La difficulté de ces

méthodes demeure dans la génération de coupes efficaces. Les méthodes de coupes utilisées

affichent des performances simples. Par contre, elles se révèlent efficaces lorsqu’elles sont

associées à des méthodes de recherche arborescente telles que le branch and cut [85]

(méthode combinant l’algorithme du B&B et la méthode des coupes polyédrales).
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2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés aux problèmes de programmation linéaire

et la programmation linéaire en nombres entiers lorsque toute donnée du problème est con-

nue avec certitude. Nous avons rappelé en premier lieu des éléments essentiels de la théorie

de la programmation linéaire et la programmation linéaire en nombres entiers notamment

les méthodes de résolution classiques (méthodes du simplexe, dual du simplexe et B&B).

Lorsque des paramètres incertains apparaissent dans un problème d’optimisation, on ne

se retrouve plus dans le domaine déterministe, on passe dans un monde stochastique qui

fait l’objet du chapitre 2.
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Chapitre 3

Optimisation linéaire stochastique

3.1 Introduction

La notion d’incertitude dans la programmation mathématique est apparue pour la première

fois dans les années 50 avec les travaux de Bellman et Dantzig [43], Cooper et Charnes

[34], [35], et elle a rencontré depuis un développement rapide. Dans ce chapitre on par-

lera d’incertitude dans le sens d’incertitude aléatoire, où une partie de l’information est

nécessaire pour la compréhension complète d’un phénomène est inconnue. L’incertitude

dans les problèmes d’optimisation touche notamment les coûts de production, les prix

des marchés, les pénalités en cas des violations des contrats, aussi bien que la demande

des clients, les délais de livraison, les temps de traitement, la disponibilité des machines

et d’autres coefficients technologiques. Il se peut que l’on connaisse partiellement certains

aspects du phénomène à travers soit des scénarios, soit un historique, soit une loi de prob-

abilité, soit des moments de la variable aléatoire (par exemple espérance mathématique,

variance). Des scénarios peuvent être creés à partir des historiques, (comme par exemple

les ventes des dernières années, les températures de la dernière décennie, la mortalité d’une

certaine population), ou à partir de l’opinion d’experts qui peuvent prévoir le comporte-

ment du phénomène incertain. Si la loi de probabilité de la variable aléatoire est connue

de façon analytique, on peut soit créer des méthodes analytiques (la plupart du temps

ceci est un travail non-trivial) qui tiennent compte de cette loi de probabilité, soit générer
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un ensemble de scénarios suivant cette loi.

Le lecteur pourra trouver dans les travaux suivants [104], [28], [32] et [84] un état de

l’art de la programmation stochastique, d’autre part les références [107] et [69] se focalisent

essentiellement sur les méthodes de résolution de programmation stochastique en nombres

entiers. La littérature autour de la programmation stochastique devient de plus en plus

riche, les ouvrages les plus importants dans le domaine étant ceux de [78], [27], [87] et [60]

alors que [107], [73] et [69] se focalisent sur les méthodes de résolution de programmation

stochastique en nombres entiers.

Dans ce chapitre, nous rappelerons les principaux résultats de la programmation

linéaire stochastique en variables continues (SLP : Stochastic Linear Programming), nous

parlerons de manière générale de toutes les définitions et tous les résultats que nous al-

lons utiliser dans notre travail. Nous aborderons uniquement les résultats nécessaires

pour l’étude et la résolution du problème de la programmation linéaire stochastique

multi-objectifs en nombres entiers (SMOILP : Stochastic MultiObjective Integer Linear

Programming) nécessaires pour la compréhension des prochains chapitres. Pour plus

de détail le lecteur pourra consulter les ouvrages spécialisés [60], [28] et [64] qui ont été

utilisés pour la rédaction de ce chapitre.

3.2 Notions fondamentales

3.2.1 Variables aléatoires, scénarios et espaces de probabilité

Plusieurs paramètres d’un problème peuvent être considérés comme incertains et sont donc

représentés comme des variables aléatoires. Les coûts de production et de distribution

dépendent généralement des coûts du carburant, qui sont aléatoires. Les demandes futures

dépendent des conditions incertaines du marché. Les rendements des cultures dépendent

de conditions météorologiques incertaines.

L’incertitude est représentée en termes d’expériences aléatoires avec des résultats in-

diqués par ω et l’ensemble de tous les résultats est représenté par Ω. Les résultats peu-

vent être combinés en sous-ensembles d’événements. Nous notons par Ξ un ensemble
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d’événements aléatoires.

Enfin, à chaque événement A ∈ Ξ, est associé une valeur P(A), appelée probabilité,

telle que :

(i) 0 ≤ P(A) ≤ 1;

(ii) P(∅) = 0,P(Ω) = 1;

(iii) P(A1 ∪ A2) = P(A1) + P(A2) si A1 ∩ A2 = ∅.

Le triplet (Ω,Ξ,P) s’appelle un espace de probabilité qui doit satisfaire un nombre

de conditions (pour plus de détails le lecteur est invité à consulter [38]). Il est possible

de définir plusieurs variables aléatoires associées à un espace de probabilité, c’est-à-dire

toutes les variables qui sont influencées par les événements aléatoires de A.

La description des variables aléatoires utilisée dans la programmation stochastique est

étroitement liée à l’ensemble Ω. Dans certains cas, les éléments ω ∈ Ω sont utilisés pour

décrire quelques états de scénarios. Tous les éléments aléatoires dépendent d’un en-

semble fini de plusieurs scénarios. Une telle situation se produit fréquemment dans

les modèles stratégiques où la connaissance des résultats possibles à l’avenir est obtenue

par le jugement d’experts et où seuls quelques scénarios sont examinés en détail. Dans

de nombreuses situations, il est extrêmement difficile et inutile de construire Ω et Ξ ;

la connaissance des variables aléatoires est suffisante. Pour une variable aléatoire par-

ticulière, on définit sa distribution cumulative Fξ(x) = P(ξ ≤ x), ou plus précisément

Fξ(x) = P({ω : ξ (ω) ≤ x}). Une variable aléatoire discrète prend un nombre fini ou

dénombrable de valeurs différentes. Elle est mieux décrite par sa distribution de prob-

abilités, qui est la liste des valeurs possibles, ξr, r ∈ {1, ..., R}, avec les probabilités as-

sociées,

Pr = P (ξr) = P (ξ = ξr) > 0, r = 1, ..., R (avec Pr > 0 et
r=R∑
r=1

P (ξr) = 1).
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3.3 La programmation linéaire stochastique

Les programmes stochastiques sont des programmes mathématiques où les valeurs de cer-

tains coefficients ne sont pas connues avec certitude. Dans la plupart des cas, ces co-

efficients sont des variables aléatoires caractérisant des lois de probabilité bien précise.

Comme les coefficients peuvent prendre plusieurs valeurs, nous disons que chacune des

réalisations possibles est un scénario. Il peut arriver qu’il existe un nombre très impor-

tant ou même infini de scénarios. Or, la capacité technologique de résoudre un problème

de programmation linéaire stochastique avec un nombre trop important de scénarios étant

encore limitée, il devient naturel de ne retenir qu’un nombre limité de scénarios parmi

tous les événements possibles.

Un programme linéaire stochastique est un programme linéaire en présence de coeffi-

cients aléatoires définis sur un espace de probabilité (Ω,Ξ,P) de distribution connue.

Considérons le programme linéaire stochastique suivant :



“ min ” Z = c (ξ)x

s.c

T (ξ)x = h (ξ)

Ax = b

x ≥ 0

(3.1)

où x et b sont des vecteurs réels de dimension (n× 1) et (m× 1). A est une matrice

réelle de dimension (m× n) , Z représente la fonction à optimiser.

ξ =
(
ξ1, ..., ξR

)
est le vecteur composé des variables aléatoires reflétant l’incertitude

sur les évènements. Les évènements possibles ξr s’appellent souvent des scénarios, dont

Pr = P (ξr) est la probabilité d’occurrence.

c (ξ) , h (ξ) et T (ξ) sont respectivement appelés vecteur coût, vecteur second membre et

matrice de technologie dépendant de la variable ξ et de dimensions appropriées (c : 1×n,

h : m0 × 1, T : m0 × n).

L’ensemble des contraintes S =
{
x : Ax = b, x ∈ Rn

+

}
est un polyèdre convexe.
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3.3.1 Décisions et étapes

Dans les problèmes d’optimisation stochastique, nous nous intéressons aux décisions que

l’on prend à présent qui doivent à définir (dans un sens prédéterminé) et doivent permettre

de faire face aux circonstances incertaines qui se produiront après (au futur). Ce type

de problème s’appelle “here and now problems”.

Il y a un autre type de problèmes. Si on est capable de connâıtre la réalisation

de la variable aléatoire de futur, alors on est également capable de trouver la solution

optimale du présent qui correspond à ce problème. Ces problèmes s’appellent “wait and

see problems”.

Les programmes linéaires stochastiques sont des programmes linéaires dans lesquels

certaines données problématiques peuvent être considérées comme incertaines. Les pro-

grammes de recours sont ceux dans lesquels certaines décisions de recours peuvent être

prises après la révélation de l’incertitude. Pour être plus précis, l’incertitude des données

signifie que certaines des données problématiques peuvent être représentées sous forme

de variables aléatoires. On suppose qu’une description probabiliste précise des variables

aléatoires est disponible, sous forme de distribution de probabilité. Comme d’habitude,

les valeurs particulières que prendront les différentes variables aléatoires sont seulement

connues après l’expérience aléatoire, car le vecteur ξ n’est connu qu’après l’expérience.

L’ensemble des décisions est ensuite divisé en deux étapes:

(i) Un certain nombre de décisions doit être pris avant l’expérience. Toutes ces décisions

sont appelées décisions de première étape et la période où ces décisions sont prises

est appelée la première étape.

(ii) Plusieurs décisions peuvent être prises après l’expérience. Elles sont appelées décisions

de deuxième étape. La période correspondante est appelée la seconde étape.

Les décisions de première étape sont représentées par le vecteur x, tandis que les décisions

de deuxième étape sont représentées par le vecteur z ou z(ξ) ou même z(ξ, x) si l’on veut

souligner que les décisions de seconde étape diffèrent en fonction du résultat de l’expérience
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aléatoire et de la décision de première étape. La séquence d’événements et de décisions

est donc résumée comme suit:

x→ ξ → z(ξ, x).

3.4 Types de modèles d’optimisation stochastique

Les approches qui dominent sur la modélisation et la résolution des problèmes de la pro-

grammation stochastique sont les suivantes :

(i) Modèles avec des contraintes probabilistes.

(ii) Modèles de recours.

(iii) Modèles robustes.

Dans les sections qui suivent, on présentera brièvement les différentes approches em-

ployées dans les modèles avec des contraintes probabilistes. On passera ensuite à la grande

famille des modèles de recours : le programme linéaire à deux étapes avec recours (2-

stage linear program with recourse), qui sera utile pour la résolution de notre problème.

La même logique peut être étendue à des problèmes multi-étapes quand le décideur est en

face d’une décision de première étape, essayant d’anticiper l’impact de l’aspect aléatoire

sur plusieurs périodes du futur. Le problème peut s’étendre en plusieurs étapes suivant

l’horizon d’étude.

Dans le contexte multi-étapes, les décisions du problème sont fractionnées en plusieurs

groupes, chacun étant déterminé à une étape donnée. Elles sont employées lorsque

l’information sur les coefficients incertains peut être révélée sur plusieurs étapes. Citons,

à titre d’exemple, des problèmes de gestion d’une châıne de production, des problèmes

de flots dans un réseau, ou encore des problèmes de gestion de stock où dans chacun

de ces problèmes les quantités produites, achetées, acheminées ou stockées doivent être

calculées sur plusieurs périodes d’un horizon temporel de manière dynamique.
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3.5 Modèles avec des contraintes probabilistes

La programmation sous contraintes probabilistes due à Charnes et Cooper [35] a pour but

de transformer les contraintes stochastiques en des contraintes déterministes équivalentes

en considérant la probabilité de leurs réalisations, simultanément ou séparément, au moins

égale à un seuil ou à des seuils choisi(s) par le décideur.

Etant donné que la méthode de la programmation sous contraintes probabilistes [35]

focalise sur les contraintes, nous considérons alors un programme linéaire stochastique

dont l’objectif est déterministe comme suit :

min cx

s.c

Ax = b

Tx ≥ ξ

x ≥ 0

(3.2)

où : c, A et b sont les matrices déterministes de dimensions (1× n) , (m× n) et

(m× 1) respectivement. ξ = (ξ1, ..., ξm0) est un vecteur aléatoire de distribution connue

sur l’espace de probabilité (Ω,Ξ,P). T est une matrice aléatoire de dimension (m0 × n)

définie sur l’espace de probabilité (Ω,Ξ,P) .

La contrainte Tx ≥ ξ pourrait s’exprimer comme

maxP(Tx ≥ ξ) (3.3)

ou encore :

P(Tx ≥ ξ) ≥ ρ (3.4)

ρ étant une probabilité réglée par l’utilisateur qui reflète par exemple la fiabilité

d’un système ou une tolérance acceptable. Ces contraintes sont dites jointes ou simul-

tanées.

L’interprétation des contraintes (3.4) reflète l’exigence que la contrainte Tx ≥ ξ

soit satisfaite dans (ρ× 100) % des cas, et pas nécessairement toujours. Surtout pour
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un problème où la non-satisfaction d’une contrainte est tolérée dans (ρ× 100) % des cas,

une exigence de (ρ× 100) % aurait été trop contraignante. Ceci est souvent le cas dans

les problèmes de dimensionnement et de fiabilité où l’exigence par rapport aux probabilités

de défaillance se modélise avec les contraintes probabilistes.

Un problème plus facile à traiter serait de considérer l’incertitude sur chaque contrainte

séparément et ainsi obtenir le système :

P(Tix ≥ ξi) ≥ ρi, i = 1, ...,m0 (3.5)

où Ti est la ligne i de la matrice T et ρi la probabilité que cette contrainte soit satisfaite.

Ces contraintes s’appellent également “contraintes point à point”.

Le choix entre les modélisation (3.4) et (3.5) dépendra du fait que les contraintes sont

indépendantes les unes des autres ou non. Ceci est imposé par le problème lui même.

Par ailleurs, si les composantes du vecteur aléatoire sont indépendantes, on pourrait

déduire :

P {Tx ≥ ξ} ≥ ρ⇔



P(T1x ≥ ξ1) ≥ ρ

P(T2x ≥ ξ2) ≥ ρ

:

P(Tm0x ≥ ξm0) ≥ ρ

(3.6)

ce qui diffère de (3.5).

Il y a essentiellement deux versions différentes de la programmation sous contraintes

probabilistes : (i) Contraintes probabilistes indépendantes et (ii) Contraintes probabilistes

jointes.

3.5.1 Contraintes probabilistes indépendantes

Remplacer chaque contrainte par la probabilité de sa réalisation au moins égale à un seuil

choisi par le décideur (les contraintes probabilistes sont indépendantes entre elles).

On note ici que le terme indépendantes porte sur les contraintes probabilistes et non

pas nécessairement sur la variable aléatoire.
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min cx

s.c

P(ξ : Tix ≥ h(ξi)) ≥ ρi, ∀i = 1, ...,m0

Ax = b

x ≥ 0

(3.7)

où h(ξi) suit la même distribution que la variable aléatoire ξi , et Ti est la ligne i

de la matrice déterministe T ;

ρi est le seuil de la ième contrainte.

3.5.2 Contraintes probabilistes jointes

Remplacer l’ensemble des contraintes par la probabilité (jointe) de leurs réalisations si-

multanées au moins égale à un seuil convenablement choisi par le décideur.

Le modèle de Katoka [62] au cas où la matrice technologique T comprend plusieurs

lignes qui contiennent des paramètres incertains, ainsi que le second membre est la suivante

:



min cx

s.c

P {ξ : T (ξ)x ≤ 0} ≥ ρ

Ax = b

x ≥ 0

(3.8)

où ρ est le seuil de toutes les contraintes simultanément.

La convexité des contraintes jointes n’est pas triviale (exemple en [60] ), mais elle peut

être assurée dans certains cas [78] où la distribution jointe des éléments de la matrice T

est normale.

La première version (Contraintes probabilistes indépendantes) est plus avantageuse

que la deuxième (Contraintes probabilistes jointes) car le décideur peut choisir pour
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chaque contrainte Tix ≥ h(ξi) suivant les données du problème, le seuil ρi tel que

P(ξ : Tix ≥ h(ξi)) ≥ ρi.

3.5.3 Espérance conditionnelle

Une autre approche de modélisation serait de mesurer la moyenne des violations d’une con-

trainte et d’exiger qu’elle ne dépasse pas un seuil d. On reprend le problème (3.2) et

on étudie la contrainte portant sur la variable aléatoire ξ. L’espérance mathématique

E{ξr − T ix} exprime la moyenne de la violation de la contrainte correspondante. On

pourrait également s’intéresser exclusivement à la violation moyenne aux cas où on a

violé la contrainte, c’est-à-dire :

E{ξr − T rx : ξr − T rx > 0} < dr, r = 1, ..., R (3.9)

Dans (3.9) on demande que la moyenne des violations de la contrainte r (cas où

la contrainte a été violée) ne dépasse pas la valeur dr. On se refère à [78] pour le passage

de la forme stochastique à la forme déterministe.

3.5.4 Incertitude seulement dans la fonction objectif

Dans la cas où l’aléa n’intervient que dans la fonction objectif, ce qui est mis en question

n’est pas la réalisabilité du programme, puisque le domaine des solutions réalisables n’est

pas affecté par les éléments aléatoires. Ce que l’on considère est la qualité de la solution

obtenue et d’une certaine manière sa robustesse, à savoir les variations en termes de coûts

pour différentes réalisations de la variable aléatoire.

On considère la version générique suivante :



minh (x, ξ)

s.c

Ax = b

x ≥ 0

(3.10)
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où h (x, ξ) est une fonction dépendant de la variable aléatoire ξ et de la variable

de décision x.

Il existe différentes manières de traiter ce type de problèmes :

(i) La classe E-modèles :

Dons le cas où l’incertitude n’intervient que par la fonction objectif h (x, ξ), la minimisa-

tion de l’espérance (3.11) est la méthode la plus simple. Or, ceci peut donner décisions

dont le coût réel ne soit pas représenté par le coût souhaité du modèle.



minE [h (x, ξ)]

s.c

Ax = b

x ≥ 0

(3.11)

(ii) La classe V-modèles :

La fonction objectif est une caractéristique de dispersion comme dans le modèle du type

Markowitz. Les modèles du type Markowitz [74] remedient à ce problème de la grande

variation des coûts de solutions : ici on minimise d’une part l’espérance des coûts en

surveillant la diminution de l’écart type soit aussi minimisé. Une règle simple d’un modèle

du type Markowitz est la suivante (µ représente la moyenne et σ l’écart type) :

(1) Si ∃ x : µ (x) = µ (x∗) alors il faut que σ (x) > σ (x∗) ou

(2) Si ∃ x : σ (x) = σ (x∗) alors il faut que µ (x) > µ (x∗)

Un modèle du type Markowitz pourrait être le suivant :



minαE [h (x, ξ)] + β
√
V [h (x, ξ)]

s.c

Ax = b

x ≥ 0

(3.12)
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Pour une étude de ce type de modèles on se réfère aux travaux récents de Ruszczyński

et Shapiro [81].

où α, β des constants réels donnés.

(iii) La classe P-modèles :

Transformer la fonction objectif en la contrainte probabiliste suivante :



min d

s.c

P {h (x, ξ)x ≤ d} ≥ ρ

Ax = b

x ≥ 0

(3.13)

où ρ une probabilité donnée à l’avance, le plus souvent très grande.

Le décideur détermine les paramètres reflétant son attitude vis à vis du risque tel que

la fonction objectif est modélisée de telle manière que le résultat correspond plus aux

attentes du décideur [105].

3.6 Modèle de recours

Les modèles de recours en deux étapes appartiennent au cadre principale de la pro-

grammation stochastique [27], [78], [87]. Dans la programmation stochastiques en deux

étapes, les variables de décision sont divisées en deux groupes, les variables de décision

de la première étape sont des variables déterminées avant la réalisation d’événements

aléatoires. Quand la situation devient claire (à la seconde étape), un autre groupe de vari-

ables apparâıt, ces variables sont appelées variables de recours qui sont déterminées

après avoir connu les valeurs réalisées d’événements aléatoires. Il s’agit alors de pren-

dre une décision à la première étape (avant que ne soient connus les paramètres incer-

tains du problème) pour que la valeur moyenne du coût global (coût dû aux deux prises

de décision) soit optimisée.
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Considérons un programme linéaire de recours à deux étapes dont les variables sont

séparées en deux groupes distincts x et z. Les variables du premier groupe x sont décidées

en présence d’incertitude, et celles du second groupe z le sont, une fois l’incetitude levée

(il s’agit des variables de recours). Le programme linéaire de recours à deux étapes s’écrit:



min
x

Eξ [c (ξ)x] + Eξ [Q(x, ξ)]

s.c

Ax = b,

x ≥ 0

avec

Q (x, ξ) = min
z
qt (ξ) z (ξ)

s.c

W (ξ) z = h (ξ)− T (ξ)x

z ≥ 0

(3.14)

où ξ =
(
ξ1, ..., ξR

)
est le vecteur composé des variables aléatoires reflétant l’incertitude

sur les évènements pouvant se produire entre la première et la seconde étape. Les évènements

possibles ξr s’appellent souvent des scénarios, dont Pr = P (ξr) est la probabilité d’occurrence.

x et b sont des vecteurs de dimension (n× 1) et (m× 1). A est une matrice de dimen-

sion (m× n) ,

Eξ l’espérance mathématique par rapport à la variable aléatoire ξ, alors que c (ξ) ,

T (ξ), W (ξ) et q (ξ) sont respectivement appelées vecteur coût, matrice de technologie,

matrice de recours et vecteur coût dépendant de la variable ξ et de dimensions appropriées

(c : 1× n, T : m0 × n, W : m0 × n0, q : n0 × 1).

Le coût de la décision de recours pour x fixé et une réalisation donnée ξr :

Q (x, ξr) = min
z

{
(q (ξr))t z : W (ξr) z = h (ξr)− T (ξr)x, z ≥ 0

}
(3.15)

Dans l’écriture du problème (3.14), on remarque que les variables de recours z dépendent

non seulement des variables de décision xmais aussi de la variable ξ. La fonction de recours

(3.15) étant définie pour x et ξ fixés par la valeur optimale du problème d’optimisation
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auxiliaire de la seconde étape :

(i) Le problème de la seconde étape trouve la meilleure décision du recours pour chaque

donnée aléatoire possible (x la décision de la première étape).

(ii) La solution de la première étape devrait être choisi telle que pour chaque réalisation

possible des données aléatoires, une action faisable du recours peut être choisi pour

corriger n’importe quelle anomalie.

(iii) Nous définissons les deux ensembles suivants :

Ensemble de faisabilité de première étape : K1 = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0}, qui

représente les valeurs de x qui sont réalisables dans le problème de la première

étape ( peut être connu explicitement ).

Ensemble de faisabilité de seconde étape : K2 = {x ∈ Rn : Q (x, ξ) <∞ avec probabilité 1},

qui représente les valeurs de x qui guident à la faisabilité dans le problème de la sec-

onde étape (difficile à exprimer analytiquement).

3.6.1 Différents type de recours

Dans un problème d’optimisation stochastique à deux étapes avec recours, une première

décision doit être prise avant la réalisation des paramètres incertains. Lorsqu’une réalisation

de ce vecteur aléatoire est connue, une décision de recours doit être mise en place. Les deux

décisions sont soumises à des contraintes et un coût est associé a chacune de ces décisions.

On peut distinguer différents cas de recours en fonction de q(ξ), z(ξ), et W (ξ). Les cas

qui sont cités dans la littérature sont le recours fixe, le recours complet, le recours simple

et le recours relativement complet.

Définition 3.1 (Recours fixe) Le recours est considéré comme étant fixe ou déterministe

si les valeurs q et W d’un programme avec recours ne dépendent pas de leurs valeurs sont

donc à priori connues W (ξ) = W (C’est-à-dire W n’est pas stochastique).

Définition 3.2 (Recours complet) Le recours fixe est complet si ∀x ∈ Rn il existe

y ∈ Y tel que Q(x, ξ) < +∞, ∀ξ ∈ Ξ .
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{Wy : y ≥ 0} = Rm0 =⇒ K2 = RnLe problème de seconde étape est réalisable pour toutes

les décisions de première étape.

Si pour tout x ≥ 0 et pour tout ξ ∈ Ξ. Le problème de seconde étape est réalisable, alors

le recours est complet.

Définition 3.3 (Recours relativement complet) Le recours fixe est relativement com-

plet si ∀x ∈ X ⊆ Rn il existe y ∈ Y tels que Q(x, ξ) < +∞, ∀ξ ∈ Ξ.

Si pour tout x ≥ 0 tel que Ax = b, et pour tout ξ ∈ Ξ , le problème de seconde étape est

réalisable, alors le recours est relativement complet.

Remarque 3.1 Le recours complet implique le recours relativement complet.

Définition 3.4 (Recours simple) Le recours fixe est simple si sa forme canonique est

la suivante :

 q

W

 =

 q+ q−

I −I


où I est la matrice identité de dimension n0 × n0 et q+, q− sont les vecteurs de pénalités

de dimention 1× n0.

Remarque 3.2 Le recours simple implique le recours complet.

3.7 Problème stochastique à deux étapes avec re-

cours fixe

Le programme linéaire stochastique à deux étapes avec recours fixe (dû à Dantzig [43] et

Beal [16]) cherche à réduire au minimum le coût de la décision de première étape plus

le coût prévu du recours de la décision de seconde étape.

Soit la matrice de recours W ne dépendant pas de ξ, les pénalités sont indépendantes

de la réalisation des incertitudes. On a alors un recours fixe. Ceci implique que le problème

donné par (3.14) revient au problème de la programmation linéaire stochastique à deux

étapes avec recours fixe qui est donné par la forme déterministe suivante :
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min
x

Eξ [c (ξ)x] + Eξ [Q (x, ξ)]

s.c

Ax = b

x ≥ 0

(3.16)

où Q (x, ξr) est la valeur optimale du problème de seconde étape :

Q (x, ξr) = min
z

{
(q (ξr))t z : Wz = h (ξr)− T (ξr)x, z ≥ 0

}
et

Q(x) = Eξ [Q (x, ξr)] = Eξ
[
min
z

(q (ξ))t z
]

où Q(x) est l’espérance de Q (x, ξr) sur l’espace de scénarios qui s’appelle également

fonction de recours. Q(x) peut être vu comme la pénalisation du terme de violation

de la contrainte d’égalité (correction par recours).

La fonction objectif de (3.16) est donné par l’espérance mathématique de l’objectif

de la première étape c (ξ)x plus l’espérance mathématique de l’objectif du seconde étape

(q(ξ))t z.

3.7.1 Méthode “L-Shaped”

En 1962 [24], Benders a proposé une méthode de décomposition consistant à classer

les variables d’un programme linéaire en deux groupes. Son objectif a été de résoudre

des problèmes de programmation mixte. En 1966 [105], Wets a appliqué la décomposition

de Benders sur les problèmes de recours en deux étapes. En outre, Van Slyke et Wets

(1969) [103] ont développé la première méthode de SLP sous le nom ”L- Shaped” destinée

à résoudre les problèmes représentés en tant que modèles de recours en deux étapes.

L’idée de la méthode ”L-Shaped” consiste donc à diviser les variables en deux groupes.

Les variables de la première étape (un problème principal dont la variable de décision x)

sont les variables dont la valeur doit être fixée avant la réalisation des évènements et ne

peut en aucun cas être modifiée suivant la réalisation de la variable aléatoire. Par ailleurs,
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les variables de la seconde étape (les variables de recours) sont reposées à des variables

aléatoires et des variables de la première étape. Le but de cette règle est que l’on tient

compte de toute information déjà disponible afin de prendre nos décisions mais en même

temps, il est irréaliste de tenir compte des évènements inconnus qui n’existent (au moment

de la décision) que dans un espace probabiliste.

On engendre deux types de problèmes complémentaires, le problème principale et

les sous-problèmes. Les sous-problèmes (un pour chaque scénario) reçoivent les valeurs

des variables de la première étape et calculent les variables de recours pour chaque scénario

ainsi que le coût associé. Le problème principale contenir les variables de la première étape

et la fonction de recours dont la forme exacte n’est pas connue. Si une telle fonction

était donnée de façon explicite, alors on connâıtrait automatiquement l’impact de chaque

solution de la première étape au second. Le but est de construire cette fonction de recours

à partir des solutions proposées successivement par le problème principal et en ajoutant

des coupes générées de la résolution des sous-problèmes. Les coupes se construisent en

utilisant les solutions des sous-problèmes.

Sous l’hypothèse de distribution discrète, nous obtenons à nouveau un LP, avec la struc-

ture de blocs particulière :



min
x

Eξ [c (ξ)x] +Q(x)

s.c

Ax = b,

T (ξr)x+Wz = h (ξr) , r = 1, ..., R

x ≥ 0, z ≥ 0.

(3.17)

La construction du problème équivalent déterministe exige une structure de blocs

particulière que l’on met en évidence en réécrivant les contraintes sous sa forme matricielle

suivante:

de telle sorte que, sous l’hypothèse de distribution discrète, nous obtenons à nouveau

un LP, avec la structure de données spéciale indiquée sur la figure 3.1 .
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A

T 1 W

T 2 W
...
...

TR · · · · · · W

A (T 1)
t

(T 2)
t · · · · · ·

(
TR
)t

W t

W t

. . .

. . .

W t

(a) : Structure par bloc (b) : Structure par bloc (dual)

Figure 3.1 : La structure des données par bloc

La forme matricielle des contraintes (a) est une structure par bloc qui a donné le nom

à la méthode ”L-shaped”. En prenant le dual de la forme étendue, on obtient une struc-

ture dual angulaire par bloc (b). Cette méthode a été étendue dans la programmation

stochastique pour répondre aux questions de faisabilité et elle est connue sous le nom

de méthode en L-shaped de Van Slyke et Wets (1969) [103].

La structure de blocs indique que, si l’on fixe les variables x à une valeur x̂, alors

le problème de minimisation devient séparable par scénario. Cette observation traduit

encore la propriété de non-anticipativité, puisque les variables x représentant la décision

immédiate sont participantes pour l’ensemble des contraintes associées aux différents

scénarios. Une fois x fixé à x̂, il suffit donc de résoudre indépendamment les R sous

problèmes pour obtenir la solution du problème principal.

Remarque 3.3 On s’aperçoit comment un tel programme (3.17) peut déjà avoir de grandes

dimensions.

Le nombre de scénarios R peut être grand, puisque si on a V variables aléatoires avec Rv

valeurs possibles chacune, on obtient R =
V∏
v=1

Rv scénarios.

Par exemple, pour V = 5 variables aléatoires, avec Rv = 10 valeurs possibles chacune, on
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3.7. Problème stochastique à deux étapes avec recours fixe

obtient R = 105 scénarios, déjà pour un problème simple. Or, si on relaxait la propriété

de la non-anticipativité, la structure du programme serait beaucoup plus abordable, puisque

l’on pourrait le décomposer en R sous-problèmes indépendants les uns des autres.

Définition 3.5 (non-anticipativité) Le fait que l’on ne se permet pas de faire dépendre

x de ξ, c’est-à-dire que pour tout ξi d’avoir une décision xi différente, s’appelle la non-

anticipativité et c’est la propriété qui couple les variables de la première avec celles de sec-

ond étape. Si on ne tenait pas compte de cette propriété, alors pour toute réalisation

de la variable aléatoire ξi on changerait à volonté les variables de la première étape, en

choisissant chaque fois une valeur xi telle qu’elle minimise la fonction du coût.

le problème (3.17) équivalent à (3.18) :

min
x

Eξ [c (ξ)x] + Eξ
[
min
z

(q (ξ))t z
]

s.c

Ax = b

W (ξr) z = h (ξr)− T (ξr)x, r = 1, ..., R

x ≥ 0, z ≥ 0

(3.18)

Les éléments de données de la première étape A, b et c sont déterministes parce qu’ils

reflètent l’état et les paramètres du système à l’instant présent. Nous supposons que

le vecteur aléatoire ξ a un support fini et r = 1, ..., R, indexent ses réalisations possibles

et que Pr soit leurs probabilités. Dans cette hypothèse, nous pouvons maintenant écrire

le programme équivalent déterministe sous la forme extensive. Cette formulation est

crée en associant un ensemble de décisions de seconde étape à chaque réalisation de ξ

c’est-à-dire à chaque réalisation de q (ξr ) , h (ξr), et T (ξr ).

A chaque itération on injecte la variable x à tout les sous-problème de la seconde

étape. On demande de chaque sous-problème deux informations : la valeur de sa fonction

objectif et le vecteur des variables duales optimales. Ces informations se regroupent en

une coupe, constituant une combinaison linéaire de tous les sous-problèmes.

L’algorithme procède en ajoutant des coupes dont l’existence et la validité est assurée

par la théorie de la dualité (trouver une direction d’amélioration). Au départ on résout

39
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le problème (3.18). On récupère la solution (x∗, θ) et on fait passer cette solution à chaque

sous-problème de deuxième étape:

Primal Q (x∗, ξr)



min (q (ξr))t z

s.c

Wz = h (ξr)− T (ξr)x

z ≥ 0

Considérons à présent le problème, dual du problème primal Q (x∗, ξr) :

Dual



maxπt [h (ξr)− T (ξr)x∗]

s.c

πtW ≤ (q (ξr))t

π ∈ R

(3.19)

L’ensemble des contraintes P =
{
π : πtW ≤ (q (ξr))t

}
est indépendant de x.

Soit {πα : α ∈ I} l’ensemble des points extrêmes de P et
{
σδ : δ ∈ ∆

}
l’ensemble

des arêtes extrêmes [77].

(i) Si P = ∅ alorsQ (x∗, ξr) est illimité (Q (x∗, ξr) = −∞) ou non réalisable (Q (x∗, ξr) = +∞).

(ii) Si P 6= ∅ alors Q (x∗, ξr) est non réalisable ou admet une solution optimale.

Le lemme de farkas est une conséquence immédiate du théorème fort de dualité, ce qui

apporte un état nécessaire et suffisant pour la faisabilité d’un système des contraints

linéaires et peut être énoncé comme la proposition suivante :

Proposition 3.1 L’ensemble {z : Wz = h (ξr)− T (ξr)x∗, z ≥ 0} 6= ∅

si et seulement si σtW ≤ 0 =⇒ σt [h (ξr)− T (ξr)x∗] ≤ 0.
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Nous concluons que Q (x∗, ξr) est non réalisable si et seulement si P admet une arête

extrême σr telle que : (σ̂r)
t [h (ξr)− T (ξr)x∗] > 0 ; Autrement la valeur optimale deQ (x∗, ξr)

est obtenu par (πr)
t [h (ξr)− T (ξr)x∗] , où π est un point extrême de P . Puis nous

vérifions la faisabilité pour le problème de seconde étape, nous devons trouver une di-

rection σr en résolvant le programme suivant :

maxσt [h (ξr)− T (ξr)x∗]

s.c

σtW ≤ 0

‖σ‖1 ≤ 1

(3.20)

La norme sur σ pourrait être la norme ‖.‖1 ou la norme ‖.‖2. On choisit la norme

‖.‖1 pour rester dans le cas linéaire tel que la dernière contrainte est ajoutée pour limitée

(bornée) σ.

Si pour un certain ξr, r ∈ {1, ..., R} , (σ̂r)
t [h (ξr)− T (ξr)x∗] > 0, où σ̂r est la solution

optimale de (3.20), nous avons trouvé ξr pour lequel x∗ n’est pas une solution réalisable

du problème du seconde étape. Dans ce cas, nous ajoutons au programme initial (3.18)

la coupe de faisabilité suivante :

(σ̂r)
t [h (ξr)− T (ξr)x] ≤ 0 (3.21)

On note bien que la coupe (3.21) est équivalent à (3.22) :

Drx ≥ dr (3.22)

où dr = (σ̂r)
t h (ξr), Dr = (σ̂r)

t T (ξr) et σ̂r est la solution optimale de (3.20) et

le nouveau programme est résolu en utilisant la méthode dual simplexe

Remarque 3.4 Comme il existe un nombre fini de points extrêmes et de directions

extrêmes dual alors il y a seulement un nombre fini de contraintes de faisabilité et d’optimalité.

Par conséquent, l’algorithme L-shaped doit converger de façon finie.

Si tous les problèmes admettent une solution, on essayera de faire mieux en ob-

tenant une direction d’amélioration de la fonction de recours (ceci pour chaque scénario
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3.7. Problème stochastique à deux étapes avec recours fixe

séparément) et tracer ainsi le plan de la fonction de recours au point courant x∗. Pour

tracer cet hyperplan on a besoin :

(i) de la valeur de la fonction objectif pour chaque sous-problème (3.19) auquel on a passé

la solution x∗;

(ii) le vecteur dual optimal σ̂r du sous problème (3.19) (correspondant au scénario r).

Si on se restreint au sous-problème (3.19), l’hyperplan d’appui au point x∗ est donné

par la formule suivante :

Qr (x) = Q (x, ξr) = (π̂r)
t [h (ξr)− T (ξr)x]

La fonction de recours est la combinaison linéaire de la fonction de chaque sous

problème différent. On a donc :

Q (x∗) =
R∑
r=1

PrQ (x∗, ξr) =
R∑
r=1

PrQr (x∗)

où Pr = P (ξr) est la probabilité d’occurrence du scénario r.

La fonctionQ(x) étant convexe. La coupe d’optimalité (3.23) à rajouter dans le problème

principal, qui regroupe toute information de tout sous-problème est la suivante :

θ ≥
R∑
r=1

Pr (π̂r)
t [h (ξr)− T (ξr)x] (3.23)

La coupe (3.23) est équivalent à (3.24) :

θ > er − Erx (3.24)

où ei =
R∑
r=1

pr (π̂r)
t h (ξr) , Ei =

R∑
r=1

pr (π̂r)
t T (ξr) et π̂r est la solution optimale de (3.19)

A chaque itération on rajoute au problème principal soit une coupe de faisabilité, soit

une coupe d’optimalité. Au cours des itérations, θ sera le maximum point d’une famille

d’inégalités de la fonction de recours. Si on arrive à trouver un θ∗ dont la valeur vau-

dra Q(x∗), alors on aura trouvé l’optimum, qui minimise la fonction réelle du recours Q(x).

42
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Min q(ξr)tz 
W(ξr)z=h(ξr)+T(ξr)x* 

Min Cx+Q(x) 

Ax=b 

σ[ h(ξr)+T(ξr)x*]≤ 0 
x≥0 

Maxπt
[ h(ξr)-T(ξr)x*] 

πt W≤ q(ξr)t 

X* 

X* 

X* 

X* 

X* 

1 

2 

3 

4 

R 

0 

Min Cx+θ 

Ax=b 

θ≥Q(x) 

x≥0 

X,*θ* 

X,*θ* 

X,*θ* 

X,*θ* 
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Ax=b 
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2 

3 

4 

R 
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Figure 3.2 : Flux d’information transférées entre le problème principal

et les sous-problèmes.

La figure (3.2 ) montre le flux d’information entre le problème principal et les sous

problèmes (correspondant aux différents scénarios).

(i) Première itération : Les solutions x∗ sont transférées du problème principal à tout

sous-problème (3.20)

(ii) Deuxième itération : Les vecteurs optimal σ̂r sont envoyés de sous-problème (3.20)

au problème principal ; à partir ces informations une nouvelle coupe agrégée (3.21)

ou (3.22) se rajoute au problème principal.

(iii) Troixième itération : Les vecteurs dual optimal π̂r sont envoyés de tout sous-

problème (3.19) au problème principal ; à partir ces informations une nouvelle coupe

agrégée (3.23)ou (3.24) se rajoute au problème principal.
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Description de l’algorithme ”L-shaped”

Algorithme 3.1 (L-shaped)

Étape 1. Nl := Ml =: v := 0, z̄ :=∞, θ = −∞ ; résoudre le problème initial (P0) :

(P0)



min cx

s.c

Ax = b

x ≥ 0

Étape 2. Faire l := l + 1; résoudre le problème actuel :

(Pl)



min cx+ θ

s.c

Ax = b

Dlx ≥ dl, l = 1, ..., Nl

Elx+ θ ≥ el, l = 1, ...,Ml

x ≥ 0, θ ∈ R

où Dlx ≥ dl coupe de faisabilité et Elx+ θ ≥ el coupe d’optimalité.

Nl est l’ensemble des indices d’itération où les contraintes de faisabilité ont été générées.

Ml est l’ensemble des indices d’itération où les contraintes d’optimalité ont été générées.

Si le problème actuel n’a pas de solution réalisable, terminer. Sinon, (xl, θl) une solution

optimale.

Étape 3. Pour r = 1, ..., R, résoudre le programme (3.20) en utilisant la solution (xl, θl);

trouver σr une solution de (3.20) et déterminer les valeurs du vecteur Dr = (σr)t T (ξr) et

du coefficient dr = (σr)t h (ξr) . Si ce programme n’est pas faisable pour un scénario r alors

générer la coupe de faisabilité Drx ≥ dr et l’ajouter au problème (Pl). Faire Nl := Nl + 1

et aller à l’Étape 2. Sinon (si faisable pour tout les scénarios) aller à l’Étape 4.

Étape 4. Pour r = 1, ..., R, résoudre le programme dual (3.19) en utilisant la solution

(xl, θl); trouver πr une solution de (3.19) puis calculer el =
R∑
r=1

pr
(
πlr
)t
h (ξr) et El =

R∑
r=1

pr
(
πlr
)t
T (ξr). Si θl ≤ el − Elx

l ajouter au problème actuel la coupe d’optimalité
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Elx+ θ > el, faire Ml := Ml + 1 et aller à l’Étape 2. Sinon aller à l’Étape 5.

Étape 5. Si θl > el − Elx
l arrêter l’algorithme car

(
xl, θl

)
est la solution optimale.

Calculer Q(xl) et z̄ = cxl +Q(xl) et mettre à jour z̄.

3.8 La programmation Linéaire stochastique en nom-

bres entiers

Afin de caractériser les différentes situations possibles de SILP (SILP : Stochastic Integer

Linear Programming), nous utilisons la notation a/b/c pour représenter une classe par-

ticulière de programmes en deux étapes [69]. La première lettre caractérise les variables

de la première étape : soit C si toutes les variables de première étape sont continues,

I si elles sont toutes entières (B si elles sont tout binaires), ou M si certaines variables

de la première étape sont continues et d’autres sont entières (problèmes mixtes). De même,

la deuxième lettre caractérise les variables de seconde étape avec une représentation iden-

tique. La troisième lettre est soit D quand ξ a un support fini (distribution discrète), soit

C quand ξ est une variable aléatoire continue. Ainsi, I/C/D représente un programme

stochastique en nombres entiers (toutes les variables doivent être entières) à deux étapes

avec une distribution discrète.

Dans cette section, nous supposons la programmation Linéaire stochastique en nom-

bres entiers de la classe I/C/D présenté à une étape donnée qui dit le problème courant

(actuel) :

(Pl)



min cx+ θ

s.c

Ax = b

Dlx ≥ dl, l = 1, ..., Nl

Elx+ θ ≥ el, l = l, ...,Ml

x ≥ 0, θ ∈ R

x vecteur entier
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3.8.1 Méthode ”Integer L-shaped”

La version de la méthode ”L-Shaped” où les variables de la première étape sont entières

(binaires) a été présentée par Laporte et Louveaux en 1993 [70]. Le choix des variables

de la première étape se fait par branch & bound alors que les coupes au second niveau

(d’optimalité et de faisabilité) se calculent comme avant.

Algorithme 3.2 (IntegerL-shaped)

Étape 1. Nl := Ml =: l := 0, z̄ :=∞, θ = −∞ ; le seul nœud non sondé correspond au

problème initial

Étape 2. Sélectionner un noeud non sondé dans la liste et aller à l’Étape 3 ; s’il n’existe

pas, terminer.

Étape 3. Faire l := l + 1; résoudre le problème relaxé actuel :



min cx+ θ

s.c

Ax = b

Dlx ≥ dl, l = 1, ..., Nl

Elx+ θ ≥ el, l = l, ...,Ml

x ≥ 0, θ ∈ R

où Dlx ≥ dl coupe de faisabilité et Elx+ θ ≥ el coupe d’optimalité..

Nl est l’ensemble des indices d’itération où les contraintes de faisabilité ont été générées.

Ml est l’ensemble des indices d’itération où les contraintes d’optimalité ont été générées.

Si le problème actuel n’a pas de solution réalisable, alors le nœud l est sondé, aller à

l’Étape 2. Sinon, (xl, θl) une solution optimale. Aller à l’Étape 4.

Étape 4. Pour r = 1, ..., R, résoudre le programme (3.20) en utilisant la solution (xl, θl);

trouver σr une solution de (3.20) et déterminer les valeurs du vecteur Dr =
(
σl
)t
T (ξr) et

du coefficient dr =
(
σl
)t
h (ξr) . Si ce programme n’est pas faisable pour un scénario r alors

générer la coupe de faisabilité Drx ≥ dr et l’ajouter au problème (Pl). Faire Nl := Nl + 1,

aller à l’Étape 3. Sinon (si faisable pour tout les scénarios) aller à l’Étape 5.

Étape 5. Vérifier les restrictions d’intégralité. En cas de violation, créer deux nouvelles
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branches en suivant la procédure de séparation et évaluation ; ajouter les nouveaux nœuds

à la liste des nœuds suspendus; retourner à l’Étape 2. Sinon, aller à l’Étape 6.

Étape 6. Calculer Q(xl) et z̄ = cxl +Q(xl).Si zl < z̄, mettre à jour z̄. Aller à l’Étape 7.

Étape 7. Si θl ≥ el − Elxl,alors sonder le nœud l et aller à l’Étape 2. Sinon ajouter au

problème actuel la coupe d’optimalité Elx + θ > el, faire Ml := Ml + 1 et aller à l’Étape

3.

3.9 Conclusion

Nous avons présenté les principaux résultats bibliographiques relatifs à la prise en compte

d’incertitude affectant les coefficients de programmes linéaires. Ainsi, ne se retrou-

vant pas dans le domaine déterministe, nous sommes passés au monde stochastique.

La façon dont les données sont disponibles détermine la représentation mathématique

du problème. Nous avons introduit dans le présent chapitre différentes manières de

modéliser des problèmes stochastiques en observant le contexte dans lequel chaque modéli-

sation peut être justifiée. Parmi les modèles on retrouve les modèles avec des contraintes

probabilistes et aussi les modèles en deux étapes avec recours. Nous avons passé en re-

vue deux méthodes de résolution : ”L-shaped” pour les problèmes continus et ”Integer

L-shaped” pour les problèmes discrets.
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Chapitre 4

Optimisation linéaire multi-objectifs

4.1 Introduction

Un programme linéaire multi-objectifs (MOLP : MultiObjective Linear Programming)

est constitué d’un système de contraintes linéaires définissant un domaine de solutions

réalisables et d’un ensemble de fonctions linéaires à optimiser (maximiser ou minimiser)

définissant des objectifs conflictuels.

Contrairement à l’optimisation mono objectif, la solution d’un problème multi-objectifs

n’est pas une solution unique, mais un ensemble de solutions, connu comme l’ensemble

des solutions efficaces, non dominantes ou pareto optimales(1). Toute solution de ce type

est optimale dans le sens qu’aucune amélioration ne puisse être faite sur un objectif sans

dégradation d’au moins un autre objectif ([92], [41], [46], [66]).

Si les variables sont astreintes à ne prendre que des valeurs entières, on parle de

programme linéaire multi-objectifs en nombres entiers (MOILP : MultiObjective Integer

Linear Programming).

(1)Dans les problèmes multi-objectifs, on ne parle plus de solutions optimales, mais plutôt de solutions

efficaces réalisant un bon compromis.
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4.2. Optimisation mathématique multi-objectifs

Plusieurs travaux concernant les méthodes de résolution de MOILP ont été publiées

au cours de ces dernières trente années. Teghem et Kunsch ([96], [97], 1986) ont présenté

une étude sur les méthodes intéractives pour la programmation linéaire multi-objectifs

(entier et mixte) publiée jusqu’à la fin de 1985 (la première méthode date de 1980).

Durant la même période, une autre approche est due à Rasmussen ([79], 1986), en mettant

l’accent sur la programmation multi-objectifs en 0-1, par considération des méthodes

intéractives et non-intéractives. Cĺımaco et al. ([40], 1997) ont présenté un aperçu sur

des méthodes intéractives pour un cas particulier de MOILP (mixtes), où environ vingt

méthodes intéractives sont caractérisées et résumées.

4.2 Optimisation mathématique multi-objectifs

Nous définissons un problème multi-objectifs comme un problème de décision qui consiste

à optimiser (maximiser ou minimiser) simultanément k fonctions objectifs notées fi ,

i = 1, ..., k où k ≥ 2, sur un ensemble de solutions S.

Ce problème peut être formulé mathématiquement comme suit :{
“opt”
x∈S

[f1 (x) , ..., fk (x) ]

Le symbole “ ” signifie qu’il n’est généralement pas possible de trouver dans S une action

qui optimise simultanément les k objectifs, puisqu’on rencontre souvent des objectifs

contradictoires(2).

• Les n variables de décision xi (i = 1..., n) constituent une solution représentée par

le vecteur de décision x = (x1, x2, ..., xn)t

• f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fk(x)) est le vecteur de k critères fi, i = 1, ..., k.

• L’ensemble d’actions S est un sous ensemble de Rn décrit implicitement par des inéquations

et/ou des équations, appelées contraintes.

(2)Deux objectifs sont contradictoires lorsque la diminution d’un objectif entrâıne une augmentation de

l’autre objectif.
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4.2. Optimisation mathématique multi-objectifs

• L’ensemble ZS = f(S) qui est la projection de l’espace S sur l’espace des critères.

• L’ensemble Rn qui contient S est dit espace de décision,

• L’ensemble Rk qui contient ZS est dit espace des critères,

• Si les k fonctions objectifs sont linéaires en x, i.e fi (x) = cix, ∀i = 1, ..., k, nous

obtenons un problème de MOLP

minZ1 (x) = c1x

minZ2 (x) = c2x
...

minZk (x) = ckx

s.c

x ∈ S

(4.1)

avec S = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} ; A, ci (pour tout i = {1, ..., k}), x et b sont

des matrices déterministes de dimensions respectives (m× n) , (1× n) , (n× 1) et

(m× 1) , où n est le nombre de variables, m est le nombre de contraintes du système,

et k est le nombre de fonctions objectifs.

 

Z’=( c1 x’,…, ci x’,…, ck x’) 

Z1= c1 x’

Zi =ci x’ 

Zk = ck x’ 

xj 

x1

x’ 

xn 

Figure 4.1 : L’espace des décisions à l’espace des objectifs
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4.2. Optimisation mathématique multi-objectifs

4.2.1 Points particuliers

Point “idéal”

Les coordonnées de point idéal Z(I) du problème (4.1) sont obtenues en optimisant chaque

fonction objectif séparément.

Z(I) =
(
Ẑ1, ..., Ẑk

)
∈ Rk tel que : ∀i = 1, ..., k, Ẑi = min

x∈S

{
Zi (x) = cix

}
.

Points “nadir”

Les coordonnées de point nadir Z(N) =
(
Z̊1, ..., Z̊k

)
du problème (4.1) correspondent

aux pires valeurs obtenues par chaque fonction objectif, lorsque l’on restreint l’espace

des solutions à la surface de compromis.

Soit x∗i une solution optimale obtenue en optimisant le critère Zi sur S.

Ẑi = min
x∈S
{Zi (x) = cix} = cix∗i , ∀i = 1, ..., k

et

Z̊i = max
x∈S/Zj=Ẑj

{cix} , ∀i = 1, ..., k, avec i 6= j.

• En particulier, le point Nadir Z(N) est défini en bi-objectif par :

Z(N) =
(
Z̊1, Z̊2

)
tel que ∀i = {1, 2} , Z̊i = max

x∈S/Zj=Ẑj
{cix} avec i 6= j

Le point nadir revient à affecter pour chaque objectif du point Nadir la meilleure

valeur possible parmi les solutions optimisant l’autre objectif.

4.2.2 Solutions efficaces et points non dominés

En raison de la nature conflictuelle des fonctions objectifs, il n’existe pas de solution

admissible optimisant tous les objectifs simultanément. Par conséquence, la notion mono

objectif de solution optimale ne s’applique donc plus. L’optimalité dans un contexte multi-

objectifs est basée sur la notion de dominance et d’efficacité au sens de Pareto dont nous

rappelons le formalisme dans les définitions suivantes restreintes au cas de minimisation

vu dans (4.1).
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4.2. Optimisation mathématique multi-objectifs

Définition 4.1 (Dominance) Soient deux vecteurs critères Z, Z ′ ∈ Rk. On dit que Z

domine Z ′ si et seulement si Zi ≤ (Z ′)i pour tout i ∈ {1, ..., k} et Zi < (Z ′)i pour au

moins un indice i ∈ {1, ..., k}.

Autrement dit, Z est au moins aussi bon que Z ′ sur tous les critères, et meilleur que lui

sur au moins un objectif.

Définition 4.2 (Dominance forte) Soient deux vecteurs critères Z, Z ′ ∈ Rk. On dit

que Z domine fortement Z ′ si et seulement si Zi ≤ (Z ′)i pour tout i ∈ {1, ..., k}.

Si Z domine fortement Z ′, alors Z est meilleur que Z ′ sur tous les objectifs.

Définition 4.3 (Solution efficace) Une solution x̂ ∈ S est une solution efficace pour

le problème (4.1) s’il n’existe pas de solution x ∈ S, telle que cx ≤ cx̂ et cx 6= cx̂ .

Une solution x̂ ∈ S est dite efficace si son vecteur objectif n’est pas dominé par le vecteur

objectif d’une autre solution de S. On dit aussi que x̂ est : admissible, optimum de Pareto

ou non inférieure.

Définition 4.4 (Solution faiblement efficace) Une solution x̂ ∈ S est dite faiblement

efficace pour le problème (4.1) s’il n’existe aucune autre solution admissible x ∈ S telle

que cx < cx̂. On dit alors que son vecteur objectif cx̂ n’est pas fortement dominé.

Définition 4.5 (Solution fortement efficace) Une solution x̂ ∈ S est une solution

fortement efficace pour le problème (4.1) s’il n’existe pas de solution x ∈ S telle que x 6= x̂

et cx ≤ cx̂.

Une solution x̂ est fortement efficace s’il n’existe pas de solution telle que le vecteur ob-

jectif, qui lui est associé, soit aussi bon que celui de x.

Remarquons que l’efficacité forte implique l’efficacité, qui implique à son tour l’efficacité

faible.
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4.2. Optimisation mathématique multi-objectifs

Théorème 4.1 (Caractérisation d’une solution efficace [25]) Soit x∗ une solution

réalisable pour le problème (4.1). x∗ est une solution efficace pour le problème (4.1) si

et seulement si la valeur optimale de la fonction objectif ϕ est nulle dans le programme

linéaire suivant :

(PE)



maxϕ =
i=k∑
i=1

vi

cix+ vi = cix∗, i = 1, . . . , k

x ∈ S

vi ≥ 0, i = 1, . . . , k

Dans nos travaux, nous cherchons à calculer un ensemble non dominé complet, ce qui

s’apparente au contexte a posteriori.

 

non dominé 

point idéal 

faiblement 
non dominé 

Z1 

Z2 

point anti idéal 

point nadir 

Figure 4.2 : Illustration des définitions

Dans la figure 4.2 , il n’y a pas un seul point non dominé mais plutôt un ensemble de

points non dominés.

Le point idéal est utilisé dans beaucoup de méthodes d’optimisation comme point de

référence. Le point nadir, lui, sert à restreindre l’espace de recherche ; il est utilisé dans

certaines méthodes d’optimisation intéractives.

53



4.3. La programmation linéaires multi-objectifs en variables entières

4.3 La programmation linéaires multi-objectifs

en variables entières

Un programme linéaire multi-objectifs en nombres entiers MOILP peut être formulé

comme suit : 

minZ1 (x) = c1x,

minZ2 (x) = c2x,
...

minZk (x) = ckx,

Ax = b,

x ≥ 0,

x vecteur entier.

(4.2)

avec A une m × n−matrice, b un m−vecteur à coefficients entiers et ci un vecteur ligne

de Rn, pour tout i = 1, . . . , k, .

Désignons par :

S : L’ensemble des solutions réalisables entières de (4.2).

S = {x ∈ Zn : Ax = b, x ≥ 0} = S ∩ Zn.

À chaque solution réalisable x dans S, on associe son image Z(x) =


Z1(x)

Z2(x)
...

Zk(x)

 dans Rk et

on construit donc, l’ensemble : ZS =
{
Z ∈ Rk : Z = cx, x ∈ S

}
, où c est la k×n−matrice

composée des vecteurs lignes ci de Rn, i = 1, . . . , k.

Supposons que l’ensemble S est un polyèdre convexe de Rn et le caractère linéaire

des critères permet d’établir que ZS est également un polyèdre de Rk, dont les points

extrêmes correspondent à ceux de S.
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4.3.1 La méthode de pondération des fonctions objectifs

Cette méthode est une des premières méthodes élaborées pour la génération de solutions

efficaces. Son principe de base consiste à transformer le problème multi-objectifs en

un problème mono objectif, en additionnant toutes les fonctions objectifs après avoir

affecté un coefficient de poids à chacune d’elles. Ces coefficients représentent l’importance

relative que le décideur attribue à chaque objectif, donnant lieu à une seule fonction

objectif définie par la somme pondérée des k objectifs initiaux, telle que le problème (4.2)

se transforme de la manière suivante :

(Pλ)


min

i=k∑
i=1

λi [c
ix]

x ∈ S.
(4.3)

où les poids vérifient : λi ≥ 0, λi ∈ [0, 1] et
i=k∑
i=1

λi = 1.

Théorème 4.2 (Geoffrion [50]) x∗ est une solution efficace pour (4.1) si et seulement

s’il existe λ ∈ Λ =

{
λ ∈ Rk : λi ≥ 0, i = 1, . . . , k,

i=k∑
i=1

λi = 1

}
, tel que x∗ est une solution

optimale du problème paramétrique (Pλ) (le problème (4.3)).

4.3.2 Solutions efficaces supportées et non supportées

D’après le théorème 4.2, les solutions efficaces du problème (4.1) obtenues en résolvant

le problème paramétrique (Pλ), λ ∈ Λ sont appelées solutions efficaces supportées.

Différents poids fournissent différentes solutions supportées. Les solutions efficaces du

problème (4.1) qui ne sont pas solutions du problème (Pλ) , λ ∈ Λ sont appelées solutions

efficaces non supportées.
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f2  

f1 

H

G

F

E

D

C 
B 

A

f2  

f1  

x2  

x1 

H G F E 

D

C B

A

(a)                                                                                                                                                    (b)  

Figure 4.3 : Représentation des solutions dans l’espace de décisions et des objectifs

La figure 4.3 illustre la différence entre ces types de solutions dans (4.2) :

(a) montre le problème dans l’espace de décision, alors que (b) indique les solutions non

dominées correspondantes dans l’espace des objectifs. Les solutions A, B, E, F, G et H

sont des solutions non dominées supportées (situées sur la frontière de l’enveloppe convexe

de ZS) et parmi celles-ci, A, B, E et H sont les solutions extrêmes de l’enveloppe convexe

ZS de la frontière efficace, tandis que F et G sont les solutions non extrêmes. De plus, C

et D sont des solutions non dominées et non supportées.

L’optimisation d’une simple somme pondérée de fonctions objectifs (4.3) à l’aide de

la méthode classique B&B, pour la programmation linéaire en nombres entiers (4.2),

donne des solutions extrêmes non dominées supportées (A, B, E et H). Une exploration

plus approfondie de l’arborescence de B&B permet de calculer des solutions non dominées

supportées mais non extrêmes (F et G).
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4.3.3 Méthodes graphiques pour la résolution du problème MOILP

Méthode basée sur le concept d’ensembles dominants

Il s’agit dans ce paragraphe de reprendre dans le cas de variables discrètes un concept

introduit par R.E. Steuer [92] utilisé pour détecter graphiquement l’ensemble des solutions

efficaces d’un problème MOILP dans R2 et R3.

Pour tester l’efficacité en un point x ∈ S , R.E. Steuer a introduit le concept d’ensembles

dominants au sens de la définition 4.1.

Définition 4.6 Soit x̂ ∈ S. Nous définissons comme étant C≥ la région semi-positive du

cône généré par les gradients des k fonctions objectifs où C≥ = {y ∈ Zn : Cy ≥ 0, Cy 6= 0}∪

{0 de Zn}.

Définition 4.7 L’ensemble dominant Dx̂ = {x̂} ⊕ C≥ est donné par la somme des en-

sembles {x̂} et C≥.

Une autre façon d’écrire l’ensemble dominant est Dx̂ = {x ∈ Zn : x = x̂+ y, Cy ≥ 0, Cy 6= 0}.

L’ensemble dominant contient tout les points dont les vecteurs critères dominent le vecteur

critère de x̂ ∈ S.

Le théorème 4.3 montre l’importance de l’ensemble dominant Dx̂ dans la détection

des points efficaces.

Théorème 4.3 [92] Soit Dx̂ l’ensemble dominant en x̂ ∈ S. Alors, x̂ est efficace si et

seulement si Dx̂ ∩ S = {x̂}.

Le théorème 4.3 fournit un test permettant de détecter les points efficaces et pouvant

être géométriquement visualisé : Si l’intersection de l’ensemble dominant avec la région

réalisable contient seulement x̂, alors x̂ est efficace. S’il existe d’autres points appartenant

à l’intersection de ces deux ensembles, alors x̂ est inefficace.

Exemple 4.1 Dans la figure 4.4 , x1 n’est pas une solution efficace parce que Dx1 ∩ S 6=

{x1}, x2 est une solution efficace parce que Dx2 ∩ S 6= {x2}.
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x1 

x2 

c2 

x2 x1 

c1 

Figure 4.4 : Solutions efficaces

Méthode basée sur le concept d’ensembles dominés

Pour tester l’efficacité en un point x̂ ∈ S, on introduit le concept d’ensembles dominés au

sens des définitions1.3.9.

Définition 4.8 Soit x̂ ∈ S et soit C≤ la région semi-négative du cône généré par les

gradients des k fonctions objectifs où :

C≤ = {y ∈ Rn : Cy ≤ 0, Cy 6= 0}

Définition 4.9 L’ensemble dominé D́x̂ = {x̂}⊕C≤ est donné par la somme des ensem-

bles {x̂} et C≤.

Nous définissons aussi les ensembles : U = {x ∈ Zn : Cx = 0} et Ux̂ = {x̂} ⊕ U .
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4.3.4 Méthode de Abbas et Mouläı [1]

Utilisant les coupes fractionnaires de Gomory, l’algorithme développé par les auteurs

range les solutions réalisable du problème (4.2) dans l’ordre décroissant des valeurs de

l’un des objectifs (ranking), sans omettre les solutions entières alternatives.

On considère le problème :

(P1) : min
{
Z1 = C1x : x ∈ S

}
avec S = {x ∈ Zn : Ax = b, x ≥ 0}, dont le problème relaxé est

(P1R) : min
{
Z1 = C1x : x ∈ S

}
avec S = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0}.

Pour des besoins relatifs à la description de la méthode, on définit les paramètres

suivants pour l ≥ 1 :

Sl =
{
x ∈ Rnl : Alx = bl;Al ∈ Rnl×ml ; bl ∈ Rml ;x ≥ 0

}
comme étant la région courante tronquée de S obtenue par application de la coupe :∑

j∈Nl−1\{jl−1}

xj ≥ 1

et éventuellement des coupes successives de Gomory, où jl−1 un indice hors base quel-

conque.

• xl : la lème solution optimale entière du problème (P1) obtenue sur Sl.

• Bl : une base de Sl.

• Nl : l’ensemble des indices des variables hors base de xl.

• Âl = (ABl
)−1Al = (âf(i)j), i = 1, . . . ,ml; j = 1, . . . , nl où f(i) ∈ {1, . . . , nl} est l’indice

de la variable de base associée à la ligne i ; i ∈ {1, . . . ,ml} à l’étape l.

• Ĉl = Cl − πlAl, avec πl = (CBl
)(ABl

)−1.
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4.3. La programmation linéaires multi-objectifs en variables entières

• Γl = {j ∈ Nl : (ĉ1
l )j < 0 et (ĉil)j > 0 pour au moins un critère i ; i ∈ {2, . . . , k}}.

• Ωl = {j ∈ Nl : (ĉ1
l )j = 0} .

• Ψl = {j ∈ Nl : (ĉ1
l )j < 0 et (ĉil)j < 0 pour au moins un critère i; i ∈ {2, . . . , k}}.

Définition 4.10 Une arête Ejl, jl ∈ Nl, incidente à xl est définie comme étant l’ensemble

suivant :

Ejl =

x ∈ Rnl :


xi = xli − θjl âf(i)jl , i ∈ Bl

xjl = θjl

xl = 0, ∀l ∈ Nl\ {jl}


où : 0 ≤ θjl ≤ θ = min

i∈Bl

{
xli

âf(i)jl
: âf(i)jl > 0

}
.

Les points entiers se trouvant sur l’arête Ejl sont identifiés de telle sorte que θjl soit

entier et θjl × âf(i)jl entier, ∀i ∈ Bl.

On note par nbjl le nombre de solutions entières se trouvant sur l’arête Ejl y compris xl.

Notons par SND l’ensemble des solutions potentiellement non dominées de (4.2)

générées jusqu’à l’étape l ; l ≥ 1.

Algorithme 4.1 (AM)

Étape 1. Résoudre le problème (P1) et trouver la solution optimale entière x1 sur S1.

Construire l’ensemble Ω1.

Étape 2. Si Ω1 = ∅, x1 est l’unique solution optimale sur S1.

Soit (z1
1 ; z2

1 , . . . , z
k
1 ) le vecteur critère correspondant, alors SND :=

{
(z1

1 ; z2
1 , . . . , z

k
1 )
}

.

Tronquer le point x1 par la coupe de Dantzig :∑
j∈Nl

xj ≥ 1

et éventuellement, par application de la méthode duale du simplexe et des coupes succes-

sives de Gomory, on obtient une solution entière x2 dans la région tronquée S2. Mettre à

jour SND.

Si Ω1 6= ∅, choisir un indice quelconque j1 ∈ Ω1 et calculer le nombre θ de l’opération

pivot.
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4.3. La programmation linéaires multi-objectifs en variables entières

(a) Si θ ≥ 1, déterminer toutes les solutions entières alternatives à x1, yq1; q = 2, . . . , nbj1,

le long de l’arête Ej1 et mettre à jour SND.

Comme les solutions alternatives ont la même valeur de z1 que celle de x1, le premier

point potentiellement non dominé est choisit comme le k−uplet ayant la plus grande

valeur de z2, sinon choisir celui qui a la plus grande valeur de z3 et ainsi de suite jusqu’à

l’obtention du premier k−uplet potentiellement non dominé. Tronquer l’arête Ej1 par

la coupe :
∑

j∈N1\{j1}
xj ≥ 1.

L’algorithme dual du simplexe et des coupes successives de Gomory éventuelles, permet-

tent d’obtenir une solution entière x2 dans la région tronquée S2. Mettre à jour SND.

(b) Si pour tout j1 ∈ Ω1 on a θ < 1, alors choisir un indice quelconque j1 ∈ Ω1 et appli-

quer la coupe
∑

j∈N1\{j1}
xj ≥ 1

De la même manière (appliquer la méthode duale du simplexe et des coupes de Gomory

éventuelles), on obtient une solution entière x2 dans la région tronquée S2. Mettre à jour

SND.

Étape l. (l ≥ 3)

Choisir un indice jl−1 ∈ Ωl−1 et explorer l’arête correspondante à la recherche de solutions

entières yql−1; q = 2, . . . , nbjl−1
alternatives à xl−1. Mettre à jour l’ensemble SND.

L’arête Ejl−1 est tronquée par la coupe :
∑

j∈Nl−1\{jl−1}
xj ≥ 1

Après application de la méthode duale du simplexe et éventuellement, des coupes succes-

sives de Gomory, la solution optimale entière obtenue sur la région Sl est xl.

Test d’arrêt. Le processus se termine quand l’opération pivot de la méthode duale du

simplexe devient impossible, indiquant que la région courante ne contient aucun point

entier.
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4.3.5 Méthode de Chergui et Mouläı [36]

La méthode de coupes multiples pour l’élimination d’un ensemble dominé a été proposée

par Chergui et Moulai en 2008 , ils ont élaborés un algorithme d’énumération de toutes

les solutions entières non dominées. C’est une méthode B&B qui fait appel aux coupes

efficaces pour passer d’un vecteur entier à un autre, elle fait appel à la méthode du

simplexe et dual du simplexe pour résoudre le PL suivant :

(P0)



“ min ”Z1 (x) = c1x

Ax = b

x ≥ 0

x vecteur entier

(4.4)

avec A ∈ Zm+n ; b ∈ Zm

On suppose que le domaine de réalisabilité S est non vide et compact.

Soit x∗l une solution entière de (4.2), on associe à x∗l les paramètres suivants :

Bl : ensemble des indices des variables de base,

Nl : ensemble des indices des variables hors base,

Hl : ensemble des directions possibles d’amélioration des critères,

Hl =
{
j ∈ Nl : ∃i ∈ {1, ..., k} ; ĉij < 0

}
∪ (4.5){

j ∈ Nl : ĉij = 0,∀i ∈ {1, ..., k}
}

(4.6)

avec ĉij la j ème coordonnée du coût réduit du ième critère.

La relation suivante définie une coupe efficace,∑
j∈Hl

xj ≥ 1 (4.7)

du fait que, pour le problème (4.2), son adjonction à S supprime au moins une solution

réalisable continue de S, sans supprimer des solutions réalisables entières efficaces de S.

Les ensembles suivant :

S0 = S et Sl+1 =

{
x ∈ Sl :

∑
j∈Hl

xj ≥ 1

}
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4.3. La programmation linéaires multi-objectifs en variables entières

avec
∑
j∈Hl

xj ≥ 1 une coupe efficace pour le problème (4.2).

On définie le programme paramétrique :

(Pl)

 “ min ”Z1 (x) = c1x

x ∈ Sl
(4.8)

L’algorithme de génération de toutes les solutions entières efficaces de (4.2) est présenté

dans les étapes suivantes :

Algorithme 4.2 (Solutions efficaces pour MOILP)

Étape 1. Initialisation

S0 := S ; l := 0 ; Eff := 0 (Eff ensemble des solutions entière efficaces de (4.2))

Résoudre le programme linéaire (P0) au nœud 0 : Soit x̄0 la solution optimale obtenue.

Si x̄0 n’est pas entière, aller à l’Étape 3. Sinon, aller à l’Étape 4.

Étape 2. Etape générale

Tant qu’il existe un nœud non encore sondé dans l’arborescence, choisir le nœud de plus

grand indice l non encore sondé et résoudre le programme linéaire correspondant (Pl).

Si (Pl) est non réalisable, alors le nœud l est sondé.

Sinon, soit xl une solution optimale de (Pl). Si xl n’est pas entière, aller à l’Étape 3.

Sinon, poser x∗l la solution entière trouvée et aller à l’Étape 4.

Étape 3. Soit xlj une coordonnée fractionnaire de xl.

Séparer le nœud l en deux nouveaux nœuds :

Ajouter la contrainte xj ≤ bxljc au premier nœud, la contrainte xj ≥ bxljc+ 1 au second

nœud et aller à l’Étape 2.

Étape 4. Si cx∗l n’est pas dominé par cx pour toute solution x ∈ Eff , alors

Eff := Eff ∪ {x∗l }.

S’il existe x ∈ Eff telle que cx est dominé par cx∗l , alors

Eff := [Eff\ {x}] ∪ {x∗l }.

Déterminer les ensembles Bl, Nl et Hl. Si Hl = ∅ ; alors le nœud correspondant est sondé,

aller à l’Étape 2.

Étape 4. Rajouter la contrainte
∑
j∈Hl

xj ≥ 1 pour obtenir l’ensemble Sl+1.
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4.4. Conclusion

Résoudre le programme linéaire obtenu (Pl+1) par la méthode dual simplexe et poser x∗l+1

la solution optimale trouvée. Si x∗l+1 entière, aller à l’Étape 4. Sinon, aller à l’Étape 3.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons passé en revue les méthodes d’optimisation multi-objectifs

en nombres entiers en accordant une importance particulière aux méthodes utilisées dans

nos travaux de recherche ; notamment la méthode de Chergui et Mouläı [36] et la méthode

de Abbas et Mouläı [1].
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Chapitre 5

Optimisation linéaire stochastique

multi-objectifs

5.1 Introduction

La programmation linéaire stochastique a été étudiée par quelques auteurs pour le problème

mono-objectif [35], [62], [59], [69], [60], [78], [27], [32], mais il existe moins d’articles

traitant le cas multi-objectifs SMOLP [90], [94], [20], [31]. Ces problèmes sont souvent

plus difficiles que leurs versions déterministe continue, sans doute en raison de l’ajout de

l’incertitude à la difficulté des problèmes multicritères.

Certaines célèbres approches traitant ce problème le transforment d’abord en un pro-

gramme déterministe multi-objectifs, qui est par la suite résolu par des méthodes intéractives

(comme celles présentées dans PROTRADE de Goicoechea et al.[54], STRANGE de Teghem et

al.[99] et PROMISE d’Urli et Nadeau [102]). Ces méthodes ont été testées avec succès dans

des contextes réels.
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5.2 Programmation linéaire stochastique multi-objectifs

Considérons le programme linéaire stochastique multi-objectifs SMOLP donné sous la forme

mathématique suivante :



“min
x

”Zi = ci (ξ)x, i = 1, ..., k

Ax = b

T (ξ)x = h (ξ)

x ≥ 0

(5.1)

où :

k est nombre de fonctions objectifs, k ≥ 2.

ci (ξ) , T (ξ) et h (ξ) sont des matrices aléatoires de dimensions respectives (1× n) , (m0 × n)

et (m0 × 1) définies sur un certain espace de probabilité (Ω,Ξ,P).

Les variables aléatoires dans ci, T et h ont une distribution discrète conjointe, définie

par les réalisations (ci (ξr) , T (ξr) , h (ξr)), avec la probabilités Pr = P (ξr) , où r = 1, ..., R,(
Pr > 0 et

r=R∑
r=1

Pr = 1

)
.

x = (x1, x2, ..., xn)t est le vecteur représentant les n variables de décision.

A et b sont les matrices déterministes parce qu’ils reflètent l’état et les paramètres

du système à l’instant présent, de diemnsions respectives m× n et m× 1.

Le fait que x ne dépend pas de ξ traduit la propriété de non-anticipativité de la prise

de décision, c’est-à-dire que les décisions devant s’appliquer de suite ne peuvent pas varier

en fonction d’informations non encore disponibles.

5.2.1 Concepts de solutions efficaces

Les concepts de solutions efficaces de SMOLP ont fait l’objet des ouvrages spécialisés

suivants : [54] [91], [89], [17], [18], [31]. Considérons le problème (5.1)

 “min
x

”Zi = ci (ξ)x, i = 1, ..., k

x ∈ D
(5.2)

avec D = {x : x ∈ Rn, Ax = b, T (ξ)x = h (ξ) , x ≥ 0} est non-vide, compact et convexe.
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5.2. Programmation linéaire stochastique multi-objectifs

Dans ce cas, le concept vient de l’obtention de l’espérence de chaque objectif stochas-

tique et décrit le problème multi-objectifs relatif à la minimisation de ces espérences.

Définition 5.1 (Solution efficace en espérence) Une solution x̂ ∈ D est une solution

efficace pour le problème (5.1), si elle est pareto efficace pour le problème : “ min ” E [ci (ξ)x] , i = 1, ..., k

x ∈ D

où E [ci (ξ)x] est l’espérence de la ième fonction objectif.

Définition 5.2 (Solution efficace en variance minimum) Une solution x̂ ∈ D est

une solution efficace avec une variance minimum pour le problème (5.1), si elle est efficace

pour le problème :  “ min ” σ2 [ci (ξ)x] , i = 1, ..., k

x ∈ D

où σ2 [ci (ξ)x] = V [ci (ξ)x] est la variance de la ième fonction objectif.

Définition 5.3 (Solution Eσ-efficace) Une solution x̂ ∈ D est une solution d’espérance

et d’écart-type efficace pour le problème (5.1) si elle est efficace pour le problème :
“ min ” E [ci (ξ)x] , i = 1, ..., k

“ min ” σ [ci (ξ)x] , i = 1, ..., k

x ∈ D

où σ [ci (ξ)x] est l’écart-type de la ième fonction objectif.

Définition 5.4 (Solution efficace avec un risque minimum de niveaux µ1, ..., µk)

Une solution x̂ ∈ D est une solution efficace avec un risque minimum de niveaux µ1, ..., µk

pour le problème (5.1) si elle est efficace pour le problème : “ max ” P [ci (ξ)x ≤ µi] , i = 1, ..., k

x ∈ D
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5.3. Programmation linéaire stochastique multi-objectifs en nombres entiers

Définition 5.5 (Solution β-efficace ) Une solution x̂ ∈ D est une solution efficace

avec probabilités β1, ..., βk (où une solution β-efficace) pour le problème (5.1), s’il existe

µ̂ = (µ̂1, ..., µ̂k) tel que :

 x̂

µ̂

 est une solution efficace pour le problème :



“min
x,µ

” µi, i = 1, ..., k

s.c

P (ci (ξ)x ≤ µi) ≥ βi, i = 1, ..., k

x ∈ D

où β1, ..., βk sont les seuils de probabilité qui sont fixés à priori par le décideur.

5.3 Programmation linéaire stochastique multi-objectifs

en nombres entiers

Un problème de la programmation linéaire stochastique multi-objectifs en nombres entiers

SMOILP peut être formulé comme suit :

(P )



“min
x

”Zi = ci (ξ)x, i = 1, ..., k

Ax = b

T (ξ)x = h (ξ)

x ∈ Nn

(5.3)

où ci, T et h sont des matrices aléatoires définies sur un espace de probabilité (Ω,Ξ,P) ;

ci (ξ) ∈ R1×n, T (ξ) ∈ Rm0×n et h (ξ) ∈ Rm0×1.

A et b sont les matrices déterministes, avec : A ∈ Zm×n et b ∈ Zm.
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5.3. Programmation linéaire stochastique multi-objectifs en nombres entiers

5.3.1 Le problème déterministe équivalent de SMOILP

Considérons une distribution discrète et finie {(ξr, Pr) , r = 1, ..., R} des données aléatoires

où R est le nombre de réalisations. Progressivement, à chaque réalisation ξr de ξ nous

associons k fonctions objectifs (Zi)
r

= ci (ξr)x, i = 1, ..., k, ensuite une matrice T (ξr) et

enfin un vecteur h (ξr) ; en prenant en considération les scénarios différents qui affectent

les k objectifs et les contraintes stochastiques.

Le même principe du recours utilisé dans la programmation stochastique mono-objectif

avec la matrice de recours déterministe W est utilisée dans le présent document ([60],

[27], [29]). Évidemment, nous supposons que le décideur peut indiquer d’une manière

satisfaisante les pénalités qr = q (ξr) des variables violées zr, r = 1, ..., R des contraintes,

tout en préservant la dimension raisonable du problème déterministe.

Contrairement à la méthode STRANGE, où une fonction objectif supplémentaire est

créée pour pénaliser les contraintes violées, la fonction du recours Q (x, ξr) est ajoutée à

chaque fonction objectif. Cette pénalité est donnée par :

Q (x, ξr) = min
z

{
(qr)t z : W (ξr) z = h (ξr)− T (ξr)x, z ≥ 0

}
.

Alors le décideur doit réduire au minimum la valeur d’espérance de tous les coûts :

Z̃i = E
[
Zi +Q (x, ξ)

]
, i = 1, ..., k.

Nous obtenons le problème déterministe suivant :
“min

x
” Z̃i = Źi +Q (x) , i = 1, ..., k

Ax = b

x ≥ 0, x vecteur entier

(5.4)

où

Źi = E [Zi] =
R∑
r=1

P (ξr)Zi
r =

R∑
r=1

Prci (ξr)x = E [ci (ξ)x]

et

Q (x) = E [Q (x, ξ)] =
R∑
r=1

P (ξr)Q (x, ξr) =
R∑
r=1

Pr (qr)t zr

sont respectivement les valeurs d’espérance de Zi et de la fonction du recours Q (x, ξ) .
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Nous nous attendons que lors de la deuxième étape, le programme Q (x, ξr) d’être

réalisable pour toute réalisation de ξr, r = 1, ..., R de ξ selon (m0 × n0)-matrice de recours

W (ξr). Ceci ne doit pas être vrai pour toutes les décisions x ∈ S0 = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0}

de la première étape.

5.3.2 Faisabilité

Supposons que la matrice du recours W est fixée. Nous clarifions la question “ comment

décider si une donnée x = x0 est réalisable ”, pour la seconde étape du problème, pour

toutes les réalisations possibles de ξ. Alors, il est plus simple de travailler avec le dual

du programme de la deuxième étape :

max
π

{
πt
[
h (ξr)− T (ξr)x0

]
: πtW ≤ (qr)t

}
(5.5)

L’ensemble des contraintes P =
{
π : πtW ≤ (qr)t

}
est indépendant de x.

Soit {πt : t ∈ I} l’ensemble des points extrêmes de P et
{
σδ : δ ∈ ∆

}
l’ensemble

des arêtes(1) extrêmes [77].

(i) Si P = ∅ alors Q (x0, ξr) est illimité (Q (x0, ξr) = −∞) ou non réalisable.

(ii) Si P 6= ∅ alors Q (x0, ξr) est non réalisable ou admet une solution optimale.

Le lemme de FARKAS est une conséquence immédiate du théorème fort de dualité,

ce qui apporte un état nécessaire et suffisant pour la faisabilité d’un système des con-

traintes linéaires et peut être énoncé comme la proposition suivante :

Proposition 5.1 L’ensemble {z : Wz = h (ξr)− T (ξr)x0, z ≥ 0} 6= ∅ si et seulement

si

σtW ≤ 0 =⇒ σt
[
h (ξr)− T (ξr)x0

]
≤ 0.

(1)Une arête associée à deux point x et x′ est l’ensemble des combinaisons convexes des points x et x′.
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Nous concluons que Q (x0, ξr) est non réalisable si et seulement si P admet une arête

extrême σ telle que : σt [h (ξr)− T (ξr)x0] > 0 ; autrement la valeur optimale deQ (x0, ξr)

est obtenu par πt [h (ξr)− T (ξr)x0] , où π est un point extrême de P . Puis nous vérifions

la faisabilité pour le problème de la deuxième étape, nous devons trouver une direction σ

en résolvant le programme suivant :

max
σ

{
σt
[
h (ξr)− T (ξr)x0

]
: σtW ≤ 0, ‖σ‖1 ≤ 1

}
(5.6)

On choisit la norme 1 pour rester dans le cas linéaire, tel que la dernière contrainte est

ajoutée pour limiter (borner) σ; sinon la valeur maximale sera +∞ et ceci est de notre

intérêt.

Si pour un certain ξr, r ∈ {1, ..., R} , σ̂tr [h (ξr)− T (ξr)x0] > 0, où σ̂r est la solution

optimale de (5.6), nous avons trouvé ξr pour lequel x0 n’est pas une solution réalisable

du problème de la deuxième étape. Dans ce cas-ci, nous ajoutons au (5.4) la coupe

de faisabilité

σ̂tr [h (ξr)− T (ξr)x] ≤ 0 (5.7)

au programme (5.4) et le nouveau programme est résolu en utilisant la méthode dual

simplexe.

5.3.3 Efficacité (Optimalité)

Supposons que toutes les coupes de faisabilité déterminées sont rajoutées au problème

(5.4), nous pouvons le reformulé en présentant une nouvelle variable θ tel que nous

résultons le problème suivant :

“ min ”Z̃i = Źi + θ, i = 1, ..., k

x ∈ S,

θ ≥ Q (x) ,

x vecteur entier.

(5.8)

avec S = {x ∈ Rn : Ax = b, σtrT (ξr)x ≥ σtrh (ξr) , r ∈ {1, ..., R} , x ≥ 0}

S est un polyèdre non vide et compact dans Rn.
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Nous traitons un problème de recherche de l’ensemble Eff de toutes les solutions

entières de (5.8) qui sont efficaces dans le sens de la définition suivante :

Définition 5.6 Une solution x0 ∈ S est une solution efficace pour (5.8) s’il n’existe pas

de solution x1 ∈ S tel que Z̃i (x1) ≤ Z̃i (x0) , i ∈ {1, ..., k} et Z̃i (x1) < Z̃i (x0) pour

au moins une valeur de i ∈ {1, ..., k} et pour toute réalisation ξr, r = 1, ..., R.

En mettant en considération le programme mono-objectif (5.9), la première étape est

de déterminer une solution réalisable entière de ce problème.

“ min ”Z̃1 = Ź1 + θ

x ∈ S

θ ≥ Q (x)

x entier.

(5.9)

Algorithmiquement, nous ne pouvons pas utiliser θ ≥ Q (x) comme contrainte puisque

Q (x) définit implicitement par un grand nombre de problème d’optimisation.

Nous résolvons le problème (5.9) sans θ ≥ Q (x) et obtenons une solution faisable (x0, θ0),

(initialiser : θ = −∞).

Les solutions optimales (π̂r, r = 1, ..., R) de dual (5.5) sont utilisées pour calculer

l’espérance de la fonction du recours Q (x0) donnée par:

Q (x0) =
R∑
r=1

PrQ (x0, ξr) =
R∑
r=1

Pr (π̂r)
t [h (ξr)− T (ξr)x0] .

Si θ0 ≥ Q (x0) , x0 est optimale pour (5.9), sinon la coupe d’optimalité

θ ≥
R∑
r=1

Pr (π̂r)
t [h (ξr)− T (ξr)x] (5.10)

est ajoutée au programme (5.9) et le nouveau programme est résolu en utilisant

la méthode dual simplexe.
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5.4 Conclusion

Dans la suite de ce travail, nous avons élaboré une nouvelle méthode de résolution du

problème stochastique multi-objectifs en nombres entiers de la classe I/C/D. Nous avons

proposé un algorithme efficace [8] combinant la technique de coupe d’efficacité développée

par Abbas et Mouläı [1] et le processus de séparation de la méthode branch & bound et

la méthode L-shaped.
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Chapitre 6

Une méthode de résolution du

problème SMOILP

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous décrivons une nouvelle méthode pour la résolution du problème

de SMOILP (on considère travailler sur un espace d’incertitude décrit par un ensemble

fini de scénarios) combinant la technique de coupe d’efficacité développée par Abbas et

Mouläı dans [1] (son but initial était de résoudre les problèmes MOILP) et le processus de

séparation de la méthode B&B [85] et la méthode L-shaped développée par Van Slyke et

Wets dans [103]. La méthode L-Shaped est destinée à résoudre les problèmes représentés

en tant que modèles de recours en deux étapes (on suppose que l’on dispose d’un ensemble

fini de réalisations que l’on appellera également des scénarios).

Les seules contributions notables dans notre domaine d’intérêt sont, à notre connais-

sance, la méthode interactive: STRANGE-MOMIX pour le problème du SMOILP qui est

développé par Teghem, 1990 [99], Abbas et Bellahcene [2] ont proposé la méthode Cutting

plane pour SMOILP en 2006, il s’agit de l’adaptation au contexte mixte de la méthode

the cutting plane technique pour MOILP développée par Abbas et Moulai dans [1] et

la méthode L-shaped détaillée dans [60].

Le but de ce chapitre est de développer une nouvelle procédure pour la résolution
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du problème de la programmation linéaire stochastique entière à objectifs multiples basée

sur la méthode de deux étapes avec recours fixe et la méthode d’évaluation et séparation

détaillés dans les chapitres précédents.

Nous terminons par une illustration de l’algorithme par un exemple numérique.

6.2 Optimisation linéaire stochastique multi-objectifs

en nombres entiers

Nous proposons à présent une résolution exacte [6] du problème SMOILP (5.3), vu plus

haut dans le chapitre 4, sous sa forme équivalente suivante :

(P )



“ min ”Z̃i = Źi + θ, i = 1, ..., k

x ∈ S,

θ ≥ Q (x) ,

x vecteur entier.

(6.1)

6.2.1 Une méthodologie pour résoudre SMOILP

Dans cette section, nous présentons une méthode exacte [8], basée sur le processus de

branchement et utilisant une coupe efficace pour générer toutes les solutions efficaces

entières pour le problème (P ). Tout d’abord, la méthode proposée est présentée en détails,

l’algorithme pour résoudre les problèmes de programmation linéaire multi-objectifs stochas-

tiques en nombres entiers est ensuite détaillé.

Tout au long de ce qui suit, nous notons par :

Eff : ensemble de solutions entières efficaces de (P ),

l, Nl et Ml : entiers positifs où Nl et Ml indiquent le nombre de coupes de faisabilité

et coupes d’optimalité, respectivement, ajoutées jusqu’à l’étape l.
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Description de la méthode

Commençons par θ = −∞ sans coupe de faisabilité et d’optimalité [60].

La fonction objectif E [c1(ξ)x] (ou toute autre fonction objectif E [ci(ξ)x] ; i ∈ {1, ..., k} à

la place de E [c1(ξ)x]) est minimisée sous les contraintes déterministes, pour l’obtention

d’une solution optimale du problème principal relaxé, puis une solution entière est trouvée

par l’application du processus de séparation retrouvé dans la méthode B&B.

Dès qu’une solution entière x est trouvée, nous testons si pour certaines réalisations ξr

(r ∈ {1, ..., R}) les problèmes de la deuxième étape, générés par cette solution entière

(5.6), ne sont pas réalisables. Ensuite, une coupe de faisabilité (5.7) est introduite et

le problème principal est à réoptimiser pour obtenir une autre solution entière réalisable

x′.

En utilisant x′, pour toutes les réalisations ξr (r ∈ {1, ..., R}), nous résolvons les pro-

grammes (5.6). De plus, nous calculons le recours Q(x′), afin de tester si θ < Q(x′). Dans

le cas affirmatif, une coupe d’optimalité (5.10) est introduite au problème courant, qui est

encore à réoptimiser et le processus est à itérer. Sinon, la solution entière x′ est comparée

aux solutions déjà trouvées et donc l’ensemble de toutes les solutions potentiellement

efficaces de Eff est mis à jour.

En présence d’une solution entière efficace, la coupe efficace (4.7) est construite en

utilisant les directions de croissance de tous les critères de SMOILP, puis elle est ajoutée

au problème principal pour éliminer non seulement des solutions non entières du domaine,

mais aussi des solutions entières qui ne sont pas efficaces (4.7) assure une amélioration

pour le critère i ce qui permet de pouvoir repartir à la recherche d’autres solutions non

dominées). La recherche des solutions efficaces se fait dans chaque sous-domaine créé.

Le processus s’arrête lorsque tous les domaines créés ont été explorés. Un domaine

sera considéré comme un domaine exploré, s’il ne contient pas de solutions efficaces

lorsqu’aucun critère ne puisse améliorer, auquel cas Hl est vide, ou bien le problème

courant n’a pas de solution réalisable. La recherche de solutions efficaces ne s’arrête que

si tous les domaines créés ont été explorés.

Pour ce faire, nous définissons un programme (Pl) obtenu au nœud l correspondant à
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la recherche d’une solution entière nouvelle, comme suit :

(Pl)



minE [c1 (ξ)x] + θ

s.c

x ∈ Sl
σtr [h (ξr)− T (ξr)x] ≤ 0, r = 1, ..., Nl

θl ≥ Q (x) , l = 1, ...,Ml

(6.2)

où Nl et Ml indiquent le nombre de coupes de faisabilité et coupes d’optimalité, respec-

tivement, ajoutées jusqu’à l’étape l.

Un noeud l de l’arbre est sondé si (Pl) n’est pas réalisable ou bien Hl = ∅.

Si la solution optimale x̃l du programme (Pl) n’est pas entière, dont la valeur xj

soit un composant de x̃l de telle sorte que xj = αj; où αj est un nombre fractionnaire.

Le nœud l de l’arborescence est ensuite séparé en deux nœuds qui sont imposés par les

contraintes supplémentaires xj ≤ bαjc et xj ≥ bαjc + 1; où bαjc est le plus grand entier

inférieur à αj: Dans chaque nœud, le programme linéaire obtenu doit être résolu, jusqu’à

ce qu’une solution entière soit trouvée. En présence d’une solution optimale entière,

une coupe efficace
∑
j∈Hl

xj ≥ 1 est ensuite ajoutée pour supprimer les solutions en nombres

entiers qui ne sont pas efficaces et le nouveau programme est résolu en utilisant la méthode

du dual simplexe. La méthode se termine lorsque tous les nœuds créés sont sondés.

En conclusion, nous avons construit la solution (x, θ) qui est entière réalisable et

optimale pour (5.3) et vérifie le définition 5.6.

Algorithme 6.1 (Solutions efficaces pour SMOILP)

Étape 1. (Initialisation)

On initialise le conteur d’itérations l = 0,F = {P0} , N0 = M0 = 0, θ = −∞.

Créer le premier nœud avec le programme linéaire déterministe (P0) suivant :

(P0)


minE [c1 (ξ)x]

s.c

x ∈ S0
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Soit Eff = ∅ l’ensemble de solutions entières efficaces, vide au départ.

Résoudre le programme linéaire (P0) au nœud 0 de l’arborescence.

Étape 2. (Étape générale)

Tant que l’arborescence contient des nœuds non sondé, faire :

• Choisir le nœud l le plus récemment créé qui n’est pas encore sondé et résoudre le pro-

gramme linéaire correspondant (Pl)

• Si le programme (Pl) n’admet pas de solutions réalisables, alors le nœud l est sondé,

• Sinon, soit x̃l la solution optimale trouvée,

• Si x̃l n’est pas entière, aller à l’Étape 3. Sinon, aller à l’Étape 4.

Étape 3. (Procédure de branchement)

Choisir une coordonnée xj de x̃l dont la valeur xj = αj où αj est un nombre fractionnaire

et séparez le nœud actif l de l’arbre en deux nœuds h et h′, h ≥ l+ 1; h′ ≥ l+ 1 et h 6= h′.

Dans le tableau du simplexe courant, la contrainte supplémentaire xj ≤ bαjc est ajoutée et

un nouveau domaine est considéré dans le nœud h et de même, la contrainte xj ≥ bαjc+1

est ajoutée pour obtenir un autre domaine considéré dans le nœud h′, et obtenir les sous

problèmes (Ph) , (Ph′) .Faire F = F ∪ {Ph, Ph′} \ {Pl}. Aller à l’Étape 2

Étape 4. (Procédure de faisabilité de la seconde étape)

Résoudre les sous-problèmes (5.6).

Si σtr
[
h (ξr)− T (ξr) x̃l

]
> 0, rajouter la coupe de faisabilité (5.7) au problème (Pl), aller

à l’Étape 2

Sinon, aller à l’Étape 5.

Étape 5. (Procédure d’optimalité de la seconde étape)

Résoudre les problèmes (5.5)

Si Q
(
xl
)
> θ ; Rajouter la coupe d’optimalité (5.10) au problème (Pl) aller à l’Étape 2

Sinon, aller à l’Étape 6.

Étape 6. (Coupe d’efficacité)

Si Z̃(x̃l) n’est pas dominé par Z̃(x) pour tous x ∈ Eff , alors Eff := Eff ∪ {x̃l} .

S’il existe x ∈ Eff tel que Z̃(x̃l) domine Z̃(x), alors Eff := Eff ∪ {x̃l} \ {x} .

Déterminer les ensembles Nl et Hl :
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Si Hl = ∅, alors le noeud l est sondé, aller à l’Étape 2.

Sinon, rajouter la coupe (4.7) :
∑
j∈Hl

xj ≥ 1 pour obtenir un nouveau programme linéaire

(Pl+1), aller à l’Étape 2.

Théorème 6.1 Supposons que Hl 6= ∅ au point entier courant x∗l . Si x est une solution

entière efficace dans le domaine Sl \ {x∗l }, alors x ∈ Sl+1.

Preuve. Soit x une solution entière se trouvant dans le domaine Sl \ {x∗l } telle que

x /∈ Sl+1, alors
∑
j∈Hl

xj = 0, ce qui implique que xj = 0 pour tout j ∈ Hl. A partir

du tableau du simplexe correspondant à la solution optimale x∗l , les critères sont évalués

comme suit:

Zi (x) =
∑
j∈Nl

c̄ijxj + c̄i, ∀i ∈ {1, ..., k}, où c̄i = Zi (x∗l ) .

Ainsi, on peut écrire :Zi (x) =
∑

j∈Nl\Hl

c̄ijxj + c̄i, ∀i ∈ {1, ..., k}

D’autre part c̄ij ≥ 0 pour tout j ∈ Nl\Hl et c̄ij > 0 pour au moins un critère, implique

que
∑

j∈Nl\Hl

c̄ijxj ≥ 0⇒
∑

j∈Nl\Hl

c̄ijxj + c̄i ≥ c̄i.

Pour tout critère Zi, i ∈ {1, ..., k} , l’inégalité suivante est obtenue :

Zi (x) =
∑
j∈Nl

c̄ijxj + c̄i ⇒ Zi (x) ≥ c̄i ⇒ Zi (x) ≥ Zi (x∗l )

Par conséquent, Zi (x) ≥ Zi (x∗l ) pour tout i ∈ {1, ..., k} et Zi (x) > Zi (x∗l ) pour au moins

un indice i. Donc Z (x∗l ) domine Z (x) et la solution x n’est pas efficace.

Corollaire 6.1 Supposons que Hl 6= ∅ à la solution entière courante x∗l , alors la con-

trainte
∑
j∈Hl

xj ≥ 1 définie une coupe efficace pour le programme (Pl).

Preuve. D’après le théorème précédent, aucune solution efficace n’est supprimée

lorsque la contrainte
∑
j∈Hl

xj ≥ 1 est rajoutée. On peut alors dire que c’est une contrainte

valide efficace. De plus, x∗l ne vérifie pas cette contrainte puisque xj = 0, pour tout j ∈ Nl.

On conclut que la contrainte
∑
j∈Hl

xj ≥ 1 est une coupe efficace

Proposition 6.1 Si Hl = ∅ au point entier courant x∗l , alors Sl \ {x∗l } est un domaine

exploré.
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Preuve. Hl = ∅ signifie que x∗l est une solution entière optimale pour tous les critères

(x∗l constitue un point idéal localement dans le domaine Sl) et donc Sl \ {x∗l } ne contient

pas de solutions efficaces.

Théorème 6.2 L’algorithme de recherche de toutes les solutions efficaces entières du

problème (P ) décrit ci-dessus converge en un nombre fini d’étapes.

Preuve. L’ensemble des solutions possibles du problème (P ), étant compact, contient

un nombre fini de solutions entières. Chaque fois que l’on calcule un nombre entier x∗l opti-

mal, la coupe efficace est ajoutée. Ainsi, selon le théorème et corollaire ci-dessus, au moins

la solution x∗l est éliminée lorsqu’on étudie un quelconque sous-problème (Pk); k > l, mais

aucune solution efficace n’est supprimée.

6.2.2 Organigramme de la méthode SMOILP

Pour résoudre un problème linéaire stochastique en nombres entiers à objectifs multiples,

une nouvelle méthode basée sur trois principes :

(i) Principe à deux étapes avec recours entier dont on ajoute à chaque itération une coupe

de faisabilité ou coupe d’optimalité;

(ii) Principe de séparation et évaluation en utilisant le concept d’ensembles dominés;

(iii) Principe de coupe efficace pour générer toutes les solutions entières efficaces du

problème (6.1).

Désignons par :

Eff : ensemble des solutions entières et efficaces de (6.1) ;

ND =
{
Z̃ (xi) / xi ∈ Eff

}
;

F : une liste contenant les sous problèmes non sondés ;

l, Nl,Ml : entiers positifs.
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6.2. Optimisation linéaire stochastique multi-objectifs en nombres entiers

 

 0
0, , .l

l lM Pl N F      

?F 

 

Terminer,

Afficher: Eff , ,ND 

 

 

   

 

1min

0, 1,...,

, 1,...,

l

t r r

r l

r

l

E C x

x S

h T x r N

Q x r M

 

  



    



     


 

 , ?l lx  
 
 


 

entier?lx
 

Appliquer B&B  

1 2
{ , } \ { }

l l l
F F P P P

 
   

   max

0

1

t r r l

r

t

r

r

r

h T x

W

  





  
 







 

   

 

min

0

t r r l

r

t

r

t
r r

r

h T x

W

q

  



 

  
 







 

 
 Rajouter

:

:

lsi Q x

Q x









 

,

 ,Mise à jour de

Déterminer lH

Eff
 ?lH   

Rajouter: 1
l

j

j H

x


  

   

   Rajouter

si : 0,

: 0

T r r

r

T

h T x

h T x 



  

  

  
 

  
 

 

Figure 6.1 : Organigramme SMOILP
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Procédure d’initialisation Considérer le problème ILP suivant :

(Pl)



minE [c1 (ξ)x] +Q (x)

x ∈ Sl
σtr [h (ξr)− T (ξr)x] ≤ 0, r = 1, ..., Nl

θe ≥ Q (x) , e = 1, ...,Ml

x ≥ 0.

Initialiser : θ = −∞, l = Nl = Ml = 0,F = {P0} , Eff = ∅ et ND = ∅.

Aller à la procédure de choix ;

Procédure de choix Si F = ∅, afficher Eff, ND, terminer.

Sinon, sélectionner le problème (Pl) de plus fort indice l dans la liste F, aller à la

procédure d’évaluation ;

Procédure générale Résoudre le programme linéaire (Pl) au nœud l de l’arborescence

et poser x la solution optimale trouvée.

Si x n’est pas une solution entière, aller à la procédure de séparation. Sinon, aller à

la procédure de faisabilité

S’il n’existe pas une telle solution x, faire F = F \ {(Pl)} et aller à la procédure de

choix.

Procédure de séparation Choisir une coordonnée j de x dont la valeur αj n’est pas

entière et séparer le nœud l en deux nouveaux nœuds : ajouter la contrainte xj ≤ bαjc

au premier nœud, la contrainte xj ≥ bαjc+ 1 au second nœud et aller à la procédure de

choix.

Procédure de faisabilité Résoudre les problèmes (5.6) :

max
σ

{
σt
[
h (ξr)− T (ξr)xl

]
: σtW ≤ 0, ‖σ‖1 ≤ 1

}
, r ∈ {1, ..., R}

Si σtr
[
h (ξr)− T (ξr)xl

]
> 0, rajouter au problème (Pl) la coupe de faisabilité (5.7) :

σtr [h (ξr)− T (ξr)x] ≤ 0

Si σtr
[
h (ξr)− T (ξr)xl

]
≤ 0, aller à la procédure d’optimalité ;
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Procédure d’optimalité Résoudre le problème (5.5) :

max
π

{
πt
[
h (ξr)− T (ξr)xl

]
: πtW ≤ (qr)t

}
, r ∈ {1, ..., R}

Si Q
(
xl
)
> θ ; Rajouter au problème (Pl) la coupe d’optimalité (5.10)

θ ≥
R∑
r=1

Pr (πr)
t [h (ξr)− T (ξr)x]. Aller à la procédure générale.

Sinon, aller à la procédure d’efficacité;

Procédure d’efficacité S’il existe x ∈ Eff tel que Z̃(xl) domine Z̃(x), alors Eff :=

Eff ∪ {x} \
{
xl
}
, aller à la procédure de choix.

Sinon ( Z̃(xl) n’est pas dominé par Z̃(x) pour tous x ∈ Eff), alors Eff := Eff ∪
{
xl
}
.

Déterminer les ensembles Nl et Hl:

Si Hl = ∅, alors le noeud l est sondé, aller à la Procédure de choix.

Sinon, rajouter la coupe (4.7)
∑
j∈Hl

xj ≥ 1 au programme (Pl). Aller à la procédure

générale.

6.3 Exemple illustratif

Comme illustration de la méthode proposée, nous présentons un exemple ([2] et [8])

de SMOILP avec une structure semblable à celle du problème (P ) , k = 3, n0 = 4,

m0 = m = n = 2.

Deux contraintes déterministes: −4x1 + 2x2 ≥ −8

x1 + x2 ≤ 5
⇔

 4x1 − 2x2 ≤ 8

x1 + x2 ≤ 5

Les contraintes déterministes sont données par :

A =

 4 −2

1 1

 ; b =

 8

5


La matrice de recours fixe est donnée par :

W (ξ) = W =

 −2 −1 2 1

3 2 −5 −6

 ;

Deux scénarios (R = 2) affectent les trois objectifs et les contraintes stochastiques.

Supposons que les deux réalisations de ξ sont équiprobables P (ξ1) = 1
2
, P (ξ2) = 1

2
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q (ξ1) = (1, 0, 6, 2)t , q (ξ2) = (5, 3, 2, 1)t .

Les contraintes stochastiques sont données par :

T (ξ1) =

 1 2

−2 1

 , T (ξ2) =

 1 0

3 4

 , h (ξ1) =

 3

5

 , h (ξ2) =

 6

1

 ;

Le problème devient :

min−9x1 + 4x2

min 3x1 − 5x2

min 8x1 − 11x2

s.c

4x1 − 2x2 ≤ 8

x1 + x2 ≤ 5

x1 + 2x2 = 3

−2x1 + x2 = 5

x1, x2 ∈ N
Scénario 1

min 3x1 − 2x2

min 7x1 + x2

min−4x1 + 9x2

s.c

4x1 − 2x2 ≤ 8

x1 + x2 ≤ 5

x1 = 6

3x1 + 4x2 = 1

x1, x2 ∈ N
Nous calculons l’espérance de chaque fonction objectif :

(Z ′)1 = E [c1 (ξ)] = P (ξ1) c1 (ξ1) + P (ξ2) c1 (ξ2) = (−3, 1) ,

(Z ′)2 = E [c2 (ξ)] = P (ξ1) c2 (ξ1) + P (ξ2) c2 (ξ2) = (5,−2) ,

(Z ′)3 = E [c3 (ξ)] = P (ξ1) c3 (ξ1) + P (ξ2) c3 (ξ2) = (2,−1) .

Formulons le problème déterministe associé :
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min−3x1 + x2

min 5x1 − 2x2

min 2x1 − x2

s.c

4x1 − 2x2 ≤ 8

x1 + x2 ≤ 5

x1, x2 ∈ N
Créer le premier nœud avec le programme relaxé avec un seul critère (P0) , F = {P0}

(P0)



minE [c1 (ξ)x]

4x1 − 2x2 + x3 = 8

x1 + x2 + x4 = 5

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

Eff = ∅ : Ensemble des solutions entières efficaces du programme (P ) .

• Première itération

La résolution du problème (P0) donne le tableau du simplexe suivant:

Tableau 1

B Rhs x3 x4

x1 3 1
6

2
6

x2 2 −1
6

4
6

Z ′1 7 4
6

2
6

Z ′2 −11 −7
6

−2
6

Z ′3 −4 −3
6

0

La solution obtenue x = (3, 2) est une solution entière optimale de la première étape

pour (P0).

Rhs : La valeur de vecteur b après les opérations de changement de base.

• Pour tester la faisabilité du problème de deuxième étape, nous résolvons les sous

problème (5.6) (correspondant aux scénarios ξ1 et ξ2) auquel on a passé la solution

x = (3, 2):
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h (ξ1)− T (ξ1)x =

 3

5

−
 1 2

−2 1

 3

2

 =

 −4

9


h (ξ2)− T (ξ2)x =

 6

1

−
 1 0

3 4

 3

2

 =

 3

−16




max−4σ1
1 + 9σ2

1

−2σ1
1 + 3σ2

1 ≤ 0

−σ1
1 + 2σ2

1 ≤ 0

2σ1
1 − 5σ2

1 ≤ 0

σ1
1 − 6σ2

1 ≤ 0

σ1
1 + σ2

1 ≤ 1

, le maximum est atteint en : σt1 = (σ1
1, σ

2
1) =

(
2
3
, 1

3

)



max 3σ1
2 − 16σ2

2

−2σ1
2 + 3σ2

2 ≤ 0

−σ1
2 + 2σ2

2 ≤ 0

2σ1
2 − 5σ2

2 ≤ 0

σ1
2 − 6σ2

2 ≤ 0

σ1
2 + σ2

2 ≤ 1

, le maximum est atteint en: σt2 = (σ1
2, σ

2
2) = (0, 0)

σt1 [h (ξ1)− T (ξ1)x] =
(

2
3
, 1

3

) (−4
9

)
= 1

3

σt2 [h (ξ2)− T (ξ2)x] = (0, 0)
(

3
−16

)
= 0

σt1 [h (ξ1)− T (ξ1)x] > 0, ceci signifie que le problème de deuxième étape n’est pas

réalisable pour ξ1, alors nous créons une coupe de faisabilité de la forme (5.7): 5
3
x2 ≥ 11

3

ou −5
18
x3 + 10

9
x4 + x5 = −1

3
. Nous rajoutons cette coupe au problème de première étape.

La résolution du problème principal avec la nouvelle coupe rajoutée donne le tableau

du simplexe suivant:
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Tableau 2

B Rhs x4 x5

x1
14
5

1 1
5

x2
11
5

0 −1
5

x3
6
5

−4 −6
5

Z ′1
31
5

3 4
5

Z ′2 −48
5

−5 −7
5

Z ′3 −17
5

−2 −3
5

, le minimum est atteint en x =
(

14
5
, 11

5

)
.

x =
(

14
5
, 11

5

)
est optimale pour la première étape de programme, mais elle n’est pas

entière. La séparation se fait donc par rapport à la variable x1 et on obtient les deux sous

problèmes : Le processus de séparation commence:

Nœud 1: S ′1 =
{
x ∈ S0 : x1 ≥

⌊
14
5

⌋
+ 1
}

et x1 ≥ 3⇐⇒ x4 + 3
5
x5 + x6 = −1

5

Nous ajoutons cette contrainte et nous résolvons le nouveau programme (P1) mais il

étant non réalisable, alors le nœud correspondant est sondé.

Nœud 2: S1 =
{
x ∈ S0 : x1 ≤

⌊
14
5

⌋}
et x1 ≤ 2⇐⇒ −x4 − 3

5
x5 + x6 = −4

5

Cette contrainte est rajoutée et la méthode dual simplexe est appliquée. La solution

entière optimale du programme (P2) est obtenue dans le tableau suivant :

87



6.3. Exemple illustratif

Tableau 3

B Rhs x5 x6

x1 2 0 1

x2
11
5

−1
5

0

x3
22
5

−2
5

−4

x4
4
5

1
5

−1

Z ′1
19
5

1
5

3

Z ′2 −28
5

−2
5

−5

Z ′3 −9
5

−1
5

−2

, le minimum est atteint en x =
(
2, 11

5

)
mais il n’est pas entier. La séparation se fait

donc par rapport à la variable x2 et on obtient les deux sous problèmes:

Nœud 3: S ′2 =
{
x ∈ S1 : x2 ≤

⌊
11
5

⌋}
et x2 ≤ 2⇒ x2 + x7 = 2⇒ 3

5
x5 + x7 = −1

5

Nous ajoutons cette contrainte et nous résolvons le nouveau programme (P3) mais il

est impossible. Alors, ce nœud est sondé.

Nœud 4: S2 =
{
x ∈ S1 : x2 ≥

⌊
11
5

⌋
+ 1
}

et x2 ≥ 3⇒ −x2 + x7 = −3⇒ −3
5
x5 +

x7 = −4
5

Cette contrainte est rajoutée et la méthode dual simplexe est appliquée. La solution

entière optimale du programme (P4) est obtenue dans le tableau suivant :
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Tableau 4

B Rhs x6 x7

x1 2 1 0

x2 3 0 −1

x3 6 −4 −2

x4 0 −1 1

x5 4 0 −5

Z ′1 3 3 1

Z ′2 −4 −5 −2

Z ′3 −1 −2 −1

, le minimum est atteint en x = (2, 3) .

• Pour tester la faisabilité du problème de deuxième étape, nous résolvons les sous

problème (5.6) (correspondant aux scénarios ξ1 et ξ2) auquel on a passé la solution

x = (2, 3):

h (ξ1)− T (ξ1)x =

 3

5

−
 1 2

−2 1

 2

3

 =

 −5

6


h (ξ2)− T (ξ2)x =

 6

1

−
 1 0

3 4

 2

3

 =

 4

−17




max−5σ1
1 + 6σ2

1

−2σ1
1 + 3σ2

1 ≤ 0

−σ1
1 + 2σ2

1 ≤ 0

2σ1
1 − 5σ2

1 ≤ 0

σ1
1 − 6σ2

1 ≤ 0

σ1
1 + σ2

1 ≤ 1

, le maximum est atteint en: σt1 = (σ1
1, σ

2
1) = (0, 0)
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max 4σ1
2 − 17σ2

2

−2σ1
2 + 3σ2

2 ≤ 0

−σ1
2 + 2σ2

2 ≤ 0

2σ1
2 − 5σ2

2 ≤ 0

σ1
2 − 6σ2

2 ≤ 0

σ1
2 + σ2

2 ≤ 1

, le maximum est atteint en: σt2 = (σ1
2, σ

2
2) = (0, 0)

σ1 = σ2 = 0, ceci veut dire que la nouvelle solution x = (2, 3) obtenue dans le tableau

6 est la solution réalisable de problème de deuxième étape.

• Pour tester l’optimalité de x = (2, 3) pour le problème de deuxième étape, nous

résolvons les sous problème (5.5) (correspondant aux scénarios ξ1 et ξ2) auquel on

a passé la solution x = (2, 3):

max−5π1
1 + 6π2

1

−2π1
1 + 3π2

1 ≤ 1

−π1
1 + 2π2

1 ≤ 0

2π1
1 − 5π2

1 ≤ 6

π1
1 − 6π2

1 ≤ 2

, le maximum est atteint en: πt1 = (π1
1, π

2
1) =

(
−1,−1

2

)



max 4π1
2 − 17π2

2

−2π1
2 + 3π2

2 ≤ 5

−π1
2 + 2π2

2 ≤ 3

2π1
2 − 5π2

2 ≤ 2

π1
2 − 6π2

2 ≤ 1

, le maximum est atteint en: πt2 = (π1
2, π

2
2) = (1, 0)

Q (x, ξ1) = πt1 [h (ξ1)− T (ξ1)x] = 2

Q (x, ξ2) = πt1 [h (ξ2)− T (ξ2)x] = 4

Q (x) = 1
2
Q (x, ξ1) + 1

2
Q (x, ξ2) = 3

θ = −∞ < Q (x), nous introduisons la coupe d’optimalité de la forme (5.10):

θ ≥ 1
4
− 1

2
x1 + 5

4
x2 ou 1

2
x6 + 5

4
x7 − θ + s1 = −3 et nous réoptimisons le problème

précédent.
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Tableau 5

B Rhs x6 x7 s1

x1 2 1 0 0

x2 3 0 −1 0

x3 6 −4 −2 0

x4 0 −1 1 0

x5 4 0 −5 0

θ 3 −1
2

−5
4

−1

Z ′1 3 3 1 0

Z ′2 −4 −5 −2 0

Z ′3 −1 −2 −1 0

alors x1 = (2, 3) est une solution entière efficace du programme (P ) dont le vecteur

critère est (E [C1 (ξ)]x1,E [C2 (ξ)]x1,E [C3 (ξ)]x1) = (−3, 4, 1) avec la pénalité θ1 = 3.

Ainsi l’ensemble des solutions efficaces Eff = {(2, 3)}

• N3 = {6, 7} , H3 = {6, 7} 6= ∅

S4 =

{
x ∈ S3 |

∑
j∈H3

xj ≥ 1

}
= {x ∈ S3 | x6 + x7 ≥ 1} et x6 + x7 ≥ 1⇔ −x6− x7 +

x8 = −1.

Nous ajoutons cette coupe efficace de la forme (4.7) −x6 − x7 + x8 = −1 et nous

résolvons le nouveau programme de nœud correspondant, on obtient :
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Tableau 6

B Rhs x4 x8 s1

x1
3
2

1
2

1
2

0

x2
7
2

1
2

−1
2

0

x3 9 −1 −3 0

x6
1
2

−1
2

−1
2

0

x5
13
2

5
2

−5
6

0

θ 31
8

3
8

−7
8

−1

x7
1
2

1
2

−1
2

0

Z ′1 1 1 2 0

Z ′2 −1
2

−3
2

−7
2

0

Z ′3
1
2

−1
2

−3
2

0

le minimum est atteint en x =
(

3
2
, 7

2

)
mais ce n’est pas entier. La séparation se fait

donc par rapport à la variable x1 et on obtient les deux sous problèmes :

Nœud 5: S ′4 =
{
x ∈ S3 : x1 ≥

⌊
3
2

⌋
+ 1
}

et x1 ≥ 2⇔ 1
2
x4 + 1

2
x8 + x9 = −1

2

Nous ajoutons cette contrainte et nous résolvons le nouveau programme (P5) mais il

est impossible. Alors, ce nœud est sondé.

Nœud 6: S4 =
{
x ∈ S3 : x1 ≤

⌊
3
2

⌋}
et x1 ≤ 1⇔ −1

2
x4 − 1

2
x8 + x9 = −1

2

Cette contrainte est rajoutée et la méthode dual simplexe est appliquée. La solution

entière optimale du programme (P6) est obtenue dans le tableau suivant :
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6.3. Exemple illustratif

Tableau 7

B Rhs x8 x9 s1

x1 1 0 1 0

x2 3 −1 1 0

x3 10 −2 −2 0

x6 1 0 −1 0

x5 4 −5 5 0

θ 14
4

−5
4

3
4

−1

x7 0 −1 1 0

x4 1 1 −2 0

Z ′1 0 1 2 0

Z ′2 1 −2 −3 0

Z ′3 1 −1 −1 0

le minimum est atteint en x = (1, 3)

• Pour tester la faisabilité du problème de deuxième étape, nous résolvons chaque

sous-problème (5.6) (correspondant aux scénarios ξ1 et ξ2) auquel on a passé la

solution x = (1, 3) :

h (ξ1)− T (ξ1)x =

 3

5

−
 1 2

−2 1

 1

3

 =

 −4

4


h (ξ2)− T (ξ2)x =

 6

1

−
 1 0

3 4

 1

3

 =

 5

−14




max−4σ1
1 + 4σ2

1

−2σ1
1 + 3σ2

1 ≤ 0

−σ1
1 + 2σ2

1 ≤ 0

2σ1
1 − 5σ2

1 ≤ 0

σ1
1 − 6σ2

1 ≤ 0

σ1
1 + σ2

1 ≤ 1

, le maximum est atteint en: σt1 = (σ1
1, σ

2
1) = (0, 0)
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max 5σ1
2 − 14σ2

2

−2σ1
2 + 3σ2

2 ≤ 0

−σ1
2 + 2σ2

2 ≤ 0

2σ1
2 − 5σ2

2 ≤ 0

σ1
2 − 6σ2

2 ≤ 0

σ1
2 + σ2

2 ≤ 1

, le maximum est atteint en: σt2 = (σ1
2, σ

2
2) = (0, 0)

σ1 = σ2 = 0, ceci veut dire que la nouvelle solution x = (1, 3) obtenue dans le tableau

7 est réalisable pour le problème de deuxième étape.

• Pour tester l’optimalité de x = (1, 3) pour le problème de deuxième étape, nous

résolvons les sous problème (5.5) (correspondant aux scénarios ξ1 et ξ2) auquel on

a passé la solution x = (1, 3):

max−5π1
1 + 6π2

1

−2π1
1 + 3π2

1 ≤ 1

−π1
1 + 2π2

1 ≤ 0

2π1
1 − 5π2

1 ≤ 6

π1
1 − 6π2

1 ≤ 2

, le maximum est atteint en: πt1 = (π1
1, π

2
1) =

(
−1,−1

2

)



max 4π1
2 − 17π2

2

−2π1
2 + 3π2

2 ≤ 5

−π1
2 + 2π2

2 ≤ 3

2π1
2 − 5π2

2 ≤ 2

π1
2 − 6π2

2 ≤ 1

, le maximum est atteint en: πt2 = (π1
2, π

2
2) = (1, 0)

Q (x, ξ1) = πt1 [h (ξ1)− T (ξ1)x] = 2

Q (x, ξ2) = πt2 [h (ξ2)− T (ξ2)x] = 5

Q (x) = 1
2
Q (x, ξ1) + 1

2
Q (x, ξ2) = 7

2

θ = Q (x) , alors x2 = (1, 3) est une solution entière efficace du programme (P ) avec

la pénalité θ2 = 7
2
.

L’ensemble des solutions efficaces Eff = {(2, 3) , (1, 3)} puisque Z̃ (1, 3) n’est pas

dominé par Z̃ (2, 3).

• N6 = {8, 9} , H6 = {8, 9}
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• S7 =

{
x ∈ S6 :

∑
j∈H6

xj ≥ 1

}
= {x ∈ S6 : x8 + x9 ≥ 1} et x8 + x9 ≥ 1 ⇔ −x8 −

x9 + x10 = −1

Nous ajoutons cette coupe efficace (4.7) −x8 − x9 + x10 = −1 et nous résolvons le

nouveau programme de nœud correspondant.

Tableau 8

B Rhs x9 x10 s1

x1 1 1 0 0

x2 4 2 −1 0

x3 12 0 −2 0

x6 1 1 0 0

x5 9 10 −5 0

θ 19
4

2 −5
4

−1

x7 1 2 −1 0

x4 0 −3 1 0

x8 1 1 −1 0

Z ′1 −1 1 1 0

Z ′2 3 −1 −2 0

Z ′3 2 0 −1 0

, le minimum est atteint en x = (1, 4)

• Pour tester la faisabilité du problème de deuxième étape, nous résolvons chaque sous

problème (5.6) (correspondant aux scénarios ξ1 et ξ2) auquel on a passé la solution

x = (1, 4) :

h (ξ1)− T (ξ1)x =

 3

5

−
 1 2

−2 1

 1

4

 =

 −6

3


h (ξ2)− T (ξ2)x =

 6

1

−
 1 0

3 4

 1

4

 =

 5

−18
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max−6σ1
1 + 3σ2

1

−2σ1
1 + 3σ2

1 ≤ 0

−σ1
1 + 2σ2

1 ≤ 0

2σ1
1 − 5σ2

1 ≤ 0

σ1
1 − 6σ2

1 ≤ 0

σ1
1 + σ2

1 ≤ 1

, le maximum est atteint en: σt1 = (σ1
1, σ

2
1) = (0, 0)



max 5σ1
2 − 18σ2

2

−2σ1
2 + 3σ2

2 ≤ 0

−σ1
2 + 2σ2

2 ≤ 0

2σ1
2 − 5σ2

2 ≤ 0

σ1
2 − 6σ2

2 ≤ 0

σ1
2 + σ2

2 ≤ 1

, le maximum est atteint en: σt2 = (σ1
2, σ

2
2) = (0, 0)

σ1 = σ2 = 0, ceci veut dire que la nouvelle solution x = (1, 4) obtenue dans le tableau

8 est réalisable pour le problème de deuxième étape.

• Pour tester l’optimalité de x = (1, 4) pour le problème de deuxième étape, nous

résolvons les sous problème (5.5) (correspondant aux scénarios ξ1 et ξ2) auquel on

a passé la solution x = (1, 4) :

max−6π1
1 + 3π2

1

−2π1
1 + 3π2

1 ≤ 1

−π1
1 + 2π2

1 ≤ 0

2π1
1 − 5π2

1 ≤ 6

π1
1 − 6π2

1 ≤ 2

, le maximum est atteint en : πt1 = (π1
1, π

2
1) =

(
−1,−1

2

)



max 5π1
2 − 18π2

2

−2π1
2 + 3π2

2 ≤ 5

−π1
2 + 2π2

2 ≤ 3

2π1
2 − 5π2

2 ≤ 2

π1
2 − 6π2

2 ≤ 1

, le maximum est atteint en : πt2 = (π1
2, π

2
2) = (1, 0)

Q (x, ξ1) = πt1 [h (ξ1)− T (ξ1)x] = 9
2
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6.3. Exemple illustratif

Q (x, ξ2) = πt1 [h (ξ2)− T (ξ2)x] = 5

Q (x) = 1
2
Q (x, ξ1) + 1

2
Q (x, ξ2) = 19

4

θ = Q (x) , alors x3 = (1, 4) est une solution entière efficace du programme (P ) avec

θ3 = 19
4
.

L’ensemble efficace Eff = {(2, 3) , (1, 3) , (1, 4)} puisque Z̃(1, 4) n’est pas dominé par{
Z̃ (2, 3) , Z̃ (1, 3)

}
.

• N7 = {9, 10}, H7 = {9, 10} 6= ∅

S8 =

{
x ∈ S7 :

∑
j∈H7

xj ≥ 1

}
= {x ∈ S7 : x9 + x10 ≥ 1} et x9 + x10 ≥ 1 ⇔ −x9 −

x10 + x11 = −1

Nous ajoutons cette coupe efficace (4.7) −x9 − x10 + x11 = −1 et nous résolvons le

nouveau programme de nœud correspondant.

Tableau 9

B Rhs x7 x11 s1

x1
1
3

−1
3

1
3

0

x2 3 −1 0 0

x3
38
3

−2
3

−4
3

0

x6
1
3

−1
3

1
3

0

x5 4 −5 0 0

θ 23
6

−13
12

−1
6

−1

x10
1
3

−1
3

−2
3

0

x4
5
3

4
3

−1
3

0

x8
2
3

−2
3

−1
3

0

x9
2
3

1
3

−1
3

0

Z ′1 −2 0 1 0

Z ′2
13
3

−1
3

−5
3

0

Z ′3
7
3

−1
3

−2
3

0
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le minimum est atteint en x =
(

1
3
, 3
)

mais n’est pas entier. La séparation se fait donc

par rapport à la variable x1 et on obtient les deux sous problèmes:

Nœud 7: S ′8 =
{
x ∈ S7 : x1 ≥

⌊
1
3

⌋
+ 1
}

et x1 ≥ 1⇔ −1
3
x7 + 1

3
x11 + x12 = −2

3

Nous ajoutons cette contrainte et nous résolvons le nouveau programme (P7) mais il

est impossible. Alors, ce nœud est sondé.

Nœud 8: S8 =
{
x ∈ S7 : x1 ≤

⌊
1
3

⌋}
et x1 ≤ 0⇔ 1

3
x7 − 1

3
x11 + x12 = −1

3

Cette contrainte est rajoutée et la méthode dual simplexe est appliquée. La solution

entière optimale du programme (P8) est obtenue dans le tableau suivant:

Tableau 10

B Rhs x7 x12 s1

x1 0 0 1 0

x2 3 −1 0 0

x3 14 −2 −4 0

x6 0 0 1 0

x5 4 −5 0 0

θ 4 −5
4

−1
2

−1

x10 1 −1 −2 0

x4 2 1 −1 0

x8 1 −1 −1 0

x9 1 0 −1 0

x11 1 −1 −3 0

Z ′1 −3 1 3 0

Z ′2 6 −2 −5 0

Z ′3 3 −1 −2 0

, le minimum est atteint en x = (0, 3)

• Pour tester la faisabilité du problème de deuxième étape, nous résolvons chaque sous
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problème (5.6) (correspondant aux scénarios ξ1 et ξ2) auquel on a passé la solution

x = (0, 3) :

h (ξ1)− T (ξ1)x =

 3

5

−
 1 2

−2 1

 0

3

 =

 −3

2


h (ξ2)− T (ξ2)x =

 6

1

−
 1 0

3 4

 0

3

 =

 6

−11




max−3σ1
1 + 2σ2

1

−2σ1
1 + 3σ2

1 ≤ 0

−σ1
1 + 2σ2

1 ≤ 0

2σ1
1 − 5σ2

1 ≤ 0

σ1
1 − 6σ2

1 ≤ 0

σ1
1 + σ2

1 ≤ 1

, le maximum est atteint en : σt1 = (σ1
1, σ

2
1) = (0, 0)



max 6σ1
2 − 11σ2

2

−2σ1
2 + 3σ2

2 ≤ 0

−σ1
2 + 2σ2

2 ≤ 0

2σ1
2 − 5σ2

2 ≤ 0

σ1
2 − 6σ2

2 ≤ 0

σ1
2 + σ2

2 ≤ 1

, le maximum est atteint en : σt2 = (σ1
2, σ

2
2) =

(
5
7
, 2

7

)

σt2 [h (ξ2)− T (ξ2)x] = 8
7

σt1 [h (ξ2)− T (ξ2)x] > 0, ceci veut dire que le problème de deuxième étape (5.6)

est pas réalisable pour ξ2. Alors nous créons la coupe de faisabilité de la forme (5.7):

11
7
x1 + 8

7
x2 ≥ 32

7
et nous réoptimisons le programme précédent. ceci implique que la

solution x = (0, 4) obtenue dans le tableau 11 est réalisable pour le problème de deuxième

étape.
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Tableau 11

B Rhs x12 x13 s1

x1 0 1 0 0

x2 4 −11
8

−1
8

0

x3 16 −54
8

−2
8

0

x6 0 1 0 0

x5 9 −55
8

−5
8

0

θ 21
4

−71
32

− 5
32

−1

x10 2 −27
8

−1
8

0

x4 1 3
8

1
8

0

x8 2 −19
8

−1
8

0

x9 1 −1 0 0

x11 2 −35
8

−1
8

0

x7 1 −11
8

−1
8

0

Z ′1 −4 35
8

1
8

0

Z ′2 8 −62
8

−2
8

0

Z ′3 4 −27
8

−1
8

0

, le minimum est atteint en x = (0, 4)

• Pour tester la faisabilité du problème de deuxième étape, nous résolvons chaque sous

problème (5.6) (correspondant aux scénarios ξ1 et ξ2) auquel on a passé la solution

x = (0, 4) :

h (ξ1)− T (ξ1)x =

 3

5

−
 1 2

−2 1

 0

4

 =

 −5

1


h (ξ2)− T (ξ2)x =

 6

1

−
 1 0

3 4

 0

4

 =

 6

−15
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max−5σ1
1 + σ2

1

−2σ1
1 + 3σ2

1 ≤ 0

−σ1
1 + 2σ2

1 ≤ 0

2σ1
1 − 5σ2

1 ≤ 0

σ1
1 − 6σ2

1 ≤ 0

σ1
1 + σ2

1 ≤ 1

, le maximum est atteint en: σt1 = (σ1
1, σ

2
1) = (0, 0)



max 6σ1
2 − 15σ2

2

−2σ1
2 + 3σ2

2 ≤ 0

−σ1
2 + 2σ2

2 ≤ 0

2σ1
2 − 5σ2

2 ≤ 0

σ1
2 − 6σ2

2 ≤ 0

σ1
2 + σ2

2 ≤ 1

, le maximum est atteint en: σt2 = (σ1
2, σ

2
2) = (0, 0)

σ1 = σ2 = 0, ceci implique que la solution x = (0, 4) obtenue dans le tableau 11 est

réalisable pour le problème de deuxième étape.

• Pour tester l’optimalité de x = (0, 4) pour le problème de deuxième étape, nous

résolvons les sous problème (5.5) (correspondant aux scénarios ξ1 et ξ2) auquel on

a passé la solution x = (0, 4):

max−5π1
1 + π2

1

−2π1
1 + 3π2

1 ≤ 1

−π1
1 + 2π2

1 ≤ 0

2π1
1 − 5π2

1 ≤ 6

π1
1 − 6π2

1 ≤ 2

, le maximum est atteint en : πt1 = (π1
1, π

2
1) =

(
−1,−1

2

)



max 6π1
2 − 15π2

2

−2π1
2 + 3π2

2 ≤ 5

−π1
2 + 2π2

2 ≤ 3

2π1
2 − 5π2

2 ≤ 2

π1
2 − 6π2

2 ≤ 1

, le maximum est atteint en : πt2 = (π1
2, π

2
2) = (1, 0)

Q (x, ξ1) = πt1 [h (ξ1)− T (ξ1)x] = 9
2

Q (x, ξ2) = πt1 [h (ξ2)− T (ξ2)x] = 6
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Q (x) = 1
2
Q (x, ξ1) + 1

2
Q (x, ξ2) = 21

4

θ = Q (x) , alors, x4 = (0, 4) est une solution entière efficace du programme (P ) avec

la pénalité θ4 = 21
4
.

L’ensemble efficace Eff = {(2, 3) , (1, 3) , (1, 4) , (0, 4)} puisque Z̃ (0, 4) n’est pas dominé

par
{
Z̃ (2, 3) , Z̃ (1, 3) , Z̃ (1, 4)

}
• la coupe efficace est facilement construite et rajouter au tableau courant d’une

solution entière. N9 = {12, 13} , H9 = {12, 13}

S10 =

{
x ∈ S9 :

∑
j∈H9

xj ≥ 1

}
= {x ∈ S10 : x12 + x13 ≥ 1} et x9 + x10 ≥ 1⇔ −x12−

x13 + x14 = −1

Nous ajoutons cette coupe efficace (4.7) −x12 − x13 + x14 = −1 et nous résolvons le

nouveau programme de nœud correspondant.
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Tableau 12

B Rhs x12 x14 s1

x1 0 1 0 0

x2
33
8

−10
8

−1
8

0

x3
25
4

−52
8

−2
8

0

x6 0 1 0 0

x5 4 −50
8

−5
8

0

θ 173
32

−66
32

− 5
32

−1

x10
17
8

−26
8

−1
8

0

x4
7
8

2
8

1
8

0

x8
17
8

−18
8

−1
8

0

x9 1 −1 0 0

x11
17
8

−34
8

−1
8

0

x7
33
8

−10
8

−1
8

0

x13 1 1 −1 0

Z ′1 −33
8

34
8

1
8

0

Z ′2
33
4

−60
8

−2
8

0

Z ′3
33
8

−26
8

−1
8

0

La solution optimale x =
(
0, 33

8

)
du programme (P10) est obtenue dans le tableau 12,

qui n’est pas entière. Le processus de séparation commence :

Nœud 9: S ′11 =
{
x ∈ S10 : x2 ≤

⌊
39
8

⌋}
et x2 ≤ 4 ⇔ 1

2
x12 + 7

8
x41 + x15 = −7

8

Nous ajoutons cette contrainte et nous résolvons le nouveau programme (P9) mais ceci

impossible. Alors, ce nœud est sondé.

Nœud 10: S11 =
{
x ∈ S10 : x2 ≥

⌊
39
8

⌋
+ 1
}

et x2 ≥ 5⇔ −1
2
x12 − 7

8
x14 + x15 = −1

8

Cette contrainte est rajoutée et la méthode dual simplexe est appliquée. La solution

entière optimale du programme (P11) est obtenue dans le tableau suivant :
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Tableau 13

B Rhs x12 x15 s1

x1 0 1 0 0

x2 5 0 −1 0

x3
39
8

−4 −2 0

x6 0 1 0 0

x5
67
8

0 −5 0

θ 13
2

29
8

−5
4

−1

x10 3 −2 −1 0

x4 0 −1 1 0

x8 3 −1 −1 0

x9 1 −1 0 0

x11 3 −3 −1 0

x7 5 0 −1 0

x13 8 11 −8 0

x14 7 10 −8 0

Z ′1 −5 3 1 0

Z ′2 10 5 −2 0

Z ′3 5 −2 −1 0

La solution entière optimale x = (0, 5) du programme (P10) est obtenue dans le tableau

13.

• Pour tester la faisabilité du problème de deuxième étape, nous résolvons chaque sous

problème (5.6) (correspondant aux scénarios ξ1 et ξ2) auquel on a passé la solution

x = (0, 5):

h (ξ1)− T (ξ1)x =

 3

5

−
 1 2

−2 1

 0

5

 =

 −7

0


h (ξ2)− T (ξ2)x =

 6

1

−
 1 0

3 4

 0

5

 =

 6

−19
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6.3. Exemple illustratif

max−7σ1
1

−2σ1
1 + 3σ2

1 ≤ 0

−σ1
1 + 2σ2

1 ≤ 0

2σ1
1 − 5σ2

1 ≤ 0

σ1
1 − 6σ2

1 ≤ 0

σ1
1 + σ2

1 ≤ 1

, le maximum est atteint en : σt1 = (σ1
1, σ

2
1) = (0, 0)



max 6σ1
2 − 19σ2

2

−2σ1
2 + 3σ2

2 ≤ 0

−σ1
2 + 2σ2

2 ≤ 0

2σ1
2 − 5σ2

2 ≤ 0

σ1
2 − 6σ2

2 ≤ 0

σ1
2 + σ2

2 ≤ 1

, le maximum est atteint en : σt2 = (σ1
2, σ

2
2) = (0, 0)

σ1 = σ2 = 0, ceci implique que la solution x = (0, 5) obtenue dans le tableau 13 est

réalisable pour le problème de deuxième étape.

• Pour tester l’optimalité de x = (0, 5) pour le problème de deuxième étape, nous

résolvons les sous problème (5.5) (correspondant aux scénarios ξ1 et ξ2) auquel on

a passé la solution x = (0, 5) :

max−7π1
1

−2π1
1 + 3π2

1 ≤ 1

−π1
1 + 2π2

1 ≤ 0

2π1
1 − 5π2

1 ≤ 6

π1
1 − 6π2

1 ≤ 2

, le maximum est atteint en: πt1 = (π1
1, π

2
1) =

(
−1,−1

2

)



max 6π1
2 − 19π2

2

−2π1
2 + 3π2

2 ≤ 5

−π1
2 + 2π2

2 ≤ 3

2π1
2 − 5π2

2 ≤ 2

π1
2 − 6π2

2 ≤ 1

, le maximum est atteint en: πt2 = (π1
2, π

2
2) = (1, 0)

Q (x, ξ1) = πt1 [h (ξ1)− T (ξ1)x] = 7

Q (x, ξ2) = πt1 [h (ξ2)− T (ξ2)x] = 6
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6.3. Exemple illustratif

Q (x) = 1
2
Q (x, ξ1) + 1

2
Q (x, ξ2) = 13

2

θ = Q (x), alors la solution courante x5 = (0, 5) est une solution entière efficace du

programme (P ) avec la pénalité θ5 = 13
2
.

L’ensemble Eff = {(2, 3) , (1, 3) , (1, 4) , (0, 4) , (0, 5)} puisque Z̃ (0, 5) n’est pas

dominé par
{
Z̃ (2, 3) , Z̃ (1, 3) , Z̃ (1, 4) , Z̃ (0, 4)

}
.

• N10 = {12, 15} , H10 = {12, 15}

S12 =

{
x ∈ S11 :

∑
j∈H10

xj ≥ 1

}
= {x ∈ S12 : x12 + x15 ≥ 1} et x12 + x15 ≥ 1 ⇔

−x12 − x15 + x16 = −1

Nous ajoutons cette coupe efficace (4.7) −x12 − x13 + x14 = −1 et nous résolvons le

nouveau programme de nœud correspondant.

Nous ajoutons cette coupe efficace et nous résolvons le nouveau programme mais le

dual est non réalisable, alors le nœud correspondant est sondé.

L’algorithme SMOILP s’arrête puisque tous les nœuds sont sondés et l’ensemble de toutes

les solutions efficaces et leur pénalités du programme (P ) sont données par le tableau

suivant:
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6.4. Expérimentation et résultats

Tableau 14

i = 1 i = 2 i = 3 i = 4 i = 5

xi (2, 3) (1, 3) (1, 4) (0, 4) (0, 5)

θi 3
7

2

19

4

21

4

13

2

Z ′i (−3, 4, 1) (0,−1,−1) (−1, 3, 2) (4,−8,−4) (5,−10,−5)

Z̃i = Z ′i + θi (0, 7, 4)

(
7

2
,
5

2
,
5

2

) (
23

4
,
5

4
,
11

4

) (
37

4
,−11

4
,
5

4

) (
23

2
,−7

2
,
3

2

)

6.4 Expérimentation et résultats

L’algorithme décrit ci-dessus a été implémenté dans le programme MATLAB 2007, en util-

isant un PC (Intel Core 2 duo 2.26 GHz processor), avec 3 Gb. avec RAM. L’algorithme

est testé avec les problèmes SMOILP générés aléatoirement avec une distribution uniforme

discrète. Le nombre k des fonctions objectifs a été pris comme 3, 5 et 10. Pour chaque

dimension, dix instances sont résolus. La moyenne et le maximum du temps CPU (par

second)et le nombre de solutions efficaces. Nous montrons les résultats des expériences

de calcul dans le tableau suivant:
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6.4. Expérimentation et résultats

Tableau 15

R K m n Max Nbr of Sol avg Nbr of Sol Maximal Time avg Time

2 3 2 3 5 4 1.3251 1.2486

2 3 5 10 7 3.2 2.3189 1.4785

2 3 10 20 4 2.4 3.8741 1.7273

2 3 25 50 8 5.1 43.2937 29.2338

3 5 5 10 4 3.1 2.1938 1.8412

3 5 10 20 7 5.7 8.7497 4.2785

3 5 20 50 5 2.3 231.8738 189.3721

3 10 20 50 12 7 56.1574 243.5691

Max Nbr of Sol : Le nombre maximal de solutions efficaces pour dix problèmes avec

la même dimension.

avg Nbr of Sol : Le nombre moyen de solutions efficaces pour dix problèmes avec la

même dimension.

Maximal time : Le temps maximal de dix instances de problèmes générées aléatoirement.

Avg time : Le temps moyen maximal de dix instances de problèmes générées aléatoirement.
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Conclusion

Dans la classe des problèmes déterministes, toute information est complètement définie.

Par contre dans notre travail, l’information comporte des éléments indéterminés c’est-à-

dire certains paramètres sont aléatoires mais définis par des caractéristiques probabilistes

connues. Ce qui nous a conduit à l’étude du problème d’optimisation linéaire stochastique

à objectifs multiples SMOLP. Pour ce faire, des données stochastiques sont traitées par

un recours entier fixé au préalable pour obtenir un programme déterministe équivalent à

deux étapes.

La méthode proposée peut identifier l’ensemble de toutes les solutions efficaces entières

de ce problème équivalent si elles existent. Cet algorithme est approprié seulement pour

des problèmes avec un nombre raisonnable (petit) de scénarios, mais il pourrait être

appliqué pour un grand nombre d’objectifs. Basée sur la coupe de faisabilité, la coupe

d’optimalité, l’exploration d’arborescence et la coupe efficace pour générer l’ensemble

efficient discret, une nouvelle méthode de résolution est présentée dans ce document.

La méthode d’optimisation du problème stochastique linéaire en nombres entiers à

objectifs multiples présentée dans cette thèse constitue un résultat important dans la

littérature compte tenu des propriétés spécifiques du problème SMOILP, où l’essence du

problème traite l’aspect aléatoire d’une certaine manière efficace.

Nous pensons qu’il serait toujours intéressant de voir l’impact de la méthode ”integer

L-shaped” à la place de L-shaped utilisée dans notre problème. Aussi, nous jugeons utile

de voir le problème de recours avec plusieurs étapes qui correspond aux cas réels que nous

pouvons rencontrer.

109



Bibliographie

[1] M. Abbas, M. Moulai (1999) Solving Multiple Objective Integer Linear Program-

ming, Ricerca Operativa vol.29 n.89, 15–38.

[2] M. Abbas, F. Bellahcene (2006) Cutting plane method for multiple objective

stochastic integer linear programming. European Journal of Operational Research

168 967–984.

[3] L. Amodeo, C. Prins et D. Sanchez (2009). Comparison of metaheuristic approaches

for multi-objective simulation-based optimization in supply chain inventory manage-

ment. In Lecture notes in computer science. Applications of evolutionary computing.

Berlin: Springer.

[4] S. Amrouche, M. Moulai (2006) Optimisation linéaire stochastique multi-

objectifs en nombres entiers, Colloque sur l’Optimisation et les Systèmes
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édition. Lavoisier.
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