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Mr KHEMMOUDJ Ammar Professeur à l’U.S.T.H.B. Examinateur
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dans mes recherches, ainsi qu’à tous les membres du l’équipe ”dynamique des fluides”, du
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Liste des principales notations

Ω : Ouvert de RN .

∂Ω : Frontière de Ω.

x = (x1, x2, . . . , xN) : Un vecteur de RN .

|.| : |x| =

(
N∑
j=1

|xj|2
) 1

2

pour tout x ∈ RN

∂t = d/dt : Dérivée partielle par rapport à t.

∂xj = ∂/∂xj : Dérivée partielle par rapport à xj.

∆ =
∑N

j=1 ∂
2
xj

: Opérateur de Laplace.

∇ = (∂x1 , ∂x2 , . . . , ∂xN ) : Gradient par rapport à x.

∂α = ∂|α|

∂
α1
x1
.∂
α2
x2
...∂

αN
xN

: Dérivée d’ordre α, α = (α1, α2, . . . , αN), |α| = α1 + α2 + ...+ αN .

Lp(Ω) : Espace des fonctions de puissances pme intégrable sur Ω.

W s,p(Ω) : Espace de Sobolev construit sur Lp(Ω) et s un réel.

Hs(Ω) = W s,2(Ω).

L2(0, T ;H) : Espace des fonctions u mesurables de (0, T ) dans H telles que∫ T
0
‖u(t)‖2

Hdt < +∞.

D(Ω) : Espace des fonctions indéfiniment différentiables à supports compacts dans Ω.

D′(Ω) : Espace des distributions sur Ω.

ν : La normeale extérieure à ∂Ω.

∂/∂ν : Dérivée normale.

< ., . > : Produit scalaire dans un espace de Hilbert H.

‖.‖X : La norme sur X.

p.p. : presque par tout.
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Introduction générale

Plusieurs phénomènes venant de la physique, l’ingénierie, la biologie, etc., se modélisent

par des problèmes aux limites où interviennent des équations aux dérivées partielles (EDP)

de différents types (elliptiques, paraboliques ou hyperboliques). Parmi les équations les plus

célèbres, on peut citer l’équation de Boltzmann en mécanique statistique, les équations de Navier

Stokes en mécanique des fluides, les équations de Von Karman des plaques planes, l’équation

de Schrödinger en mécanique quantique, etc. La modélisation par les EDP est suivie par une

analyse théorique et/ou numérique. Parmi les méthodes analytiques on trouve : la méthode

variationnelle, la méthode du point fixe, la méthode des opérateurs monotones, la méthode de

somme d’opérateurs, la méthode de décomposition des domaines, etc. Des solutions explicites

sont en général impossibles à déterminer et les méthodes numériques (méthode des différences

finies, méthode spectrale, méthodes des volumes finis et la méthode des éléments finis, etc.)

sont devenues alors une démarche de base d’approximation des solutions. Mais avant cela le

travail des mathématiciens est l’établissement de l’existence et de l’unicité de la solution ainsi

que sa régularité pour que les méthodes numériques puissent s’assurer de bonnes solutions.

Notre étude est purement théorique et porte sur l’existence et l’unicité ainsi que la régularité

maximale de la solution.

Nous nous sommes intéressés dans cette thèse à une équation parabolique d’ordre supérieur

particulière, à savoir

∂tu+ (−1)m
N∑
j=1

∂2m
xj
u = f, m ∈ N∗. (1)

Il s’agit du cas le plus simple des équations paraboliques d’ordre supérieur, mais nos résultats

peuvent être généralisés à des larges classes d’équations paraboliques d’ordre supérieur (semi

linéaires ou non linéaires). Les particularités des problèmes étudiés sont les suivantes :

1. Nous nous plaçons dans le cadre hilbertien (le second membre f de l’équation (1) sera

pris dans L2), mais nous pouvons penser à travailler dans d’autres cadres fonctionnels

non hilbertiens comme Lp, p 6= 2, ou les espaces de Hölder, par exemple.
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2. L’équation (1) sera associée à différentes conditions aux limites (Cauchy-Dirichlet et

mixtes), mais nous pouvons considérer d’autres conditions aux limites, de Neumann ou

périodiques par exemple.

3. L’équation (1) sera posée dans des domaines non cylindriques de R2 ou de RN+1. Ce sont

des domaines qui varient avec le temps et qui ne peuvent pas s’écrire comme produits

cartésiens d’un intervalle en temps et d’un domaine en espace. Les domaines considérés

sont du type

Q = {(t, x1, x2, . . . , xN) ∈ RN+1 : (x1, x2, . . . , xN) ∈ Ωt, 0 < t < T}

où T est un nombre positif et pour t fixé dans l’intervalle ]0, T [ , Ωt est un domaine borné

de RN et Ω0 peut être vide. Dans le deuxième chapitre nous considérons des domaines

coniques correspondant à

Ωt = {(x1, x2, . . . , xN) ∈ RN : 0 ≤
√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

N < ϕ (t)},

où ϕ est une fonction réelle lipschitzienne sur [0, T ] et telle que ϕ (0) = 0 et dans le

troisième chapitre nous considérons des domaines plans correspondant à

Ωt = {x ∈ R : ϕ1 (t) < x < ϕ2 (t)},

où ϕ1 et ϕ2 sont des fonctions réelles lipschitziennes sur [0, T ] vérifiant ϕ1 (0) = ϕ2 (0) .

La difficulté liée à ce genre de problèmes provient de la ”pointe” en t = 0 qui empêche de se

ramener par des transformations régulières à des domaines cylindriques sans l’apparition de

quelques termes dégénérés dans l’équation parabolique, voir par exemple Sadallah [51]. C’est

l’hypothèse Ω0 est vide qui est à l’origine de cette situation singulière pour les problèmes

d’évolution.

Il est bien connu qu’il existe deux approches principales pour l’étude des problèmes aux

limites pour les équations paraboliques dans de tels domaines non réguliers. Nous pouvons

travailler directement dans les domaines non réguliers et nous obtenons des solutions singulières

(voir par exemple [32], [36], [37] et [52]), ou bien nous imposons des conditions sur les domaines

non réguliers pour obtenir des solutions régulières (voir par exemple [27], [30], [46] et [51]). C’est

la deuxième approche que nous suivons dans ce travail. En effet, nous nous sommes intéressés

à la question, quelles sont les conditions (suffisantes) que nous devons imposer sur les ouverts

non réguliers Q pour que l’opérateur L = ∂t + (−1)m
N∑
j=1

∂2m
xj
,m ∈ N∗ soit un isomorphisme de

H1,2m
ω (Q) dans L2

ω(Q), où

H1,2m
ω (Q) = {u : ∂tu, ∂

αu ∈ L2
ω (Q) , |α| ≤ 2m}

3



avec

α = (i1, i2, . . . , iN) ∈ NN , |α| = i1 + i2 + · · ·+ iN , ∂
αu = ∂i1x1∂

i2
x2
. . . ∂iNxNu

et L2
ω (Q) représente l’espace des fonctions de carré intégrable sur Q avec la mesure

ω(t)dtdx1dx2 . . . dxN (où ω est une fonction réelle positive définit sur [0, T ]). En d’autres termes

quelles sont les conditions suffisantes (aussi minimales que possible) qui doivent être imposées

aux fonctions ϕ et ω qui assurent une régularité maximale de la solution du problème (1), dans

l’espace de Sobolev anisotrope H1,2m
ω (Q).

La méthode qui sera utilisée dans notre étude est basée sur la technique de décomposition

des domaines. En premier lieu, nous approximons le domaine Q par une suite de domaines

tronqués (Qn)n∈N∗

Qn = {(t, x1, x2, . . . , xN) ∈ Q :
1

n
< t < T}.

Puis, nous établirons une estimation uniforme du type

‖un‖H1,2m
ω (Qn) ≤ K ‖f‖L2

ω(Q)

où un est une solution de l’équation (1) (associée à des conditions aux limites) dans Qn et K

est une constante indépendante de n. Cette estimation uniforme nous garantira l’existence de

la solution de l’équation (1) (associée à des conditions aux limites).

L’étude des problèmes aux limites de type parabolique d’ordre deux (correspondant à m = 1

dans l’équation (1), par exemple) dans des domaines non cylindriques a commencé au début

du 20ème siècle avec le fameux travail de M. Gevrey [21] en 1913. Gevrey a montré qu’il existe

une solution classique si les fonctions de paramétrisation du domaine (non cylindrique) sont

höldérienne et d’exposant (de höldérianité) supérieur à 1/2. Des résultats de type Gevrey ont

été obtenus par I. G. Petrovskii [49], [50], A. N. Tikhonov [56], G. Fichera [19] et J. L. Lions [43].

De 1960 à nos jours, plusieurs travaux sur le même thème ont été publiés. Nous pouvons citer :

Kondrat’ev [36], Landis [42], Grisvard [24], Maghnoudji [46], Savaré [54], Aref’ev et Bagirov [3],

Hofmann et Lewis [26], Labbas, Medeghri et Sadallah [38], [39], Alkhutov [2], Kheloufi et al.

[31].

Concernant les problèmes paraboliques d’ordre supérieur (m > 2) dans des domaines non

cylindriques, il semble que c’est Mikhailov [47], [48] qui, le premier, a étudié ce type de problèmes

dans le cadre fonctionnel des espaces de Sobolev. Depuis, plusieurs travaux ont été réalisés, nous

pouvons citer : Baderko [4], [5] et [6], Cherepova [10], [11] et [12], Sadallah [51] et [52], Di Cristo

[16], Galaktionov [20], Grimaldi [22], Kheloufi et al. [30] et [35].

Cette thèse comporte, en plus de cette introduction, trois chapitres et une conclusion.

Le premier chapitre est consacré aux rappels et définitions utiles dans les chapitres ultérieurs.

Nous commencerons par donner les définitions de quelques espaces fonctionnels, notamment les

espaces de Sobolev anisotropes qui sont les espaces naturels adaptés à l’étude des problèmes
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paraboliques. Dans la deuxième section, nous donnerons quelques lemmes techniques avec leurs

démonstrations. Ces résultats seront très utiles pour la suite de notre travail, notamment dans

l’établissement des estimations uniformes. Nous terminerons ce chapitre par la présentation de

quelques résultats sur certains problèmes paraboliques modèles.

Dans le deuxième chapitre, nous démontrons un résultat d’existence, d’unicité et de ré-

gularité optimale de la solution pour l’équation (1), associée à des conditions aux limites de

Cauchy-Dirichlet. Plus exactement, nous considérons le problème aux limites suivant :
∂tu+ (−1)m

N∑
j=1

∂2m
xj
u = f ∈ L2

ω (Q) , m ∈ N∗,

∂kνu
∣∣
∂QrΓT

= 0, k = 0, ...,m− 1,

(2)

posé dans des domaines coniques symétriques de RN+1 :

Q =
{

(t, x1, x2, . . . , xN) ∈ RN+1 : 0 < t < T, (x1, x2, . . . , xN) ∈ Ωt

}
,

où T est un nombre positif et pour un t fixé dans ]0, T [ , Ωt ⊂ RN est un domaine borné défini

par :

Ωt =

{
(x1, x2, . . . , xN) ∈ RN : 0 ≤

√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

N < ϕ (t)

}
.

Ici, ϕ est une fonction réelle, définie et lipschitzienne sur [0, T ] et telle que

ϕ (0) = 0 et ϕ (t) > 0 pour tout t ∈ ]0, T ] .

Dans le problème (2), ∂Q est le bord de Q, ΓT est la partie du bord de Q où t = T , ∂ν représente

l’opérateur dérivé normal et L2
ω (Q) est l’espace des fonctions de carré intégrable sur Q muni

de la mesure ωdtdx1dx2 . . . dxN , où le poids ω est une fonction strictement positive, définie sur

[0, T ] et dérivable sur ]0, T ].

Sous certaines conditions sur la fonction de paramétrisation ϕ et sur la fonction poids ω, nous

montrons que le problème (2) admet une unique solution dans l’espace de Sobolev anisotrope

H1,2m
0,ω (Q) :=

{
u ∈ H1,2m

ω (Q) : ∂kνu
∣∣
∂QrΓT

= 0, k = 0, ...,m− 1
}

,

avec

H1,2m
ω (Q) = {u : ∂tu, ∂

αu ∈ L2
ω (Q) , |α| ≤ 2m}

où

α = (i1, i2, . . . , iN) ∈ NN , |α| = i1 + i2 + · · ·+ iN , ∂
αu = ∂i1x1∂

i2
x2
. . . ∂iNxNu.

L’espace H1,2m
ω (Q) est muni de la norme naturelle

‖u‖H1,2m
ω (Q) =

‖∂tu‖2
L2
ω(Q) +

∑
|α|≤2m

‖∂αu‖2
L2
ω(Q)

1/2

.
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La méthode utilisée pour démontrer ce résultat consiste à montrer que le problème (2) admet

une unique solution lorsque Q est remplacé par le domaine tronqué

Qn = {(t, x1, x2, . . . , xN) ∈ Q :
1

n
< t < T}, n ∈ N∗.

Ensuite nous approximons Q par une suite de tels domaines (Qn), n ∈ N∗, et nous établirons

(dans le cas où T est suffisamment petit) une estimation uniforme du type

‖un‖H1,2m
ω (Qn) ≤ K ‖f‖L2

ω(Q)

où un est la solution du problème (2) dans Qn et K est une constante indépendante de n.

Finalement, nous construisons en premier lieu une solution u du problème (2), en considérant

ũn le prolongement par 0 à Q des solutions un, et en montrant que ũnk ⇀ u, faiblement dans

L2
ω (Q), pour une suite croissante d’entiers (nk)k≥1. En second lieu, nous étendons le résultat

local en temps à un résultat global en temps en utilisant un résultat de trace.

Le troisième chapitre est consacré à l’étude de l’équation (1) associée à des conditions

aux limites de type mixte. Plus exactement, nous considérons les deux problèmes aux limites

suivants : 
∂tu+ (−1)m∂2m

x u = f1 ∈ L2
ω (Ω) ,

∂kxu
∣∣
Γ1

= 0, k = 0, 1, ...,m− 1,

∂lxu
∣∣
Γ2

= 0, l = m,m+ 1, ..., 2m− 1,

(3)

et 
∂tv + (−1)m∂2m

x v = f2 ∈ L2
ω (Ω) ,

∂kxv
∣∣
Γ2

= 0, k = 0, 1, ...,m− 1,

∂lxv
∣∣
Γ1

= 0, l = m,m+ 1, ..., 2m− 1,

(4)

posés dans le domaine non rectangulaire

Ω =
{

(t, x) ∈ R2 : 0 < t < T, ϕ1 (t) < x < ϕ2 (t)
}
,

où T est un nombre positif, ϕ1 et ϕ2 sont deux fonctions réelles définies et lipschitziennes sur

[0, T ] , et telles que

ϕ (t) := ϕ2 (t)− ϕ1 (t) > 0, pour chaque t ∈ ]0, T ] et ϕ (0) = 0.

Dans les problèmes (3) et (4), Γi, i = 1, 2 est la frontière latérale de Ω définie par

Γi =
{

(t, ϕi (t)) ∈ R2 : 0 < t < T
}

et L2
ω (Ω) désigne l’espace de fonctions de carré intégrable sur Ω muni de la mesure ω dt dx, où

ω est une fonction réelle définie sur [0, T ] , dérivable sur ]0, T ] et telle que

∀t ∈ [0, T ] : ω (t) > 0.
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Sous certaines conditions sur les fonctions de paramétrisation ϕ1 et ϕ2 et sur la fonction

poids ω, nous montrons que le problème (3) (respectivement, (4)) admet une unique solution,

avec une régularité optimale, à savoir une solution u (respectivement, v) appartenant à l’espace

de Sobolev anisotrope

H1,2m
γ,ω (Ω) =

{
u ∈ H1,2m

ω (Ω) :
∂kxu
∣∣
Γ1

= ∂lxu
∣∣
Γ2

= 0,

k = 0, 1, ...,m− 1; l = m, ..., 2m− 1

}
,

(respectivement,

H1,2m
δ,ω (Ω) =

{
v ∈ H1,2m

ω (Ω) :
∂kxv
∣∣
Γ2

= ∂lxv
∣∣
Γ1

= 0,

k = 0, 1, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1

}
),

avec

H1,2m
ω (Ω) =

{
w ∈ L2

ω (Ω) : ∂tw, ∂
j
xw ∈ L2

ω (Ω) , j = 1, 2, . . . , 2m
}
.

L’espace H1,2m
ω (Ω) est muni de la norme naturelle

‖w‖H1,2m
ω (Ω) =

(
‖∂tw‖2

L2
ω(Ω) +

2m∑
j=0

∥∥∂jxw∥∥2

L2
ω(Ω)

)1/2

.

La méthode utilisée pour démontrer ces résultats repose sur une approximation du do-

maine non rectangulaire Ω par des domaines se ramenant à des domaines rectangulaires par

des changements de variables réguliers. Moyennant des estimations uniformes, nous démon-

trons l’existence et l’unicité des solutions des problèmes (3) et (4) en utilisant la méthode de

recollement des solutions.

Nous terminons cette thèse par une conclusion et des perspectives.
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Chapitre 1
Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de rappeler l’essentiel des notions et résultats utilisés tout au

long de ce travail. En premier lieu, nous rappelons quelques définitions concernant quelques

espaces fonctionnels, notamment les espaces de Sobolev anisotropes. Par suite, nous démon-

trons quelques lemmes techniques. Finalement, nous présentons quelques résultats sur certains

problèmes paraboliques modèles. Pour plus de détails, on pourra consulter [8], [18], [23] et [45].

1.1 Espaces fonctionnels

Espaces de Sobolev

Considérons Ω un ouvert de RN .

Définition 1.1.1. On définit l’espace de Sobolev d’ordre m,m ∈ N, sur Lp(Ω), 1 ≤ p < +∞
que l’on note Wm,p(Ω) par

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω), Dαu ∈ Lp(Ω), tel que |α| ≤ m}

où

α = (i1, i2, . . . , iN) ∈ NN , |α| = i1 + i2 + · · ·+ iN , D
αu = ∂i1x1∂

i2
x2
. . . ∂iNxNu.

Toutes les dérivées ici sont au sens des distributions, c’est à dire Dαu = ∂i1x1∂
i2
x2
. . . ∂iNxNu = v est

la dérivée d’ordre α dans le sens suivant :∫
Ω

uDαϕdx = (−1)|α|
∫

Ω

vϕdx,∀ϕ ∈ D(Ω)

où D(Ω) est l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à supports compacts dans Ω.

Muni de la norme

‖u‖Wm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)

 1
p

,
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Wm,p(Ω) est un espace de Banach.

Remarque 1.1.1. Lorsque p = 2, nous notons

Hm(Ω) := Wm,2(Ω).

Muni du produit scalaire

< u, v >Hm(Ω)=
∑
|α|≤m

< Dαu,Dαv >L2(Ω),

Hm(Ω) est un espace de Hilbert.

Définition 1.1.2. Espaces H1
0 ,W

m,p
0

1. On appelle H1
0 (Ω) l’adhérence de C∞0 (Ω) dans H1(Ω)

H1
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

H1(Ω)
.

2. Pour m > 0 et 1 ≤ p < +∞, on définit le sous espace Wm,p
0 de Wm,p comme l’adhérence

de C∞0 (Ω) dans Wm,p :

Wm,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

Wm,p(Ω)
.

où C∞0 (Ω) est l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à supports compactes dans Ω.

Lemme 1.1.1. Si u ∈ Wm,p
0 (Ω) et ũ est définie par

ũ :=

{
u, dans Ω

0, dans RN\Ω,

alors ũ ∈ Wm,p(RN).

La démonstration de ce résultat peut être trouvée dans [1].

Espaces de Sobolev anisotropes

Nous introduisons ici les espaces de Sobolev dit anisotropes construits sur l’espace de Le-

besgue des fonctions de carré intégrable L2. Ces espaces fonctionnels sont les espaces naturels

adoptés dans l’étude des équations paraboliques et ils sont différents de ceux utilisés dans l’étude

des équations elliptiques puisque la variable d’espace x et la variable de temps t jouent des rôles

différents dans les équations paraboliques. Pour plus de détails concernant ces espaces, voir [45].

Soit X un espace de Banach, commençons d’abord par définir les espaces Lp(0, T ;X).
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Définition 1.1.3. Soit T un nombre positif, pour p ∈ [1,+∞[, Lp(0, T ;X) dénote l’espace des

classes de fonctions f : ]0, T [−→ X qui sont mesurables et telles que(∫ T

0

|f(t)|pXdt
) 1

p

< +∞.

C’est un espace de Banach pour la norme

‖f‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

|f(t)|pXdt
) 1

p

.

Définition 1.1.4. Soit Ω un ouvert de RN , on définit

Hs(0, T ;L2(Ω)) = {u | Dαu ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),∀|α| ≤ s}

où s est un entier positif.

C’est espace de Hilbert muni de la norme

‖u‖Hs(0,T ;L2(Ω)) =

∑
|α|≤s

∫ T

0

‖Dαu(t)‖2
L2(Ω) dt

1/2

.

Définition 1.1.5. Soient r et s deux entiers positifs. Pour Ω un ouvert de RN , on définit

Hr,s(]0, T [×Ω) = L2(0, T ;Hr(Ω)) ∩Hs(0, T ;L2(Ω)),

qui est un espace de Hilbert lorsqu’on le munit de la norme

‖u‖Hr,s(]0,T [×Ω) =

(∫ T

0

‖u(t)‖2
Hr(Ω) dt+ ‖u‖2

Hs(0,T ;L2(Ω))

)1/2

.

Hr(Ω) et Hs(0, T ;L2(Ω)) sont les espaces définis précédemment.

Le résultat suivant concernant les espaces de Sobolev usuels H2m,m ∈ N, peut être étendu

aux espaces de Sobolev anisotropes H1,2m.

Théorème 1.1.1. [23] Soient Q un ouvert de RN , borné de frontière lipschitzienne et Q1, Q2

deux sous-ensembles ouverts de Q de frontières lipschitziennes, tels que

Q1 ∪Q2 = Q,

Q1 ∩Q2 = ∅.

On note Γ = ∂Q1 ∩ ∂Q2. Soient u1 ∈ H2m(Q1) et u2 ∈ H2m(Q2) satisfaisant

∂kxju1 = ∂kxju2 sur Γ, j = 1, . . . , N, k = 0, 1, . . . , 2m.

Alors la fonction u définie par

u =

{
u1 dans Q1

u2 dans Q2,

appartient à H2m(Q).
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Démonstration. Il est clair que u ∈ L2(Q). Pour chaque j ∈ {1, 2, ..., N}, k = 0, 1, ..., 2m et

pour ϕ ∈ D(Q) une fonction test fixée, nous avons

< ∂kxju, ϕ > = (−1)k < u, ∂kxjϕ >

= (−1)k
∫
Q1

u1.∂
k
xj
ϕdx+ (−1)k

∫
Q2

u2.∂
k
xj
ϕdx.

Pour i = 1, 2, nous avons∫
Qi

ui.∂
k
xj
ϕdx = −

∫
Qi

∂xjui.∂
k−1
xj

ϕdx+

∫
Γ

ui.∂
k−1
xj

ϕνijdx

= +

∫
Qi

∂2
xj
ui.∂

k−2
xj

ϕdx−
∫

Γ

∂xjui.∂
k−2
xj

ϕνijdx+

∫
Γ

ui.∂
k−1
xj

ϕνijdx

...

= (−1)k
∫
Qi

∂kxjui.ϕdx+ (−1)k−1

∫
Γ

∂k−1
xj

ui.ϕν
i
jdx

+...−
∫

Γ

∂xjui.∂
k−2
xj

ϕνijdx+

∫
Γ

ui.∂
k−1
xj

ϕνijdx

= (−1)k
∫
Qi

∂kxjui.ϕdx+

∫
Γ

k−1∑
p=0

(−1)p∂pxjui.∂
k−1−p
xj

ϕνijdx

car ϕ est nulle sur ∂Qi\Γ, ici νi est le vecteur normal extérieur à ∂Qi. Comme ν2 = −ν1 sur Γ,

donc nous aurons

< ∂kxju, ϕ > =

∫
Q1

∂kxju1.ϕdx+

∫
Q2

∂kxju2.ϕdx

+(−1)k
∫

Γ

k−1∑
p=0

(−1)p
(
∂pxju1 − ∂pxju2

)
.∂k−1−p
xj

ϕν1
j dx.

L’intégrale sur Γ s’annule, donc nous obtenons pour k = 0, . . . , 2m

∂kxju =

{
∂kxju1 dans Q1

∂kxju2 dans Q2.

Comme chaque ∂kxjui appartient à L2(Qi), nous concluons que ∂kxju ∈ L
2(Q), k = 0, ..., 2m.

1.2 Lemmes techniques

Le résultat suivant est bien connu (voir, par exemple, [45])

Lemme 1.2.1. Soit B (0, 1) la boule unité de RN . Alors, l’opérateur

A : H2m (B (0, 1)) ∩Hm
0 (B (0, 1)) −→ L2 (B (0, 1))

v 7−→ Av = (−1)m
∑N

j=1 ∂
2m
xj
v
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est un isomorphisme. De plus, il existe une constante C > 0 telle que

‖v‖H2m(B(0,1)) ≤ C ‖Av‖L2(B(0,1)) , ∀v ∈ H2m (B (0, 1)) ∩Hm
0 (B (0, 1)) .

Dans le lemme ci-dessus, H2m et Hm
0 sont les espaces de Sobolev usuels définis, par exemple,

dans Lions-Magenes [45].

Lemme 1.2.2. Il existe une constante positive K1 telle que pour chaque (u, v) ∈ H2m
γ (0, 1)×

H2m
δ (0, 1) , ∥∥u(j)

∥∥
L2(0,1)

≤ K1

∥∥u(2m)
∥∥
L2(0,1)

et
∥∥v(j)

∥∥
L2(0,1)

≤ K1

∥∥v(2m)
∥∥
L2(0,1)

,

j = 0, 1, ..., 2m− 1, où

H2m
γ (0, 1) =

{
u ∈ H2m (0, 1) :

u(k) (0) = u(l)(1) = 0,

k = 0, 1, ...,m− 1; l = m, ..., 2m− 1

}
,

et

H2m
δ (0, 1) =

{
v ∈ H2m (0, 1) :

v(k) (1) = v(l)(0) = 0,

k = 0, 1, ...,m− 1; l = m, ..., 2m− 1

}
.

Ici, w(j), j = 1, 2, ..., 2m est la dérivée d’ordre j de w sur (0, 1) et w(0) = w.

Démonstration. Soient h1 et h2 deux éléments quelconques de L2 (0, 1) . Toute solution de

l’équation différentielle ordinaire u(2m) = h1, (respectivement, v(2m) = h2,) est de la forme

u (x) =

∫ x

0

∫ x2m−1

0

∫ x2m−2

0

...

∫ x1

0

h1 (s) dsdx1...dx2m−2dx2m−1 +
2m−1∑
j=0

u(j) (0)

j!
xj,

x ∈ [0, 1] , (respectivement,

v (x) =

∫ x

0

∫ x2m−1

0

∫ x2m−2

0

...

∫ x1

0

h2 (s) dsdx1....dx2m−2dx2m−1 +
2m−1∑
j=0

v(j) (0)

j!
xj,

x ∈ [0, 1]). Les constantes u(j) (0) , j = 0, 1, ..., 2m − 1, (respectivement, v(j) (0) , j =

0, 1, ..., 2m − 1) sont à déterminer de manière unique de sorte que les conditions aux limites

u(k) (0) = u(l)(1) = 0, (respectivement, v(k) (1) = v(l)(0) = 0) k = 0, 1, ...,m − 1; l =

m,m+ 1, ..., 2m− 1, soient satisfaites.

De la représentation précédente de la solution ainsi que de celles de ses dérivées

u(2m−p) (x) =

∫ x

0

∫ xp−1

0

. . .

∫ x1

0

h1 (s) dsdx1 . . . dxp−1 +

p−1∑
q=0

1

q!
u(2m+q−p) (0)xq,

x ∈ [0, 1] , (respectivement,

v(2m−p) (x) =

∫ x

0

∫ xp−1

0

. . .

∫ x1

0

h2 (s) dsdx1 . . . dxp−1 +

p−1∑
q=0

1

q!
v(2m+q−p) (0)xq,
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x ∈ [0, 1]) pour p = 1, 2, . . . , 2m, et à partir des conditions aux limites, nous obtenons le système

suivant :

AX = b

avec A = (aij) est une matrice triangulaire supérieure, X = (Xi), b = (bi) pour i, j =

0, 1, . . . , 2m− 1, où

aij =



0 si i < j; i, j = 1, . . . ,m− 1
1

(j−i)! si i < j; i = 0, . . . , 2m− 2; j = m, . . . , 2m− 1

−1 si i = j; i = 0, ...,m− 1

1 si i = j; i = m, ..., 2m− 1

0 si i > j,

Xi =

{
u(i)(1) si i = 0, . . . ,m− 1

u(i)(0) si i = m, . . . , 2m− 1

et

bi = −
∫ 1

0

∫ x2m−i−1

0

. . .

∫ x1

0

h1 (s) dsdx1 . . . dx2m−i−1, i = 0, . . . , 2m− 1

(respectivement,

BY = b′

avec B = (bij) est une matrice triangulaire inférieure, Y = (Yi), b′ = (b′i) pour i, j =

0, 1, . . . , 2m− 1, où

bij =



0 si i < j

−1 si i = j; i = 0, . . . ,m− 1

1 si i = j; i = m, . . . , 2m− 1

0 si i > j; i = 1, . . . ,m− 1; j = 0, . . . ,m− 1
1

(i−j)! si i > j; i = m+ 1, . . . , 2m− 1; j = m, . . . , 2m− 2,

Yi =

{
v(2m−i−1)(1) si i = 0, . . . ,m− 1

v(2m−i−1)(0) si i = m, . . . , 2m− 1

et

b′i = −
∫ 1

0

∫ xi

0

. . .

∫ x1

0

h2 (s) dsdx1 . . . dxi, i = 0, . . . , 2m− 1).

Finalement, l’unique solution du problème
u(2m) = h1,

u(k) (0) = 0, k = 0, 1, . . . ,m− 1,

u(l) (1) = 0, l = m, . . . , 2m− 1,
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(respectivement, 
v(2m) = h2,

v(k) (1) = 0, k = 0, 1, . . . ,m− 1,

v(l) (0) = 0, l = m, . . . , 2m− 1, )

est donnée par

u (x) =

∫ x

0

∫ x2m−1

0

∫ x2m−2

0

...

∫ x1

0

h1 (s) dsdx1....dx2m−2dx2m−1 +
2m−1∑
j=m

u(j) (0)

j!
xj,

x ∈ [0, 1] , (respectivement,

v (x) =

∫ x

0

∫ x2m−1

0

∫ x2m−2

0

...

∫ x1

0

h2 (s) dsdx1....dx2m−2dx2m−1 +
m−1∑
j=0

v(j) (0)

j!
xj,

x ∈ [0, 1],) où

u(2m−p) (0) =

p−1∑
k=0

(−1)k+1

∫ 1

0

∫ xp−k−1

0

. . .

∫ x1

0

h1 (s) dsdx1 . . . dxp−k−1,

pour p = 1, . . . ,m, (respectivement,

v(2m−p) (0) =

p−1∑
k=0

(−1)k+1

∫ 1

0

∫ xp−k−1

0

. . .

∫ x1

0

h2 (s) dsdx1 . . . dxp−k−1,

pour p = m+ 1, . . . , 2m).

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons les estimations suivantes :∣∣u(k) (0)
∣∣ ≤ C ‖h1‖L2(0,1) , k = m,m+ 1, . . . , 2m− 1∣∣u(l) (1)
∣∣ ≤ C ‖h1‖L2(0,1) , l = 0, 1, . . . ,m− 1,

(respectivement, ∣∣v(k) (1)
∣∣ ≤ C ‖h2‖L2(0,1) , k = m,m+ 1, . . . , 2m− 1∣∣v(l) (0)
∣∣ ≤ C ‖h2‖L2(0,1) , l = 0, 1, . . . ,m− 1, )

où C est une constante positive, ce qui nous permettra d’obtenir les estimations souhaitées.

Lemme 1.2.3. Il existe une constante positive K2 (indépendante de a et b) telle que pour

chaque (u, v) ∈ H2m
γ (a, b)×H2m

δ (a, b) ,∥∥u(k)
∥∥2

L2(a,b)
≤ K2 (b− a)2(2m−k)

∥∥u(2m)
∥∥2

L2(a,b)
, k = 0, . . . , 2m− 1

et ∥∥v(k)
∥∥2

L2(a,b)
≤ K2 (b− a)2(2m−k)

∥∥v(2m)
∥∥2

L2(a,b)
, k = 0, . . . , 2m− 1,
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où

H2m
γ (a, b) =

{
u ∈ H2m (a, b) :

u(k)(a) = u(l)(b) = 0,

k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1

}
,

et

H2m
δ (a, b) =

{
v ∈ H2m (a, b) :

v(k)(b) = v(l)(a) = 0,

k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1

}
.

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme 1.2.2 en utilisant le changement de

variable affine suivant :

[0, 1] −→ [a, b] , x 7→ (1− x) a+ xb = y.

En effet, posons w (x) = u (y) . Donc si w ∈ H2m
γ (0, 1) , u appartient à H2m

γ (a, b) . Nous avons

pour k ∈ {0, 1, ..., 2m− 1}∥∥w(k)
∥∥2

L2(0,1)
=

∫ 1

0

(
w(k)

)2
(x) dx

=
∫ b
a

(
u(k)
)2

(y) (b− a)2k dy
b−a

=
∫ b
a

(
u(k)
)2

(y) (b− a)2k−1dy

= (b− a)2k−1
∥∥u(k)

∥∥2

L2(a,b)
.

D’autre part, nous avons∥∥w(2m)
∥∥2

L2(0,1)
=

∫ 1

0

(
w(2m)

)2
(x) dx

=
∫ b
a

(
u(2m)

)2
(y) (b− a)4m−1dy

= (b− a)4m−1
∥∥u(2m)

∥∥2

L2(a,b)
.

En utilisant l’inégalité ∥∥w(k)
∥∥2

L2(0,1)
≤ K2

∥∥w(2m)
∥∥2

L2(0,1)

du lemme 1.2.2, nous obtenons l’inégalité souhaitée, à savoir∥∥u(k)
∥∥2

L2(a,b)
≤ K2 (b− a)2(2m−k)

∥∥u(2m)
∥∥2

L2(a,b)
, k = 0, 1, . . . , 2m− 1,

avec K2 = K2
1 . De la même manière nous pouvons démontrer l’inégalité∥∥v(k)

∥∥2

L2(a,b)
≤ K2 (b− a)2(2m−k)

∥∥v(2m)
∥∥2

L2(a,b)
, k = 0, . . . , 2m− 1.

Remarque 1.2.1. Dans les lemmes 1.2.2 et 1.2.3 nous pouvons remplacer ‖.‖L2 par ‖.‖L2
ω
, où

L2
ω (a, b) représente l’espace de Lebesgue des fonctions de carré intégrable sur (a, b) muni de la

mesure ω(t) dt. Ici, le poids ω est une fonction réelle définie sur (a, b) et telle que

∀t ∈ (a, b) , ω (t) > 0.
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1.3 Problèmes paraboliques modèles

Nous avons les résultats suivants qui sont des conséquences du théorème 4.3 ([45], Vol.2).

Proposition 1.3.1. Soient R le cylindre ]0, T [×B (0, 1) où B (0, 1) est la boule unité de RN ,

f ∈ L2 (R) et u0 ∈ Hm (γ0). Alors, le problème
∂tu+Au = f dans R,

u|γ0 = u0,

∂kνu
∣∣
γ1

= 0, k = 0, ...,m− 1,

où A = (−1)m
N∑
j=1

∂2m
xj
, m ∈ N∗, γ0 = {0} × B (0, 1) et γ1 = ]0, T [ × ∂B (0, 1) , admet une

solution (unique) u ∈ H1,2m (R) si et seulement si les conditions de compatibilité suivantes sont

satisfaites

∂kνu0

∣∣
∂γ0

= 0, k = 0, ...,m− 1.

Proposition 1.3.2. Soient Q le rectangle ]0, T [ × ]0, 1[ , l1, l2 ∈ L2
ω (Q) et φ1, φ2 ∈ Hm (γ0) .

Alors, les problèmes 
∂tu+ (−1)m∂2m

x u = l1 ∈ L2 (Q) ,

u|γ0 = φ1,

∂kxu
∣∣
γ1

= 0, k = 0, . . . ,m− 1

∂lxu
∣∣
γ2

= 0, l = m, . . . , 2m− 1,

et 
∂tv + (−1)m∂2m

x v = l2 ∈ L2 (Q) ,

v|γ0 = φ2,

∂kxv
∣∣
γ2

= 0, k = 0, . . . ,m− 1

∂lxv
∣∣
γ1

= 0, l = m, . . . , 2m− 1,

où γ0 = {0} × ]0, 1[ , γ1 = ]0, T [× {0} et γ2 = ]0, T [× {1} , admettent des solutions (uniques)

u, v ∈ H1,2m (Q) .

Remarque 1.3.1. Dans l’application du théorème 4.3 ([45], Vol.2), nous pouvons remarquer

qu’il n’y a pas de conditions de compatibilité à satisfaire car ∂xφ1 et ∂xφ2 sont uniquement

dans L2(γ0).
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Chapitre 2
Résultats d’existence, d’unicité et de

régularité maximale pour une équation

parabolique d’ordre 2m dans des

domaines coniques symétriques de

RN+1

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence, l’unicité et la régularité optimale dans des

espaces de Sobolev anisotropes de la solution d’une équation parabolique d’ordre supérieur, as-

sociée à des conditions de Cauchy-Dirichlet, dans des domaines multidimensionnels symétriques

non cylindriques, voir [15]

2.1 Introduction

Soit ϕ une fonction réelle, définie et lipschitzienne sur [0, T ], T > 0 et telle que

ϕ (0) = 0 et ϕ (t) > 0 pour tout t ∈ ]0, T ] .

Considérons Q un sous ensemble ouvert de type conique de RN+1, N > 1, défini par

Q =
{

(t, x1, x2, . . . , xN) ∈ RN+1 : 0 < t < T, (x1, x2, . . . , xN) ∈ Ωt

}
,

où pour un t fixé dans ]0, T [ , Ωt ⊂ RN est un domaine borné défini par

Ωt =

{
(x1, x2, . . . , xN) ∈ RN : 0 ≤

√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

N < ϕ (t)

}
.
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Dans Q, nous considérons le problème aux limites suivant :
∂tu+Au = f ∈ L2

ω (Q) ,

∂kνu
∣∣
∂QrΓT

= 0, k = 0, ...,m− 1,

(2.1)

où A = (−1)m
N∑
j=1

∂2m
xj
, m ∈ N∗, ∂Q est le bord de Q, ΓT est la partie du bord de Q où t = T et

∂ν représente l’opérateur dérivé normal. Ici, L2
ω (Q) désigne l’espace de Lebesgue des fonctions

de carré intégrable sur Q muni de la mesure ωdtdx1dx2 . . . dxN , où le poids ω est une fonction

à valeurs réelles, définie sur [0, T ] et dérivable sur ]0, T ] .

La difficulté liée à ce genre de problèmes provient de la ”pointe” en t = 0 qui empêche

de se ramener par des transformations régulières à des domaines cylindriques sans l’appari-

tion de quelques termes dégénérés dans l’équation parabolique, voir par exemple Sadallah [51].

C’est l’hypothèse ϕ(0) = 0 qui est à l’origine de cette situation singulière pour les problèmes

d’évolution. D’autre part, le semigroupe générant la solution ne peut pas être défini puisque la

condition initiale est définie sur un ensemble de mesure nulle.

Il est bien connu qu’il existe deux lignes principales de résultats pour ce type de problèmes.

La première ligne consiste à travailler directement dans les domaines non réguliers et nous

obtenons des solutions singulières, voir par exemple [32], [36], [37] et [52]. La deuxième ligne

consiste à imposer des conditions sur les domaines non réguliers pour obtenir des solutions

régulières, voir par exemple [27], [30], [46] et [51]. C’est cette deuxième ligne que nous suivrons

dans ce chapitre. En effet, nous nous intéressons particulièrement à la question de savoir quelles

conditions suffisantes, aussi minimales que possible, les fonctions ϕ et ω doivent vérifier pour

que le problème (2.1) admette une unique solution ayant une régularité optimale, c’est à dire

une solution u appartenant à l’espace de Sobolev anisotrope

H1,2m
0,ω (Q) :=

{
u ∈ H1,2m

ω (Q) : ∂kνu
∣∣
∂QrΓT

= 0, k = 0, ...,m− 1
}

,

avec

H1,2m
ω (Q) = {u : ∂tu, ∂

αu ∈ L2
ω (Q) , |α| ≤ 2m}

où

α = (i1, i2, . . . , iN) ∈ NN , |α| = i1 + i2 + · · ·+ iN , ∂
αu = ∂i1x1∂

i2
x2
. . . ∂iNxNu.

L’espace H1,2m
ω (Q) est muni de la norme naturelle

‖u‖H1,2m
ω (Q) =

‖∂tu‖2
L2
ω(Q) +

∑
|α|≤2m

‖∂αu‖2
L2
ω(Q)

1/2

.

Le cas m = 1 correspondant à une équation parabolique du second ordre a été étudié dans [53]

et [33] dans les deux cas bidimensionnel et multidimensionnel, respectivement. Dans [35], le
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problème (2.1) a été étudié dans le cas N = 2. Bien que les équations paraboliques du second

ordre dans des domaines non réguliers sont largement étudiées, la littérature concernant les

problèmes paraboliques d’ordre supérieur dans des domaines non cylindriques ne semble pas

être très riche. Nous pouvons trouver dans [51] une étude de ce genre de problèmes dans le cas

planaire. Dans [22] les auteurs ont obtenu des résultats d’existence et d’unicité pour la solution

d’un problème aux limites pour l’équation parabolique

Lu = ∂tu+ (−1)m

(
N∑
j=1

∂2m
xj

+ ∂2m
xN+1

)
u = f

dans un domaine non cylindrique par rapport à une variable spatiale. Plus précisément, le

domaine spatial considéré est

D =
{

(x, xN+1) : x ∈ RN , α1(x) < xN+1 < α2(x)
}

avec αk ∈ C1(RN), k ∈ {1, 2}. Il existe d’autres références sur l’analyse des problèmes parabo-

liques d’ordre supérieur dans des domaines non cylindriques. Nous pouvons citer : Baderko [4],

Cherepova [10], Labbas et Sadallah [40], Galaktionov [20], Mikhailov [47], [48], Kheloufi [28] et

Cherfaoui et al. [14].

Ce chapitre, est organisé comme suit :

Dans la section 2.2, nous montrons que le problème (2.1) admet une solution (unique) dans

le cas de domaines tronqués. Dans la section 2.3, nous établissons (pour T assez petit) une

estimation uniforme (dans un sens à définir ultérieurement) pour la solution du problème (2.1)

dans de tels domaines tronqués. Enfin, dans la section 2.4, nous démontrons les deux principaux

résultats de ce travail.

Les hypothèses principales sur les fonctions ϕ et ω sont les suivantes :

ϕ′ (t)ϕm (t) → 0 lorsque t→ 0, m ∈ N∗, (2.2)

ω (t) > 0, pour tout t ∈ [0, T ] , (2.3)

et

ω est une fonction décroissante sur ]0, T ] . (2.4)

Notons que ce travail peut être généralisé dans les directions suivantes :

1. La fonction f du membre du côté droit de l’équation du problème (2.1), peut être prise

dans Lpω (Q) , p ∈ ]1,∞[ . La méthode de décomposition des domaines utilisée ici ne semble pas

être appropriée pour l’espace Lpω (Q) lorsque p 6= 2.

2. La fonction ϕ peut aussi dépendre de θ ∈ (0, 2π). Donc, le domaine conique Q peut être

remplacé par le domaine suivant :{
(t, x1, x2, . . . , xN) ∈ RN+1 : 0 < t < T, 0 ≤

√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

N < ϕ (t, θ)

}
,
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où ϕ est une fonction réelle, définie et lipschitzienne sur [0, T ] × [0, 2π] et satisfaisant aux

conditions ϕ (0, θ) = 0 pour 0 ≤ θ ≤ 2π et ϕ (t, 0) = ϕ (t, 2π) .

2.2 Résolution du problème (2.1) dans des domaines

tronqués Qn

Dans cette section, nous remplaçons Q par Qn, n ∈ N∗ et 1
n
< T :

Qn =

{
(t, x1, x2, . . . , xN) ∈ Q :

1

n
< t < T

}
.

x1

t

x2

ϕ

t = T

t = 1
n

0

Qn

Figure 2.1 : Les domaines Q et Qn.

Théorème 2.2.1. Pour tout n ∈ N∗ tel que 1
n
< T, le problème

∂tun +Aun = fn ∈ L2
ω (Qn) ,

un|t= 1
n

= 0,

∂kνun
∣∣
∂Qnr(ΓT∪{t= 1

n
}) = 0, k = 0, 1, ...,m− 1,

(2.5)

où fn = f |Qn , admet une unique solution un ∈ H1,2m
ω (Qn).

Démonstration : Le changement de variables

(t, x1, x2, . . . , xN) 7→ (t, y1, y2, . . . , yN) =
(
t, x1
ϕ(t)

, x2
ϕ(t)

, . . . , xN
ϕ(t)

)
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transforme Qn en le cylindre Pn =
]

1
n
, T
[
×B (0, 1) , où B (0, 1) est la boule unité de RN . Posons

un (t, x1, x2, . . . , xN) = vn (t, y1, y2, . . . , yN) et fn (t, x1, x2, . . . , xN) = gn (t, y1, y2, . . . , yN) ,

alors le problème (2.5) est transformé, dans Pn, en le problème parabolique à coefficients va-

riables suivant : 
∂tvn + 1

ϕ2m(t)
Avn − ϕ′(t)

ϕ(t)

∑N
j=1 yj∂yjvn = gn,

vn|t= 1
n

= 0,

∂kνvn
∣∣
∂Pnr(ΣT∪{t= 1

n
}) = 0, k = 0, 1, ...,m− 1,

où ΣT est la partie de la frontière de Pn où t = T. Le changement de variables mentionné

ci-dessus conserve les espaces L2
ω et H1,2m

ω car 1
ϕ2m(t)

et −ϕ′(t)
ϕ(t)

sont des fonctions bornées lorsque

t ∈
]

1
n
, T
[
. En d’autres termes

fn ∈ L2
ω (Qn)⇐⇒ gn ∈ L2

ω (Pn) et un ∈ H1,2m
ω (Qn)⇐⇒ vn ∈ H1,2m

ω (Pn) .

Proposition 2.2.1. Pour chaque n ∈ N∗ tel que 1
n
< T , l’opérateur suivant est compact :

−ϕ
′ (t)

ϕ (t)

N∑
j=1

yj∂yj : H1,2m
0,ω (Pn) −→ L2

ω (Pn) .

Démonstration. Pn possède la ”propriété de la corne” de Besov (voir [7]). Donc, pour j =

1, 2, . . . , N,

∂yj : H1,2m
0,ω (Pn) −→ H

1− 1
2m

,2m−1
ω (Pn) , v 7−→ ∂yjv,

est continu. Puisque Pn est borné, l’injection canonique est compacte de H
1− 1

2m
,2m−1

ω (Pn) dans

L2
ω (Pn) (voir par exemple [7]), où

H1− 1
2m

,2m−1 (Pn) = L2

(
1

n
, T ;H2m−1 (B (0, 1))

)
∩H1− 1

2m

(
1

n
, T ;L2 (B (0, 1))

)
.

Pour les définitions complètes des espaces de Sobolev hilbertien Hr,s, voir par exemple [45].

Considérons la composition

∂yj : H1,2m
0,ω (Pn)→ H

1− 1
2m

,2m−1
ω (Pn)→ L2

ω (Pn) , v 7→ ∂yjv 7→ ∂yjv,

alors ∂yj est un opérateur compact de H1,2m
0,ω (Pn) dans L2

ω (Pn). Comme −ϕ′(t)
ϕ(t)

est une fonction

bornée pour 1
n
< t < T , les opérateurs −ϕ′(t)

ϕ(t)
yj∂yj , j = 1, 2, . . . , N, sont aussi compacts de

H1,2m
0,ω (Pn) dans L2

ω (Pn). Par conséquent,

−ϕ
′ (t)

ϕ (t)

N∑
j=1

yj∂yj

est compact de H1,2m
0,ω (Pn) dans L2

ω (Pn).
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Donc, grâce à la proposition 2.2.1 et afin de terminer la démonstration du théorème 2.2.1,

il suffit de montrer que l’opérateur

∂t +
1

ϕ2m (t)
A

est un isomorphisme de H1,2m
0,ω (Pn) dans L2

ω (Pn) .

Lemme 2.2.1. Pour chaque n ∈ N∗ tel que 1
n
< T , l’opérateur

∂t +
1

ϕ2m (t)
A

est un isomorphisme de H1,2m
0,ω (Pn) dans L2

ω (Pn) .

Démonstration. Puisque le coefficient 1
ϕ2m(t)

est borné dans Pn, la régularité optimale est donnée

par Ladyzhenskaya, Solonnikov et Ural’tseva [41].

Nous aurons besoin du résultat suivant pour justifier les calculs de cette section.

Lemme 2.2.2. Pour chaque n ∈ N∗ tel que 1
n
< T , l’espace{

vn ∈ H2m (Pn) : vn|t= 1
n

= 0, ∂kνvn
∣∣
∂Pnr(ΣT∪{t= 1

n
}) = 0, k = 0, 1, ...,m− 1

}
est dense dans{

vn ∈ H1,2m (Pn) : vn|t= 1
n

= 0, ∂kνvn
∣∣
∂Pnr(ΣT∪{t= 1

n
}) = 0, k = 0, 1, ...,m− 1

}
.

Ici, H2m représente l’espace de Sobolev usuel défini, par exemple, dans Lions-Magenes [45].

La démonstration du lemme ci-dessus peut être trouvée dans [45].

Remarque 2.2.1. Dans le lemme 2.2.2, nous pouvons remplacer Pn parQn à l’aide du changement

de variables défini précédemment.

2.3 Estimation uniforme

Maintenant, nous revenons au domaine conique Q. Pour chaque n ∈ N∗ tel que 1
n
< T , nous

notons fn = f |Qn et nous considérons un ∈ H1,2m
ω (Qn) la solution du problème (2.1) dans Qn.

Une telle solution existe grâce au théorème 2.2.1. Nous montrons l’existence d’une constante

K1 > 0 indépendante de n et satisfaisant l’estimation

‖un‖H1,2m
ω (Qn) ≤ K1 ‖fn‖L2

ω(Qn) ≤ K1 ‖f‖L2
ω(Q) . (2.6)

Le résultat suivant est une conséquence directe du lemme 1.2.1.
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Lemme 2.3.1. Pour un t ∈ ]0, T [ fixé, il existe une constante C > 0 telle que pour chaque

u ∈ H2m (Ωt) ∩Hm
0 (Ωt) , nous avons∥∥∥∂lxju∥∥∥2

L2(Ωt)
≤ Cϕ2(2m−l) (t) ‖Au‖2

L2(Ωt)
, l = 0, 1, ..., 2m− 1; j = 1, 2, . . . , N .

Démonstration. Soit B (0, 1) la boule unité de RN et pour t ∈ ]0, T [ , rappelons que

Ωt =

{
(x1, x2, . . . , xN) ∈ RN : 0 ≤

√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

N < ϕ (t)

}
.

Nous définissons alors le changement de variables suivant :

B (0, 1)→ Ωt, (x1, x2, . . . , xN) 7−→ (ϕ (t)x1, ϕ (t)x2, . . . , ϕ (t)xN) = (x′1, x
′
2, . . . , x

′
N) .

Posons v (x1, x2, . . . , xN) = u (x′1, x
′
2, . . . , x

′
N), alors si v ∈ H2m (B (0, 1)) ∩ Hm

0 (B (0, 1)) , u

appartient à H2m (Ωt) ∩Hm
0 (Ωt). Pour j = 1, 2, . . . , N , nous avons∥∥∥∂lxjv∥∥∥2

L2(B(0,1))
=

∫
B(0,1)

(
∂lxjv

)2

(x1, x2, . . . , xN) dx1dx2 . . . dxN

=
∫

Ωt

(
∂lx′j

u
)2

(x′1, x
′
2, . . . , x

′
N)ϕ2l (t) 1

ϕN (t)
dx′1dx

′
2 . . . dx

′
N

= ϕ2l−N (t)
∫

Ωt

(
∂lx′j

u
)2

(x′1, x
′
2, . . . , x

′
N) dx′1dx

′
2 . . . dx

′
N

= ϕ2l−N (t)
∥∥∥∂lx′ju∥∥∥2

L2(Ωt)

où l ∈ {0, 1, ..., 2m− 1}. D’autre part, nous avons

‖Av‖2
L2(B(0,1)) =

∫
B(0,1)

[
(−1)m

∑N
j=1 ∂

2m
xj
v (x1, x2, . . . , , xN)

]2

dx1dx2 . . . dxN

=
∫

Ωt

(∑N
j=1 ϕ

2m (t) ∂2m
x′j
u
)2

(x′1, x
′
2, . . . , x

′
N) 1

ϕN (t)
dx′1dx

′
2 . . . dx

′
N

= ϕ4m−N (t)
∫

Ωt

(∑N
j=1 ∂

2m
x′j
u
)2

(x′1, x
′
2, . . . , x

′
N) dx′1dx

′
2 . . . dx

′
N

= ϕ4m−N (t) ‖Au‖2
L2(Ωt)

.

En utilisant l’inégalité ∥∥∥∂lxjv∥∥∥2

L2(B(0,1))
≤ C ‖Av‖2

L2(B(0,1))

du lemme 1.2.1, nous obtenons l’inégalité désirée∥∥∥∂lx′ju∥∥∥2

L2(Ωt)
≤ Cϕ2(2m−l) (t) ‖Au‖2

L2(Ωt)
.

Remarque 2.3.1. Dans le lemme 2.3.1 nous pouvons remplacer ‖.‖L2 par ‖.‖L2
ω
.

Maintenant, considérons la solution un ∈ H1,2m
ω (Qn) du problème (2.5) et notons le produit

scalaire dans L2
ω (Qn) par 〈., .〉 . Alors, nous avons

‖fn‖2
L2
ω(Qn) = 〈∂tun +Aun, ∂tun +Aun〉

= ‖∂tun‖2
L2
ω(Qn) + ‖Aun‖2

L2
ω(Qn) + 2〈∂tun,Aun〉.

Nous aurons besoin du résultat suivant qui est une conséquence du lemme 2.3.1 et du théorème

2.2 de [25].
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Lemme 2.3.2. Il existe une constante C > 0 indépendante de n telle que∑
|α|=2m

‖∂αun‖2
L2
ω(Qn) ≤ C ‖Aun‖2

L2
ω(Qn) .

Dans la suite, nous allons estimer le produit scalaire 〈∂tun,Aun〉 en utilisant les conditions

aux limites

un|t= 1
n

= ∂kνun
∣∣
∂Qnr(ΓT∪{t= 1

n
}) = 0, k = 0, ...,m− 1,

qui sont équivalentes à

un|t= 1
n

= ∂kxjun

∣∣∣
∂Qnr(ΓT∪{t= 1

n
})

= 0, k = 0, ...,m− 1; j = 1, . . . , N.

Cette équivalence peut être démontrée, par exemple, par récurrence sur k.

Lemme 2.3.3. Nous avons

2〈∂tun,Aun〉 =
∫ 2π

0

∫ π
0
. . .
∫ π

0

∫ T
1
n

(∑N
j=1

(
∂mxjun

)2
)
ϕ′ (t)ϕ (t) .ω (t) dtdθ1 . . . dθN−2dθN−1

+
∫

ΓT

(∑N
j=1

(
∂mxjun

)2
)

(T, x1, x2, . . . , xN) .ω (T ) dx1dx2 . . . dxN

−
∫
Qn

(∑N
j=1

(
∂mxjun

)2
)
.ω′ (t) dtdx1dx2 . . . dxN .

Démonstration. Nous avons

∂tun.Aun =
∑N

j=1

[∑m−1
k=0 ∂xj

(
∂kxj∂tun.∂

2m−k−1
xj

un

)
(−1)k+m + 1

2
∂t

(
∂mxjun

)2
]

.

Alors

2〈∂tun,Aun〉 = 2
∫
Qn
∂tun.Aun.ω (t) dtdx1dx2 . . . dxN

= 2
∫
Qn

∑N
j=1

∑m−1
k=0 ∂xj

(
∂kxj∂tun.∂

2m−k−1
xj

un

)
(−1)k+m .ω (t) dtdx1dx2 . . . dxN

+
∫
Qn
∂t
∑N

j=1

(
∂mxjun

)2

.ω (t) dtdx1dx2 . . . dxN

= 2
∫
∂Qn

∑N
j=1

∑m−1
k=0

(
∂kxj∂tun.∂

2m−k−1
xj

un

)
(−1)k+m νxj .ω (t) dσ

+
∫
∂Qn

∑N
j=1

(
∂mxjun

)2

νt.ω (t) dσ −
∫
Qn

∑N
j=1

(
∂mxjun

)2

.ω′ (t) dtdx1dx2 . . . dxN

avec νt, νx1 , . . . , νxN sont les composantes du vecteur normal unitaire orienté vers l’extérieur à

∂Qn. Nous devons réécrire l’intégrale sur la frontière en utilisant les conditions aux limites. Sur

la partie du bord de Qn où t =
1

n
, nous avons ∂kxjun = 0, k = 0, ...,m− 1; j = 1, 2, . . . , N et par

conséquent l’intégrale sur la frontière correspondante s’annule. Sur la partie de la frontière où

t = T , nous avons νxj = 0, j = 1, 2, . . . , N et νt = 1. Par conséquent, l’intégrale sur la frontière

correspondante ∫
ΓT

N∑
j=1

(
∂mxjun

)2

(T, x1, x2, ..., xN) .ω (T ) dx1dx2...dxN
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est positive. Sur la partie Γ1 de ∂Qn définie par

Γ1 =

{
(t, x1, x2, . . . , xN) :

√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

N = ϕ (t)

}
,

nous avons

(νt, νxl , νxN ) =
1√

1 + (ϕ′)2 (t)
(−ϕ′ (t) , sin θ1 . . . sin θl−1 cos θl, sin θ1 . . . sin θN−2 sin θN−1) ,

l = 1, 2, . . . , N − 1, et

∂kxjun(t, ϕ (t) cos θ1, . . . , ϕ (t) sin θ1 . . . sin θN−2 cos θN−1, ϕ (t) sin θ1 . . . sin θN−2 sin θN−1) = 0,

k = 0, ...,m− 1; j = 1, 2, . . . , N. Notons

I = 2

∫
Γ1

N∑
j=1

m−1∑
k=0

(
∂kxj∂tun.∂

2m−k−1
xj

un

)
(−1)k+m νxj .ω (t) dσ.

Nous avons

I = 2
∫

Γ1

∑N
j=1

(
∂tun.∂

2m−1
xj

un

)
(−1)m νxj .ω (t) dσ

+2
∫

Γ1

∑N
j=1

∑m−2
k=1

(
∂kxj∂tun.∂

2m−k−1
xj

un

)
(−1)k+m νxj .ω (t) dσ

−2
∫

Γ1

∑N
j=1

(
∂m−1
xj

∂tun.∂
m
xj
un

)
νxj .ω (t) dσ

= I0 + I1 + Im−1.

a) Estimation de I0 = 2
∫

Γ1

∑N
j=1

(
∂tun.∂

2m−1
xj

un

)
(−1)m νxj .ω (t) dσ : Nous avons

un(t, ϕ (t) cos θ1, . . . , ϕ (t) sin θ1 . . . sin θN−2 cos θN−1, ϕ (t) sin θ1 . . . sin θN−2 sin θN−1) = 0.

En dérivant par rapport à t, nous obtenons

∂tun = −ϕ′ (t)

[(
N−1∑
l=1

sin θ1 . . . sin θl−1 cos θl.∂xlun

)
+ sin θ1 . . . sin θN−1.∂xNun

]
= 0.

Donc, l’intégrale I0 s’annule.

b) Estimation de I1 = 2
∫

Γ1

∑N
j=1

∑m−2
k=1

(
∂kxj∂tun.∂

2m−k−1
xj

un

)
(−1)k+m νxj .ω (t) dσ : Nous

avons

∂kxjun (t, ϕ (t) cos θ1, . . . , ϕ (t) sin θ1 . . . sin θN−2 cos θN−1, ϕ (t) sin θ1 . . . sin θN−2 sin θN−1) = 0,

k = 1, ...,m− 2; j = 1, 2, . . . , N.

En dérivant par rapport à t, nous obtenons

∂t∂
k
xj
un = −ϕ′ (t)

[(
N−1∑
l=1

sin θ1 . . . sin θl−1 cos θl.∂xl∂
k
xj
un

)
+ sin θ1 . . . sin θN−1.∂xN∂

k
xj
un

]
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k = 1, ...,m− 2; j = 1, 2, . . . , N. Les conditions aux limites de Dirichlet sur Γ1 conduisent à

∂t∂
k
xj
un = −ϕ′ (t)

[(
N−1∑
l=1,l 6=j

sin θ1 . . . sin θl−1 cos θl.∂xl∂
k
xj
un

)
+ sin θ1 . . . sin θN−1.∂xN∂

k
xj
un

]
,

pour k = 1, ...,m− 2; j = 1, 2, . . . , N − 1 et

∂t∂
k
xN
un = −ϕ′ (t)

N−1∑
l=1

sin θ1 . . . sin θl−1 cos θl.∂xl∂
k
xN
un, k = 1, ...,m− 2.

Maintenant, nous dérivons la formule

∂kxjun (t, ϕ (t) cos θ1, . . . , ϕ (t) sin θ1 . . . sin θN−2 cos θN−1, ϕ (t) sin θ1 . . . sin θN−2 sin θN−1) = 0,

k = 1, ...,m− 2; j = 1, 2, . . . , N, par rapport à θ1, . . . , θN−2 et θN−1 et nous obtenons

sin θp.∂xp∂
k
xj
un = cos θp

[(
N−1∑
l=p+1

sin θp+1 . . . sin θl−1 cos θl.∂xl∂
k
xj
un

)
+ sin θp+1 . . . sin θN−1.∂xN∂

k
xj
un

]
,

pour p = 1, . . . , N − 2, et

sin θN−1∂xN−1
∂kxjun = cos θN−1∂xN∂

k
xj
un

où k = 1, . . . ,m− 2; j = 1, . . . , N. Les conditions aux limites de Dirichlet sur Γ1 conduisent à

∂xi∂
k
xj
un = 0, k = 1, ...,m− 2 ; i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , N

et par conséquent

∂t∂
k
xj
un = 0, k = 1, . . . ,m− 2; j = 1, . . . , N .

Donc, l’intégrale I1 s’annule.

c) Estimation de Im−1 = −2
∫

Γ1

∑N
j=1

(
∂m−1
xj

∂tun.∂
m
xj
un

)
νxj .ω (t) dσ : Nous avons

∂m−1
xj

un (t, ϕ (t) cos θ1, ϕ (t) sin θ1 cos θ2, . . . , ϕ (t) sin θ1 . . . sin θN−2 cos θN−1, ϕ (t) sin θ1 . . . sin θN−1) = 0,

j = 1, 2, . . . , N. En dérivant par rapport à t, nous obtenons

∂t∂
m−1
xj

un = −ϕ′ (t)

[(
N−1∑
l=1

sin θ1 . . . sin θl−1 cos θl.∂xl∂
m−1
xj

un

)
+ sin θ1 . . . sin θN−1.∂xN∂

m−1
xj

un

]
,

j = 1, 2, . . . , N.

Maintenant, nous dérivons la formule

∂m−1
xj

un (t, ϕ (t) cos θ1, . . . , ϕ (t) sin θ1 . . . sin θN−2 cos θN−1, ϕ (t) sin θ1 . . . sin θN−1) = 0,
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j = 1, 2, . . . , N, par rapport à θ1, . . . , θN−2 et θN−1 et nous obtenons

sin θp.∂xp∂
m−1
xj

un = cos θp

[∑N−1
l=p+1 sin θp+1 . . . sin θl−1 cos θl.∂xl∂

m−1
xj

un

]
+ cos θp

[
sin θp+1 . . . sin θN−1.∂xN∂

m−1
xj

un

]
, j = 1, . . . , N

pour p = 1, . . . , N − 2, et

sin θN−1∂xN−1
∂m−1
xj

un = cos θN−1∂xN∂
m−1
xj

un, j = 1, . . . , N.

En tenant compte de ces relations, nous en déduisons

Im−1 = 2
∫ 2π

0

∫ π
0
. . .
∫ π

0

∫ T
1
n

[∑N
j=1

(
∂mxjun

)2
]
ϕ′ (t)ϕ (t) .ω (t) dtdθ1 . . . dθN−2dθN−1.

Finalement,

2〈∂tun,Aun〉 =
∫ 2π

0

∫ π
0
. . .
∫ π

0

∫ T
1
n

(∑N
j=1

(
∂mxjun

)2
)
ϕ′ (t)ϕ (t) .ω (t) dtdθ1 . . . dθN−2dθN−1

+
∫

ΓT

(∑N
j=1

(
∂mxjun

)2
)

(T, x1, x2, . . . , xN) .ω (T ) dx1dx2 . . . dxN

−
∫
Qn

(∑N
j=1

(
∂mxjun

)2
)
.ω′ (t) dtdx1dx2 . . . dxN .

(2.7)

Remarque 2.3.2. Remarquons que les intégrales∫
ΓT

(
N∑
j=1

(
∂mxjun

)2
)

(T, x1, x2, . . . , xN) .ω (T ) dx1dx2 . . . dxN

et

−
∫
Qn

(
N∑
j=1

(
∂mxjun

)2
)
.ω′ (t) dtdx1dx2 . . . dxN ,

qui apparaissent dans la dernière formule sont positives grâce aux hypothèses (2.3) et (2.4) sur

la fonction poids ω. C’est un bon signe pour notre estimation car nous pouvons en déduire

immédiatement que

‖fn‖2
L2
ω(Qn) ≥ ‖∂tun‖2

L2
ω(Qn) + ‖Aun‖2

L2
ω(Qn)

+
∫ 2π

0

∫ π
0
. . .
∫ π

0

∫ T
1
n

(∑N
j=1

(
∂mxjun

)2
)
ϕ′ (t)ϕ (t) .ω (t) dtdθ1 . . . dθN−2dθN−1.

Donc, si ϕ est une fonction croissante sur l’intervalle ( 1
n
, T ), alors

∫ 2π

0

∫ π

0

. . .

∫ π

0

∫ T

1
n

(
N∑
j=1

(
∂mxjun

)2
)
ϕ′ (t)ϕ (t) .ω (t) dtdθ1 . . . dθN−2dθN−1 ≥ 0.
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Par conséquent,

‖fn‖2
L2
ω(Qn) ≥ ‖∂tun‖

2
L2
ω(Qn) + ‖Aun‖2

L2
ω(Qn) . (2.8)

Mais, grâce au lemme 2.3.1 et puisque ϕ est bornée sur (0, T ), alors il existe une constante

C ′ > 0 telle que∥∥∥∂lxjun∥∥∥2

L2
ω(Qn)

≤ C ′ ‖Aun‖2
L2
ω(Qn) , l = 0, 1, ..., 2m− 1; j = 1, 2, . . . , N.

En tenant compte du lemme 2.3.2 et de l’estimation (2.8), nous obtenons l’estimation désirée

(2.6).

Il reste donc à établir l’estimation (2.6) sous l’hypothèse (2.2). Pour ce faire, nous aurons

besoin du lemme suivant :

Lemme 2.3.4. Nous avons

2〈∂tun,Aun〉 = 2
∫
Qn

ϕ′

ϕ

(∑N
j=1 xj∂

m
xj
un

)
Aun.ω (t) dtdx1dx2 . . . dxN

− (N − 2)
∫
Qn

ϕ′

ϕ

∑N
j=1

(
∂mxjun

)2

dtdx1dx2 . . . dxN

+
∫

ΓT

∑N
j=1

(
∂mxjun

)2

(T, x1, x2, . . . , xN) .ω (T ) dx1dx2 . . . dxN .

Démonstration. Ce résultat peut être obtenu en suivant pas à pas la démonstration du lemme

3.4 de [33].

Proposition 2.3.1. Supposons que la fonction poids ω vérifie les hypothèses (2.3) et (2.4).

Alors, il existe une constante K1 indépendante de n telle que

‖un‖H1,2m
ω (Qn) ≤ K1 ‖fn‖L2

ω(Qn) ≤ K1 ‖f‖L2
ω(Q)

si l’une des conditions suivantes est satisfaite :

1. ϕ est une fonction croissante dans un voisinage de 0;

2. ϕ vérifie la condition (2.2).

Démonstration. Le cas où ϕ est une fonction croissante dans un voisinage de 0 a été traité dans

la remarque 2.3.2. Supposons dans la suite que ϕ vérifie la condition (2.2).

Remarque 2.3.3. Soit ε > 0 un réel que nous choisirons assez petit. L’hypothèse (2.2) implique

l’existence d’un nombre réel T > 0 suffisamment petit tel que

∀t ∈ (0, T ) , |ϕ′ (t)ϕm(t)| ≤ ε. (2.9)

Maintenant, nous continuons la démonstration de la proposition 2.3.1. Nous avons∣∣∣∫Qn ϕ′

ϕ

(∑N
j=1 xj∂

m
xj
un

)
Aun.ω (t) dtdx1dx2 . . . xN

∣∣∣
≤ ‖Aun‖L2

ω(Qn)

∑N
j=1

∥∥∥ϕ′ϕ xj∂mxjun∥∥∥
L2
ω(Qn)

,
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mais le lemme 2.3.1 donne pour j = 1, 2, . . . , N∥∥∥ϕ′ϕ xj∂mxjun∥∥∥2

L2
ω(Qn)

=
∫ T

1
n
ϕ′2 (t)

∫
Ωt

(
xj
ϕ(t)

)2 (
∂mxjun

)2

.ω (t) dtdx1dx2 . . . dxN

≤
∫ T

1
n
ϕ′2 (t)

∫
Ωt

(
∂mxjun

)2

.ω (t) dtdx1dx2 . . . dxN

≤ C2
∫ T

1
n

(ϕm (t)ϕ′ (t))2 ∫
Ωt

(Aun)2 .ω (t) dtdx1dx2 . . . dxN

≤ C2ε2 ‖Aun‖2
L2
ω(Qn) ,

car |ϕ′ (t)ϕm(t)| ≤ ε grâce à la condition (2.9). Alors∣∣∣∣∣
∫
Qn

ϕ′

ϕ

(
N∑
j=1

xj∂
m
xj
un

)
Aun.ω (t) dtdx1dx2 . . . dxN

∣∣∣∣∣ ≤ NCε ‖Aun‖2
L2
ω(Qn) .

Par conséquent, le lemme 2.3.3 montre que

|2〈∂tun,Aun〉| ≥ −2
∣∣∣∫Qn ϕ′

ϕ

(∑N
j=1 xj∂

m
xj
un

)
Aun.ω (t) dtdx1dx2

∣∣∣
−
∣∣∣∣(N − 2)

∫
Qn

∑N
j=1

(
∂mxjun

)2
ϕ′

ϕ
.ω (t) dtdx1dx2

∣∣∣∣
+
∫

ΓT

∑N
j=1

(
∂mxjun

)2

(T, x1, x2, . . . , xN) .ω (T ) dx1dx2 . . . dxN

≥ −N2Cε ‖Aun‖2
L2
ω(Qn) .

Par suite,

‖fn‖2
L2
ω(Qn) = ‖∂tun‖2

L2
ω(Qn) + ‖Aun‖2

L2
ω(Qn) + 2〈∂tun,Aun〉

≥ ‖∂tun‖2
L2
ω(Qn) + (1−N2Cε) ‖Aun‖2

L2
ω(Qn) .

Donc, il suffit de choisir ε de sorte que 1 − N2Cε > 0 pour obtenir une constante K0 > 0

indépendante de n telle que

‖fn‖L2
ω(Qn) ≥ K0 ‖un‖H1,2m

ω (Qn) ,

et puisque

‖fn‖L2
ω(Qn) ≤ ‖f‖L2

ω(Q) ,

alors, il existe une constante K1 > 0, indépendante de n et qui satisfait

‖un‖H1,2m
ω (Qn) ≤ K1 ‖fn‖L2

ω(Qn) ≤ K1 ‖f‖L2
ω(Q) .

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.3.1.

2.4 Résultats principaux

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer les principaux résultats de ce travail.
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2.4.1 Un résultat local en temps

Théorème 2.4.1. Supposons que la fonction poids ω vérifie les conditions (2.3) et (2.4). Alors,

l’opérateur parabolique d’ordre 2m, L = ∂t +A est un isomorphisme de H1,2m
0,ω (Q) dans L2

ω (Q)

si l’une des conditions suivantes est satisfaite :

1. ϕ est une fonction croissante dans un voisinage de 0;

2. ϕ vérifie la condition (2.2).

Démonstration. 1) Injectivité de l’opérateur L :

Considérons u ∈ H1,2m
0,ω (Q) une solution de problème (2.1) correspondant à un second membre

nul. Alors,

∂tu+Au = 0 dans Q.

De plus, u vérifie les conditions aux limites suivantes :

∂kνu
∣∣
∂QrΓT

= 0, k = 0, 1, ...,m− 1.

En utilisant la formule de Green, nous obtenons∫
Q

(∂tu+Au)u ω (t) dt dx1dx2 . . . dxN

=
∫
∂Q

[
1
2
|u|2 νt +

∑N
j=1

∑m−1
k=0 (∂2m−k−1

xj
u.∂kxju)(−1)k+mνxj

]
ω (t) dσ

+
∫
Q

(∣∣∂mx1u∣∣2 +
∣∣∂mx2u∣∣2 + · · ·+

∣∣∂mxNu∣∣2) dt dx1dx2 . . . dxN −
∫
Q

1
2
|u|2 ω′ (t) dt dx1dx2 . . . dxN ,

où νt, νx1 , . . . , νxN sont les composantes du vecteur normal unitaire orienté vers l’extérieur à ∂Q.

En tenant compte des conditions aux limites, toutes les intégrales sur le bord de Q s’annulent

sauf
∫
∂Q
|u|2 ω (t) νtdσ. Nous avons∫

∂Q

|u|2 ω (t) νtdσ =

∫
ΓT

|u|2 ω (T ) dx1dx2 . . . dxN .

Alors ∫
Q

(∂tu+Au)u ω (t) dt dx1dx2 . . . dxN

=
∫

ΓT

1
2
|u|2 ω (T ) dx1dx2 . . . dxN −

∫
Q

1
2
|u|2 ω′ (t) dt dx1dx2 . . . dxN

+
∫
Q

(∣∣∂mx1u∣∣2 +
∣∣∂mx2u∣∣2 + · · ·+

∣∣∂mxNu∣∣2) dt dx1dx2 . . . dxN .

Par conséquent, ∫
Q

(∂tu+Au)u ω (t) dt dx1dx2 . . . dxN = 0

donne ∫
Q

(∣∣∂mx1u∣∣2 +
∣∣∂mx2u∣∣2 + · · ·+

∣∣∂mxNu∣∣2) dtdx1dx2 . . . dxN = 0,

car ∫
ΓT

1

2
|u|2 ω (T ) dx1dx2 . . . dxN −

∫
Q

1

2
|u|2 ω′ (t) dt dx1dx2 . . . dxN ≥ 0
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grâce aux conditions (2.3) et (2.4). Cela implique que
∣∣∂mx1u∣∣2 +

∣∣∂mx2u∣∣2 + · · · +
∣∣∂mxNu∣∣2 = 0 et

par conséquent ∂2m
x1
u = ∂2m

x2
u = · · · = ∂2m

xN
u = 0, c’est à dire, Au = 0. Par suite, l’hypothèse

∂tu+Au = 0 donne ∂tu = 0. Ainsi, u est constante. Les conditions aux limites impliquent que

u = 0 dans Q. Cela démontre l’unicité de la solution du problème (2.1).

2) Surjectivité de l’opérateur L :

Choisissons une suite (Qn)n∈N∗ des domaines définis dans la section 2, tels que Qn ⊆ Q. Alors,

nous avons Qn → Q, lorsque n→∞. Considérons la solution un ∈ H1,2m
ω (Qn) du problème de

Cauchy-Dirichlet suivant :
∂tun +Aun = fn ∈ L2

ω (Qn) ,

un|t= 1
n

= 0,

∂kνun
∣∣
∂Qnr(ΓT∪{t= 1

n
}) = 0, k = 0, 1, ...,m− 1,

où fn = f |Qn . Une telle solution un existe grâce au théorème 2.2.1. Soit ũn le prolongement

par 0 de un à Q. En vertu de la proposition 2.3.1, nous savons qu’il existe une constante C telle

que

‖ũn‖L2
ω(Q) +

∥∥∥∂̃tun∥∥∥
L2
ω(Q)

+
∑

1≤|α|≤2m

∥∥∥∂̃αun∥∥∥
L2
ω(Q)
≤ C ‖f‖L2

ω(Q) .

Cela signifie que pour 1 ≤ |α| ≤ 2m, les fonctions ũn, ∂̃tun, ∂̃αun sont bornées dans L2
ω (Q).

Ainsi, pour une suite croissante d’entiers nk, k = 1, 2, ..., et pour 1 ≤ |α| ≤ 2m, il existe des

fonctions u, v et vα dans L2
ω (Q) telles que

ũnk ⇀ u, ∂̃tunk ⇀ v, ∂̃αunk ⇀ vα

faiblement dans L2
ω (Q) lorsque k →∞. Et donc

v = ∂tu, vα = ∂αu, 1 ≤ |α| ≤ 2m,

au sens des distributions dans Q et donc dans L2
ω (Q). Par suite, u ∈ H1,2m

ω (Q) et

∂tu+Au = f dans Q.

D’autre part, la solution u vérifie les conditions aux limites

∂kνu
∣∣
∂QrΓT

= 0, k = 0, 1, ...,m− 1,

puisque

u|Qn = un pour tout n ∈ N∗.

Ceci démontre l’existence d’une solution au problème (2.1) et termine la démonstration du

théorème 2.4.1.
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2.4.2 Un résultat global en temps

Dans le cas où T est quelconque, nous posons Q = D1 ∪D2 ∪ ΓT1 où

D1 = {(t, x1, x2, . . . , xN) ∈ Q : 0 < t < T1} , D2 = {(t, x1, x2, . . . , xN) ∈ Q : T1 < t < T}

et

ΓT1 =

{
(T1, x1, x2, . . . , xN) ∈ RN+1 : 0 ≤

√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ xN ≤ ϕ (T1)

}
avec T1 assez petit. Dans la suite, f représente un élément quelconque fixé dans L2

ω (Q) et

fi = f |Di , i = 1, 2. Nous savons (voir la sous section 2.4.1) qu’ il existe une solution unique

w1 ∈ H1,2m
ω (D1) au problème

∂tw1 +Aw1 = f1 ∈ L2
ω (D1) ,

∂kνw1

∣∣
∂D1rΓT1

= 0, k = 0, ...,m− 1.

(2.10)

Dans ce qui suit, nous notons la trace w1|ΓT1 par ψ qui est un élément de l’espace de Sobolev

Hm
ω (ΓT1) car w1 ∈ H1,2m

ω (D1) (voir [45]). Maintenant, nous considérons le problème suivant

dans D2 : 
∂tw2 +Aw2 = f2 ∈ L2

ω (D2) ,

w2|ΓT1 = ψ,

∂kνw2

∣∣
∂D2r(ΓT1∪ΓT )

= 0, k = 0, ...,m− 1.

(2.11)

Nous utilisons le résultat de la proposition 1.3.1, qui est une conséquence du théorème 4.3 de

[45, Vol. 2], pour résoudre le problème (2.11).

Grâce à la transformation

(t, x1, x2, . . . , xN) 7−→ (t, y1, y2, . . . , yN) = (t, ϕ (t)x1, ϕ (t)x2, . . . , ϕ (t)xN) ,

nous déduisons le résultat suivant :

Proposition 2.4.1. Le problème (2.11) admet une (unique) solution w2 ∈ H1,2m
ω (D2) si et

seulement si les conditions de compatibilité suivantes sont satisfaites

∂kνψ
∣∣
∂ΓT1

= 0, k = 0, ...,m− 1.

Remarque 2.4.1. Nous pouvons remarquer que les conditions aux limites des problèmes (2.10)

et (2.11) donnent

w1|ΓT1 = w2|ΓT1
et ∂kνwi

∣∣
ΓT1
∈ H1− 1

2m
ω (ΓT1), i = 1, 2. Donc, les conditions de compatibilité

∂kνψ
∣∣
∂ΓT1

= 0, k = 0, ...,m− 1,

sont satisfaites puisque w1|ΓT1 = ψ.
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Maintenant, nous définissons la fonction u dans Q par

u :=

{
w1 dans D1,

w2 dans D2,

où w1 et w2 sont les solutions du problème (2.10) et du problème (2.11), respectivement. Re-

marquons que w1|ΓT1 = w2|ΓT1 , voir la remarque 2.4.1, donc

∂kνw1

∣∣
ΓT1

= ∂kνw2

∣∣
ΓT1

, k = 0, ...,m− 1.

Cela implique que u ∈ H1,2m
ω (Q) et u est la solution (unique) de problème (2.1) pour un T

quelconque. Notre deuxième résultat principal est le suivant :

Théorème 2.4.2. Le résultat du théorème 2.4.1 est vrai pour un T quelconque.
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Chapitre 3
Sur une équation parabolique d’ordre

2m associée à des conditions aux

limites mixtes dans des domaines non

rectangulaires

Nous nous intéressons dans ce chapitre à l’existence et l’unicité ainsi qu’à la régularité

optimale de la solution d’une équation parabolique d’ordre supérieur, associée à des conditions

aux limites mixtes. Ce problème est posé dans des domaines plans non rectangulaires (non

réguliers).

3.1 Introduction

Soit Ω un sous ensemble de R2 défini par

Ω =
{

(t, x) ∈ R2 : 0 < t < T, ϕ1 (t) < x < ϕ2 (t)
}
,

où T est un nombre positif, ϕ1 et ϕ2 sont deux fonctions continues à valeurs réelles définies sur

[0, T ] , lipschitzienne sur [0, T ] et telles que

ϕ (t) := ϕ2 (t)− ϕ1 (t) > 0,

pour tout t ∈ ]0, T ] et avec l’hypothèse fondamentale ϕ (0) = 0. La frontière latérale de Ω est

définie par

Γi =
{

(t, ϕi (t)) ∈ R2 : 0 < t < T
}
, i = 1, 2.

Nous supposerons alors que

(−1)i+1 ϕ′i (t) ≥ 0 p.p. t ∈ ]0, T [ , i = 1, 2, (3.1)
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ϕ′i (t)ϕ
m (t) → 0 lorsque t→ 0, m ∈ N∗, i = 1, 2. (3.2)

Dans Ω, nous considérons les problèmes aux limites
∂tu+ (−1)m∂2m

x u = f1 ∈ L2
ω (Ω) ,

∂kxu
∣∣
Γ1

= 0, k = 0, 1, ...,m− 1,

∂lxu
∣∣
Γ2

= 0, l = m,m+ 1, ..., 2m− 1,

(3.3)

et 
∂tv + (−1)m∂2m

x v = f2 ∈ L2
ω (Ω) ,

∂kxv
∣∣
Γ2

= 0, k = 0, 1, ...,m− 1,

∂lxv
∣∣
Γ1

= 0, l = m,m+ 1, ..., 2m− 1,

(3.4)

où L2
ω (Ω) représente l’espace de Lebesgue des fonctions de carré intégrable sur Ω muni de la

mesure ω dt dx. Ici, le poids ω est une fonction réelle définie sur [0, T ] , dérivable sur ]0, T ] et

telle que

∀t ∈ [0, T ] , ω (t) > 0. (3.5)

Nous supposons aussi que

ω est une fonction décroissante sur ]0, T ] . (3.6)

Observons que dans le cas m = 1, les problèmes (3.3) et (3.4) correspondent à des équations

paraboliques du second ordre associées à des conditions aux limites de type Dirichlet-Neumann

et nous pouvons trouver des études de tels types de problèmes dans [54] et [34] dans des domaines

non cylindriques bornés et non bornés, respectivement. Notons que les conditions aux limites

mixtes

∂kxu
∣∣
Γ1

= ∂lxu
∣∣
Γ2

= 0, ∂kxv
∣∣
Γ2

= ∂lxv
∣∣
Γ1

= 0, k = 0, 1, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1,

ont été utilisées dans le cas m = 2 dans [9], où l’existence de solutions positives multiples pour

un problème aux limites à deux points pour une équation du quatrième ordre a été démontrée.

Dans le cas m = 3 correspondant à un problème du sixième ordre, nous pouvons trouver un tel

type de conditions aux limites dans Dugundji [17] et dans Shi et al. [55]. Ces conditions aux

limites spécifiques sont importantes pour l’originalité de ce travail. En effet, à nos connaissances,

des résultats concernant les équations paraboliques d’ordre supérieur posées dans des domaines

non cylindriques et associées à de telles conditions aux limites, ne sont pas apparus dans la

littérature à ce jour.

Sous les conditions mentionnées ci-dessus sur les fonctions de paramétrisation ϕi, i = 1, 2

et sur la fonction poids ω, nous démontrons que le problème (3.3) (respectivement, (3.4))

admet une solution unique avec une régularité optimale, c’est une solution u (respectivement,
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v) appartenant à l’espace de Sobolev anisotrope

H1,2m
γ,ω (Ω) =

{
u ∈ H1,2m

ω (Ω) :
∂kxu
∣∣
Γ1

= ∂lxu
∣∣
Γ2

= 0,

k = 0, 1, ...,m− 1; l = m, ..., 2m− 1

}
,

(respectivement,

H1,2m
δ,ω (Ω) =

{
v ∈ H1,2m

ω (Ω) :
∂kxv
∣∣
Γ2

= ∂lxv
∣∣
Γ1

= 0,

k = 0, 1, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1

}
),

avec

H1,2m
ω (Ω) =

{
w ∈ L2

ω (Ω) : ∂tw, ∂
j
xw ∈ L2

ω (Ω) , j = 1, 2, . . . , 2m
}
.

L’espace H1,2m
ω (Ω) est muni de la norme naturelle

‖w‖H1,2m
ω (Ω) =

(
‖∂tw‖2

L2
ω(Ω) +

2m∑
j=0

∥∥∂jxw∥∥2

L2
ω(Ω)

)1/2

.

Bien que les équations paraboliques du second ordre dans des domaines non réguliers sont

bien étudiées, la littérature concernant les problèmes paraboliques d’ordre supérieur dans des

domaines non cylindriques ne semble pas être très riche. Un problème aux limites pour des

équations paraboliques d’ordre supérieur associées à des conditions de Cauchy-Dirichlet dans des

domaines non cylindriques (dans le cadre fonctionnel des espaces de Sobolev) a été considéré par

Mikhailov [47] et [48] dans les deux cas unidimensionnel et multidimensionnel, respectivement.

Dans le cadre fonctionnel des espaces de Hölder, nous pouvons trouver dans [6] et [13] des

résultats de résolution de problèmes aux limites pour une équation parabolique d’ordre 2m

posée dans des domaines non cylindriques (du même genre que le domaine Ω considéré dans

ce travail mais qui ne peuvent pas l’inclure). D’autres références sur l’analyse des problèmes

paraboliques d’ordre supérieur dans des domaines non cylindriques sont : Galaktionov [20],

Grimaldi Piro [22], Kheloufi [28], [29], [35] et Labbas et al. [40].

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 2, nous commençons par démontrer

un résultat d’unicité des solutions pour les deux problèmes considérés. Dans la section 3, nous

démontrons d’abord que les problèmes (3.3) et (3.4) admettent des solutions (uniques) dans le

cas de domaines tronqués. Ensuite, nous approximons Ω par une suite (Ωn)n∈N∗ de tels domaines

tronqués et nous établissons (pour T assez petit) des estimations uniformes du type

‖un‖H1,2m
ω (Ωn) ≤ K ‖f1‖L2

ω(Ωn) , ‖vn‖H1,2m
ω (Ωn) ≤ K ‖f2‖L2

ω(Ωn) ,

où un et vn sont des solutions des problèmes (3.3) et (3.4), respectivement, dans Ωn et K est

une constante indépendante de n. Ces estimations nous permettront de passer à la limite et de

démontrer des résultats locaux en temps. Enfin, en utilisant un résultat de trace, nous montrons

dans la section 4 que les résultats locaux en temps obtenus peuvent être étendus à des résultats

globaux en temps.
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3.2 Unicité de la solution

Proposition 3.2.1. Le problème (3.3) (respectivement, (3.4)) admet au plus une solution.

Démonstration. Considérons u ∈ H1,2m
γ,ω (Ω) (respectivement, v ∈ H1,2m

δ,ω (Ω)) une solution du

problème (3.3) (respectivement, (3.4)) correspondant à un second membre nul. Alors,

∂tu+ (−1)m∂2m
x u = ∂tv + (−1)m∂2m

x v = 0 dans Ω.

De plus, u et v vérifient les conditions aux limites

∂kxu
∣∣
Γ1

= ∂lxu
∣∣
Γ2

= 0; ∂kxv
∣∣
Γ2

= ∂lxv
∣∣
Γ1

= 0, k = 0, 1, ...,m− 1, l = m, ..., 2m− 1.

En utilisant la formule de Green, nous aurons∫
Ω

[(∂tu+ (−1)m∂2m
x u)u+ (∂tv + (−1)m∂2m

x v) v]ω (t) dt dx

=
∫
∂Ω

∑m−1
k=0 (∂2m−k−1

x u.∂kxu+ ∂2m−k−1
x v.∂kxv)(−1)k+mνxω (t) dσ

+
∫
∂Ω

1
2
(|u|2 + |v|2)νtω (t) dσ +

∫
Ω

(|∂mx u|
2 + |∂mx v|

2)ω (t) dtdx

−
∫

Ω
1
2
(|u|2 + |v|2)ω′ (t) dt dx,

où νt et νx sont les composantes du vecteur normal unitaire orienté vers l’extérieur à ∂Ω. Nous

devons réécrire l’intégrale sur le bord de Ω en utilisant les conditions aux limites. Sur la partie

de la frontière de Ω où t = T, nous avons νx = 0 et νt = 1. Par conséquent, l’intégrale sur la

frontière correspondante ∫ ϕ2(T )

ϕ1(T )

[
1

2
(|u|2 + |v|2]ω (T ) dx,

est positive. Sur la partie de la frontière de Ω où x = ϕi (t) , i = 1, 2, nous avons

νx =
(−1)i√

1 +
(
ϕ
′
i

)2
(t)
, νt =

(−1)i+1 ϕ
′
i (t)√

1 +
(
ϕ
′
i

)2
(t)
,

et

∂kxu (t, ϕ1 (t)) = ∂lxu (t, ϕ2 (t)) = ∂kxv (t, ϕ2 (t)) = ∂lxv (t, ϕ1 (t)) = 0,

k = 0, 1, ...,m− 1; l = m,m+ 1, ..., 2m− 1. Par conséquent, l’intégrale sur la frontière corres-

pondante est ∫ T

0

−ϕ
′
2 (t)

2
u2 (t, ϕ2 (t))ω (t) dt+

∫ T

0

ϕ′1 (t)

2
v2 (t, ϕ1 (t))ω (t) dt.
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Donc, nous obtenons∫
Ω

[(∂tu+ (−1)m∂2m
x u)u+ (∂tv + (−1)m∂2m

x v) v] ω (t) dt dx

=
∫ T

0
−ϕ

′
2 (t)

2
u2 (t, ϕ2 (t))ω (t) dt+

∫ T
0

ϕ′1 (t)

2
v2 (t, ϕ1 (t))ω (t) dt

+
1

2

∫ ϕ2(T )

ϕ1(T )
[u2 (T, x) + v2 (T, x)] ω (T ) dx+

∫
Ω

[|∂mx u|
2 + |∂mx v|

2]ω (t) dt dx

−
∫

Ω
1
2
[|u|2 + |v|2]ω′ (t) dt dx.

Par conséquent,∫
Ω

(
∂tu+ (−1)m∂2m

x u
)
u ω (t) dt dx =

∫
Ω

(
∂tv + (−1)m∂2m

x v
)
v ω (t) dt dx = 0

donne ∫
Ω

(
|∂mx u|

2)ω (t) dt dx =

∫
Ω

(
|∂mx v|

2)ω (t) dt dx = 0,

car ∫ ϕ2(T )

ϕ1(T )

1

2
[|u|2 + |v|2]ω (T ) dx−

∫
Ω

1

2
[|u|2 + |v|2]ω′ (t) dt dx ≥ 0,

grâce aux conditions (3.5) et (3.6) et∫ T

0

−ϕ
′
2 (t)

2
u2 (t, ϕ2 (t))ω (t) dt+

∫ T

0

ϕ′1 (t)

2
v2 (t, ϕ1 (t))ω (t) dt ≥ 0,

grâce à la condition (3.1). Cela implique que |∂mx u|
2 = |∂mx v|

2 = 0 et par conséquent ∂2m
x u =

∂2m
x v = 0. Donc, l’hypothèse ∂tu + (−1)m∂2m

x u = ∂tv + (−1)m∂2m
x v = 0 donne ∂tu = ∂tv = 0.

Ainsi, u =
∑m−1

k=0 akx
k, v =

∑m−1
k=0 bkx

k, ak, bk ∈ R, k = 0, 1, ...,m − 1. Les conditions aux

limites impliquent que u = v = 0 dans Ω. Cela démontre l’unicité des solutions des problèmes

(3.3) et (3.4).

Remarque 3.2.1. Dans la suite, nous nous intéresserons uniquement à la question de l’existence

de solutions des problèmes (3.3) et (3.4).
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3.3 Résultats locaux en temps

3.3.1 Cas d’un domaine tronqué Ωn

Dans cette sous section, nous remplaçons Ω par

Ωn :=

{
(t, x) ∈ Ω :

1

n
< t < T

}
, n ∈ N∗ et

1

n
< T.

Théorème 3.3.1. Pour chaque n ∈ N∗ tel que 1
n
< T, le problème

∂tun + (−1)m∂2m
x un = f1,n ∈ L2

ω (Ωn) ,

un|t= 1
n

= 0,

∂kxun
∣∣
Γ1,n

= ∂lxun
∣∣
Γ2,n

= 0, k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1,

(3.7)

(respectivement,
∂tvn + (−1)m∂2m

x vn = f2,n ∈ L2
ω (Ωn) ,

vn|t= 1
n

= 0,

∂kxvn
∣∣
Γ2,n

= ∂lxvn
∣∣
Γ1,n

= 0, k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1, )

(3.8)

admet une solution unique un ∈ H1,2m
ω (Ωn) (respectivement, vn ∈ H1,2m

ω (Ωn)). Ici,

fi,n = fi|Ωn et Γi,n = {(t, ϕi(t)) ∈ R2 :
1

n
< t < T}, i = 1, 2.

Démonstration. L’unicité de la solution est facile à vérifier, grâce aux conditions aux limites.

Montrons l’existence de la solution. Le changement de variables

Φ : (t, x) 7→ (t, y) =

(
t,
x− ϕ1 (t)

ϕ (t)

)
,

transforme Ωn en le rectangle Rn =
]

1
n
, T
[
× ]0, 1[ . Posons

un (t, x) = w1,n (t, y) , vn (t, x) = w2,n (t, y) et fi,n (t, x) = gi,n (t, y) , i = 1, 2,

alors les problèmes (3.7) et (3.8) deviennent
∂tw1,n + a (t, y) ∂yw1,n + c (t) ∂2m

y w1,n = g1,n,

w1,n|t= 1
n

= 0,

∂kyw1,n

∣∣
y=0

= ∂lyw1,n

∣∣
y=1

= 0, k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1,

et 
∂tw2,n + a (t, y) ∂yw2,n + c (t) ∂2m

y w2,n = g2,n,

w2,n|t= 1
n

= 0,

∂kyw2,n

∣∣
y=1

= ∂lyw2,n

∣∣
y=0

= 0, k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1,
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où a (t, y) = −yϕ
′ (t) + ϕ′1 (t)

ϕ (t)
et c (t) =

(−1)m

ϕ2m (t)
.

Le changement de variables défini ci-dessus conserve les espaces L2
ω et H1,2m

ω car les fonctions a

et c sont bornées pour t ∈
]

1
n
, T
[
. En d’autres termes

fi,n ∈ L2
ω (Ωn)⇐⇒ gi,n ∈ L2

ω (Rn) , i = 1, 2,

et

un, vn ∈ H1,2m
ω (Ωn)⇐⇒ w1,n, w2,n ∈ H1,2m

ω (Rn) .

Lemme 3.3.1. Pour chaque n ∈ N∗ tel que 1
n
< T, l’opérateur suivant est compact :

H1,2m
γ,ω (Rn) −→ L2

ω (Rn) , w1,n 7→ a (t, y) ∂yw1,n,

(respectivement, H1,2m
δ,ω (Rn) −→ L2

ω (Rn) , w2,n 7→ a (t, y) ∂yw2,n), où

H1,2m
γ,ω (Rn) =

{
w1,n ∈ H1,2m

ω (Rn) :
w1,n|t= 1

n
= ∂kyw1,n

∣∣
y=0

= ∂lyw1,n

∣∣
y=1

= 0,

k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1

}

(respectivement,

H1,2m
δ,ω (Rn) =

{
w2,n ∈ H1,2m

ω (Rn) :
w2,n|t= 1

n
= ∂kyw2,n

∣∣
y=1

= ∂lyw2,n

∣∣
y=0

= 0,

k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1

}
).

Démonstration. Rn possède la ”propriété de la corne” de Besov [7], donc

∂y : H1,2m
γ,ω (Rn) −→ H1− 1

2m
,2m−1

ω (Rn) , w1,n 7→ ∂yw1,n,

(respectivement,

∂y : H1,2m
δ,ω (Rn) −→ H1− 1

2m
,2m−1

ω (Rn) , w2,n 7→ ∂yw2,n),

est continu. Comme Rn est borné, l’injection canonique est compacte de

H1− 1
2m

,2m−1
ω (Rn) dans L2

ω(Rn), (voir par exemple [7]), où

H1− 1
2m

,2m−1
ω (Rn) = L2

ω

(
1

n
, T ;H2m−1

ω ]0, 1[

)
∩H1− 1

2m
ω

(
1

n
, T ;L2

ω ]0, 1[

)
.

Pour les définitions des espaces de Sobolev hilbertien Hr,s, voir par exemple [45]. Donc, ∂y

est un opérateur compact de H1,2m
γ,ω (Rn) dans L2

ω (Rn) , (respectivement, de H1,2m
δ,ω (Rn) dans

L2
ω (Rn)). De plus, comme a (., .) est une fonction bornée, l’opérateur a∂y est alors compact de

H1,2m
γ,ω (Rn) dans L2

ω (Rn) , (respectivement, de H1,2m
δ,ω (Rn) dans L2

ω (Rn)).
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Donc, il suffit de montrer que l’opérateur ∂t+
(−1)m

ϕ2m
∂2m
y est un isomorphisme de H1,2m

γ,ω (Rn)

dans L2
ω (Rn) , (respectivement, deH1,2m

δ,ω (Rn) dans L2
ω (Rn)). Un simple changement de variable

t = h (s) avec h′ (s) = ϕ2m (t) , transforme les problèmes
∂tw1,n +

(−1)m

ϕ2m (t)
∂2m
y w1,n = g1,n,

w1,n|t= 1
n

= 0,

∂kyw1,n

∣∣
y=0

= ∂lyw1,n

∣∣
y=1

= 0, k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1,

et 
∂tw2,n +

(−1)m

ϕ2m (t)
∂2m
y w2,n = g2,n,

w2,n|t= 1
n

= 0,

∂kyw2,n

∣∣
y=1

= ∂lyw2,n

∣∣
y=0

= 0, k = 0, . . . ,m− 1; l = m. . . , 2m− 1,

en les problèmes suivants :
∂sw

1
n(s, y) + (−1)m∂2m

y w1
n(s, y) = ξ1

n(s, y),

w1
n|s=h−1( 1

n
) = 0,

∂kyw
1
n

∣∣
y=0

= ∂lyw
1
n

∣∣
y=1

= 0, k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1,

(3.9)

et 
∂sw

2
n(s, y) + (−1)m∂2m

y w2
n(s, y) = ξ2

n(s, y),

w2
n|s=h−1( 1

n
) = 0,

∂kyw
2
n

∣∣
y=1

= ∂lyw
2
n

∣∣
y=0

= 0, k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1,

(3.10)

avec

ξin (s, y) =
gi,n (t, y)

h′ (s)
et win (s, y) = wi,n (t, y) , i = 1, 2.

Notons que ce changement de variables préserve les espaces L2
ω etH1,2m

ω . Il s’ensuit qu’il existe un

unique w1
n ∈ H1,2m

ω (respectivement, w2
n ∈ H1,2m

ω ) solution du problème (3.9) (respectivement,

(3.10)). Cela implique que le problème (3.7) (respectivement, (3.8)) admet une unique solution

un ∈ H1,2m
ω (Ωn) (respectivement, vn ∈ H1,2m

ω (Ωn)). Nous obtenons les fonctions un et vn en

posant

un (t, x) = w1,n (t, y) = w1
n

(
h−1 (t) , y

)
et vn (t, x) = w2,n(t, y) = w2

n(h−1(t), y).

Nous aurons besoin du résultat suivant pour justifier les calculs de la section suivante.

Lemme 3.3.2. Pour chaque n ∈ N∗ tel que 1
n
< T, l’espace{

un ∈ D
(

[
1

n
, T ];H2m

ω (0, 1)

)
:
un|t= 1

n
= ∂kyun

∣∣
y=0

= ∂lyun
∣∣
y=1

= 0,

k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1

}
,
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(respectivement,{
vn ∈ D

(
[
1

n
, T ];H2m

ω (0, 1)

)
:
vn|t= 1

n
= ∂kyvn

∣∣
y=1

= ∂lyvn
∣∣
y=0

= 0,

k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1

}
),

est dense dans{
un ∈ H1,2m

ω

(]
1

n
, T

[
× ]0, 1[

)
:
un|t= 1

n
= ∂kyun

∣∣
y=0

= ∂lyun
∣∣
y=1

= 0,

k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1

}
,

(respectivement,{
vn ∈ H1,2m

ω

(]
1

n
, T

[
× ]0, 1[

)
:
vn|t= 1

n
= ∂kyvn

∣∣
y=1

= ∂lyvn
∣∣
y=0

= 0,

k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1

}
).

C’est un cas particulier de théorème 2.1 de [45].

Remarque 3.3.1. Nous pouvons remplacer dans le lemme 3.3.2 Rn =
]

1
n
, T
[
× ]0, 1[ par Ωn à

l’aide du changement de variables Φ défini précédemment.

3.3.2 Cas d’un domaine triangulaire

Maintenant, nous revenons au domaine non rectangulaire Ω et nous supposons que la fonc-

tion ϕ2 (respectivement, ϕ1) satisfait les conditions (3.1) et (3.2) dans le cas du problème (3.3)

(respectivement, (3.4)).

Pour chaque n ∈ N∗ tel que 1
n
< T, notons fi,n = fi|Ωn ∈ L

2
ω(Ωn), i = 1, 2 et un ∈ H1,2m

γ,ω (Ωn)

(respectivement, vn ∈ H1,2m
δ,ω (Ωn)) la solution de problème (3.3) (respectivement, (3.4)) dans

Ωn. Les solutions un et vn existent grâce au théorème 3.3.1.

Théorème 3.3.2. Pour T assez petit, il existe une constante C > 0 indépendante de n telle

que

‖un‖2
H1,2m
ω (Ωn) ≤ C ‖f1,n‖2

L2
ω(Ωn) ≤ C ‖f1‖2

L2
ω(Ω) ,

‖vn‖2
H1,2m
ω (Ωn) ≤ C ‖f2,n‖2

L2
ω(Ωn) ≤ C ‖f2‖2

L2
ω(Ω) .

Afin de démontrer le théorème 3.3.2, nous aurons besoin de quelques résultats préliminaires.

Lemme 3.3.3. Pour tout ε > 0 satisfaisant (ϕ2 (t)− ϕ1 (t)) ≤ ε, il existe une constante C1 > 0

indépendante de n, telle que∥∥∂jxun∥∥2

L2
ω(Ωn)

≤ C1ε
2(2m−j) ∥∥∂2m

x un
∥∥2

L2
ω(Ωn)

, j = 0, 1, . . . , 2m− 1∥∥∂jxvn∥∥2

L2
ω(Ωn)

≤ C1ε
2(2m−j) ∥∥∂2m

x vn
∥∥2

L2
ω(Ωn)

, j = 0, 1, . . . , 2m− 1.
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Démonstration. Nous remplaçons dans le lemme 1.2.3 u par un, v par vn et ]a, b[ par

]ϕ1 (t) , ϕ2 (t)[ , pour un t fixé. Nous obtenons pour j = 0, 1, . . . , 2m− 1∫ ϕ2(t)

ϕ1(t)
(∂jxun)

2
dx ≤ C1 (ϕ2 (t)− ϕ1 (t))2(2m−j) ∫ ϕ2(t)

ϕ1(t)
(∂2m
x un)

2
dx

≤ C1ε
2(2m−j) ∫ ϕ2(t)

ϕ1(t)
(∂2m
x un)

2
dx,

et ∫ ϕ2(t)

ϕ1(t)
(∂jxvn)

2
dx ≤ C1 (ϕ2 (t)− ϕ1 (t))2(2m−j) ∫ ϕ2(t)

ϕ1(t)
(∂2m
x vn)

2
dx

≤ C1ε
2(2m−j) ∫ ϕ2(t)

ϕ1(t)
(∂2m
x vn)

2
dx,

où C1 est la constante de lemme 1.2.3. En multipliant l’inégalité précédente par ω(t) (qui est

positive) et en intégrant par rapport à t, nous obtenons les estimations souhaitées.

Démonstration du Théorème 3.3.2 : Notons par 〈., .〉 le produit scalaire dans L2
ω (Ωn)

et posons L = ∂t + (−1)m∂2m
x , alors nous avons

‖f1,n‖2
L2
ω(Ωn) = 〈Lun, Lun〉 = ‖∂tun‖2

L2
ω(Ωn) +

∥∥∂2m
x un

∥∥2

L2
ω(Ωn)

+ 2〈∂tun, (−1)m∂2m
x un〉,

et

‖f2,n‖2
L2
ω(Ωn) = 〈Lvn, Lvn〉 = ‖∂tvn‖2

L2
ω(Ωn) +

∥∥∂2m
x vn

∥∥2

L2
ω(Ωn)

+ 2〈∂tvn, (−1)m∂2m
x vn〉.

Estimation de 2〈∂tun, (−1)m∂2m
x un〉 : Nous avons

(−1)m∂tun.∂
2m
x un =

∑m−1
k=0 ∂x

(
∂kx∂tun.∂

2m−k−1
x un

)
(−1)m+k + 1

2
∂t (∂mx un)2 .

Donc

2〈∂tun, (−1)m∂2m
x un〉 = 2

∫
Ωn

m−1∑
k=0

∂x
(
∂kx∂tun.∂

2m−k−1
x un

)
(−1)m+kω(t)dtdx

+

∫
Ωn

∂t (∂mx un)2 ω(t)dtdx

= 2

∫
∂Ωn

m−1∑
k=0

(
∂kx∂tun.∂

2m−k−1
x un

)
(−1)m+kνxω(t)dσ

+

∫
∂Ωn

(∂mx un)2 νtω(t)dσ −
∫

Ωn

(∂mx un)2 ω′(t)dtdx

où νt et νx sont les composantes du vecteur unitaire normal orienté vers l’extérieur à ∂Ωn. Nous

réécrirons l’intégrale sur la frontière en utilisant les conditions aux limites. Sur la partie du bord

de Ωn où t = 1
n
, nous avons un = 0 et par conséquent ∂kxun = 0, k = 0, . . . , 2m− 1. L’intégrale

au bord correspondante s’annule. Sur la partie de la frontière où t = T, nous avons νx = 0 et

νt = 1. Par conséquent, l’intégrale au bord correspondante∫ ϕ2(T )

ϕ1(T )

(∂mx un)2 (T, x)ω (T ) dx
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est positive. Sur les parties de la frontière de Ωn où x = ϕi (t) , i = 1, 2, nous avons

νx =
(−1)i√

1 + (ϕ′i)
2 (t)

, νt =
(−1)i+1 ϕ′i (t)√

1 + (ϕ′i)
2 (t)

,

et

∂kxun (t, ϕ1 (t)) = ∂lxun (t, ϕ2 (t)) = 0, k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1.

En dérivant ∂kxun (t, ϕ1 (t)) , k = 0, . . . ,m− 1 par rapport à t, nous obtenons

∂t∂
k
xun (t, ϕ1 (t)) = −ϕ′1 (t) ∂k+1

x un (t, ϕ1 (t)) .

Les conditions aux limites sur Γ1,n = {(t, ϕ1(t)) ∈ R2 : 1
n
< t < T}, conduisent à

∂t∂
k
xun (t, ϕ1 (t)) =

{
0 si k = 0, . . . ,m− 2,

−ϕ′1 (t) ∂mx un (t, ϕ1 (t)) si k = m− 1.

Par conséquent, l’intégrale correspondante est

In,1 = −
∫ T

1
n

ϕ′1 (t) [∂mx un (t, ϕ1 (t))]2 ω(t)dt.

Par suite, nous avons

2〈∂tun, (−1)m∂2m
x un〉 ≥ − |In,1| . (3.11)

Estimation de 2〈∂tvn, (−1)m∂2m
x vn〉 : Nous avons

(−1)m∂tvn.∂
2m
x vn =

∑m−1
k=0 ∂x

(
∂kx∂tvn.∂

2m−k−1
x vn

)
(−1)m+k + 1

2
∂t (∂mx vn)2 .

Donc

2〈∂tvn, (−1)m∂2m
x vn〉 = 2

∫
Ωn

m−1∑
k=0

∂x
(
∂kx∂tvn.∂

2m−k−1
x vn

)
(−1)m+kω(t)dtdx

+

∫
Ωn

∂t (∂mx vn)2 ω(t)dtdx

= 2

∫
∂Ωn

m−1∑
k=0

(
∂kx∂tvn.∂

2m−k−1
x vn

)
(−1)m+kνxω(t)dσ

+

∫
∂Ωn

(∂mx vn)2 νtω(t)dσ −
∫

Ωn

(∂mx vn)2 ω′(t)dtdx

où νt et νx sont les composantes du vecteur normal orienté vers l’extérieur à ∂Ωn. Nous devons

réécrire l’intégrale sur la frontière en utilisant les conditions aux limites. Sur la partie du bord

de Ωn où t = 1
n
, nous avons vn = 0 et par conséquent ∂kxvn = 0, k = 0, . . . , 2m− 1. L’intégrale

au bord correspondante s’annule. Sur la partie de la frontière où t = T, nous avons νx = 0 et

νt = 1. Par conséquent, l’intégrale au bord correspondante∫ ϕ2(T )

ϕ1(T )

(∂mx vn)2 (T, x)ω (T ) dx
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est positive. Sur les parties de la frontière de Ωn où x = ϕi (t) , i = 1, 2, nous avons

νx =
(−1)i√

1 + (ϕ′i)
2 (t)

, νt =
(−1)i+1 ϕ′i (t)√

1 + (ϕ′i)
2 (t)

,

et

∂kxvn (t, ϕ2 (t)) = ∂lxvn (t, ϕ1 (t)) = 0, k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1.

En dérivant ∂kxvn (t, ϕ2 (t)) , k = 0, . . . ,m− 1 par rapport à t, nous obtenons

∂t∂
k
xvn (t, ϕ2 (t)) = −ϕ′2 (t) ∂k+1

x vn (t, ϕ2 (t)) .

Les conditions aux limites sur Γ2,n = {(t, ϕ2(t)) ∈ R2 : 1
n
< t < T}, conduisent à

∂t∂
k
xvn (t, ϕ2 (t)) =

{
0 si k = 0, . . . ,m− 2,

−ϕ′2 (t) ∂mx vn (t, ϕ2 (t)) si k = m− 1.

Par conséquent, l’intégrale correspondante est

In,2 =

∫ T

1
n

ϕ′2 (t) [∂mx vn (t, ϕ2 (t))]2 ω(t)dt.

Par suite, nous avons

2〈∂tvn, (−1)m∂2m
x vn〉 ≥ − |In,2| . (3.12)

Estimation de In,k, k = 1, 2 : Il existe une constante K3 > 0 indépendante de n telle que

|In,1| ≤ K3ε
∥∥∂2m

x un
∥∥2

L2
ω(Ωn)

et |In,2| ≤ K3ε
∥∥∂2m

x vn
∥∥2

L2
ω(Ωn)

. (3.13)

En effet, nous transformons l’intégrale au bord In,1 en une intégrale sur Ωn en posant

[∂mx un (t, ϕ1 (t))]2 = − ϕ2(t)−x
ϕ(t)

[∂mx un (t, x)]2
∣∣∣x=ϕ2(t)

x=ϕ1(t)

= −
∫ ϕ2(t)

ϕ1(t)
∂x

{
ϕ2(t)−x
ϕ(t)

[∂mx un]2
}
dx

= −2
∫ ϕ2(t)

ϕ1(t)
ϕ2(t)−x
ϕ(t)

∂mx un.∂
m+1
x undx+

∫ ϕ2(t)

ϕ1(t)
1
ϕ(t)

[∂mx un]2 dx.

Donc, nous avons

In,1 = −
∫ T

1
n
ϕ′1 (t) [∂mx un (t, ϕ1 (t))]2 ω (t) dt

= −
∫

Ωn

ϕ′1(t)

ϕ(t)
[∂mx un (t, x)]2 ω (t) dtdx

+2
∫

Ωn

ϕ2(t)−x
ϕ(t)

ϕ′1 (t) (∂mx un) (∂m+1
x un) ω (t) dtdx.

Grâce au lemme 3.3.3, nous pouvons écrire∫ ϕ2(t)

ϕ1(t)
[∂mx un]2 dx ≤ K2 [ϕ (t)]2m

∫ ϕ2(t)

ϕ1(t)
[∂2m
x un]

2
dx.
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Par suite

∫ ϕ2(t)

ϕ1(t)
[∂mx un]2

|ϕ′1|
ϕ
ω (t) dx ≤ K2 |ϕ′1| [ϕ (t)]2m−1 ∫ ϕ2(t)

ϕ1(t)
[∂2m
x un]

2
ω (t) dx,

et par conséquent

|In,1| ≤ K2

∫
Ωn
|ϕ′1| [ϕ (t)]2m−1 (∂2m

x un)
2
ω (t) dtdx

+2
∫

Ωn
|ϕ′1| |∂mx un| |∂m+1

x un| ω (t) dtdx,

puisque
∣∣∣ϕ2(t)−x

ϕ(t)

∣∣∣ ≤ 1. En utilisant l’inégalité

2 |ϕ′1∂mx un| |∂m+1
x un| ≤ ε (∂m+1

x un)
2

+ 1
ε

(ϕ′1)2 (∂mx un)2

pour tout ε > 0, nous obtenons

|In,1| ≤ K2

∫
Ωn
|ϕ′1| [ϕ]2m−1 (∂2m

x un)
2
ω (t) dtdx

+
∫

Ωn
ε (∂m+1

x un)
2
ω (t) dtdx+ 1

ε

∫
Ωn

(ϕ′1)2 (∂mx un)2 ω (t) dtdx.

Le lemme 3.3.3 nous donne

1

ε

∫
Ωn

(ϕ′1)
2

(∂mx un)2 ω (t) dtdx ≤ K2
1

ε

∫
Ωn

(ϕ′1)
2

[ϕ]2m
(
∂2m
x1
un
)2
ω (t) dtdx.

Ainsi,

|In,1| ≤ K2

∫
Ωn

[
|ϕ′1| [ϕ]2m−1 + 1

ε
(ϕ′1)2 [ϕ]2m

]
(∂2m
x un)

2
ω (t) dtdx

+
∫

Ωn
ε (∂m+1

x un)
2
ω (t) dtdx

≤ (K2 + 1) ε
∫

Ωn
(∂2m
x un)

2
ω (t) dtdx,

puisque |ϕ′1ϕm (ϕm−1 + ϕ′1ϕ
m)| ≤ ε. Enfin, en prenant K3 = K2 + 1, nous obtenons

|In,1| ≤ K3ε ‖∂2m
x un‖L2

ω(Ωn) .

L’inégalité

|In,2| ≤ K3ε ‖∂2m
x vn‖L2

ω(Ωn) ,

peut être démontrée par un argument similaire.

Maintenant, nous pouvons terminer la démonstration du théorème 3.3.2. En regroupant les

estimations (3.11), (3.12) et (3.13), et en utilisant le lemme 3.3.3, nous obtenons

‖f1,n‖2
L2
ω(Ωn) ≥ ‖∂tun‖2

L2
ω(Ωn) + ‖∂2m

x un‖2
L2
ω(Ωn) −K3ε ‖∂2m

x un‖2
L2
ω(Ωn)

≥ ‖∂tun‖2
L2
ω(Ωn) + (1−K3ε) ‖∂2m

x un‖2
L2
ω(Ωn) ,

et
‖f2,n‖2

L2
ω(Ωn) ≥ ‖∂tvn‖2

L2
ω(Ωn) + ‖∂2m

x vn‖2
L2
ω(Ωn) −K3ε ‖∂2m

x vn‖2
L2
ω(Ωn)

≥ ‖∂tvn‖2
L2
ω(Ωn) + (1−K3ε) ‖∂2m

x vn‖2
L2
ω(Ωn) ,
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où K3 est un nombre positif. Donc, il suffit de choisir ε de sorte que (1−K3ε) > 0, pour obtenir

une constante K4 > 0 indépendante de n telle que

‖f1,n‖2
L2
ω(Ωn) ≥ K4 ‖un‖2

H1,2m
ω (Ωn) et ‖f2,n‖2

L2
ω(Ωn) ≥ K4 ‖vn‖2

H1,2m
ω (Ωn) .

Mais

‖f1,n‖L2
ω(Ωn) ≤ ‖f1‖L2

ω(Ω) et ‖f2,n‖L2
ω(Ωn) ≤ ‖f2‖L2

ω(Ω) ,

alors, il existe une constante C > 0, indépendante de n satisfaisant

‖un‖2
H1,2m
ω (Ωn) ≤ C ‖f1,n‖2

L2
ω(Ωn) ≤ C ‖f1‖2

L2
ω(Ω)

et

‖vn‖2
H1,2m
ω (Ωn) ≤ C ‖f2,n‖2

L2
ω(Ωn) ≤ C ‖f2‖2

L2
ω(Ω) .

Ceci termine la démonstration du théorème 3.3.2.

Passage à la limite

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le premier résultat principal de ce cha-

pitre.

Théorème 3.3.3. Supposons que la fonction de paramétrisation ϕ2, (respectivement, ϕ1) sa-

tisfait les conditions (3.1) et (3.2) et que la fonction poids ω vérifie les conditions (3.5) et

(3.6). Alors, pour T assez petit, le problème (3.3) (respectivement, le problème (3.4)) admet

une unique solution u (respectivement, v) appartenant à H1,2m
γ,ω (Ω) (respectivement, H1,2m

δ,ω (Ω)).

Démonstration. Choisissons une suite (Ωn)n∈N∗ de domaines définis dans la sous section 3.3.1.

Alors, nous avons Ωn → Ω, lorsque n→ +∞. Considérons les solutions un, vn ∈ H1,2m
ω (Ωn) des

problèmes aux limites
∂tun + (−1)m∂2m

x un = f1,n ∈ L2
ω (Ωn) ,

un|t= 1
n

= 0,

∂kxun
∣∣
Γ1,n

= ∂lxun
∣∣
Γ2,n

= 0, k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1,

et 
∂tvn + (−1)m∂2m

x vn = f2,n ∈ L2
ω (Ωn) ,

vn|t= 1
n

= 0,

∂kxvn
∣∣
Γ2,n

= ∂lxvn
∣∣
Γ1,n

= 0, k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1,

où Γi,n, i = 1, 2, sont les parties du bord de Ωn où x = ϕi (t) . Ces solutions un et vn existent

grâce au théorème 3.3.1. Soient ũn et ṽn les prolongements par 0 de un et vn à Ω, respectivement.
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En vertu de théorème 3.3.2, nous savons qu’il existe une constante K > 0 indépendante de n

telle que

‖ũn‖2
L2
ω(Ω) +

∥∥∥∂̃tun∥∥∥2

L2
ω(Ω)

+
2m∑
j=1

∥∥∥∥∂̃jxun∥∥∥∥2

L2
ω(Ω)

≤ K ‖f1‖2
L2
ω(Ω) ,

et

‖ṽn‖2
L2
ω(Ω) +

∥∥∥∂̃tvn∥∥∥2

L2
ω(Ω)

+
2m∑
j=1

∥∥∥∂̃jxvn∥∥∥2

L2
ω(Ω)
≤ K ‖f2‖2

L2
ω(Ω) .

Cela signifie que pour j = 1, . . . , 2m, les fonctions ũn, ṽn, ∂̃tun, ∂̃tvn, ∂̃
j
xun et ∂̃jxvn sont bornées

dans L2
ω (Ω) . Ainsi, pour une suite croissante d’entiers nk, k = 1, 2, ..., il existe des fonctions

u, v, w1, w2, w1
j et w2

j , j = 1, . . . , 2m,

dans L2
ω (Ω) telles que

ũnk ⇀ u, ∂̃tunk ⇀ w1, ∂̃jxunk ⇀ w1
j , j = 1, . . . , 2m,

et

ṽnk ⇀ v, ∂̃tvnk ⇀ w2, ∂̃jxvnk ⇀ w2
j , j = 1, . . . , 2m,

faiblement dans L2
ω (Ω) , lorsque k → +∞. Et donc

w1 = ∂tu, w
1
j = ∂jxu, et w2 = ∂tv, w

2
j = ∂jxv, j = 1, . . . , 2m,

au sens de distributions dans Ω. Alors, u, v ∈ H1,2m (Ω) et

∂tu+ (−1)m∂2m
x u = f1 et ∂tv + (−1)m∂2m

x v = f2,

dans Ω. D’autre part, les solutions u et v satisfont aux conditions aux limites

∂kxu
∣∣
Γ1

= ∂lxu
∣∣
Γ2

= 0, k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1

et

∂kxv
∣∣
Γ2

= ∂lxv
∣∣
Γ1

= 0, k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1,

car

∀n ∈ N∗, u|Ωn = un et v|Ωn = vn.

Cela démontre l’existence de solutions aux problèmes (3.3) et (3.4).
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3.4 Résultats globaux en temps

Dans le cas où T n’est pas au voisinage de zéro, nous posons Ω = D1 ∪D2 ∪ ΓT1 , où

D1 = {(t, x) ∈ Ω : 0 < t < T1} , D2 = {(t, x) ∈ Ω : T1 < t < T} ,

et

ΓT1 =
{

(T1, x) ∈ R2 : ϕ1 (T1) < x < ϕ2 (T1)
}
,

avec T1 assez petit. Dans la suite, k1 et k2 représentent deux éléments quelconques fixés dans

L2
ω (Ω) et k1,i = k1|Di , k2,i = k2|Di , i = 1, 2.

Le théorème 3.3.3 appliqué au domaine triangulaire D1, montre qu’il existe des solutions

uniques w1, w2 ∈ H1,2m
ω (D1) aux problèmes{

∂tw1 + (−1)m∂2m
x w1 = k1,1 ∈ L2

ω (D1) ,

∂kxw1

∣∣
Γ1,1

= ∂lxw1

∣∣
Γ2,1

= 0, k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1
(3.14)

et {
∂tw2 + (−1)m∂2m

x w2 = k2,1 ∈ L2
ω (D1) ,

∂kxw2

∣∣
Γ2,1

= ∂lxw2

∣∣
Γ1,1

= 0, k = 0, . . . ,m− 1; l = m, . . . , 2m− 1,
(3.15)

où Γi,1, i = 1, 2, sont les parties de la frontière de D1 où x = ϕi (t) .

Lemme 3.4.1. si u ∈ H1,2m
ω (]0, T [× ]0, 1[) , alors

u|t=0 ∈ H
m
ω (γ0) , u|x=0 ∈ H

1− 1
2m

ω (γ1) et u|x=1 ∈ H
1− 1

2m
ω (γ2) ,

où γ0 = {0} × ]0, 1[ , γ1 = ]0, T [× {0} et γ2 = ]0, T [× {1} .

C’est un cas particulier du Théorème 2.1 de ([45], Vol.2).

La transformation

(t, x) 7−→ (t′, x′) = (t, ϕ (t)x+ ϕ1 (t)) ,

conduit au lemme suivant :

Lemme 3.4.2. Si u ∈ H1,2m
ω (D2) , alors

u|ΓT1 ∈ H
m
ω (ΓT1) , u|x=ϕ1(t) ∈ H

1− 1
2m

ω (Γ1,2) , et u|x=ϕ2(t) ∈ H
1− 1

2m
ω (Γ2,2) ,

où Γi,2, i = 1, 2, sont les parties de la frontière de D2 où x = ϕi (t) .

Dans ce qui suit, nous notons la trace w1|ΓT1 par ψ1 et w2|ΓT1 par ψ2, qui sont dans l’espace

de Sobolev Hm
ω (ΓT1) car w1, w2 ∈ H1,2m

ω (D1) (voir lemme 3.4.2). Maintenant, considérons les

problèmes suivants dans D2 :
∂tw3 + (−1)m∂2m

x w3 = k1,2 ∈ L2
ω (D2) ,

w3|ΓT1 = ψ1,

∂kxw3

∣∣
Γ1,2

= 0, k = 0, . . . ,m− 1,

∂lxw3

∣∣
Γ2,2

= 0, l = m, . . . , 2m− 1,

(3.16)
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et 
∂tw4 + (−1)m∂2m

x w4 = k2,2 ∈ L2
ω (D2) ,

w4|ΓT1 = ψ2,

∂kxw4

∣∣
Γ2,2

= 0, k = 0, . . . ,m− 1,

∂lxw4

∣∣
Γ1,2

= 0, l = m, . . . , 2m− 1,

(3.17)

où Γi,2, i = 1, 2, sont les parties de la frontière de D2 où x = ϕi (t) .

Nous utilisons les résultats de la proposition 1.3.2, qui sont des conséquences du théorème 4.3

de ([45], Vol.2), pour résoudre les problèmes (3.16) et (3.17).

Grâce à la transformation

(t, x) 7−→ (t, y) = (t, ϕ (t)x+ ϕ1 (t)) ,

nous déduisons le résultat suivant :

Proposition 3.4.1. Les problèmes (3.16) et (3.17) admettent des solutions (uniques) w3, w4 ∈
H1,2m
ω (D2) .

Donc, la fonction u (respectivement, v) définie par

u :=

{
w1 dans D1,

w3 dans D2,

(respectivement

v :=

{
w2 dans D1,

w4 dans D2),

est la solution (unique) du problème (3.3) (respectivement, (3.4)) pour un T quelconque.

Notre deuxième résultat principal est ainsi démontré et est donné par le théorème suivant :

Théorème 3.4.1. Supposons que la fonction de paramétrisation ϕ2, (respectivement, ϕ1) sa-

tisfait les hypothèses (3.1) et (3.2) et la fonction poids ω vérifie les conditions (3.5) et (3.6).

Alors, le problème (3.3) (respectivement, le problème (3.4)) admet une unique solution u (res-

pectivement, v) appartenant à H1,2m
γ,ω (Ω) (respectivement, H1,2m

δ,ω (Ω)).
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Conclusion et perspectives

Les résultats sur les équations aux dérivées partielles paraboliques d’ordre 2m, m ∈ N∗,
étudiées dans des domaines assez réguliers peuvent être résumés comme suit :

”Si le second membre est un élément d’une certaine régularité donnée (dans un espace de Sobolev

par exemple), alors la solution admet cette régularité +2m.”

L’objectif principal de cette thèse est de faire vivre ce résultat appelé ”Schift theorem” lorsque

les domaines sont non cylindriques et le second membre est dans l’espace de Lebesgue des

fonctions de carré intégrable, L2. Donc, nous avons donné des conditions suffisantes sur les

fonctions de paramétrisation du domaine pour que tout se passerait comme si nous étions dans

le cas régulier.

Deux études ont été faites pour une équation parabolique d’ordre 2m, m ∈ N∗ :

- Dans la première étude, l’équation est associée à des conditions aux limites de Cauchy-Dirichlet

et est posée dans un domaine conique de RN+1, N > 1.

- Dans la deuxième étude, l’équation est associée à des conditions aux limites de type mixte et

est posée dans un domaine non rectangulaire.

La méthode utilisée dans ces deux travaux est basée sur la technique de décomposition des

domaines. Dans des travaux à venir, les résultats obtenus dans cette thèse seront étendus au

moins dans les directions suivantes :

1. Le second membre f de l’équation du problème (2.1), peut être pris dans Lpω (Q), p ∈
]1,∞[. La méthode de décomposition du domaine utilisée ici ne semble pas être appropriée

pour l’espace Lpω (Q) lorsque p 6= 2.

2. Le domaine conique Q considéré au chapitre 2 peut être remplacé par un domaine où la

fonction ϕ dépend aussi d’un angle θ ∈ (0, 2π), i.e.,

Q =

{
(t, x1, x2, . . . , xN) ∈ RN+1 : 0 < t < T, 0 ≤

√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

N < ϕ (t, θ)

}
,

où ϕ est une fonction réelle, définie et lipschitzienne sur [0, T ] × [0, 2π] et vérifiant les
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conditions suivantes :

ϕ (0, θ) = 0 pour 0 ≤ θ ≤ 2π et ϕ (t, 0) = ϕ (t, 2π) , t ∈ [0, T ].

3. Nous pouvons considérer d’autres conditions aux limites.

4. Nous pouvons aussi remplacer les espaces de Sobolev par les espaces de Hölder.
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Résumé

L’objectif de cette thèse est l’étude de l’existence et l’unicité ainsi que la régularité maximale

des solutions d’une équation parabolique d’ordre supérieur, associée à différentes conditions aux

limites, dans le cadre fonctionnel des espaces de Sobolev anisotropes construits sur l’espace de

Lebesgue des fonctions de carré intégrable L2, en utilisant la méthode de décomposition des

domaines.

En premier lieu, nous avons démontré l’existence, l’unicité et la régularité maximale de la

solution pour une équation parabolique d’ordre supérieur, associée à des conditions aux limites

de type Cauchy-Dirichlet, dans des domaines coniques non cylindriques de RN+1, N > 1. Ensuite

nous avons démontré l’existence, l’unicité et la régularité maximale de la solution pour une

équation parabolique d’ordre supérieur posée dans un domaine non rectangulaire, et associée à

des conditions aux limites mixtes.

Mots clés : Équations paraboliques d’ordre supérieur, espaces de Sobolev anisotropes,

domaines non cylindriques, méthode de décomposition des domaines.

Abstract

The objective of this thesis is the study of the existence and uniqueness as well as the maxi-

mal regularity of the solutions of a higher order parabolic equation, associated with different

boundary conditions, in the functional framework of anisotropic Sobolev built on the Lebesgue

space of square integrable functions L2, by using the domain decomposition method.

First, we proved the existence, uniqueness, and maximal regularity of the solution for a

higher order parabolic equation subject to Cauchy-Dirichlet boundary conditions and posed in

non-cylindrical conical domains of RN+1, N > 1. Then, we have proved the existence, uniqueness

and maximal regularity of the solution for a higher order parabolic equation subject to mixed

boundary conditions and posed in a non-rectangular.

Keywords : High-order parabolic equations, anisotropic Sobolev spaces, non-cylindrical

domains, Domain decomposition method.
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