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Liste des principales notations

Q : Ouvert de RV,
0%} : Frontiere de ).

x = (11,22,...,25) : Un vecteur de RV,

N|—=

l.]: |z = i!x]P) pour tout z € RY
Oy =d/dt : gérivée partielle par rapport a t.

0y, = 0/0x; : Dérivée partielle par rapport a ;.
A= Zjvzl 07, : Opérateur de Laplace.

V = (04, Ouy, - - -, Ozy) : Gradient par rapport a .

5l
aa - agz—a
05105200 N

LP(Q) : Espace des fonctions de puissances p™¢ intégrable sur .
W=P(Q) : Espace de Sobolev construit sur LP(2) et s un réel.
H*(Q) = W*%(Q).
L*(0,T; H) : Espace des fonctions u mesurables de (0,7') dans H telles que
Jo lu(®)[3dt < +o0.
D(Q) : Espace des fonctions indéfiniment différentiables & supports compacts dans €.
D'(Q) : Espace des distributions sur €.

v : La normeale extérieure a 0f).

. R 9 _ I
: Dérivée d'ordre o, 0 = (o, (o, . .., an), |a] = a1 + as + ... + an.

0/0v : Dérivée normale.
< .,. > : Produit scalaire dans un espace de Hilbert H.
I|l.|lx : La norme sur X.

pP.p- : presque par tout.



Introduction générale

Plusieurs phénomenes venant de la physique, l'ingénierie, la biologie, etc., se modélisent
par des problemes aux limites ou interviennent des équations aux dérivées partielles (EDP)
de différents types (elliptiques, paraboliques ou hyperboliques). Parmi les équations les plus
célebres, on peut citer I’équation de Boltzmann en mécanique statistique, les équations de Navier
Stokes en mécanique des fluides, les équations de Von Karman des plaques planes, I’équation
de Schrodinger en mécanique quantique, etc. La modélisation par les EDP est suivie par une
analyse théorique et/ou numérique. Parmi les méthodes analytiques on trouve : la méthode
variationnelle, la méthode du point fixe, la méthode des opérateurs monotones, la méthode de
somme d’opérateurs, la méthode de décomposition des domaines, etc. Des solutions explicites
sont en général impossibles & déterminer et les méthodes numériques (méthode des différences
finies, méthode spectrale, méthodes des volumes finis et la méthode des éléments finis, etc.)
sont devenues alors une démarche de base d’approximation des solutions. Mais avant cela le
travail des mathématiciens est 1’établissement de 'existence et de I'unicité de la solution ainsi
que sa régularité pour que les méthodes numériques puissent s’assurer de bonnes solutions.
Notre étude est purement théorique et porte sur l'existence et I'unicité ainsi que la régularité
maximale de la solution.

Nous nous sommes intéressés dans cette these a une équation parabolique d’ordre supérieur

particuliere, a savoir

N
Ou+ (=)™ 0w = f, m e N, (1)
j=1

Il s’agit du cas le plus simple des équations paraboliques d’ordre supérieur, mais nos résultats
peuvent étre généralisés a des larges classes d’équations paraboliques d’ordre supérieur (semi

linéaires ou non linéaires). Les particularités des problemes étudiés sont les suivantes :

1. Nous nous plagons dans le cadre hilbertien (le second membre f de I’équation (1) sera
pris dans L?), mais nous pouvons penser a travailler dans d’autres cadres fonctionnels

non hilbertiens comme L?, p # 2, ou les espaces de Holder, par exemple.



2. L’équation (1) sera associée a différentes conditions aux limites (Cauchy-Dirichlet et
mixtes), mais nous pouvons considérer d’autres conditions aux limites, de Neumann ou

périodiques par exemple.

3. L’équation (1) sera posée dans des domaines non cylindriques de R? ou de RV *!. Ce sont
des domaines qui varient avec le temps et qui ne peuvent pas s’écrire comme produits
cartésiens d'un intervalle en temps et d’'un domaine en espace. Les domaines considérés

sont du type
Q={(t,r1,79,...,25) ERNT: (z1,29,...,08) €Q,0 <t < T}

ou T est un nombre positif et pour ¢ fixé dans I'intervalle |0, 7, €; est un domaine borné
de RY et Qq peut étre vide. Dans le deuxiéme chapitre nous considérons des domaines

coniques correspondant a

Q= {(x1,29,...,25) ERY : 0 < i+ ad <e(t)}

ol ¢ est une fonction réelle lipschitzienne sur [0,77] et telle que ¢ (0) = 0 et dans le

troisieme chapitre nous considérons des domaines plans correspondant a
Q={zeR:p(t) <z <e2(t)},

ou ¢y et g sont des fonctions réelles lipschitziennes sur [0, 7] vérifiant ¢, (0) = ¢2 (0) .

La difficulté liée a ce genre de problemes provient de la "pointe” en t = 0 qui empeéche de se
ramener par des transformations régulieres a des domaines cylindriques sans 'apparition de
quelques termes dégénérés dans 1’équation parabolique, voir par exemple Sadallah [51]. C’est
I’hypothese 2y est vide qui est a l'origine de cette situation singuliere pour les problemes
d’évolution.

Il est bien connu qu’il existe deux approches principales pour ’étude des problemes aux
limites pour les équations paraboliques dans de tels domaines non réguliers. Nous pouvons
travailler directement dans les domaines non réguliers et nous obtenons des solutions singulieres
(voir par exemple [32], [36], [37] et [52]), ou bien nous imposons des conditions sur les domaines
non réguliers pour obtenir des solutions réguliéres (voir par exemple [27], [30], [16] et [51]). C’est
la deuxieme approche que nous suivons dans ce travail. En effet, nous nous sommes intéressés

a la question, quelles sont les conditions (suffisantes) que nous devons imposer sur les ouverts
N

non réguliers ) pour que 'opérateur £ = 9y + (—1)™ > 8:3;”, m € N* soit un isomorphisme de

H?™(Q) dans L2(Q), ol

Jj=1

HL*™(Q) = {u: u, 0 € L2 (Q),|a| < 2m}



avec

a:(il,ig,...,iN)ENN,|04|:Z'1_|_Z'2+..._|_Z'N’aau:ai1ai2 a;;;\r’u

1 T x2

et L2 (Q) représente lespace des fonctions de carré intégrable sur @ avec la mesure
w(t)dtdz dz, . .. dxy (ou w est une fonction réelle positive définit sur [0, 7). En d’autres termes
quelles sont les conditions suffisantes (aussi minimales que possible) qui doivent étre imposées
aux fonctions ¢ et w qui assurent une régularité maximale de la solution du probleme (1), dans
I'espace de Sobolev anisotrope H*™(Q).

La méthode qui sera utilisée dans notre étude est basée sur la technique de décomposition

des domaines. En premier lieu, nous approximons le domaine () par une suite de domaines
tronqués (@ )nen- ,
Qn ={(t,x1,29,...,2n5) € Q: - <t<T}.

Puis, nous établirons une estimation uniforme du type

[unll gzom gy < KN llz )

ou u, est une solution de I’équation (1) (associée a des conditions aux limites) dans @, et K
est une constante indépendante de n. Cette estimation uniforme nous garantira 1’existence de
la solution de I’équation (1) (associée a des conditions aux limites).

L’étude des problemes aux limites de type parabolique d’ordre deux (correspondant a m = 1
dans I’équation (1), par exemple) dans des domaines non cylindriques a commencé au début
du 20eme siecle avec le fameux travail de M. Gevrey [21] en 1913. Gevrey a montré qu’il existe
une solution classique si les fonctions de paramétrisation du domaine (non cylindrique) sont
holdérienne et d’exposant (de holdérianité) supérieur a 1/2. Des résultats de type Gevrey ont
été obtenus par I. G. Petrovskii [19], [50], A. N. Tikhonov [56], G. Fichera [19] et J. L. Lions [13].
De 1960 a nos jours, plusieurs travaux sur le méme theme ont été publiés. Nous pouvons citer :
Kondrat’ev [36], Landis [12], Grisvard [21], Maghnoudji [10], Savaré [51], Aref’ev et Bagirov [3],
Hofmann et Lewis [20], Labbas, Medeghri et Sadallah [38], [39], Alkhutov [2], Kheloufi et al.
[31].

Concernant les problemes paraboliques d’ordre supérieur (m > 2) dans des domaines non
cylindriques, il semble que c¢’est Mikhailov [17], [18] qui, le premier, a étudié ce type de problemes
dans le cadre fonctionnel des espaces de Sobolev. Depuis, plusieurs travaux ont été réalisés, nous
pouvons citer : Baderko [1], [] et [0], Cherepova [10], [11] et [12], Sadallah [51] et [52], Di Cristo
[16], Galaktionov [20], Grimaldi [22], Kheloufi et al. [30] et [35].

Cette these comporte, en plus de cette introduction, trois chapitres et une conclusion.

Le premier chapitre est consacré aux rappels et définitions utiles dans les chapitres ultérieurs.
Nous commencerons par donner les définitions de quelques espaces fonctionnels, notamment les

espaces de Sobolev anisotropes qui sont les espaces naturels adaptés a 1’étude des problemes



paraboliques. Dans la deuxieme section, nous donnerons quelques lemmes techniques avec leurs

démonstrations. Ces résultats seront tres utiles pour la suite de notre travail, notamment dans
)

I’établissement des estimations uniformes. Nous terminerons ce chapitre par la présentation de

quelques résultats sur certains problemes paraboliques modeles.

Dans le deuxieme chapitre, nous démontrons un résultat d’existence, d’unicité et de ré-
gularité optimale de la solution pour I’équation (1), associée a des conditions aux limites de
Cauchy-Dirichlet. Plus exactement, nous considérons le probleme aux limites suivant :

)
N

O+ (=)™ > 07w = f € L2 (Q), m € N¥,

Jj=1

k — —
Opulyg p, =0, k=0,..;m — 1,

posé dans des domaines coniques symétriques de RV
Q= {(t,ml,mg,...,mN) ERM 0 <t < T, (21,29,...,25) € Qt},

ot T est un nombre positif et pour un ¢ fixé dans |0, 7], ; C RY est un domaine borné défini

par :

0, = {(xl,xQ,...,xN) eRV:0< \/$f+x%+~~+xﬁv < gp(t)}'
Ici,  est une fonction réelle, définie et lipschitzienne sur [0, 7] et telle que
©(0)=0et @ (t) > 0 pour tout t € 10,77 .

Dans le probleme (2), 0Q) est le bord de @, I'r est la partie du bord de @ ou t = T', 0, représente
I'opérateur dérivé normal et L2 (Q) est 'espace des fonctions de carré intégrable sur ¢ muni
de la mesure wdtdzidx, . ..dxy, ou le poids w est une fonction strictement positive, définie sur
[0, 7] et dérivable sur |0, T7.

Sous certaines conditions sur la fonction de paramétrisation ¢ et sur la fonction poids w, nous

montrons que le probleme (2) admet une unique solution dans 'espace de Sobolev anisotrope

Héﬁm (Q) = {u c HY*™(Q) : 8lju’8Q\FT =0,k=0,...,m— 1} :

avec

HL*™(Q) = {u: u, 0 € L2 (Q),|a| < 2m}

ol
a = (i1, i,...,in) ENY ] = i1 +is+ -+ iy, 0%u =002 ... 0N u.
L’espace H:?™ (Q)) est muni de la norme naturelle
1/2
2 o, 12
||U||H3;2m(Q) = ||atu||Lg(Q) + Z 10 UHLg(Q)

|| <2m



La méthode utilisée pour démontrer ce résultat consiste & montrer que le probléeme (2) admet

une unique solution lorsque () est remplacé par le domaine tronqué
1
Qn={(t,z1,22,...,28) €Q: = <t < T}, ne N
n

Ensuite nous approximons () par une suite de tels domaines (Q,),n € N*, et nous établirons

(dans le cas ou T' est suffisamment petit) une estimation uniforme du type

||Un||H3;2m(Qn) <K ||f||L3,(Q)

ou u, est la solution du probleme (2) dans @, et K est une constante indépendante de n.
Finalement, nous construisons en premier lieu une solution u du probléme (2), en considérant
U, le prolongement par 0 & () des solutions u,, et en montrant que u,, — u, faiblement dans
L2 (Q), pour une suite croissante d’entiers (ny),>;. En second lieu, nous étendons le résultat

local en temps a un résultat global en temps en utilisant un résultat de trace.

Le troisitme chapitre est consacré a 1’étude de I'équation (1) associée a des conditions

aux limites de type mixte. Plus exactement, nous considérons les deux problemes aux limites

suivants : )
O+ (—1)m9*™u = f; € L2 (),
Oful., =0,k=0,1,...,m—1, (3)
\ Ol =0, l=mm+1,..,2m—1,
et

( O+ (—1)m32my = fo € L2 (Q),
8§U‘F2:O,k:0,1,...,m—1, (4)

Ol =0, l=m,m+1,..,2m—1,
\ 1

posés dans le domaine non rectangulaire
Q={(t,z) eR*:0<t<T,p1 (t) <z <pa(t)},

ou 71" est un nombre positif, ¢; et ps sont deux fonctions réelles définies et lipschitziennes sur

(0,77, et telles que
@ (t) == pa (t) — 1 (t) > 0, pour chaque t € ]0,7] et ¢ (0) = 0.
Dans les problemes (3) et (4), I';,i = 1,2 est la frontiere latérale de Q définie par
Di={(tg;(t) eR*:0<t<T}

et L2 (Q) désigne Pespace de fonctions de carré intégrable sur 2 muni de la mesure w dt dz, ou

w est une fonction réelle définie sur [0,77], dérivable sur |0, 7] et telle que
Vi€ [0,T]:w(t) > 0.

6



Sous certaines conditions sur les fonctions de paramétrisation ¢, et ¢y et sur la fonction
poids w, nous montrons que le probleme (3) (respectivement, (4)) admet une unique solution,
avec une régularité optimale, a savoir une solution u (respectivement, v) appartenant a l’espace

de Sobolev anisotrope

ok = 0! =0,
HLZ () = u e HEP™ () U, = 2, ,
’ k=0,1,...m—1,l=m,...2m—1
(respectivement,
ok = 0! =0
i () = Ly e gt () %t = B0k, =0 )
’ k=0,1,....m—1;1l=m,...,2m —1

avec

L’espace HL*™ (Q) est muni de la norme naturelle

2m 1/2
HwHHg;?’n(Q) = (Hathig(Q) + Z Haiw”ig(m> :
=0

La méthode utilisée pour démontrer ces résultats repose sur une approximation du do-
maine non rectangulaire €2 par des domaines se ramenant a des domaines rectangulaires par
des changements de variables réguliers. Moyennant des estimations uniformes, nous démon-
trons l'existence et 1'unicité des solutions des problemes (3) et (4) en utilisant la méthode de
recollement des solutions.

Nous terminons cette these par une conclusion et des perspectives.



Chapitre

Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de rappeler I'essentiel des notions et résultats utilisés tout au
long de ce travail. En premier lieu, nous rappelons quelques définitions concernant quelques
espaces fonctionnels, notamment les espaces de Sobolev anisotropes. Par suite, nous démon-
trons quelques lemmes techniques. Finalement, nous présentons quelques résultats sur certains

problemes paraboliques modeles. Pour plus de détails, on pourra consulter [3], [18], [23] et [15].

1.1 Espaces fonctionnels

Espaces de Sobolev
Considérons € un ouvert de RV,

Définition 1.1.1. On définit 'espace de Sobolev d’ordre m,m € N, sur LP(Q2),1 < p < 400
que l'on note W"™P(Q)) par

WmP(Q) = {u € LP(Q), D*u € LP(2), tel que |o] < m}

ou
- : N o - pa i o i
a = (i1, iz,...,in) € NV, Ja| =iy +ip + - +in, D% = 0,1 02 ... 0N u.
Toutes les dérivées ici sont au sens des distributions, c¢’est & dire D%u = 921022 ... 0N u = v est

T Y T2

la dérivée d’ordre « dans le sens suivant :
/ uD%pdx = (—1)l / vpdz, Yo € D(Q)
Q Q
ou D(Q2) est l'espace des fonctions indéfiniment différentiables a supports compacts dans €.

Muni de la norme

3=

lullwmaiy = | 2 1Dl | -

laf<m

8



W™P(Q) est un espace de Banach.

Remarque 1.1.1. Lorsque p = 2, nous notons
H™(Q) = W™(Q).
Muni du produit scalaire

< U,V >Em)= Z < D%, D%v >L2(Q))

la<m

H™(Q) est un espace de Hilbert.

Définition 1.1.2. Espaces Hj, W;"*
1. On appelle H} () Padhérence de C§°(2) dans H'(Q)
HY(Q)

Hy () = C5o()

2. Pour m > 0 et 1 < p < +oo, on définit le sous espace Wy™" de WP comme 1'adhérence

de C§°(©2) dans WP .
m WP ()
W) = cr .

ot C§°(N2) est l'espace des fonctions indéfiniment différentiables & supports compactes dans €.

Lemme 1.1.1. Siu € W;""(Q) et u est définie par

N u, dans )
u .=
0, dans RN\Q,

alors u € WmP(RN).

La démonstration de ce résultat peut étre trouvée dans [1].

Espaces de Sobolev anisotropes

Nous introduisons ici les espaces de Sobolev dit anisotropes construits sur I’espace de Le-
besgue des fonctions de carré intégrable L2. Ces espaces fonctionnels sont les espaces naturels
adoptés dans I’étude des équations paraboliques et ils sont différents de ceux utilisés dans I’étude
des équations elliptiques puisque la variable d’espace x et la variable de temps ¢ jouent des roles
différents dans les équations paraboliques. Pour plus de détails concernant ces espaces, voir [15].

Soit X un espace de Banach, commengons d’abord par définir les espaces LP(0,T; X).



Définition 1.1.3. Soit 7' un nombre positif, pour p € [1, +oc[, LP(0,T; X) dénote I'espace des

classes de fonctions f :]0,T[— X qui sont mesurables et telles que

(ATuaﬂ&w);<%«w

C’est un espace de Banach pour la norme

r ;
I fllzro.75x) = (/0 |f(t)|§(dt)

Définition 1.1.4. Soit Q un ouvert de RY, on définit
H*(0,T; L*(Q)) = {u| D% € L*0,T;L*)),V|a| < s}

ou s est un entier positif.
C’est espace de Hilbert muni de la norme
1/2

T
a 2
He(0,T;L2(Q)) — Z/o [ D u(t)[| 720 dt

laf<s

[l

Définition 1.1.5. Soient 7 et s deux entiers positifs. Pour Q un ouvert de RY, on définit
H™(]0,T[xQ) = L*(0, T; H" () N H*(0, T; L*(2)),

qui est un espace de Hilbert lorsqu’on le munit de la norme

T 1/2
2 2
el = ([ 1Oyt + lolaranen)
H™(Q) et H*(0,T; L*(Q2)) sont les espaces définis précédemment.

Le résultat suivant concernant les espaces de Sobolev usuels H?™,m € N, peut étre étendu

aux espaces de Sobolev anisotropes H%?™,

Théoréme 1.1.1. [23] Soient Q un ouvert de RY, borné de frontiére lipschitzienne et Q1, Qo

deux sous-ensembles ouverts de ) de frontieres lipschitziennes, tels que
QU@ =
@Q1NQ2 =

On note T' = Q1 N 9Qy. Soient uy € H*™(Q1) et ug € H*™(Q4) satisfaisant

s O

0§ju1:8§ju2 sur I, j=1,...,N, k=0,1,...,2m.

Alors la fonction u définie par

Uy dans @Qo,

{ uy  dans Q1
u =

appartient ¢ H*™(Q).

10



Démonstration. 11 est clair que u € L?(Q). Pour chaque j € {1,2,...

pour ¢ € D(Q) une fonction test fixée, nous avons

< ﬁﬁju,ap > = (-1)F< u,@if]_ap >

= (—1)k/ ul.afjgadx+(—l)k/ UQ.ijgoda:.

Pour 7 = 1, 2, nous avons

2

 NLE=0,1

sy 2m et

= 82 U 8]“ 2odx — / Oy ;U 8’“ 2<pu dx + / U;. 8’“ 1g0u dx

Qi

= (=1)* 8k Jui-pd + (
Ql

= (-1)* ak Uy Q0d$+/z )P0 ;. 8k = pgpl/;dx

car ¢ est nulle sur 9Q;\TI', ici v/* est le vecteur normal extérieur a 9Q;. Comme v

donc nous aurons

< 8§ju, o> = 8’“ uy.pdz + 8’“ Ug.pdx

Q2

k—1—p, 1
/Z 8p Uy — 8§ju2) Oy Povide.
L’intégrale sur I' s’annule, donc nous obtenons pour £ =0, ...,

o 05.u1 dans @,
U = J
‘ (9g’jju2 dans @s.

Comme chaque aj;j u; appartient & L?(Q;), nous concluons que 8’;ju € L*Q), k=0,..

1.2 Lemmes techniques

Le résultat suivant est bien connu (voir, par exemple, [15])

Lemme 1.2.1. Soit B(0,1) la boule unité de RY. Alors, 'opérateur

A: H*™(B(0,1))NnH(B(0,1)) —

11

/8’c ;. gplﬂd$

L2 (B (0, 1))

v — Av = (-1 92my

jlx

= —vlsurT,

,2m. [



est un isomorphisme. De plus, il existe une constante C' > 0 telle que
[0l gommoay) < C AV 2501 » Yo € H*™ (B (0,1)) N Hg" (B (0,1)).

Dans le lemme ci-dessus, H*™ et H}" sont les espaces de Sobolev usuels définis, par exemple,

dans Lions-Magenes [15].

Lemme 1.2.2. [l existe une constante positive K telle que pour chaque (u,v) € Hgm (0,1) x
Hzm(0,1),

4 a0y < B ™ oy e 1090 20y < K 0™ 2oy

7=0,1,....2m — 1, ou

®(0) =u®(1) =0
H2(0,1) = Jue H™(0,1): (0)=u{1)=0, :
k=0,1,...m—1;,l=m,...2m—1

) (1) = 0D(0) =0
H(0.1) = dve Hm(0,1): U (W =0R0) =0, .
2m —1

k=0,1,...m—1,l=m

Ici, w9, § =1,2,...,2m est la dérivée d’ordre j de w sur (0,1) et w® = w.

Démonstration. Soient hy et hy deux éléments quelconques de L?(0,1). Toute solution de

I’équation différentielle ordinaire u(®*™ = h,, (respectivement, v(*™ = hy,) est de la forme

//m/m /hl )dsdas ..

€ [0, 1], (respectivement,

T2m—1 L2m—2
/ / / / hQ del’l

v € [0,1]). Les constantes u() (0), j = 0,1,...,2m — 1, (respectivement, v\ (0),j =

2m1

2m1

0,1,...,2m — 1) sont a déterminer de maniere unique de sorte que les conditions aux limites

u® (0) = u®(1) = 0, (respectivement, v® (1) = vV () = 0) k = 0,1,....m —1; | =
7 p 9 ? 9

m,m + 1,...,2m — 1, soient satisfaites.

De la représentation précédente de la solution ainsi que de celles de ses dérivées

u?m=p) // /h1 dsdxl...d:vpl—l—z (@m+a=p) () 29,

€ [0,1], (respectivement,

p—1
p(2m=p) / / / hy (s)dsdzy . . . dr,_y + Z = p(@mta-—p) (0) 29,

12



z € [0,1]) pour p = 1,2,...,2m, et a partir des conditions aux limites, nous obtenons le systéme

suivant :

AX =b

avec A = (a;;) est une matrice triangulaire supérieure, X = (X;), b = (b;) pour i,j =
0,1,...,2m — 1, ot

0 sii<giij=1,...,m—1

G- sit<yg;1=0,....2m—=2; j=m,...,.2m —1
a;; =4 —1 sii=7;1=0,...m—1

1 sit=7;1=m,...2m—1

0 sie > 7,

u®(1) sii=0,...,m—1
Xi: .
uP(0) sii=m,...,2m —1

et 1 pxom—i-1 z1
blz—// / hl(s)dsdxldem,Z,l,z:O,,2m—1
o Jo 0
(respectivement,
BY =V
avec B = (b;;) est une matrice triangulaire inférieure, ¥ = (Y;), v = (V) pour i,j =

0,1,...,2m —1, ou

(0 sii<j

—1 sit=7;1=0,....m—1
bij =14 1 sit=7;i=m,...,2m—1

0 sie>g;i=1,....m—1; 7=0,...,m—1

— sit>7;1=m+1,....2m—1; j=m,...,2m — 2,

@m==D(1) sii=0,...,m—1
Yi:{v (1) sii=0,...,m

== D0) sidi=m,...,2m — 1

1 Z; X1
b;:—// / ho (s)dsdzy ...dx;, i =0,...,2m —1).
o Jo 0

Finalement, 'unique solution du probleme

et

u(?m) - h17

13



(respectivement,

,U(Qm) = h27
v (1) =0, k=0,1,...,m — 1,
vV (0) =0, [ = 2m —1,)

est donnée par

T2m—1 Tom—2 2m— 1
/ / / / hi (s) dsdzy...

€ [0, 1], (respectivement,

-1

/ / / / ho () dsday ..o -odvom 1 + 3 o

7=0
z € [0,1],) ou
p—1 1 prp_k-1 x1
ulm P (0) = ) (1) / / / hy (s)dsdzy ... dzy 1,
0 0o Jo 0
pour p = 1,...,m, (respectivement,
p—1 1 Tp—k—1 x1
pZm=p) 1)+t / / .. / hy (s)dsdzy ... dx,_k_1,
k:o 0o Jo 0

pour p=m+1,...,2m).

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons les estimations suivantes :

‘U’(k )‘<C||h1”L201 k mm+1 2m—1
[u® (D] < Clhall 2y, 1=0,1,...,m =1,

(respectivement,

|vk) 1)|<C||/12HLQ(01 E=mm+1,...,2m —1
‘U(l )}<C||h2||L201 [=0,1,....m —1,)

ou C est une constante positive, ce qui nous permettra d’obtenir les estimations souhaitées. [

Lemme 1.2.3. [l existe une constante positive Ky (indépendante de a et b) telle que pour
chaque (u,v) € H2™ (a,b) x H;"™ (a,b),

o < K (0= a0 k=0, 2=

et

< Ky (b— )79 |2,

(7),k:0,...,2m—1,

2
Hv(k HL?(a,b)

14



o

®)(q) = uD(p) = 0
H2™ (a,b) = { u € H*™ (a,b) (a) =) =0, ,
k=0,...m—1;,l=m,...,.2m—1

H™ (a,b) = {v € H*™ (a,b) : v0(b) = v(a) =0, } :

k=0,...m—1,1l=m,....2m—1

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme 1.2.2 en utilisant le changement de

variable affine suivant :
0,1] — [a,b], x+— (1 —2z)a+zb=1y.

En effet, posons w (x) = u (y) . Donc si w € H2™ (0, 1), u appartient & H>™ (a,b) . Nous avons

pour k € {0,1,...,2m — 1}

”w(k)H;(m) - fol

D’autre part, nous avons

= fl (w(zm))2 (x) dz

— [ () (y) (b — a)'™dy
h— a)4m—1 Hu(z

[l [

—~

m) 2
HL2(a,b) ’

En utilisant 1'inégalité

(] PP e Sl

du lemme 1.2.2, nous obtenons I'inégalité souhaitée, a savoir

O iy < Ko a2 e

)H;(a,b)’ k=0,1,...,2m — 1,

avec Ky = K?. De la méme maniére nous pouvons démontrer 'inégalité

v < Ky (b— - 2 =0,...,2m— 1.
[ < Ky (b—a)?®" ) ||om k=0,...,2m—1

|2 )2
||L2(a,b) HLQ(a,b) ’

]

Remarque 1.2.1. Dans les lemmes 1.2.2 et 1.2.3 nous pouvons remplacer ||.||;. par |.||;2 , ou
L? (a,b) représente l'espace de Lebesgue des fonctions de carré intégrable sur (a,b) muni de la

mesure w(t) dt. Ici, le poids w est une fonction réelle définie sur (a,b) et telle que
Vt € (a,b), w(t) > 0.

15



1.3 Problemes paraboliques modeles

Nous avons les résultats suivants qui sont des conséquences du théoreme 4.3 ([15], Vol.2).

Proposition 1.3.1. Soient R le cylindre |0, T[ x B (0,1) ou B (0,1) est la boule unité de RY,
feL*(R) et ug € H™ (7). Alors, le probleme

ou + Au = f dans R,

N
ou A =(-1)™m>" 5’%2”, m € N*, v = {0} x B(0,1) et v; = ]0,T[ x 0B (0,1), admet une
j=1

solution (unique) u € H“?™ (R) si et seulement si les conditions de compatibilité suivantes sont
satisfaites

k
Q,uo‘aw =0,k=0,...,m— 1.

Proposition 1.3.2. Soient @ le rectangle |0, T[ x ]0,1[, l;,l; € L2 (Q) et ¢1,¢02 € H™ (7).
Alors, les problemes

Ou+ (=)™ =1, € L2 (Q),

U|W0:¢1’
a£U| == 7]{:: ) ’m_l
7
| | =0, 1=m,....2m—1,

et

\ T
ou vy = {0} x ]0,1[, 71 =]0,T[ x {0} et 72 =]0,T[ x {1}, admettent des solutions (uniques)
u,v € HH*™(Q).

Remarque 1.3.1. Dans I'application du théoreme 4.3 ([15], Vol.2), nous pouvons remarquer

qu’il n’y a pas de conditions de compatibilité a satisfaire car 0,¢; et 0,¢2 sont uniquement
dans L?(7p).
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Chapitre 2

Résultats d’existence, d’unicité et de

régularité maximale pour une équation
parabolique d’ordre 2m dans des

domaines coniques symétriques de
RN—H

Dans ce chapitre, nous étudions l'existence, 1'unicité et la régularité optimale dans des
espaces de Sobolev anisotropes de la solution d’une équation parabolique d’ordre supérieur, as-
sociée a des conditions de Cauchy-Dirichlet, dans des domaines multidimensionnels symétriques

non cylindriques, voir [15]
2.1 Introduction
Soit ¢ une fonction réelle, définie et lipschitzienne sur [0, 7], T > 0 et telle que
0 (0)=0et ¢ (t) > 0 pour tout ¢t €]0,7T].
Considérons ) un sous ensemble ouvert de type conique de RV*!, N > 1, défini par

Q= {(t,:vl,xg,...,:vN) eERY:0<t< T, (21,20,...,78) EQt},

ott pour un ¢ fixé dans 0, 7T[, Q; C RN est un domaine borné défini par

Qt:{(xl,xg,...,xN)eRN:OS\/x%+x§+...+x?v<<p(t)}'

17



Dans (), nous considérons le probleme aux limites suivant :

Ou+ Au= f e L?(Q),
(2.1)
Q’fu!aQ\FT =0,k=0,..,m—1,

N
ou A= (-1)"> 6323;”, m € N*, 0Q) est le bord de @, ' est la partie du bord de Q out =T et

j=1
0, représente 'opérateur dérivé normal. Ici, L? (Q) désigne I'espace de Lebesgue des fonctions

de carré intégrable sur () muni de la mesure wdtdx dzs . ..dxy, ou le poids w est une fonction
a valeurs réelles, définie sur [0, 7] et dérivable sur ]0,7].

La difficulté liée a ce genre de problemes provient de la "pointe” en ¢ = 0 qui empéche
de se ramener par des transformations régulieres a des domaines cylindriques sans 'appari-
tion de quelques termes dégénérés dans 1’équation parabolique, voir par exemple Sadallah [51].
C’est ’hypotheése ¢(0) = 0 qui est a lorigine de cette situation singuliere pour les problemes
d’évolution. D’autre part, le semigroupe générant la solution ne peut pas étre défini puisque la
condition initiale est définie sur un ensemble de mesure nulle.

Il est bien connu qu’il existe deux lignes principales de résultats pour ce type de problemes.
La premiere ligne consiste a travailler directement dans les domaines non réguliers et nous
obtenons des solutions singulieres, voir par exemple [32], [36], [37] et [52]. La deuxieme ligne
consiste a imposer des conditions sur les domaines non réguliers pour obtenir des solutions
régulieres, voir par exemple [27], [30], [10] et [51]. C’est cette deuxiéme ligne que nous suivrons
dans ce chapitre. En effet, nous nous intéressons particulierement a la question de savoir quelles
conditions suffisantes, aussi minimales que possible, les fonctions ¢ et w doivent vérifier pour
que le probleme (2.1) admette une unique solution ayant une régularité optimale, c’est & dire

une solution u appartenant a ’espace de Sobolev anisotrope

Héj’im (Q) = {u c HY*™(Q) : 8lju’8Q\FT =0,k=0,....,m— 1} :

avec

Hy*™ (Q) = {u: 0, 0% € L (Q), |a| < 2m}

ou
a = (i, i, ..., in) ENN o] =iy +is+ - + iy, 0%u =002 ... 0N u.
L’espace H2?™ (Q) est muni de la norme naturelle
1/2
2 @, 2
[ull gram gy = | [10ull72(q) + Z 10%ul|7z (@)

|| <2m

Le cas m = 1 correspondant a une équation parabolique du second ordre a été étudié dans [53]

et [33] dans les deux cas bidimensionnel et multidimensionnel, respectivement. Dans [35], le
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probléeme (2.1) a été étudié dans le cas N = 2. Bien que les équations paraboliques du second
ordre dans des domaines non réguliers sont largement étudiées, la littérature concernant les
problemes paraboliques d’ordre supérieur dans des domaines non cylindriques ne semble pas
étre tres riche. Nous pouvons trouver dans [51] une étude de ce genre de problemes dans le cas
planaire. Dans [22] les auteurs ont obtenu des résultats d’existence et d’unicité pour la solution

d’un probléme aux limites pour 1’équation parabolique

N
Lu= 0+ (~1)" (Z o + 0’”) u=f

Jj=1
dans un domaine non cylindrique par rapport a une variable spatiale. Plus précisément, le

domaine spatial considéré est
D= {(z,on1) 2 € RV, an(x) < oy41 < az(2)}

avec ap € CHRY), k € {1,2}. 1l existe d’autres références sur I'analyse des problémes parabo-
liques d’ordre supérieur dans des domaines non cylindriques. Nous pouvons citer : Baderko [4],
Cherepova [10], Labbas et Sadallah [10], Galaktionov [20], Mikhailov [17], [18], Kheloufi [28] et
Cherfaoui et al. [11].
Ce chapitre, est organisé comme suit :

Dans la section 2.2, nous montrons que le probléeme (2.1) admet une solution (unique) dans
le cas de domaines tronqués. Dans la section 2.3, nous établissons (pour 7' assez petit) une
estimation uniforme (dans un sens a définir ultérieurement) pour la solution du probleme (2.1)
dans de tels domaines tronqués. Enfin, dans la section 2.4, nous démontrons les deux principaux
résultats de ce travail.

Les hypotheses principales sur les fonctions ¢ et w sont les suivantes :

o (t)e™(t) — 0 lorsque t — 0, m e N* (2.2)
w (t) > 0, pour tout ¢t € [0, 7], (2.3)

et
w est une fonction décroissante sur 0,77 . (2.4)

Notons que ce travail peut étre généralisé dans les directions suivantes :

1. La fonction f du membre du coté droit de ’équation du probleme (2.1), peut étre prise
dans L? (@), p € ]1,00[. La méthode de décomposition des domaines utilisée ici ne semble pas
étre appropriée pour l'espace LP ((Q) lorsque p # 2.

2. La fonction ¢ peut aussi dépendre de 6 € (0,27). Donc, le domaine conique () peut étre

remplacé par le domaine suivant :

{(t,xl,xg,...,xN) eRV . 0<t<T,0< \/x%—i—x%—f—---—kx?\, <g0(t,9)},
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ou ¢ est une fonction réelle, définie et lipschitzienne sur [0,77] x [0,27] et satisfaisant aux
conditions ¢ (0,60) = 0 pour 0 < 0 < 27 et ¢ (t,0) = ¢ (t,27).

2.2 Résolution du probleme (2.1) dans des domaines
tronqués @),

Dans cette section, nous remplacons @) par @,,, n € N* et % <T:

1
n

Qn:{(tamlal‘?)"'va)eQ:_<t<T}-

)

FIGURE 2.1 : LES DOMAINES () ET Q.

Théoreme 2.2.1. Pour tout n € N* tel que % < T, le probleme

atun + Aun = fn S LE; (Qn) ;

Up|,er =0, (2.5)
k _ _
ayun|aQn\(FTU{t:l ) —0, k—(),l,...,m—l,

n

ol fn = flg, , admet une unique solution u, € HL*™ (Q).
Démonstration : Le changement de variables
(t7x1’$2""7xN) = (t7y17y27"'7yN):(t’%’%w'w%)
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transforme @,, en le cylindre P, = ] %, T [ x B (0,1), olt B(0,1) est la boule unité de RY. Posons

Up (t, 21, T, ..., XN) = U (6, Y1, Y2y - - YN) €6 fr (21,20, 2N) = g (6,91, Y25 - -, UN) 5

alors le probleme (2.5) est transformé, dans P,, en le probleme parabolique a coefficients va-

riables suivant :
1 ! (t N
Ovy, + mAvn - T;T(t)) ijl yjaijn = Gn;
Unlt:l = 07

ok, =0,k=0,1,...m—1,

|8Pn\(ETU{t:%})

ou X7 est la partie de la frontiere de P, ou t = T. Le changement de variables mentionné

1 ¢'(t)

() S sont des fonctions bornées lorsque

et —

ci-dessus conserve les espaces L, et H?™ car

te ]%, T[. En d’autres termes
fn € L2 (Qn) <= gn € L2 (P,) etu, € H*™(Q,) <= v, € H*™(P,).

Proposition 2.2.1. Pour chaque n € N* tel que % < T, l'opérateur suivant est compact :

, N
U B, (P — 12 (P
(1) = ’

Démonstration. P, possede la "propriété de la corne” de Besov (voir [7]). Donc, pour j =

1,2,...,N,

1—-L 2m—1 (

Oy, + Hy2l" (Py) — Hy 27

J

Po), v Oy,

. . L e e . 1—5k 2m—1
est continu. Puisque P, est borné, I'injection canonique est compacte de H, *™ (P,) dans

L2 (P,) (voir par exemple [7]), ot

1 1
Hl_ﬁgm_l (Pn) = 12 (E’T; H*m! (B (0> 1))) N Hl_ﬁ (E’T; L? (B (Ov 1))) :

Pour les définitions completes des espaces de Sobolev hilbertien H™*, voir par exemple [15].
Considérons la composition

1 om—
8y, - Hy?™ (P,) — Ho ™" (B) = L2 (P), v 9,0+ 9,0,

J

alors d,; est un opérateur compact de Héfum (P,) dans L2 (P,). Comme —% est une fonction
bornée pour % <t < T, les opérateurs —myjﬂyj, 7 =1,2,..., N, sont aussi compacts de

©(t)
Hé”f)m (P,) dans L? (P,). Par conséquent,

0 (1)
0] ; i

est compact de Hy2"™ (P,) dans L2 (P,). O



Donc, grace a la proposition 2.2.1 et afin de terminer la démonstration du théoreme 2.2.1,
il suffit de montrer que 1'opérateur
1
O+ ——-=A
> (t)
est un isomorphisme de H&’im (P,) dans L2 (P,).

Lemme 2.2.1. Pour chaque n € N* tel que % < T, lopérateur

1
Oy + o () (t)A

est un isomorphisme de Héﬁm (P,) dans L% (P,).

Démonstration. Puisque le coefficient ﬁ(t) est borné dans P,, la régularité optimale est donnée

par Ladyzhenskaya, Solonnikov et Ural’tseva [11]. ]

Nous aurons besoin du résultat suivant pour justifier les calculs de cette section.

Lemme 2.2.2. Pour chaque n € N* tel que % < T, l’espace

{UHEHQm (P,) : Vplmr =0, OFv, 0, k:zO,l,...,m—l}

‘apn\(zTu{t:i}) -

n

est dense dans

{vn e HY™ (P,) : v,|,_1 = 0, " — 0, k=0,1,..,m— 1} .

U”‘BPn\(Z‘TU{t:%})
Ici, H*™ représente l'espace de Sobolev usuel défini, par exemple, dans Lions-Magenes [/5].

La démonstration du lemme ci-dessus peut étre trouvée dans [15].

Remarque 2.2.1. Dans le lemme 2.2.2, nous pouvons remplacer P, par @),, a l’aide du changement

de variables défini précédemment.

2.3 Estimation uniforme

Maintenant, nous revenons au domaine conique (). Pour chaque n € N* tel que % < T, nous
notons f, = f|, et nous considérons u, € HL*™ (Q,) la solution du probleme (2.1) dans Q.
Une telle solution existe grace au théoreme 2.2.1. Nous montrons 'existence d’une constante

Ky > 0 indépendante de n et satisfaisant 1’estimation

||Un||H};2m(Qn) < K ||fn||Lg(Qn) <K ||f||Lg(Q) . (2.6)

Le résultat suivant est une conséquence directe du lemme 1.2.1.
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Lemme 2.3.1. Pour un t € |0,T[ fixé, il existe une constante C' > 0 telle que pour chaque
uwe H*™ (Q,) N HY (), nous avons

Jo

Ty

2
“1
L2(Q)

m— 2 .
< C* (1) | Aull 2, 1 =0,1,.,2m —1; j=1,2,...,N.
Démonstration. Soit B (0,1) la boule unité de RY et pour ¢ € |0, T[, rappelons que

Qt—{(x1,$2,73;N)ERNO§\/$%+JI%—|——|—I?V<gp(t)}

Nous définissons alors le changement de variables suivant :

B(071) _>Qt7 (xlax%"'ax]\/) — (cp(t)xl,go(t)xg,,go(t)x]v) = (xllvx/%?x/]\f)

Posons v (x1,Ta,...,xy) = u(x), oy, ..., 2), alors si v € H*™ (B (0,1)) N H (B (0,1)), u
appartient & H*™ (Q,) N HJ* (). Pour j = 1,2,..., N, nous avons
I

2
’ o, v
7 1L2(B(0,1))

2
= L/‘B(O,l) (aglcjv) ('7:1,1'2,.--,mN)d$1dx2...d$N
2
= Jo, (L) (@, ah, . 2h) 6 (1) ydaldat . day
2
= "N fn( ) (), 2y, ... 2y dedely . .. doy

= SN (|

oul € {0,1,....,2m — 1}. D’autre part, nous avons

2
2 m
[Av| 72 o1y = fB(O,l) [(—1) Zj 07 (21,22, N | doda .. day
2
. (zy: 0P (8) 827”14) (2, @, .. 2y) Sdydaidy . daly

2
= 4m N 2m I / I ,
o fQ ( j= 1833 ) («TU«IQ,--.,$N)d$1d$2...dl‘N

= "N (1) [l Aul 7

/u’
T lz(y)

En utilisant 1'inégalité
!

2
‘31}
L2

Zj

||"4U||L2 B(0,1))

(B(0,1))
du lemme 1.2.1, nous obtenons l'inégalité désirée

Remarque 2.3.1. Dans le lemme 2.3.1 nous pouvons remplacer ||.||,» par ||.[|;- .

U
'
J ‘

— 2
< CPm () || Aull 2, -

L2(Q)

Maintenant, considérons la solution u,, € H?™ (Q,,) du probléme (2.5) et notons le produit
scalaire dans L2 (Q,,) par {.,.). Alors, nous avons
1 fallizi0n = (Ortin + Aty, Opun, + Auy)
= [0sunlliz g,y + IMunll72 ) + 2(Drtin, Aun).
Nous aurons besoin du résultat suivant qui est une conséquence du lemme 2.3.1 et du théoreme
2.2 de [25].
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Lemme 2.3.2. [l existe une constante C' > 0 indépendante de n telle que

2 2
Z 10%Unllz2 0. < C M AUall72(0,) -
|a|=2m
Dans la suite, nous allons estimer le produit scalaire (9;u,, Au,) en utilisant les conditions
aux limites

un|t:l = a’;un =0, k‘ZO,...,m—l,

’aQn\(FTU{t:%D

qui sont équivalentes a

=0, k=0,...m—1;7=1,...,N.

Up|,_1 = O u
n 0Qn~(PrU{t=21})

x;n
Cette équivalence peut étre démontrée, par exemple, par récurrence sur k.

Lemme 2.3.3. Nous avons
2m T T N m 2 /
NOpttn, Aun) = [ [T [ ] (ijl (8xjun) )w () @ (1) w (t) dtdb; ... dOy—odfy
2
+ fFT (Zjvzl (8;7;%) ) (T, 21,79, ...,25) w(T)dridesy ... dey

N 2
— an (ijl (a;;un) ) W (t) dtdridz, . .. dey.

Démonstration. Nous avons
DA, = YN {z;:ol Or, (0% D 20~y ) (<) + 10 (a;;;unﬂ .
Alors
2(0pup, Au,) = 2 an Oty Auy.w (t) dtdridxs . . . dry
= 2/, Zjvzl Sy O, <8’;‘j@tun0§§”’k’1un> (=1 W (t) dtdardas . . . dy
+ an O, Zﬁvzl <8;’;un)2 w(t)dtdryday ... dxy
= 2 faQn Zjvzl >ho (afj 8tun-837‘k‘1un) (-t Vg, w (t) do
+ Joo, Z;VZI (8;;%)2 vew () do — [o, Zjvzl (8;2‘,%)2 W(t) dtdzydes . .. dey
avec Vg, Vg, . - ., Vg, sont les composantes du vecteur normal unitaire orienté vers l'extérieur a
0Q,,. Nous devons réécrire I'intégrale sur la frontiere en utilisant les conditions aux limites. Sur

1
la partie du bord de @), ou t = —, nous avons 8’;jun =0,k=0,....m—1;7=1,2,..., N et par
n

conséquent l'intégrale sur la frontiere correspondante s’annule. Sur la partie de la frontiere ou

t =T, nous avons v,, =0, j =1,2,..., N et v, = 1. Par conséquent, I'intégrale sur la fronticre
correspondante
N 2
/ Z (3;?:un> (T, x1, 22, ..., xy) .w (T) dr1dxs...dx )y
rp 2 N
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est positive. Sur la partie I'; de 0Q),, définie par

Fl = {<t7x17$27"'7$N) : \/ZE%—{—ZE%—'——‘—I?V:(,O(I':)},

nous avons

1
(Vt, Vayy Vay) = (—¢' (t), sinby...sin6,_;cosf, sinfy...sinfy_osinfy_ 1),

L+ (@) (1)

[=1,2,...,N —1, et

8’;jun(t, w(t)coshy,...,p(t)sinb...sinfy_ocosly_1,(t)sinb;...sinfy _osinfy_1) =0,

k=0,..m—1; j=1,2,..., N. Notons

N m-—1
I= 2/ Z 6’“ gy, 82m el > (=1)F+m Vg, .w (t) do.
It

k=0

Nous avons

I = 2. <6’tun 82m_1un> (=1)" vy, .w (t) do
+2 [ z] S (ak Dyt D2 lun> (1), w(t)do
—2 fr (8;” L0uu,,.0M un) Ve, .w (t) do
= ]O + Il + ]m—1~
a) Estimation de Iy = 2 fr (8tun 8%;”_11%) (=1)" vy, .w (t) do : Nous avons

Un(t, o (t)cosby,...,o(t)sinby...sinfy_ocosby_ 1,0 (t)sinb;...sinfy_osinfy_q) = 0.

En dérivant par rapport a ¢, nous obtenons

Oy, = —¢ (1) [(Z sinf; ...sin#,_; cos 9;.&”%) +sinf, ...sin 9N1.8xNun] =0.

Donc, l'intégrale I s’annule.

b) Estimation de I, = 2 [ Z] Dy (8’“ O 077 > (=)™ v, .w(t) do : Nous
avons
8’;jun (t,p (t)cosby,...,@(t)sinb;...sinfy_ocosOy_1,¢ (t)sinb; ...sinfy_osinfy_1) =0,
k=1,..m—2;5=1,2,...,N.
En dérivant par rapport a t, nous obtenons

&gafjun = —¢ (t) [(Z sinf; ...sin6;_; cos 0. axlax > +sind; ...sin QN—l-axNafjun
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k=1,...m—2;5=1,2,...,N. Les conditions aux limites de Dirichlet sur I'; conduisent a

N-1

atﬁﬁjun =—¢' (¢) [( Z sinf ...sin#;_; cos 91.8xl0§jun> +sinf; ...sin GN,l.axNijun ,
I=1,1#]

pour k=1,...m—2; 7=1,2,...,N —1et

YN

N-1
(9t8§Nun = —¢' (1) Z sinf; ...sin6_,cos60,.0, 0% u,, k=1,....m—2.
=1
Maintenant, nous dérivons la formule

aﬁjun (t,p (t)cosby,...,@(t)sinb;...sinOy_ocosOy_1,¢ (t)sinb;...sinfy_osinfy_1) =0,

k=1,..m—2;5=1,2,..., N, par rapport a 0,,...,0y_o et Ox_1 et nous obtenons

N-1
sin 0,,.0, 9 u,, = cos 0, [( E sin 41 ...sin6;_q cos 91.8@0;1@") +sinf,yq ...sin QN,I.awNafjun ,

Py n
l=p+1

pourp=1,...,N —2 et
sin QN_lﬁx 0’“ Uy = COS GN—I@zNafjun

N-1"Z;

ouk=1,...,m—2; g=1,..., N. Les conditions aux limites de Dirichlet sur I'; conduisent a

050 upy=0,k=1,...,m—2:i=1,...,N,j=1,...,N

Ti~x,

et par conséquent
0tafjun:0,k:1,,m—2,j:17’N

Donc, l'intégrale I; s’annule.

c) Estimation de [,,_; = —2 fFl Zjvzl <8g*18tun.6gun> Vg, .w (t) do : Nous avons

8;’]‘__1un (t, o (t)cosByi, ¢ (t)sinbycosby, ..., o (t)sinb...sinfy_ocosOy_1,¢ (t)sinb;...sinfy_1) =0,

j=1,2,...,N. En dérivant par rapport a t, nous obtenons

N-1
8@2‘11@” = —¢' (1) [(Z sinfy ...sin#;_; cos 91.69318;;_%”) +sinf;...sin eN_l.axNa;g;—lun ,
=1

j=1,2,...,N.

Maintenant, nous dérivons la formule

8;’;‘1un (t,p (t)cosby,...,o(t)sinb;...sinfy _ocosOy_ 1,0 (t)sinby...sinfy_q) =0,
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j=1,2,..., N, par rapport a 6;,...,0ny_o et O5_1 et nous obtenons

sin Qp.azpﬁgflun = cosb, [Zz]\;.lu sin @41 ...sin6;_; cos 0.0y, 8;’;*11%}
+ cos b, [sinepﬂ . .sin@N,lﬁwNag’;_lun] ,j=1,...,N
pour p=1,...,N — 2, et

. -1 1 .
sin eN_lanag; U, = COS QN_lﬁxN(?;’; Up, J=1,..., N.

En tenant compte de ces relations, nous en déduisons
2 T T T N m 2 /
Lny = 2[% 7 7 {z“ (8%,14”) }gp () @ (t) w (£) dtdd; . .. dOxy—sdfx_:.
Finalement,

2 e T T N m 2 /
2O, Auy) = [ S (2 (a%_un) o (1) o () w () dtdo; ... dy—_odOy—,
2
+ fFT (Zjvzl (8;’;un> ) (T, 21, 29,...,25) .w(T)dridrs ... dey

~J, (Zjv . (ag;%un>2

W (t) dtdxydzs ... dey.

Remarque 2.3.2. Remarquons que les intégrales

N

/ (Z (82;’11”)2) (T, z1,29,...,2y5) .w(T)dridey ... dxy
I'r

j=1

et

N
_ /Qn (Z (agjun) 2) .w, (t) dtdxldxg ce de’N,

j=1
qui apparaissent dans la derniere formule sont positives grace aux hypotheses (2.3) et (2.4) sur
la fonction poids w. C’est un bon signe pour notre estimation car nous pouvons en déduire

immédiatement que

||fn||?:3}(Qn) > ||atun||ig(Qn)+”Aun“ig(Qn) ,
bl I (S (0) ) ¢ 000 0t

Donc, si ¢ est une fonction croissante sur I'intervalle (%, T), alors

/027r /07r e /07T /1T (i (8;7;%)2) O (t) @ (t).w(t)dtdd, ... dON_odOn_, > 0.
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Par conséquent,
2 2 2
||fn||Lg(Qn) 2 ||atun||Lg(Qn) + ||Aun||Lg(Qn) : (2.8)

Mais, grace au lemme 2.3.1 et puisque ¢ est bornée sur (0,7), alors il existe une constante

C" > 0 telle que

[

’8u

< O Aunlls o 1 =0,1,.,2m = 1,5 =1,2,...,N.

T n

LZ(Qn)

En tenant compte du lemme 2.3.2 et de 'estimation (2.8), nous obtenons 'estimation désirée
(2.6).
Il reste donc a établir 'estimation (2.6) sous 'hypothese (2.2). Pour ce faire, nous aurons

besoin du lemme suivant :

Lemme 2.3.4. Nous avons
2(0puy, Auy,) = 2 an % (Zjvzl a:jagun> Au,.w (t) dtdzides . . . dey
— (N —-2) an % Zjvzl (0;’;%)2 dtdxidzs . . . doy
+ N <8;r;un)2 (T, 21,22, ..., 25) @ (T) dzydas . . . dzy.

Démonstration. Ce résultat peut étre obtenu en suivant pas a pas la démonstration du lemme
3.4 de [33]. O

Proposition 2.3.1. Supposons que la fonction poids w vérifie les hypotheses (2.3) et (2.4).

Alors, il existe une constante K; indépendante de n telle que

[unll gzom g,y < B llfallizgu < Killfllz g

si I'une des conditions suivantes est satisfaite :
1. ¢ est une fonction croissante dans un voisinage de 0;

2. @ vérifie la condition (2.2).

Démonstration. Le cas ou ¢ est une fonction croissante dans un voisinage de 0 a été traité dans

la remarque 2.3.2. Supposons dans la suite que ¢ vérifie la condition (2.2).

Remarque 2.3.3. Soit € > 0 un réel que nous choisirons assez petit. L’hypothese (2.2) implique

I'existence d’un nombre réel T' > 0 suffisamment petit tel que

vt € (0,7),]¢" (1) ™ (t)| < e. (2.9)
Maintenant, nous continuons la démonstration de la proposition 2.3.1. Nous avons

)an % (Zjvzl xj(‘?;?;un Au,.w (t) dtdridzs ... xy

N
< HAunHLg(Qn) Zj:l

& . om
X U
$ T M 2 Q)
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mais le lemme 2.3.1 donne pour j =1,2,..., N

= e fo (2 >2(gun>2.w(t)dtdx1dx2...de

2

/
Y UL
wajﬁxjun

L2,(Qn) =) \
S f%T ‘;0/2 fﬂt < ;n ) ( )dtd$1d!lf2 .. .dl‘N
< CHL (@ ()¢ () o, (Aun)® w (b) didaidas ... day

< 0% "Aun|‘ig(Qn) )

car |¢' (t) " (t)] < € grace a la condition (2.9). Alors

/ N

Par conséquent, le lemme 2.3.3 montre que

2
< NCe HAun”Lg(Q )

12(0up, Auy)| > =2 ‘an % (ZN, :cha;’]‘,un> Ay, .w (t) dtdzdxs

j=1
‘(N 2) an <8m )2 %.w (t) dtdxidxs
+fF <8mun) (T, x1,29,...,2y5) .w(T)dridey ... dxy
2 —NQCEHAUnHLg(Q )
Par suite,
anHig(Qn) = Hﬁtunuig(c@nﬁ'||Aun||ig(Qn)+2<3tum-'4“n>

2 2
2 HatunHLg(Qn) + (1= N*Ce) HAUnHLg(Q )

Dong, il suffit de choisir € de sorte que 1 — N2Ce > 0 pour obtenir une constante K, > 0

indépendante de n telle que

anHLg(Qn) > Ko ||Un||Hi’2m(Qn) ’

et puisque
1fnll 2. @ny < Ifll220)

alors, il existe une constante K; > 0, indépendante de n et qui satisfait

[unll gremig,y < Killfallrz . < K llfllrz g

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.3.1. O]

2.4 Résultats principaux

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer les principaux résultats de ce travail.
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2.4.1 Un résultat local en temps

Théoréme 2.4.1. Supposons que la fonction poids w vérifie les conditions (2.3) et (2.4). Alors,
lopérateur parabolique d’ordre 2m, L = 0, + A est un isomorphisme de H&’zm (Q) dans L? (Q)

st l'une des conditions suivantes est satisfaite :
1. ¢ est une fonction croissante dans un voisinage de 0;

2. ¢ vérifie la condition (2.2).

Démonstration. 1) Injectivité de I’opérateur L :
Considérons u € H&ﬁm (@) une solution de probleme (2.1) correspondant a un second membre
nul. Alors,

owu + Au = 0 dans Q.

De plus, u vérifie les conditions aux limites suivantes :

En utilisant la formule de Green, nous obtenons

Jo O+ Au)u w (t) dt daida, ... day
= Jog |3 el v+ 2 SO (@2 0 ) (<1, | w (1) do
+ fQ <’8ﬁu}2 + |3£;u‘2 + -+ |8;’jvu|2> dt dridzs ... doy — fQ % \u]2w’ (t)dt deqydzxy . .. dxy,

OU Vg, Vyy,s - - -, Vg, SOt les composantes du vecteur normal unitaire orienté vers I'extérieur a 0Q).
En tenant compte des conditions aux limites, toutes les intégrales sur le bord de () s’annulent

sauf [, lul” w (t) do. Nous avons

/ ul® w (t) vdo :/ Jul> w (T) dardzs . . . day.
oQ

Ty

Alors
fQ (Opu + Au)u w (t) dt dridry ... dzy

= frr 3 lul> w (T) dxydz, . .. dey — Jo3 lu> (t) dt dzyday ... dey
+ S (1l + ozl + -+ |ogul®) db dusds . du.
Par conséquent,
/ (Ou+ Au)u w (t) dt deydzy...dey =0
Q

donne
/ <|a;';u\2 +omult 4+ \a;”NuF) dtdaydzs . .. dey =0,
Q
car
1 1
/ 3 lul?w (T) deydzx, . .. dey — / 5 lu> ' (t)dt deyday ... dey >0
Ip Q
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grace aux conditions (2.3) et (2.4). Cela implique que }(%guf + |8;';u’2 +-+ ‘8;’]‘Vu‘2 =0et
par conséquent 92"y = O2'u = -+ = 027u = 0, c’est a dire, Au = 0. Par suite, 'hypothese
Ju + Au = 0 donne dyu = 0. Ainsi, u est constante. Les conditions aux limites impliquent que
u =0 dans Q. Cela démontre I'unicité de la solution du probleme (2.1).

2) Surjectivité de ’opérateur L :
Choisissons une suite (Qy,),cn- des domaines définis dans la section 2, tels que @, C Q. Alors,
nous avons @,, — @, lorsque n — oo. Considérons la solution u,, € H>*"(Q,,) du probleme de

Cauchy-Dirichlet suivant :

atun + Aun = fn S Li (Qn) )
un’t:l = O)

ok, =0,k=0,1,...m—1,

’aQn\(FTU{t:%D

ou f, = f| o, - Une telle solution u, existe grace au théoreme 2.2.1. Soit U, le prolongement

par 0 de u, a Q). En vertu de la proposition 2.3.1, nous savons qu’il existe une constante C' telle

N
Q| A,

Cela signifie que pour 1 < |a| < 2m, les fonctions u,, Ou,, 0%u, sont bornées dans L? (Q).

que

8tun aa Up,

Il ) + | <Oz -

L3(Q)

Ainsi, pour une suite croissante d’entiers ny, k = 1,2, ..., et pour 1 < |a| < 2m, il existe des

fonctions u, v et v, dans L2 (Q) telles que

—_—~

Up, — U, Optly, — v, 0%y, — V4

faiblement dans L2 (Q) lorsque k — oo. Et donc
v = O, vy = 0%u, 1 < |a] < 2m,
au sens des distributions dans @ et donc dans L2 (Q). Par suite, u € H*™ (Q) et
O+ Au = f dans Q.
D’autre part, la solution u vérifie les conditions aux limites

k _ —
Opulyg p, =0, k=0,1,...m—1,

puisque

ulg, = u, pour tout n € N*.

Ceci démontre l'existence d’une solution au probleme (2.1) et termine la démonstration du

théoreme 2.4.1. ]
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2.4.2 Un résultat global en temps
Dans le cas ou 1" est quelconque, nous posons () = Dy U Dy UT'p, ol

Dlz{(t,ﬂfl,l’g,...,l’]\[)EQIO<t<T1}, DQI{(t,Il,wg,...,xN)EQIT1<t<T}

Ty, = {(Tl,xl,:zjg,...,x]v) e RV 0 < \/x%+x§+---+xN Sgo(Tl)}

avec T assez petit. Dans la suite, f représente un élément quelconque fixé dans L2 (Q) et
fi= fl p,» © =1, 2. Nous savons (voir la sous section 2.4.1) qu’ il existe une solution unique

wy € HY?™ (Dy) au probleme

@wl + Aw1 = f1 < Li (Dl) ,
(2.10)

Dans ce qui suit, nous notons la trace w1|FT par ¢ qui est un élément de l'espace de Sobolev
1
H™ (T'p,) car wy € HY*™ (Dy) (voir [45]). Maintenant, nous considérons le probleme suivant

dans D, :
8tw2 + .A’UJQ = f2 € LZ) (Dg) ,
walp, =, (2.11)

k _ —
Osw2 g, (v iy = 0 B =0, — 1.

Nous utilisons le résultat de la proposition 1.3.1, qui est une conséquence du théoreme 4.3 de
[15, Vol. 2], pour résoudre le probleme (2.11).
Grace a la transformation
(t,z1,29,...,xN) — (t,y1,Y2, - yn) = (L, (E) x1, 0 (E) 29, ..., 0 (t) N)

nous déduisons le résultat suivant :

Proposition 2.4.1. Le probléme (2.11) admet une (unique) solution wy, € HL?™ (D,) si et

seulement si les conditions de compatibilité suivantes sont satisfaites
a’;w\arTl =0,k=0,..,m—1.

Remarque 2.4.1. Nous pouvons remarquer que les conditions aux limites des problemes (2.10)

et (2.11) donnent

wy ’rTl = '“]2|FT1

1
et OFw;| . € Hy > (I'ry), i =1,2. Dong, les conditions de compatibilité

o,
) yp, =0, k=0,.m—1,
1

sont satisfaites puisque wi|p = 9.
1
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Maintenant, nous définissons la fonction u dans ) par

wy dans Dy,
U =
wy dans Dy,

ol w; et wy sont les solutions du probleme (2.10) et du probleme (2.11), respectivement. Re-

marquons que wl|FT1 = w2|FT1, voir la remarque 2.4.1, donc
k ‘ _ ok ‘ _ _
0wy Iy = 0, wsy Iy, k=0,...m-—1.

Cela implique que u € H'?™(Q) et u est la solution (unique) de probleme (2.1) pour un 7T

quelconque. Notre deuxieme résultat principal est le suivant :

Théoreme 2.4.2. Le résultat du théoreme 2.4.1 est vrai pour un T quelconque.
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Chapitre 3

Sur une équation parabolique d’ordre

2m assocliée a des conditions aux
Iimites mixtes dans des domaines non

rectangulaires

Nous nous intéressons dans ce chapitre a l'existence et 'unicité ainsi qu’a la régularité
optimale de la solution d’'une équation parabolique d’ordre supérieur, associée a des conditions
aux limites mixtes. Ce probleme est posé dans des domaines plans non rectangulaires (non

réguliers).

3.1 Introduction

Soit Q un sous ensemble de R? défini par
Q={(t,x) eR*:0<t < T, (t) <z <2(t)},

ou T est un nombre positif, ¢, et o sont deux fonctions continues a valeurs réelles définies sur

[0, 77, lipschitzienne sur [0, 7] et telles que

P (1) =2 () =1 (1) >0,

pour tout ¢ € |0,7] et avec '’hypothese fondamentale ¢ (0) = 0. La frontiere latérale de € est
définie par
Li={(tg;(t) eER*:0<t<T},i=1,2

Nous supposerons alors que
()™ i) >0 pp.t€]0, T, i=1, 2, (3.1)
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o (t)e™(t) — 0 lorsquet — 0, meN* i=1, 2. (3.2)

Dans €2, nous considérons les problemes aux limites

( S+ (—1)m02mu = f, € L2 (),

ag’;u\rl =0,k=0,1,...m—1, (3.3)

\ 8iu‘r2 =0, l=m,m+1,...2m — 1,

et )
O + (=)™ = f, € L2 (Q),

] a;;v\m =0,k=0,1,...m—1, (3.4)

\ 5iv\r1 =0,l=mm+1,..2m —1,

ot L2 () représente l'espace de Lebesgue des fonctions de carré intégrable sur 2 muni de la
mesure w dt dz. Ici, le poids w est une fonction réelle définie sur [0,77], dérivable sur |0, 77 et
telle que

vVt e [0,T], w(t) > 0. (3.5)

Nous supposons aussi que
w est une fonction décroissante sur 0,77 . (3.6)

Observons que dans le cas m = 1, les problemes (3.3) et (3.4) correspondent a des équations
paraboliques du second ordre associées a des conditions aux limites de type Dirichlet-Neumann
et nous pouvons trouver des études de tels types de probléemes dans [54] et [31] dans des domaines

non cylindriques bornés et non bornés, respectivement. Notons que les conditions aux limites

mixtes
Opulp, = dpul, =0,050|, = dv|, =0, k=0,1,....m—=1;l=m,...,2m—1,
ont été utilisées dans le cas m = 2 dans [9], ou l'existence de solutions positives multiples pour

un probleme aux limites a deux points pour une équation du quatrieme ordre a été démontrée.
Dans le cas m = 3 correspondant a un probleme du sixieme ordre, nous pouvons trouver un tel
type de conditions aux limites dans Dugundji [17] et dans Shi et al. [55]. Ces conditions aux
limites spécifiques sont importantes pour l'originalité de ce travail. En effet, a nos connaissances,
des résultats concernant les équations paraboliques d’ordre supérieur posées dans des domaines
non cylindriques et associées a de telles conditions aux limites, ne sont pas apparus dans la
littérature a ce jour.

Sous les conditions mentionnées ci-dessus sur les fonctions de paramétrisation ;, i = 1, 2
et sur la fonction poids w, nous démontrons que le probleme (3.3) (respectivement, (3.4))

admet une solution unique avec une régularité optimale, c’est une solution u (respectivement,
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v) appartenant a ’espace de Sobolev anisotrope

ok =0 =0,
Wz (o) = duentn (@) i = S, ,
’ =0,1,...m—1;l=m,....2m — 1
(respectivement,
oF =0 =0,
H;Zm Q) =<veH(Q): $U|F2 xv‘rl )
’ k=0,1,....m—1;1l=m,...,2m —1

avec

HL2™(Q) = {w e L2 (Q): Qw, 0w e L2 (Q),j=1,2,...,2m} .

L’espace HL*™ (Q) est muni de la norme naturelle

om 1/2
]l 1,2 gy = (Hathng(Q) +) Haz;wllig,(m) :
j=0

Bien que les équations paraboliques du second ordre dans des domaines non réguliers sont
bien étudiées, la littérature concernant les problemes paraboliques d’ordre supérieur dans des
domaines non cylindriques ne semble pas étre tres riche. Un probleme aux limites pour des
équations paraboliques d’ordre supérieur associées a des conditions de Cauchy-Dirichlet dans des
domaines non cylindriques (dans le cadre fonctionnel des espaces de Sobolev) a été considéré par
Mikhailov [17] et [18] dans les deux cas unidimensionnel et multidimensionnel, respectivement.
Dans le cadre fonctionnel des espaces de Holder, nous pouvons trouver dans [0] et [13] des
résultats de résolution de problemes aux limites pour une équation parabolique d’ordre 2m
posée dans des domaines non cylindriques (du méme genre que le domaine €2 considéré dans
ce travail mais qui ne peuvent pas l'inclure). D’autres références sur I'analyse des problemes
paraboliques d’ordre supérieur dans des domaines non cylindriques sont : Galaktionov [20],
Grimaldi Piro [22], Kheloufi [28], [29], [35] et Labbas et al. [10].

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 2, nous commencons par démontrer
un résultat d’unicité des solutions pour les deux problemes considérés. Dans la section 3, nous
démontrons d’abord que les problémes (3.3) et (3.4) admettent des solutions (uniques) dans le
cas de domaines tronqués. Ensuite, nous approximons 2 par une suite (£2,), o~ de tels domaines

tronqués et nous établissons (pour T assez petit) des estimations uniformes du type

||Un||H};2M(Qn) <K ||f1||L5(Qn)v ||Un||H}J2m(Qn) <K ||f2||Lg(Qn)>

ou u, et v, sont des solutions des problemes (3.3) et (3.4), respectivement, dans €2,, et K est
une constante indépendante de n. Ces estimations nous permettront de passer a la limite et de
démontrer des résultats locaux en temps. Enfin, en utilisant un résultat de trace, nous montrons
dans la section 4 que les résultats locaux en temps obtenus peuvent étre étendus a des résultats

globaux en temps.
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3.2 Unicité de la solution

Proposition 3.2.1. Le probleme (3.3) (respectivement, (3.4)) admet au plus une solution.

Démonstration. Considérons u € HLZ™ () (respectivement, v € 'Hl 27 (Q)) une solution du

probleme (3.3) (respectivement, (3.4)) correspondant a un second membre nul. Alors,
O+ (=1)"0?™u = Oy + (—1)"0*™v = 0 dans €.
De plus, u et v vérifient les conditions aux limites
dpulp, = dhul, =0; dv|. =gl =0, k=0,1,...m—1,1=m,...2m —1.
En utilisant la formule de Green, nous aurons

Jo [(Ou + (=1)™02u) u + (Oyv + (—1)"02™v) v]w (t) dt dx
f(‘)Q a2m k=1, 8ku—|—32m k=1, ak )( 1)k+my w(t) do
+ foo S(lul® + [P (t) do + [ (j0mul” + |07 (t) didz

= Jo s (lul® + o)’ (¢) dt da,

ou 14 et v, sont les composantes du vecteur normal unitaire orienté vers I'extérieur a 0€2. Nous
devons réécrire I'intégrale sur le bord de €2 en utilisant les conditions aux limites. Sur la partie
de la frontiere de €2 ou t = T, nous avons v, = 0 et v, = 1. Par conséquent, l'intégrale sur la

frontiere correspondante

e2(1) 1 )
[l + o (1) do,
v 2

1(T)

est positive. Sur la partie de la frontiere de 2 ot = ¢; (t), i = 1, 2, nous avons
( 1)2+1 ’ (

D ) N
\/1+(¢;)2(t) 1t

Opu (L, o1 () = Oy (t, 02 (1) = Oy (t, 02 (1)) = By (t, 01 (1)) = 0,

k=0,1,...m—1; l=m,m+1,...,2m — 1. Par conséquent, I'intégrale sur la frontiere corres-

et

pondante est

[ -2 e [ 0w mar
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Donc, nous obtenons

Jol(@u 4+ (—=1)"02™u) u + (O + (—1)™02™v) v] w (t) dt dzx

= TP gy ) e+ T P2 (01 (1)) 1)

1
+252ﬁ (T, 2) +v* (T, 2)] w(T) dx + [, [|07u]” + [0mo)|w (1) dt da

— o Mlul? + o)) (¢) dt da.

Par conséquent,

/ (Opu+ (-1)"02™u) u w (t) dt do = / (O + (—1)"02™v) v w (t) dt dz =0

donne
/ﬂ@ﬁﬂ@ﬁm:/wmmw@ﬁ@:a
Q Q

- SR TR L2 o
[ Sl o (0o~ [ Sllul + o ()t de 2 0,
w1(T) 2 2

grace aux conditions (3.5) et (3.6) et

[ -2 mmwmas [ B2 0 0w w0

grace & la condition (3.1). Cela implique que |7u|> = |07'v|* = 0 et par conséquent §2"u =
9?my = 0. Donc, l’hypothése O+ (—1)"0?™u = dyw + (—1)m9*™v = 0 donne dyu = dyw = 0.
Ainsi, u = Zk . apz®, v = Z:(]l bpx®, ap, by € R, k = 0,1,...,m — 1. Les conditions aux
limites impliquent que u = v = 0 dans 2. Cela démontre 1'unicité des solutions des problemes
(3.3) et (3.4). O

Remarque 3.2.1. Dans la suite, nous nous intéresserons uniquement a la question de I’existence

de solutions des problemes (3.3) et (3.4).
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3.3 Résultats locaux en temps

3.3.1 Cas d’un domaine tronqué (2,

Dans cette sous section, nous remplacons {2 par

1 1
Qn::{(t,x)EQ:—<t<T},nEN*et—<T.
n n

Théoreme 3.3.1. Pour chaque n € N* tel que % < T, le probleme

Oy, + (=)™, = f1,, € L2 (),
Up|,_1 =0, (3.7)
Ok, = Ol u, =0,k=0,....m—11l=m,....2m —1,

I, v,

(respectivement,

Opvy, + (=1)™m0?Mv, = fo,, € L2 (),
Un|t:l = 0, (38)
kv, =0, k=0,....m—1;l=m,....2m—1,)

n

_ Al ‘
‘F2,n o axvn Fl,n

admet une solution unique u, € HL*™ (Q,,) (respectivement, v, € HL*™ (Q,)). Ici,
1
f,’m = fz|Q et Fi,n = {(t,g@l(t)) - R2 <t < T}, 7, = 1, 2.
n n

Démonstration. L’unicité de la solution est facile a vérifier, grace aux conditions aux limites.

Montrons 'existence de la solution. Le changement de variables

O (t,1) = (t,y) = <t,x;—*@1)“>),

transforme €, en le rectangle R, = |+, T x ]0,1[. Posons

Unp, (ta l’) = Wi (ta y) y Un (ta .Z') = Wz n (ta ?J) et fi,n (ta .Z') = Gin (ta y) ) 1=1,2,
alors les problemes (3.7) et (3.8) deviennent

dywy y, + a (t,y) Oywypn + ¢ (t) 2™ w10 = gn,
wl,n|t:l =0,

zﬁéw17n| =0, k=0,...om—=11l=m,....2m—1,

Wi
aywl,n y=0 y=

wan + a (t,y) Oywapn + ¢ (t) 02" W = Gom,
w2,n|t:l = 07
=0, k=0,....m—1;l=m,...,2m — 1,

k [
8y w27n} = (9yw27n|

y=1 y=0
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ooty — PEOTAD o (D

e (t) pm (1)
Le changement de variables défini ci-dessus conserve les espaces L2 et HL?™ car les fonctions a

et ¢ sont bornées pour t € ]%, T[. En d’autres termes
fi,n € LZ) (Qn) <~ Gin € Li (Rn>, 1=1, 2,
et
Uy, Uy € HLP™ (Q,) <= w10, wa, € HE™(R,).

Lemme 3.3.1. Pour chaque n € N* tel que % < T, lopérateur suivant est compact :
,H#im (Rn) — Li (Rn) , Win = a (t, y) awam

respectivement, ”lem R,) — L2 (Ry), wa, — a(t,y)dyway), ot
w ) Yy )

_ ok _ g _
H#im (Rn) = {w1,n € Hy"" (Rn) wl’n’t:% N ayw17n|y=0 - 8ywl’”’y=1 =0 }

k=0,...m—1;l=m,...,2m—1

(respectivement,

— Ak — Al —
HyZ" (Ra) = {wm e piem (g, “rrhet = Oaal, = a0 }).

k=0,...m—1;l=m,...,2m—1

Démonstration. R, possede la "propriété de la corne” de Besov [7], donc

2m—1
m’

0y Hiim( n) — Hw o (Rn), win = Oywiy,

(respectivement,

2m—1
m’

a Hl o ( ) — HW 2 (Rn) , Wan — ayw2,n)7

est continu Comme R,, est borné, l'injection canonique est compacte de

T "(R,) dans L2(R,,), (voir par exemple [7]), oit
~ 1 o9m_ 1 _1L /1
Ho P (R = IR (—,T; Hgm—l]o,n) N Hy 2 (—,T; Li]o,1[> .
n n
Pour les définitions des espaces de Sobolev hilbertien #™*, voir par exemple [15]. Donc, 0,

est un opérateur compact de 12" (R,) dans L2 (R,), (respectivement, de H;2" (R,) dans
L% (R,)). De plus, comme a (.,.) est une fonction bornée, I'opérateur ad, est alors compact de

HL2m (R,) dans L2 (R,) , (respectivement, de Hy2" (R,) dans L2 (R,)). O
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=™

Dongc, il suffit de montrer que 'opérateur 9, +-—"

92™ est un isomorphisme de H1 2™ (R,,)

dans L? (R,,) , (respectivement, de H;im (R,) dans L? (R,,)). Un simple changement de variable

t = h(s) avec I/ (s) = p*™ (t), transforme les problemes
(=D
w2 (1)
wl,n‘t:l - 07

8t'wl,n +

2m _
ay Win = G1n,

k _ A _ _ ST
8yw1,n}y:0 = 6ywl7n|y:1 =0, k=0,....m—1;l=m,...,2m — 1,
et (—1)m
ath,n + _ 82mw2,n = g2.n,
w2 (t) ’
wz’n|t71 O,
85102,”‘ . %wg,n}y_oz(),k:(),...,m—l;l:m...,2m—1,

p

Wy lop-101y =0, (3.9)
k)1 _ 9,1 _ _ . _
\ aywn|y:0_ Opwpl =0, k=0,....m=1 l=m,....2m 1,
et )
Oswy (s, y) + (=1)™0;™wy(s,y) = £1 (s, y),
Wil omp-1(1y = 0, (3.10)
k,, 2 _ 9,2 _ _ . _
\ Oy Wi y_ = 0, w, yZO—O, Ek=0,....m—1;l=m,...,2m — 1,
avec

i _ 9in (,9)
gn (87y> - h! (S)

Notons que ce changement de variables préserve les espaces L2 et HL?™. 1l s’ensuit qu’il existe un

et w; <S7y) = Win (t7y), 1=1,2.

unique w)! € HL*™ (respectivement, w? € HL*™) solution du probleme (3.9) (respectivement,
(3.10)). Cela implique que le probleme (3.7) (respectivement, (3.8)) admet une unique solution
u, € HL*™ (Q,) (respectivement, v, € HL*™(Q,)). Nous obtenons les fonctions u, et v, en

posant

up () = wiy (ty) = wy (K1 (1),y) et v, (t,2) = wan(t,y) = wi(h™(t),y).

Nous aurons besoin du résultat suivant pour justifier les calculs de la section suivante.

Lemme 3.3.2. Pour chaque n € N* tel que % < T, l’espace

1 nlg=L — 8k n = al n = 07
Un € D ([_7 T]; Him (O, 1)) . u ’t—; U ‘yZO yU |y:1 ’
n k:o,,m—l’l:m7’2m_1
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(respectivement,

1 Unl,_1 = OFv, = O, =0,
{Un €D <[_,T]§Hu2;m (0, 1)) : |t*% Y ‘y=1 Y ’y=0 })’
n . .. — N pu—

est dense dans

_ Ok _ Al _
w, € 1.2m (]l T[ v ]O 1[> : Un|t:% - ayu”b:o o ayu”}yﬂ =0,
. n’ 7 k=0,...m—1,l=m,...,2m—1 7

(respectivement,

1 vpl,_1 = OFu, =0, =0,
v, € HL*" G —,T{X]O,l[) : |t*% Y ‘y:l Y |y:0 ).
n k=0,....m—1;l=m,....2m—1

C’est un cas particulier de théoreme 2.1 de [15].

Remarque 3.3.1. Nous pouvons remplacer dans le lemme 3.3.2 R, = H,T[ x 10,1 par Q, a

I’aide du changement de variables ® défini précédemment.

3.3.2 Cas d’un domaine triangulaire

Maintenant, nous revenons au domaine non rectangulaire €2 et nous supposons que la fonc-
tion ¢y (respectivement, ¢ ) satisfait les conditions (3.1) et (3.2) dans le cas du probleme (3.3)
(respectivement, (3.4)).

Pour chaque n € N* tel que £ < T, notons f;, = filo, € L2(Q), i = 1,2 et u, € HL2™ ()
(respectivement, v,, € ’H;im (2,,)) la solution de probleme (3.3) (respectivement, (3.4)) dans

Q,,. Les solutions u,, et v, existent grace au théoreme 3.3.1.

Théoreme 3.3.2. Pour T assez petit, il existe une constante C' > 0 indépendante de n telle
que

2 2 2
[unll3z2m .y < Clfiallz @ < €Al @) -
2 2 2
||Un||7.¢};2m(9n) <C |’f2,n||Lg(Qn) <C ||f2||L3(Q) :

Afin de démontrer le théoreme 3.3.2, nous aurons besoin de quelques résultats préliminaires.

Lemme 3.3.3. Pour tout € > 0 satisfaisant (oo (t) — @1 (t)) < €, il eziste une constante C; > 0

mdépendante de n, telle que

HaﬁunHiZ () < 0, 2m=i) ||8§munHiQ () ,j=0,1,....2m—1

}|a;vnHia(Qn) < C,e2m=i) Haﬁmvnuimn) j=0,1,...,2m — 1.
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Démonstration. Nous remplagons dans le lemme 1.2.3 u par u,, v par v, et |a,b] par

J1 (t), @2 (t)[, pour un ¢ fixé. Nous obtenons pour j =0,1,...,2m — 1

2 (Qhun) de < Oy (o (1) — solt 2em=) [0 (gamy, )2 dg
< e |7 (t) Y (02mu,,) da,
et
t 2 m— t m 2
ﬁ(t)(ajvn) de < C(p2(t) — o ()77 f‘”( (92™v,,)” dx

S 06 (2m—3) (ﬂ(a ) dl’

e1(t)
ou C] est la constante de lemme 1.2.3. En multipliant I'inégalité précédente par w(t) (qui est

positive) et en intégrant par rapport a ¢, nous obtenons les estimations souhaitées. O

Démonstration du Théoréme 3.3.2 : Notons par (.,.) le produit scalaire dans L2 (Q,)

et posons L = 0; + (—1)™9?™, alors nous avons
2 2 m 2 m 92m

et
2 2 m 2 m a2m
1 fonll 72 0y = (Lns Lon) = 10wall72 g, + 102" 0n ][ 12 g,y + 2(0s0m, (—1)" 8 0n).

Estimation de 2(9;u,,, (—1)™*"u,) : Nous avons
(—1)™0un. 0w, = Sy O (0FOun. 0210, (=1)™F + 10, (97u,,)? .

Donc

m—1

2(0ty, (1) 0™ u,) = 2/ Z@m (904 02" 1y, (= 1) w(t)dtda
On k=0

n

+ / 8, (0™ u,)? w(t)dtdz
Qn

-1
101979
v
0,

ou v; et v, sont les composantes du vecteur unitaire normal orienté vers I'extérieur a 0€2,,. Nous

3

(0%0pu,. 02" 1y, (= 1) rw(t)do

it

&3

wn)? v (t)dor — / (0,2 o (#)dtda

Qn

réécerirons l'intégrale sur la frontiere en utilisant les conditions aux limites. Sur la partie du bord
de Q, out = %, nous avons u, = 0 et par conséquent 9%u, = 0,k =0,...,2m — 1. L’intégrale
au bord correspondante s’annule. Sur la partie de la frontiere ou ¢ = T, nous avons v, = 0 et

v; = 1. Par conséquent, 'intégrale au bord correspondante

w2(T)
/ (8;”16”)2 (T, z)w (T)dx

1(T)
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est positive. Sur les parties de la frontiere de Q,, ou = = ¢; (), i = 1,2, nous avons

GO

L+ (¢h)* (1) L+ (1) (¢)

Vyp =

et
Oy, (L1 (1) = O (1,02 (1) =0, k=0,....,m—1; l=m,...,2m — 1.

En dérivant 0%u,, (t,¢1 (t)), k =0,...,m — 1 par rapport & t, nous obtenons
00y (t, 01 (1) = ) (1) 0y un (¢, 01 (1)) -
Les conditions aux limites sur 'y, = {(¢,¢1(t)) € R?: L < ¢ < T}, conduisent &

0 sik=0,...,m—2,
0t@§un (t>S01 (t)) = {

—) (t) OFup, (t, 1 (1)) sik=m—1.

Par conséquent, 'intégrale correspondante est

Lo == [ @ ® 0w b OF (O

Par suite, nous avons
2(0it, (—1)" 02 ™) > — [ Ln1] - (3.11)

Estimation de 2(9,v,, (—1)™9*"v,) : Nous avons

(—1)™00,.07"v,, = Sp 0, (080,02 ,) (= 1) 4 1, (9, )2
Donc
m—1
2Dy, (—1) 2™, = 2 / S 0, (000, 020, (—1)™H(t)dida
On k=0

= 2/ (050,v,.02" " 0,) (=)™ r,0(t)do
o

—l—/ (0v,)? Vtw(t)da—/ (&v,)? W' (t)dtdx
2 n

ou 14 et v, sont les composantes du vecteur normal orienté vers I'extérieur a 052,,. Nous devons
réécrire 'intégrale sur la frontiere en utilisant les conditions aux limites. Sur la partie du bord
de 2, out = %, nous avons v, = 0 et par conséquent 9*v, = 0,k = 0,...,2m — 1. L’intégrale
au bord correspondante s’annule. Sur la partie de la frontiere ou ¢t = T, nous avons v, = 0 et

v, = 1. Par conséquent, l'intégrale au bord correspondante

w2(T)
/ (&0,)? (T, 2) w (T) da

1(T)
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est positive. Sur les parties de la frontiere de Q,, ou = = ¢; (), i = 1,2, nous avons

(-1 (=)™ @i ()

Vyp = , UVt = )

L+ ()" (1) L+ ()" (1)

et

OFv, (t, 02 (1)) = 0wy (1,01 (1) =0, k=0,....m—1; [ =m,...,2m — 1.

En dérivant 0%v,, (¢, 02 (t)), k=0,...,m — 1 par rapport a ¢, nous obtenons
00y vn (t, 02 () = = (£) 0y vn (£, 02 (1))
Les conditions aux limites sur Ty, = {(¢, 2(t)) € R? : L < ¢ < T}, conduisent &

0 sik=0,...,m— 2,
—h (t) O vy, (L, (1)) sik=m —1.

Par conséquent, 'intégrale correspondante est

3@5% (t7 P2 (t)) =

La= [ b (00700 (i ) ().

Par suite, nous avons

2(0vp, (=1)™02v,) > — |Ia] .

(3.12)

Estimation de I, ;, k = 1,2 : Il existe une constante K3 > 0 indépendante de n telle que

Tt| < Kge || 02w, [

HLg(Qn) et || < K3€Ha§mvn ;

Izz 0,

En effet, nous transformons l'intégrale au bord I,,; en une intégrale sur €2,, en posant

. T=p2(t)
[0, (¢, 01 (1)) = — W&i) [0 (2, )" o1(t)
T=p1

— "0 { )= [may, ] }dx

- 2 <P1(t) ;2 8mu” am+1undx + f(m(t % [3mun] dz.
Donc, nous avons
hu = =[x Al mun (t o1 () w (1) dt
= —Jo. 3 Lp(t un (8, )] w (t) dtda
+2 an Lpip(t) @1 (1) (07'uy,) (07 uy) w(t) dtda.

Grace au lemme 3.3.3, nous pouvons écrire

- e1(t)

e orede < Kl OF™ [73) 020 da
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Par suite

70 o2 Bl 1y de < Kt o (0P 20 (020, (8

et par conséquent

[na| < K an e O™ (aimun)Qw (t) dtdx
+2 fszn |1 O un | 07+ | w (t) dide,

pa(t)—x

puisque | =

210,00 un| [0 | < e (O un)” + L (1) (O un)?
pour tout € > 0, nous obtenons

Il < K fﬂ 12| [ (02 u,)? w (t) dtda
+ Jo, € (07 u ) w (t) didx + : Jo. ()% (0™ up,)? w (t) ditde.

Le lemme 3.3.3 nous donne

1 / m 1 / m m
@ @ e < Kol [ (G 6 (@20) e 1) i
Qn Qn
Ainsi,
il < Ko [y, [l#4 [W]Qm L L) [P (02 ) w (1) didi
+an e (0w, ) ( ) dtdx

< (Ka+1)ef, ( (82mu,)° w (t) dide,
puisque |@j¢™ (@™ ! + pj¢™)| < e. Enfin, en prenant K3 = K, + 1, nous obtenons

L1 < Kse Ha:%munHLg(Qn)
L’inégalité
|| < Kse ||33mvn||Lg(Qn> ,

peut étre démontrée par un argument similaire.
Maintenant, nous pouvons terminer la démonstration du théoreme 3.3.2. En regroupant les

estimations (3.11), (3.12) et (3.13), et en utilisant le lemme 3.3.3, nous obtenons

Hfl,n“ig(szn) 2 Hatun“ig(nn) + Hagmun”ig(gn) — Kse Hazmun”ig(g )
> [ Otall7z g, + (1= Kse) ||8§m“n”ig(gn) :
et
||f2,n||ig(9 2 ||atvn||ig(9n) + ||a§mvn|’ig(9n) — Kse ||a§mvn|’ig(9n)
> 0wallza g, + (1= Kse) 182700l )
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ou K3 est un nombre positif. Donc, il suffit de choisir € de sorte que (1 — K3¢) > 0, pour obtenir

une constante K4 > 0 indépendante de n telle que

2 2 2
”fl,nHLgJ(Qn) > Ky ||U’n||’}-[b2m(§2n) et ||f2,n||L2 Q) = > Ky an”q{l 270,

Mais
1 f1nllrz @ < 1fillzz@) et fonlliz @, < If2llrz@)

alors, il existe une constante C' > 0, indépendante de n satisfaisant

2 2
luallzsem @,y < Clfrallzz o, < C Al @)

et
2 2
HUnHH}ﬁm Q) = O”f2n||L2 < O”fQHLE)(Q)'

Cecl termine la démonstration du théoréme 3.3.2.

Passage a la limite

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le premier résultat principal de ce cha-

pitre.

Théoréeme 3.3.3. Supposons que la fonction de paramétrisation @, (respectivement, ¢1) sa-
tisfait les conditions (3.1) et (3.2) et que la fonction poids w vérifie les conditions (3.5) et
(3.6). Alors, pour T assez petit, le probleme (3.3) (respectivement, le probleme (3.4)) admet

une unique solution u (respectivement, v) appartenant & HL%™ () (respectivement, 7-1,1 2M(Q)).

Démonstration. Choisissons une suite (€2,,) de domaines définis dans la sous section 3.3.1.

neN*
Alors, nous avons 2, — €, lorsque n — +o00. Considérons les solutions u,,, v, € HL*"™ (Q,) des

problemes aux limites

Oy, + (=1)™0? ™, = fi,, € L2 (),
—O, k=0,....m—1,1l=m,....2m —1,

Oy, + (=1)m02Mv, = fo,, € L2 (),
'Un‘t:l = 07

3fvn|r2 = v, =0,k=0,....m—1;l=m,...,2m— 1,

e
oul';,, i =1,2, sont les parties du bord de €2, ou & = y; (t). Ces solutions u, et v, existent

grace au théoreme 3.3.1. Soient u,, et v, les prolongements par 0 de u,, et v, a €0, respectivement.
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En vertu de théoreme 3.3.2, nous savons qu’il existe une constante K > 0 indépendante de n

telle que
9 2m o _—_ 112
—~2 A j 2
50+ O, + D7 O] <K IAl ).
(@) j=1 L (Q)
et
- 9 2m ‘ 2 )

152170y |0, g 2 [P g < K Il 20

Cela signifie que pour j = 1,...,2m, les fonctions wu,, v, 8,,5\1;“ 6,7;1;“ Géun et &{;vn sont bornées

dans L2 (). Ainsi, pour une suite croissante d’entiers ny, k = 1,2, ..., il existe des fonctions
u,v,wl,w2,wjl- et wjz, g=1...,2m,

dans L2 (Q) telles que

Upy = Uy O, — W', K, — wi, j=1,...,2m,
J

et

U, = U, Oyn, — w?, Ny, — wi, j=1,...,2m,
faiblement dans L2 (Q), lorsque k — +oo. Et donc
wh = du, wjl» = u, et w? = Oy, wJQ- =v, j=1,...,2m,
au sens de distributions dans . Alors, u,v € H?™ (Q) et
Oy + (—1)ma§mu = fret Ow+ (—l)mﬁimv = fo,

dans €). D’autre part, les solutions u et v satisfont aux conditions aux limites

8£u‘r zﬁiu}r =0, k=0,....m—1;l=m,....2m —1
1 2

et
8§v|r = 8iU‘F =0,k=0,....m—1;l=m,...,2m — 1,
2 1
car
Vn € N* ulg = u, et v|g =,
Cela démontre l'existence de solutions aux problemes (3.3) et (3.4). O
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3.4 Reésultats globaux en temps

Dans le cas ou 1" n’est pas au voisinage de zéro, nous posons 2 = D; U Dy UT'p, ol
Dlz{(t,x)EQO<t<T1}, DQZ{(t,.T)GQT1<t<T},
et
FTl = {(Tl,l’) € R2 ] (Tl) <x < P9 (Tl)},
avec T} assez petit. Dans la suite, k; et ko représentent deux éléments quelconques fixés dans
Lz) (Q) et kl,i = k1|Di 7]{;271' = klei s 7 = 172
Le théoreme 3.3.3 appliqué au domaine triangulaire D;, montre qu’il existe des solutions

uniques wy, wy € HL*™ (D) aux problemes

{ Aywy + (—1)™02mwy = kyy € L2 (Dy), (314
8’;11)1‘111‘1 = (%wl‘rm =0,k=0,....m—1;l=m,....2m—1 '
et
{ Bywy + (—1)m02™wy = koy € L2 (Dy), (3.15)
8§w2|r271 = aiwg‘rm =0,k=0,....m—1;l=m,...,2m—1, '

ou I, i =1,2, sont les parties de la frontiere de Dy ou = = ¢; (t).

Lemme 3.4.1. siu € H*™ (]0,T[ x 10,1]), alors

1

ulg € HI' (0) ul,g € HE? () et ul,_, € HI ™ (1),
ot vo = {0} x]0,1[, 1 =10, T[x {0} et 52 =10,T[x {1}.
C’est un cas particulier du Théoreme 2.1 de ([15], Vol.2).
La transformation
(t,z) — (', 2") = Loz + e (1),
conduit au lemme suivant :

Lemme 3.4.2. Siu € HL*™ (D,), alors

m 1*% lfim
U|FT1 E HUJ (FT1)7 u‘x (t) 6 HUJ 2 (F]_72)7 et u|x:(p2(t) G Hw 2 (F272),

=1

ou I';o, i = 1,2, sont les parties de la frontiere de Dy ot x = ¢; (1) .

Dans ce qui suit, nous notons la trace wl\FT par ¢, et wger par vy, qui sont dans l’espace
1 1
de Sobolev H™ (T'y,) car wy,wy € HL?™ (D;) (voir lemme 3.4.2). Maintenant, considérons les

problemes suivants dans D, :

(

(9tw3 + (_1)ma§mw3 = ]%'1,2 € Li (DQ) s
w3|FT1 - wlu

3.16
a;;wg\m:o,kzo,...,m—L (3.16)

(‘ﬁng’bg =0,l=m,...,2m—1,



et
8tw4 + (—1)m8§mw4 = k’272 - Li (Dg) ,
w4|pT1 = 19,

(3.17)
5fw4\r2,2 =0, k=0,...,m—1,

\ 8iw4’m,2 =0,l=m,...,2m —1,

ouI';s, i =1,2, sont les parties de la frontiere de Dy ot & = ¢; (¢).

Nous utilisons les résultats de la proposition 1.3.2, qui sont des conséquences du théoreme 4.3
de ([15], Vol.2), pour résoudre les problemes (3.16) et (3.17).

Grace a la transformation

(t,z) — (ty) = (Lp(t)r+ 91 (1),
nous déduisons le résultat suivant :

Proposition 3.4.1. Les problemes (3.16) et (3.17) admettent des solutions (uniques) ws, wy €
Hi}gm (Dg) .

Dong, la fonction u (respectivement, v) définie par

wy dans Dy,
u =
w3 dans D,

(respectivement

wy dans Dy,
vi=
wy dans Dy),

est la solution (unique) du probléeme (3.3) (respectivement, (3.4)) pour un 7" quelconque.

Notre deuxieme résultat principal est ainsi démontré et est donné par le théoreme suivant :

Théoréme 3.4.1. Supposons que la fonction de paramétrisation @y, (respectivement, ¢1) sa-
tisfait les hypothéses (3.1) et (3.2) et la fonction poids w vérifie les conditions (3.5) et (3.6).
Alors, le probléme (3.3) (respectivement, le probléeme (3.4)) admet une unique solution u (res-

pectivement, v) appartenant a ’H%Jm (Q) (respectivement, H;im (Q)).
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Conclusion et perspectives

Les résultats sur les équations aux dérivées partielles paraboliques d’ordre 2m, m € N*,
étudiées dans des domaines assez réguliers peuvent étre résumés comme suit :
”Si le second membre est un élément d’une certaine régularité donnée (dans un espace de Sobolev
par exemple), alors la solution admet cette régularité +2m.”
L’objectif principal de cette these est de faire vivre ce résultat appelé "Schift theorem” lorsque
les domaines sont non cylindriques et le second membre est dans 'espace de Lebesgue des
fonctions de carré intégrable, L?. Donc, nous avons donné des conditions suffisantes sur les
fonctions de paramétrisation du domaine pour que tout se passerait comme si nous étions dans
le cas régulier.

Deux études ont été faites pour une équation parabolique d’ordre 2m, m € N* :
- Dans la premiere étude, ’équation est associée a des conditions aux limites de Cauchy-Dirichlet
et est posée dans un domaine conique de R¥+!, N > 1.
- Dans la deuxieme étude, I’équation est associée a des conditions aux limites de type mixte et
est posée dans un domaine non rectangulaire.
La méthode utilisée dans ces deux travaux est basée sur la technique de décomposition des
domaines. Dans des travaux a venir, les résultats obtenus dans cette these seront étendus au

moins dans les directions suivantes :

1. Le second membre f de I’équation du probleme (2.1), peut étre pris dans LP (Q), p €
|1, oo[. La méthode de décomposition du domaine utilisée ici ne semble pas étre appropriée

pour l'espace L? (Q) lorsque p # 2.

2. Le domaine conique () considéré au chapitre 2 peut étre remplacé par un domaine ou la

fonction ¢ dépend aussi d'un angle 6 € (0, 27), i.e.,

Q:{(t,xl,xg,...,xN)G]RN“:0<t<T,0§ \/x%+m§+'--+x?\,<<p(t,9)},

ou ¢ est une fonction réelle, définie et lipschitzienne sur [0,7] x [0,27] et vérifiant les
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conditions suivantes :
©(0,0) =0 pour 0<60<2m et p(t,0)=p(t,2m), te€[0,T].

3. Nous pouvons considérer d’autres conditions aux limites.

4. Nous pouvons aussi remplacer les espaces de Sobolev par les espaces de Holder.
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Résumé

L’objectif de cette these est ’étude de I'existence et I'unicité ainsi que la régularité maximale
des solutions d'une équation parabolique d’ordre supérieur, associée a différentes conditions aux
limites, dans le cadre fonctionnel des espaces de Sobolev anisotropes construits sur ’espace de
Lebesgue des fonctions de carré intégrable L2, en utilisant la méthode de décomposition des
domaines.

En premier lieu, nous avons démontré I'existence, 1'unicité et la régularité maximale de la
solution pour une équation parabolique d’ordre supérieur, associée a des conditions aux limites
de type Cauchy-Dirichlet, dans des domaines coniques non cylindriques de R¥*!, N > 1. Ensuite
nous avons démontré 'existence, I'unicité et la régularité maximale de la solution pour une
équation parabolique d’ordre supérieur posée dans un domaine non rectangulaire, et associée a
des conditions aux limites mixtes.

Mots clés : Equations paraboliques d’ordre supérieur, espaces de Sobolev anisotropes,

domaines non cylindriques, méthode de décomposition des domaines.

Abstract

The objective of this thesis is the study of the existence and uniqueness as well as the maxi-
mal regularity of the solutions of a higher order parabolic equation, associated with different
boundary conditions, in the functional framework of anisotropic Sobolev built on the Lebesgue
space of square integrable functions L2, by using the domain decomposition method.

First, we proved the existence, uniqueness, and maximal regularity of the solution for a
higher order parabolic equation subject to Cauchy-Dirichlet boundary conditions and posed in
non-cylindrical conical domains of R¥*! N > 1. Then, we have proved the existence, uniqueness
and maximal regularity of the solution for a higher order parabolic equation subject to mixed
boundary conditions and posed in a non-rectangular.

Keywords : High-order parabolic equations, anisotropic Sobolev spaces, non-cylindrical

domains, Domain decomposition method.
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