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Notations

1. N = {0, 1, 2, . . .} : l’ensemble des nombres entiers naturels.

2. N∗ = {1, 2, . . .} : l’ensemble des nombres entiers naturels non nuls.

3. Z : l’ensemble des nombres entiers rationnels.

4. Q : l’ensemble des nombres rationnels.

5. R : l’ensemble des nombres réels.

6. Sn : le n-ième groupe symétrique.

7. Bn : le n-ième nombre de Bell.

8. A [x] : l’anneau des polynômes à une indéterminée x et à coeffi cients dans
l’anneau A.

9. A [[x]] : l’anneau des séries formelles à une indéterminée x et à coeffi cients dans
l’anneau A.

10. [n] = {1, 2, 3, ..., n} : l’ensemble des n premiers entiers rationnels ≥ 1.

11. |E| : le cardinal de l’ensemble E.
12. deg(P ) : le degré du polynôme P .

13. a|b (où a et b sont deux entiers): a divise b.
14. a - b : a ne divise pas b.

15. p : cette tettre désigne toujours un nombre premier (sauf mention contraire).

16. Zp : l’anneau des nombres p-adiques, où p est un nombre premier quelconque.

17. Z(p) : l’anneau des p-entiers, où p est un nombre premier quelconque. (Un
p-entier étant tout nombre rationnel dont le dénominateur est premier avec
p.)

18. Pour a ∈ Q, b ∈ Q et n ∈ N∗, a ≡ b (modn)⇔ num(a− b) ≡ 0 (modn) .

On a aussi a ≡ b (modn)⇔ a− b ∈ nZ(n).
19. Pour a ∈ Q et b ∈ Q et n ∈ N∗, n ≥ 2, a 6≡ b (modn) signifie que a− b /∈ nZ(n)

et se lit : a est non congru à b (modn).

20. Pour deux entiers n et k tels que 0 ≤ k ≤ n,(
n

k

)
=

n!

k! (n− k)!

5
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21. δi,j : le symbole de Kronecker (valant 1 si i = j et 0 sinon).

22.
∑

i∈∅ = 0 par convention.



Introduction

Les suites des nombres et des polynômes jouent un rôle très important dans plu-
sieurs branches des mathématiques telles que la combinatoire, la théorie des nombres,
la théorie des probabilités, etc.

Parmi les suites les plus connues, citons par exemple les suites des nombres et des
polynômes de Stirling, Lah, dérangement, Fibonacci, Bernoulli, Euler et de Bell.

Cette thèse consiste en une étude sur des congruences concernant les nombres et
les polynômes de Bell et les nombres et polynômes qui leurs sont liés.

L’étude que nous voulons présenter s’inspire des travaux sur le calcul ombral clas-
sique, tels que les travaux de Gertsch et Robert [23] sur des congruences concernant
les nombres de Bell, Rota et Taylor [55] sur le calcul ombral classique, Gessel [24]
sur des applications du calcul ombral classique, Mihoubi et Rahmani [41] sur une
extension des polynômes partiels de Bell, Sun et al. [59] sur des congruences concer-
nant les polynômes de Bell et les polynômes de dérangements et Sun et Wu [58] sur
des propriétés des nombres de Bell sans singletons.

Rappelons que le calcul ombral classique (appelé parfois calcul symbolique) est
une technique utilisée depuis le XIX-ème siècle [9] et est adoptée comme méthode
mathématique puissante par Rota et Taylor [55] qui l’a donné une définition fondée
sur des règles algébriques.

Pour faire une telle étude, on rappelle que le n-ème nombre de Bell Bn est le
nombre de partitions d’un ensemble à n éléments (n ≥ 1) avec la convention B0 = 1.

Ces nombres possèdent de remarquables propriétés arithmétiques qui font l’objet de
nombreux travaux de recherche, dont certains concernant les congruences. En effet,
en1933, Touchard [63] affi rme que pour tout nombre premier p, on a

∀n ≥ 0,Bp+n ≡ Bn + Bn+1 (mod p).

En 2011, Sun et Zagier [60] ont conjecturé que pour tout nombre premier p ≥ 3, on
a :

p−1∑
k=0

Bk
(−8)k

≡ −1853 (mod p) .

7



8

Dans leur tentative de démonstration de cette conjecture, ils ont considéré la suite
de nombres de dérangements (Dn)n≥0 . Il ont prouvé ensuite que pour tout entier
m ≥ 1 et pour tout nombre premier p ne divisant pas m, on ait :

p−1∑
k=1

Bk
(−m)k

≡ (−1)m−1Dm−1 (mod p) .

En 2013, Sun et al. [59] ont généralisé cette congruence en prouvant que pour tout
entier n ≥ 0,m ≥ 1 et pour tout nombre premier p - m, on ait :

xm
p−1∑
k=1

Bn+k (x)

(−m)k
≡ xp

n∑
k=0

{
n

k

}
(−1)m+k−1Dm+k−1 (1− x) (mod pZp [x]) .

Dans notre travail, nous établissons de nouvelles propriétés sur les nombres et les
polynômes de Bell et de nombreuses congruences (en utilisant le calcul ombral) liant
ces polynômes aux nombres et polynômes de dérangements, Lah, r-Lah ainsi qu’aux
polynômes r-dérangement introduits en chapitre 2.

Nous établissons ainsi certains résultats sur les polynômes à racines réelles, en par-
ticulier sur ceux liés aux polynômes partiels de Bell, aux polynômes exponentiels et
au polynôme chromatique d’un graphe.

La thèse est organisée comme suit :

Chapitre 1. Dans le chapitre 1, nous donnons un rappel sur les nombres de Stirling
de première et de deuxième espèce, et nous fournissons les propriétés esssentielles
des suites des nombres et polynômes suivants :

1. La suite des nombres de Bell Bn et les suites de polynômes de Bell Bn (x) ,

Bn,r (x) , Bn (x; rp) .

2. La suite des nombres de dérangements Dn et la suite de polynômes de déran-
gements Dn (x) .

3. Les suites des nombres de Lah L (n, k) , Lr (n, k) .

A la fin de ce chapitre, nous présentons une introduction importante sur le calcul
ombral classique.

Chapitre 2. Dans ce chapitre on établira de nombreuses congruences concernant
certaines suites de polynômes. Nous donnerons d’abord quelques propriétés concer-
nant l’ombre généralisée de Bell Bx permettant d’établir des congruences reliant le
polynôme de dérangement et le polynôme r-Bell. Nous démontrons ensuite certaines
congruences concernant le polynôme r-dérangement Dn, r (x) et nous en déduirons
des congruences pour le polynôme Dn (x) . De plus, des congruences concernant les
polynômes de Lah Ln (x) et r-Lah Ln,r (x) ainsi qu’une généralisation du théorème



9

de Sun et al. [59] et de la congruence de Touchard [63] seront ainsi données. Des
telles résultats de ce chapitre, on cite par exemple :

- Soit f un polynôme à coeffi cients dans Z. Alors pour tout entier s ≥ 1 et tout
nombre premier p on a :

f (Bx)
(
Bps

x −Bx
)
≡
(
xp + xp

2

+ ...+ xp
s
)
f (Bx) (mod pZp [x]) .

- Pour tout entier m ≥ 1, rq ≥ ... ≥ r1 ≥ 0 et tout nombre premier p - m, on a :

xm+rq
p−1∑
k=1

Bn+k (x; rq)

(−m)k

≡ xp
n+|rq−1|∑
k=0

(−1)k+rq+m−1
{
n+ |rq|
k + rq

}
rq

Dk+rq+m−1 (1− x) (mod pZp [x])

et

Bn+ps (x; rq) ≡
(
xp + xp

2

+ · · ·+ xp
s
)
Bn (x; rq) + Bn+1 (x; rq) (mod pZp [x])

où Bn (x; rq) := Bn (x; r1, ..., rq) est le polynôme rq-Bell introduit par Mihoubi et
Maamra [32, 40].

Chapitre 3. Dans ce chapitre, nous étudions la périodicité des polynômes liés à
l’ombre de Bell B, ce qui nous permet de généraliser la congruence connue

Bn+Np ≡ Bn (mod p)

où n ∈ N, p est un nombre premier et Np = pp−1
p−1 .

Nous donnons ensuite une extension de cette congruence.
Les résultats principaux dans ce chapitre sont les suivants :

- Soient p un nombre premier et s ≥ 1 un entier. Alors pour tout polynôme f ∈ Z [x]

on a :
Bp+···+psf (B) ≡ (B+ s)s f (B) (mod p).

- Soient p un nombre premier et r un entier tel que 0 ≤ r ≤ p− 1. Alors pour tout
polynôme f ∈ Z [x] , on a :

(B− 1)rB
1+p+···+pp−r−1f (B) ≡ f (B) (mod p).

En particulier, en posant r = 0, on obtient :

BNpf (B) ≡ f (B) (mod p).

On donne de plus un resultat concernant une congruence de l’ombre généralisée de
Bell Bx.
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Chapitre 4. Dans ce chapitre, les propriétés de la suite de polynômes de Bernoulli
nous permettent de déduire des identités concernant le polynôme de Bell. Nous
donnons quelques exemples sur identités en question ainsi que sur certaines autres
identités concernant le nombre de Bell sans singletons.
Les résultats principaux de ce chapitre sont :

-Pour tout entier naturel n, on a :

d

dx
Bn (Bx + r) = nBn−1,r (x)

où Bn (x) est le n-ème polynôme de Bernoulli défini par sa fonction génératrice
exponentielle donnée par :∑

n≥0
Bn (x)

tn

n!
=

t

exp (t)− 1
exp (xt) .

- Soient r, s deux entiers naturels. Alors, si

n∑
k=0

U (n, k) (x+ r)k =
n∑
k=0

V (n, k) (x+ s)k,

on aura
n∑
k=0

U (n, k)Bk,r (x) =
n∑
k=0

V (n, k)Bk,s (x) ,

où (U (n, k) ; 0 ≤ k ≤ n) , (V (n, k) ; 0 ≤ k ≤ n) sont deux suites connues de nombres
réels, et, Bn,r (x) est le polynôme r-Bell.

Chapitre 5. Ce chapitre est consacré à une étude sur les polynômes à racines
réelles [7].
On montre que pour tout entier naturel r1, ..., rp et pour tout polynôme f ∈ R [x] ,

si le polynôme f (Bx) est à racines réelles, alors le polynôme

(Bx)rp ... (Bx)r1 f (Bx)

est aussi à racines réelles.

Nous donnons ainsi des applications de ce théorème sur polynôme chromatique d’un
graphe, polynômes de partitions liés aux polynômes partiels r-Bell et polynômes
exponentiels. D’autres résultats auxiliaires sont ainsi établis.



Chapitre 1

Suite de polynômes et calcul
ombral

Dans ce chapitre, nous rappelons certaines propriétés concernant les suites de
nombres et de polynômes dont nous avons besoin dans cette thèse comme les nombres
de Stirling, r-Stirling, (r1, . . . , rp)-Stirling, Bell, Lah, r-Lah, dérangement et, enfin,
les polynômes associés. Ensuite, nous présentons un rappel détaillé sur le calcul
ombral classique et avec quelques applications.

1.1 Nombres de Stirling

Il est bien connu que l’ensemble Sn := S([n]) des permutations d’un ensemble
[n] := {1, . . . , n} , c’est-à-dire l’ensemble des bijections de [n] dans lui-même, est un
groupe munit de la loi de composition des applications, appelé, groupe symétrique
de l’ensemble [n] . Il est facile de prouver que si [n] et F sont de même cardinalité,
alors les groupes S([n]) et S(F ) sont isomorphes.
On note dans toute la suite la factorielle croissante 〈x〉n et la factorielle décroissante
(x)n , définies par :

〈x〉n = x (x+ 1) ... (x+ n− 1) , 〈x〉0 = 1,

(x)n = x (x− 1) ... (x− n+ 1) , (x)0 = 1.

Définition 1 Soient n et k deux entiers naturels tels que k ≤ n.

1. Le nombre de Stirling de première espèce non signé, noté
[
n

k

]
, compte le

nombre de permutations de l’ensemble [n] composées exactement de k cycles.

11
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2. Le nombre r-Stirling de première espèce, noté
[
n

k

]
r

, compte le nombre de per-

mutations de l’ensemble [n] composées exactement de k cycles tels que les r
premiers éléments appartiennent à des cycles différents.

3. Le nombre de Stirling de deuxième espèce, noté
{
n

k

}
, compte le nombre de

partitions de l’ensemble [n] en k blocs non vides.

4. Le nombre r-Stirling de deuxième espèce, noté
{
n

k

}
r

, compte le nombre de

partitions de l’ensemble [n] en k blocs non vides tels que les r premiers éléments
appartiennent à des blocs différents.

5. Le nombre rp-Stirling de deuxième espèce, noté
{
n

k

}
rp

, p ≥ 1, compte le

nombre de partitions de l’ensemble [n] en k blocs non vides tels que les élé-
ments de chaque ensemble Ri, i ∈ {1, . . . , p} , soient dans des blocs diffé-
rents, où, rp := (r1, ..., rp) et R1 := [r1] , R2 := [r1 + r2]� [r1] , ..., Rp :=

[r1 + ...+ rp]� [r1 + ...+ rp−1] .

Ces nombres peuvent être ainsi définis par :

(x)n =
n∑
k=0

(−1)n−k
[
n

k

]
xk,

xn =
n∑
k=0

{
n

k

}
(x)k ,

(x)n =
n∑
k=0

(−1)n−k
[
n+ r

k + r

]
r

(x+ r)k ,

(x+ r)n =
n∑
k=0

{
n+ r

k + r

}
r

(x)k ,

(x+ rp)
n (x+ rp)r1 ... (x+ rp)rp−1 =

n+|rp−1|∑
k=0

{
n+ |rp|
k + rp

}
rp

(x)k , où |rp| = r1 + ...+ rp.

On a aussi
∞∑
n=0

[
n

k

]
tn

n!
=

1

k!

(
ln

(
1

1− t

))k
,

∞∑
n=0

{
n

k

}
tn

n!
=

(et − 1)k

k!
,

∞∑
n=0

[
n+ r

k + r

]
r

tn

n!
=

1

k!

(
1

t− 1

)r (
ln

(
1

1− t

))k
,

∞∑
n=0

{
n+ r

k + r

}
r

tn

n!
=

1

k!
ert
(
et − 1

)k
.
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1.2 Nombres et polynômes de Bell

Dans cette section, nous donnons quelques propriétés concernant les nombres et
les polynômes de Bell, r-Bell, rq-Bell et certaines propriétés de la suite des nombres
de Bell sans singletons.

1.2.1 Nombres et polynômes de Bell

Nous commençons par les nombres et polynômes de Bell.

Définition 2 Pour tout entier n ≥ 1, le n-ème nombre de Bell, noté Bn, compte le
nombre de toutes les partitions de l’ensemble [n] avec la convention B0 = 1.

Le nombre Bn est aussi le nombre des relations d’équivalence que l’on peut définir sur
un ensemble à n éléments. Les premières valeurs de Bn sont données par le tableau
suivant :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Bn 1 1 2 5 15 52 203 877 4140

La suite de nombres de Bell (Bn)n≥0 vérifie les relations suivantes :

Propriétés 1 Soit n un entier naturel.

1. La suite de nombres de Bell vérifie la relation de récurrence

Bn+1 =
n∑
k=0

(
n

k

)
Bk.

2. Par définition du nombre de Bell Bn, on a :

Bn =
n∑
k=0

{
n

k

}
. (1.1)

3. Formule de Dobinski [15] : Le nombre Bn est donné explicitement par :

Bn = e−1
∑
k≥0

kn

k!
.

4. La fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres de Bell est donnée
par :

∞∑
n=0

Bn
tn

n!
= ee

t−1.
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Définition 3 Pour tout entier naturel n, le polynôme de Bell Bn (x) est défini par :

Bn (x) =
n∑
k=0

{
n

k

}
xk. (1.2)

Les premiers polynômes de Bell sont :

B0 (x) = 1,

B1 (x) = x,

B2 (x) = x2 + x,

B3 (x) = x3 + 3x2 + x,

B4 (x) = x4 + 6x3 + 7x2 + x.

Propriétés 2 Soit n un entier naturel.

1. D’après (1.1), on obtient :

Bn(1) =
n∑
k=0

{
n

k

}
= Bn.

2. Le polynôme de Bell Bn (x) est un polynôme de Z [x] de degré n et à coeffi cients
entiers positifs et de coeffi cient dominant égal à 1.

3. Pour tout entier n ≥ 1, on a :

Bn (0) = 0

4. La suite (Bn (x))n≥0 vérifie la relation de récurrence suivante

Bn+1 (x) = x
n∑
k=0

(
n

k

)
Bk (x) . (1.3)

5. Formule de Dobinski [36] : le polynôme Bn (x) est donné explicitement par :

Bn (x) = e−x
∑
k≥0

kn
xk

k!
. (1.4)

6. La série génératrice exponentielle de la suite de polynômes (Bn (x))n≥0 est
donnée par :

∞∑
n=0

Bn (x)
tn

n!
= ex(e

t−1). (1.5)

7. La fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire X de loi de Pois-
son P (λ) est donnée par

Mx (t) = E
(
etX
)

= eλ(e
t−1), ce qui implique que E (Xn) = Bn (λ) .
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1.2.2 Nombres et polynômes r-Bell

Dans ce paragraphe, nous rappelons les nombres et les polynômes r- Bell et nous
en présentons quelques propriétés. De manière similaire à la définition des nombres
et polynômes de Bell, Mező [36] a introduit les nombres et polynômes r-Bell de la
façon suivante :

Définition 4 ([36]) Pour tout entier n ≥ 1, on appelle n-ème nombre r-Bell, noté
Bn,r, le nombre de toutes les partitions de l’ensemble [n+ r] telles que les r premiers
éléments appartiennent à des blocs différents, avec la convention B0,r = 1, i.e.

Bn,r =
n∑
k=0

{
n+ r

k + r

}
r

.

Le tableau suivant donne les valeurs des nombres Bn,r pour n, r ∈ {1, 2, 3, 4} :

r�n 0 1 2 3 4

0 1 1 2 5 15

1 1 2 5 15 52

2 1 3 10 37 151

3 1 4 17 77 372

4 1 5 26 141 799

La suite (Bn,r)n≥0 vérifie les relations ci-dessous [36].

Propriétés 3 Soient n et r deux entiers naturels.

1. La suite (Bn,r)n≥0 vérifie la relation de récurrence suivante :

Bn,r =
n∑
k=0

(
n

k

)
rn−kBk.

2. La formule de Dobinski de la suite (Bn,r)n≥0 est donnée par :

Bn,r = e−1
∑
k≥0

(k + r)n

k!
.

3. La fonction génératrice exponentielle de la suite de (Bn,r)n≥0 est donnée par :

∞∑
n=0

Bn,r
tn

n!
= ee

t−1+rt.
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Définition 5 ([36]) Pour tout entier n ≥ 0, la suite de polynômes (Bn,r (x))n≥0 est
définie par

Bn,r (x) =
n∑
k=0

{
n+ r

k + r

}
r

xk (1.6)

Les premiers polynômes r-Bell sont :

B0,r (x) = 1,

B1,r (x) = x+ r,

B2,r (x) = x2 + (2r + 1)x+ r2,

B3,r (x) = x3 + (3r + 3)x2 + (3r2 + 3r + 1)x+ r3,

B4,r (x) = x4 + (4r + 6)x3 + (6r2 + 12r + 7)x2 + (4r3 + 6r2 + 4r + 1)x+ r4.

Propriétés 4 Soient n et r deux entiers naturels.

1. D’après (1.6), on a :

Bn,r (1) =
n∑
k=0

{
n+ r

k + r

}
r

= Bn,r, n ≥ 0.

2. Le polynôme Bn,r (x) admet dans la base {1,B1 (x) , . . . ,Bn (x)} l’expression

Bn,r (x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
rn−kBk (x) .

3. La formule de Dobinski de la suite (Bn,r (x))n≥0 est donnée par :

Bn,r (x) = e−x
∑
k≥0

(k + r)n xk

k!
[36]. (1.7)

4. La fonction génératrice exponentielle de la suite de polynômes (Bn,r (x))n≥0 est
donnée par :

∞∑
n=0

Bn,r (x)
tn

n!
= ex(e

t−1)+rt [13] (1.8)

5. La suite (Bn,r (x))n≥0 vérifie la relation de récurrence

Bn,r (x) = rBn−1,r (x) + x
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
Bk,r (x) , n ≥ 1.

6. La suite (Bn,r (x))n≥0 vérifie la relation :

Bn,r (x) = x
d

dx
Bn−1,r (x) + (x+ r)Bn−1,r (x) .

Pour plus de détails, voir [36].
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1.2.3 Nombres et polynômes rp-Bell

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques propriétés de la suite de polynômes
rp-Bell, notée (Bn (x; rp))n≥0. Cette suite est introduite par Mihoubi et Maamra [40]
et généralise la suite Bn,r (x) .

Définition 6 ([40]) Pour tout entier n ≥ 0, la suite de polynômes (Bn (x; rp))n≥0
est définie par

Bn (x; rp) :=

n+|rp−1|∑
k=0

{
n+ |rp|
k + rp

}
rp

xk. (1.9)

Maamra et Mihoubi [32] ont utilisé les notations Pt (x; rp) , ak (rp−1) , où

Pt (x; rp) = (x+ rp)
t (x+ rp)r1 ... (x+ rp)rp−1 , t ∈ R, (1.10)

ak (rp−1) = (−1)|rp−1|−k
∑
|jp−1|=k

[
r1
j1

]
...

[
rp−1
jp−1

]
, |jp−1| = j1 + ...+ jp−1,

et d’après l’identité

(u)r =
r∑
j=0

(−1)r−j
[
r

j

]
uj,

nous pouvons écrire
|rp−1|∑
k=0

ak (rp−1)u
k = (u)r1 ... (u)rp−1 . (1.11)

Les propositions suivantes donnent quelques relations utiles.

Proposition 1 ([32]) Soit |rp| = r1 + · · · + rp. Alors, pour tout entier naturel n,
on a {

n+ |rp|
k + rp

}
rp

=

|rp−1|∑
j=0

{
n+ j + rp
k + rp

}
rp

aj (rp−1) ,

{
n+ |rp|
k + rp

}
rp

=
1

k!

k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)k−j Pn (j; rp) ,

Pn (x; rp) =

n+|rp−1|∑
k=0

{
n+ |rp|
k + rp

}
rp

(x)k . (1.12)

Proposition 2 ([40]) Soit ei le i-ème vecteur de la base canonique de l’espace Rp.
Alors, les nombres rp-Stirling de deuxième espèce satisfont la relation de récurrence :{

n

k

}
rp

= k

{
n− 1

k

}
rp

+

{
n− 1

k − 1

}
rp

, n > |rp| , r1, . . . , rp ≥ 0,



18

et pour tout i ∈ {1, . . . , p} , ils satisfont de plus la relation de récurrence :{
n

k

}
rp

=

{
n

k

}
rp−ei

+ (ri − 1)

{
n− 1

k

}
rp−ei

, n ≥ |rp| , r1, . . . , rp ≥ 1.

Proposition 3 ([40]) Soit rp,α = (r1, · · · , rα−1, rα+1, · · · , rp) ; 1 ≤ α ≤ p. Alors,
pour tout α ∈ {1, . . . , p} , les nombres rp-Stirling de deuxième espèce satisfont la
relation de récurrence :{

n

k

}
rp

=
1

(k − rα)!

rα∑
j=0

(
rα
j

){
n− rα
k − j

}
rp,α

(k − j)!.

Théorème 4 ([32]) Pour tout entier naturel n, on a :

1. Pour r1 ≤ ... ≤ rp, on a :

Bn (x; rp) = exp (−x)
∑
k≥0

Pn (k; rp)
xk

k!
.

Cette identité est une version généralisée de la formule de Dobinski.

2. Le polynôme Bn (x; rp) peut s’écrire comme combinaison linéaire des polynômes
r-Bell comme suit :

Bn (x; rp) =

|rp−1|∑
k=0

ak (rp−1)Bn+k (x; rp) .

Ici, Bn (x; r) = Bn,r (x) est le n-ème polynôme r-Bell.

3. Les racines du polynôme Bn (x; rp) sont réelles et non-positives.

1.2.4 Nombres de Bell sans singletons

Dans ce paragraphe, nous donnons certains propriétés concernant la suite de nombres
de Bell sans singletons, notée (Vn)n≥0

Définition 7 ([34]) Un singleton d’une partition d’un ensemble de cardinal n est
un bloc contenant un seul élément. Le nombre de partitions sans singletons (Bell
sans singletons) est noté Vn, avec V0 = 1.

Théorème 5 ([58]) La fonction génératrice exponentielle de Vn est donnée par :
∞∑
n=0

Vn
xn

n!
= ee

x−x−1.
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Le nombre Vn vérifie la relation suivante [58]

Bn =

n∑
j=0

(
n

j

)
Vj et Vn =

n∑
j=0

(−1)n−j
(
n

j

)
Bj. (1.13)

Définition 8 ([58]) Le nombre de partitions de l’ensemble [n+ 1] tel que le plus
grand singleton est k + 1 est noté par Vn,k.

Théorème 6 ([58]) La fonction génératrice exponentielle double de Vn+k,k est don-
née par

V (x, y) =
∑
n,k≥0

Vn+k,k
xn

n!

yk

k!
= ee

x+y−x−1.

La formule de Dobinski de la suite (Vn,k)n≥0 donnée dans le théorème suivant :

Théorème 7 ([58]) Soit n, k ≥ 0 deux entiers naturels. Alors

Vn,k =
1

e

∑
m≥0

mk (m− 1)n

m!
.

Le nombre Vn,k vérifie les relations données par le théorème suivant :

Théorème 8 ([58]) Soit n, m, k ≥ 0 trois entiers. Alors

Vn+m,m =
n∑
j=0

(−1)n−j
(
n

j

)
Bm+j, (1.14)

Vn+m+k,m+k =

m∑
j=0

(
m

j

)
Vn+k+j,k.

En particulier, pour n = 0 dans la première identité, on obtient :

Vm,m = Bm.

Un théorème établi par Sun et Wu [58] s’énonce ainsi :

Théorème 9 ([58]) Soient n, k ≥ 0 deux entiers et p un nombre premier. Alors

Vn+Np+k,k ≡ Vn+k,k (mod p) ,

Vn+Np+k,Np+k ≡ Vn+k,k (mod p) ,

où Np = pp−1
p−1 .
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1.3 Nombres et polynômes de dérangement

Pour n ≥ 1, on convient souvent de définir un élément σ ∈ Sn par :

σ =

(
1 2 . . . i . . . n

σ (1) σ (2) . . . σ (i) . . . σ (n)

)
.

Définition 9 On appelle point fixe de σ ∈ Sn tout entier k ∈ [n] tel que σ(k) = k

et on appelle dérangement toute permutation σ ∈ Sn sans points fixes. On désigne
par Dn le nombre de dérangements de l’ensemble [n] .

On a D0 = 1 et pour tout entier n, on a

Dn =

n∑
k=0

[
n

k

]2↑
, (1.15)

où
[
n

k

]2↑
:=

[
n

k

]2↑
0

est le 2-associé nombre de Stirling de première espèce, qui compte

le nombre de permutations de l’ensemble [n] composées exactement de k cycles de
longueur au moins 2 [41]. On a

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Dn 1 0 1 2 9 44 265 1854 14833
.

La suite (Dn)n≥0 satisfait les relations et les identités données par le théorème sui-
vant :

Théorème 10 ([51]) Soient n ≥ 0 un entier et p un nombre premier.

1. Relations de recurrence :

Dn+1 = (n+ 1)Dn + (−1)n+1,

Dn+2 = (n+ 1)(Dn+1 +Dn),

n! =
n∑
k=0

(
n

k

)
Dn−k, .

2. Expression explicite :

Dn = n!
n∑
k=0

(−1)k

k!
.

3. Congruence modulo p :

Dn+p ≡ −Dn (mod p)
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4. Pour n1 et n2 entiers naturels on a

n1 ≡ n2 (mod p)⇒ (−1)n1Dn1 ≡ (−1)n2Dn2 (mod p) .

5. La fonction génératrice exponentielle de la suite (Dn)n≥0 est donnée par :

∞∑
n=0

Dn
tn

n!
=

e−t

1− t .

6. Le nombre Dn exprimé par l’opérateur de différence ∆ vérifie :

Dn = (E − I)n 0! = ∆n0!,

où E et I sont respectivement l’opérateur de translation et l’opérateur iden-
tique.

Définition 10 ([59]) Pour tout entier n ≥ 0, le polynôme de dérangement Dn (x)

est défini par

Dn (x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
k! (x− 1)n−k . (1.16)

Les premiers polynômes de dérangement sont

D0 (x) = 1,

D1 (x) = x,

D2 (x) = x2 + 1,

D3 (x) = x3 + 3x+ 2,

D4 (x) = x4 + 6x2 + 8x+ 9.

Nous donnons ci-dessous quelques propriétés concernant la suite de polynômes (Dn (x))n≥0.

Propriétés 5 Soit n un entier naturel.

1. Le polynôme de dérangement peut être donné sous formes explicites par :

Dn (x) = n!

n∑
k=0

(x− 1)k

k!
.

Dn (x) =

n∑
k=0

Dn,kx
k,

où, Dn,k est le nombre de toutes les permutations ayant exactement k points
fixes et satisfait à [51] :

Dn,k =

(
n

k

)
Dn−k avec Dn,0 = Dn .
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2. On a aussi la notation symbolique introduite par Riordan [51] Dn = Dn, ce qui
nous permet d’écrire

Dn (x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
Dn−kxk = (D + x)n .

3. On a ainsi

D(i)

n (x) =
di

dxi
Dn (x) =

n!

(n− i)!Dn−i (x) ,

Dn (x) =
n∑
i=0

D(i)

n (a)

i!
(x− a)i =

n∑
i=0

(
n

i

)
Dn−i (a) (x− a)i .

4. La fonction génératrice exponentielle de la suite de polynômes (Dn (x)) est
donnée par :

∞∑
n=0

Dn (x)
tn

n!
=

e−t

1− te
xt.

5. Pour tout entier n ≥ 0, Dn (0) = Dn.

1.4 Nombres de Lah

Dans cette section nous rappelons les définitions et quelques propriétés des nombres
et des polynômes de Lah et r-Lah.

1.4.1 Nombres de Lah

Définition 11 Le nombre de Lah non signés L (n, k) compte le nombre des parti-
tions d’un ensemble de cardinal n en k listes. Ces nombres peuvent être définis ainsi
par :

〈x〉n =
n∑
k=1

L (n, k) (x)k et (x)n =
n∑
k=1

(−1)n−k L (n, k) 〈x〉k .

Proposition 11 ([17]) Soit n un entier naturel. Une relation qui relie la n-ème
dérivée de e

1
x et L (n, k) est donnée par :

dn

dxn

(
e
1
x

)
= (−1)n e

1
x

n∑
k=0

L (n, k)x−n−k.

Propriétés 6 Soit n un entier naturel.
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1. On a l’expression explicite

L (n, k) =

(
n− 1

k − 1

)
n!

k!
, n ≥ k ≥ 1,

L (0, 0) = 1, L (n, 0) = 0 et L (n, k) = 0 pour k > n,

L (n, k) =
∑
j

[
n

j

]{
j

k

}
.

2. On a la relation de récurrence

L (n, k) = L (n− 1, k − 1) + (n− 1 + k)L (n− 1, k) , n ≥ k ≥ 1. (1.17)

3. La fonction génératrice exponentielle de la suite (L (n, k))n≥k est donnée par :∑
n≥k

L (n, k)
xn

n!
=

1

k!

(
x

1− x

)k
.

Les premiers nombres de Lah sont

n�k 1 2 3 4 5 6

1 1

2 2 1

3 6 6 1

4 24 36 12 1

5 120 240 120 20 1

6 720 1800 1200 300 30 1

.

1.4.2 Nombres r-Lah

Définition 12 ([46]) Le nombre r-Lah Lr (n, k) compte le nombre de partitions
d’un ensemble de cardinal n + r en k + r listes telles que les r premiers éléments
appartiennent à des listes différentes.

On a les cas particuliers suivants:

L0 (0, 0) = 1,

L0 (n, k) = L (n, k) ,

L1 (n, k) = L (n+ 1, k + 1) ,

Lr (n, 0) = 〈2r〉n ,
Lr (n, 1) = 〈2r + 1〉n − 〈2r〉n , n ≥ 1,

Lr (n, n− 1) = n (n− 1) + 2nr, n ≥ 1,

Lr (n, n) = 1.
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Proposition 12 ([42]) Soit n et r deux entiers naturels. Une relation qui relie la
n-ème dérivée de 1

x2r
e
1
x et Lr (n, k) est donnée par :

Dn

(
1

x2r
exp

(
1

x

))
=

(−1)n

xn+2r
exp

(
1

x

) n∑
k=0

Lr (n+ r, k + r)
1

xk
,

Dans [3, 46], nous trouvons plusieurs relations concernant les nombres r-Lah, dont
nous citons quelques unes données par le théorème suivant :

Théorème 13 ([3, 46]) Soient n, k, r des entiers naturels.

1. Pour tout k tel que 1 ≤ k ≤ n on a

Lr (n+ 1, k) = Lr (n, k − 1) + (n+ k + 2r)Lr (n, k) .

2. On a

〈x+ 2r〉n =
n∑
k=0

Lr (n, k) (x)k ,

(x− 2r)n =
n∑
k=0

(−1)n−k Lr (n, k) 〈x〉k .

3. Pour 0 ≤ k ≤ n et (k, r) 6= (0, 0), on a

Lr (n, k) =
n!

k!

(
n+ 2r − 1

k + 2r − 1

)
. (1.18)

4. La fonction génératrice exponentielle de la suite (Lr (n, k))n≥k est donnée par∑
n≥k

Lr (n, k)
xn

n!
=
xk

k!
(1− x)−k−2r .

1.5 Calcul ombral classique

Durant l’année 1978 Rota et Roman [53] ont donné un sens algébrique au calcul
ombral. En 1994, Rota et Taylor [55] ont, dans leur article intitulé "The classical
umbral calculus", traduit la langue de l’Algèbre au calcul ombral. Ils ont donné une
représentation simple du calcul ombral comme l’ont voulu les premiers fondateurs
avec des règles et des conditions algébriques. Aussi, Gessel [24] en donne des exemples
importants et pratiques. Dans ce paragraphe, nous rappelons la définition du calcul
ombral classique comme il est présenté et expliqué dans [18, 19, 20, 21, 24, 55] et
donnons quelques exemples illustratifs.
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Définition 13 ([55]) Le calcul ombral est défini par les données suivantes :
(1 ) un ensemble A = {α1, α2, ...} appelé l’alphabet dont les éléments sont appelés
lettres ou ombres ;
(2 ) un anneau commutatif, intègre et unitaire D (appelé parfois domaine d’intégrité)
de caractéristique zéro ;
(3 ) une fonction linéaire appelée évaluation notée eval, définie sur l’anneau des
polynômes D [A] et prenant ses valeurs dans D.

La fonction eval vérifie les conditions suivantes :

• eval 1 = 1, où 1 est l’identité de D;

• eval
(
αi11 α

i2
2 ...α

in
n

)
= eval

(
αi11
)

eval
(
αi22
)
... eval (αinn ) où α1, α2, ..., αn sont des

ombres distinctes et i1, i2, ..., in des entiers non-négatifs ;

• il existe un élément distingué ε ∈ A, (appelé augmentation) [53] qui vérifie pour
tout entier naturel n,

eval (εn) = δn,0

où δi,j est le symbole de Kronecker valant 1 si i = j et 0 sinon.

Un élément p de l’anneau des polynômes D [A] est appelé polynôme ombral. On dit
que la suite (ai)i≥0 représente l’ombre α si eval (αi) = ai pour tout entier i ≥ 0. Si
la suite (ai) représente l’ombre α, on a nécessairement a0 = 1.

Rota et Taylor [55] ont défini sur l’ensemble D [A] par les deux relations suivantes :
1)- Pour tous polynômes p, q ∈ D [A] , on dit que p et q sont ombralement équivalents
si eval (p) = eval (q) , et on écrit alors p ' q. Par exemple [55], si la suite (an)

représente l’ombre α, on a pour tout entier n ≥ 0, αn ' an, d’où

(α + 1)n '
n∑
i=0

(
n

i

)
ai.

2)- Deux polynômes quelcoques p et q sont dits échangeables si pour tout entier
n ≥ 0, on a

eval (pn) = eval (qn) ,

dans ce cas, on écrit p ≡ q.

On dit que α est l’inverse de β (respectivement β est l’inverse de α) si α + β ≡ ε.

Remarque 1 ([55]) 1. L’inverse de l’ombre α n’est pas unique, mais deux in-
verses quelconques d’une ombre α sont échangeables.

2. L’élément ε joue un rôle similaire à celui de 0 car pour tout polynôme p ∈
D [A] , on a ε+ p ≡ p et ε.p ≡ ε.

3. Les polynômes p ∈ D [A] par rapport aux relations d’équivalence ombral et
de l’échangeabilité ombral ne sont pas invariants par substitution de variables
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échangeables. Par exemple, si la suite (an) représente les deux ombres échan-
geables α et β, on a

(α + α)3 = 8α3 ' 8a3,

mais

(α + β)3 = α3 + 3α2β + 3αβ2 + β3

' a3 + 3a2a1 + 3a1a2 + a3

= 2a3 + 6a1a2.

Nous donnons ainsi une autre définition, introduite par Rota et Taylor [55] appelée
"Saturated umbral calculus". Un problème posé par Rota et Taylor qui dit comment
on écrit une somme de la forme α1 + · · ·+ αn où s = {α1, . . . , αn} est un ensemble
quelconque à n ombres distinctes (tels que chaque élément de l’ensemble s est échan-
geable avec l’ombre α donné) sous la forme d’un entier n multiplié par l’ombre α.
Rota et Taylor ont montré que l’élément nα ∈ D [A] n’est pas échangeable avec
α1 + · · ·+ αn, qui est ulistré par l’exemple suivant :

Exemple 1 ([55]) Si la suite (ak)k≥0 représente l’ombre α et n = 2, on aura d’une
part :

eval
(

(2α)k
)

= 2kak

et d’autre part, on aura :

eval
(

(α1 + α2)
k
)

=
k∑
i=0

(
k

i

)
eval

(
αi1α

k−i
2

)
=

k∑
i=0

(
k

i

)
eval

(
αi1
)

eval
(
αk−i2

)
'

∑
i≥0

(
k

i

)
aiak−i.

Ce qui montre que α1+α2 est équivalente à 2α, mais généralement 2α n’est ni égale,
ni échangeable avec α1+α2. Rota et Taylor [55] ont noté la multiplication de l’ombre
α par un entier par le symbole n ·α appelé ombre auxiliaire qui est échangeable avec
la somme α1 + · · · + αn, de même −n · α est échangeable avec β1 + · · · + βn, où,
t = {β1, . . . , βn} est un ensemble quelconque à n ombres distinctes, tels que chaque
élément de l’ensemble t est échangeable avec l’ombre β, où α, β sont inverses l’une
de l’autre.

Définition 14 ([55]) Un calcul ombral saturé (Saturated umbral calculus) avec l’al-
phabet de base A est un calcul ombral sur l’alphabet A∪B, où les ombres de l’alphabet
B (ombre auxiliaire) sont désignés par n · p, où p ∈ D [A] et n est un entier positif.
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De plus, un calcul ombral saturé satisfait aux conditions suivantes [55] :

1. Pour tout polynôme ombral q ∈ D [A ∪ B] , il existe un ensemble infini d’ombres
α ∈ A échangeables avec q.

2. Pour toute ombre α ∈ A et pour tout entier naturel n, l’ombre n · α dans
B est échangeable avec α1 + · · · + αn, où s = {α1, . . . , αn} est un ensemble
quelconque à n ombres distinctes de A, tels que chaque élément de l’ensemble
s est échangeable avec l’ombre α.

3. Pour toute ombre α ∈ A et pour tout entier naturel n, l’ombre −n · α dans
B est échangeable avec β1 + · · · + βn, où, t = {β1, . . . , βn} est un ensemble
quelconque à n ombres distinctes de A, tel que chaque élément de l’ensemble
t est un inverse de α.

4. Pour toute ombre α ∈ A, l’ombre 0 · α est échangeable avec l’augmentation ε.
5. Pour tout polynôme ombral p de D [A] , pour tout entier n et pour toute ombre
α ∈ A échangeable avec p, l’ombre n ·p ∈ B est échangeable avec l’ombre n ·α.

Rota et Taylor [55] ont démontré les propriétés suivantes :

Proposition 14 ([55]) Soient α1, α2 deux ombres distinctes (échangeables avec
une ombre α) et n,m deux entiers. On a alors :

(n+m) · α ≡ n · α1 +m · α2,
si n · α ≡ n · β pour tout entier n 6= 0, alors α ≡ β,

si c ∈ D, alors n · (cα) ≡ c (n · α) ,

si c ∈ D, alors n · (c) ≡ nc.

Proposition 15 ([55]) Soient α et β deux ombres telles que α + β ≡ ε, p un
polynôme à une seule variable à coeffi cients dans D et n ∈ Z, on a :

−βp (α + β) ' αp (α + β) ,

(n · β) p (n · α + n · β) ' n (βp (α + β)) .

Gessel dans son article intitulé "Applications of the classical umbral calculus" [24] a
utilisé le calcul ombral avec quelques modifications. Il a remplacé le symbole D par
R,et il a travaillé dans l’anneau des polynômes à une seule variable a, notée R [a]

(R est souvent un anneau de polynômes ou un anneau de séries formelles contenant
les rationnels) et la variable a est appelée ombre. Par convection, il écrit an = an
au lieu de eval (an) = an. Il y a une différence entre l’approche de Gessel et celle de
Rota et Taylor qui exige que eval (1) = 1, tandis que Gessel a donné des exemples
où eval (1) = 0.
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Dans le cas an = an et bn = bn (a et b sont deux ombres distinctes) nous parlons
ici de deux fonctions linéaires différentes eval1 : R [a] → R et eval2 : R [b] → R,

telles que eval1 (an) = an et eval2 (bn) = bn, ce qui signifie que eval (ambn) est
déterminé par une fonction linéaire complètement différente définie surR [a, b] ,mais,
traditionnellement, on prend eval3 (ambn) = eval1 (am) eval2 (bn) [24].
Soient f (u) ∈ R [[u]] une série formelle en l’indéterminée u et l’ombre a, Gessel
affi rme que eval (f (a)) n’a pas toujours de sens. Pour cela il a défini, parmi les
séries formelles, des séries formelles dites "admissibles". Soit R l’anneau des séries
formelles en plusieurs variables x1, x2, . . . on a la définition suivante :

Définition 15 ([24]) Une série formelle f (u) ∈ R [[u]] est dite admissible si pour
chaque monôme xi11 · · ·xinn dans R, le coeffi cient de xi11 · · ·xinn dans f (u) est un po-
lynôme à une variable u.

Si f (u) =
∑

i fiu
i est admissible, on a eval (f (a)) =

∑
i fi eval (ai) .

Des notations et définitions complémentaires données dans [19, 20, 21] sont comme
suit :

1. La fonction linéaire eval, notée E, et le domaine d’intégrité D, noté R.
2. L’élément u qui vérifie E (un) = 1 pour tout entier n ≥ 0, est appelé ombre
unité [21].

3. Pour tout entier n ≥ 0, la somme disjointe αuβ et la différence disjointe α
·
−β

de deux ombres distinctes α, β [20] sont définies par :

(αu β)k '
{

u si k = 0

αk + βk si k ≥ 1
,
(
α
·
− β

)k
'
{

u si k = 0

αk − βk si k ≥ 1.

4. Si s = {α1, . . . , αn} est un ensemble de n ombres distinctes et échangeables
avec l’ombre α, on a n · α ≡ α1 + · · ·+ αn et 0 · α ≡ ε.

5. Le produit de α1 · · ·αn, noté α·n, est défini par

α·n ≡ α1 · · ·αn et α·0 ≡ u.

6. Dans [21] E
[
(n · α)k

]
est donné par

E
[
(n · α)k

]
=

k∑
i=1

(n)iBk,i (a1, a2, ..., ak−i+1) , k ≥ 1,

où, Bk,i (a1, a2, ..., ak−i+1) est le (k, i)-ème polynôme partiel de Bell et aj =

E [αj] pour j = 1, ..., k − i+ 1, voir [4, 15, 38].



29

1.5.1 Nombres de Bernoulli et calcul ombral

Par l’utilisation du calcul ombral, Rota et Taylor [55] ont donné des applications
sur les nombres de Bernoulli. L’ombre β est dite ombre de Bernoulli si pour tout
polynôme p (x) , on a [55] :

∆p (β) := p (β + 1)− p (β) ' p′ (ε) . (1.19)

Ici, ∆ est l’opérateur de différence, défini par

∆f (x) = f (x+ 1)− f (x) ,

et p′ (x) est le polynôme dérivé de p (x) . Si p (x) = xn, nous trouvons (β + 1)n ' βn,

n > 1 et β0 ' 1. L’ombre β représente l’unique suite de nombres de Bernoulli (Bn) .

On a alors

(β + 1)n =
n∑
i=0

(
n

i

)
βi ' βn,

ce qui entraîne que pour n > 1

n∑
i=0

(
n

i

)
Bi = Bn.

Soit f (x, β) une série formelle d’une variable x. La relation (1.19) généraliser de la
façon suivante [55] :

∆f (x, β) = f (x, β + 1)− f (x, β) ' f ′ (x, ε) . (1.20)

où la dérivée est prise par rapport à la deuxième variable [55]. Dans le cas où

f (x, β) = eβx,

l’application de la relation (1.20) donne

ex(β+1) − exβ = exβ (ex − 1) ' xexε ' x,

d’où
exβ ' x

ex − 1
.

Par conséquent, la fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres de
Bernoulli est

∞∑
n=0

Bn
xn

n!
=

x

ex − 1
.

Rota et Taylor [55] ont prouvé que l’ombre de Bernoulli vérifie β + 1 ≡ −β, et
βn ' (β + 1)n ' (−1)n βn, pour n > 1. Ils ont conclu ensuite que B2n+1 = 0



30

pour n ≥ 1. Ils ont introduit de plus l’ombre concernant les nombres de Nörlund
en définissant le k-ème nombre de Nörlund d’ordre n par B(n)k ' (n · β)k [55]. Par
conséquent, toute ombre échangeable avec n · β pour certains entiers n est appelée
ombre de Nörlund. Pour n = 1 on obtient B(1)k ' (β)k ' Bk. À l’aide du calcul
ombral, plusieurs relations concernant les nombres de Bernoulli et les nombres de
Nörlund ont été démontrées par Rota et Taylor, voir [55].

1.5.2 Polynômes de Charlier et calcul ombral

Gessel [24] a donné plusieurs applications du calcul ombral dont une sur les poly-
nômes de Charlier définis par

cn (x; a) =
n∑
k=0

(
n

k

)
〈−x〉k a−k

et a défini la version normalisée de ces polynômes par

Cn (u, α) = uncn (−α;u) =
n∑
i=0

(
n

i

)
〈α〉i un−i.

Soit A l’ombre définie par An = 〈α〉n , alors Cn (u, α) = (A+ u)n . Comme

eAx =
∞∑
n=0

An
xn

n!
=
∞∑
n=0

〈α〉n
xn

n!
= (1− x)−α ,

on obtient
∞∑
n=0

Cn (u, α)
xn

n!
= e(A+u)x = euxeAx =

eux

(1− x)α
.

Il a prouvé ensuite que la fonction génératrice bilinéaire pour les polynômes de
Charlier est donnée par

∞∑
n=0

Cn (u, α)Cn (v, β)
xn

n!
= euvx

∞∑
k=0

〈α〉k 〈β〉k
(1− vx)k+α (1− ux)k+β

xk

k!
.

Enfin, il conclut pour les nombres de dérangements que
∞∑
n=0

D2n
xn

n!
= ex

∞∑
k=0

(2k)!

(1 + 2x)2k+1
xk

k!
,

∞∑
n=0

D2
n

xn

n!
= ex

∞∑
k=0

k!

(1 + x)2k+2
xk.

Rappelons que pour l’ombre α tel que αn = an, la fonction génératrice exponentielle
de la suite (an) est donnée par

f (x) =
∞∑
n=0

an
xn

n!
=
∞∑
n=0

αn
xn

n!
= eαx,
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où f (x) désigne f (x, α) .

Aussi, dans les références [24, 67], on trouve, par l’utilisation du calcul ombral, des
études concernant les polynômes de Hermite, de Bell (appelé parfois polynôme de
Touchard), de Carlitz et de Zeilberger’s Hermite. Gessel [24] a donné des relations
concernant les nombres de Bernoulli et des généralisations pour l’identité de Kaneko,
de plus, il a utilisé le calcul ombral pour montrer plusieurs résultats concernant des
suites satisfaisant la congruence de Kummer. Une suite d’entiers (un) satisfait la
congruence de Kummer si elle vérifie pour tout nombre premier p et pour tout
entier n ≥ 0 et j ≥ n, la congruence

n∑
i=0

(−1)n−i
(
n

i

)
ui(p−1)+j ≡ 0 (mod pn) . (1.21)

Si u désigne une ombre pour un (i.e. un = un) et j = n + k la congruence (1.21)
pourra âtre mise sous la forme :

(up − u)n uk ≡ 0 (mod pn) , n, k ≥ 0.

1.5.3 Nombres de Bell et calcul ombral

Pour toute indéterminée B, on a [54] :

Bn =
∑
π

(B)N(π) , (1.22)

où π est une partition d’un ensemble à n éléments et où N (π) est le nombre de
blocs distincts dans π. Soit R [B] le R-espace vectoriel des polynômes à coeffi cients
dans R en l’indéterminée B. Dans le cas particulier où la suite de polynômes

(B)0 = 1, (B)1 , (B)2 , ..., (B)n , (1.23)

est une base de R [B] , il existe une unique fonction linéaire eval1 définie sur R [B]

(eval1 : R [B]→ R), telle que eval1 (1) = 1, et eval1 ((B)k) = 1, pour k = 1, 2, ..., n. Si
nous appliquons la fonction eval1 sur les deux côtés de l’égalité (1.22) nous obtenons

eval1 (Bn) = eval1

(∑
π

(B)N(π)

)
=
∑
π

eval1 (B)N(π) =
∑
π

1,

et comme
∑
π

1 est le nombre de toutes les partitions d’un ensemble à n éléments, on

a donc
eval1 (Bn) = Bn.

Alors, comme résultat, on peut dire que l’ombre de Bell B est définie par

Bn = Bn, pour n ≥ 1 et B0 = 1.
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Avec le calcul ombral, Rota, dans son article [54], a démontré plusieurs propriétés
concernant les nombres de Bell, telle la relation de récurrence

Bn+1 =
n∑
k=0

(
n

k

)
Bk.

En effet, on sait que (B)n+1 = B (B− 1)n , mais eval1
(
(B)n+1

)
= eval1 ((B)n) = 1,

ce qui donne
eval1 (B (B− 1)n) = eval1 ((B)n) .

Comme la famille {(B)k , k ≥ 0} est une base de R [B] , par linéarité de la fonction
eval1, on déduit que pour tout polynôme p, on a

eval1 (Bp (B− 1)) = eval1 (p (B)) .

Si nous choisissons p = (B+ 1)n , nous obtenons

eval1B
n+1 = eval1 (B+1)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
eval1B

k,

ce qui montre que

Bn+1 =
n∑
k=0

(
n

k

)
Bk.

Ci-dessous, nous donnons quelques exemples concernant les nombres de Bell.

Exemple 2 En utilisant le calcul ombral pour démontrer la congruence de Tou-
chard, pour tout entier n ≥ 0 et pour tout nombre premier p, on a

Bn+p ≡ Bn+1 + Bn mod p. (1.24)

En effet, pour tout polynôme f et tout entier n, on a [24] :

(B)n f (B) = f (B+ n) ,

où B est l’ombre de Bell. Dans le cas f (x) = xm et n = p il vient

(B)pB
m = (B+ p)m . (1.25)

On sait d’après la congruence de Lagrange que

(x)p ≡ xp − x (mod p) ,

si nous remplaçons x par B, nous trouvons

(B)p ≡ Bp −B (mod p) , (1.26)
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ce qui nous permet d’écrire

Bn+p − Bn+1 = Bn+p −Bn+1

= (Bp −B)Bn

≡ (B)pB
n

= (B+ p)n

≡ Bn

= Bn (mod p) .

Exemple 3 Avec la même méthode, nous démontrons la congruence de Touchard
pour les nombres r-Bell. Pour tous les entiers naturels n, r et tout nombre premier
p, on a :

Bn+p,r ≡ Bn+1,r + Bn,r (mod p) [37]. (1.27)

De l’identité (1.25), on a :

(B)n (B+ r)m = (B+ r + n)m ,

et u fait que

Bn,r =
n∑
k=0

(
n

k

)
rn−kBk =

n∑
k=0

(
n

k

)
rn−kBk = (B+ r)n ,

il s’ensuit que

Bn+p,r − Bn+1,r = (B+ r)n+p − (B+ r)n+1

= [(B+ r)p − (B+ r)] (B+ r)n

≡ (B+ r)p (B+ r)n

=

n∑
k=0

(
p

k

)
(r)p−k (B)k (B+ r)n

≡ (r)p (B)0 (B+ r)n + (r)0 (B)p (B+ r)n

≡ (B)p (B+ r)n

= (B+ r + p)n

≡ (B+ r)n

= Bn,r (mod p) .

Exemple 4 Les nombres Vn, Vn,k [58] peuvent être exprimer ombralement comme
ci-dessous :

Vn = (B− 1)n , Vn,k = Bk (B− 1)n−k . (1.28)
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En effet, on a

Vn =

∞∑
j=0

(−1)n−j
(
n

j

)
Bj

=
n∑
j=0

(−1)n−j
(
n

j

)
Bj = (B− 1)n ,

Vn,k =

n−k∑
j=0

(−1)n−k−j
(
n− k
j

)
Bk+j

= Bk

n−k∑
j=0

(−1)n−k−j
(
n− k
j

)
Bj

= Bk (B− 1)n−k .

1.5.4 Polynômes de Bell et calcul ombral

De la même manière que pour la définition de l’ombre de Bell B, nous définissons
l’ombre généralisée de Bell noté Bx. On a

(Bx)N(π) = Bx (Bx−1) ... (Bx −N (π) + 1) ,

où π est une partition quelconque d’un ensemble de cardinal n et où N (π) est le
nombre de blocs de π où 1 ≤ N (π) ≤ n. On sait que le nombre de partitions avec

exactement N (π) = k blocs est le nombre de Stirling de deuxième espèce
{
n

k

}
.

Soit R [Bx] le R espace vectoriel des polynômes en l’indéterminée Bx. La famille
des suites de polynômes {(Bx)k , k ≥ 0} est une base de R [Bx] , alors il existe une
unique fonction linéaire eval2 définie sur R [Bx] (eval2 : R [Bx] → R), telle que
eval2 (1) = 1, eval2 ((Bx)k) = xk, k = 1, 2, 3, . . . , où x est un nombre réel (fixé)
quelconque. Par l’identité (1.22), on a pour toute indéterminée Bx :∑

π

(Bx)N(π) = Bn
x, (1.29)

et par l’application de la fonction eval2 sur les deux côtés de l’égalité (1.29), on
trouve

eval2 (Bn
x) = eval2

[∑
π

(Bx)N(π)

]
=

∑
π

xN(π)

=
n∑
k=0

{
n

k

}
xk

= Bn (x) ,
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ce qui montre que l’ombre généralisée de Bell Bx est donnée par

Bn
x = Bn (x) , pour n ≥ 1 et B0x = 1.

Exemple 5 (Congruence de Touchard) Pour tout entier n ≥ 0 et tout nombre
premier p, on a

Bn+p (x)− Bn+1 (x) ≡ xpBn (x) (mod pZp [x]) . (1.30)

En effet, en utilisant les relations ci-dessous [59]

Bp
x −Bx ≡ (Bx)p (mod pZp [x]) , (1.31)

(Bx)mB
n
x = xm (Bx +m)n . (1.32)

on obtient

Bn+p (x)− Bn+1 (x) = Bn+p
x −Bn

x

= (Bp
x −Bx)Bn

x

≡ (Bx)pB
n
x

= xp (Bn
x + p)n

≡ xpBn
x

= xpBn (x) (mod pZp [x]) .

1.5.5 Polynômes de Bell et polynômes de dérangement

Un théorème établi par Sun et Zagier [60] est que, pour tout entier m ≥ 1 et tout
nombre premier p ne divisant pas m, on ait :

p−1∑
k=1

Bk
(−m)k

≡ (−1)m−1Dm−1 (mod p) .

Une extension du théorème précédent, un autre théorème établi par Sun et Zagier
[60] qui relie les deux polynômes Bn (x) et Dn (x) est que, pour tout entier m ≥ 1

et pour tout nombre premier p ne divisant pas m, on ait :

(−x)m
p−1∑
n=1

Bn (x)

(−m)n
≡ −xp

m−1∑
l=0

(m− 1)!

l!
(−x)l (mod pZp [x]) . (1.33)

Plus tard, Sun et al. [59], par le calcul ombral, ont prouvé une autre extension du
théorème ci-dessus, en montrant que, pour tout entier n ≥ 0,m ≥ 1 et pour tout
nombre premier p - m, on ait :

xm
p−1∑
k=1

Bn+k (x)

(−m)k
≡ xp

n∑
k=0

{
n

k

}
(−1)m+k−1Dm+k−1 (1− x) (mod pZp [x]) .



Chapitre 2

Congruences via l’ombre
généralisée de Bell

Dans ce chapitre, nous utilisons le calcul ombral pour étudier quelques congruences
concernant les suites de polynômes Bn (x) , Bn,r (x) , Bn (x; rp) , Dn (x) , Dn, r (x) ,

Ln (x) , Ln,r (x) . Dans ce qui suit, pour des polynômes f, g et des nombres a et b,
on écrit f ≡ g au lieu de f ≡ g (mod pZp [x]) et a ≡ b au lieu de a ≡ b (mod p) .

2.1 L’ombre généralisée de Bell

Dans ce paragraphe, nous fournissons certaines propriétés de Bx. Ensuite, nous
donnons des applications en congruence modulo un nombre premier p concernant la
suite de polynômes (Bn (x)) .

La relation de récurrence

Bn+1 (x) = x
n∑
k=0

(
n

k

)
Bk (x) , n ≥ 0,

peut être mise sous la forme Bn+1
x = x (Bx + 1)n , qui est un cas particulier de

l’identité [59] :
(Bx)n f (Bx) = xnf (Bx + n) , n ≥ 0, (2.1)

où f est un polynôme quelconque.
Cette dernière identité nous fournit les cas particuliers suivants :

1. Si x = 1 nous obtenons [24]

(B)n f (B) = f (B+ n) . (2.2)

2. Si f (x) = 1,

(Bx)n = xn. (2.3)

36
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3. Si f (x) = 1 et x = 1,

(B)n = 1. (2.4)

Lemme 16 Pour tout polynôme f, on a

f (Bx + r) = e−x
∑
j≥0

f (j + r)
xj

j!
. (2.5)

Preuve. En utilisant la formule de Dobinski (1.7), pour tout polynôme f (x) =
n∑
k=0

akx
k, on a

f (Bx + r) =
n∑
k=0

ak (Bx + r)k =
n∑
k=0

akBk,r (x)

=
n∑
k=0

ak

(
e−x
∑
j≥0

(j + r)k
xj

j!

)

= e−x
∑
j≥0

(
n∑
k=0

ak (j + r)k
)
xj

j!

= e−x
∑
j≥0

f (j + r)
xj

j!
.

Ce qui complète la preuve. �

Exemple 6 Si nous choisissons r = 0 et le polynôme f (x) = (x)n g (x) dans le
lemme 16 nous obtenons la relation (2.1), et dans le cas où f (x) = xn , nous
trouvons

Bn,r (x) = e−x
∑
j≥0

(j + r)n
xj

j!
. (2.6)

Proposition 17 Soit f un polynôme à coeffi cients dans Z. Alors, pour tout entier
s ≥ 1 et tout nombre premier p, on a :

f (Bx)
(
Bps

x −Bx
)
≡
(
xp + xp

2

+ ...+ xp
s
)
f (Bx) .

Preuve. Il suffi t de montrer la proposition pour f (x) = xn. Procédons par induction
sur s. Pour s = 1, en utilisant la congruence de Touchard (1.30), on trouve

Bn
x (Bp

x −Bx) = Bn+p
x −Bn+1

x = Bn+p (x)− Bn+1 (x) ≡ xpBn (x) ,

ou, d’une manière équivalente

Bn
x (Bp

x −Bx) = xpBn
x,
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ce qui montre que l’assertion est vérifiée pour s = 1.

Supposons qu’elle le soit pour s ≥ 1. On a alors

Bn
x

(
Bps+1

x −Bx
)

=
((
Bps

x −Bx +Bx
)p −Bx)Bn

x

≡
((
Bps

x −Bx
)p

+Bp
x −Bx

)
Bn
x

=
(
Bps

x −Bx
)p
Bn
x + (Bp

x −Bx)Bn
x

=
(
Bps

x −Bx
)p−1 (

Bps

x −Bx
)
Bn
x + (Bp

x −Bx)Bn
x,

et par l’hypothèse d’induction et la relation (1.31), on obtient

Bn
x

(
Bps+1

x −Bx
)
≡

(
xp + xp

2

+ ...+ xp
s
) (
Bps

x −Bx
)p−1

Bn
x + xpBn

x

...

≡
(
xp + xp

2

+ ...+ xp
s
)p
Bn
x + xpBn

x

≡
(
xp

2

+ xp
3

+ ...+ xp
s+1
)
Bn
x + xpBn

x

=
(
xp + xp

2

+ xp
3

+ ...+ xp
s+1
)
Bn
x,

et l’assertion est ainsi démontrée pour s+ 1. �

Corollaire 18 Soient n ≥ 0,m ≥ 0, s ≥ 1 des entiers, p un nombre premier et f
un polynôme à coeffi cients dans Z. Alors

f (Bx) (Bp
x −Bx) ≡ xpf (Bx) ,

Bp
x −Bx ≡ xp,

Bn+ps (x) ≡
(
xp + xp

2

+ ...+ xp
s
)
Bn (x) + Bn+1 (x) ,

(Bx)n
(
Bps

x −Bx
)
≡

(
xp + xp

2

+ ...+ xp
s
)
xn,

Bmps+n (x) ≡
m∑
k=0

(
m

k

)(
xp + xp

2

+ ...+ xp
s
)k
Bn+m−k (x) .

Preuve. Pour les quatre premières congruences, on choisit s = 1, f (x) = 1, xn, ou
(x)n dans la proposition 17, et pour la dernière congruence, on a :

Bmps+n (x) = Bn
x

(
Bps

x −Bx +Bx
)m

=
m∑
k=0

(
m

k

)
Bn+m−k
x

(
Bps

x −Bx
)k
.

�
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2.2 Congruences sur les polynômes r-dérangement

Dans cette section, nous définissons le polynôme r-dérangementDn,r (x) [6], et nous
établissons quelques congruences concernant ce polynôme. La suite de polynômes
r-dérangement (Dn,r (x)) est une extension de la suite de polynômes de dérangement
(Dn (x)). On sait par la relation (1.15) que le nombre de dérangement Dn est défini
par

Dn =

n∑
j=0

[
n

j

]2↑
,

donc, de manière similaire, nous définissons le nombre r-dérangement par

Dn,r =
n∑
j=0

[
n+ r

j + r

]2↑
r

,

qui compte les permutations sans points fixes de l’ensemble [n+ r] tels que les
éléments de l’ensemble [r] se trouvent dans des cycles différents, par conséquent
Dn,0 = Dn. Pour plus de détails voir [65].

Définition 16 Pour tout entier n ≥ 0, le polynôme r-dérangement Dn,r (x) est
défini par

Dn,r (x) =
1

r!

n∑
j=0

(
n

j

)
(j + r)! (x− 1)n−j . (2.7)

Remarque 2 On a pour r = 0, Dn,0 (x) = Dn (x) , et pour x = 0, le nombre r-
dérangement Dn,r est

Dn,r =
n!

(n− r)!Dn−r,r (0) .

Les premiers polynômes r- dérangement sont

D0,r (x) = 1,

D1,r (x) = x+ r,

D2,r (x) = x2 + 2rx+ r2 + r + 1,

D3,r (x) = x3 + 3rx2 + 3 (r2 + r + 1)x+ r3 + 3r2 + 5r + 2,

D4,r (x) = x4 + 4rx3 + 6 (r2 + r + 1)x2 + 4 (r3 + 5r + 2)x+ r4 + 6r3 + 17r2

+ 20r + 9.

.

La fonction génératrice exponentielle de la suite (Dn,r) est alors [41]

∞∑
n=0

Dn,r
tn

n!
=

tr

(1− t)r+1
exp (−t) = tr

∑
n≥0
Dn,r (0)

tn

n!
,
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et la fonction génératrice exponentielle de la suite de polynômes (Dn,r (x)) est

∞∑
n=0

Dn,r (x)
tn

n!
=

e−t

(1− t)r+1
ext.

Le polynôme Dn,r (1− x) admet ainsi une forme simple à l’aide de l’ombre généra-
lisée de Bell Bx. En effet, on sait que la factorielle décroissante (x)n est une suite
de type binomial, c’est-à-dire

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
(x)k (y)n−k ,

et par l’utilisation de la relation (2.3) et de la définition (16), on obtient

(Bx − r)n =
n∑
j=0

(
n

j

)
(−r)j (Bx)n−j =

n∑
j=0

(
n

j

)
(−r)j xn−j = (−1)nDn, r−1 (1− x) .

(2.8)
En particulier, pour r = 1 on obtient le polynôme de dérangement Dn (x) = Dn,0 (x)

avec

(Bx − 1)n = (−1)nDn (1− x) . (2.9)

Maintenant, nous proposons quelques congruences générales sur les polynômes de
dérangement et nous commençons par la proposition suivante.

Proposition 19 Soient m ≥ 0, q ≥ 0, r ≥ 1 des entiers et p un nombre premier.
Alors

Dmp+q,r−1 (1− x) ≡ (−x)mpDq,r−1 (1− x) .

En particulier, pour r = 1, on trouve

Dmp+q (1− x) ≡ (−x)mpDq (1− x) .

Preuve. L’outil mathématique utilisé ici est constitué de l’identité et de la congruence
donnée par

(x)n+m = (x)n (x− n)m et
(
p

j

)
≡ 0, 1 ≤ j ≤ p− 1. (2.10)
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On procède par induction sur m. Pour m = 1, les relations (2.8), (2.1), l’identité et
la congruence ci-dessus prouvent que

Dp+q,r−1 (1− x) = (−1)p+q (Bx − r)p+q
= (−1)p+q (Bx − r)p (Bx − r − p)q

= (−1)p+q
p∑
j=0

(
p

j

)
(−r)p−j (Bx)j (Bx − r − p)q

≡ (−1)p+q (−r)p (Bx − r)q + (−1)p+q (Bx)p (Bx − r)q
≡ (−1)p+q xp (Bx + p− r)q
≡ (−1)p+q xp (Bx − r)q
= (−x)pDq,r−1 (1− x)

ce qui montre que l’assertion est vraie pour m = 1.

Supposons que Dmp+q,r−1 (1− x) ≡ (−x)mpDq,r−1 (1− x) , m ≥ 1. On a alors

D(m+1)p+q,r−1 (1− x) = (−1)(m+1)p+q (Bx − r)(m+1)p+q
= (−1)(m+1)p+q (Bx − r)p (Bx − r − p)mp+q

= (−1)(m+1)p+q
p∑
j=0

(
p

j

)
(−r)p−j (Bx)j (Bx − r − p)mp+q

≡ (−1)(m+1)p+q (−r)p (Bx − r)mp+q + (−1)(m+1)p+q (Bx)p (Bx − r)mp+q
≡ (−1)(m+1)p+q xp (Bx + p− r)

mp+q

≡ (−1)(m+1)p+q xp (Bx − r)mp+q
≡ (−1)p xpDmp+q, r−1 (1− x)

≡ (−1)p xp (−x)mpDq,r−1 (1− x)

= (−x)(m+1)pDq,r−1 (1− x)

et l’assertion est ainsi démontrée pour m+ 1. �

Corollaire 20 Pour tout entier r ≥ 1, s ≥ 1 et tout nombre premier p, on a :

xr (Bps−1, r (x)− 1) ≡ (−1)r−1
(
xp + xp

2

+ ...+ xp
s
)
Dr−1 (1− x) .

Preuve. La proposition 17 et les relations (2.1), (2.9) montrent que

xr (Bps−1, r (x)− 1) ≡ xr
(

(Bx + r)p
s−1 − 1

)
= (Bx)r

(
B
ps−1

x − 1
)

= (Bx − 1)r−1

(
B
ps

x −Bx
)

=
(
xp + xp

2

+ ...+ xp
s
)

(Bx − 1)r−1

= (−1)r−1
(
xp + xp

2

+ ...+ xp
s
)
Dr−1 (1− x) .
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�
Une curieuse congruence sur les polynômes r-dérangement est donnée par :

Théorème 21 Soient n ≥ 0,m ≥ 0, r ≥ 1 des entiers et p un nombre premier.
Alors

xm+1
p−1∑
k=0

(m+ n+ r)p−1−kDn+k, r−1 (1− x)

≡ (−1)m
xp

(r − 1)!

n∑
j=0

(
n

j

)
(n− j + r − 1)!Dm+j (1− x) .

En particulier, pour r = 1, on obtient :

xm+1
p−1∑
k=0

(m+ n+ 1)p−1−kDn+k (1− x) ≡ (−1)m n!xp
n∑
j=0

Dm+j (1− x)

j!
.

Preuve. De la congruence connue
(
p− 1

k

)
≡ (−1)p−1−k et des relations (2.8),

(2.10), on obtient

xm+1
p−1∑
k=0

(m+ n+ r)p−1−kDn+k, r−1 (1− x)

≡ (−1)n xm+1
p−1∑
k=0

(
p− 1

k

)
(m+ n+ r)p−1−k (Bx − r)n+k

= (−1)n xm+1
p−1∑
k=0

(
p− 1

k

)
(m+ n+ r)p−1−k (Bx − r − n)k (Bx − r)n

= (−1)n xm+1 (Bx +m)p−1 (Bx − r)n ,

et par la relation (2.1) et la proposition (17), on trouve

(−1)n xm+1 (Bx +m)p−1 (Bx − r)n
= (−1)n (Bx)m+1 (Bx − 1)p−1 (Bx − r −m− 1)n

= (−1)n (Bx − 1)m (Bx)p (Bx − r −m− 1)n

≡ (−1)n (Bx − 1)m (Bp
x −Bx) (Bx − r −m− 1)n

≡ (−1)n xp (Bx − 1)m (Bx − r −m− 1)n

= (−1)n xp
n∑
j=0

(
n

j

)
(−r)n−j (Bx − 1)m (Bx −m− 1)j

= (−1)n xp
n∑
j=0

(
n

j

)
(−r)n−j (Bx − 1)m+j

= (−1)m
xp

(r − 1)!

n∑
j=0

(
n

j

)
(n− j + r − 1)!Dm+j (1− x) ,
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ce qui complète la preuve. �

Corollaire 22 Pour tout entier n ≥ 0 et tout nombre premier p, on a

x

p−1∑
k=0

Dn+k (1− x)

k!
≡ (−1)n n!xn+2

n∑
j=0

Dj+p−2−n (1− x)

j!
, 0 ≤ n ≤ p− 2,

x

p−1∑
k=1

Dn+k (1− x)

(k − 1)!
≡ (−1)n n!xn+3

n∑
j=0

Dj+p−3−n (1− x)

j!
, 0 ≤ n ≤ p− 3.

En particulier, pour n = 0 ou n = 1, on obtient :

x

p−1∑
k=0

Dk (1− x)

k!
≡ x2Dp−2 (1− x) ,

x

p−1∑
k=1

Dk (1− x)

(k − 1)!
≡ x3Dp−3 (1− x) , p ≥ 3,

x

p−1∑
k=0

Dk+1 (1− x)

k!
≡ −x3 (Dp−3 (1− x) +Dp−2 (1− x)) , p ≥ 3,

x

p−1∑
k=1

Dk+1 (1− x)

(k − 1)!
≡ −x4 (Dp−4 (1− x) +Dp−3 (1− x)) , p ≥ 5.

Preuve. Il suffi t de prendre r = 1 et m+ n+ 1 = p− 1 ou p− 2 dans le théorème
21 et utiliser les congruences connues suivantes

k! (p− 1)p−1−k ≡ −1, 0 ≤ k ≤ p− 1,

(k − 1)! (p− 2)p−1−k ≡ 1, 1 ≤ k ≤ p− 1.

�

2.3 Congruences sur les polynômes de Lah

Dans cette section, nous proposons quelques congruences pour le polynôme de Lah
Ln (x).

Définition 17 Pour tout entier n, le polynôme de Lah Ln (x) est défini par :

Ln (x) =
n∑
k=0

L (n, k)xk.
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Les premiers polynômes de Lah sont

L0 (x) = 1,

L1 (x) = x,

L2 (x) = x2 + 2x,

L3 (x) = x3 + 6x2 + 6x,

L4 (x) = x4 + 12x3 + 36x2 + 24x,

L5 (x) = x5 + 20x4 + 120x3 + 240x2 + 120x.

.

La fonction génératrice exponentielle de la suite des polynômes (Ln (x))n≥0 est

∞∑
n=0

Ln (x)
tn

n!
= exp

(
t

1− tx
)
.

La suite des polynômes de Lah satifait la relation donnée par :

Proposition 23 Pour tout entier n, on a :

Ln (x) = (x+ n− 1)Ln−1 (x) + xL′n−1 (x) .

Par l’ombre généralisée de Bell Bx, nous proposons quelques congruences reliant le
polynôme de Lah et le polynôme de dérangement. De l’identité bien connue

〈x〉n = (x+ n− 1)n =
n∑
k=1

L (n, k) (x)k (2.11)

il s’ensuit que

(Bx + n− 1)n = 〈Bx〉n =

n∑
k=0

L (n, k) (Bx)k =

n∑
k=0

L (n, k)xk = Ln (x) . (2.12)

Ceci montre que pour tout entier n, le polynôme Ln (x) peut être défini par :

Ln (x) = 〈Bx〉n .

Proposition 24 Soient n ≥ 0, q ≥ 0 des entiers et p un nombre premier. Alors

Lmp+q (x) ≡ xmpLq (x) .

Preuve. On procède par induction sur m. Par les relations (2.12), (2.1), (2.11) et
la propriété de la factorielle croissante

〈x〉n+m = 〈x〉n 〈x+ n〉m (2.13)
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on déduit, pour m = 1, que

Lp+q (x) = 〈Bx〉p+q
= 〈Bx〉p 〈Bx + p〉q
≡ 〈Bx〉p 〈Bx〉q
= (Bx + p− 1)p 〈Bx〉q
≡ (Bx − 1)p 〈Bx〉q
= (Bx − p) (Bx − 1)p−1 〈Bx〉q
≡ (Bx)p 〈Bx〉q
= xp 〈Bx + p〉q
≡ xp 〈Bx〉q
= xpLq (x) ,

ce qui montre que l’assertion est vérifiée pour m = 1. Supposons que Lmp+q (x) ≡
xmpLq (x) pour un certain entier m ≥ 1. Alors, par les relations (2.12), (2.13), (2.1),
il résulte que

L(m+1)p+q (x) = 〈Bx〉(m+1)p+q
= 〈Bx〉p 〈Bx + p〉mp+q
≡ 〈Bx〉p 〈Bx〉mp+q
= (Bx + p− 1)p 〈Bx〉mp+q
≡ (Bx − 1)p 〈Bx〉mp+q
= (Bx − p) (Bx − 1)p−1 〈Bx〉mp+q
≡ (Bx)p 〈Bx〉mp+q
≡ xp 〈Bx + p〉mp+q
≡ xp 〈Bx〉mp+q
= xpLmp+q (x)

≡ x(m+1)pLq (x) ,

et l’assertion est ainsi démontrée pour m+ 1. �
Le théorème ci-dessous donne une congruence reliant le polynôme de Lah et le
polynôme de dérangement.

Théorème 25 Soient n ≥ 0,m ≥ 0 des entiers et p un nombre premier tels que
n+m ≥ 2. Alors

(−x)m+n−2
p−1∑
k=0

(−m)p−1−k Ln+k (x) ≡ xp−1
n∑
j=0

(−1)j L (n, j)Dj+m+n−2 (1− x) .
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Preuve. En utilisant la congruence
(
p− 1

k

)
≡ (−1)k , les relations (2.12), (2.9),

(2.10), (2.13) et la suite de type binomial (〈x〉n) , on trouve

xm+n−2
p−1∑
k=0

(−m)p−1−k Ln+k (x)

= xm+n−2
p−1∑
k=0

(−1)k 〈m〉p−1−k Ln+k (x)

≡ xm+n−2
p−1∑
k=0

(
p− 1

k

)
〈m〉p−1−k 〈Bx〉n+k

= xm+n−2
p−1∑
k=0

(
p− 1

k

)
〈m〉p−1−k 〈Bx + n〉k 〈Bx〉n

= xm+n−2 〈Bx +m+ n〉p−1 〈Bx〉n
= xm+n−2 (Bx +m+ n+ p− 2)p−1 (Bx + n− 1)n .

Comme (Bx + l + p)p−1 ≡ (Bx + l)p−1 pour tout entier l, alors par la relation (2.1)
on peut écrire

xm+n−2
p−1∑
k=0

(−m)p−1−k Ln+k (x)

≡ xm+n−2 (Bx +m+ n− 2)p−1 (Bx + n− 1)n

= (Bx)p−1 (Bx)m+n−2 (Bx −m+ 1)n

= xp−1 (Bx + p− 1)m+n−2 (Bx −m+ p)n

≡ xp−1 (Bx − 1)m+n−2 (Bx −m)n

≡ xp−1 (Bx − 1)m+n−2 (Bx −m− n+ 1 + n− 1)n

= xp−1
n∑
j=0

(
n

j

)
(n− 1)n−j (Bx − 1)m+n−2 (Bx −m− n+ 1)j

= xp−1
n∑
j=0

L (n, j) (Bx − 1)j+m+n−2

= (−1)m+n xp−1
n∑
j=0

(−1)j L (n, j)Dj+m+n−2 (1− x) ,

ce qui est la congruence recherchée. �
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Corollaire 26 Pour tout entier n et tout nombre premier p, on a :

xn
p−1∑
k=0

Ln+k (x)

k!
≡ xp

n∑
j=0

(−1)n−j L (n, j)Dj+n−1 (1− x) , n ≥ 1,

xn
p−2∑
k=1

Ln+k (x)

(k − 1)!
≡ xp−1

n∑
j=0

(−1)n−j L (n, j)Dj+n (1− x) , n ≥ 0.

Preuve. Il suffi t de prendre m = 1 ou m = 2 dans le théorème (25) et d’utiliser les
congruences

k! (−1)p−1−k ≡ −1, 0 ≤ k ≤ p− 1,

k! (−2)p−1−k ≡ k, 1 ≤ k ≤ p− 1.

�

Remarque 3 Du fait que D1 (x) = x et D2 (x) = x2 + 1, alors si on choisit n = 0

ou n = 1 dans le corollaire 26, on obtiendra les congruences :

x

p−1∑
k=0

Lk+1 (x)

k!
≡ xp − xp+1,

p−1∑
k=1

Lk (x)

(k − 1)!
≡ xp−1,

x

p−1∑
k=1

Lk+1 (x)

(k − 1)!
≡ xp+2 + xp.

2.4 Congruences sur les polynômes r-Lah

Dans cette section, comme dans le cas des polynômes de Lah, nous proposons
certaines congruences concernant le polynôme r-Lah.

Définition 18 Pour tout entier n ≥ 0, le polynôme r-Lah Ln,r (x) est défini par

Ln,r (x) =

n∑
k=0

Lr (n, k)xk.

Les premiers polynômes r-Lah sont

L0,r (x) = 1,

L1,r (x) = x+ 2r,

L2,r (x) = x2 + 2 (2r + 1)x+ 2r (2r + 1) ,

L3,r (x) = x3 + 6 (r + 1)x2 + 6 (2r + 1) (r + 1)x+ 4r (2r + 1) (r + 1) .
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La fonction génératrice exponentielle de la suite de polynômes (Ln,r (x))n≥0 est

∞∑
n=0

Ln,r (x)
tn

n!
=

1

(1− t)2r
exp

(
t

1− tx
)
.

Les relations (2.3), (1.18), (2.11) montrent que

(Bx + n+ 2r − 1)n = 〈Bx + 2r〉n

=
n∑
k=0

(
n

k

)
(n+ 2r − 1)n−k (Bx)k

=
n∑
k=0

n!

k!

(
n+ 2r − 1

k + 2r − 1

)
xk

= Ln,r (x) ,

ce qui montre que le polynôme Ln,r (x) peut être défini par

Ln,r (x) = 〈Bx + 2r〉n . (2.14)

La proposition 24 et le théorème 25 peuvent généraliser comme suit :

Proposition 27 Soient m ≥ 0, q ≥ 0 des entiers et p un nombre premier. Alors

Lmp+q,r (x) ≡ xmpLq,r (x) .

Preuve. Par induction sur m. Pour m = 1 et par (2.14), (2.13), (2.11), on a

Lp+q,r (x) = 〈Bx + 2r〉p+q
= 〈Bx〉p 〈Bx + 2r + p〉q
≡ 〈Bx〉p 〈Bx + 2r〉q
= (Bx + p− 1)p 〈Bx + 2r〉q
≡ (Bx − 1)p 〈Bx + 2r〉q
= (Bx − p) (Bx − 1)p−1 〈Bx + 2r〉q
≡ (Bx)p 〈Bx + 2r〉q
= xp 〈Bx + 2r + p〉q
≡ xp 〈Bx + 2r〉q
≡ xpLq,r (x) ,
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ce qui montre que l’assertion est vérifiée pour m = 1.

Supposons que Lmp+q,r (x) ≡ xmpLq,r (x) , pour m ≥ 1. On a

L(m+1)p+q,r (x) = Lp+mp+q,r (x)

= 〈Bx + 2r〉
p+mp+q

= 〈Bx〉p 〈Bx + 2r + p〉
mp+q

= (Bx + p− 1)p 〈Bx + 2r + p〉
mp+q

≡ (Bx − 1)p 〈Bx + 2r〉
mp+q

= (Bx − p) (Bx − 1)p−1 〈Bx + 2r〉
mp+q

≡ (Bx)p 〈Bx + 2r〉
mp+q

= xp 〈Bx + 2r + p〉
mp+q

≡ xp 〈Bx + 2r〉
mp+q

= xpLmp+q,r (x)

≡ x(m+1)pLq,r (x) ,

et l’assertion est ainsi démontrée pour m+ 1. �

Théorème 28 Soient m,n, r ≥ 0 des entiers et p un nombre premier tels que m+

n+ 2r ≥ 2. Alors

(−x)m+n+2r−2
p−1∑
k=0

(−m)p−1−k Ln+k,r (x) ≡ xp−1
n∑
j=0

(−1)j Lr (n, j)Dj+m+n+2r−2 (1− x) .

Preuve. D’après la congruence
(
p− 1

k

)
≡ (−1)k et les relations (2.14), (2.9), on

obtient

xm+n+2r−2
p−1∑
k=0

(−m)p−1−k Ln+k,r (x)

= xm+n+2r−2
p−1∑
k=0

(−1)k 〈m〉p−1−k Ln+k,r (x)

≡ xm+n+2r−2
p−1∑
k=0

(
p− 1

k

)
〈m〉p−1−k 〈Bx + 2r〉n+k

= xm+n+2r−2
p−1∑
k=0

(
p− 1

k

)
〈m〉p−1−k 〈Bx + n+ 2r〉k 〈Bx + 2r〉n

= xm+n+2r−2 〈Bx +m+ n+ 2r〉p−1 〈Bx + 2r〉n
= xm+n+2r−2 (Bx +m+ n+ 2r + p− 2)p−1 (Bx + 2r + n− 1)n ,
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et par le fait que (Bx + l + p)p−1 ≡ (Bx + l)p−1 pour tout entier l, d’après la relation
(2.1) on peut écrire

xm+n+2r−2
p−1∑
k=0

(−m)p−1−k Ln+k,r (x)

≡ xm+n+2r−2 (Bx +m+ n+ 2r − 2)p−1 (Bx + 2r + n− 1)n

= (Bx)p−1 (Bx)m+n+2r−2 (Bx −m+ 1)n

= xp−1 (Bx + p− 1)m+n+2r−2 (Bx −m+ p)n

≡ xp−1 (Bx − 1)m+n+2r−2 (Bx −m)n

= xp−1 (Bx − 1)m+n+2r−2 (Bx −m− n+ 2r − 2r + 1 + n− 1)n

= xp−1
n∑
j=0

(
n

j

)
(n+ 2r − 1)n−j (Bx − 1)m+n+2r−2 (Bx −m− n− 2r + 1)j

= xp−1
n∑
j=0

(
n

j

)
(n+ 2r − 1)n−j (Bx − 1)j+m+n+2r−2 ,

la congruence souhaitée découle en remplacant du facteur
(
n

j

)
(n+ 2r − 1)n−j par

Lr (n, j) . �

2.5 Congruences sur les polynômes r-Bell

Dans cette section, nous établissons une extension de la congruence de Touchard
pour le polynôme r-Bell. Notons ici, que le polynôme Bn,r (x) puisse être mis sous
la forme

Bn,r (x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
rkBn−k (x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
rkBn−k

x = (Bx + r)n , (2.15)

Proposition 29 Soient n, r ≥ 0 des entiers et p un nombre premier. Alors

Bn+p,r (x) ≡ Bn+1,r (x) + xpBn,r (x) . (2.16)

Preuve. Par (2.15), on trouve

Bn+p,r (x)− Bn+1,r (x) = (Bx + r)n+p − (Bx + r)n+1

= [(Bx + r)p − (Bx + r)] (Bx + r)n ,
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et en utilisant la congruence (Bx + r)p− (Bx + r) ≡ (Bx + r)p et l’identité (2.1), la
congruence recherchée découle comme suit :

Bn+p,r (x)− Bn+1,r (x) ≡ (Bx + r)p (Bx + r)n

=

p∑
k=0

(
p

k

)
(r)p−k (Bx)k (Bx + r)n

=

p∑
k=0

(
p

k

)
(r)p−k x

k (Bx + r + k)n

≡ (r)p (Bx + r)n + xp (Bx + r + p)n

≡ xp (Bx + r)n

= xpBn,r (x) .

�
D’autres congruences liées aux polynômes r-Bell sont données par :

Théorème 30 Soient n ≥ 0,m ≥ 1 des entiers et p un nombre premier. Alors
p−1∑
r=0

〈−m〉p−1−r xm+rBn,r (x) ≡ xp−1
n∑
j=0

(−1)j+m
{
n

j

}
Dj+m (1− x) .

Preuve. Par la congruence
(
p− 1

k

)
≡ (−1)k et les relations (2.15) et (2.1), on a

p−1∑
r=0

〈−m〉p−1−r xm+rBn,r (x)

≡ xm
p−1∑
r=0

(
p− 1

r

)
(m)p−1−r x

r (Bx + r)n

= xm
p−1∑
r=0

(
p− 1

r

)
(m)p−1−r (Bx)rB

n
x

= xm (Bx +m)p−1B
n
x

= (Bx)p−1 (Bx)m (Bx −m)n

= xp−1 (Bx + p− 1)m (Bx −m+ p− 1)n

≡ xp−1 (Bx − 1)m (Bx −m− 1)n

= xp−1
n∑
j=0

{
n

j

}
(Bx − 1)m (Bx −m− 1)j

= xp−1
n∑
j=0

{
n

j

}
(Bx − 1)j+m

= xp−1
n∑
j=0

(−1)m+j
{
n

j

}
Dj+m (1− x) .
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Ce qui complète la preuve. �
Si on prend m = p− 1 ou m = p− 2 dans le théorème (30) nous obtenons :

Corollaire 31 Pour tout entier n ≥ 0 et tout nombre premier p, on a

p−1∑
r=0

xrBn,r (x)

r!
≡ −

n∑
j=0

(−1)j
{
n

j

}
Dj+p−1 (1− x) ,

p−1∑
r=1

xrBn,r (x)

(r − 1)!
≡ −x

n∑
j=0

(−1)j
{
n

j

}
Dj+p−2 (1− x) .

En particulier, pour n = 0, on obtient :

p−1∑
r=0

xr

r!
≡ −Dp−1 (1− x) ,

p−1∑
r=1

xr

(r − 1)!
≡ −xDp−2 (1− x) .

2.6 Congruences reliant les polynômes rq-Bell et
r-dérangement

Dans ce paragraphe, on propose une extension aux polynômes rq-Bell du théorème
suivant :

Théorème 32 ([59, Th. 1.2]) Soient n ≥ 0,m ≥ 1 des entiers et p - m un nombre
premier. Alors

xm
p−1∑
k=1

Bn+k (x)

(−m)k
≡ xp

n∑
k=0

{
n

k

}
(−1)m+k−1Dm+k−1 (1− x) .

D’aprés les relations (1.10) et (1.12), on a

n+|rq−1|∑
j=0

{
n+ |rq|
j + rq

}
rq

(x)j = (x+ rq)r1 ... (x+ rq)rq−1 (x+ rq)
n , (2.17)

où
rq = (r1, ..., rq) et |rq| = r1 + ...+ rq,

et par la définition (6), on a

Bn (x; rq) =

n+|rq−1|∑
j=0

{
n+ |rq|
j + rq

}
rq

xj =

n+|rq−1|∑
j=0

{
n+ |rq|
j + rq

}
rq

(Bx)j , n ≥ 0,
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qui s’exprime, en utilisant (2.17), en fonction de Bx comme suit :

Bn (x; rq) = (Bx + rq)
n (Bx + rq)r1 ... (Bx + rq)rq−1 . (2.18)

Les relations (2.18), (2.1), (1.11) montrent que

xrqBn (x; rq) = Bn
x (Bx)r1 ... (Bx)rq =

|rq |∑
k=0

ak (rq)Bn+k (x) , (2.19)

où
|rq |∑
k=0

ak (rq)u
k = (u)r1 ... (u)rq .

L’extension est donnée par le théorème suivant.

Théorème 33 Soient n ≥ 0,m ≥ 1, rq ≥ ... ≥ r1 ≥ 0 des entiers et p - m un
nombre premier. Alors

xm+rq
p−1∑
k=1

Bn+k (x; rq)

(−m)k
≡ xp

n+|rq−1|∑
k=0

(−1)k+rq+m−1
{
n+ |rq|
k + rq

}
rq

Dk+rq+m−1 (1− x) .

Preuve. D’après le théorème (32) et par la relation (2.19), on a

xm+rq
p−1∑
k=1

Bn+k (x; rq)

(−m)k
= xm

|rq |∑
i=0

ai (rq)

p−1∑
k=1

Bn+k+i (x)

(−m)k

≡ xp
|rq |∑
i=0

ai (rq)
n+i∑
k=0

{
n+ i

k

}
(−1)m+k−1Dm+k−1 (1− x)

≡ xp
n+|rq |∑
k=0

(−1)m+k−1

 |rq |∑
i=0

ai (rq)

{
n+ i

k

}Dm+k−1 (1− x)

≡ xp
n+|rq |∑
k=rq

(−1)m+k−1
{
n+ |rq|

k

}
rq

Dm+k−1 (1− x) ,

et le théorème est ainsi démontré. �
Pour q = 1 on a rq = r, le théorème précédent fournit plusieurs cas donnés le
corollaire suivant.

Corollaire 34 Soient n ≥ 0, r ≥ 0,m ≥ 1 des entiers et p - m un nombre premier.
Alors

xm+r
p−1∑
k=1

Bn+k,r (x)

(−m)k
≡ xp

n∑
k=0

{
n+ r

k + r

}
r

(−1)k+m+r−1Dk+m+r−1 (1− x) .
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En particulier, pour n = 0, n = 1, n = 2 et x = 1, on obtient

p−1∑
k=1

Bk,r
(−m)k

≡ (−1)m+r−1Dm+r−1, Bn,r := Bn,r (1) ,

p−1∑
k=1

Bk+1,r
(−m)k

≡ (−1)m+r−1 (rDm+r−1 −Dm+r) ,

p−1∑
k=1

Bk+2,r
(−m)k

≡ (−1)m+r−1
(
r2Dm+r−1 − (2r + 1)Dm+r +Dm+r+1

)
.

Corollaire 35 Soit f un polynome à coeffi cient dans Z, p un nombre premier p et
n ≥ 0, rq ≥ . . . ≥ r1 ≥ 0, s ≥ 1 des entiers. Alors

Bn+ps (x; rq) ≡
(
xp + xp

2

+ · · ·+ xp
s
)
Bn (x; rq) + Bn+1 (x; rq) .

Preuve. Par la proposition (17) et la relation (2.19), nous obtenons

xrqBn+ps (x; rq) = xrq (Bn+ps (x; rq)− Bn+1 (x; rq)) + xrqBn+1 (x; rq)

= (Bx)r1 · · · (Bx)rq B
n
x

(
Bps

x −Bx
)

+ xrqBn+1 (x; rq)

≡
(
xp + xp

2

+ · · ·+ xp
s
)

(Bx)r1 · · · (Bx)rq B
n
x + xrqBn+1 (x; rq)

= xrq
(
xp + xp

2

+ · · ·+ xp
s
)
Bn (x; rq) + xrqBn+1 (x; rq) ,

et la congruence souhaitée est démontrée. �

2.7 Congruences sur les nombres de Bell sans sin-
gletons

La suite des nombres (Vn)n≥0 vérifie les congruences fournies par le théorème sui-
vant.

Théorème 36 Soient n ≥ 0,m ≥ 1 des entiers et p - m un nombre premier. Alors

p−1∑
k=0

(−1)k Vn+k ≡
n∑
j=0

(
n

j

)
(−1)n−j Bj+p−1, (2.20)

p−1∑
k=1

Vn+k
(−m)k

≡ (−1)m
n∑
j=0

{
n+ p− 1

j + p− 1

}
p−1

(−1)j Dj+m−2. (2.21)
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Preuve. L’identité (1.28) et les congruences
(
p− 1

k

)
≡ (−1)k et mp ≡ m, nous

permettent d’établir ce qui suit :

p−1∑
k=0

(−1)k Vn+k ≡
p−1∑
k=0

(
p− 1

k

)
(B− 1)n+k

≡ (B− 1)nBp−1

=

n∑
j=0

(
n

j

)
(−1)n−j Bj+p−1

=

n∑
j=0

(
n

j

)
(−1)n−j Bj+p−1.

De la même manière, par les identités (2.2), (2.4) et la congruence de Lagrange

(B)p ≡ Bp −B mod p, (2.22)

on obtient

p−1∑
k=1

Vn+k
(−m)k

≡
p−1∑
k=1

(
p− 1

k

)
mp−1−k (B− 1)n+k

= (B− 1)n
p−1∑
k=1

(
p− 1

k

)
mp−1−k (B− 1)k

= (B− 1)n
[
(B+m− 1)p−1 −mp−1]

≡ (B)m−1
(
Bp−1 − 1

)
(B−m)n

= (B− 1)m−2 (Bp −B) (B−m)n

≡ (B− 1)m−2 (B−m)n

≡ (B− 1)m−2 (B−m+ 1 + p− 1)n

=

n∑
j=0

{
n+ p− 1

j + p− 1

}
p−1

(B− 1)m−2 (B−m+ 1)j

=
n∑
j=0

{
n+ p− 1

j + p− 1

}
p−1

(B− 1)j+m−2

= (−1)m
n∑
j=0

{
n+ p− 1

j + p− 1

}
p−1

(−1)j Dj+m−2,

et la congruence souhaitée est démontrée. �
Si nous choisissons n = 0 ou n = 1 dans le théorème 36, nous obtenons des
congruences données par le corollaire suivant.
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Corollaire 37 Soient n ≥ 0,m ≥ 2 des entiers et p - m un nombre premier. Alors

p−1∑
k=0

(−1)k Vk ≡ Bp−1,

p−1∑
k=0

(−1)k Vk+1 ≡ Bp − Bp−1 ≡ 2− Bp−1,

p−1∑
k=1

Vk
(−m)k

≡ (−1)mDm−2,

p−1∑
k=1

Vk+1
(−m)k

≡ (−1)m+1 (Dm−2 +Dm−1) .



Chapitre 3

Périodicité des polynômes liés à
l’ombre généralisée de Bell

La périodicité de la suite (Bn)n≥0 modulo un nombre premier p a été étudiée par
plusieurs auteurs. On a la congruence :

Bn+Np ≡ Bn (mod p) , où Np =
pp − 1

p− 1
.

Le nombre Np a été testé pour différentes valeurs de p, par exemple Williams [66]
a montré que la période minimale est exactement Np pour p = 2, 3, 5. Radoux [49]
a conjecturé que Np est la période minimale de la suite (Bn)n≥0 pour tout nombre
premier p. Levine et Dalton [30] ont montré que la période minimale est exactement
Np pour p = 7, 11, 13, 17. Ils ont également étudié la période pour les nombres
premiers ≤ 50. Récemment, Montgomery, Nahm et Wagstaff [45] ont montré que la
période minimale est exactement Np pour les nombres premiers ≤ 180. Dans ce qui
suit, nous donnons quelques résultats concernant certains nombres et polynômes à
périodes liées à l’ombre de Bell.

3.1 Périodicité des polynômes liés à l’ombre de
Bell

Lemme 38 Soit f un polynôme à coeffi cients dans Z. Alors, pour tout entier s ≥ 1

et tout nombre premier p, on a

Bp+···+psf (B) ≡ (B+ s)s f (B) . (3.1)

Preuve. Il suffi t de prouver le lemme pour f (x) = xn. Pour cela, nous procédons
par induction sur s. Pour s = 1, en utilisant la congruence de Touchard (1.24), on

57
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trouve

Bn+p ≡ Bn +Bn+1 = (B+ 1)Bn,

donc l’assertion est vérifiée pour s = 1. Si Bn+p+···+ps ≡ (B+ s)sB
n, alors

Bn+p+···+ps+1 = Bps+1Bn+p+···+ps

≡ Bps+1 (B+ s)sB
n

= (B+ s)sB
n+ps+1 ,

et par la congruence Bn+ps+1 ≡ (s+ 1)Bn + Bn+1 (choisir f (x) = xn, x = 1 et
remplacer s par s+ 1 dans la proposition 17), nous obtenons

Bn+p+···+ps+1 ≡ (B+ s)sB
n+ps+1

≡ (B+ s)s
(
(s+ 1)Bn +Bn+1

)
= (B+ s)s (s+ 1 +B)Bn

= (B+ s+ 1)s+1B
n,

et l’assertion est ainsi démontrée pour s+ 1. �

Théorème 39 Soient p un nombre premier et r un entier tel que 0 ≤ r ≤ p − 1.

Alors, pour tout polynôme f ∈ Z [x] , on a

(B− 1)rB
1+p+···+pp−r−1f (B) ≡ f (B) .

En particulier, pour r = 0, on obtient

BNpf (B) ≡ f (B) , (3.2)

où, Np := pp−1
p−1 .

Preuve. Par le lemme (38) et les relations (2.10), (2.2), nous pouvons écrire

(B− 1)rB
1+p+···+pp−r−1f (B) = Bp+···+pp−r−1B (B− 1)r f (B)

≡ (B+ p− r − 1)p−r−1 (B)r+1 f (B)

≡ (B− r − 1)p−r−1 (B)r+1 f (B)

= (B)p f (B)

= f (B+p)

≡ f (B) .

�
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Corollaire 40 Soient n, k des entiers naturels et p un nombre premier p. Alors

Bn+Np ≡ Bn,
Bn+Np,r ≡ Bn,r,

Vn+Np,k+Np ≡ Vn,k,
Vn+1+Np,k+1 ≡ Vn,k,

Bn+Np (r1, ..., rq) ≡ Bn (r1, ..., rq) .

Preuve. De l’identité (B)n f (B) = f (B+ n) , qui est l’identité (2.1) avec x = 1, il
s’ensuit, en choisissant dans le théorème 39, f (x) = xn, (x)r x

n, xk (x− 1)n−k, que

Bn+Np = Bn+Np = BNpBn ≡ Bn = Bn,
Bn+Np,r = (B+r)n+Np = BNpBn (B)r ≡ Bn (B)r = (B+r)n = Bn,r,

Vn+Np,k+Np = Bk+Np (B− 1)n−k = BNpBk (B− 1)n−k ≡ Bk (B− 1)n−k = Vn,k

et

Vn+1+Np,k+1 = Bk+1 (B− 1)n+Np−k

= (B)1B
k (B− 1)n+Np−k

= (B+1)kBn+Np−k

= BNp (B+1)kBn−k

≡ (B+1)kBn−k

= (B)1B
k (B− 1)n−k

= Bk (B− 1)n−k

= Vn,k.

Si on choisit, de plus, f (x) = xn (x)r1 ... (x)rq , il s’ensuit en utilisant l’identité (2.19)
avec x = 1, que

Bn+Np (r1, ..., rq) = Bn+Np (B)r1 ... (B)rq

= BNpBn (B)r1 ... (B)rq
≡ Bn (B)r1 ... (B)rq
= Bn (r1, ..., rq) .

�

3.2 Congruences pour des polynômes liés à l’ombre
généralisée de Bell

D’une manière générale, on a le résultat suivant.
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Théorème 41 Pour tout nombre premier p et tout entier s ≥ 1, on a

Bn+p+···+ps (x) ≡
s∑

k=0

es−k (a1, . . . , as)Bn+k (x) ,

aj = xp + xp
2

+ · · ·+ xp
j

,

où

s∑
k=0

es−k (a1, . . . , as)x
k = (x+ a1) · · · (x+ as) ,

es−k (a1, . . . , as) =
∑

1≤i1<···<ik≤s
ai1 · · · aik .

En particulier, pour s = 1, 2, on obtient

Bn+p (x) ≡ xpBn (x) + Bn+1 (x) ,

Bn+p+p2 (x) ≡ xp
(
xp + xp

2
)
Bn (x) +

(
2xp + xp

2
)
Bn+1 (x) + Bn+2 (x) .

Preuve. Nous procédons par induction sur s. Pour s = 1, en utilisant (1.30), on a

1∑
k=0

e1−k (xp)Bn+k (x) = Bn
x

1∑
k=0

e1−k (a1) (Bx)k

= Bn
x (Bx + a1)

= Bn
x (Bx + xp)

= Bn+1
x + xpBn

x

= Bn+1 (x) + xpBn (x)

≡ Bn+p (x) ,

et l’assertion est donc vérifiée pour s = 1. Supposons que

Bn
x

s−1∑
k=0

es−1−k (a1, . . . , as−1)B
k
x ≡ Bn+p+...+ps−1

x .

Pour f (Bx) = Bn+p+...+ps−1
x dans la proposition 17, on obtient d’une part

Bn+p+...+ps−1+ps

x ≡
[(
xp + xp

2

+ · · ·+ xp
s
)
Bn+p+...+ps−1

x +Bn+p+...+ps−1+1
x

]
=

(
xp + xp

2

+ · · ·+ xp
s
)
Bn+p+...+ps−1 (x) + B1+n+p+...+ps−1 (x) ,
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et d’autre part, on a

Bn
x

s∑
k=0

es−k (a1, . . . , as)B
k
x

= Bn
x (Bx + a1) · · · (Bx + as−1) (Bx + as)

= Bn
x (Bx + as)

s−1∑
k=0

es−1−k (a1, . . . , as−1)B
k
x

= (Bx + as)B
n+p+...+ps−1

x

≡ Bn+p+···+ps−1
x (Bx + as)

= B1+n+p+···+p
s−1

x +
(
xp + · · ·+ xp

s)
Bn+p+···+ps−1
x

= B1+n+p+···+ps−1 (x) +
(
xp + · · ·+ xp

s)Bn+p+···+ps−1 (x) ,

ce qui achève la démonstration. �
Pour x = 1, nous retrouvons la congruence donnée dans par le théorème 39 comme
suit.

Corollaire 42 Pour n, s des entiers naturels et p un nombre premier, on a

Bn+p+···+ps = Bn+p+···+ps ≡ Bn (B+ s)s .

Preuve. Par l’utilisation de l’identité [15]

es−k (a1, . . . , as) =
∑

1≤i1<···<ik≤s
i1 · · · ik =

[
s+ 1

k + 1

]
,

on obtient

Bn+p+···+ps ≡
s∑

k=0

es−k (a1, . . . , as)Bn+k

=
s∑

k=0

[
s+ 1

k + 1

]
Bn+k

= (−1)s+1Bn−1
s+1∑
k=1

(−1)s+1−k
[
s+ 1

k

]
(−B)k

= (−1)s+1Bn−1 (−B)s+1

= Bn (B+ 1) · · · (B+ s)

= Bn (B+ s)s .

�
Voici quelques cas spéciaux :
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1. Dans le cas x = 1 et s = p, on trouve

Bn+p+···+pp = Bn (B+ p)p ≡ Bn (B)p = (B+ p)n ≡ Bn = Bn.

2. Pour x = 1 et s = p− 1, on trouve

Bn+p+···+pp−1 = Bn−1+1+p+···+pp−1 ≡ Bn−1+Np ≡ Bn−1 = Bn−1.

3. Pour x = 1, on trouve

Bn+ pp−1
p−1

= Bn+1+p+···+pp−1

≡ Bn+1 (B+ p− 1)p−1

≡ Bn+1 (B− 1)p−1

= Bn (B)p

= (B+ p)n

≡ Bn

≡ Bn.

Corollaire 43 Pour tout polynôme f ∈ Z [x] et pour tout nombre premier p, on a

Bp+···+ps
x f (Bx) ≡

s∑
j=0

es−j (a1, . . . , as)B
j
xf (Bx) .

En particulier, si x = 1 et s = p− 1, on obtient

BNpf (B) ≡ f (B) ,

où, Np := pp−1
p−1 .

Preuve. Soit le polynôme f (x) =
n∑
k=0

δkx
k ∈ Z [x] . Par le théorème 41, on a

Bk+p+···+ps
x ≡

s∑
j=0

es−j (a1, . . . , as)B
k+j
x .

Par suite, on a

Bp+···+ps
x f (Bx) =

n∑
k=0

δkBk+p+···+ps (x)

≡
n∑
k=0

δk

s∑
j=0

es−j (a1, . . . , as)Bk+j (x)

=
s∑
j=0

es−j (a1, . . . , as)
n∑
k=0

δkBk+j (x)

≡
s∑
j=0

es−j (a1, . . . , as)B
j
xf (Bx) .
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Pour x = 1, on obtient

Bp+···+psf (B) ≡
s∑
j=0

[
s+ 1

j + 1

]
Bjf (B) ,

= (−1)s+1
s+1∑
j=1

(−1)s+1−j
[
s+ 1

j

]
(−B)j−1 f (B)

= (−1)s+1B−1 ((−B))s+1 f (B) = (B+ s)s f (B) .

De plus, si x = 1 et s = p− 1, on trouve

BNpf (B) ≡ (B+ p− 1)p−1Bf (B)

≡ (B− 1)p−1Bf (B)

= (B)p f (B)

= f (B+ p)

≡ f (B) .

�



Chapitre 4

Extensions des identités connues

Récemment, de nombreux auteurs se sont intéressés aux identités symétriques
concernant les polynômes de Bernoulli. Citons par exemple, les travaux de Kaneko
[29], Gessel [24] et He et Zhang [28]. Dans ce chapitre, nous utilisons le calcul om-
bral pour déduire, à partir des identités connues, des identités pour des différents
polynômes liés à ceux de Bell. Pour cela, on utilise les représentations ombrales
suivantes :

Bn (x) = Bn
x,

Bn,r (x) = (Bx + r)n ,

Vn = (B− 1)n ,

Vn,k = Bk (B− 1)n−k ,

Dn,r−1 (1− x) = (−1)n (Bx − r)n ,
Ln,r (x) = 〈Bx + 2r〉n .

4.1 Polynôme de Bernoulli et l’ombre généralisée
de Bell

La proposition suivante donne une identité reliant la dérivée du polynôme de Ber-
noulli et le polynôme de Bell, qui sera utilisée ultérieurement.

Proposition 44 Soient n et r deux entiers naturels. Alors

d

dx
Bn (Bx + r) = nBn−1,r (x) , (4.1)

où Bn (x) est le n-ème polynôme de Bernoulli défini par sa fonction génératrice
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exponentielle : ∑
n≥0
Bn (x)

tn

n!
=

t

exp (t)− 1
exp (xt) .

Preuve. Par définition des polynômes de Bernoulli et par la fonction génératrice

∞∑
n=0

Bn,r (x)
tn

n!
= ex(e

t−1)+rt

donnée par (1.8), l’dentité recherchée découle de ce qui suit :∑
n≥0

d

dx
Bn (Bx + r)

tn

n!
=

t

exp (t)− 1

d

dx
exp ((Bx + r) t)

=
t

exp (t)− 1

d

dx

∑
n≥0

(Bx + r)n
tn

n!

=
t

exp (t)− 1

d

dx

∑
n≥0
Bn,r (x)

tn

n!

=
t

exp (t)− 1

d

dx
(exp (x (exp (t)− 1) + rt))

= t exp (x (exp (t)− 1) + rt)

=
∑
n≥1

nBn−1,r (x)
tn

n!
.

�

Exemple 7 Pour tout entier n ≥ 0, on a

n∑
k=1

(
n

k

)(
m

k

)
(−1)k kBk−1 (x) =

n−1∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)(
m+ k

k

)
(n− k)Bn−k−1,1 (x) .

En effet, par l’identité ci-dessous [43, Exp. 14]

n∑
k=0

(
n

k

)(
m

k

)
(−1)k Bk (x) =

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)(
m+ k

k

)
Bn−k (x+ 1) ,

en dérivant (par rapport à x) l’identité précédente, on obtient

n∑
k=1

(
n

k

)(
m

k

)
(−1)k B′k (x) =

n−1∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)(
m+ k

k

)
B′n−k (x+ 1) ,

et il suffi t alors de remplacer x par Bx et d’appliquer la relation (4.1) dans l’identité
ci-dessus.
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Exemple 8 De l’identité [43, Cor. 2]

n∑
k=0

(
n

k

)(
m+ k

p

)
rn−kBm−p+k (x) =

m∑
k=0

(
m

k

)(
n+ k

p

)
(−r)m−k Bn−p+k (x+ r)

on déduit
n∑
k=0

(
n

k

)(
m+ k

p

)
rn−k

d

dx
Bm−p+k (Bx)

=

m∑
k=0

(
m

k

)(
n+ k

p

)
(−r)m−k d

dx
Bn−p+k (Bx + r)

qui est équivalente à

n∑
k=0

(
n

k

)(
m+ k

p

)
(m− p+ k) rn−kBm−p−1+k (x)

=
m∑
k=0

(
m

k

)(
n+ k

p

)
(n− p+ k) (−r)m−k Bn−p−1+k,r (x) .

4.2 Identités sur les nombres et polynômes de
Bell

Dans cette section, nous exploitons la méthode utilisée par Mihoubi et Taharbou-
chet [43, 44] pour obtenir des identités sur les polynômes de Bell ou r-Bell.

Proposition 45 Soient r, s deux entiers naturels. Alors, si

n∑
k=0

U (n, k) (x+ r)k =

n∑
k=0

V (n, k) (x+ s)k,

on aura
n∑
k=0

U (n, k)Bk,r (x) =
n∑
k=0

V (n, k)Bk,s (x) ,

où, (U (n, k) ; 0 ≤ k ≤ n) et (V (n, k) ; 0 ≤ k ≤ n) sont deux suites connues de nombres
réels.

Preuve. Remplaçons x par Bx pour avoir

n∑
k=0

U (n, k) (Bx + r)k =

n∑
k=0

V (n, k) (Bx + s)k,

ensuite, utilisons le fait que Bn,r (x) = (Bx + r)n , l’identité souhaitée résulte. �
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Exemple 9 Si nous remplaçons x par Bx dans les identités de Simons [57] ci-
dessous

n∑
k=0

(−1)n+k
(
n

k

)(
n+ k

k

)
(x+ 1)k =

n∑
k=0

(
n

k

)(
n+ k

k

)
xk,

n∑
k=1

(−1)n+k
(
n

k

)(
n+ k

k

)
k (x+ 1)k−1 =

n∑
k=1

(
n

k

)(
n+ k

k

)
kxk−1,

on obtient

n∑
k=0

(−1)n+k
(
n

k

)(
n+ k

k

)
Bk+1 (x) =

n∑
k=0

(
n

k

)(
n+ k

k

)
Bk (x) ,

n∑
k=1

(−1)n+k
(
n

k

)(
n+ k

k

)
kBk (x) =

n∑
k=1

(
n

k

)(
n+ k

k

)
kBk−1 (x) .

Exemple 10 Il suffi t de remplacer x par Bx dans l’identité ci-dessous [31]

n∑
k=0

(
n

k

)(
λ

k

)
rk (x+ r)n−k =

n∑
k=0

(
n

k

)(
λ+ k

k

)
rkxn−k,

pour montrer que pour tout entier n et tout nombre réel λ, on a

n∑
k=0

(
n

k

)(
λ

k

)
rkBn−k,r (x) =

n∑
k=0

(
n

k

)(
λ+ k

k

)
rkBn−k (x) . (4.2)

Dans le cas où λ est un entier λ = q et n = p, on a

Bp,r (x) ≡ Bp (x) +

(
q + p

p

)
r −

(
q

p

)
r

≡ Bp (x) + r

≡ xp + x+ r .

Exemple 11 Si nous remplaçons x par Bx + s dans l’identité d’Abel ci-dessous

(x+ r)n =
n∑
k=0

(
n

k

)(
(x+mk)k −mk (x+mk)k−1

)
(r −mk)n−k ,

on obtient

Bn,r+s (x) = rn +
n∑
k=1

(
n

k

)
(Bk,mk+s (x) +mkBk−1,mk+s (x)) (r −mk)n−k .
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Exemple 12 Pour m, s des entiers naturels, on a

∑
k≤m

(
−r
k

)
(−s)k Bm−k,s (x) =

∑
k≤m

(
m+ r

k

)
skBm−k (x) .

Il suffi t de remplacer x par s et y par Bx dans l’identité suivante [26, pp. 166, Id.
5.19] ∑

k≤m

(
m+ r

k

)
xkym−k =

∑
k≤m

(
−r
k

)
(−x)k (x+ y)m−k . (4.3)

Exemple 13 Pour n, v ≥ 1 des entiers et p un nombre premier p, on a

Vn =

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(k + 1)k−1 Bn−k,k, (4.4)

Vp ≡ 1,

Vpv ≡ v,

Vp−1 ≡
p−1∑
k=0

(k + 1)k−1 Bp−1−k,k.

En effet, l’identité suivante est un cas spécial de l’identité d’Abel [25, pp. 15, Id.
1.117]

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(x+ k)n−k (k + 1)k−1 = (x− 1)n ,

Pour (4.4) il suffi t de remplacer x par B dans l’identité ci-dessus et utiliser le fait
que (B+ r)k = Bk,r. Pour n = p, on a

Vp =

p∑
k=0

(−1)k
(
p

k

)
(k + 1)k−1 Bp−k,k

≡ Bp + (−1)p (p+ 1)p−1 B0,p
≡ Bp + (−1)p

≡ 1.

De plus, pour tout entier v ≥ 1 et tout nombre premier p, on a

Vpv =

pv∑
k=0

(−1)k
(
pv

k

)
(k + 1)k−1 Bpv−k,k

≡ Bpv + (−1)p
v

B0,pv
≡ v.
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Pour n = p− 1, on a

Vp−1 =

p−1∑
k=0

(−1)k
(
p− 1

k

)
(k + 1)k−1 Bp−1−k,k

≡
p−1∑
k=0

(k + 1)k−1 Bp−1−k,k.

Exemple 14 Si nous remplaçons x par B dans l’identité [25, pp. 30, Id. 65]
n∑
k=0

(
n

k

)2
xk =

n∑
k=0

(
n

k

)(
2n− k
n

)
(x− 1)k , n ∈ N,

nous obtenons
n∑
k=0

(
n

k

)2
Bk =

n∑
k=0

(
n

k

)(
2n− k
n

)
Vk.

Exemple 15 Si nous remplaçons z par B dans l’identité [25, pp. 24, Id. 3.17]
n∑
k=0

(
n

k

)(
x

k

)
zk =

n∑
k=0

(
n

k

)(
x+ n− k

n

)
(z − 1)k ,

nous obtenons
n∑
k=0

(
n

k

)(
x

k

)
Bk =

n∑
k=0

(
n

k

)(
x+ n− k

n

)
Vk.

Exemple 16 Pour tout entier n, on a
n∑
k=0

(
n+ k

k

){
(−1)n+1 Vn+k+1,k + (−1)k Vn+k+1,n+1

}
= 1.

En effet, par l’identité suivante [25, pp.10, Id. 1.78]
n∑
k=0

(
n+ k

k

){
(1− x)n+1 xk + xn+1 (1− x)k

}
= 1,

qui s’ecrit :
n∑
k=0

(
n+ k

k

){
(−1)n+1 (x− 1)n+1 xk + (−1)k xn+1 (x− 1)k

}
= 1,

en remplaçant x par B, on obtient
n∑
k=0

(
n+ k

k

){
(−1)n+1 (B− 1)n+1Bk + (−1)kBn+1 (B− 1)k

}
= 1.

L’identité souhaitée résulte en utilisant la représentation ombrale Bk (B− 1)n−k =

Vn,k.
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4.3 Identités sur les polynômes r-Dérangement

Dans cette section, nous exploitons la méthode utilisée par Mihoubi et Tahar-
bouchet [43, 44] pour obtenir des identités sur les polynômes de dérangement et
r-dérangement.

Proposition 46 Soient r, s deux entiers naturels. Alors, si

n∑
k=0

U (n, k) (x− r)k =
n∑
k=0

V (n, k) (x− s)k,

on aura

n∑
k=0

U (n, k) (−1)kDk,r−1 (1− x) =
n∑
k=0

V (n, k) (−1)kDk,s−1 (1− x) ,

où, (U (n, k) ; 0 ≤ k ≤ n) et (V (n, k) ; 0 ≤ k ≤ n) sont deux suites connues de nombres
réels.

Preuve. Remplaçons x par Bx pour avoir

n∑
k=0

U (n, k) (Bx − r)k =
n∑
k=0

V (n, k) (Bx − s)k,

ensuite, en utilisant le fait que Dn,r−1 (1− x) = (−1)n (Bx − r)n , on obtient l’iden-
tité souhaitée. �

Exemple 17 De l’dentité

(x)n − (x− 1)n = n (x− 1)n−1 ,

ou encore

(−1)n (x− r)n − (−1)n (x− r − 1)n = −n (−1)n−1 (x− r − 1)n−1 ,

on obtient l’identité

(−1)n (Bx − r)n − (−1)n (Bx − r − 1)n = −n (−1)n−1 (Bx − r − 1)n−1 ,

qui est équivalente à

Dn,r−1 (1− x) = Dn,r (1− x)− nDn−1,r (1− x) .
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Exemple 18 De l’identité [13]

xn =

n∑
k=0

{
n+ r

k + r

}
r

(x− r)k ,

on obtient l’identité

Bn
x =

n∑
k=0

{
n+ r

k + r

}
r

(Bx − r)k ,

qui est équivalente à

Bn (x) =
n∑
k=0

(−1)k
{
n+ r

k + r

}
r

Dk,r−1 (1− x) .

4.4 Identités sur les polynômes r-Lah

Dans cette section, nous exploitons la méthode utilisée par Mihoubi et Taharbou-
chet [43, 44] pour obtenir des identités sur les polynômes de Lah et r-Lah.

Proposition 47 Soient r, s deux entiers naturels. Alors, si
n∑
k=0

U (n, k) 〈x+ 2r〉k =
n∑
k=0

V (n, k) 〈x+ 2s〉k ,

on aura
n∑
k=0

U (n, k)Lk,r (x) =
n∑
k=0

V (n, k)Lk,s (x) ,

où, (U (n, k) ; 0 ≤ k ≤ n) et (V (n, k) ; 0 ≤ k ≤ n) sont deux suites connues de nombres
réels.

Preuve. Remplaçons x par Bx pour avoir
n∑
k=0

U (n, k) 〈Bx + 2r〉k =

n∑
k=0

V (n, k) 〈Bx + 2s〉k ,

ensuite, en utilisant le fait que Ln,r (x) = 〈Bx + 2r〉n , on obtient l’identité souhaitée.
�

Exemple 19 De l’identité

〈x+ 2r + 2〉n − 〈x+ 2r + 1〉n = n 〈x+ 2r + 2〉n−1 , n ≥ 1

on obtient l’identité

〈Bx + 2r + 2〉n − 〈Bx + 2r + 1〉n = n 〈Bx + 2r + 2〉n−1 ,
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qui est équivalente à

n∑
k=0

(n)k Ln−k,r (x) = Ln,r+1 (x)− nLn−1,r+1 (x) .

Exemple 20 De l’identité [46, Th. 3.2]

(x)n =
n∑
k=0

(−1)n−k Lr (n, k) 〈x+ 2r〉k

on obtient l’identité

(Bx)n =
n∑
k=0

(−1)n−k Lr (n, k) 〈Bx + 2r〉k ,

qui est équivalente à

xn =
n∑
k=0

(−1)n−k Lr (n, k)Lk,r (x) .



Chapitre 5

Note sur les polynômes à racines
réelles

Récemment les polynômes ayant uniquement des racines réelles ont reçu beaucoup
d’attention par de nombreux chercheurs pour plusieurs raisons. L’une des raisons est
que tout polynôme à coeffi cients positifs ou nuls possedant que des racines réelles
entraîne la concavité logarithmique et\ou l’unimodalité de ses coeffi cients, dûs aux
inégalités de Newton et Darroch, données par les deux théorèmes suivants. Ces
propriétés apparaissent dans différents domaines de mathématiques, voir [11, 50].

Théorème 48 (L’inégalité de Newton [27]) Soit P un polynôme à coeffi cients

réels défini par P (x) =
n∑
i=0

aix
i. Si P n’admet que des racines réelles, alors les coef-

ficients du polynôme P satisfont l’inégalité :

a2i ≥
(

1 +
1

i

)(
1 +

1

n− i

)
ai+1ai−1, 1 ≤ i ≤ n− 1.

Théorème 49 (L’inégalité de Darroch [16]) Soit P un polynôme à coeffi cients

réels défini par P (x) =
n∑
i=0

aix
i. Si toutes les racines du polynôme P (x) =

n∑
k=0

aix
i

sont réelles et negatives et P (1) > 0, alors la valeur k∗ de k pour laquelle ak∗ est
maximum est telle que

|ak∗ − P ′(1)/P (1)| < 1.

Dans ce chapitre, nous donnons certains résultats sur les polynômes à racines réelles.
On distingue, en particulier, les polynômes chromatiques associés aux graphes, des
polynômes exponentiels, des polynômes de Sheffer et polynômes liés aux polynômes
partiels de Bell. Les outils mathématiques utilisés pour établir un tel résultat sont
le théorème de Rolle et les propriétés de l’ombre généralisée de Bell.
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5.1 Polynômes à racines réelles et l’ombre géné-
ralisée de Bell

Dans cette section, nous donnons un résultat sur les polynômes à racines réelles et
nous l’enrichons par quelques applications. Notons parRZ l’ensemble des polynômes
f ∈ R [x] n’ayant que des racines réelles. Le résultat principal de cette section est le
théorème suivant :

Théorème 50 Soient r un entier naturel et f un polynôme. Si f (Bx) ∈ RZ, alors

xrf (Bx + r) = (Bx)r f (Bx) ∈ RZ.

De plus, pour tous les entiers naturels r1, ..., rp, on a

(Bx)rp ... (Bx)r1 f (Bx) ∈ RZ.

Preuve. On fait un raisonnement par récurrence sur r. Pour r = 0, on a f (Bx) ∈
RZ par hypothèse. On suppose que l’assertion est vraie pour r−1 ≥ 0 et on montre
qu’elle reste vraie pour r. en utilisant l’identité

exf (Bx + r − 1) =
∑
k≥0

f (k + r − 1)
xk

k!

donnée par (2.5) pour avoir

d

dx
(exf (Bx + r − 1)) =

d

dx

(∑
k≥0

f (k + r − 1)
xk

k!

)

=
∑
k≥0

f (k + r)
xk

k!

= exf (Bx + r) .

Donc, si la fonction exf (Bx + r − 1) admet n racines réelles (f est un polynôme de
degré n), il résulte par application du théorème de Rolle à la fonction exf (Bx + r − 1)

que la fonction exf (Bx + r) s’annulle n−1 fois, c-à-d, la fonction f (Bx + r) admet
n− 1 racines réelles, et par le fait que deg f = n, la racine manquante ne peut être
que réelle. Plus généralement, comme les racines du polynôme g (x) = (Bx)r1 f (Bx)

sont réelles, le polynôme (Bx)r2 g (Bx) = (Bx)r2 (Bx)r1 f (Bx) , n’admet également
que des racines réelles, et ainsi de suite. �

Exemple 21 Pour f(x) = xn, on a f (Bx) = Bn (x) qui n’a que des racines réelles
[35], ce qui montre que

(Bx)r f (Bx) = (Bx)rB
n
x = xr (Bx + r)n = xrBn,r (x) ∈ RZ.
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De plus, nous déduisons que, pour rp ≥ ... ≥ r1 ≥ 0, on a

(Bx)rp ... (Bx)r1 B
n
x = xrpBn (x; rp) ∈ RZ.

Exemple 22 Pour f(x) = (x)n , on a f (Bx) = xn qui n’admet que des racines
réelles. Ceci montre que

(Bx)r f (Bx) = xr (Bx + r)n = xr
min(n, r)∑
k=0

(
n

k

)
r!

(r − k)!
xn−k ∈ RZ.

De manière similaire, nous en déduisons que

(Bx)rp ... (Bx)r1 (Bx)n = xrp
n∑
k=0

(−1)n−k
[
n

k

]
Bk (x; rp) ∈ RZ.

Exemple 23 Pour f(x) = (x+ n− 1)n on a f (Bx) = (Bx + n− 1)n = Ln (x) (le
n-ème polynôme de Lah) qui est dans RZ, alors

(Bx)r f (Bx) = xr (Bx + r + n− 1)n =
n∑
k=0

n!

k!

(
n+ r − 1

k + r − 1

)
xr+k ∈ RZ.

De plus, nous en déduisons que

(Bx)rp ... (Bx)r1 (Bx + n− 1)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
(n− 1)n−k (Bx)rp ... (Bx)r1 (Bx)k

=
n∑
k=0

L (n, k)xmax{k,r1,...,rp}B0;k,r1,...,rp (x) ∈ RZ.

Pour plus d’applications du théorème 50, nous présentons une application sur le
σ-polynôme associé à un graphe G = (V,E). Nous rappelons qu’une coloration λ
de G, où λ ∈ N, est une application f : V → {1, 2, ..., λ} telle que f (u) 6= f (v)

chaque fois que les sommets u et v sont adjacents dans G. Deux colorations de G,
f et g, sont distinctes si f(x) 6= g(x) pour certains sommets x dans G. Le nombre
des colorations λ de G est appelé polynôme chromatique, noté P (G, λ), et peut être
mis sous la forme :

P (G, λ) =

n∑
k=0

ak (G) (λ)k ,

où, ak (G) est le nombre de partitions de V en k sous-ensembles (disjoints et non
vides). Le σ-polynôme associé à G est défini par :

σ (G, x) =

n∑
k=0

ak (G)xk
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et on remarque qu’on a :

P (G,Bx) =

n∑
k=0

ak (G) (Bx)k =
n∑
k=0

ak (G)xk = σ (G, x) .

Pour plus de détails sur les polynômes chromatiques, voir [22].

Corollaire 51 Soient G un graphe et f(Bx) un σ-polynôme associé à G. Si f(Bx) ∈
RZ, alors le σ-polynôme

(Bx)r f (Bx) = xrf (Bx + r)

associé au graphe G ∪ Kr n’a que des racines réelles. Plus généralement, le σ -
polynôme

(Bx)r1 ... (Bx)rp f (Bx)

associé au graphe G∪Kr1 ∪ ...∪Krp n’a que des racines réelles, où Kr est un graphe
complet à r sommets.

Exemple 24 Le polynôme chromatique d’un arbre Tn, n ≥ 1 à n sommets est

f(x) = x (x− 1)n−1 .

Par l’identité (Bx)n f (Bx) = xnf (Bx + n) , le σ-polynôme associé à Tn est

f (Bx) = Bx (Bx − 1)n−1 = xBn−1
x = xBn−1 (x) ∈ RZ.

Alors, le σ-polynôme du graphe Tn ∪Kr défini par

xrf (Bx + r) = xr (Bx + r) (Bx + r − 1)n−1

= xr
[
Bx (Bx + r − 1)n−1 + r (Bx + r − 1)n−1

]
= xr

[
x (Bx + r)n−1 + r (Bx + r − 1)n−1

]
= xr [xBn−1,r (x) + rBn−1,r−1 (x)]

appartient à RZ.

Du lemme 16, on déduit que :

Corollaire 52 Pour tout polynôme f, on a

f (Bx + r) = e−x
dr

dxr
(exf (Bx)) .
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Corollaire 53 Pour n, r, s ≥ 0 des entiers, on a

Ln (x) = (−1)n e−x
dr

dxr
(exDn (1− x)) , (5.1)

Ln,r (x) = (−1)n e−x
d2r

dx2r
(exLn (x)) (5.2)

= (−1)n e−x
dn+2r

dxn+2r
(exDn (1− x)) ,

Dn,s (1− x) = e−x
dr

dxr
(exDn,r+s (1− x)) , (5.3)

tels que

Ln,r (x) =

n∑
k=0

n!

k!

(
n+ 2r − 1

k + 2r − 1

)
xk,

Dn,r (x) =
1

r!

n∑
j=0

(
n

j

)
(j + r)! (x− 1)n−j .

Preuve. Pour (5.1), nous choisissons f (x) = (x− 1)n dans le corollaire 52 et par
les relations (2.12), (2.9), on a

f (Bx) = (Bx − 1)n = (−1)nDn (1− x) ,

par suite,

e−x
dn

dxn
(exf (Bx)) = (−1)n e−x

dn

dxn
(exDn (1− x))

= f (Bx + n)

= (Bx + n− 1)n

= Ln (x) .

Pour (5.2), nous choisissons f (x) = (x+ n− 1)n dans le corollaire 52 et par les
relations (2.12), (2.9), on a

f (Bx) = (Bx + n− 1)n = Ln (x) ,

par la suite, on a d’une part

e−x
d2r

dx2r
(exf (Bx)) = e−x

d2r

dx2r
(exLn (x))

= f (Bx + 2r)

= (Bx + n+ 2r − 1)n

= 〈Bx + 2r〉
= Ln,r (x) ,
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et d’autre part, si nous choisissons f (x) = (x− 1)n , nous obtenons

e−x
dn+2r

dxn+2r
(exf (Bx)) = e−x

dn+2r

dxn+2r
(ex (Bx − 1)n)

= (−1)n e−x
dn+2r

dxn+2r
(exDn (1− x))

= f (Bx + n+ 2r)

= (Bx + n+ 2r − 1)n

= 〈Bx + 2r〉n
= Ln,r (x) .

Pour (5.3), si nous choisissons f (x) = (x− r − s)n , nous trouvons

f (Bx) = (Bx − r − s)n = (−1)nDn,r+s (1− x) ,

qui entraîne

e−x
dr

dxr
(exf (Bx)) = e−x

dr

dxr
(ex (−1)nDn,r+s (1− x))

= (−1)n e−x
dr

dxr
(exDn,r+s (1− x))

= f (Bx + r)

= (Bx − s)n
= (−1)nDn,s (1− x) ,

d’où

e−x
dr

dxr
(exDn,r+s (1− x)) = Dn,s (1− x) .

�

5.2 Polynômes de partition à racines réelles

Considérons maintenant le (n, k)-ème polynôme partiel de Bell Bn,k (a) :=Bn,k (a1, a2, . . .)

introduit par Bell [4] (voir aussi [15, 38, 39]) qui est défini par sa fonction génératrice
exponentielle donnée par :

∞∑
n=k

Bn,k (a)
tn

n!
=

1

k!

( ∞∑
j=1

aj
tj

j!

)k

, k = 0, 1, 2, ...,

et le (n, k)-ème polynôme partiel r-Bell

B
(r)
n+r,k+r (a;b) = B

(r)
n+r,k+r (a1, a2, . . . ; b1, b2, . . .) ,
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introduit par Mihoubi et Rahmani [41] est défini par sa fonction génératrice expo-
nentielle donnée par :

∑
n≥k

B
(r)
n+r,k+r (a;b)

tn

n!
=

1

k!

(∑
j≥1

aj
tj

j!

)k(∑
j≥0

bj+1
tj

j!

)r

.

Soient a = (a1, a2, ...) une suite de nombres réels définie par

ϕ (t) =
∑
n≥1

an
tn

n!
,

et b = (b1, b2, ...) la suite définie par

b0 = 1 et bn = an−1, n ≥ 2.

La suite b peut alors être mise sous la forme

b = e+ La,

où e = (1, 0, 0, . . .) et les suites (Lna) sont définies par

L0a = (a1, a2, . . .) , La = (0, a1, a2, . . .) , L
2a = (0, 0, a1, a2, . . .) , . . . .

Proposition 54 Soient Vn,r (x) et Vn (x) deux polynômes définis par

Vn,r (x) =
n∑
k=0

B
(r)
n+r,k+r (a; e+ La)xk,

Vn (x) = Vn,0 (x) =

n∑
k=0

Bn,k (a)xk.

Si le polynôme Vn (x) ∈ RZ, alors le polynôme Vn,r (x) ∈ RZ.

Preuve. Par le théorème 4 donné dans [41], on a∑
n≥0

B
(r)
n+r,k+r (a; e+ La)

tn

n!
=

1

k!
(ϕ (t))k (1 + ϕ (t))r ,

∑
n≥0
Vn,r (x)

tn

n!
= (1 + ϕ (t))r exp (xϕ (t)) .

Pour le polynôme fn (x) :=
n∑
k=0

Bn,k (a) (x)k , on obtient

fn (Bx) =
n∑
k=0

Bn,k (a) (Bx)k =
n∑
k=0

Bn,k (a)xk = Vn (x) ,
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et
fn (Bx + r) = Vn,r (x) .

En effet, du fait que (1 + t)α =
∑
k≥0

(
α

k

)
tk, on a d’une part,

(1 + ϕ (t))Bx+r =
∑
k≥0

(
Bx + r

k

)
(ϕ (t))k

=
∑
k≥0

(Bx + r)k
∑
n≥k

Bn,k (a)
tn

n!

=
∑
n≥0

fn (Bx + r)
tn

n!
,

et d’autre part, on a

(1 + ϕ (t))Bx+r = (1 + ϕ (t))r (1 + ϕ (t))Bx

= (1 + ϕ (t))r
∑
k≥0

(
Bx
k

)
(ϕ (t))k

= (1 + ϕ (t))r
∑
k≥0

(
Bx
k

)
(ϕ (t))k

= (1 + ϕ (t))r
∑
k≥0

(Bx)k
∑
n≥k

Bn,k (a)
tn

n!

= (1 + ϕ (t))r
∑
n≥0

fn (Bx)
tn

n!

= (1 + ϕ (t))r
∑
n≥0
Vn (x)

tn

n!

= (1 + ϕ (t))r exp (xϕ (t))

=
∑
n≥0
Vn,r (x)

tn

n!
.

Par suite, l’application du théorème 50 complète la preuve. �
Un cas particulier de la proposition 54 est donné par le corollaire suivant :

Corollaire 55 Pour a = (1, 1, 1, . . .) , les polynômes

Vn,r (x) =
n∑
k=0

B
(r)
n+r,k+r

(
La; e+ L2a

)
xk,

Un,r (x) =
n∑
k=0

B
(r)
n+r,k+r

(
L2a; e+ L3a

)
xk,

ont que des racines réelles.
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Preuve. Soit
{
n

k

}m↑
r

le (n, k)-ème nombre r-Stirling m-associé de deuxième espèce

[41] défini par {
n

k

}m↑
r

= B
(r)
n, k

 m−1︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, 1, 1, . . .

 .

Pour m = 2 où m = 3, a = (1, 1, 1, . . .) et r = 0 dans la proposition 54, nous
trouvons

Vn (x) =

n∑
k=0

Bn,k (La)xk =
n∑
k=0

{
n

k

}2↑
xk,

Un (x) =

n∑
k=0

Bn,k

(
L2a

)
xk =

n∑
k=0

{
n

k

}3↑
xk,

où ∑
n≥k

{
n

k

}2↑
tn

n!
=

1

k!

(
et − 1− t

)k
,

∑
n≥k

{
n

k

}3↑
tn

n!
=

1

k!

(
et − 1− t− t2

2

)k
.

Les polynômes Vn (x) , Un (x) ont que des racines réelles, voir [10, 62], et l’application
de la proposition 54 complète la preuve. �

5.3 Polynômes exponentiels à racines réelles

Dans cette section, nous donnons des applications sur des polynômes exponentiels.

Théorème 56 Soient (An (x)) une suite binomiale définie par

1 +
∑
n≥1

An (x)
tn

n!
= exp (xh (t)) , h (t) =

∑
j≥1

aj
tj

j!
,

et
(
A
(s)
n (x)

)
la suite binomiale définie par

A(0)n (x) = An (x) ,

A(s)n (x) = A(s−1)n (Bx) , s ≥ 1.

Alors, on a

1 +
∑
n≥1

A(s)n (x)
tn

n!
= exp

(
x
∑
j≥1

A
(s−1)
j (1)

tj

j!

)
, s ≥ 1.
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De plus, si la suite
(
A
(s−1)
n (1)
(n−1)!

)
est log-concave, alors pour x > 0, la suite A(s)n (x) est

log-convexe et la suite
(
A
(s)
n (x)
n!

)
est log-concave.

Preuve. Tout d’abord, prouvons l’identité

1 +
∑
n≥1

A(s)n (x)
tn

n!
= exp

(
x
∑
j≥1

A
(s−1)
j (1)

tj

j!

)
, s ≥ 1.

Pour cela, nous procédons par récurrence sur s. Pour s = 1 on a∑
n≥0

A(1)n (x)
tn

n!
=

∑
n≥0

A(0)n (Bx)
tn

n!

= exp (Bxh (t))

=
∑
n≥0

Bn (x)

n!
(h (t))n

= exp (x (exph (t)− 1))

= exp

(
x
∑
n≥1

A(0)n (1)
tn

n!

)
,

donc, l’assertion est vérifiée pour s = 1. Supposons que l’assertion est vérifiée pour
tout entier s ≥ 1. On a

1 +
∑
n≥1

A(s+1)n (x)
tn

n!
=

∑
n≥0

A(s)n (Bx)
tn

n!

= exp

(
Bx
∑
j≥1

A
(s−1)
j (1)

tj

j!

)

=
∑
n≥0

Bn
x

n!

(∑
j≥1

A
(s−1)
j (1)

tj

j!

)n

=
∑
n≥0

Bn (x)

n!

(∑
j≥1

A
(s−1)
j (1)

tj

j!

)n

= exp

(
x

(
exp

(∑
j≥1

A
(s−1)
j (1)

tj

j!

)
− 1

))

= exp

(
x
∑
n≥1

A(s)n (1)
tn

n!

)
,

et l’assertion est ainsi démontrée pour s + 1, ce qui complète la preuve. Pour le
reste, il suffi t de procéder par induction sur s et d’appliquer le théorème de Bender-

Canfield [5] pour montrer que les suites A(s)n (x) et
(
A
(s)
n (x)
n!

)
sont respectivement

log-convexe et log-concave. �
Ci-dessous, nous donnons quelques exemples d’applications du théorème précédent.
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Exemple 25 Pour an = 1, nous obtenons le Théorème 1 dans [2, Th.1]

Exemple 26 Du fait que

∞∑
n=0

〈x〉n
tn

n!
=

1

(1− t)x = e−x ln(1−t),

alors pour A(0)n (x) = 〈x〉n , h (t) = − ln (1− t) et an = (n− 1)!, on trouve

A(0)n (x) = An (x) = 〈x〉n ,
A(1)n (x) = A(0)n (Bx) = 〈Bx〉n = Ln (x) ,

A(2)n (x) = A(1)n (Bx) = Ln (Bx) =

n∑
k=0

L (n, k)Bk (x) , etc.

Le théorème 56 nous permet de conclure que pour s = 1 et s = 2 les suites

(Ln (x)) ,

(
n∑
k=0

L (n, k)Bk (x)

)

sont log-convexes et que les suites

(
Ln (x)

n!

)
,


n∑
k=0

L (n, k)Bk (x)

n!

 ,

sont log-concaves.

Corollaire 57 Soient as =
(
A
(s)
1 (1) , A

(s)
2 (1) , . . .

)
, s ≥ 0 et les polynômes V(s)n,r (x) ,

V(s)n (x) définis par

V(s)n,r (x) =
n∑
k=0

B
(r)
n+r,k+r (as; e+ Las)x

k,

V(s)n (x) = V(s)n,0 (x) =
n∑
k=0

Bn,k (as)x
k.

Si le polynôme V(s)n (x) ∈ RZ, alors le polynôme V(s)n,r (x) ∈ RZ.
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Preuve. Par le théorème 56, on a

∑
n≥0

A(s+1)n (x)
tn

n!
= exp

(
x
∑
j≥1

A
(s)
j (1)

tj

j!

)

=
∑
k≥0

(
x
∑
j≥1
A
(s)
j (1) tj

j!

)k

k!

=
∑
k≥0

( ∞∑
n=k

Bn,k (as)
tn

n!
xk

)

=
∑
n≥0

(
n∑
k=0

Bn,k (as)x
k

)
tn

n!
,

d’où

A(s+1)n (x) =
n∑
k=0

Bn,k (as)x
k = V(s)n (x) = fn (Bx) ,

fn (x) =
n∑
k=0

Bn,k (as) (x)k ,

et d’aprés la proposition 54, si le polynôme A(s+1)n (x) = V(s)n (x) est à racines réelles,
alors

V(s)n,r (x) = fn (Bx + r) =
n∑
k=0

B
(r)
n+r,k+r (as; e+ Las)x

k ∈ RZ,

ce qui qui achève la preuve. �

Exemple 27 Pour s = 0 le polynôme défini ci-dessous

V(0)n (x) = Ln (x) ,

n’a que des racines réelles [1], alors d’après le corollaire 57, le polynôme

V(0)n,r (x) =

n∑
k=0

B
(r)
n+r,k+r (a0; e+ La0)x

k,

n’a que des racines réelles, où a0 = (1!, 2!, . . .) .

Théorème 58 Soient
(
f
(r)
n (x)

)
la suite binomiale définie par

∑
n≥0

f (r)n (x)
tn

n!
= F (t) (h (t))r exp (xh (t)) , h (t) =

∑
j≥1

aj
tj

j!
,



85

où, r est un entier positif, F (t) une série formelle et f (r)n (x) := dr

dxr
fn (x) .

Pour r ≤ n − 1, si le polynôme f (0)n (x) est de degré n et f (0)n (x) ∈ RZ, alors le
polynôme

f (r)n (x) = r!

n∑
k=r

(
n

k

)
Bk,r (a) f

(0)
n−k (x) ∈ RZ.

Preuve. Par définition, on a

f (r)n (x) =
d

dx
f (r−1)n (x) ,

donc deg
(
f
(r)
n (x)

)
= n − r. Nous déduisons la preuve par récurrence sur r et par

l’application du théorème de Rolle. �

Exemple 28 Soit
(
f
(r)
n (x)

)
la suite définie par∑

n≥0
f (r)n (x)

tn

n!
=
(
et − 1

)r
exp

(
x
(
et − 1

))
,

ici a = (1, 1, . . .) , Bn,k (a) =

{
n

k

}
, le polynôme f (0)n (x) = Bn (x) est de degré n et

est dans RZ. Alors le polynôme

f (r)n (x) = r!
n∑
k=r

(
n

k

){
k

r

}
Bn−k (x) ,

appartient à RZ.

Exemple 29 Soit
(
f
(r)
n (x)

)
la suite définie par∑

n≥0
f (r)n (x)

tn

n!
= (ln (1 + t))r exp (x (ln (1 + t))) ,

ici a = (0!,−1!, 2!, . . .) , Bn,k (a) = (−1)n−k
[
n

k

]
, le polynôme

f (0)n (x) =

n∑
k=0

(−1)k
[
n

k

]
xk = (x)n ,

est de degré n et est dans RZ, alors le polynôme

f (r)n (x) = r!
n∑
k=r

(−1)k−r
(
n

k

)[
k

r

]
(x)n−k ,

appartient à RZ.
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Exemple 30 Soit
(
f
(r)
n (x)

)
la suite définie par

∑
n≥0

f (r)n (x)
tn

n!
=

1

r!

(
t

1− t

)r
exp

(
xt

1− t

)
,

ici a = (1!, 2!, 3!, . . .) , Bn,k (a) = L (n, k) et le polynôme

f (0)n (x) = Ln (x) =
n∑
k=0

L (n, k)xk,

est de degré n et n’admet que des racines réelles. Alors le polynôme

f (r)n (x) = r!
n∑
k=r

(−1)k−r
(
n

k

)
L (k, r)Ln−k (x) ,

appartient à RZ.



Conclusion et Perspectives

Dans cette thèse par l’utilisation du calcul ombral, nous avons établi de nombreuses
congruences intéressantes pour diverses suites de polynômes et généralisé certains
résultats. Plus précisément par l’ombre généralisée de Bell Bx, nous avons donné des
représentations ombrales et de nouvelles congruences pour les polynômes suivants :
polynôme r-dérangement, polynôme de Lah et r-Lah, polynôme de Bell, r-Bell et
(r1, . . . , rq)-Bell, ainsi que des congruences concernant le nombre de Bell sans single-
tons. Ces résultats ont constitué le deuxième chapitre. Nous avons étudié de plus la
périodicité des polynômes liés à l’ombre de Bell B, ce qui nous a permis de fournir
de nouveaux résultats, présentés dans le troisième chapitre. Une autre exploitation
de l’ombre généralisée de Bell est la généralisation de plusieurs identités connues en
identités sur les polynômes r-dérangement, Lah, r-Lah, Bell, r-Bell. Ces résultats
ont fait l’objet du chapitre quatre. Une dernière exploitation de l’ombre généralisée
de Bell a concerné les polynômes à racines réelles. Cette exploitation a fait l’objet
du dernier chapitre où nous avons donné un résultat intéressant sur les polynômes
à racines réelles [7]. et obtenu de nouvelles suites de polynômes n’ayant que des
racines réelles. Il faut préciser que le résultat principal obtenu donne une possibilité
ouverte permettant de trouver d’autres exemples. D’autres résultats auxiliaires dans
le dernier chapitre concernent une application du théorème de Bender-Canfield [5]
et des applications sur les polynômes de partitions. Certainement, il est important
de regarder comment peut-on exploiter le calcul ombral dans d’autres domaines.

Les perspectives que ce travail nous permettent d’envisager les travaux suivants.

- Mihoubi et Taharbouchet [43] ont donné une représentation ombrale pour les
suites de polynômes d’Appell et ont fourni plusieurs résultats intéressants, ce qui
nous donne la possibilité d’obtenir d’éventuels nouveaux résultats. Par exemple, on
sait que la suite binomiale (Dn (x))n≥0 est ’une suite de polynômes d’Appell. Soit D
l’ombre de dérangement définie par :

Dn= Dn pour n ≥ 1 et D0=1,
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où Dn est le n-ème nombre de dérangement, on a
∞∑
n=0

Dn (x)
tn

n!
=

e−t

1− te
xt

= exp((D+x) t),

on peut donc définir l’ombre généralisée de dérangement Dx par

Dn
x = Dn (x)

= (D+x)n ,

nous croyons que cette représentation nous donne un moyen pour montrer d’autre
propriétés cocernant la suite binomiale (Dn (x))n≥0.

- Pour tout entier n ≥ 0, le n-ème polynôme de Bell sans singletons Vn (x) est
défini par

Vn (x) =
n∑
k=0

{
n

k

}2↑
xk,

où
{
n
k

}2↑
:=
{
n
k

}2↑
0
est le nombre Stirling de deuxième espèce qui compte le nombre

de partitions de l’ensemble [n] en k blocs sans singletons [41]. On définit l’ombre
généralisée de Bell sans singletons Vx par Vn

x = Vn (x). Nous pensons que cette
représentation ombrale nous permet de donner des résultats nouveaux concernant la
suite de polynômes Vn (x), comme par exemple des congruences, des identités, etc.

- Il est possible et d’une maniére similaire qu’au polynôme r-dérangement [6] de dé-
finir la suite de polynômes rq-dérengement et de généraliser les propriétés cocernant
le polynôme r-dérangement au polynôme rq-dérangement.

- La conjecture suivante [58] représente pour nous un thème en continuité de cette
thèse pour étude : Pour tout entier k ≥ 0 et tout nombre premier p le nombre Np

est la période minimale pour les suites (Vn+k,k)n≥0 , (Vn+k,k)k≥0 .
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[37] I. Mező and J.L. Ramirez, Divisibility properties of the r-Bell numbers and
polynomials. J. Num. Theory., 177 (2017) 136-152.

[38] M. Mihoubi, Bell polynomials and binomial type sequences. Discrete Math.,
308 (2008) 2450—2459.

[39] M. Mihoubi, The role of binomial type sequences in determination identities
for Bell polynomials. Ars Combin., 111 (2013) 323—337.

[40] M. Mihoubi and M.S. Maamra, The (r1, . . . , rp)-Stirling numbers of the second
kind. Integers 12 (2012), Article A35.

[41] M. Mihoubi and M. Rahmani, The partial r-Bell polynomials. Afr. Mat., 28(7-
8) (2017) 1167—1183.

[42] M. Mihoubi and L. Reggane, The s-degenerate r-Lah numbers. Ars Combin.,
120 (2015) 333-340.

[43] M. Mihoubi and S. Taharbouchet, Some identities involving Appell polynomials.
Avalaible electronically at https ://arxiv. 1709.07910v2 [math.NT] 7 Dec. 2017.

[44] M. Mihoubi and S. Taharbouchet, Some identities involving Appell polynomials.
A paraître dans Quaest. Math.

[45] P.L. Montgomery, S. Nahm Jr. and S. Wagstaff, The period of the Bell numbers
modulo a prime. Math. Comp., 79 (2010)1793—1800.

[46] G. Nyul and G. Racz, The r-Lah numbers. Discrete Math., 338(10) (2015)
1660-1666.

[47] I. Oliva, Amoment symbolic representation of levy processes with application.
Doctorat thesis, Università di Pologna, 2012.

[48] C. On chow, On derangement polynomials of type B. J. Combi. Theory Ser. A,
116 (2009) 816-830.

[49] C. Radoux, Nombres de Bell modulo p premier et extensions de degré p de Fp.
C. R. Acad. Sci. série A, 281 (1975) 879—882.

[50] P. Richard. Stanley, Log-Concave and Unimodal Sequences in Algebra, Combi-
natorics, and Geometry. Ann. New York Acad. Sci., 576 (1989) 500—534.

[51] J. Riordan, An Introduction to Combinatorial Analysis. John Wiley, New York,
1958.



92

[52] S. Roman, The umbral calculus, Academic press, 1984.

[53] S. Roman and G.C. Rota, The Umbral Calculus. Adv. Math., 27 (1978).

[54] G.C. Rota, The Number of Partitions of a Set. Amer. Math. Monthly, 71 (5)
(1964) 498—504.

[55] G.C. Rota and B.D Taylor, The classical umbral calculus. SIAM J. Math. Anal.,
25 (2) (1994) 694—711.

[56] M. Shattuck, Some combinatorial formulas for the partial r-Bell polynomials,
Notes Number Th. Discr. Math., 23(1) (2017) 63—76.

[57] S. Simons, A curious identity. The Mathematical Gazette, 85 (2001) 296—298.

[58] Y. Sun and X. Wu, The largest singletons of set partitions. European J. Com-
bin., 32 (2011) 369—382.

[59] Y. Sun, X. Wu and J. Zhuang, Congruences on the Bell polynomials and the
derangement polynomials. J. Num. Theory, 133 (2013) 1564—1571.

[60] Z.-W. Sun and D. Zagier, On a curious property of Bell numbers. Bull. Aust.
Math. Soc., 84 (2011) 153—158.

[61] M. Tanny, On some numbers related to the Bell numbers. Canad. Math. Bull.,
17(5) 1975.

[62] A.F. Tebtoub, Aspects combinatoires liés à la monotonie des suites classiques.
Thèse de Doctorat, USTHB, 2017.

[63] J. Touchard, Propriétés arithmétiques de certains nombres recurrents. Ann.
Soc. Sci. Bruxelles, 53A (1933) 21—31.

[64] M.Wachs. On q-Derangement numbers.American Mathematical Society, 106(1)
(1989).
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