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Une dédicace a mon pére sans lequel tout ce parcours n’aurait pas été possible.



Résumé

Cette these est axée sur les propriétés asymptotiques dans le cadre de l’estimation non para-
métrique par noyaux du quantile conditionnel pour des données de survie. Nous nous plagons dans
un modele de données censurées a droite. Nous considérons une suite de variables aléatoires (v.a.)
stationnaires, présentant une structure de dépendance de type associé. Nous étendons les travaux
réalisés par Ould Said et Sadki (2008) aux données associées. Nous introduisons dans un premier
chapitre les quantiles simple et conditionnel tout en présentant quelques résultats existants suscep-
tibles d’étayer les démonstrations données par la suite. Les chapitres suivants présentent :

e [’estimation non paramétrique de la fonction quantile conditionnel par la méthode du noyau dans
le cas de données complétes.

e La convergence presque stre de 'estimateur a noyau du quantile conditionnel pour des variables
censurées et associées : Cet article a fait 'objet d’une publication acceptée dans Hacettepe Journal
of Mathematics and Statistics. Les preuves s’appuient essentiellement sur les calculs de covariance
pour lesquelles nous utiliserons principalement l'inégalité exponentielle proposée par Doukhan et
Neumann (2007) qui se trouve étre la plus appropriée sous ’hypothése d’association.

e La normalité asymptotique dudit estimateur sous le méme modéle : les preuves qui illustrent que
I'estimateur en question est asymptotiquement gaussien se basent sur la méthode des grands et des
petits blocs.

Des simulations viennent appuyer le bon comportement de 'estimateur étudié.

Mots et phrases clés : Association, Censure droite, Convergence forte, Estimation non paramé-

trique, Kaplan-Meier, Quantile conditionnel, Normalité asymptotique.



Abstract

This thesis focuses on asymptotic properties in the context of nonparametric kernel estimation of
the conditional quantile for survival data. We place ourselves in a right censored model. We consider
a sequence of stationary random variables (r.v.), having a dependency structure of associated type.
We extend the work done by Ould Said and Sadki (2008) to the associated data. We introduce in a
first chapter the simple and the conditional quantiles while presenting some existing results likely to
support the demonstrations given later. The following chapters present :

e The nonparametric estimation of the conditional quantile function by the kernel method in the
case of complete data.

e The almost sure convergence of the kernel estimator of the conditional quantile for censored and
associated variables : This article was the subject of an accepted publication in Hacettepe Journal
of Mathematics ans Statistics. The proofs rely mainly on the covariance calculations for which we
will mainly use the exponential inequality proposed by Doukhan and Neumann (2007) and which is
appropriate under the assumption of association.

e The asymptotic normality of this estimator under the same model : the proofs that illustrate that
the estimator in question is asymptotically Gaussian are based on the method of large and small
blocks.

Simulations support the good behavior of the studied estimator.

Key words and phrases : Association, Asymptotic normality, Conditional quantile, Kaplan-Meier,

Non-parametric estimation, Right censorship, Strong convergence.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Présentation

La modélisation des durées de vie est décrite comme un domaine devenu trées actif. Il s’agit de
modéliser le temps écoulé entre deux évenements, représenté par une variable aléatoire généralement
positive en fonction de facteurs explicatifs éventuels. Initialement, les durées de vie concernaient les
applications biologiques (biostatistiques, épidémiologie), médicales et démographiques (espérance de
vie aux divers ages, dge au mariage). Désormais, cela s’applique aux domaines économiques (durée
de vie d’une entreprise, instant d’un défaut de paiement ... ), en fiabilité (durée de vie d'un matériel)
et en finance (défaillance d’un crédit).

L’analyse statistique est d’une complexité telle que les durées de vie sont rarement complétes, il
semble difficile d’observer en continu les données, cela est dii aux phénomeénes de censure et/ou de
troncature pour ne citer que celles qui s’avérent les plus connues.

Les méthodes de statistique paramétrique usuelles proposent des modéles connus, avec des para-
métres inconnus & estimer. L’un des exemples les plus courants est le modéle de régression linéaire.
Ces méthodes ne s’adaptent pas aux données de survie. Le traitement des durées de vie requiert
I'utilisation de méthodes semi et non-paramétrique afin d’aboutir sur des résultats plus réalistes.
L’objet principal de cette thése est d’établir des résultats asymptotiques pour 'estimateur a noyau
du quantile conditionnel (consistance et normalité asymptotique) lorsque les durées de vie sont in-
complétes (I'accés a I'information n’est pas complet) et sont soumises a des perturbations (structure

de dépendance). Ces concepts seront décrits par la suite.

1.2 Données incomplétes

Une particularité bien connue des données de survie est l'incapacité d’accéder a toutes les ob-
servations. Les procédures statistiques classiques ne sont alors plus valables, la modélisation de ces

données incomplétes nécessite des techniques statistiques plus complexes. Les données incomplétes
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Chapitre 1 Introduction

les plus courantes étant les données censurées et les données tronquées.

Initialement apparue en astronomie, la troncature a gauche s’est ensuite étendue aux domaines de la
médecine, de I’épidémiologie, de la biométrie et de I’économie. Elle survient lorsque le temps d’origine
de la durée de vie préceéde le temps d’origine de 1’étude. Nous n’observons alors que les durées de vie
T pour lesquelles {T' > Z}, ou Z est la variable de troncature. A I'inverse, dans la troncature droite
la variable T" n’est observable que si elle est inférieure & Z. On observe alors le couple (7', Z), avec
T < Z ou inversement.

Prenons 'exemple de la société protectrice des animaux qui cherche a étudier la durée de vie des
chats. Elle dispose de I’age de chacun des chats a son arrivée Z ainsi que de son age a son déces T'. La
population représentée n’est pas compléte. En effet, les chats confiés soit trop jeunes soit trop vieux
ne seront pas forcément représentés. On dispose alors d’un échantillon de réalisations de T' tronquées
a gauche par une v.a. Z. Sur les N cas de ’échantillon, il est possible uniquement d’observer les n
chats suffisamment grands.

Ce type de données incomplétes a suscité I'intérét de nombreux auteurs, Lemdani et al. (2009) et
Ould-Said et al. (2009) ont étudié les propriétés asymptotiques du quantile conditionnel pour des
données tronquées a gauche dans les cas i.i.d. et a-mélangeant, respectivement.

Par ailleurs, 'autre type de données incomplétes est celui des données censurées, bien connu dans
la modélisation des cadres d’études expérimentales comme c’est le cas pour certaines maladies. Ce
type de données trouve également un usage important en assurance et en finance. Dans ce cas, une
durée T montrant I’événement d’intérét est dite censurée a droite par une v.a. positive C' n’ayant pas
encore montré 1'événement d’intérét si, au lieu de 7" on observe le couple (Y, d) avec Y = min(7, C)
et & = Lyr<cy. A l'inverse, elle est censurée a gauche si, au lieu de 7', on observe le couple (Y, 6)
avec Y = sup(T,C) et 6 = Lyr<cy. Ces deux types de censure peuvent étre combinées, on parle alors
de la double censure. Concrétement, nous disposons des variables Y7, ...,Y,, pour lesquelles nous
distinguerons deux types d’observations : celles pour lesquelles §; = 1 donc Y; = T; représentant les
vraies durées de vie (durées complétes), et celles pour lesquelles §; = 0 donc Y; = C; qui sont des
données censurées (durées incomplétes).

A titre illustratif, nous nous intéressons a I’dge d’acquisition de la marche chez des jeunes enfants
agés entre 10 et 16 mois habitant la méme ville. La durée d’intérét est donc l'intervalle de temps
entre la naissance et les premiers pas. Nous distinguons trois cas de figures : soit 'enfant sait déja
marcher avant 10 mois on parle alors de censure fixe a gauche. Soit il ne sait toujours pas marcher
a 16 mois, on parle alors de censure fixe a droite. Soit il apprend & marcher entre 10 et 16 mois, on
constate dans ce cas que les données sont complétes.

Un autre type de censure existe, il s’agit de la censure par intervalle dans laquelle nous ne connaissons
que les bornes aléatoires (C, Cy) entre lesquelles I'événement d’intérét a lieu.

Prenons I'exemple d'un processus de production industrielle pour lequel nous cherchons les com-

posants défectueux, nous effectuons les controles a des dates aléatoires. Lorsqu’un composant est a
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Chapitre 1 Introduction

changer, nous connaissons seulement qu’il a failli entre les dates de deux controles successifs. C’est
donc une censure par intervalle.

Nous nous intéressons dans cette these au cas des données censurées a droite considérées comme étant
les plus fréquentes. Ce type de censure ot sont observées les variables d’intérét 71, ..., T, lorsque
Y; < C| le cas échéant on observe C est dénommeée censure de type I.

La généralisation de cette censure donne la censure de type II pour laquelle nous nous intéressons au
processus d’observation jusqu’au r-iéme déces. En effet, pour les statistiques d’ordre 11y, T(2), . . ., T(n),
nous observerons 1'échantillon (Y}, ;) avec Y; = min(T;, T,) et §; = 1 (1<)} (en supposant I’ab-
sence d’ex-aequo). Droesbeke et al. (1989) indiquent un exemple de censure de type II en testant la
fiabilité d’un systéme complexe, ils mettent en état de fonctionnement n systémes du méme type, et
s’arrétent lorsque la r-iéme panne est observée.

Il est traité dans cette thése les données sujettes a une censure de type III dénommée également
censure aléatoire de type I. Dans ce contexte, les variables de censure C1, ..., ), sont aléatoires et
i.i.d. Les variables réellement observées Y7,...,Y, sont telles que Y; = min(7;, ;) et 6; = Lin<c,)
pourt=1...n.

A titre d’exemple, lors d’'un essai thérapeutique sur des individus, la censure & droite peut étre due
a la perte de vue d’un patient (pour cause de déménagement ou bien le patient décide de se faire
soigner ailleurs), 'arrét ou le changement du traitement (pour cause d’effets secondaires ou de 'inef-
ficacité du traitement) ou alors en raison de la fin de I’étude (certains patients n’ont pas encore subi
I'événement).

Avoir des données incomplétes constitue une perte d’information, se pose alors le probléme d’iden-
tifiabilité autrement dit nous nous demandons si la loi de nos observations nous permet d’identifier
la loi de T Est-il possible de déterminer de maniére unique la loi de 7' (exemple : la densité ou la
survie) ?

La perte d’information due a la censure fait que la réponse est souvent négative, il n’est de ce fait
pas évident d’identifier la loi de T" & partir des observations, ce qui nous raméne a supposer les durées
de vie indépendantes des censures.

La v.a. T posséde une f.d.r. notée F'. Il s’agit de 'une des plus importantes caractéristiques de cette
durée de vie avec F(t) = P(T < t). D’autres fonctions viennent s’ajouter dans I’analyse des données
de survie lorsque la durée de vie T" est une v.a. positive :

o La fonction de survie au moins jusqu’a U'instant ¢ est S(t) = P(T" > t) =1— F(t) = f;roo f(u)du,
ou f représente la densité de probabilité |

o La fonction de hasard A(t) = f(t)/S(t) = —dlog S(t)/dt,

o La fonction de hasard intégrée A(t) = fot A= —logS(t).

Dans ce contexte, Kaplan et Meier (1958) donnent un estimateur produit limite de la fonction de
survie S(t) et démontrent sa convergence uniforme presque stre ainsi que sa normalité asymptotique

sous certaines conditions d’identifiabilité. Ils proposent d’estimer la survie de la variable d’intérét
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Chapitre 1 Introduction

T a partir des observations incomplétes. Pour ce faire, les temps d’événements (décés et censure)
distincts T(;) (i=1...n) sont ordonnés par ordre croissant. L’idée de Kaplan-Meier étant "survivre
aprés un temps t c’est étre en vie juste avant t et ne pas mourir au temps t". Prenons la définition

des deux variables

- d; = nombre de décés observés au temps T(;) ,

- R; = nombre d’individus a risque de décéder juste avant le temps 7{;), d’ou

R; = Z]l{thT(i)}. (1.1)
j=1

L’E.K.M est alors donné par

d; :
N H (1—5) SltZT(l)

1 sit < T(l),

Les temps d’événements étant supposés distincts, nous avons

d; =0 cas de censure en 1(;), implique ¢; = 0,

d; =1 cas de déces en T(;), implique ¢; = 1.

L’écriture de 'estimateur devient

o I () JL G

ZT(.L) St lT(Z) St

En I'absence de censure, 'E.K.M se réduit a la fonction de survie empirique usuelle. Il est & noter
également que cet estimateur est une fonction en escalier décroissante, ce n’est rien d’autre que
I’estimateur du maximum de vraisemblance non paramétrique. Il n’est pas possible d’obtenir I'E.K.M
dans le cas de la censure par intervalle (les temps de censure n’étant pas connus).

De nombreux auteurs se sont penchés sur les différents types de convergence de I’E.K.M, nous citerons
les travaux de Peterson (1977) et Gill (1980) qui ont étendu les propriétés de convergence et de
normalité asymptotique a 'E.K.M. Cai et Roussas (1998) ont établi les propriétés asymptotiques
(convergence uniforme et normalité asymptotique) de 'E.K.M de la f.d.r. sous un modéle censuré
a droite et associé. Par ailleurs, Stute et Wang (1993) ont établi un résultat du type loi forte des
grands nombres de I'E.K.M.

Il existe une pléiade d’auteurs qui ont porté leur intérét aux données censurées, a titre indicatif Ould-
Said et Cai (2005) ont traité le mode conditionnel dans le cas i.i.d. Khardani et al. (2010) ont présenté
les proriétés asymptotiques d’un estimateur lissé du mode conditionnel dans le cadre de données
dépendantes. Ferrani et al. (2014) ont étudié la convergence uniforme presque stre de I'estimateur a

noyau de la densité et du mode avec vitesse de convergence pour des données dépendantes.
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1.3 La dépendance

Dans les usages, il est plus fréquent d’étre exposé a des données de survie dépendantes. Pour
corroborer cela et a titre d’exemple, une personne résidant dans une zone épargnée par un virus
particulier aura moins de chance d’y étre infectée ; contrairement a celle résidant dans une zone pré-
sentant plus de risques. Cependant, il est a remarquer que ces données présentent une structure de
dépendance bien qu’elles soient asymptotiquement indépendantes. En effet, si I’on ordonne la pro-
venance géographique d’individus issus d'un méme échantillon, nous constaterons une dépendance
entre deux individus proches géographiquement et une indépendance entre deux individus éloignés.
Ceci est mathématiquement modélisé par des données mélangeantes. Il existe plusieurs formes de
mélange, I’a-mélange est la forme la plus répandue et la moins restrictive car la plus faible. Ce type
de dépendance est notamment utilisé dans les processus ARMA en particulier dans 'analyse des
séries temporelles.

Le coefficient « est tel que 0 < a < 1/4, il est plus faible que les autres coefficients de mélange (Voir
Doukhan (1994), Rio (2000)). De multiples travaux existent dans la littérature dans le cadre de la
structure de dépendance de type a-mélange pour des données tronquées, Sun et Zhou (2001) ont
établi des résultats pour l'estimation de la f.d.r. Par ailleurs, Lemdani et al. (2005) se sont intéressés
a la consistance de la fonction quantile pour des données tronquées a gauche. Ould-Said et Sadki
(2008) ont établi la convergence presque stire de 'estimateur & noyau du quantile conditionnel pour
un modele censuré a droite. En outre, ils ont établi la normalité asymptotique de ce méme estima-
teur pour le méme modeéle (2011). D’autres travaux récents existent, il s’agit de ceux de Liang et
de Ufia -Alvarez (2011) qui donnent la convergence uniforme ainsi que la normalité asymptotique de

I’estimateur du quantile conditionnel dans le cas a-mélangeant pour des données censurées.

L’association est une forme particuliére de dépendance positive, elle a deux origines : la physique
mathématique avec les inégalités FKG (Fortuin, Kasteleyn et Ginibre) appliquées en théorie de per-
colation, ...et l'autre statistique (Esary, Proschan et Walkup) avec des applications en fiabilité.
Pour illustrer ce type de dépendance, nous donnons ’exemple d’'un malade hospitalisé fréquemment,
ce dernier recoit a chaque hospitalisation un traitement et séjourne a I’hopital. Ces durées d’hospi-
talisation sont associées du fait que le traitement administré a chaque hospitalisation dépend de ce
qui lui avait été administré lors de ses hospitalisations antérieures.

Comme deuxiéme exemple, nous donnons celui de la durée de vie d'un équipement. Si les compo-
santes d'un équipement subissent le méme stress (exemple : chute de tension), elles ont alors des
durées de vie associées.

Les v.a. X, ..., X, sont considérées associées si pour tout sous-ensemble I € {1...n}

CO’U(\Ifl(Xl, ce ,Xn), \IIQ(X17 Ce ,Xn)) Z O7
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Chapitre 1 Introduction

pour toutes fonctions non décroissantes ¥, Uy de Rl — R pour lesquelles la covariance existe.
Parmi les propriétés de 'association (Esary et al.(1967)), nous citerons les plus importantes :
o Tout sous ensemble d'un ensemble fini de variables aléatoires réelles associées est aussi associé.
o Une suite infinie de variables aléatoires est associée si toute sous suite finie est associée.
o Si deux ensembles de variables associées sont indépendants 'un de 'autre, leur union est un
ensemble associé.
o Tout singleton formé d’une variable aléatoire réelle est associé.
oSi X = (Xj,...,X,) est un vecteur associé et si g1, ..., g sont des fonctions toutes croissantes de
R™ — R (ou toutes décroissantes), alors le vecteur Y = (¢1(X), ..., g (X)) est associé.
o Si X0 = (Xl(l), . ,X,sl)) est associé¢ pour tout [ et si X! converge en loi vers X = (X1,...,X,)
lorsque [ tend vers 400, alors X est associé.
Nous citons quelques exemples de vecteurs et processus associés
e Tout vecteur composé de v.a. indépendantes est associé.
e Tout vecteur gaussien positivement corrélé (Couv(X;, X;)) > 0) pour tous i,j € {1,...,n} est
associé.
e Considérons un processus stationnaire autorégressif d’ordre p noté (Xy)gez défini pour tout k € Z
par

X =VU( X1 + ...+ Xiep) + €,

avec (€x)rez est une suite de variables aléatoires indépendantes. La suite (Xj)rez est associée si W

est croissante sur R.

De nombreux auteurs ont porté un intérét particulier a l’estimation non paramétrique sous des
données associées. Lehmann (1966) fut I'un des premiers a aborder le théme des données positive-
ment associées. Le concept a ensuite été généralisé par Esary, Proschan et Walkup (1967). Newman
(1980) a établi le théoréme central limite (TCL) pour des variables strictement stationnaires pour
le généraliser en 1981 au cas fonctionnel. D’autre part, Birkel (1989) donna la loi forte des grands
nombres pour des suites associées.

Dans le cas des données complétes, Roussas (1991) a élaboré sous certaines conditions de régularité,
la convergence uniforme de 'estimateur & noyau de la densité sous des données vectorielles associées
et a donné la vitesse de convergence. Par ailleurs, Bagai et Prakasa Rao (1995) ont étudié la conver-
gence uniforme de 'estimateur a noyau de la densité pour un processus associé et stationnaire, sans
donner la vitesse de convergence. Roussas (2000) a établi la normalité asymptotique de I'estimateur
a noyau de la densité et Masry (2002) a étendu les travaux de Roussas, il a prouvé la convergence
uniforme et la normalité asymptotique avec vitesse de convergence de la densité d’'une variable vec-
torielle.

Lin et Li (2007) ont étudié les propriétés asymptotiques de 'estimateur a noyau de la médiane condi-

tionnelle pour la norme L1.

15



Chapitre 1 Introduction

Les travaux existant sur les données incomplétes et associées sont relativement récents, Ferrani et
al. (2014) ont étudié la convergence uniforme presque sire de 'estimateur a noyau de la densité et
du mode avec vitesse de convergence. La convergence uniforme presque stire de ’estimateur a noyau
de la fonction de régression dans un modéle censuré et associé a été établie par Menni et Tatachak
(2016).

Cette structure de dépendance a donné naissance a d’autres formes d’association de type : négative,
positive et quasi-association.

o L’association négative a été introduite par Joag-Dev et Proschan (1983). Les v.a. X,..., X, sont

dites négativement associées si pour tous sous-ensembles disjoints I et J € {1...n}
CO'U(\Ijl(XZ',’i S [), \IIQ(XJ,.] € J)) S 0,

pour toutes fonctions non décroissantes ¥y de R/l — R, ¥, de RI’I — R pour lesquelles la covariance
existe. Une suite infinie de variables aléatoires est négativement associée si toute sous suite finie est
négativement associée. Pour ce type d’association, nous référons le lecteur aux travaux de Bozorgnia
et al. (1996), Patterson et Taylor (1997), ....

Parmi les distributions multivariées, les lois gaussiennes négativement corrélées, les lois multinomiales
et les lois de Dirichlet possedent des propriétés de 1’association négative.

Les variables associées et négativement associées vérifient 1’équivalence entre la non corrélation et

I'indépendance. Cette propriété provient de l'inégalité de covariance suivante

oy,
(%vi

|Cov(W(X;,1 € 1), V(X5 € J))| < ZZ

icl jeJ

| COU(Xi7 X])|

o

oV,
oo Il 0T

pour [ et J € {1...n} et ¥y, ¥y deux fonctions réelles a derivées bornées.

Cette inégalité a été établie par Birkel (1988) pour les variables associées, par Bulinski (1996) pour les
variables négativement associées et par Doukhan et Louhichi (1999) pour les variables gaussiennes.
o Les v.a. Xy,..., X, sont dites positivement (faiblement) associées si pour tous sous-ensembles

disjoints I et J € {1...n}
OOU(\Ijl(Xi,i € ]),\IIQ(Xj,j € J)) Z 0,

pour toutes fonctions non décroissantes ¥; de R/l — R, ¥, de RI’I — R pour lesquelles la covariance
existe. Une suite infinie de variables aléatoires est positivement associée si toute sous suite finie
est positivement associée. Remarquons que la définition de I'association positive est trés proche de
I’association. Néanmoins, cette dérniére est plus forte et implique I'association positive.

En effet, dire que X et Y sont associées implique que Cov(¥(X), U5(Y)) > 0, ce qui implique que
Cov(X,Y) > 0 pour toutes fonctions non décroissantes Wy, Ws.

Notons également qu'un vecteur (X, X, ..., X5) de v.a. gaussiennes est associé si est seulement s’il

était positivement corrélé (i.e.Couv(X;, X;) > 0). Cette propriété a été démontrée par Pitt (1982).
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o Dans le cas de la quasi-association, on considére une famille de v.a. réelles X = {X,,n € N}
telle que E(X ]2) < oo pour tout 7 € N. La famille X est dite quasi-associée si pour toutes fonctions
lipschitziennes W, W, définies respectivement de Rl — R et Rl — R avec I et J deux sous-

ensembles finis disjoints de R, on a

|Cov(Wq(X;,1 € 1),Wa(X;,5 € J))] < Zlepl Dlipj(¥q)| Cov(X;, X;)|. (1.2)

el jed

Les constantes de lipschitz Lip;(¥,) sont telles que pour = = (x;,i € I), y = (y;,i € I) dans R/

Wy () )| <Y Lipi(U1)]a; — vl
el
et
L’lp (‘If ) = sup |\Ijl(x17 sy Li—15 Ly Lip 1y - - - 7'I\I|) - \Ijl(xlv B axi—17$;7$i+1a s 7'I\I|)|
(T, =
' T #) ‘xz—x” 7
le sup étant pris pour xy, Za, ..., |, z; € R.

Cette forme de dépendance a été établie par Bulinski et Suquet (2001). Les travaux de Bulinski
et Sabanovitch (1998) démontrent que l'inégalité 1.2 est vérifice dans le cas des v.a. positivement

associées et négativement associées. Ces deux derniéres impliquent alors la quasi-association.

Théoréme 1.1. (Bulinski et Shashkin (2007))

Soit {Xy;t € Z} une suite de v.a. associées, positivement associées ou négativement associées, telles
que E(X?) < oo pour tout t € Z. Soit I et J deur sous-ensembles finis de Z. Dans l’association
positive ou négative. I et J sont supposés disjoints. Pour toutes fonctions lipschitziennes f : Rl - R

et g : Rl 5 R, nous avons

|Cov (f(X;,iel),g(X;,5€J)) < ZZLZ})Z f)Lip;(g) |Cov(X;, X;)|.
i€l jeJ
o Pour la faible association, Doukhan et Louhichi (1999) choisissent de traiter la dépendance faible

par une approche unifiée :

Définition 1.1. (Doukhan et Louhichi (1999))
Si {Xi;t € N} est une suite de v.a. (7, p)-faiblement dépendante, s’il existe une suite (V. )ren décrois-
sante vers zéro a Uinfini, et une fonction ¢ R *x N? = R, telles que pour tous (u)-uplets (iy, . .. i)

et (v)-uplets (j1,...,7,) avec
1 S Sy <y F TS g1 S S

alors

Cov(h( Xy, ..., X;

zn

), k(Xjn e 7va)) < p(Lip(h), Lip(k‘), U, V)Y,
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pour toutes fonctions h,k € Ly définies respectivement sur R* et RV (L étant l'ensemble de toutes

les fonctions lipschitziennes définies sur R™, n € N* et Ly le sous-ensemble défini par L1 = {h €

L ||hfloc < 1}).
Lip(h) désigne le module de continuité lipschitzien de h, et
h(x) —h
L) sy 122 = R
w2y 1T —ylh
avec ||z||; = |z1| + ... + |xu| pour x = (x1,...,2,).

1.4 Inégalités exponentielles

De multiples inégalités exponentielles existent dans I’estimation non paramétrique fonctionnelle,
elles permettent de déterminer les vitesses de convergence des différents estimateurs.
La construction des inégalités exponentielles s’inspire principalement du théoréme central limite et
de la loi forte des grands nombres. Cette construction requiert 'utilisation de I'inégalité exponentielle
de Markov, il s’agit de définir une borne supérieure idéale de la fonction génératrice des moments.
Les auteurs ont énoncé plusieurs types d’inégalités exponentielles selon le modéle utilisé. Dans le
cas ol les v.a. sont i.i.d., Bernstein (1924) propose une inégalité trouvant un usage particulier pour
la démonstration de la convergence forte en estimation non paramétrique, celle de Hoeffding (1963)
est adaptée pour les sommes de v.a. indépendantes et bornées et I'inégalité de Fuk Nagaev (1971)
qui a pour avantage de n’exiger aucune condition sur les v.a. contrairement aux autres inégalités
proposées.
Il existe d’autres types d’inégalités exponentielles dans le cas des données i.i.d.
Dans le cas des v.a. a-mélangeantes, nous citerons quelques inégalités qui s’averent étre les plus
pertinentes dans les durées de vie a savoir celle de Roussas (1996) qui utilise la technique de Markov
et celle de Bosq (1998) utilisant la technique de couplage.
Des travaux portant sur les inégalités exponentielles dans un modéle de données associées existent
et sont relativement récents, nous citons l'inégalité de Ioannides et Roussas (1999) qui a permis de
donner un taux de convergence pour des v.a. associées et obtiennent un taux de convergence dans
la loi forte des grands nombres. Parmi les inégalités les plus récentes, celle d’Oliveira (2005) est ap-
propriée pour les v.a. non bornées et celle de Douge (2007) utilise une décroissance géométrique des
covariances.
Deux inégalités exponentielles ont un intérét particulier dans 1’association, il s’agit de celle de Neu-
mann et Kallabis (2006) qui est une adaptation de 'inégalité de Bernstein aux données associées et
celle de Doukhan et Neumann (2007) venue généraliser I'inégalité de Neumann et Kallabis (2006).
Dans cette thése 'accent est mis sur l'inégalité exponentielle de Doukhan et Neumann (2007) qui
s’adapte le mieux au modéle de données associées. En effet, la vitesse optimale du terme de fluc-

tuation (terme aléatoire) représentant I’écart entre un estimateur donné et le paramétre étudié est
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donnée par I'inégalité exponentielle extraite du théoréme de Doukhan et Neumann (2007). A noter

que cette inégalité s’applique sur des v.a. centrées.

Théoréme 1.2. (Doukhan et Neumann (2007)) Soient Xy, ..., X, des v.a. réelles de moyenne nulle
définies sur un espace de probabilité (2, A,P) et ¥ : N*> — N définie par 'une des fonctions suivantes :
(i) Y(u,v) = 2v,

(i) Y(u,v) =u+w,

(iii) Y(u,v) = uwv,

(iv) ¥(u,v) =a(u+v)+ (1 —a)uv,Va € (0,1).

Soient les constantes K, M, Ly, Ly < 0o, pu,v >0 et u,v > 0. On suppose une suite non décroissante

de coefficients réels (P(n))n>o telle que pour tous u-uplets (si,...,S,) et v-uplets (t1,...,t,) avec

1< <...<s, <t; <...<t, <n, l'inégalité suivante est vérifiée :

|Cov (X, -+ Xy, Xpy - Xo) )| < K2MUT 72 ((u+ o)) W (u, 0)P(t — s,,),

avec o
D (s + )8 (®(s)) < LiLE (k)" VE > 0
s=0
et
E (| X|*) < M*(k!)",Vk > 0.
Alors, ¥t > 0,

n 22
(Z Z ) = eXP( A+ Brll/(u+l’+2)t(2u+2v+3)/(u+v+2))

i=1

n
ou A, > o2 avec o2 := Var (Z XZ) et

=1
24+pt+v

B, = 2(K V M)L, (A—”KQL v 1) .

1.5 La fonction quantile

Les statistiques robustes ont connu un intérét grandissant depuis le papier fondateur de Huber
(1967). Les problématiques de la robustesse proviennent d’une observation de 'estimateur de la
moyenne. En effet, la moyenne empirique est grandement affectée par la présence de données aber-
rantes (outliers). Une estimation alternative serait celle du quantile qui est une estimation robuste.
Le probléeme de I'estimation des quantiles est trés répandu notamment pour des applications en mé-
decine, en finance ou en fiabilité. Dans le domaine médical, les quantiles sont utilisés pour comparer
un patient & des normes prédéfinies. Une application mécanique est la minimisation des quantiles

en présence d’incertitudes gaussiennes ceci s’exprime mathématiquement a travers le quantile de
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performance. Soit un échantillon de n observations d’une durée de survie représentée par une v.a.
{T;; i=1,...,n} et soit p dans un intervalle (0,1). L'une des caractéristiques principales de cette
v.a. étant sa f.d.r. F' inconnue. Lorsque T est complétement observée, un estimateur naturel de F

est la f.d.r. empirique donnée par
1 n
Fult) =~ El Ler,<iy-

On définit &, le quantile d’ordre p comme étant un réel tel que la probabilité quune réalisation de T
soit inférieure ou égale a &, soit p. Le quantile n’étant pas forcément unique.
Les propriétés de continuité et de limite de la f.d.r. permettent de définir la fonction quantile comme
étant l'inverse de la f.d.r. soit

& = F~\(p) = inf{t, F(t) = p}.
Cette définition occupe une place prépondérante en probabilités et statistiques, elle est motivée par
I'obtention de la médiane et des différents quartiles selon la valeur de p (p = 1/2 étant la médiane,
p = 1/4 le premier quartile et p = 3/4 le troisiéme quartile). Elle permet également la construction
des intervalles de confiance dans R pour une probabilité 1 — p. Cette approche est utilisable pour la
détection des valeurs considérées "hors-norme".
Dans le cas ou les données sont complétement observées, la fonction quantile est estimée par I'inverse
généralisée de la f.d.r. F, ' (p) = inf{¢, F,,(t) > p}. Néanmoins, ce schéma est rarement utilisé¢ dans
la pratique en raison de 'impossibilité d’observer complétement les durées de vie.
Bahadur (1966) fat le premier a exprimer 'estimateur du quantile comme une somme de v.a. (liée a la
f.d.r. empirique) moyennant un terme d’erreur relativement petit. Cette expression, dite de Bahadur,
permet d’étudier cet estimateur avec les méthodes classiques des processus empiriques. Cela remédie
partiellement au fait que cet estimateur n’ait pas forcément de forme explicite. En effet, 'estimateur
du quantile hérite de plusieurs propriétés de la f.d.r. empirique. En particulier lorsque les v.a. T} sont
i.i.d., le fait que la v.a. nF,(t) soit une binomiale B(n, F'(t)) permet d’utiliser I'inégalité exponentielle
ponctuelle de type Hoeffding.
Serfling (1980) a montré que la vitesse de convergence de l'estimateur du quantile est similaire &
celle de l'estimateur F, dans le cas des données complétes (d’ordre n=/2). Il a également présenté
la normalité asymptotique de la différence F, }(p) — F~1(p). Il a par ailleurs eu recours au théoréme

ci-dessous

Théoréme 1.1. (Serfling (1980))

Soit 0 < a < 1. 81 F est continue dans un voisinage de &, alors pour tout € > 0
P(|F, " (p) = F~'(p)| > €) < exp(—2n(.),

avec (. = min(F (&, +¢) —a,a — F(§, —¢)).
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La preuve du théoréme nécessite le constat suivant

P(IF, (p) = F ' (p)| >e) < P(E,'(p)>F '(p)+¢e)+P(F, ' (p) < F'(p)—e)

— P(F(F'(p) ) 2 a) + B(EL(F~'(p) — 2) < a).

Par cette inégalité, il devient & présent possible d’appliquer 'inégalité de Hoeffding sur les variables
binomiales nF, (§,—¢) et nF,,(§,+¢). Bahadur (1966) a mis ’accent sur une importante représentation
construite pour différents types d’estimateurs des quantiles de distributions. Ses résultats ont été
adaptés par la suite aux données incomplétes mais ont continué a subsister comme étant des résultats

de type Bahadur. Ci-apres ’énoncé du théoréme

Théoréme 1.2. (Bahadur(1966))
Soit F' une f.d.r. deux fois dérivable de dérivée seconde continue et bornée dans un voisinage de &,
telle que f(&,) > 0. On définit

nous avons

log3/*(n
Rn(a) = Op.s. <n3—/4()> )

lorsque n — 0.

Par ce théoréme, il est possible d’avoir la normalité asymptotique de v/n(F, ' (p) — F~'(p)) en

n

étudiant le processus empirique F,,(F~!(p)). De ce constat découle le corollaire ci-apreés

Corollaire 1.1. Sous les conditions du théoreme 1.2, nous avons

Vn(F' = FY — N (0, 0‘5}2(—;5)) :

Par le théoréme de la limite centrale et le Théoréeme 1.2, nous pouvons établir la preuve du Corollaire

1.1 de sorte que
ViR, (a) =0, (1).

Par la suite, Kiefer (1967) est venu apporter du changement au Théoréme 1.2 par 'apport de l'ordre
optimal du reste R, («) et en diminuant le nombre d’hypothéses.
De maniére analogue aux données complétes, I'expression de I'estimateur de §, dans le cadre de la
censure est donnée par

Epn = Fn_l(p) = inf{t, F,(t) > p}.
L’un des premiers a avoir utilisé ’estimation de la fonction quantile par I'inverse généralisé fut Sander
(1975) dans le cas de données censurées et i.i.d. L’estimation de la médiane fut traitée par Reid (1981)
et la représentation presque stre par K.F. Cheng (1984). Par la suite, des estimateurs a noyau du
quantile ont été donnés par Lio et Padgett (1986), Padgett et Thombs (1989) et Lio et Padgett
(1987).
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1.6 La fonction quantile conditionnelle

Lors d’études pratiques sur les durées de vie, nous nous intéressons a tous les facteurs pouvant influer
sur la durée de vie des patients (antécédents familiaux, taux de cholestérol, ...). Ces informations
sont alors regroupées dans un vecteur de dimension d représentant la variable explicative X. L’idée
alors est de construire un estimateur non paramétrique des quantiles conditionnels de Y sachant X
par la méthode des noyaux. En outre, il arrive que la moyenne conditionnelle seule ne suffise pas a
donner une représentation convenable de I'impact de la covariable X sur la variable dépendante T'.
Il devient alors plus judicieux d’avoir recours aux quantiles conditionnels.

Contrairement & la fonction de régression et au mode conditionnel qui ne donnent aucune information
sur la variable conditionnée, la f.d.r. conditionnelle nous donne la probabilité que la variable d’intérét
appartienne & un intervalle donné.

La régression par le quantile peut étre un outil trés efficace pour analyser les extrémités dune
distribution et sert en outre a connaitre le comportement des queues d’une distribution. Dans la mo-
délisation financiére, cette régression quantile est un outil de finance quantitative qui est appliquée
pour estimer les paramétres d'un modéle de valorisation des actifs immobilisés (CAPM) de certains
titres. La régression quantile est trés utile pour prédire les rendements quantiles inférieurs pour un
stock donné, une exigence pour l'identification des futurs sous-performances ou sur-performances. La
régression quantile peut également étre utilisée pour comparer les coefficients entre quantiles, appelée
régression inter-quantile, qui compare ’amplitude du coefficient d’un quantile a I'autre.

Par ailleurs, les quantiles conditionnels permettent la construction d’intervalles de prédiction et
viennent compléter les informations sur le comportement des variables d’intérét. Une autre applica-
tion bien connue des quantiles conditionnels est la construction des courbes de référence servant a
comparer un individu ¢ & la population de référence afin de détecter si cet individu est "hors-norme"
(si le point rerésentant cet individu se situe en dessous de la courbe de référence inférieure ou au
dessus de la courbe de référence supérieure), ce résumé graphique est d’'une grande utilité. De telles
courbes sont utilisées dans les applications industrielles ainsi que dans les études biomédicales et
biométriques.

Deux types d’approches ont été utilisés dans la littérature pour I'estimation des quantiles condition-
nels, soient :

e [’approche directe : Basées sur 'utilisation de la fonction de perte introduite par Koenker et Bas-
sett (1978). Classée en méthodes paramétriques et méthodes non paramétriques.

La méthode paramétrique est adaptée pour des échantillons de petites tailles, il s’agit de la régression
quantile paramétrique. Dans cette approche la f.d.r. conditionnelle est supposée gaussienne. Néan-
moins, cette méthode est fortement sensible aux valeurs aberrantes. Lorsque la régression quantile
paramétrique n’est pas appropriée il est recommandé d’utiliser la régression quantile non paramé-

trique. De nombreuses méthodes non paramétriques existent, nous citerons la méthode de la régres-
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sion constante locale ainsi que la méthode de la régression linéaire locale qui s’avére étre meilleure
que la régression constante.

e [’approche indirecte : consiste a utiliser I'inverse de la f.d.r. F(y|z). Comportant des méthodes pa-
ramétriques dans lesquelles la f.d.r. dépend d’un parameétre estimé et les méthodes non paramétriques
dans lesquels la forme de la f.d.r. est inconnue et de ce fait I’estimateur du quantile conditionnel est
obtenu a partir d’estimateurs a noyaux.

Parmi les estimateurs & noyaux, nous citons :

o L’estimateur a double noyaux proposé par Yu et Jones (1998). Il s’agit d’une estimateur linéaire
local qui a le défaut de prendre des valeurs en dehors de U'intervalle [0, 1] et peut ne pas étre mono-
tone.

o L’estimateur de Nadaraya-Watson pondéré est présenté par Hall et al.(1999). Ce dernier régle le
soucis du biais et des effets de bords, préserve la monotonie et est a valeurs dans [0, 1]. Néanmoins
cet estimateur n’est pas continu.

o L’estimateur de CAI et WANG (2008) est un estimateur & double noyau qui regroupe les qualités
des estimateurs précédents.

Soit F(.|.) la f.d.r. conditionnelle de T" sachant X = x, le quantile conditionnel d’ordre p de la variable

T sachant X = x se définit de la maniére suivante

&(x) = F~H(plx) = inf{t, F(t|x) > p}.

La f.d.r. conditionnelle F'(.|x) a pour estimateur & noyau la fonction continue notée F,(.|x). Ce qui

définit 'estimateur naturel de &, par

Epn(x) = Inf{t, F,(t|x) > p}.

L’un des pionniers de 'estimation non paramétrique des quantiles conditionnels fut Roussas (1969),
il a montré la convergence et la normalité asymptotique des estimations & noyau dans le cas de
processus de Markov. Pour des références sur le sujet, nous renvoyons tout particuliérement a Sa-
manta (1989) qui étudia la consistance forte et la normalité asymptotique d’un estimateur a noyau du
quantile conditionnel dans le cas i.i.d. et Stone (1977) montre la convergence faible des estimateurs a
noyau pour des données i.i.d. et complétes. Honda (2000) traita I'estimation de la fonction quantile
conditionnel pour des processus a-mélangeants. Par ailleurs, Berlinet et al. (2001) ont établi des
résultats sur la convergence et la normalité asymptotique de la fonction quantile conditionnel dans
le cas dépendant pour le mélange fort. Plus récemment, Ould-Said (2006) a établi la convergence
uniforme presque siire du quantile conditionnel dans le cas de la censure droite pour des données i.i.d.
et Ould-Said et Sadki (2008) ont présenté les propriétés asymptotiques des quantiles conditionnels
dans le cas de la censure a droite pour des données i.i.d, ils ont utilisé la forme lissée de I'estimateur
a noyau du quantile conditionnel. Dans le cadre de la troncature, Lemdani et al. (2009) ont étudié

les propriétés asymptotiques de 'estimateur du quantile conditionnel dans le cas i.i.d., Ould-Said et
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Chapitre 1 Introduction

al. (2009) ont étendu ce travail au cas a-mélangeant.

Considérons la présence de la covariable X, la séquence observée sera alors {(Y;,d;, X;),i =1,...,n}.
De plus, les variables de censure {C};, i > 1} seront supposées indépendantes du couple {(X;,T;),7 > 1}.
L’écriture de notre estimateur lissé F,,(.|x) est analogue & celle proposée par Ould-Said et Sadki
(2008). Pour ce méme estimateur, nous établissons la vitesse de convergence presque stre sur un
compact sous certaines hypothéses de régularité et dans le cadre de 'assocition. Nous déduisons la
vitesse de convergence de l'estimateur du quantile conditionnel. Ces deux estimateurs convergent
avec une méme vitesse qui est de O {(h% +h3)+n + IZ%L }, hy et hy étant les fenétres. Par des
simulations, nous viendrons appuyer le bon comportement de notre estimateur.

Par ailleurs, d’autres hypothéses supplémentaires permettent de montrer la normalité asymptotique

du processus /nhd(F,(t|x) — F(t|x)) et par conséquent celle de y/nhi(&,,(x) — £,(x)).

1.7 Résumé succinct des différents chapitres

Ce manuscrit est axé sur trois chapitres principaux.

e Le chapitre 1 permet de poser les fondements statistiques nécessaires liés a ’estimation non paramé-
trique, en insistant sur les principales définitions permettant de mettre 'accent sur le comportement
du quantile simple ainsi que celui du quantile conditionnel. De plus, il apporte une définition bréve
des différents axes sur lesquels porte ’étude de notre estimateur. Sont rappelées les définitions liées
aux données (dépendance, complétude, inégalité exponentielle .. .).

e Le chapitre 2 aborde la définition ainsi que la convergence de la densité qui intervient dans 1’écriture
de 'estimateur a noyau du quantile conditionnel. En outre, Il traite du probléme de I’estimation de
la f.d.r. conditionnelle ainsi que du quantile conditionnel. Quelques estimateurs connus intervenant
dans les preuves des théorémes et corollaires sont énoncés. L’accent est mis sur les propriétés asymp-
totiques de ’estimateur & noyau du quantile conditionnel sous un modéle de données complétes et
associées. Enfin, Un historique des travaux réalisés dans notre cadre d’étude est donné.

e Le chapitre 3 réunit 'ensemble des travaux réalisés, soumis a publication et parus. Il s’agit de la
consistance avec vitesse de convergence de I'estimateur & noyau du quantile conditionnel dans le cadre
des données censurées a droite présentant une structure de dépendance de type associé. Dans une
seconde partie, la normalité asymptotique de notre estimateur est mise en évidence, nous présentons
les détails des calculs et des preuves.

Ce travail présente par ailleurs des études de simulations conséquentes tant pour la partie consistance
que la partie normalité asymptotique.

e Un dernier chapitre de conclusion permet de fixer les points mis en avant lors de cette thése. Par
ailleurs, en tirant avantage des résultats obtenus, nous proposons un apercu des projets envisageables

pour des études ultérieures liées a 'estimateur du quantile conditionnel.
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Chapitre 2

Estimation de la fonction de répartition et

du quantile conditionnels

2.1 La densité

Nous nous intéressons dans cette partie a I’estimation non paramétrique de la densité de proba-
bilité basée sur la méthode du noyau appelée aussi méthode de Parzen-Rosenblatt (1962-1956), ces
deux derniers furent les pionniers dans les travaux d’estimation de la densité. En outre, sa courbe
donne des informations sur la loi utilisée.

Pour un échantillon {X;;i = 1,...,n} de v.a. de densité [ inconnue, l'estimateur a noyau de [ est

donné par la formule ci-dessous

(@) =23 ZK( h >
(C— m

avec h, est la fenétre qui représente une suite de réels positifs tendant vers zéro avec n, K est un
noyau borné et intégrable présentant les propriétés suivantes :

° fR K(u)du =1,

o [ uK(u)du = 0.

Parmi les noyaux fréquemment utilisés, nous citerons le noyau rectangulaire, triangulaire, noyau
d’Epanechnikov et le noyau gaussien. Le choix du noyau bien qu’important n’a pas d’impact majeur
sur la qualité de ’estimateur comme pourrait ’avoir le choix de la fenétre, ce constat est directement
démontrable par des simulations.

Dans le cadre multivarié, I'estimateur de Parzen-Rosenblatt devient

ln(x):n_hg;[(d< I )

Ici, 7 = (z1,...,7q4) € R? et K, est une fonction multivariée dans R.
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Chapitre 2 Estimation de la fonction de répartition et du quantile conditionnels

De nombreux auteurs se sont penchés sur la consistance de la densité et ont énoncé le taux de

convergence. Dans le cas des données associées, nous présentons les résultats de consistance établis
par Menni et Tatachak (2016).

Théoréme 2.1. (Menni et Tatachak (2016))
Sous des conditions de régularité, des conditions standards sur h, et K ainsi qu’une décroissance

géométrique des covariances, nous avons

logn ,
ilelg |l(x) — l(z)] = O (max {U nhi ,hn}) p.s.

Preuve du Théoréme 2.1 L’idée de la preuve est d’utiliser I'inégalité triangulaire ci-apreés :

Sup |ln(x) = U(x)| < Sup |ln(x) K[l (x)]] + Sup | E[ln(x)] = U(x)|

M1 M2

avec  un compact dans R%. D’une part, on a

1
My = sup|—E

xeq | nh 2 Ka ( h )] ~ 1
n i=1 "

= sup hig Uw K, (Xh_nt) l(t)dt} —(x)

= sup /RKd(u)l(X — uhy,)du — (%)

xeN

Pour n assez grand et en utilisant un développement de Taylor a 1'ordre 2 pour [(.), nous trouvons

sup | E[l, (x)] — {(x)] = O(hp).

x€EN

D’autre part, pour calculer M;, nous posons

Nif) = Ko (52) B[R4 (52|

Les détails des calculs sont similaires aux calculs de la consistance de ’estimateur du quantile condi-

tionnel sous un modéle associé et censuré (Chapitre 3).
La convergence uniforme presque stre de l'estimateur de la densité avec vitesse de convergence a

été donnée par plusieurs auteurs. Nous citerons les travaux de Cai et Roussas (1992) lesquels ont
trouvé un taux égal a O (max {, / loi l;;zg L hn}) pour des données a-mélangeantes. Ould Said (2006)

avait donné un taux de convergence égal & O (@ / 10%}%) pour des données i.i.d. dans un cadre uni-
n

dimensionnel. Par ailleurs, Roussas (1991) a étudié la consistance uniforme forte des estimateurs a

noyau des dérivées d’ordre r de la densité pour des suites strictement stationnaires et Masry (2002)
a étendu cette étude au cas multivarié quant a Ferrani et al. (2014), ils ont étudié I'estimation non

paramétrique de la densité dans le cadre de données associées et censurées a droite. Nous citons

26
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également les travaux de Douge (2007) qui donna une nouvelle inégalité exponentielle et Oliveira
(2012) qui a établi la convergence uniforme presque stire de l'estimateur & noyau de la densité dans
un cadre unidimensionnel pour des données associées. L’écriture de notre estimateur comporte la

densité marginale dans le cas multivarié.

2.2 La fonction quantile conditionnel dans le cas complet

Nous considérons une suite de v.a {T;;i = 1,...,n} représentant les durées de vie de n individus

pratiquement identiques, strictement stationnaire, associée, caractérisée par une méme f.d.r continue
et inconnue F'. Il est d’usage que ces v.a. dépendent d’autres variables, nous évoquons alors le quantile
conditionnel ou quantile de régression et notons la présence du vecteur aléatoire X de dimension d
représentant la covariable associée et strictement stationnaire. Il arrive que la moyenne conditionnelle
seule ne permette pas de représenter de facon optimale I'impact de la covariable X sur la variable
d’intérét T'. Dans ce cas précis, il devient plus intéressant d’étudier les quantiles conditionnels.
Une application pertinente des quantiles et des quantiles conditionnels en finance est la prévision des
valeurs futures du marché, la volatilité ou le calcul de la VaR (Value at Risk). En outre, la prévision
du risque dépend de la perte et de l'investissement et la VaR n’est rien d’autre que le quantile
d’ordre «. L’identification et la qualification du risque a connu de 'ampleur notamment aprés la
crise immobiliére de 2007 qui a fait chuter les places boursiéres mondiales. Cette connaissance du
risque est a présent fortement recommandée par les comités de Bale et Bale II.

En pratique, la f.d.r conditionnelle de 7" sachant X = x est inconnue. Elle s’écrit sous la forme
F(t|x) =P{T < t|X =x} =E [1{7<y|X = x].

Il est a noter également que la f.d.r conditionnelle de T" sachant X = x s’écrit comme le rapport de
deux fonctions
Fl (Xa t)

l(x)

ou Fi(.,.) est la dérivée par rapport a x de la loi jointe F'(.,.) et [(.) est la densité marginale de X.

P(t)x) =

L’estimateur a noyau de la f.d.r conditionnelle F'(¢|x) que 'on notera F,,(t|x) s’obtient a partir des

poids de Nadaraya-Watson définis par

ou K, est une fonction noyau prenant ses valeurs de R? dans R. h,; est une suite de réels positifs

tendant vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Le dénominateur n’est rien d’autre que l'estimateur de
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Parzen-Rozenblatt de la densité [(x) de la covariable.

Ce qui permet d’écrire

Fia(x,t)
th Zwm ]1{T<t} = IZT (21)

Notons que pour un choix de w;, = 1/n, on obtient I’expression classique de la f.d.r empirique. Nous
considérons la version lissée de I'estimateur de (2.1) qui s’obtient en remplagant la fonction indicatrice
par une fonction de lissage qui n’est rien d’autre qu’'une densité de probabilité symétrique, on parle

alors de l'estimation par la méthode du noyau produit dans laquelle F} ,(x,t) est donnée par

(5 [ ()

ou Ky : R — R est une fonction noyau vérifiant fR Ky(z)dz = 1, la fenétre h, o n’est pas néces-

Fln(X t

sairement égale & h,, 1, le choix de ces deux fenétres a une grande influence sur la qualité de notre
estimateur, Yu et Jones (1998) ont proposé une méthode empirique pour le choix des fenétres. Dans
ce qui suit, nous noterons hy := hy, 1 et hy := h, 2. En 'absence de censure, I'estimateur lissé a noyau

F,(t|x) de F(t|x) est alors donné par

avec H est le noyau intégré.

L’estimateur de la densité de probabilité conditionnelle f(¢|.) est défini par

fa(x%,1)
l(x)

La dérivée partielle premiére par rapport a la deuxiéme composante sera donnée par

flx,t) = =5~ nhdh2 ZKd ( I ) H

1

fultlx) = (2.3)

ott HW) est la premiére dérivée de H. Par un développement de Taylor de F,(.|.) au voisinage de ps

on obtient
o (&pn(x)[x) — Fu(§p(x)[x) = (§pn(x) — &(%)) fu (&, (%) %),

tel que & . est entre &, et {,,,. Cette approche donne les résultats asymptotiques de (&, (x) — &,(x))
a partir du comportement de (F}, (&, (%)|x) — F(§p(x)[x)). Si f(§;,,(x)|x) = 0, nous devons accroitre
I'ordre dans le développement de Taylor et modifier les preuves en conséquence.

L’estimation non paramétrique du quantile conditionnel se déduit de celle de la f.d.r conditionnelle.
En effet, il suffira d’inverser cette derniére pour obtenir I’estimateur du quantile conditionnel.

Soit p dans l'intervalle (0, 1), le quantile conditionnel d’ordre p de F' sachant X = x s’écrit
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&(x) = F7H(plx) = inf{t, F(t[x) = p}.

Nous souhaitons construire un estimateur a noyau du quantile conditionnel &, ,(x) a partir de (2.2).

Cet estimateur naturel s’écrira sous la forme

Epn(x) = inf{t, F,(t|x) > p}.

De nombreux auteurs se sont penchés sur 1’étude de I'estimation du quantile conditionnel dans le
cadre des données complétes. Roussas (1969) a été I'un des pionniers sur le sujet en présentant la
convergence ainsi que la normalité asymptotique de 'estimateur du quantile conditionnel sous des
conditions de Markov quant & Xiang (1996), il a établi la normalité asymptotique de I'estimateur
du quantile conditionnel dans le cas i.i.d. Par ailleurs, Gannoun (1989) a énoncé les propriétés de
I'estimateur de Collomb dans le cas de données i.i.d. puis a-mélangeantes. Il a par ailleurs donné
la convergence uniforme. La consistance faible dans le cas ou les v.a. sont i.i.d. a été démontrée
par Stone (1977). Dans le cas i.i.d., Samanta (1989) a présenté des résultats de consistance forte
et de normalité asymptotique pour ledit estimateur. Les travaux sur les données associées pour
I'estimateur du quantile conditionnel sont assez récents et concernent particuliérement le cas des
données incomplétes. Dans ce qui suit, nous présentons les propriétés asymptotiques du quantile

conditionnel dans le cas complet et associé, ces résultats n’ont par ailleurs pas été étudiés auparavant.

2.3 Les propriétés asymptotiques du quantile conditionnel dans

le cas complet et associé

Soient €2 et C deux ensembles compacts définis respectivement sur Qg et [0, 7] tels que Qy = {x €
R?/1(x) > myg := inf, [(x) > 0} et T < 7¢ avec 7¢ := sup{y; G(y) < 1} pour une f.d.r G quelconque.

Dans ce qui suit, m dénotera une constante pouvant prendre différentes valeurs.

2.3.1 Hypothéses et résultats

Il est d’usage d’utiliser les hypotheéses citées ci-apres

A1l. Les fenétres hy et hy satisfont
(i) hy — 0, nh?mrd(l_a) — 400 avec a € (0,1) et % — 0 quand n — +o0,
1

(ii) hy — 0 et nhthy — 400 quand n — +oo, (iii) nh¢hs — 0 et nh{™ — 0 quand n — +o0;

A2. Le noyau K, est une densité de probabilité bornée, a support compact et admet :
(i) K4 est Holderienne, continue d’ordre «,
(il) fa ujKq(u)du = 0, pour tout j =1,...,d avec u = (uy,...,uq) ",

(iii) Le noyau K, admet des dérivées partielles d’ordre 1 bornées ;
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A3. La fonction H est de classe C'. Par ailleurs, sa dérivée H(1) est supposée a support compact et

satisfait les propriétés d’un noyau de second ordre et
i) [ [t HO (t)dt < +00;

A4. La densité marginale [(.) est bornée et deux fois différentiable avec :
ilég aik%( )| <ocopouri,j=1,...,det k=1,2;

A5. La densité de probabilité conjointe f(.,.) est bornée et trois fois contintiment différentiable et
(i) La f.d.r conditionnelle F'(t|x) satisfait la condition de lipschitz d’ordres u; et us aux voisi-
nages de x et t avec
V(x1,Xg) € 2, V(ty,t) € R2, |F(t1]x1) — F(ta]x2)] < m(|xy — Xa|“ + [t — t2]*2),

(i) vx € Q, [ [t]f(t|x)dt < +o0;
A6. La densité de probabilité conjointe /; ;(.,.) de (X;,X;) est bornée;
A7. La densité de probabilité conjointe f(.,.,.,.) de (X;,T;,X;,T;) est bornée;

A8. Définissons A;; comme suit :

d d
:ZZCOU (XF X —l—QZOOU T;) 4+ Cov(T;, T;),

k=1 I=1

avec XF la k-itme composante de X;, telle que pour tous j > 1 et 7 > 0

sup Ay =: p(r) < e ", pour tous g,y > 0.
i|j—i|>r
Pour la partie normalité asymptotique, nous faisons usage de la condition supplémentaire citée ci-

apres

N1. Soit 0 < p, < n, 0 < g, < n des entiers tendant vers oo avec n tels que p, + ¢, < n. Soit k,
I'entier le plus large pour lequel k,(p, + ¢,) < n et
. .o 2 o - n
(i) k”% — 1 (ii)puhd — 0 et r%i —0 (111)% — 0 quand n — oo.

Remarque 2.1. o L’hypothese A1 permet de choisir les fenétres, ici hy n’est pas nécessairement égal
a hy. L’hypothése A2 est classique dans [’estimation du noyau. L’hypothése A3 donne des conditions
sur le noyau intégré. Pour ce qui est des hypothéses A4-A7, elles sont courantes dans le cadre de
[’estimation non paramétrique sous la condition de dépendance. Pour le calcul de la covariance dans
le cadre de l’association, on utilisera la condition A8. La condition N1 est propre a la technique des
grands et des petits blocs.

o Les hypotheses A1 (iii), A2(iii), A3(i) et A5(i) et (ii) concernent la partie normalité asymptotique.

La convergence uniforme presque siire de I'estimateur a noyau du quantile conditionnel donnée dans

le Corollaire 2.1 découle de celle de la f.d.r. conditionnelle énoncée dans le Théoreme 2.2.
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Théoréme 2.2. Sous les hypothéses A1-A8, pour n assez grand nous avons

d
zeQ teC nh1

|
sup sup |F,(t|z) — F(t|z)| :O{(h%—i-h%)vL ogn}’ p.s

Corollaire 2.1. Sous les hypothéses du Théoréme 2.2, et pour tout p € (0,1) fizé et x € , si

ing’2 f(&(x)|x) > 0, alors pour n assez grand nous avons
xc

1
up [6,1(2) — &(@)] = O {(h% + 1) + ,/%} b

Le Théoréme 2.3 traite la normalité asymptotique de (2.2) convenablement normalisé. Par le
théoréme de Slutsky, la normalité asymptotique de (&, (x) — £,(x)) dans le Corollaire 2.2 se déduit
de la normalité asymptotique de (F,(&,,(x)|x) — F,(&(x)|x)) et la convergence en probabilité de

fu(&n(x)[%).
Théoréme 2.3. Sous les hypothéses A1-A8 et N1, pour tous x € Qy et [(x) > 0, nous avons
\/ kS (Fu(tlz) — F(tlz)) = N(0,0%(z,t)) quand n — +00

ot L est la convergence en loi. Le terme de la variance est donné par

rE(tZ)(1 = F(t|z)
[(z)

o?(z,t) =

et k= [pa Kj(u)du < 400,

Corollaire 2.2. En assumant que p € (0,1). Sous les conditions du Théoréeme 2.3 et pour tout

x € Q tel que f(&,(z)|x) # 0, nous avons

Vi (6pn(@) — &(@)) =5 N (0,0%(,6,(2)))  quand n — 400

avec

o¢(x.6,(7)) =

2.3.2 Etude de simulation

Le but de cette partie est de mettre en évidence la performance de l’estimateur du quantile
conditionnel. On choisit une probabilité (p = 1/2) et on se place dans un modéle unidimensionnel.
Les variables T' et X sont générées comme suit :

— Génération de n + 1 v.a. i.id. Z; ~T'(5,0.5);

— Génération de n v.a. i.i.d. g; ~ N(0,0.01);
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— Génération de la n-séquence associée (X;,T;) suivante

Xi =exp(Zi-1+ Zi-2)/2,

avec X; ~ I'(10,0.5). II est possible de démontrer que le modéle choisi est associé en se basant
sur les travaux de Chaubey et al. (2011) et les exemples de modeéles associés donnés par Nagara]
et Reddy (1993).
Par un choix approprié de la fenétre h, le procédé est répété B = 300 fois pour différentes tailles
de l’échantillon. Nous calculons I'estimateur du quantile conditionnel pour des valeurs de x dans
'intervalle [1.5,4]. Nous illustrons la performance de notre estimateur par un calcul de GMSE (Global
Mean Square Error), il représente le MSE global. Les trés faibles valeurs obtenues montrent la bonne
performance de notre estimateur.

Les graphiques obtenus dans la Figure 2.1 montrent que la performance de I'estimateur n’est pas

TABLE 2.1 — Valeurs du GMSE pour §,,, avec p = 0.5 dans le cas complet

n=50 n=100 n =500
0.0052 0.0020 0.0010

trés sensible a la taille de 1’échantillon contrairement au cas des données incomplétes. En effet, on

constate que la qualité de I'ajustement est bonne quelque soit la taille de notre échantillon.

FIGURE 2.1 — Cas complet : n = 50, n = 100 et n = 500 respectivement
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2.3.3 Preuves

Les preuves qui suivent se rapprochent de celles présentées par Djelladj et Tatachak (2018), elles
seront adaptées au cas de données complétes dans lesquelles le coefficient de pénalisation di a 'effet

de la censure ne figure pas dans ’écriture de I'estimateur du quantile conditionnel.

2.3.3.1 Partie consistance

Preuve du Théoréme 2.2 Pour établir la preuve du Théoréme 2.2, nous faisons usage de la

décomposition ci-aprées

1
supsup | F,(t|x) — F(t|x)] < ———— {Sup sup |E [F1,(x,t)] — Fi(x,1)]
x€Q teC )lclélg(ln(x)) Q) teC
+supsup [Fn(x, 1) —E [Fyn(x, 1)]|
x€eq) teC

+mg !t supsup Fy(x,t) sup |1,(x) — 1(x) |}

xeQ) teC x€eN
= ,Cl + EQ + £3.
Notons que
1 1
< .
ln(x) mo — sup |, (x) — 1(x)]
xeN

Dans un premier temps, nous énoncons la démonstration du terme de fluctuation £,. Nous utiliserons

dans nos démonstrations I’expression suivante :

st = a2 (57) - [ (50 7 (50))

Il est clair que

Fin(x,t) — E[Fun(x,)] = nihil > A0, (2.4)

Nous démontrons la proposition ci-aprés pour faire appel a l'inégalité exponentielle (Théoréme 1

dans Doukhan et Neumann (2007)) servant & donner la preuve du terme aléatoire.

Proposition 2.1. Soient Ai(x,t), Ao(x,t),..., Ap(a,t) définis comme ci-dessus. Alors, il existe les
constantes M, Ly, Lo, 1 > 0, A > 0 et une séquence non décroissante de coefficients réels (Y (n))n>o
tels que pour tous p-tuplets (si,...,sp) et tous g-tuplets (vy,...,vy) avec 1 <51 < ... <s,<wv; <. <
vy < M, nous avons

a) Cov <H Ai(z,t), H Aj(z, t)) < mPHRehS T pg Y (v) — ),

=81 Jj=v1

b) > (s+ 1) (s) < LiLE (ko!)", Vho > 0,
s=0
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¢) E [|Ai(=, t)|Fo] < (kol)*M™.

Preuve de la Proposition 2.1 Le lemme ci-dessous sera utilisé pour établir la preuve de la Pro-

position 2.1.

Lemme 2.1. Sous les conditions A2, A5, A7 et A8, nous avons

i) Cov <H Ay(z,t), H Aj(z, t)) =: Cy < mPTh %Ry *pap(vy — s,),

1=s1 Jj=v1
i) Cov (H Ai(zt), [T Aj(= t)) —=: Cy < mPHap2ap2.
=81 Jj=v1
Preuve du Lemme 2.1 Pour établir la preuve du Lemme 2.1, nous aurons besoin du Théoréme
5.3, p.89 dans Bulinski et Shashkin (2007), soit

Sp g

Cov(Py, @g) < > Y Lip;(®,) Lip;(Pg) Ay, (2.5)

1=81 J=v1
avec
Sp Vg
¢, =: HA,- et &, =: H A
=51 j=v1
Notons que
szZ(CI)m) _ sup ‘(I)m(zh...,Zl',l,Zi,ZiJrl,...,Zm)—(I)/m(Zl,...,Zi,I,Z,;,ZZ‘Jrl,...,Zm>”
Z1yeees zm,zgeR ’Zi - %
zi;ﬁz;

avec ®,, : R™ — R et Lip(®P,,) représente le module de continuité lipschitzien de ®,,, a savoir

D, -,
L) — s [P0 = 0 (3)
x#y [x — Y\h

Y

avec [[(21, ..., zn) |l = 21| + - + |20]-

De (2.5) et la condition A8, par stationnarité nous obtenons

Con(®,, ;) < M? 2 p+q||K||p+q_2§:§:A”
o\ R = e \ G tllee !

ifsl j:v1
h%h% P

avec M = max {thip(K) 1KY hy (Lip(H) + he) ||Kd||oo}.

Ce qui achéve la preuve (i).
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Nous passons a présent a la preuve de (ii). Nous avons

’OOU(Ai(X7 t)u Aj (Xa t))|
X—1u t—s X—rT t—o
K H K H

/RMXRQ d(hl) <h2>d<h1> (h2>

x f(u,s,r,v)dudsdrdv

/ Ky (x—u) H (t—s) f(u, s)duds

Rad+1 hl hg

x/ Ky (X_r> H (t—v) f(r,v)drdv
RA+1 hy ho

Sous les conditions A2, A5 et A7 et un changement de variable, nous avons

<

+

|Cov(Ai(x,1), Aj(x,1))] = O(h2h3). (2.6)

On déduit par un simple calcul la preuve de la deuxiéme partie du Lemme 2.1. O
Posons maintenant Y(.) = p%ﬂ (.) et faisons un calcul simple & partir des points (i) et (ii) du Lemme
2.1, a savoir

d d+2 2 d d
2d+2 2d+2 p+q1dy, d+1
(Crual O < mPTIhThy T (pg)2a+2 p2as2 (v — s,)

_2
< mPTR{RS T pg Y(vy — sp).

Ce calcul aboutit directement sur la preuve de la partie (a) de la Proposition 2.1. De plus, sous la
condition A8 et en choisissant A\ = 0, u = 1, L; = Ly = —L=, les preuves dans (b) et (c) sont
similaires a celles utilisées dans la démonstration de la Pri)%e;;;gion 8 dans Doukhan et Neumann
(2007). La preuve de la Proposition 2.1 est ainsi terminée. O
Dans ce qui suit et pour démontrer la convergence du terme de fluctuation, nous faisons appel aux

techniques de recouvrement d’un compact. {2 peut étre recouvert par un nombre fini d,,, de boules
d

By (xk, ay,) centrées en X, = (k1 ..., Tra) et C est divisé en dy, sous-intervalles Ji, ..., Jy,, de lon-

gueurs by, centrés en t,. Pour tous x € Q, t € C, il existe des entiers k € {1,....,d,,} et £ € {1,....d;,,}
1/2 -

tels que ||x — xi|| < al et |t —t,| < by, avec al = (R AT 2% et b, = (nh{) Y2 h,. Alors, comme

n —

Q et C sont bornés, soient ¢; et ¢y des constantes positives satisfaisant dmmafl < ¢ et di,by, < co.

Remarque 2.2. Pour établir nos résultats, nous faisons appel au Lemme 2.2 traitant la convergence
uniforme forte avec taux de convergence de l'estimateur a noyau l,(.), démontrée précédemment (voir

le Lemme 3 dans Menni et Tatachak (2016)), nous rappellerons le résultat sans preuve.

Lemme 2.2. Sous les conditions A1, A2, A4, A6 et A8, pour n assez grand nous avons

B logn
ilelgun(.’l,‘) l(x)| =0 (max{” i ,hl}) p.s.
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Nous considérons la décomposition ci-apres

supsup |F1 ,(x,t) — E [F1 .(x,1)]|
xeQ teC

< _
< Jnax f;% sup | F1n(x,t) — Fi (X, t)]

+ max sup sup|E[F,(xx, )] — E[F1.(x,1)]|

1<k<dz,n xeB, t

F -
B B2 P Fan(o9 1) = o3 )

+ max max sup |E[F, (X, t0)] — E[F1.(Xk, t)]]

1<k<dz,n 1<U<dt,n ¢c

+ 1§I1£125§c,n 151225; | Fin (X, te) — E[F (X5, )]

= Wi+ W] + Wa + W5 + W,

Par un SLLN pour des séquences associées (voir Newman (1984)) et ’hypothése A2(i), nous aurons
pour Wy et W]

1 - t—TZ X—Xi Xk—Xi
— H K, - K
nh?z < hs )[ d( h ) d( ha )H

1=

(03
m [|x — x|

“hlhg

1
_ ( ﬁ) | 27

Pour W5 et W3, nous utilisons ’hypothése A3 et le Lemme 2.2. Nous aurons alors

| Fy (X, t) — F1n(Xk, tr) |

1 & X — X, t—T, ty— T,
— SNk, H —H

drem (252 o (55) - (0]
< —SK

=", nhgl; N\,

1
. ( ﬁ> | 28

Pour ce qui est du terme W3, nous aurons besoin d’'une inégalité exponentielle établie pour des v.a.
faiblement dépendantes (voir Théoréme 1, p.19 dans Doukhan et Neumann (2007)). Pour tout € > 0,

nous avons

n g2/2
; >e| < - |
’ (Z; At = 6) - ( A, + By (u+/\+2)5(2u+2/\+3)/(u+>\+2)) ’ (2.9)
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ol A, est un nombre quelconque plus grand que o2 et

n Qd+p+A hdh%L
o2 := Var (Z AZ’(Xk,tg)) et B, = 2mL,max mn Ry 1,1 ) (2.10)
i=1 An
Notons que 02 = (nh{)?Var (Fy ,(xx, ),
avec
(nh{)?Var (Fy,(xx, ;) = nVar (K, 1Hy1) + Z ZCOU (KaxyiH i Kax,jHy, )
i=1 j=1
i

= V+65.
Calculons d’abord V.

Xk_Xl tZ_Tl Xk_Xl tg—Tl
V = nE|K?(=—"=) H? —nE? K, =—— | H
o () e (M) o [ (0 ) ()]

=: n(Dy — Dy).

Sous les conditions A1(i) et A2, par un changement de variable et un développement de Taylor au

voisinage de Xj, nous obtenons

D, < / K: <Xk —u) /f(u,v)dvdu, car H(.) est une f.d.r;
Rd hl R
= O(h).

De méme pour Ds, les hypothéses A1(i), A2 et A4 nous donnent Dy = O(h3?). Par conséquent,
V = O(nh).
Le calcul de S requiert 'utilisation des techniques de Masry (1986). Soit

By ={(i,j);1 < |i—jl <}t et Bo={(i,j);m +1 < |i—j| <n—1},

avec 1, = o(n). Ceci aboutit a I’écriture ci-dessous

n

S = ZZCOU (Kd,xk,thl,i7Kd,xk,thl,j> + ZZCOU (Kd,xk,thl,’hKd,xk,thl,j)

i=1 Bip i=1 B>

= Sl + SQ.
De (2.6), il est clair que
S1 = nn,O(hh3) = O(nm, hi'h3). (2.11)

Pour ce qui est du terme Sy, nous utilisons le résultat a) de la Proposition 2.1 et la condition A8,
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on obtient

- 2 _d_ . .
S < 3OS mPhing pr (ji - )

i=1 By
g anhdhdJrl Zv2d+2 — I;di-gg‘d
< anh‘thdH/ e~ 22 dy
MNn
dy o1~ Lmd
- O nh1h2+ e 2d+2 . (212)

Par A1 et en prenant 1, = O(RY?h2™!) avec 0 <n < det 0 < vy <1, les bornes dans (2.11) et
(2.12) deviennent de I'ordre de o(nh{hs) et o(nhdhd“) respectivement. Par conséquent A,, = O(nh?).

Par ailleurs, de (2.10) et par le bon choix de u, A, Ly et Ly on obtient B, = O(1).

logn
Pour ce qui est de W3, en vue de (2.4), (2.9) et en posant € = &g %, nous obtenons
nhy

IP’( max max |Fy,(xg, tr) — E[Flgn(xmtg)ﬂze)

1<k<dg n 1<0<dy
> nhd )

den din
<ZZP<ZA Xk,t[

k=1 =1
<9 —ilogn
< ——GXP
ad b, 5/3 (1oans ) /6
e (5

< om (o7 0 ) T (o) gt

—1/2c
m(nh§“+d<1—“>) (nhy) " In~me+a+3, (2.13)

Sous la condition A1, €2 > % (é + g) dans (2.13) est le terme général d’une série convergente. Alors

1
Z ]P’( max  max |Fy,(xg, t) — E[F1,(Xk, t0)]] > €0 ogn> < 00.

d
= 1<k<dy n 1<0<ds n ”hl

Par le lemme de Borel-Cantelli, nous obtenons

Wy =0 ( log") . (2.14)

nhé

A partir de (2.7), (2.8) et (2.14), nous déduisons que

logn
supsup |F1,(x,t) — E[F1,(x,t)]| = O ( gd ) :

xeN teC ”h1

Le lemme suivant énonce la convergence du terme de biais L.
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Lemme 2.3. Sous les conditions A1, A2, A3 et A5, pour n assez grand nous avons

supsup |E [F1,,(2,1)] — Fi(,1)] = O(hi + h), pss.

e teC

Preuve du Lemme 2.3 La démonstration de ce lemme nécessite une intégration par parties ainsi

qu'un changement de variables.

i - Bl (52l (52) 0]
- hi‘fE [Kd (szl) /RH“)(Z)F@— zh2|X1)dz]

1
= / /Kd(r)H(l)(z)Fl(x —rhy,t — zhy)drdz.
R JR

Par un développement de Taylor de Fj(x — rhy,t — zhs) jusqu’a 'ordre 2 au voisinage de (x,t) et

par les conditions A1, A2, A3 et A5 nous déduisons que

supsup |E [F1,(x,t)] — Fi(x,t)| < m(hf + h%)
xeN teC

Preuve du Corollaire 2.1 Soit I'inégalité triangulaire

|F(&pn(x)[x) = F(&(x)[x)] < [Fal&pn(x)[x) = F(&pn(x)[x)]
+  [Fu(&pn(x)[x) — F(&(x)[x)]
<

2sup |, (tx) — F(t]x)].
teC

D’une part, la premiére partie du corollaire est directement déduite du Théoréme 2.2. D’autre part,

un développement de Taylor de F'(-|x) au voisinage de &,(x) permet d’avoir

F(&m(x)[x) = F(&(x)[%) = (§pn(x) = &(x)) f(&,(x)]x),

ou &, , est entre &, et §,,,. Nous pouvons & présent écrire

SUD [£pn (%) = & () f (&5, () ) < 25up sup [F () — F(¢]x)];

Pour conclure, la convergence uniforme du quantile conditionnel s’obtient sous ’hypothése A5 et le
Théoréme 2.2. n
2.3.3.2 Partie normalité asymptotique

Nous commencons cette partie par I’étude de la convergence uniforme p.s. de la densité de pro-
babilité conditionnelle f,(t|x) vers f(t|x) définie dans (2.3). Ce calcul servira dans la preuve de la

normalité asymptotique de I'estimateur du quantile conditionnel.
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Proposition 2.2. Sous les conditions A1-A8, nous avons

supsup | fn(t|z) — f(t|x)| = 0 p.s. quand n — +o0.
zcQ teC

Preuve de la Proposition 2.2 Soit la décomposition ci-apres

supsup |, (tx) = f(tx)] < EE;&TESS&igﬁ?UMXJ)_EUMXJm
supup| [, 0)] ~ £ 1)
- sup [1n(x) — ()| sup sup |f(tIX)|}
x€Q xeQ teC
1
= - - Slelg |ln(X) — l(X)| [Il + Is +I3] .

Pour Z;, nous avons
1 x — X; t—Y; 1 x — X; t—Y;
(x,1) = K. L) HW ) -E K ) HW :
Qi) = d( In ) (zm ) [mgm d( In ) he )]

Z@@ % 1) = fulx,t) ~E[fu(x.1)]

avec

La preuve utilise les techniques de recouvrement. Le sous-ensemble compact C est recouvert par un
nombre fini p, d’intervalles de longueur g, respectivement centrés en ti,...,%,, avec p,o0, < m. Il
existe ¢; quelque soit ¢ tel que |t —t;| < op,.

n

Z Qi(x> tj)

i=1

- (2.15)

(%, 1) ZQ(th)

=1

Sous les conditions A2 et A3, nous avons

g - 2 & x — X, t—Y, t—Y;
i(x, 1) — (x5 K L) HW I I & A e —
Z.Zl Q <X7 ) ZZI Q (X7 j) ’)”Lh(f]hg zzl d ( hl ) |: ( hg ) h2

t—t
hs

< m
= hihy
m
hih3pn

Par (2.15) conjointement avec un choix de p,, = O(n), nous obtenons

n

Z Qi(X, tj> .

m
Il S V) + max
nh{hs = 1<i<un

Reste & montrer que

> 5) — 0 quand n — +o0. (2.16)
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Pour la majoration de (2.16), il convient d’utiliser une inégalité exponentielle due & Doukhan &
Neumann (2007), les étapes de calcul sont ainsi similaires a celles utilisées dans la partie consistance
démontrée précédemment.

Pour la démonstration du terme de biais Z,, nous constatons que

Elfa(x,1)] = ﬁE [Kd (X ;11X1>E {H(l) (t 712Y1) ‘Xln

1 _
— %/Rd/RhQKd (Xh1u> HW(2)f(t — hyz|u)l(u)dudz
— / /Kd(r)H(l)(z)f(x— hir,t — hyz)drdz.

Rd JR

Un développement de Taylor de f,(.,.) au voisinage de (x,?) conjointement avec les conditions A2
et A5 nous permet de déduire que I, = O(h? + h3). Quant a 'expression Z3, sous les hypotheses A1,
A2 A4, A6 et A8, il apparait a partir du Lemme 3 dans Menni et Tatachak (2016) que I'estimateur
a noyau [, (x) — l(x) p.s. quand n — +o0. Ajouter a cela la premiére partie de ’hypothése A5 alors
nous obtenons I3 = o(1). Ce point achéve la preuve de la Proposition 2.2. ]
Preuve du Théoréme 2.3 Soit la décomposition standard suivante
(). Fua ) (Pt = Pi)nt) ~Elo(x)]

ln(x) [(x)
|:F1(X7 t) —E (Fin(x,t)) — F({x)((x) —E(ln(X)))}

l

nx)

F.(t|x) — F(t|x) =

_ I .
=: ln(x)Z”( )+ U (x,1).

Notons que

s (Fa(tlx) = F(tx) :;%{ nhglzn(x,t)1+ nhdtd, (x, t) (2.17)

Nous démontrons dans le Lemme 2.4 la convergence en probabilité de \/nhil,(x,t) vers 0 et nous

établissons les résultats asymptotiques de y/nh¢Z,(x,t) en déterminant le terme de la variance et

en utilisant la procédure de Bernstein autrement dit celle des grands et des petits blocs pour prouver
1(x)

la normalité asymptotique de Z,(x,t). La convergence du terme oo Vers 1 est évidente.

Lemme 2.4. Les hypotheses A1-A5 et A8 entrainent que
nhitt,(x,t) 250 quand n — +o0,
ou P est la convergence en probabilité.

Preuve Lemme 2.4 Notons que

Sttty = Y b ) (R, 0) — ()0 ~E(l ()
=. Xn,l—i‘Xng. (218)
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Chapitre 2
Le taux de convergence de chacun des termes de (2.18) est obtenu grace aux lemmes 2.2 et 2.3

respectivement. En réalité, en utilisant A1(iii) nous montrons que

X1 = O (V/hd(h3 +13)) = o(1):
Xno=0 nhcll+4) =o(1).
[

Ceci acheve la preuve du Lemme 2.4.
Il est & présent question de la normalité asymptotique du terme principal Z,(x,t), soit

{5l (52 0 (52) 2 e (52) n (52)]

Z(xt) = —
(1) nhil(x) p—

Y {Kd (X ;MX) —E (Kd (X ;zlx))} }

(2.19)

n

1
= W > Wi(x,t)

=1

Vi(x,t) = Ka; [Hi — F(t)x)] —E[Kq; (H; — F(tx))],

Ko =Ky (X;X> et H; _H(tth)_
2

1

Nous portons a présent intérét au terme de variance

1
nhiVarZ,(x,t) = e )Var(\ll( W Z Z cov ( t),W,(x,t)) (2.20)
1=1 j=1:j5#1

= 02(x,t) + wa(x,1).

Le lemme qui suit rapporte les résultats intermédiaires utilisés dans les calculs ultérieurs liés au terme

de la variance.
Lemme 2.5. Les hypothéses A3(i), A5(i),(ii) et N1 donnent que

Var {H (t _ Yl) |X1} S F(tjg)[1 — F(t|2)] quand n — +oo.

ho

Preuve du Lemme 2.5
t—Y, t—Y, t—Y, 2
Var | H )Xy = E|H?(—2 ) 1X4| -E|H L)X,
h2 h2 h2
= L1+ L2

Une intégration par parties ainsi qu'un changement de variable donnent
t—Y, t—
E|H x| = / H{ ) fu)Xy)du
]’LQ h2
_ / HOG)F(t — 2ho| X, )d2

/H F(t = 2ho[Xy) — F(1]x)) dz+/H F(t|x)d=
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I est clair que [, HY(2)F(t|x)dz — F(t|x). Pour ce qui est du terme a gauche de l'expression

ci-dessus, par les hypothéses A3(i) et A5(i), nous avons que
/RH(l)(z)(F(t—zh2|X1) — F(t]x))dz < /RH(l)(z)mﬂXl — x|" + |zho["*)dz
= m|X; —x[" / HW(2)dz + m|h2\“2/ |z HW (2)dz
R R
_ p(pmintuea)y

Alors L3 — F?(t]x) quand n — +oo. Concernant £y, par un changement de variable nous avons

t —
Ly = /H2 (h—y) f(y[X1)dy
R 2
_ /h2H2(z)f(t—zh2|X1)dz.
R
Par une intégration par parties, nous aurons

L, = /2H(1)(z)H(z)F(t — zhs|X1)dz

= /2H<1>(Z)H(z)(F(t—zh2\Xl) —F(t|x))dz+/2H<1>(Z)H(Z)F(t\x)dz

Idem, en utilisant A5(i) alors
/QH(I)(Z)H(Z)(F(t — zhy|Xy) — F(tx))dz < /m(|X1 — xX["1 + |zhy|"2)[H (2)*]dz
R R
_ O<h12nln(u1,u2)).
De plus,

/RQH(l)(z)H(z)F(t\x)dz = F(t|x).

D’ou £; — F(t|x) quand n — oo. Nous en déduisons que

t—Y,
Var [H ( - 1) |X1} — F(t|x)(1 — F(tx)).

2
Ce qui achéve la preuve du Lemme 2.5. O

Lemme 2.6. Sous les hypothéses A2-A4 et A6-A7, nous avons

ol(z,t) = o*(z,t) quand n — +oo et w,(x,t) — 0 quand n — +oo.

Preuve du Lemme 2.6 De (2.20), nous définissons
1

oa(x,t) = WEW%(X’ t)]
= %E (K3, (Hy = F(t]x)*] — % {E[Kq1 (H, — F(t|x))]}

=: Ri(x,t) + Ra(x,t).
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Pour le terme R4 (x,t), nous écrivons

Ro(x,t) = [E (K41Hy) — E(Kq F(t]x))])?

- (R E(Fyu(x, ) — BEF (%) E (1 (x))]*

= g B Fale 1) - F(tx) E(L,(x)))*.

A partir du Lemme 2.3, il est possible d’écrire que
E(Fin(x,t) — F(t|x)E(l,(x)) = Fi(x,t) — F(t|x)E(l,(x)) quand 7 — oc.

Et
Fi(x,t) — F(t|x)E(l,(x)) = F(t|x)[l(x) — E(l,(x))] — 0 quand n — oo.

D’autre part

Rit) = s BIE [ (1~ Fitho)” ]
= i B G Var (1 X0)] + 7 B [KEE (%) = F(tpo)).

A partir du Lemme 2.5, la seconde partie entre parenthéses tend vers zéro quand n tend vers I'infini.

Pour ce qui est de la premiére partie, nous avons

mﬂz (K3 Var (H,|X,)] = WE (K3 F(t)x) (1 — F(t]x))]
= m}?(ﬂx) (1- F(t|x))/Rd K3 (%) I(u)du
N @F(ﬂx) (1= F(R0) | | Kia)ds
_ RF(x)(1 - F(ix))
I(x)
= o%(x,1).
Concernant (2.20), nous avons
B(x,1) = m ST cov(Wix.h), U (x.1)))
1 i=1 j=1:ji
que 'on écrit comme suit
() = m D con(Wi 1), 5%, 0)) + m D con(Wilx, 1), W%, 1)
= M+ Mg,_ 1 o

avec
By ={0,1);1<|i—1|<n,} et Bo={0,1);n,+1<|i—1] <n-—1}
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Concernant M, en considérant que la covariance est calculée selon la formule
cov(Wi(x,1),W;(x, 1)) < E[KgKa; (H — F(tx)) (H; = F(t[x))] +E [Kq1 (Hi = F(t]x))].

Par des calculs simples, on aura que M; = o(1) (voir les détails dans la partie des données incom-
plétes).
La seconde partie peut s’écrire

n

1

MQ = m ; BZ CoVv (Kd,iHi — Kdﬂ'F(ﬂX), Kd,jHj — Kdij@’X))
nhdl2 ZZW
i=1 Bs
Nous avons
W =: cov (Kd,iHi7 Kd,jHj) — F(t’X)COV (Kd,iHia Kd,j)

—  F(t|x)cov (Kgu, KajH;) + F(t]x)*cov(Ka, Kaj).
Par des techniques de calcul de I’espérance conditionnelle ainsi que les intégrales, nous concluons que
wn(x,t) = 0 quand n — 400

ce qui achéve la preuve du Lemme 2.6. O

Par (2.17) et le Lemme 2.6 et afin de justifier le Théoréme 2.3, il suffira de montrer que
\/nhd(Za(x, 1) = N(0,02%(x,t)) quand n — +oc. (2.21)

La procédure de Bernstein des grands et des petits blocs est ainsi utilisée. Dans ce qui suit et afin

de simplifier les choses, nous normaliserons ;. A partir de (2.19), nous aurons

iz = 23S

Aussi, (2.20) et le Lemme 2.6 donnent

7y var(yi)
Var<¢i> - h(lip(X) -

o2(x,t) et var(y);) — o?(x,t) quand n — +oo.
Alors, (2.21) est équivalent & démontrer que

% 5 N(0,0%(x,1)) quand n — +oc. (2.22)
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La normalité asymptotique de % s’obtient par le moyen du théoréme centrale limite pour des v.a.

dépendantes, en écrivant ce terme comme la somme de grands blocs séparés par des petits blocs, c’est

la technique de Bernstein qui consiste a partitionner ’ensemble {1,... ,n} en 2k, + 1 sous-ensembles
Im = {151 = (m=1)(putaqn)+1,..., (m—=1)(pp+qn)+pn} avec p, éléments pour chaque m =1,...,k,.

I =47;7 = (m=1)(pn+qn)+pn+1,... ,m(pn+¢,)} avec g, éléments pour chaque m =1,... k,.

Les points restants sont définis dans 'ensemble {I; &k, (p, + ¢,) + 1 <1 < n} qui peut étre égal a (), et

DPns o et k, sont donnés dans 'hypothése N1. Soient les v.a. Uy, U/ et U~ définies comme suit :

(m=1)(Pn+gn)+pn B m(prn+qn) B n .
Unim = Z U, Uy = Z v, ng = Z 17
i=(m—1)(pn+gn)+1 J=(m—=1)(pn+qn)+pn-+1 I=kn (pn+qn)+1

avec

k k
1 - i 1
\/ﬁ m=1 m=1 .
1 1"
= % |:Tn —I— Tn/ + Tn :| .

Alors, dans le but d’établir la convergence de (2.22), il faudra montrer que

e

£, N(0,0%(x,t)) quand n — +oo (2.23)

5=

ainsi que
1 9 1 "y
“E[1,%] + ~E[T,"] 50 quand n - +oc. (2.24)
n n

Pour les preuves de (2.23) et (2.24), les étapes sont identiques a celles utilisées pour les données
incomplétes (voir Lemmes 3.8 et 3.9), de ce fait nous énoncons ci-aprés les lemmes néanmoins les

démonstrations sont omises.

Lemme 2.7. L’hypothéese N1 entraine que
(i) %V&I(U:ﬂ) —0
1 / / gun 1 Upntgn)+(gn—1)
(i) ~lcov(Uny, Up )l < n2(2) h7H3 > [ At s (1)

. r=l(pn+qn)—(gn—1)
(i) > leov|(Uy, Uy) =0
1<i<j<ky,
Lemme 2.8. Si la condition N1 est vérifie, nous avons
ok 2
(1) —var(Uy) — o*(z, 1)
n
p m 1 l(pn+Qn)+pn
< — A r 7t
| = ’I’LZQ(m) hCIH_Qh% Z | 1, +1($ )|

T’:l(pn +q”)_pn

1
(i1) ﬁ|COV(Un1, Unit1)
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1
(iii) ~ > eov(Uni Unj)l = 0

1<i<j<kn

(i) var (%) S 0¥z, t)

Il reste a démontrer que les v.a. {Up,, m = 1,..., k} sont asymptotiquement indépendantes. Pour ce

faire, nous faisons appel aux fonctions caractéristiques et démontrons que
kn, )
]E( ZtEm 1 fUnm> - HE <€ZtﬁUnm)
m=1
Par des calculs détaillés dans le chapitre 3, nous trouvons que
it Ekn U'n'm tU'er it an,1 Unm it Unkn Zt an 2 Unm it U'flkn—l
IE( m=1 > HE( > < Jcov e =m=t Vno e Vn + |cov m=l Vno e Vn

U, L Up
+ ...+ ‘cov <e“7nl, eZtTT?M . (2.25)

— 0 quand n — oo.

Le Lemme 1 dans Bulinski (1996) est utilisé pour chacun des termes dans (2.25). Pour cela, nous
avons besoin de calculer les dérivées partielles du premier ordre de la fonction V,, : RP+4+D) 5 R m =

., ky, definie par V,,,(x;, y;) = eitUnT*T pour tout [ entre (m —1)(p,+¢n)+1 et (m—1)(pn+an) +Dn,

N _ 1 d 1 d
OU X; = (1) g+ L)) +17 T lme1) ntan)tpn’ > Lm—1)(pu-tgn)+pn)
et y = (y(m_l)(pn+Qn)+17 . 7y(m—1)(pn+Qn)+pn)'

La premiére dérivée partielle de la fonction V,, au voisinage de y; pour | = (m — 1)(p, + ¢a) +

L...,(m—=1)(pn + Gn) + pn est donnée par

_8vm(x ) = 9 (z’tUnm) A
3yl 1, Y 3.% \/ﬁ

. (m 1 pn+Qn +pn
8 it ~ it Unm
i WD DR L
Y i=(m—1)(pn+qn)+1

B

\/ﬁ 5yl [\/_l (Kag [H — F(t|X)])]

_ it ez‘tU%an (X_Xl) iH (t_yl)
V/nhil(x) hi ) Oy ho
g (x) o ()
V/nhih3l(x) hi ho

De plus, la premiére dérivée partielle de la fonction V,, au voisinage de 3:? pour

L=(m=1pa+a)+ 1., (m=1)(pa+q) +paet j=1,... dest

) = e (= Pl o | ()]
l

8xl v/ nh ox
it 4 Unm 1M (x) (X - xl> 0 (X - xl> 1
— R - Fx)] |- K + 2K .
nhclle [ l ( |X)] [ ZQ(X) d hl axg d hl l(X)
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telle que

9, X — X d (Xi—ﬂc;) 9, xI — 1]
—K = | | K - K
oz ¢ < hy ) A hy ox] hi

i=1,i#j
d .
x! — ! 1 x) — !
= K ! —— VKM !
2_1;.[# ( h ) ( hl) ha
Alors, nous avons
an Zt i Unm
2 (xy) = —=—==c" " [H — F(t|x)]
(%l nhtli+2
% _h l(l)(X)K X — Xy _ ﬁ K X .I'l K(l) X l‘l
! l2<X) d hl . . 1 hl
i=1,i#]
Sous les conditions A2-A4 et A7, il existe A > 0 tel que
OV At OV At
) < — ) < —.
] = i« [aen] ot

En utilisant le Lemme 1 dans Bulinski (1996), on trouve
itL nl A2t2
’cov(e v e’ f)‘ T ZZ]Auxt
i€l jela
Par statonnarité, on déduit que

kn
() - [12()| < g [V B S ot 09 R Tt
m=1

i€l jels i€l jel3

FoE )Y A1)

ielq je]kn

De nouveau, par stationnarité nous avons

(s s ()

(kn—1)(Pn+qn)+pn

pnkn Z ’A1J(X7 t)‘

‘=(kn 1) (pn+gn)—(pn—2)

A%?

G
= nh{hy

2pn n
S mi n hd+1h Z |A1] X, t
< m?? T ° (2.26)

— n 1_e'yhd+1h

Sous les conditions N1(i) et (iii), (2.26) tend vers zero.

Par la condition standard de Lindeberg-Feller, nous montrons que \Tf est asymptotiquement normale :

knE( 1]1{) 1 Un1’>80'(X,t)}> — 0
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Sous ’hypothése A2, nous pouvons écrire

|Un1|

> ﬁ [ i (Hy — ()] —E (K (H, — F<trx>>1}|

Vhil(x)

De ce fait, par I'inégalité de Tchebytchev et les hypothéses A4 et N1(ii) nous aurons

1 Akp? | Kalloo® (1
kEE(-U21y . < —— P —=|Unl| > ,t
<n nl {‘ﬁUn1‘>ea(x,t)}) = nhdi2(x) \/ﬁ| 1| > eo(x,t)
4 Kalloo” ko Var(Un) py
— 12(x) ne2o?(x,t) nhd

— 0.

Par ce résultat, nous achevons la preuve du Théoréeme 2.3. O
Preuve du Corollaire 2.2
Par 'utilisation d'un développement de Taylor de F},(.|.) au voisinage de &, et la propriété F,, (€, ,(x)|x) =

F(&,(x)|x) = p, nous aurons

Fn(fp,n(X”X) - Fn(fp(xﬂx)
fu(&n(x) %) ’

ou &y, est entre §, et §,,. La convergence uniforme presque stire de Epn(X) vers E,(x), la Proposition

Epn(X) — Ep(x)

2.2 et la continuité de f(.|.) donne la convergence en probabilité de f, (&5, (x)|x) vers f(,(x)[x). La

preuve est donc établie en utilisant le Théoréme 2.3. O

2.4 La fonction quantile conditionnelle dans un modéle de cen-

sure droite

Il est trés fréquent que les durées de vie ne soient pas complétes, elles sont souvent censurées par
des variables positives que 'on notera C1, ..., C, supposées indépendantes dans les études biomédi-
cales ayant une f.d.r. G et une fonction de survie H. Ces durées de vie positives notées T1,...,T,
ont une méme fonction de répartition F' inconnue et une fonction de survie S. Dans le modéle de
censure droite, nous définissons les v.a. réellement observées Y7,...,Y, avec Y = min(7,C) et on
note 6 = lyr<cy c’est a dire que I'on observe le véritable temps de survie que s’il est inférieur a
I'instant de censure C. Dans ce cas, la variable n’est pas censurée et § = 1. Le couple (Y,d) est
I'échantillon réellement observé et les v.a. {C;,1 < i < n} sont indépendantes des {7},1 < i < n}.

La f.d.r conditionnelle de T sachant X = x s’écrit comme suit

F(t]x) =P{T <t|X =x} =E [1{7<y|X = x].
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Elle peut aussi se mettre sous la forme suivante
Fl (Xa t)

F(tx) = Ix)

ou Fi(.,.) est la dérivée par rapport a X de la loi jointe F'(.,.) et [(.) est la densité marginale de X.

Soit p € (0, 1), le quantile conditionnel a pour expression :

&(x) = F7H(plx) = inf{t, F(t[x) = p}.

Son estimateur s’écrit : &, ,,(x) = inf{¢, F,,(¢|x) > p}, ou F,(t|x) est 'estimateur de F(t|z).
Dans ce contexte, Beran (1981) propose des estimateurs pour la fonction de hasard cumulative et la

fonction de survie.

2.4.1 L’estimateur de Nelson-Aalen

A Tinstant ¢, un indicateur de présence a risque est

1 n
= - 1 Y; >t
n E : {Yi>t}
=1
avec comme processus ponctuel
1 n
=— g Lyvi<t 5,13
. {Y;<t,0;=1}
=1

Nous avons que

E(N,(t) = P(Y; <t,6;,=1)
= PY; <t, T, <))

_ / / AP, y)dady
_ /0 H(z_)dF(z)dz

et
E(Zu(t)) = P(Yi=1)
= P(T; NC; > t)
= P(T; = t)P(C; > 1)
= S(t_)H(t-).
De ce fait
/dIE(Nn(t)) _ H(t_) dF(t)
E(Z,(1)) SU)H(E)
dF(t)
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d’ou une estimation de A(t) par 'estimateur de Nelson-Aalen (Nelson (1972), Aalen (1978)) qui

~ b AN, (t)
An(t):/0 7

Il s’agit de 'estimateur de la fonction de hasard cumulative A(t) = f(t)/S(t) = —dlog S(t)/dt, ou f

est la densité de probabilité. Cet estimateur a de meilleures propriétés que celui de Peterson.

s’écrit

2.4.2 L’estimateur de Kaplan-Meier

Appelé également estimateur Produit-Limite car il s’obtient comme le produit d’une limite. Il

représente I'estimateur adaptée a la fonction de survie. Pour t; < t5, nous notons

S(t) = 1—F(t)=P(T > t)
= ]P)(T> tQ/T>t1).]P)(T>t1)

Si 'on considére une date ultérieure ¢ty < t;, on obtient
Ce qui nous donne

St) = P(T>t/T >t,)P(T >t,)T >t,—1)...P(T > tg)

pour o <t <...<t, <t.
Sil’on considére des temps d’événements distincts (qu'il s’agisse d’un décés ou d’une censure) nommeés

Y;(i =1,...,n) et rangés par ordre croissant, nous pouvons écrire

P(T > Yn) = [[PT>Y50)/T > Yy)

j=1

= pr
j=1

avec p; la probabilité de survivre au-dela de l'intervalle I; =]Y{;), Y{;41)] sachant qu’il était vivant au
début de cet intervalle. g; est la probabilité quun individu meurt pendant l'intervalle /; sachant qu’il

était vivant au début de cet intervalle. L’estimateur naturel de g; sera alors
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avec M; le nombre de morts a I'instant Y; et R; le nombre d’individus a risque de mourir juste avant
I'instant Y.
L’estimateur de Kaplan-Meier sera alors donné par

~ M.

S(t) = JEp—

) H ( Rz‘)
Yoyt

S’il n’ya pas d’ex-aequo, a Y; s’associe un indicateur de censure noté d;) qui est égal a 1 §’il y a eu
un déces en Y(;) et dans ce cas M; = 1 et 0 §’il y eu censure en Y;) et dans ce cas M; = 0. Comme

R =mn — 1+ 1, I'écriture de 'estimateur devient
5
N 1 ()
St(t) = l—- — )
0= 11 (1 =)
1Y (5 <t

Cet estimateur prend également I’écriture ci-dessous

n 0 I{Y(i)ft} .
oo { 0= o,

0 SitZYv(n),

Notons qu’en 'absence de censure, 'E.K.M se réduit a la fonction de survie empirique. Cette derniére
posséde de bonnes propriétés en terme de convergence :

e La convergence p.s. par le théoréme de Glivenko-Cantelli qui assurent que

sup |F,.(t) — F(t)] — 0, p.s.
teR

ou F), dénote la f.d.r. empirique et F la f.d.r. de la loi recherchée.

e La convergence en loi du processus empirique associé vers un point brownien.

2.4.2.1 Propriétés asymptotiques de ’estimateur de Kaplan-Meier

Les propriétés asymptotiques de I’'E.K.M se rapprochent de celles de la f.d.r. empirique, elles ont
fait 'objet de plusieurs études et plusieurs auteurs ont traité le sujet notamment Peterson (1977),

Shorack et Wellner (1986). Ci-aprés des propriétes de consistance et de normalité asymptotique de
I'E.K.M.

Théoréme 2.4. (Shorack et Wellner (1986))
Soit la variable de survie T, de f.d.r. F et la censure C de f.d.r. G. Ces deux variables étant indé-

pendantes entre elles, alors
sup |F,(t) — F(t)] = 0p.s quand n — +oo.
0<t<r

Pour plus de détails, se référer au livre de Shorack et Wellner (1986), p.304.
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On définit le processus ci-dessous

pour tout 0 <t < 7.

Théoréme 2.5. (Breslow et Crowley, 197/) SiT < 400 et si F' et G sont continues, alors R, Ny

quand n — +00 ot R est un processus Gaussien centré de fonction de covariance

cov(R(s), R(t)) = (1 — F(s)) (1 — F(t)). /0 %.

2.4.3 La convergence forte du quantile conditionnel dans le cas de données

censurées et 1.i.d.

Les durées de vie bien qu’elles soient le plus souvent dépendantes dans la réalité peuvent étre
considérées i.i.d. Les propriétés asymptotiques de 'estimateur du quantile conditionnel ont fait 1’ob-
jet d’études nombreuses notamment dans le cas de données i.i.d. Ould-Said (2006) avait établi la
consistance de 'estimateur a noyau du quantile conditionnel écrit avec la fonction indicatrice dans un
modeéle de censure droite pour des données i.i.d. dans un cadre unidimentionnel. Il utilise I’écriture

de la f.d.r. suivante :
Fl (il?, t)

i)

avec Fi(xz,.) la premiére dérivée de la f.d.r. conjointe F'(x,.) par rapport & x et I(.) est la densité

F(t|x) =:

marginale de z. Ce qui lui a permis d’écrire I'estimateur du quantile conditionnel comme suit

n

1 3 dilpvicoi} o (3? - %)
F: n t nhn — En Y; hn
F,(tlz) = == (z.t) _ =1 &) : (2.27)

K
nhy, ; ( hy, )

et [,,(x) est estimateur de Parzen-Rosenblatt. Un estimateur naturel du quantile conditionnel serait

Epn(T) = inf{t, F,(t|z) > p}. (2.28)

Pour les calculs, il a fait appel aux hypothéses suivantes

o Conditions standards sur le noyau K ainsi que sur la fenétre A,
o Des conditions sur la densité marginale,

o Des conditions sur Fi(.,.),

o Une condition sur la f.d.r. conditionnelle.

I avait ainsi établi les vitesses de convergence de (2.27) et de (2.28), soient

log1
supsup |, (tz) — F(t|z)] = O {max (\/ oEOET h) } . ps.
z€Q teC nhy,
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loglogn
sup [&pn(z) — &(x)] = O {max (\ / ogoen ,hi) } , D-S.
€N nhn

ou () et C sont deux ensembles compacts.

et

Dans cette thése, nous étendons les travaux de Ould-Said et Sadki (2008) qui avaient énoncé les
propriétés asymptotiques de l'estimateur & noyau du quantile conditionnel dans sa forme lissée (en
remplacant la fonction indicatrice par une fonction de lissage de type noyau intégré) dans le cas de
données censurées et i.i.d. au cas de données censurées a droite et associées dans un cadre multivarié.

Ci-dessous I’écriture proposée pour la f.d.r. conditionnelle

RIS % il o i 6 R

ln() ; K, (m 7)

Nous énongons ci-apreés les vitesses de convergence obtenues dans leurs travaux pour (2.29) et (2.28),

respectivement sous certaines conditions de régularité. Les grandes lignes des hypothéses et conditions
utilisées dans les démonstrations sont :

o Conditions standards sur le noyau K ainsi que sur la fenétre h,,

o Des conditions sur la densité marginale ainsi que la f.d.r. conditionnelle,

o Des conditions sur la fonction H.

Ceci a permis d’établir les résultats suivants
log logn
supsup | Fy,(t|z) — F(t|x)] = O < max ———— h, | ¢, DS
z€Q teC nh,

et

e teC nhn

log logn
Sup sup |£p,n(t|x> - gp(tlx” =0 {mam < &7 h") } » DS

ou () et C sont deux ensembles compacts.

2.4.4 Les propriétés asymptotiques du quantile conditionnel dans le cas

de données censurées et a-mélangeantes

Il est peu fréquent d’avoir des durées de vie indépendantes dans la réalité, les résultats présentés
par Ould-Said (2006) se basant sur un modéle de censure droite ont été étendus a des données
de survie dépendantes et plus précisément a-mélangeantes. Ces travaux ont été établis par Liang
et de Ufia -Alvarez (2011), ces derniers ont étudié la convergence uniforme ainsi que la normalité
asymptotique de ’estimateur du quantile conditionnel pour des données censurées a droite.
L’écriture de I'estimateur est analogue a celle proposée par Ould-Said (2006).

Ci-dessous les conditions principales ayant permis de donner leurs résultats
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o Conditions sur la densité jointe [(.,.),

o Conditions standards sur le noyau K ainsi que sur la fenétre A,

o Conditions sur Fi(.,.),

o Conditions sur la densité marginale ainsi que la f.d.r. conditionnelle.

Sous une condition sur le coefficient de mélange, les résultats obtenus sont donnés ci-dessous

log1
sup sup |y (t|z) — F(t|z)] = O {mam (, i h;i> } , p.s.
z€Q teC nh?
loglogn
sup |§Pan(x) - 5P('T>| - O max 2 7hn , P-S.
€N nhn

Dans la partie normalité asymptotique, d’autres hypothéses s’ajoutent, soient
o Conditions sur la séquence de mélange a(n),
o Conditions sur la continuité de la densité de probabilité jointe fi(.,.).

Ci-dessous le résultat obtenu

Vil (&pn() — &, (2)) 5 N(0,0%())

La variance est telle que
A2
o?(z) = ﬁ) >0

fi(@,&(x)

20N _ 2 (@) fi(w,t)dt
A (:c)—/RK (s)ds/o e

Ould-Said et Sadki (2011) ont en outre établi la normalité asymptotique de la version lissée de

et

I'estimateur du quantile conditionnel dans le cas censuré et a-mélangeant. Ils utilisent pour cela
Iécriture (2.29) pour 'estimateur a noyau du quantile conditionnel. Pour ce faire, ils exploitent les
conditions suivantes

o Conditions standards sur le noyau K ainsi que sur la fenétre h,,,

o Conditions sur la séquence de mélange «

o Conditions sur la densité marginale ainsi que la f.d.r. conditionnelle.

o Conditions sur la fonction de lissage H,

o Condition sur la densité jointe (., .) ,

o Conditions sur Fi(.,.),

o Condition sur la f.d.r. G.

Ceci a permis d’établir les résultats ci-aprés
Vnha(Fy(t]z) — F(t|z)) = N(0, 0%(x,t)) quand n — 400

La variance est telle que

1 - G F(t|r))
(x)G(t)

o?(z,t) =

rE(tlz)(
[
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et k= [ K*(u)du < +o0.

De plus
Vnhy(§pn(x) — &(2)) ELN (O, ¢ (w, fp(x))) quand n — 400
_ o))
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Chapitre 3

Propriétés asymptotiques de 'estimateur du
quantile conditionnel pour des données

incomplétes et associées

Dans 'analyse des durées de vie ou en fiabilité, il est courant de traiter des données qui en plus
d’étre incomplétes sont faiblement dépendantes. La censure aléatoire droite et la troncature aléatoire
gauche sont deux formes courantes de ces données lorsqu’elles ne sont ni indépendantes, ni fortement
mixées mais associées. Dans cet article, nous nous intéressons a ’estimateur a noyau de la fonction
quantile conditionnel d’une variable aléatoire associée strictement stationnaire 7' étant donné un
vecteur de covariables d-dimensionnel noté X, dans un modéle de censure & droite. Comme résultats
principaux, nous établissons la convergence uniforme presque siire de I'estimateur avec vitesse de
convergence ainsi que la normalité asymptotique de I'estimateur. Par la suite, la performance dudit

estimateur est illustrée dans une étude de simulation.

3.1 Introduction

Soit {T},,n > 1} une suite strictement stationnaire de v.a d’'intérét associées ayant une f.d.r ab-
solument continue et inconnue Fp. Cette variable peut étre considérée comme une durée de vie dans
le cadre d’études biomédicales. La principale caractéristique du temps de survie est I'incomplétude.
Dans 'analyse de survie, en particulier dans les études médicales, nous rencontrons des modéles de
censure aléatoire qui constituent 'une des hypothéses fondamentales de la théorie de I'analyse de
survie. La censure aléatoire droite est un phénomeéne bien connu qui peut étre présent lors de ’'obser-
vation des données de survie. La variable de durée de vie peut ne pas étre complétement observée si
le patient est toujours en vie a la fin de I’étude ou s’il est décédé pour une autre raison ou en raison
du départ d'un patient avant ’achévement de ’expérience. Par conséquent, les données disponibles

fournissent des informations partielles. Dans ce cas, la variable d’intérét 1" est soumise a une cen-

o7
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sure a droite par une autre v.a non négative C. Dans la suite, nous supposons les temps de censure
i.i.d, possédant une f.d.r lipschitzienne GG inconnue. Nous prenons en considération la présence d'une
covariable strictement stationnaire et associée X a valeurs dans RY. Dans ce modéle, la séquence
observable est {(Y;,d;, X;),1 <i < n}, avec Y; = min(T;, (5), 6 = Lir,<c,y-

Dans la censure aléatoire, il est commun de supposer les temps de censure {C;, 1 < i < n} indépen-
dants du vecteur {(X;,7;),1 < i < n}. Cela signifie que le mécanisme de censure ne dépend pas de
I’événement en cours. Une telle condition assure 'identifiabilité du modéle.

Il est bien connu que la f.d.r conditionnelle F'(:|x) de T'|X = x est définie par

Flt]x) = é/_ F(x, 2)dz = %

ou f(.,.) est la densité de probabilité conjointe de (X,T'), I(.) est la densité marginale de X et

(3.1)

Fi(x,.) est la premiére dérivée de la f.d.r conjointe F'(x,.) par rapport a x. La densité de probabilité
conditionnelle sera notée f(.|x). Alors, pour tout p € (0,1), le p-iéme quantile conditionnel de T'
sachant X = x est défini par

&p(x) == inf{t, F(t|x) > p}. (3.2)
Par conséquent, pour 'obtention d’'un estimateur non paramétrique du quantile conditionnel, nous
devons clairement estimer Fj(x,t) par un estimateur a noyau non biaisé et [(x) est estimée par le
célebre estimateur a noyau de la densité marginale.
De nombreuses recherches ont été menées concernant 1’estimateur du quantile en raison de ses pro-
priétés pertinentes. Cet estimateur est réputé pour sa bonne description des données (voir Chaudhuri
et al. (1997)) et a suscité l'intérét de plusieurs auteurs.
Dans le cas complet, Samanta (1989) a établi la convergence forte et la normalité asymptotique de
I’estimateur & noyau du quantile conditionnel pour des données i.i.d. Bhattacharya et Gangopadhyay
(1990) ont donné une représentation de type Bahadur du quantile conditionnel ainsi que des modéles
asymptotiques. De plus, Mehra et al.(1991) et Xiang (1996) ont donné la convergence presque stire
d’un estimateur a noyau du quantile conditionnel, ils ont également établi sa normalité asymptotique.
Honda (2000) a traité la convergence uniforme et la normalité asymptotique du quantile conditionnel
en utilisant une approche d’ajustement polynomiale locale tandis qu’Abberger (1997) a étudié le
lissage du quantile dans les séries temporelles financiéres.
Dans le méme sujet pour des données censurées, Dabrowska (1992) a établi une représentation de type
Bahadur de l'estimateur par régression quantile. En outre, Qin et Wu (2001) ont donné la normalité
asymptotique d’un estimateur du quantile conditionnel lorsque certaines informations auxiliaires sont
disponibles en utilisant la méthode de vraisemblance empirique et un ajustement linéaire. Ould-Said
et Sadki (2005) ont établi la forte représentation de I'estimateur du quantile conditionnel dans un mo-
déle de censure droite et la condition de mélange fort. Pour sa part, Ould-Said (2006) a donné le taux
de convergence uniforme forte dans le cas i.i.d. Plus récemment, Liang et de Una -Alvarez (2011) ont

évalué la forte convergence uniforme ainsi que la normalité asymptotique du méme estimateur dans
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le cas a-mélangeant. Ould-Said et Sadki (2011) ont quant & eux établi la normalité asymptotique de
la version lissée de I'estimateur du quantile conditionnel dans le cas censuré et a-mélangeant.

Deux types de dépendance sont largement utilisés dans la littérature : le mixage (Doukhan (1994))
et l'association (Esary et al.(1967)). La notion d’association a d’abord été introduite par Esary et
al.(1967) principalement pour une application en fiabilité. Pour plus de détails sur le sujet, nous ren-
voyons le lecteur aux monographes de Bulinski et Shashkin (2007), Oliveira (2012) et Prakasa Rao
(2012). Ces deux concepts ne sont pas complétement dissociés (voir Doukhan et Louhichi (1999)).
En effet, nous pouvons trouver des séquences qui sont associées mais non mélangeantes, associées et
mélangeantes, mélangeantes et non associées. Le principal avantage du concept de 1’association par
rapport au mélange réside dans le fait que les conditions des théorémes limites sont plus faciles a
vérifier : en effet, une covariance est beaucoup plus facile a calculer qu’un coefficient de mélange.
Rappelons qu'un ensemble de familles finies de v.a. (T4,...,T,) est dit associé si pour toutes les

fonctions non décroissantes Wy, ¥,
CO’U(\I/1<T1, . ,Tn), \Ijg(Tl, c. ,Tn» Z 0,

chaque fois que la covariance existe. Une famille infinie de v.a. est associée si une sous-famille finie
est un ensemble de v.a. associées et que toute séquence indépendante est associée. Dans 'inférence
statistique classique, les v.a. observées sont supposées i.i.d. Cependant, il est plus courant d’avoir
des variables dépendantes dans certaines situations réelles. Les variables dépendantes sont présentes
dans plusieurs domaines tels que la médecine, la biologie et les sciences sociales. Les v.a. associées
présentent un intérét considérable pour les problémes de fiabilité, la théorie de la percolation et
certains modéles en mécanique statistique.

Il n’existe & notre connaissance aucune étude dédiée au probléme de I'inférence non paramétrique de
la fonction quantile conditionnel sous un modéle associé et censuré, ce qui a motivé notre étude. Le
présent chapitre traite donc de la convergence uniforme presque stire avec taux de convergence de
I'estimateur défini dans (3.6). L’article est structuré comme suit : 'expression de I'estimateur étudié
est présentée dans la section 2. La section 3 rassemble les hypothéses nécessaires avec quelques
commentaires. Une étude de simulation est donnée dans la section 4. La derniére section rassemble

les preuves des résultats principaux ainsi que celles des résultats auxiliaires.

3.2 Notations et estimateurs

Pour rappel, dans le cas de données complétes (non censurées), I’écriture traditionnelle de I’esti-

mateur a noyau de F'(¢|x) est donnée par

Fo(t)x) = Zwm(x)]l{ngt}, (3.3)
i=1
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oll win (.) sont des fonctions mesurables. Ces fonctions nommeées poids ont été introduites par Nadaraya-

Watson dans le contexte de la regression du noyau et définies par

x — X, 1 x—X;
t —K
Kd< Pon 1 ) ”hgn d( b )
win(x) = n : = : ’

;K“ (Xh X) "

avec la convention 0]0 = 0. Ici Ky est une fonction noyau multivariée dans R? tel que pour tout

z; = (2},2%,...,2%) appartenant & R? et K étant un noyau univarié a valeurs réelles, on a

1 : o
hd ’
alors que h,, ; est une séquence positive de fenétres tendant vers 0 avec n et [,(.) est 'estimateur de

Parzen-Rosenblatt de [(.).

Dans ce qui suit, nous faisons usage de I'idée de la Probabilité Inverse de la Censure Pondérée (IPCW)
de Koul et al. (1981) afin de définir les poids utilisés ultérieurement dont la formule est donnée par

1 0; x — X,
in(X) = = K L. 3.4
win(x) nht  G(Y;)ln(x) d( hin 1 ) (3:4)

Il est bien connu que la f.d.r empirique classique n’estime pas correctement les f.d.r Fr et G dans le
modeéle de censure droite. De ce fait, Kaplan et Meier (1958) ont proposé des estimateurs consistants

ﬁTm et CA}’n pour Fr et G, respectivement. Ces derniers sont définis par

_ - d(i) o=}
FT” B H [ n—z—i—l]

i=1
et

Galt) =1 — ﬁ [1 = 1_—5()} o=t

Pl n—i+1
avec Y1), Y(a), ..., Y(n) sont les statistiques d’ordre de Y7, Y5,..., Y, et ;) est le concomitant de Y.
L’estimateur de Kaplan-Meier a fait I'objet d’études approfondies et a suscité I'intérét de plusieurs
auteurs. Pour plus de détails, nous nous référons a Stute et Wang (1993) dans le cas i.i.d, Cai (1998)
dans le cas a-mélangeant et Cai et Roussas (1998) dans le cas associé.
Nous rappelons qu’en utilisant les poids définis dans (3.4), Ould-Said (2006) avait établi la consistance
forte avec vitesse de convergence de I'estimateur défini dans (3.3) dans le cas i.i.d et unidimensionnel.

La version lissée de F,(-]), notamment

, (3.5)
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a également été étudiée (consistance forte et normalité) par Ould-Said et Sadki (2008) dans le cas
i.i.d. Ici la fenétre h, o n’est pas nécessairement égale a h,, 1, nous écrivons hy := hy,, 1 et hy := hy, 0.

Notons que (3.5) est une version de Yu et Jones (1998) adaptée au cas censuré. A l'origine, cet

Gn(Y3)

par ces derniers auteurs principalement afin d’éviter les problémes de croisement se produisant lors

estimateur lissé dans le cas de données complétes (sans la IPCW ) avait été proposé et discuté

de 'utilisation de la fonction indicatrice a la place d’une f.d.r continue.

En vue de (3.5), un estimateur naturel de (3.2) peut étre calculé par
yn(x) = int{t, Fo(tx) > p}. (3.6)

Afin de démontrer nos résultats, un pseudo estimateur auxiliaire sera d'un grand intérét :

1 i o; K(X_XZ)H(t_Yi)
- = d
. Flm‘(X’ t) nhcll i=1 G(S/l) hl hg
. B 1 - X — X
R K 1
nh¢ 22:1: d ( hy )

Noter que (3.7) ne peut étre calculé du fait que 'on suppose G(-) inconnue.

0
Nous utiliserons également la densité de probabilité conditionnelle f(¢|.) définie par f(¢].) = EF (t].).
Par conséquent, les estimateurs correspondants sont donnés par

fn(X, t) r fn(xa t)
LX) = 22 et f(tx) = , 3.8
fulth) = TR et fultho) = 57 (33)
avec comme premiéres dérivées partielles par rapport a la deuxiéme composante
OF (%, 1) 1 & 6 x — X, t—Y;
W(x,t) = — 22 = > —— K L) HW - 3.9
fal, 1) ot nhihy = G,(v) '\ s (3.9)

et

~ aﬁ’ln(x t) 1 " (5l X—Xi t—}/;
= LA — K HWY
o) = 2l Sk () 10 ()

i=1
ott HW est la premiére dérivée de H. Par un développement de Taylor de F,(.|.) au voisinage de &,,

on obtient
Fn(&pn(x)[x) = Fn(§(x) %) = (§pn (%) = & (%)) fn (&0 (%) %),
tel que & . est entre &, et {,,,. Cette approche donne les résultats asymptotiques de (&, (x) —&,(x))

a partir du comportement de (F},(&n(x)[x) — F,(§,(x)[x)). Si f(&,,(x)|x) = 0, nous devons accroitre

I'ordre dans le développement de Taylor et modifier les preuves en conséquence.

3.3 Hypotheéses et résultats principaux

Dans ce qui suit, m est une constante positive prenant des valeurs différentes et 7 est un nombre

réel positif satisfaisant 7 < 77 < 7¢ tel que pour toute f.d.r W, my = sup{y; W(y) < 1}. Soit
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Qo = {x € RY/I(x) > myg := inf, I(x) > 0} tel que Q et C soient deux ensembles compacts inclus

dans Qg et [0, 7], respectivement. Les principaux résultats seront établis en utilisant les hypothéses

sulvantes :

Al.

A2

A3.

A4

A5.

A6.
AT.
AS.

A9.

Les fenétres h; et hy satisfont

(i) hy — 0, nhfﬁd(l*a) — 400 avec a € (0,1) et k’g + — 0 quand n — +o0,

(ii) he — 0 et nh{hy — +00 quand n — +o0,

(iii) nh¢hs — 0 et nhdt — 0 quand n — +o0,

(iv) vsh§ — 0 et vy est une séquence de nombres réels;

Le noyau Ky est une densité de probabilité bornée, & support compact et admet
(i) K4 est Holderienne, continue d’ordre «,

(i1) fpa ujKq(u)du = 0, pour tout j =1,...,d avec u = (uy, ..., uq) ",

(iii) Le noyau Ky admet des dérivées partielles d’ordre 1 bornées ;

La fonction H dans (3.5) est de classe C!. Par ailleurs, sa dérivée H() est bornée, a support
compact et satisfait les propriétés d’un noyau de second ordre et

(i) Jg [t|*HWO(t)dt < 4o00;

La densité marginale [(.) est bornée et deux fois différenciable avec :

oF1(x)
837@3:‘?’1 (z)

La densité de probabilité conjointe f(.,.) est bornée et trois fois contintiment différenciable, de

sup <oopouri,j=1,....det k=1,2;

xeN

plus

(i) La f.d.r conditionnelle F'(t|x) satisfait la condition de lipschitz d’ordres u; et ug aux voisi-
nages de x et t avec

V(x1,%9) € 02, V(t1,ts) € R2, |F(t1]x1) — F(ta|xa)| < m(|x1 — Xo|" + [t — to|"2),

(ii) Vx € Q, [ [t]f(t[x)dt < +o00;

La densité de probabilité conjointe [; ;(.,.) de (X;,X;) est bornée;

La densité de probabilité conjointe f(.,.,.,.) de (X;,Y;, X;,Y;) est bornée;

Définissons A;; comme suit :

d d
=>"Y Cov(X}, X)) +QZCOU EY;) + Cou(Y;,Y)), (3.10)

k=1 1=1

avec XF la k-ieme composante de X;, telle que pour tous j > 1 et 7 > 0

sup A =: p(r) < v0e” 7", pour tous 7o,y > 0;
i:|j—i|>r

< 00

La fonction ¢(x) = [ == f(x, v)dv est bornée, contintiment différentiable et sup
x€eN

S
5 ()
pour 2 =1,...,d.
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Des hypothéses supplémentaires viennent s’ajouter pour établir les preuves relatives a la partie

normalité asymptotique
N1. La fonction de survie G des v.a. censurées admet une dérivée premiére bornée g ;

N2. Soit 0 < p, < n, 0 < g, < n des entiers tendant vers oo avec n tels que p, + ¢, < n. Soit k,
I'entier le plus large pour lequel k,(p, + ¢,) < n et

(i) k”% — 1 (ii)p,h{ — 0 et T’L% -0 (iii)&;—% — 0 quand n — oo.
1 1 2

Remarque 3.1. L’hypothese A1 donne un choix classique de fenétres dans [’estimation fonction-
nelle. Pour des raisons de simplicité, de nombreux auteurs considérent hy = ho, ce qui est généra-
lement non justifié. A noter que la condition A1 (ii) implique la premiére condition dans A1 (i) si
d > 2. Pourd =1, la comparaison n’est pas simple et dépend de [’ordre de grandeur de hy par rapport
a h$. L’hypothése A2 est assez courante dans [’estimation du noyau. Les hypothéses A3-A7T sont
classiques dans le cadre de [’estimation non paramétrique sous [’hypothése de dépendance alors que
A8 est utilisée pour le calcul de la covariance dans une structure associée. De plus, cette hypotheése
donne une tendance progressive a lindépendance asymptotique du "passé” et du "futur”. Enfin, la
condition A9 est principalement technique. La condition N1 est utilisée pour des calculs techniques
de la normalité asymptotique. Finalement, [’hypothése N2 est particuliérement utile pour des données
dépendantes dans le cadre d’études de la normalité asymptotique notamment dans les grands et petits

blocs. La condition N2(ii) et le fait que knpntan) s 1 jmpliquent que k”% — 0. Remarquons que

% — 0 permet de déduire que q, < p,. Ajouter a cela la premiére partie de [’hypothése N2(ii),
nous obtenons que g,h% — 0.
o Les hypotheses A1(iii) et (iv), A2(iii), A3(i) et A5(i) et (ii) concernent la partie normalité

asymptotique.

3.3.1 Convergence uniforme forte

Le premier résultat établit le taux de convergence du terme de fluctuation | F} ,,(x,t) — E [F 1 (X, t)] ’
Cela se fera en appliquant une inégalité de type Bernstein énoncée par Doukhan et Neumann (2007)
pour les v.a. faiblement dépendantes. Le résultat donné dans le Théoréeme 3.2 indique un taux de
convergence uniforme presque stire de F,(t|z) vers F(t|x), qui sera donné par le moyen du Théoréme
3.1. Par la suite, comme résultat immédiat, le comportement asymptotique de I'estimateur & noyau

du quantile conditionnel sera déduit comme présenté dans le corollaire 3.1.

Théoréme 3.1. Si les conditions A1-A5 et AT-A9 sont satisfaites et pour n assez grand, nous

avons

supsup | Fyq(z,t) — E [Fl,n(x, t)” ~0 < log"> ,ps. (3.11)

d
zeQ teC nh1
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Théoréme 3.2. Sous les hypothéses du Théoréme 3.1 et A6, pour n assez grand nous avons

1
sup sup |F,(t|x) — F(t|lz)| = O {(h% +h3) +n?+ ogn} ; DS

zcQ teC nh{
avec 0 < 6 < v/(2y+ 9+ 3/2k) pour tout x > 0.

Corollaire 3.1. Sous les hypothéses du Théoréme 3.2, et pour tout p € (0,1) fizé et x € Q, si

ing’2 f(&(x)|x) > 0, alors pour n assez grand nous avons
xc

nh¢

logn
Suglfp,n(fv)—ép(wﬂZO{(h?Jrh%)Jrn"+ ; }p
xe

Remarque 3.2. La condition de positivité uniforme de la densité conditionnelle dans le corollaire

3.1 garantit l'unicité uniforme du quantile conditionnel. Par conséquent

Ve > 0,35 > 0,V : Q = R, sup [§,(x) — np(x)| = € = sup [F(&(@)|x) — F(ny(x)|x)| = 5.
ze) zeQ

Remarque 3.3. Nous rappelons que le taux dans le corollaire 3.1 dépend du paramétre 6 relatif
a la dépendance de type associé. De plus, remarquons que pour 7y assez grand, le parameétre 0 se
rapproche de sa limite supérieure (0=1/2), puis les covariances deviennent négligeables, ce qui permet

de comparer notre tauzr a ceur donnés dans les cas de mélange fort et i.i.d.

3.3.2 Normalité asymptotique

Le Théoréme 3.3 traite la normalité asymptotique de (3.5) convenablement normalisé. Par le
théoreme de Slutsky, la normalité asymptotique de (&, (x) — £,(x)) dans le Corollaire 3.2 se déduit
de la normalité asymptotique de (F,(&,,(x)|x) — F,(&(x)|x)) et la convergence en probabilité de

fu(&n(x)[%).
Théoréme 3.3. Sous les hypothéses A1-A8 et N1-N2, pour tous x € Qg et l(x) > 0, nous avons
\/nh§(Fu(tlz) — F(t|z)) = N(0,0%(z,t)) quand n — +00

La variance est telle que

(3.12)
et k= [pa Ki(u)du < 400,

Corollaire 3.2. En assumant que p € (0,1). Sous les conditions du Théoreme 3.3 et pour tout

x € Q tel que f(&,(z)|x) # 0, nous avons

Vi (6pn(@) — &(@)) =5 N (0,0%(2,6,(2)))  quand n — 400

oz gy (a) = T o)
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Remarque 3.4. Si nous remplagons 1(.), f(.|.), G(.) et &(.) par leurs estimateurs 1,,(.), fn(.].),
G(.) et &n(.), respectivement alors un estimateur convergent de type plug-in dénoté 0% (T, Epn())

de of(x, &y () est facilement obtenu. Notons que

KL (& (@)|2) (1 — an(fp,n(w))Fn(fp,n(fE)!w)).
() Gr(Epn () 3 (Epin (D) | )

En utilisant les hypothéses du Théoréme 3.3, l'intervalle de confiance de niveau (1 — ) pour &,(x)

Ug,n(ma Epn(T)) =

qui représente une application de la normalité asymptotique est alors donné par

Ten (T Epn(T)) (T &pn(T))

gp,n(m) - 21719/2 \/n_h/cll agp,n(x) _I_ Zlfﬁ/Q \/n_h(li

avec z1_y/2 dénote le quantile d’ordre (1 —19/2) de la loi normale centrée réduite.

3.4 Etude de simulation

3.4.1 Consistance
3.4.1.1 Description du modéle

Cette partie est établie dans I'intention de donner le comportement de I'estimateur du quantile
conditionnel. Pour cela, nous ne considérons en détail que les cas de la moyenne conditionnelle (p =
1/2) et de la covariable a une dimension (d = 1). L’étude de simulation est réalisée pour différentes
tailles de I'échantillon et différents taux de censure (C'R). La performance de notre estimateur est
quantifiée via 'erreur quadratique moyenne globale (GMSE). Les données sont obtenues comme suit :

— Génération de n + 1 v.a. i.i.d Z; ~ I'(5,0.5) qui exprime une loi gamma;

— Génération de n v.a. i.i.d g; ~ N(0,0.01);

— Etant donné Z;, nous générons la n-séquence associée (X;,T;) par le modéle bi-dimensionnel

associé suivant :

a) Cas licaire
Xi=(Zin+ Zi—2)/2,
T, =3X;/2+045¢;.

b) Cas non linéaire
Xi=(Zia+Zi—2)/2,
T; = log(3X;/2) + 0.45 ¢;,
Il est facile de voir que X; ~ I'(10,0.5). Pour plus de détails, Nous référons a Chaubey et
al.(2011).
— Simulation de n v.a. i.i.d C; ~ exp(A). Le paramétre A varie selon le C'R. Alors, nous conservons

la séquence observée (Y;, X;, ;).
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— Pour le calcul des estimateurs, nous utilisons la f.d.r de la loi normale centrée réduite ainsi que
le noyau gaussien pour H et K, respectivement.

Dans le but d’atténuer 'effet de bord tel qu’il est connu, nous utiliserons les fenétres locales optimales.
Pour ce faire, nous avons d’abord supposé que hy = hy =: h, cette fenétre balaye I'intervalle [0.05, 0.8].
Pour chaque modéle, le processus ci-dessus est répété B = 300 fois avec des valeurs fixes de n et
C'R. Ainsi, nous calculons 'estimateur du quantile conditionnel le long d’une grille de points dans
[1.5,4]. A la fin du processus, nous recherchons la fenétre locale optimale qui minimise les erreurs
d’estimation quantifiées par le M SE (erreur quadratique moyenne) et donne en outre le GMSE en

conséquence. La formule de calcul du GMSFE s’écrit

1 K& 2
GMSE = u_B Z Z [gp,n,i(mj) - fp($])] )
j=1 i=1
ol & p,i(x;) est la valeur de §, ,(x;) & l'itération ¢ et u est le nombre de points équidistants x; = x
appartenant a [1.5, 4].

Afin d’afficher la qualité de I'ajustement, nous allons tracer I'estimateur du quantile conditionnel

&pn(z) par rapport a &,(z).

3.4.1.2 Reésultats de simulation

Cas linéaire :
Notons que sous ce modéle, la v.a. conditionnelle (T'|X = z) suit M (3x/2,0.0045). Afin de montrer
I'influence du taux de censure et de la taille de 1’échantillon sur la qualité de I'ajustement, nous
tracons des courbes de différentes tailles d’échantillons n = 50, 100 et 300 pour CR = 40%, 25% et
10% comme illustré dans les figures 3.1, 3.2 et 3.3. Les erreurs correspondantes sont résumées dans
le tableau 3.1. On remarque que la qualité de I'ajustement augmente lorsque le CR diminue. Les
courbes révélent aussi que les effets de bord du coté droit ont tendance & diminuer pour les grandes
valeurs de n. Bien entendu, la performance est tout a fait acceptable lorsque n = 50 et devient plus
importante pour n = 300. Cela signifie que I'influence du C'R sur la qualité de 'ajustement devient

de plus en plus insignifiante avec n.

FIGURE 3.1 — Cas linéaire : n = 50 et CR = 40%, 25% et 10%, respectivement
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FIGURE 3.3 — Cas linéaire : n = 300 et C'R = 40%, 25% et 10%, respectivement

Dans la table 3.1, nous quantifions les erreurs au moyen du GM SE. Nous observons que la ten-
dance a la baisse de la performance de notre estimateur est confirmée pour des petites tailles de
I’échantillon et les valeurs croissantes du taux de censure.

Cas non linéaire :

TABLE 3.1 — Valeurs du GMSE pour &,,, avec p = 0.5

Cas linéaire n =50 n =100 n =300
CR=10% 0.0637 0.0245 0.0069
CR=25% 0.1591 0.0586 0.0113
CR=40% 0.2465 0.1059  0.0128

Nous suivons la méme procédure que pour le cas linéaire. Nous choisissons la fonction log afin de gar-
der la propriété d’association par monotonie. Cependant, la v.a. (T|X = z) ~ N (log(3x/2),0.0045).
Nous tracons les courbes comme ci-dessus. Nous observons la méme tendance que dans le cas linéaire
et il y a une nette amélioration des courbes avec la taille de ’échantillon, de sorte que la qualité
de I'estimation est aussi bonne que pour le cas linéaire. Dans le tableau 3.2, nous rapportons les
valeurs du GMSE. Les petites valeurs obtenues montrent que notre estimateur se comporte bien et

fonctionne mieux lorsque n devient important, comme le montrent les graphiques ci-dessous.
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True curve

- - - Estimated curve

FIGURE 3.4 — Cas non linéaire : n = 50 et CR = 40%, 25% et 10%, respectivement

True curve
- - - Estimated curve

True curve
~ - - Estimated curve

True curve
- - - Estimated curve

True curve
- - - Estimated curve

35

True curve
= - — Estimated curve

True curve
17f{ = - - Estimated curve

True curve
17f{ = - - Estimated curve

True curve
= - — Estimated curve

FIGURE 3.6 — Cas non linéaire : n = 300 et CR = 40%, 25% et 10%, respectivement,

Dans la figure 3.7, nous prenons respectivement p = 0.25, p = 0.5 et p = 0.75 afin de mettre
en évidence 'impact de la probabilité. La qualité de I'ajustement semble étre la meilleure avec le
quantile médian. Pour rappel, p = 0.25 nous donne le quartile conditionnel inférieur tandis que pour
p = 0.75 nous obtenons le quartile conditionnel supérieur.

La figure 3.8 donne un apercu des résultats obtenus lors de l'utilisation des fenétres optimales
globales (hipt, haopt) prenant leurs valeurs dans ensemble {n=',n"2,...,n7?}? pour p = 0.5. A la
fin du processus, nous retenons les valeurs minimales du GMSE calculé ainsi que les pairs (hiopt, Roopt)
optimales correspondantes. Les figures obtenues montrent un effet de bord a gauche qui s’atténue en

augmentant la taille de 1’échantillon.
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TABLE 3.2 — Valeurs du GM SE pour &, ,(.) avec p = 0.5

Cas non linéaire n = 50 n = 100 n = 300

CR =10% 24 x 10732 15x 1073 5.54 x 1074
CR = 25% 69 x 1072 25 x 1073 8.23 x 1074
CR = 40% 11x1072 51x1073 16 x 1073

LN

FIGURE 3.8 — p = 0.5; n = 50, 100 et 300 respectivement et CR = 10%.

3.4.2 Normalité asymptotique

Ici, nous évaluons la normalité asymptotique de notre estimateur dans le cas unidimensionnel et

pour des échantillons de tailles finie, nous modifions la taille de I’échantillon (n = 100, 300), fixons le

1/3
logn) )

CR a 25% et prenons le modéle associé (a) donné précédemment. La fenétre choisie est h = (
Le quantile conditionnel est estimé de la méme facon que pour la partie consistance.

La premiére facon de démontrer la bonne performance de notre estimateur est la comparaison de la
forme de la densité normale centrée réduite a celle de 1’écart normalisé entre notre estimateur et le

quantile conditionnel théorique pour p = 1/2 et en fixant z = 2, soit

_ —-1/2
) — v [ FY20 = 12G (& pn(@) ) (8 = En(@).

La densité de probabilité de cet écart normalisé est estimée par la méthode du noyau avec le choix de

la fenétre appropriée, a savoir hg = 0.01B~/® ot B = 1000 est le nombre d’itérations du processus.
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TABLE 3.3 — Valeurs du GMSE et (hiopt, hoopt) pour CR = 10%

p=05  GMSE  higy  hoopt
n=>50 12x1072 0.457 0.1414
n=100 29 x 1072 0.3981 0.001
n =300 11 x107% 0.593  0.028

Nous tragons les deux densités ensembles, les histogrammes ainsi que les QQ-plot.
Les figures 3.9 et 3.10 montrent que l'estimateur affiche une légére amélioration pour des tailles
d’échantillons plus importantes. Néanmoins la qualité d’ajustement reste bonne pour des échantillons

de petites tailles.

QG Plot of Sample Data versus Standard Normal
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FIGURE 3.9 — Graphiques pour les densités, histogrammes et QQ-plot : n = 100 et CR = 25%

QG Plot of Sample Data versus Standard Normal
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FIGURE 3.10 — Graphiques pour les densités, histogrammes et QQ-plot : n = 300 et CR = 25%
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A présent, = fluctue dans Uintervalle [1.5,3.5] avec un pas de 0.05. La fenétre locale optimale
est utilisée et varie avec n. Nous construisons des intervalles de confiance a 95% pour le quantile
conditionnel pour différentes valeurs de n (50, 100 et 300) et considérons B = 500, nous gardons

p=1/2 et CR = 25% soit
02 (T, &1 /2,0 ()

Vnh

Dans le méme graphique, nous tragons l’estimateur du quantile conditionnel, le quantile conditionnel

fl/g’n(l') + 1.96 x

théorique ainsi que les bornes inférieures et supérieures de l'intervalle de confiance approximés a
97.5%. Les graphiques obtenus montrent une diminution de la largeur de 'intervalle lorsque la taille

de I’échantillon observé n augmente.

FIGURE 3.11 — Intervalles de confiance de &;/9,,(x) & 95% pour n = 50,100 et 300 et CR = %25
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3.5 Preuves

3.5.1 Preuves pour la consistance

Pour établir nos résultats, nous définissons

At - ag@)[(d <x 7MX) . <t;:€~) _E {@?;G)Kd <x 7h}h) I (t;hYl)] :

Pour tout 2 = 1, ...,n. Il est facile de voir que

Fi(x,t)— E [Fln X, 1) } nhd ZA (x,1). (3.13)

Les points de la proposition suivante sont similaires aux conditions du Théoréeme 1 dans Doukhan
et Neumann (2007). Une fois les conditions remplies, il devient possible d’utiliser une inégalité expo-

nentielle pour prouver le Théoréme 3.1 1ié au terme de fluctuation.

Proposition 3.1. Soient Ay(x,t), Ao(x,t),..., Ap(a,t) définis comme ci-dessus. Alors, il existe les
constantes M, Ly, Lo, 1 > 0, A > 0 et une séquence non décroissante de coefficients réels (T (n))n>o
tels que pour tous p-tuplets (si,...,sp) et tous g-tuplets (vy,...,v,) avec 1 < s1 < ... <s,<wv; <. <

Vg < N, nous avons

Sp Vq 2
a) Cov (H Ai(z, ), H Aj(z, t)) < mPHR{RS T pg Y (v — sp),

1=81 Jj=v1
b) > (s+ 1) (s) < L5 (ko!)", Vho > 0,
c) E[|Ai(z, t)[F] < (ko) M*o.

Preuve de la Proposition 3.1 La démonstration du premier point de la Proposition 3.1 requiert

I'utilisation du lemme ci-apreés :

Lemme 3.1. Sous les conditions A2, A5, A7 et A8, nous avons

i) Cov (H Ai(z, 1), [T 4=, t)) —: Oy < mPH R hy 2 pgp(vr — s,),

=51 Jj=v1
ii) Cov (H Ai(zt), [T Aj(= t)) —=: Cy < mPHIp2ang,
1=s1 Jj=v1
Preuve du Lemme 3.1 Par la définition 5.1, p.88 dans Bulinski & Shashkin (2007), nous rappelons

I’écriture des constantes lipschitziennes partielles :

[P (21, -+ 5 2im1, 265 Zig 1y - - - Zm) - ‘I) (21, ey 215 2 Zig Ly -y Zm)|

Lip;(®,,) =  sup
21 ,...,zm,z; eR
zigﬁz;

. (3.14)
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avec ®,, : R™ — R et Lip(®P,,) représente le module de continuité lipschitzien de ®,,, & savoir

) -0
xry X =yl

Y

avec |[(z1, ..o, zn) |1 = |21] + oo + |20l
Afin de démontrer la partie (i) du Lemme 3.1, nous faisons appel au Théoréme 5.3, p.89 dans Bulinski
et Shashkin (2007). Posons tout d’abord

=: ﬁAi et &, =: l_q[Aj.

=81 Jj=v1

Comme K4, H et G sont des fonctions Lipschitziennes, alors

Cov(®,,®,) < Z Z Lip;(®,) Lip;(®,)Aij,

i=s1 j=v1

La définition dans (3.14) méne a

Lip,(®,) < < ?T ) (e
et Lipy (@) < i ( ) K|
ot M, :max{hQLip( VKNS by <sz(H)+h2L§((§)) 1Kl }

Notons que les fonctions lipschitziennes partielles sont obtenues comme suit :

, My [ 2 \"! |
Lipi(®,) < = KPPt =

(@) < o (=) KL
My [ 2 \* )

h1f?2 (@) 1Kl 2

Si la condition A8 est vérifiée, par stationnarité nous avons

M3 [ 2\ e s
Cov(®,,&,) < —5|=— K, ||PTa Ay

i=s1 j=v1

mpPta
< W pq p(vr — sp).

Ceci achéve la preuve (i). Dans le but de prouver la seconde partie du Lemme 3.1, nous aurons

recours au calcul du terme de covariance comme montré ci-aprés en utilisant le fait que
E [6:0,|T;, Tj] =E [Lin<cnlin,<cy | T T;] = G(T)G(T)).

Nous utiliserons également les notations simplifiées suivantes

Kd,x,i = Ky (X ; ) et th.—H( h )
1 2
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De ce fait, nous avons

0;0
{%K@x,iﬂi,i}(d,x,jﬂ—t,j}
G(Y;)G(Y;)

Kd,x,th,j‘|

Cov(Ai(x,t),Aj(x,t)) =E

—E {—LKd,x,th,i] x E |:_5—J

G(Y) G(Y))
:E Kd,x,in,x,jE (LH@ZHIZAX”X])]
I G(Y)G(Y;)

[ 0; 0;
—E |KgxiE | =—H;;|X, E |Kgx;E | =2 H;;|X;
B (Gm) o) e [ (G(Yp )|
_ G(T)G(T))

=E | KaxiKax;E (Ht,th,j

Nous obtenons alors

’COU(Ai(X7 t)a Aj (Xa t))|
X—1u t—s X—r t—wv
K H K H

/wamz d( hy ) <h2> d( h1> (h2>

X f(u,s,r,v)dudsdrdv|

/ K, (X_ “) H (t_ S) (u, s)duds

Rd+1 hl h2

></ Ky (x—r) H (t—'v) f(r,v)drdv
Rd+1 hl hg

De plus, sous les conditions A2, A5 et A7 et un changement de variable, nous avons

<

+

|Cov(Ai(x,1), Aj(x,1))] = O(h2h3). (3.15)

Finalement, la deuxiéme partie du Lemme 3.1 se déduit par un calcul simple. O
Nous avons besoin de notations auxiliaires afin d’établir la preuve de la Proposition 3.1. Imposons

T(.) = pﬁ() et utilisons les bornes supérieures du Lemme 3.1, a savoir

2dd+2 (pta)d 271?2 ZTiidQ i A

C < mo2ie it hyt (pg) 2457 prai2 (vg — ), (3.16)
a2 gyp  24(d+2)  2(d+2)

C72 < mPraearz p 2T p 2R (3.17)

En combinant (3.16) et (3.17), nous obtenons

d d+2 2 d d
2d+2 /Y2d+2 p+q1dy, d+1 55 SIS
Cy Oy < mPThihy™ (pq) > p2av2 (vy — sp)

_2
< mPHRS RS pg T(vy — ).

Cette inégalité achéve la preuve de la partie (a) de la Proposition 3.1. De plus, sous la condition

A8 et en choisissant A = 0, u =1, Ly = Ly = ——, les preuves dans (b) et (c) sont similaires &

1—e2d+2
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celles utilisées dans la démonstration de la Proposition 8 dans Doukhan et Neumann (2007). Sous

I’hypothése A8 et pour tout ky > 0, nous avons

S(s+1)fopmE(s) <Y (s 4 1) (s + ko)eie
=0 5=0

dr 1
B duko (1 — u> |u:627d71d?

En prenant ky = 0, 4 = 1 et L; = Ly = —X——. Pour tout ky > 0, la démonstration du point (c)

1—e T2d+2
est illustrée comme ci-dessous

E[|Ax t)[*] < (C]|Kall)®
< (k') M™.

Ceci compléte la preuve de la Proposition 3.1. O
Preuve du Théoréme 3.1 Dans le but d’établir 'expression asymptotique uniforme du terme de
fluctuation Fl,n(x, t)—E [FM (x, t)] ‘, nous faisons appel a I'inégalité triangulaire et aux techniques
classiques de recouvrement d'un compact. De ce fait, {} peut étre recouvert par un nombre fini d,
de boules By, (xy,al) centrées en xz = (21, ..., Tr.q) et C est divisé en d;,, sous-intervalles Jy, ..., Ja,.,
de longueurs b, centrés en t,. En d’autres termes, pour tous x € 2, t € C, il existe des entiers
ke{l,.. don}etle{l,.. d,} tels que ||x — x| < al et |t —t,] < b,, avec a? = (n_lhfo‘”)l/za
et b, = (nhf)fl/z hsy. Alors, comme ) et C sont bornés, soient m; et msy des constantes positives

satisfaisant dxmaﬁ < my et di b, < mo.

Remarque 3.5. Pour établir nos résultats, nous faisons appel au Lemme 3.2 traitant la convergence
uniforme forte avec taux de convergence de l’estimateur a noyau l,(.), démontrée précédemment (voir

le Lemme 3 dans Menni et Tatachak (2016)), nous rappellerons le résultat sans preuve.

Lemme 3.2. Sous les conditions A1, A2, A4, A6 et A8, pour n assez grand nous avons

B logn ,
ilelgﬂn(a:) —l(z)| =0 (max{” i ,hl}) p.S.
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En utilisant des arguments basiques, le terme a gauche dans (3.11) est majoré comme suit
supsup |Fy ,(x,t) — E [Fm(x,t)] ‘
xeQ teC

< Fia(x,t) — F t ‘
< 22, 20p [ Funtoe ) = Pl

+ max sup sut1p ’E [FLn(Xk,t)] - E [FM(X, t)} ‘

1<k<ds,n xc By

Fun(x4,t) = Fun(xi )|

+ max max sup
1§k§dz,n 1§£§dt,n ted;

E [ plyn@k,te)} —E [Fl,n(x,g,t)} \

4+ max max sup
1<k<den 1<€<di,n tc J,
+ max max

1<k<dyn 1<0<ds n Fl,n(Xk, tf) - E |:F1,n(xk; tg)] ‘

=: I, + Iy, + Loy + I3, + I3,

Concernant Iy, et I},, nous faisons appel au SLLN pour des séquences associées (voir Newman

(1984)) et ’hypothése A2(i). Nous aurons

‘Fl,n(x7t) - Fl,n(xkyt)‘

1 & 0 t—Y; x — X; x; — X,
' H K — Ky =
nhngZG(Yi) ( ha >[ d( ha ) d( hu )H

m  a% 1 «—
< — n_ - d;
S G 2
1

o) o

Pour traiter les termes Iy, et I}, , nous utilisons I'hypothése A3 et le Lemme 3.2. Nous aurons alors

| Prn(oes ) = ()|

LS () [ (52) - (5]

m o t—t] 1 <& (Xk_Xi>
< Ky 2
= G(r) hy nhf z:: T

1
_ ( ﬁ) | 319)

Nous nous focalisons a présent sur la majoration du terme I3,. Pour ce faire, nous adaptons aux

séquences associées une inégalité exponentielle établie pour des v.a. faiblement dépendantes (voir
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Théoréme 1, p.19 dans Doukhan et Neumann (2007)). Alors, pour tout € > 0, nous avons

Y e?/2
. > < o |
P <ZZI Aj(Xp, tg) > 5) < exp ( A+ B,%/(“““)g(2ﬂ+2k+3)/(u+/\+2)) ; (3.20)
ol A, est un nombre quelconque plus grand que o2 et
o2 := Var (Z Ai(xk,te)) 7
i=1

2
2 Amnhihs T Ly
A,

B, = 2mL, max I (3.21)

D’une part, nous devons calculer o2. Nous avons o2 = (nh{)*Var <F17n(xk, tg)).
D’autre part, nous avons

(nh)?Var (Fy (3¢, 0) ) = nVar (%

n n 5, 5j

+ Zl ZICOU (_G—<Y;) Kd,xk,thl,i, _G—(}/;) Kdvxk,thl,j>
i=1 j=
J#i

=V+S

Kdzxklethl)

Commencons par calculer V.
- g (25 ()
G(y,)? ¢ hy ho

=g () ()]

= n(D1 — Dg)

Concernant D1, nous utilisons les techniques de ’espérance conditionnelle classiques. Donc, sous les
conditions A1(i), A2 et A9, par un changement de variable et un développement de Taylor au

voisinage de Xj, nous obtenons

o (e e (522 ]

|
{HQ <t€ _ Tl) 5(1Tl) X, = u} I(u)du

E
= 1
< / K; (Xk u) / f(u,v)dvdu, car H(.) est une f.d.r;
R¢ R

hy G(v)
= h¢ | K2(z)s(x; — zhy)dz
]Rd
J¢(x3) Js(x3)
_ d 2 d+1 2 Ko k
= hf /Rd S(xx)K;(z)dz — h{ /RdK (z) { 1 Dt + d Dina d
= O(h).
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Ici x;, fluctue entre x;, — zh; et x;. De nouveau, pour majorer Dy nous procédons comme précédem-

ment. Par un changement de variable, un développement de Taylor et les hypothéses A1(i), A2 et

D, — E |:Kd <X’f;_1X1)E [E {52@)}[ (te ;Yl) ITl} |X1H
= O(h3%).

A4, nous avons

Par conséquent, nous obtenons

V = O(nhy).
Dans un second temps, afin d’évaluer S, nous définissons en premier lieu

avec 1, = o(n). De ce fait, nous avons

- 61 5j
S = ZZCOU (E(YDKd,xk,thm,T}/})dek,j[‘[tl’j)

= J; J;
+ Cov | = - de th 1y — - de Ht
2 2o gy Mot Gy ameo
= 51+ 5
De (3.37), il est clair que
S = nn, O(h2°h2) = O(nn, h3*h3). (3.22)

Par la suite, le terme S, sera majoré en utilisant le résultat a) dans la Proposition 3.1 et la condition

A8, ce qui permet d’écrire

n 2
SN mPhind T prEE (fi - )

Sy <
i=1 B
= 52— _ qli=jld
< nmPhihy™ Y TR e
Ba
2 n
- _ yud
< nmzhﬁlhg“/ e 22 du
n
dy 45— md
— O nh1h2 (& 2d+2 . (3.23)

de ce fait, par A1 et en prenant 7, = O(hY' "*h%>~') avec 0 < vy < d et 0 < vy < 1, les bornes dans
2

(3.22) et (3.23) deviennent de 'ordre de o(nh¢hy) et o(nhihs™), respectivement. Par conséquent

02 =V 48 = O(nh{) + o(nhihs™™) = O(nh?).
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En outre, nous obtenons A, = O(nh{). Ensuite, de (3.21) et par le choix de u, A, L; et Ly similaires

a ceux pris dans la preuve de la Proposition 3.1, on obtient B, = O(1).

ogn

Pour ce qui est de I3,, en vue de (3.13), (3.20) et en posant € = & 4 hous obtenons
nny

Funlxast) B [FuaGaustd] 2 ¢)

> nhfe)

]P’( max max

1§k§dz,n 1§e§dt,n

n

Z A (xp, to)

=P max max
]-Skgdz,n ].Sfﬁdt,n

=1
dz,n dt,n n
< Z P ( ZAi(xk, te)| > nhf&t)
k=1 (=1 =1

2
(i) o

< 2d$,ndt,n exXp 5/6
mnhd + /3 (nhd)5/3 (%)

52
oM M —= logn
S a7 &XP 176
ay, b, 5/3 ( logn®
m+ g “nhd

<m (nflh%aer)*l/Qa (nhf) 1/2 hglnfmsg
—-1/2«a
= m (npierii=) nhy) ln Mo tata, 3.24
1

5

Alors, sous la condition A1 et en prenant €2 > % (é + 5), le terme dans (3.24) est le terme général

d’une série convergente. On en déduit que

- - 1
Fi,(xk,te) — E |:F1,n<xkuté):|‘ > €o ogn> <o

E P| max max y
1<k<dyn 1<0<ds,n nhi

n>1

En ayant recours au lemme de Borel-Cantelli, nous obtenons

logn
I3, =0 . 3.25
s ( nh{ ) ( )

En impliquant (3.18), (3.19) et (3.25), nous déduisons que

- ~ 1
sup sup Fl,n(th) - E |:F1,n(x7 t)] ’ =0 ( Og?) :
xeQ teC nhy

La preuve du Théoréme 3.1 est terminée. O
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Preuve du Théoréme 3.2 Dans un premier temps, nous observons

1 g
supsup |Fo(t[x) — F(tx)] < —— {Supsup E [Fm(x, t)] ~ Ri(x, t)‘
xeQ teC )lclelgg(l”(x)) zeQ teC
+supsup | Fy,(x, 1) — Fi(x, t)‘
xeQ) teC
+supsup [Fy,(x,t) —E [ﬁ’m(x, t)] ‘
xeQ teC

+mg !t supsup Fy(x,t) sup |I,(x) — l(x)|} :
xeQ teC xeQ

Comme my := inf, [(x), il est facile de voir que

1 1
<
L(x) = U(x) = [la(x) = (x)]
1
mo — sup |1, (x) — 1(x)|
xXEN
Ceci permet d’écrire
1
sup sup | F,,(t|x) — F(t|x)]| < 91 + V9 + 95 + 9ymstsu suFX,t}.
SRS it = Ft) mo—sugun(x)—z(x)\{ A
xeE

Les lemmes suivants établissent respectivement le résultat de 1, 15 et 4.
Le terme de biais 1}; sera énoncé dans le Lemme 3.3 en utilisant des techniques de l’espérance

conditionnelle et un développement de Taylor d’ordre 2, tandis que Lemme 3.4 donne la majoration

de 192.

Lemme 3.3. Sous les conditions A1, A2, A3 et A5, pour n assez grand nous avons
supsup |E [Flm(x, t)] — Fi(z, t)‘ = O(h? +h3), ps.
zeQ teC

Preuve du Lemme 3.3 La preuve suivante ne dépend pas de la structure de dépendance.
~ 1 51 X — Xl t — }/1
E[an,t} - —E[_ K( )H(
1, ( ) h% G(Yi) d hl h2

= el (el ()
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En utilisant une intégration par parties, un changement de variables et I’hypothése A3, nous obtenons

o ()] - (e lape () m) ]
- E _ (1Tl)H (t;le)E [1ic573] \Xl}

E [F’Ln(x,t)] = E {Kd<
- / LK, (X};“) /RH<1>(z)F(t—zh2\X1 — u)l(u)dudz

- /Rd / hd,Kd < hl > H(1)<Z)F1<u,t - th)dudz
= / /Kd(r)H( )<Z)F1(X—rh1,t—2h2)drdz,
R JR

Alors, en développant Fj(x — rhy,t — zhs) jusqu’a l'ordre 2 au voisinage de (x,t) nous aurons

Fl(x—rhl,t—Zhg) = FI(X,t)
h {TlaFl(x,t) P aFl(x,t)} _h, {zé)Fl(x,t)}

oy ey ot
h% 282F1(X*,t*) 8 F1 X t* 8 Fl X t*>
s Z ot ), +92
2 | a3 LR Z;J e  Ordr;
h% 262F1(X*,t*> 62F1(X*,t*) 82F1(x*,t*)
222 220 hih el el I T ettt R
2 {” o | T M T e T T T

Ici, (x*,t*) est compris entre (x — rhy,t — zhy) et (x,t). Finalement, les conditions A1, A2, A3 et

A5 entrainent

supsup | E [FL”(X, t)] — Fi(x, t)’ < m(h3 + h3).
xeN teC
Ceci nous donne le résultat voulu. O

Lemme 3.4. Sous les hypothéses A2, A4 et A8, pour n assez grand, nous avons

supsup |Fi,(z,t) — Z:ﬂlm(m, t)) =0 (n_e) , p-S.
e teC
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Preuve du Lemme 3.4 Nous avons
’F1n<x t)_ﬁln( )

nhdzcsf(d(
g (5

ln@)
< G e G~

| /\

De méme, d’aprés le Théoréme 1.4 dans Cai et Roussas (1998), nous obtenons

sup ‘G G(t)‘ =0 (n’e) p.s. quand n — oo,

teC
Rappelons que 0 < 6 < v/(2y+ 9+ 3/2k) pour tout réel k > 0 et v est celui donné dans I’hypothése
AS8. La preuve du Lemme 3.4 est & présent terminée. O
La derniére étape consiste & démontrer le résultat sur le comportement de 'estimateur du quantile
conditionnel &, ,(x), présenté dans le corollaire 3.1.
Preuve du Corollaire 3.1 La preuve est standard. Il suffit d’utiliser 'inégalité triangulaire ci-aprés

conjointement avec des arguments basiques. Soit

[E(Epn(x)[x) = F(&)[X)] < [Fal&pn(x)[x) = F(&pn(x)|x)]
+ [Ea(&a(x)[x) = F(&(x)[%)]
< 2Stl€1£ |F(t]x) — F(t|x)]. (3.26)

Alors, la premiére partie du corollaire est directement déduite du théoréme 3.2. D’un autre coté, un

développement de Taylor de F(-|x) au voisinage de &,(x) permet d’avoir

F(§pn(x)[x) = F(§(x)]x) = (§pn(x) — §p(x ))f(f 2 (X)[x),

ou & . est entre §, et §,,,. Alors a partir de (3.26), on obtient

sup [€pn (%) = E(X)[f (&, (x)[x) < 2supsup [F, (E]x) — F(¢]x)].

xeN teC

Notons que si la condition f(£5, (x)|x) # 0 dans le corollaire 3.1 n’est pas vérifi¢e, il faudra dans
ce cas augmenter 'ordre en développant F(:|x). Finalement, le résultat voulu s’obtient directement

sous la condition A5 et le Théoréme 3.2. ]

3.5.2 Preuves pour la normalité asymptotique

Nous commencons cette partie par I’étude de la convergence uniforme p.s. de la densité de pro-
babilité conditionnelle f,(t|x) vers f(t|x) définie dans (3.8).
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Proposition 3.2. Sous les conditions A1-A8, nous avons

supsup |fu(t|z) — f(t|x)] = 0 p.s. quand n — +o0.
zeQ teC

Preuve de la Proposition 3.2 Afin d’établir la preuve de la densité de probabilité conditionnelle,

nous utilisons la décomposition ci-dessous
Falt1) = F(t1%) = (falth) = Faltl)) + (Fultlx) = f(tlx)) (3:27)

Pour la partie gauche de la décomposition (3.27), nous avons

1 -
g |F200t) = Julx )

m_supiee [Gult) =G 1§ (x - x> o (t - n)
= = K H .
LX) Gu(r)G(r)  nhihy ; “\h ha

Faltx) = Fultx)| =

Par A1(ii), A2 et A3, nous obtenons la convergence de la partie gauche de (3.27). Pour ce qui est

de la partie droite de (3.27), nous avons

_ 1 ~ s
mpp ) 0] < ey {pp [ <& )|
+supsup E [fn(x’ t)} - f?’l(xu t)’
xeQ) teC
+sup [1n(x) — 1) sup sup !f(tIX)!}
xEQ) xe) teC
1
= N Mo —Sup|ln(x) — l(X)l [[1 +[2 +13] .

xEN

Traitons chacun des termes ci-dessus. Concernant I, nous faisons le choix de ’expression suivante :

1 0; x — X; t—Y; 1 0; x — X; t-Y;
Q (X ) nhtljhg G(Y;) d ( hl ) hg nhcllhg G(Y;) d hl h2

telle que

ZQz X, 1) = ful(x,1) — [fn(x,t)] .

La preuve utilise les techniques de recouvrement. Le sous-ensemble compact C est recouvert par un
nombre fini p,, d’intervalles de longueur g, respectivement centrés en ¢q,...,%,, avec p,0, < c. I

existe t; quelque soit t tel que |t — ;| < gp.

- (3.28)

(x, 1) ZQ(th)

Qi(x,1)
—1

Z Qi(x> tj)
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D’aprés les hypothéses A2 et A3, nous avons

" " 2 0 x — X, t—Y; t:—Y;
) = Qi g : H<1>( ’)—H(l)(—J )}
>k -3 Q)| < | > s d( - )[ - .
t—t;
I

m

< —
= hihoG(7)
m

hih3pn

Par (3.28) et en choisissant u,, = O(n), nous obtenons

Z Qi(X7 tj)
i=1

I

< My
1 < — max
nhéh3 = 1<i<pn

Nous montrons a présent que

P | max
1<5<pun

Comme );(x, t;) sont associés, I'utilisation d’une inégalité exponentielle due a Doukhan & Neumann

Z Qi<xv tj)

> 6) — 0 quand n — +o0. (3.29)

(2007) convient pour la majoration de (3.29). Un travail analogue a celui établi pour la preuve de la
consistance plus haut est fait. Nous passons maintenant & la démonstration du terme de biais I5.

Nous pouvons facilement constater que

~ 1 X—X1 51 t—Yi
E|f.,(x,t)] = —E |K, E|— H“)(—)XH.
[t hih, [“( hy ) {G(Yl) )%
Nous avons

[t (2] - st (52
(Y1) (Y1)

= hg/H(l)(z)f(t—hgz|X1)dz.
R

Alors

E[fx1)] = ﬁ/ﬂw/l{hgm (Xh_“> HO () F(t — hyz[u)i(u)dudz

1

= / / Kq(r)HW (2) f(x — har,t — hoz)drdz.
Rd

R
avec f(x — hir,t — hoz) = F|(x — hir,t — hez). L’hypothése A5 et un développement de Taylor de

fn(.,.) au voisinage de (x,t) donne

_ _ _ N 0f(x,1) of(x,t)] , [.0f(x1)
f(x—=rhy,t—zhy) = f(x,t)—Mh [7"1 0z, 4+ F1y 7, ho |2 5
h% 282f(X*,t) Qan(X*,t) 82f(x*,t)
: 7[0— A T Bt o
7]
h3 [ ,0%f(x,t%) 02 f(x*,t) 02 f(x*,1)
+ ?{ZT +h1h2 leax—lat+...+rdza$—m )
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Notons que x* varie entre x — rh; et X et t* est entre t — zhy et t. Par les conditions A2 et A5
I, = O(h? + h3). Concernant I3, sous les hypothéses A1, A2, A4, A6 et A8, il apparait a partir du
Lemme 3 dans Menni et Tatachak (2016) que Iestimateur a noyau [,,(x) — [(x) p.s. quand n — +o0.
Ajouter a cela la premiére partie de 'hypothése A5 alors nous obtenons I3 = o(1). Ce point achéve
la preuve de la Proposition 3.2. O

Preuve du Théoréme 3.3 Soit la décomposition ci-aprés

Fu(tx) = F(t}x) = (Fu(tlx) — Fu(tlx)) + (Fu(tlx) — F(tx)).

Et
i x) | Fin(x,t) =E (FLn(x,)) = F(tx) (I (%) —E(l,(x)))
Fo(tx) — Ft]x) = zln((x>) ( 3()()

Fy(x,1) ~E (Fiu(x,1) ) = F(UR)(U(x) ~E(l(x)))
N In(x)
= Hx) X, t) — X
= Lo A6 0) = Bax 1),
Notons que
d _ _ lx) d d
s (Fu(tlx) = P(t1x)) = sl NCCEAC) ERVATEACD (3.30)

Upn(x,t) =: (F,(t|x) — F,(t|x)) — Ra(x,1). (3.31)

L’idée est de donner les résultats asymptotiques de /nh¢Z,(x,t). Pour ce faire, nous donnons la
convergence en probabilité du terme négligeable /nh{U,(x,t) vers zéro comme indiqué dans le
Lemme 3.5 et déterminons la variance asymptotique apparaissant dans (3.12) (voir Lemme 3.7). En-

fin, nous utilisons la procédure de Bernstein autrement dit celle des grands et des petits blocs afin

d’obtenir la normalité asymptotique du terme principal Z,(x,t). En ce qui concerne le terme l%c)),

il converge évidemment vers 1.

Lemme 3.5. Les hypothéses A1-A5 et A8 donnent que
nhdU,(z,t) = 0 quand n — +oo.

Preuve Lemme 3.5 Observons que (3.31) peut s’écrire

nhd - -
Jatdvaiet) = YN 0 - FraGet) - (R, ) ~E(Falx. )

nh?
1) [F'(t[x)(1(x) —E(ln(x)))]

= X1+ Xn,g + X3 (332)

N
ke
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Le taux de convergence de chacun des termes de (3.32) est obtenu grace aux lemmes 3.2, 3.3 et 3.4

respectivement. En réalité, en utilisant A1(iii),(iv) nous montrons que

Xos = o (VAT = o (/o) = of1):

Xz = O (Vnl{(h3 + 13)) = o(1);

X3 =0 ( ”h¢1i+4) =o(1);

Ceci achéve la preuve du Lemme 3.5. O]

Traitons de la normalité asymptotique du terme principal Z,(x,t). Nous utiliserons les notations

ci-dessous

et~ (5 52 1 (52) e (52 1 (52

-r 3 (552 -2 (s (52))

n

= m Z W,(x, t) (3.33)

avec

Nous portons & présent intérét au terme de variance

nhiVarZ,(x,t) = hdli( )Var(\If( Z Z cov ( ), V;(x,t)) (3.34)

= 02(x,t) + Z.(x,1).

Le lemme qui suit rapporte les résultats intermédiaires utilisés dans les calculs ultérieurs liés au terme

de la variance.

Lemme 3.6. Les hypothéses A3(i), A5(i),(ii) et N1 donnent que

Var [af}l@H <t 2254) |X1] s F(t|a) {% - F(t@)] quand 1 — 400,

Preuve du Lemme 3.6

Var [_51 I (t — Y1) |X11 _E _251 2 (t — Yl) X,
G(11) ha G (V) ha

= L1+ L2
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Une intégration par parties ainsi qu'un changement de variable donnent

2ot () ] = Bl () B lmscan] )

= /H F(t — zhe|Xy)dz
= /RH (2)(F(t — zho| Xy) — F(t]x) dz+/H F(tx)dz

I est clair que [, HY(2)F(t|x)dz — F(t|x). Pour ce qui est du terme a gauche de l'expression

ci-dessus, par les hypothéses A3(i) et A5(i), nous avons que
/H F(t — zho|Xy) — F(t|x))dz < /H(l m(| Xy — x| + |zhe|"?)dz
— X, — x[m / HO(2)dz + m|h2\“2/ | HO (2)d
R R
_ Q(pmintaan))

Alors £y — F?(t]x) quand n — +oo. Concernant £;, par un changement de variable nous avons

Ly = E

1 t—"1T;
_ H?( )E[n necn X,
G2(T1) ho {Tn<C1}

- ot (52

1 9 _ . -
_ / ey (= hafX)d

A présent, par un développement de Taylor au voisinage de t et les techniques du conjugué, nous

aurons
1 _ 1 " G(t) + zhag(t*)
G(t — zhy) G(t) — zhag(t*)  G(1) + zhag(t*)
B G(t) + zhag(t*)
() — (zhag (1))’
_ Gl shuglt) 55
G (1)
Notons que t* est entre ¢ et ¢t — zhy. En substituant (3.35) dans L; nous obtenons
L, < 2 / H2(2) f(t — 2halXy)dz — 2 () / SH2(2) f(t — 2ho|X1)d=
G(t) Jr G (t) R

Majorer Ay nous donne

h2
Ay < S“pt—ecg/ 2| f(t — zho|X1)dz
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En faisant appel aux hypothéses A5(ii) et N1, on conclut que Ay = O(h3). Par une intégration par

parties sur le terme A;, nous aurons
1

= = M z z — ZN9 1)z
A, 55 /RQH (2VH(2)F(t — 2ho|X,)d

_ b O CNH((F(f — » — F(t)x))dr 4 —— W (2)H () F(t|x)dz
_ a(t)/R%[ (VH () (F(t — 2ha|X1) — F(tx))d +a(t)/RZH (2)H (=) F(t}x)d

Idem, en utilisant A5(i) alors

/RQH(U(Z)H(Z)(F(t — zho|Xy) — F(t|x))dz < /Rm(|X1 — X|" + |zhy|"*)[H (2)?)'dz

_ O(h;nin(U17U2)).
De plus,
/QH(l)(z)H(z)F(ﬂx)dz = F(t|x).
R

F(t
De ce fait A; — _( X) quand n — co. Nous en déduisons que

G(t)

Var {6?}1/1)}[ (t ;21/1) |X1} = Fg(f)‘) —O(h2) — F(t|x)%

Ce qui acheéve la preuve du Lemme 3.6. O]

Lemme 3.7. Sous les hypothéses A2-A4 et A6-A7, nous avons

o2(z,t) = o*(z,t) quand n — +oo et Z,(x,t) = 0 quand n — +oo.

Preuve du Lemme 3.7 De (3.34), nous définissons

1

D) = g B 1)
- e [ (ot~ 00 | i 8 s (g - o)

= Ri(x,t) + Ra(x,1).

Pour le terme Ry(x, 1), nous écrivons

Ro(x,t) = h%li(x) [E (6?}14)}(‘1’1[{1) - E(Kd,lF(ﬂx))}
— i [ME(F(x ) — P EL0)]

1 - 2

- [E(Fm(x,t))—F(t|x)E(zn(x))} .

o~
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A partir du Lemme 3.3, il est possible d’écrire que
]E(Flyn(x, t)) — F(t|x)E(l,(x)) = Fi(x,t) — F(t|x)E(l,(x)) quand n — oc.

Et

D’autre part

Fi(x,t) — F(t|x)E(l,(x)) = F(t|x)[l(x) — E(l,(x))] — 0 quand n — oo.
Rixt) = — E[E

2 01 ’
h{2(x) Fax (Hl@m) - F(ﬂx)) |X1”

- e () s (o)) |

En procédant de la méme fagon que dans le Lemme 3.6, la seconde partie entre parenthéses tend vers

zero quand n tend vers l'infini. Pour ce qui est de la premiére partie, nous avons

_ hcﬂi(x)p(tyx)<1_6g()tf(t‘x>>AdK§ (X;l“) (w)du.

Par un changement de variables, 'hypothése A3 et un développement de Taylor au voisinage de X,

on trouve

/Kf} 0 jwdu = ht | K2(2)l(x — hz)dz
Rd hy

Rd

Alors

e [Kaver (mgfixi)| s (R [ kstaas

Traitons & présent la deuxiéme partie de (3.34)

2, (x, 1) = nhdz2 Z Z cov(W;(x, 1), U;(x,1))).

i=1 j=1:5%#1

Sous cette écriture, nous utilisons la décomposition suivante

Za(x,t) = nhdl2 ZZCOV Wi(x,1))) + nhdl2 chov U;(x,1))

=1 Bip leg

= M, +M2
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avec

By ={(i,1);1<|i—1]<nu.} et Bo={(i,0);n, +1<|i—1] <n—1}.

Concernant My, en considérant que la covariance est calculée selon la formule

cov(W;(x,1), V;(x,t))) = E[W;(x,t).V;(x,1))]

< E {KMKC,J- (H% — F(t|x)) (Hjaf;@ - F(t|x)>}
+ E {KdJ (Hlaf;/l) - F(t|x)>r.
Clairement, nous avons
'Hia?;i) — F(t]x)| < 627) +1.

Par conséquent

1
G(7)

cov(V,(x,t), ¥ (x,t))) < ( + 1) QE(Kd’inJ) + O(1)E(Kq.)>.

Les hypothéses A2 et A6 donnent

E(KqiKaj) = / / Ky <X _ u) Ky (2> li j(u, v)dudv
Rd JRd hy

= h%d /Rd o Kq(s)Kq4(z)l; j(x — hys,x — hyz)dsdz

= O(hi").
Aussi, par un développement de Taylor et les hypothéses A2(i) et A4, nous avons
E(Kg1) = O(h).

En majorant M, nous obtenons

M, < hdl2 ZlBZ

h?nn

"E(x)

En supposant que h¢n, — 0 quand n — +o00, on aura M; = o(1).

2
< + 1) R3¢ + O(1)h§d]
Glr)

+0o() ;;1(175

La seconde partie peut s’écrire

1 " 5; 5
= —E E K, H———K, Ky, H—"——-K;,F
M2 nhdlZ( ~ cov ( dyi G(K) d,i (t|X)7 d,j jG(YJ) d,j (t’X))
nhdlz ZZW
1=1 Bs
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Observons que
O e, 20
G(Y;) G(Y;)

;i
) F(t|x)cov (KdzH = ,Kd’j)
J
) + F(t]x)?cov(Kas, Ka ;)

COV( d, G(Y;)

d;

— F(t K Ky Hy=2
( |X)COV< d, d.j G(Yj)

= W, — F(t|x)Wy — F(t|x)Ws5 + F(t|x)*W,.

Par les mémes arguments qu’en (3.23)

1 u 2. 4 . .
nhdp ZZM g O 2 M e 1 )
i=1 Bs 1 i=1 Bs
2 _d_ li—j]
B D e
Bs
d+1 n
< M / 3% du
Mn

< O(hFTemaita). (3.36)

IN

IN

_2
Choisissant 1, = O(hy ™) avec 0 < v < 1, (3.36) est de I'ordre de o(hy*").

Concernant W, et Ws, rappelons que

0;
’ [ R Gm)} { §

0

m} E[Kq,;]

= W, —W,.

En utilisant les techniques de I'espérance conditionnelle, on aura

Wng[Kd<X;1Xi)Kd(X;1Xj)E[ ( ) ()l g”
e (55 (52 e (o () ) x|
///Kd(x—u)Kd(xh—lV>H(t—s) F(u,v, s)dudvds

e (5 e g (57 e (522
el (e e Gty (50 m) e ol

_ /Kd (X_“) <t};3> f(u, s)djds/Rd K, (Xf:lv) I(v)dv.

Sous les hypothéses (A2), (A7), un changement de variables et le fait que H soit bornée par 1, la

et

soustraction nous donne

wi= [ [ [ (5 ) () () v - s syiwlduaas

= O(h2%hy).
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Dans le méme esprit, par les hypothéses (A2), (A4) et A6 on a

W, = Kded]] E[KdZ]E[Kd,j]

_ //Rd[(d( )Kd(xh_lv) (1w, v) — [(u)l(v)]dudv

— h2d

Toutes ces étapes permettent de conclure que
En(x,t) = 0 quand n — 400 (3.37)

ce qui acheve la preuve du Lemme 3.7. ]

Par le moyen de (3.30) et le Lemme 3.7, afin de justifier le Théoréme 3.3, il suffira de montrer que

h(Z,(x.1)) <5 N (0,0%(x,#)) quand n — +oc. (3.38)

Pour ce faire, comme mentionné auparavant, nous utiliserons la procédure de Bernstein des grands

et des petits blocs. Dans ce qui suit, nous normaliserons ;. De ce fait, de (3.33), nous obtenons

1 <& U, (x,t
it - 3

1 =
= — U, (x,t
NG ; (x,1)
Sn
v
De plus, nous remarquons depuis (3.34) et le Lemme 3.7 que

var(ih) = o =

= 02(x,t) et var(;) — o2(x,t) quand n — 4o0.

Notons également que

Z Z cov( £),0;(x, t ) hdz2 Z Z cov (Ty(x, ), U;(x, 1)) = o(1).

i=1 j=1:j7#i =1 j=1:j#i

Clairement, (3.38) est équivalent & dire que

S
vn
Le but principal consiste a établir la normalité asymptotique de f en utilisant le théoréme centrale

limite pour des v.a. dépendantes et ceci en écrivant j—ﬁ comme étant la somme de grands blocs séparés

£5 N(0,0%(x,t)) quand n — +oo. (3.39)

par des petits blocs, c’est la technique de Bernstein qui consiste a partitionner 'ensemble {1,...,n}

en 2k, + 1 sous-ensembles
Ly, = {isi = (m=1)(pp+qn)+1, ..., (m—1)(pp+qn)+pn} avec p, Eléments pour chaque m=1,...,
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I =1{J;7 = (m—=1)(pp+au)+pn+1,...,m(pa+qn)} avec g, éléments pour chaque m =1,..., k,.

Les points restants sont définis dans U'ensemble {I; k,(p, +¢,) + 1 <1 < n} qui peut étre égal a (), et

Pny Qn €t ky, sont donnés dans ’hypothése N2. Soient les v.a. Uy, Ul et U;le définies comme suit :

(m=1)(pn+agn)+pn ~ m(pn+gn) ~ n )
Ui = > v, U, = > U, U= >0
i=(m—1)(pn+gn)+1 J=(m—=1)(pn+gn)+pn+1 I=kn(pntqn)+1

avec

k k
1 - - 1
— Upm + u. +U,
v |2 2
1 1"
::—-ﬂ+ﬂ+ﬂ].
Vn [

Alors, dans le but d’établir la convergence de (3.39), il faudra montrer que

£ N(0,0%(x,t)) quand n — +oo (3.40)

S

ainsi que
R | vy
—E[T,”] + -E [Tn } — 0 quand n — +o0. (3.41)
n n

Afin de prouver (3.40) et (3.41), nous utilisons les lemmes suivants

Lerzlme 3.8. L’hypothése N2 entraine que
(i) gnvar(UT’ﬂ) -0
1 g 1 U(pn+an)+(gn—1)
.. ! ! n
(i1) ﬁ|COV(Un1, Unii1)| < WW Z A1t ()]

. r=1(pr+qn)—(gn—1)
(i) = 3 1eovl(Up Ugy)| =0
1<i<j<kn
Preuve du Lemme 3.8

(i) Nous observons que

k kf Pntqn B
Evar(Ur'Ll) = var < Z U, (x, t))
Jj=pn+1

cov (lllz»(x, t), 0, (x, t))

knan - 2k,
= - var(Wy(x,t)) + — Z

1<i<j<gn
Kngn 1 2k, . .
= —————var (Vy(x,t)) + — ‘COV <\I/,-(x, t), ¥;(x, t)) ’
n hil(x) " 19:;5% ’
= T+ T

Pour ce qui est du premier terme J;, nous faisons appel a I'hypothése N2(i), (3.34) ainsi qu’au
Lemme 3.7. Alors
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kn n
J = a 02(x,t) — 0 quand n — +o0.
n

Concernant le terme 75, par stationnarité nous pouvons noter que

ok, "

n72 = Tn (Qn - l) ’COV (\ill(xa t): qjl+1 (X7 t)) ’
=1
i T
< ndn Z ’cov( (x,1) \IllH(x t))’
2k,qn 1
< n an hdl2 (X) |COV (\Ijl(xv t)? Wit (X, t))'
< ann qnhd

A partir de la deuxiéme partie du Lemme 3.7 et I'hypothése N2(i)-(ii), nous obtenons que J, —
0 quand n — 4o0.
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(i) Par stationnarité et le théoréme 5.3, p.89 dans Bulinski et Shashkin (2007), nous avons

1 1 Pntan (l+1 pn+qn) R R
Seov(Un Ul = S| 2 3 cov (Talx), B(x,1))
1=pn+1i=l(pn+gn)+pn+1

1 qn (I+1)(pn+an) B ~

= ﬁ Z Z cov <\ijn+'f'(x7 t),\Ifj(X7 t))
=1 j=l(pn+qn)+pn+1

dn

1 - ~
= |20 =7 eov (0 0) By x.8)
q7L_1
+ Z — r)cov ( 11 (% 1)y Wit g1 (X t))'
1| - -
— E ;(Qn —r+ ].)COV (\Ifl(X, t), \Ijl(pn+qn)+r(x7 t))
n—1
+ Z —r)cov (‘Ijl(xa £), Uipntgn)—r+1(X, t))'
g l(pn+qn)+qn . .
< f Z )COV <\Ifl(x, ), V,(x, t))‘

r=l(pn+qn)+1
q l(pn'HJn) B B
+ o Z cov (qfl(x,t),\I/T(x,t))‘
T:l(pn+Q7z)_(Qn_2)
q l(pn+agn)+an B R
= g" Z cov (Qfl(x,t),\lfr(x,t))‘
r=l(pn+qn)—(qn—2)
l(pn+Qn)+(qn_1) ~ ~
= = Z cov (llfl(x,t),\llrﬂ(x,t))‘
T‘:l(pn“l‘qn)_(Qn_l)
q U(pn+an)+(gn—1)
= — cov(Wqi(x,t), ¥, q(x,t
s Y el e
r=l(prn+gn)—(gn—1)
Mo U(pnt+qn)+(gn—1)

= —meraaio > A (3, 1))

d+21272
nhi™"h3l*(x) r=l(pn+qn)—(gn—1)

Lip(G)
G(7)

ou My = max {thip(K) K|S by (Lz’p(H) + ho ) HKdHOO}, la démonstration de (ii) est

alors terminée.
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(iii) Par stationnarité, nous rappelons que

kn—1
1 1§
LN vl Ul = 53 O Dleov U, U )
1<i<j<kn =1
kn—1
< —Z‘COV w1 Unagd)|
q k kn—1 lpn+Qn Qn 1)
< mlomm Y D )] (o ()
=1 r=l(pn+gn)—(qn—1)
Gnkn 1
< m Ay pa(x,t
s p<x>hd+2h%TZp| L (1))
ann 1 fYO e —YPn
< 2 — a0V
n 1?(x)1—e 7 h{t?*h3
Le résultat s’obtient a partir de ’hypothése A8, N2(i) et (iii). O

Lemme 3.9. Si la condition N2 est vérifiée, nous avons
ok 9
(1) —var(Up1) — o*(z, )
n
l(pn+aqn)+pn
I 1

1
(it) ~|cov(Un1, Unpa)| < 53— p() = S Al )]

r= l(pn +(In)*pn

1
(iii) — > cov(Uni, Unj)l = 0

1<i<j<kn

(i) var (%) s 02z, t)

Preuve du Lemme 3.9

(i) Observons que

ﬁva,lr(U ) = ﬁvar i\i/-(x t)
n nl - n o L\

ook, 1 2k,
= = hilT(X)var(%(X,t))ﬂLW D Jeov (Wi(x, 1), ¥y(x, 1))

1<i<j<pn

Par les mémes arguments que le Lemme 3.8(i) et I'hypothése N2(i)-(ii), nous obtenons le résultat.
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(ii) Un raisonnement analogue a celui du Lemme 3.8(ii) donne

1 1 Pn pn+(In +pn ~ ~

~Jeov(Unn, Unit)| = — |3 D0 cov (%(X, 1), 0, (x, t))

i=1 i= lpn+Qn)+

1 pn 5 B

- - ;(pn =1 1eov (16,1, Digy, (%, 1))
pn_1

+ Z — r)cov <\I/T+1(x, t), \i/l(pn+qn)+1(x, t))‘

Pn
> (o =+ Deov (T1(x,8), Vi, 14,104(%,1))
r=1
pn—1

+ 2 (b = r)eor (9166, 8), Wity t>)‘

1

n

P l(pn+Qn)+pn ) )
< By Jeov (B0, Tk
r=l(pn+qn)—(pn—2)
» U(pntgn)+(pn—1)
= ey 2 leov(WiGed), B )
7n:l(l’)'rl"!‘éln)—(pn—l)
Dy Upn+qn)+pn
= y Z |A1 (%, t)]

nhdt2h212(x)

r=U(Prn-+qn)—Pn

(iii) Par stationnarité et le point (ii), nous avons

kn—1
1 JS
- Z lcov(Uni, Ung)l = — > (kn = Dlcov(Unt, Un )|
1<i<j<kn =1
k kn—1
S f ; |COV<U7’L17 Un,lJrl)‘

—1 Upn+agn)+pn

nkn

< mt Y )
n h h2 =1 r= l(pn+Qn)
ko 1

< ml Z A1 (%, )]

n 12(x)h$2h3

2 r=p,
pn k:n 1 fyo e —Yqn
m

— 0.
n 12(x)1—e 7 pd+2p2

Idem que dans le Lemme 3.8(ii) et a partir des hypotheses 8, N2(i) et (iii) , nous obtenons le

résultat.
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(iv) Observons que

k
T, 1 =
var (ﬁ) = nvar (ﬂ; Unm)
ky, 2
= gvar(Um) +— Z |cov(Uns, Unj)|-

1<i<j<kn

Par (i) et (iii), on achéve la preuve du Lemme 3.9. O

Concernant la démonstration de (3.41), nous utiliserons les mémes arguments que ceux utilisés dans

! kn
var ( Ly ) = lVar ( U,/lm)
vn n —

o kn / 2 / /
= var(U) + - Y Jeov(U,Upy) = 0.

1<i<j<kn

le Lemme 3.9(iii)

Ceci résulte des points (i) et (iii) du Lemme 3.8. De méme,

Tn” 1 (U" )
var [ — = —var
Vn n nkn

1 -
= — v (x,t
—var Z (%, 1)

lzkn(pn"ﬂ]n)"rl
n— kn n 1 Gn T 2 - X
= (Pn + )Var(\Ifl(x, t))+ — Z lcov(V,(x, 1)), V,(x,1))]
" " kn(Pn+qn)+1Si<j§”
= Ly + Ino.
Nous pouvons écrire
. n— kn(pn + qn) 1
Inl - n hillz(X) Var(\I/1<X’ t))
< Zﬁai(x, t).

En utilisant ’hypothése N2 et le Lemme 3.7, nous obtenons que Z,; = o(1). Remarquons que
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n — kn(pn + ¢n) < pn. Concernant le deuxiéme terme, nous avons

2 - -
T - = ) .
n2 n Z |COV(\PZ(X7 t))7 \I/J (Xa t))|
kn(pn+Qn)+1§Z<]§n
2 ~ ~ . L2
= — Z lcov(¥;(x,1)), ¥ (x,t))| (par stationnarité)
" 1<i<j<n—kn(pn+qn)
) - -
< =D leov(Bi(x ), U(x. 1))
1<i<j<pn
pn 1
= - Z - l |C0V (X> t))? \Ijl-i-l(X? t))|
pn—1
< I3 eow(Rax, ), B .0

Pn (pn - ) 2d
< —————mh
S hE(x)

- o ().

Alors, sous la condition N2, la preuve de (3.41) est achevée.
Afin de finaliser la preuve de (3.40), il reste a démontrer que les v.a. {Uypm, m = ., k} sont
asymptotiquement indépendantes. Dans ce but, nous aurons recours aux fonctions Caracterlsthues

et montrerons que

kn

m=1

— 0 quand n — oo.
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Notons que
k"L
I, (t) = |E (eitz:f”n*1 U%n> — HE <eitU%m>
m=1
ity k. Unm gy it Unm it-LU,
- [meme)- Ty ()
m=1
. n nm . Un n 3 n nm
= |E (eZth"‘l T ) —E (e v )E <€2t221:11 B >‘
- Unkn kn—1 Unm kn—1 2 Unm nkn
+ E 6zt 7\ E (eztzmzl o ) . E (ezt 3 )E =
m=1
- Uniy, kn—1 Unm i Unm
< |E(e" v E(e”z =1 ﬁ)—H]E(eltﬁ>
m=1

IN
=
e /('—0\ /N
\g
3F
S
S
N—
| |
I —
=
VS
(-bﬁ
T
=
S5
VN N———" VN

De fagon analogue Iy, 1(t) < I, o(t) +

Donc
k
itzk" Unm . Z'tUnm itzkn_l Unm itUnkn an—Q Unm it nkp—1
E(e =m=t vn —HEeﬁ < Jcov e =m=t Vn e Vn + |cov | e =m=t Vn e
m=1

U, L Up
+ ..+ ‘cov <en v : eZtTT?M . (3.42)

Dans ce qui suit, nous ferons appel au Lemme 1 dans Bulinski (1996) pour chacun des termes a
droite dans (3.42). Pour cela, nous avons besoin de calculer les dérivées partielles du premier ordre

de la fonction

Vy : R S Rom=1,... k,

2 Unm

definie par Vi, (x;,4) = € V7 pour tout I entre (m — 1)(p, + ¢n) + 1 et (m — 1)(pp + ¢n) + P, OU

1

_ d 1 d
Xt = (T (1) (putan)+17 -+ Lme1)pnbgn)+17 - > Tm=1) (pn+ga)+pn’ - * 3 F(m—1)(pntan)+pn)

et

U = (y(mfl)(pn+qn)+1a S 7y(m71)(pn+Qn)+pn)'
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Notons que la premiére dérivée partielle de la fonction V,, au voisinage de y; pour | = (m — 1)(p, +

¢n) +1,...,(m = 1)(pn + qn) + pn est donnée par

WV —(xp,y) = i it% eit%ﬁ
E LY) = EW \/ﬁ
9 ., (m=1)(pn+qn)+pn

1t ~ it Unm
= — E Uy le vo
ayl \/_ !

i=(m—1)(pn+qn)+1

5 o | s (o g ~ 7))
= —e Kg | HI=——— F(tlx
\/ﬁ 891 [ nél(x lG(yl) (t})
it it Unm (X—Xl) 8 |: (t—yl) 1 :|
= —e V" K, oh— |H =
Vnhil(x) ‘ "\l "oy, ha ) G(ui)
it it Ynm. (X—Xl) 9(y) (t—yl) (1) (t—yl) 1
= ——e V" K o |—h H —H =
\/nh‘fh%l(x)e "\ : [ 252(%) ho ha ) G(y)

De plus, la premiére dérivée partielle de la fonction V,, au voisinage de a:{ pour I = (m — 1)(p, +

)+ 1., (m—=1)(pn+qn) +pnetj=1,...dest

8)) it it Unm |: Hlél :| 0 |: 1 (X—Xl):|
Xy, = —/——e Vn — F(t|x Ky

e [ ][ () 2 (552 )

0 X—Xl) d (Xi—xf) 9, xI — 1]
K = | | K - K
ox] a < hq ey hy ox] ha

telle que

Alors, nous obtenons

an it it Ynm |: HZ(SI

X], =
8a:l oa] W /nhfﬂ
1M (x) X — X x' —x —
—h K K L) kW LT
. [ P (x) d( hy ) . 1;[# ( hy ) h1

Sous les conditions A2-A4 et A7, il existe A > 0 tel que

OV At OV At
3 S 9 S
H oy o) o  \/nhih3 836{ 5 () . nhcliJrQ

En utilisant le Lemme 1 dans Bulinski (1996), on trouve

U.

itYn2 4 Unt A2
‘cov(e vr e ﬁ)‘ nh™h, ZZMUXt

i€l jels
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De plus,

k=1 Upm 5y Unky A%t?
cov <6th’”1 et )‘ S o Yo D Al
1

2 ien+.. 414, 1 jEIL,

Nous concluons que

kn
i Z‘Unm
E<t2m1f> HE<€t\/ﬁ>‘ < hd+1h [g g |A”xt|—|— E E |A”Xt
m=1 i€l jels i€l +1s jels3

ot YD Ak (3.43)

i611+...+lkn,1 jelkn

Par stationnarité, I'inégalité (3.43) devient

kn,
E(ztzmlUyﬂl>—HE<6itU%>‘ < n;;ll—i-tlh [k _1 ZZ|A1th|+ k —2 ZZ|A1JXt’
m=1

i€l jels i€l jel3

oD (k1)

i€l jel,

De nouveau, sous la condition A8 et par stationnarité nous avons
(kn—l)(Pn"!‘lIn)-‘rpn

kn
E (¢t Znm VR E ()| < A%t k A
- H e vr hS mpn n Z Ay (%, 8)|
m=1 12 J=(kn—=1)(pn+qn)—(Pn—2)
< mtgpnkn% i A1 ;(x, )]
n hl hQ J=an
nkn —Vqn
< ml LN (3.44)

— n 1_6'yhd+1h

Notons que (3.44) tend vers zéro sous les hypothéses N2(i) et (iii).

Il reste & montrer que L& est asymptotiquement normale, cela par la condition standard de Lindeberg-

NG
Feller.

1 2
k,E (EURI]]-{)\}HUn1’>EU(X,t)}> — 0.

Sous I’hypothése A2, nous pouvons écrire

5 e [ty - o] 2o (i - )

2pn || K| oo

VRU(x)G (T

De ce fait, par I'inégalité de Tchebytchev et les hypothéses A4 et N2(ii) nous aurons

kK ( ) < 4knanKdHoo ( |
{‘ Uni >EO’ Xt } h,dZQ( ) ( ) \/_
A|Kyllo® knVar(Uni) p?

2

12(x)G (r) ne?o?(x,t) nhy

|Un1’ -

Uni| > eo(x, t))

— 0.
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Ceci acheve la preuve du Théoréme 3.3. O
Preuve du Corollaire 3.2
Par I'utilisation d'un développement de Taylor de F},(.|.) au voisinage de &, et la propriété F,, (€, ,(x)|x) =

F(&,(x)|x) = p, nous aurons

Fn(fp,n(xﬂx) — Fn(fp(X)|X)
(&5 (x)[x)

< ex . R .
ou &, est entre &, et {,,,. La convergence uniforme presque stire de &, ,(x) vers §,(x), la Proposition

Epin(X) — &p(x)

3.2 et la continuité de f(.[.) donne la convergence en probabilité de f, (&5, (x)[x) vers f(,(x)[x). La

preuve est donc établie en utilisant le Théoréme 3.3. O
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Conclusion et perspectives

Les durées de survie sont a l'origine liées aux applications en biologie, en médecine et en démogra-
phie et se propagent a présent aux études économiques, a la finance et a la fiabilité. Ces données sont
traitées soit par des processus ponctuels (processus stochastique) soit par des méthodes d’inférence
statistique qui restent les plus classiques. Ces durées de vie sont supposées positives et sont rarement
complétes, elles sont soumises & des phénomeénes de censure ou de troncature pour ne citer que les
plus fréquents qui perturbent les études classiques et invitent & revoir les méthodes de 'inférence
statistique. Des méthodes semi ou non paramétriques s’adaptent parfaitement a ce type d’études.
Les phénomeénes de censure ou de troncature sont typiques aux durées de vie.

Les propriétés asymptotiques constituent un axe central dans cette thése. Les études ont essen-
tiellement porté sur l'estimation des quantiles simple et conditionnel en rappelant les propriétés
fondamentales de ces derniers. Ce travail fait un panorama de ’approche non paramétrique, notam-
ment celle de I’estimation par noyau du quantile conditionnel pour des données de survie incomplétes
et dépendantes. Cela oriente vers un modéle de données censurées a droite et associées et laisse a
considérer une suite de v.a. stationnaires.

Les travaux réalisés par Ould-Said (2006) dans le cas des données censurées a droite et i.i.d. et
par Ould-Said et Sadki (2008) dans le cadre des données censurées a droite et a-mélangeantes sont
étendus aux données associées, nous donnons la vitesse de convergence de ’estimateur a noyau de la
f.d.r. conditionnelle ainsi que celle du quantile conditionnel. Nous énongons par ailleurs la normalité
asymptotique de l'estimateur convenablement normalisé et présentons le terme de la variance en
utilisant la méthode des grands et des petits blocs. Des études de simulation viendront conforter la
qualité de nos estimations. Dans ces études, nous faisons le choix de calculer la fenétre optimale.
Dans le chapitre premier, nous déroulons quelques généralités et définitions en relation avec notre
cadre d’étude et en mesure d’étayer les démonstrations données par la suite tout en introduisant le
quantile simple ainsi que le quantile conditionnel. Les chapitres suivants pointent du doigt ’estima-
tion des quantiles et s’en rapportent a :

o L’estimation non paramétrique de la fonction quantile conditionnel par la méthode du noyau dans
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le cas de données complétes pour un modeéle censuré a droite,

o La convergence presque stire de I'estimateur a noyau du quantile conditionnel pour des variables
censurées et associées, pour ce faire nous avons recours a une inégalité exponentielle de type Bern-
stein, il s’agit de celle de Doukhan et Neumann (2007). La normalité asymptotique sous le méme
modeéle est démontrée, elle appuie le fait que notre estimateur soit asymptotiquement normal en se
basant sur la méthode des grands et des petits blocs.

Les champs d’application portant de notre estimateur sont vastes et s’appliquent sur un grand nombre

d’études pratiques.

La thése et son évolution vise a contribuer a la production de connaissances complémentaires liées
a la recherche de nouvelles perspectives d’action susceptibles de trouver des éléments nouveaux qui
faciliteraient les études relatives aux durées de survie.

Dans la continuité des travaux entrepris, nous présentons quelques études envisageables en rapport
direct avec la présente these :

o L’utilisation d’autres méthodes non paramétriques dans I’étude de la normalité asymptotique. Par
ailleurs, un résultat de type Berry Esseen pour I'estimateur du quantile conditionnel. Nous pensons
également a la méthode des polynémes locaux.

o En vue d’obtenir de meilleurs résultats, nous pensons au calcul de la fenétre optimale intervenant
dans I’écriture de 'estimateur & noyau du quantile conditionnel.

o Les résultats obtenus peuvent étre adaptés au cas de données fonctionnelles, ainsi la variable ex-
plicative serait donc dans un espace infini.

o Une étude comparative des taux obtenus pour les vitesses de convergence dans les différents mo-
déles viendrait expliquer 'impact des données incomplétes et notamment, celui de la structure de
dépendance.

o Bien que le choix du noyau n’ait pas d’influence majeure sur la qualité de nos estimations, il serait
quand méme judicieux de faire une étude de simulation avec divers noyaux afin de faire un choix qui
permettrait de parfaire la qualité de nos estimations. Cependant, le choix de la fenétre étant crucial,
il est possible de pousser les simulations en faisant le choix de fenétres optimales globales, noter que
la fenétre optimale de la covariable n’est pas forcément égale a celle de la variable observée.

o L’étude d’estimateurs a noyaux par des méthodes non paramétriques a été largement étudiée, no-
tamment en présence d’une covariable. Une méthode comparative avec les résultats obtenus pour le

mode conditionnel permettrait de donner le meilleur prédicteur.
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