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Abstract

In this thesis, we introduce and study the Power Periodic Threshold GARCH Mo-
del (PPTGARCH). We give the necessary and sufficient conditions for the existence
of the unique strictly periodically stationary solution of the model and the neces-
sary and sufficient conditions for the existence of moments. A sufficient condition for
the periodic geometric ergodicity and f—mixing property using the uniform coun-
table additivity condition is given; (see Tweedie, 2001 ; Fonseca et Tweedie, 2002).
We prove the consistency and the asymptotic normality of the Quasi-Maximum
Likelihood estimator (QM LE) of the parameters. Simulation studies to illustrate
consistency and asymptotic normality of the estimators for different underlying error
distributions are presented.

Keywords. Threshold GARCH ; Power transformation; Periodic coefficients ;
Geometric ergodicity ; f—mixing ; Uniform countable additivity condition ; Moments ;

Strict stationarity ; Asymptotic normality ; Quasi-maximum likelihood estimator.

Résumé

Dans cette thése, nous présentons et étudions le modeéle GARC H en puissance
périodique et a seuil (PPTGARCH). Nous donnons les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour 'existence de I'unique solution strictement périodiquement stationnaire
du modele et les conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence des moments.
Une condition suffisante pour I'ergodicité géométrique périodique et la propriété de
f—mélange utilisant la condition d’additivité dénombrable uniforme est donnée (voir
Tweedie, 2001 ; Fonseca et Tweedie, 2002) . Nous prouvons la consistance et la nor-
malité asymptotique de l'estimateur du quasi-maximum de vraisemblance (QMYV)
des parameétres. Des études de simulation pour illustrer la consistance et la nor-
malité asymptotique des estimateurs pour différentes distributions sous-jacentes du

processus bruit blanc sont présentées.



Mots clés. GARCH a seuil ; Transformation en puissance ; Coefficients pério-
diques; Ergodicité géometrique; f—mélange; Condition d’additivité dénombrable
uniforme ; Moments ; Stationarité stricte; Normalité asymptotique ; Estimateur du

quasi-maximum de vraisemblance.
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Introduction Générale

ngle (1982) et Bollerslev (1986) ont introduit la modélisation (G) ARCH ou
Ela variance conditionnelle a été formulée comme une combinaison linéaire des
innovations au carré. Des preuves empiriques montrent que les modéles GARCH ne
peuvent pas s’adapter de maniére adéquate a la volatilité des données boursiéres.
Ceci est dii aux dépendances non linéaires qui nécessitent des modéles moins régu-
liers pour s’adapter aux faits stylisés qui caractérisent les données financiéres (voir,
par exemple, Scheinkman et LeBaron, 1989), en particulier, ’asymeétrie, en ce sens
qu’une augmentation de la volatilité due a une baisse des prix est généralement plus
élevée que celle résultant d’une hausse de méme ampleur. Celle-ci est connue sous
le nom d’effet de levier. Il y a eu une floraison de recherches sur la modélisation de
type GARC H non linéaire, y compris ’asymétrie. Le modeéle log-GARCH , suggéré
indépendamment sous des formes légérement différentes par Geweke (1986), Pan-
tula (1986) et Milhgj (1987), paramétrise la variance conditionnelle logarithmique
en fonction des variances logarithmiques décalées et du logarithme des innovations
décalées dans le temps au carré. Le modele GARC H asymétrique (AGARCH) a été
introduit par Engle (1990) pour permettre des effets asymétriques sur la volatilité.

Rabemananjara et Zakoian (1993) et Li et Li (1996) ont introduit dans différentes



formulations le concept d’asymétrie-seuil dans la volatilité. Une autre tentative de
modélisation de I'asymétrie est le modele beta — ARC'H introduit par Guégan et
Diebolt (1994) qui ont étudié ses propriétés probabilistes.

Les développements dans la littérature sur le modele ARC'H se sont concentrés
sur le terme de puissance par lequel les données doivent étre transformées car il a
été remarqué (Ding, Granger et Engle,1993) que les rendements d’actifs élevés a une
puissance montrent des autocorrélations significatives pour des retards plus impor-
tants reflétant ainsi la présence de mémoire longue. La présence d’un regroupement
de volatilité de la volatilité n’est en aucun cas la seule caractéristique des rendements
au carré du prix d’un actif. En général, les variations absolues du prix des actifs se
caractérisent par une volatilité et 'inclusion d’un terme puissance accentue les pé-
riodes de tranquillité et de volatilité relatives en amplifiant les valeurs aberrantes
de cette série. Il est possible de spécifier n’importe quel terme de puissance pour
compléter cette tache & partir d’'une multitude d’options incluant toutes les valeurs
positives. L’utilisation courante d’un terme au carré dans ce role est trés probable-
ment le reflet de I'hypothése de normalité traditionnellement invoquée concernant
les données. Si une série de données est normalement distribuée, nous sommes en
mesure de caractériser complétement sa distribution par ses deux premiers moments.
En tant que tel, il convient de se concentrer sur un terme au carré et donc sur une
mesure de la variance. Cependant, si nous acceptons que les données puissent avoir
une distribution d’erreur non normale, il faut transcender ce cadre et aller vers les
moments d’ordres plus élevés, de kurtosis et au-dela pour décrire correctement les
données. Dans ce cas, la supériorité d’un terme au carré n’est plus de mise et d’autres
transformations de puissance peuvent étre plus appropriées. En fait, pour les don-
nées non normales, en élevant au carré, on impose effectivement une structure sur
les données qui peut potentiellement fournir des performances de modélisation et de

prévision sous-optimales par rapport aux autres termes de puissance. Reconnaissant



la possibilité qu’un terme de puissance au carré ne soit pas nécessairement optimal,
Ding, Granger et Engle (1993) ont introduit une nouvelle classe de modéle ARC'H
appelée modele Power ARCH (APARCH) ou ARCH en puissance asymétrique.
Plutot que d’imposer une structure aux données, la classe de modeles Power ARC' H
estime le terme de puissance optimal. Ainsi, ce modéle permet une gamme virtuel-
lement infinie de transformations incluant toutes les valeurs positives. Cela inclut la
classe standard du modéle ARC'H qui spécifie I'utilisation d’un terme au carré et
également le modele GARCH de Taylor (1986) qui relie I’écart-type conditionnel
en fonction des résidus absolus et des écarts-types passés. Ding, Granger et Engle
(1993) ont spécifié cette version asymétrique généralisée du modele ARCH et 1'ont
appliquée aux données du S& P500 pour la période allant du 3 janvier 1928 au 30
Aotit 1991. Les auteurs ont constaté que le modele fournissait un bon ajustement
des données et que le terme de puissance optimal était de 1,43. Hentschel (1995) a
proposé une classe plus générale du modele Power ARC'H et I’a également appliquée
a des données boursiéres américaines ou la valeur optimale du terme de puissance
s’est avérée étre 1,524.

La classe des modéles asymétriques transformés en puissance (power-transformed)
GARCH a recu beaucoup d’attention de la part de nombreux chercheurs et pra-
ticiens. Les transformations de Box-Cox ont motivé de nombreux auteurs, parmi
lesquels Higgings et Bera (1992) qui ont introduit les modeéles power-transformed
ARCH (NARCH), Hwang et Kim (2004) qui ont généralisé le modele de Higgings
et Bera (1992) au modeéle power-transformed threshold ARC'H et étudié ergodicité
géométrique, l'existence de moments stationnaires, et proposé des tests asympto-
tiques via ’approche de normalité asymptotique locale. Hwang et Basawa (2004)
ont proposé la transformation Box-Cox du modéle GARCH (1,1) a seuil et ont étu-
dié la stationnarité et la structure des moments ; Hwang et Kim (2004) ont proposé

une nouvelle classe de modéles power-transformed ARC' H & seuil et étudié I'ergodi-



cité géométrique et 1'existence des moments, ils ont utilisé I’approche de la normalité
asymptotique locale (LAN) pour dériver des tests asymptotiques pour des structures
ARC'H. Dans une forme légérement différente du modeéle de Ding, Granger et Engle
(1993), Pan, Wang et Tong (2008) ont proposé une extension GARCH du modéle de
Hwang et Kim (2004). Ils ont étudié la stationnarité stricte, l’existence des moments
et le comportement de queue de leur modéle. Ils ont obtenu et comparé empirique-
ment les propriétés des estimateurs du quasi-maximum vraisemblance (QM V) et des
moindres déviations absolues (LAD) des parametres. Lee (2011), en faisant une ex-
tension du modeéle ARC' H (1) a seuil de puissance aléatoire de Kim et Hwang (2005),
a considéré un processus asymétrique power-transformed GARCH (1,1) a seuil dans
lequel des parameétres de puissance aléatoires ont été considérés selon le régime et a
donné les conditions d’existence d’une solution strictement stationnaire, d’ergodicité
géométrique et de propriété de S—mélange. Hamadeh et Zakoian (2011) ont établi
les propriétés asymptotiques des estimateurs QMV pour une classe de processus
power-transformed GARCH & seuil lorsque la puissance de la transformation est
connue et inconnue sous des conditions non standard. Ils ont également donné les
propriétés asymptotiques des estimateurs des moindres carrés (LS) lorsque la puis-
sance de la transformation est donnée. Francq et Zakoian (2013) ont étudié la classe
des modeles asymétriques power-transformed GARC H (1,1) en présence d’une pos-
sible explosivité. Francq et Zakoian (2012) ont examiné les prédictions optimales
de la volatilité en utilisant une classe de modeéles power-transformed GARCH. Ak-
nouche et Touche (2015) ont évalué une estimation des moindres carrés pondérés
en deux étapes par rapport aux estimateurs QMV des parameétres pour le modéle
0-TARC H stable et instable avec un ¢ connu. Ceci reflete tout l'intérét porté a ces
processus en puissance et & leur volatilité.

Ces modeéles invariants dans le temps ne s’adaptent pas adéquatement aux don-

nées ayant une tendance périodique dans la volatilité. Afin de pouvoir modéliser



leffet de la fréquence d’enregistrement des actifs, Bollerslev et Ghysels (1996) ont
introduit le modéle GARC H périodique. Par la suite, de nombreux auteurs ont greffé
ce concept & de nombreux modeles. Bentarzi et Hamdi (2008a, b) ont introduit le
modele ARC'H périodique de mélange (M PARCH) étendu au modéle GARCH
périodique de mélange (M PGARCH) par Hamdi et Souam (2018), qui ont donné
des propriétés probabilistes de ce modeéle et estimer les parametres a 1’aide de la
méthode du maximum de vraisemblance. Bibi et Aknouche (2008) et Aknouche et
Bibi (2009) ont étudié les propriétés probabilistes et les propriétés asymptotiques
des estimateurs du QMV du modele GARCH périodique. Lee et Shin (2010) ont
introduit un modele GARC H saisonnier a coefficients périodiques et étudié la sta-
tionnarité stricte, ’ergodicité géométrique et l'existence de moments de leur modele.
Aliat et Hamdi (2018) ont proposé le modeéle ARM A périodique a changement de
régime Markovien (MS — PARMA) comme une généralisation des modeles clas-
siques ARM A a changement de régime Markovien au cas ou les coefficients sont
périodiquement évolutifs dans le temps. D’autres travaux intégrant la périodicité
dans d’autres modeles de volatilité peuvent étre trouvés dans Aliat (2018), Boussaha
(2018) et Boussaha et Hamdi (2018). Bibi et Ghezal (2017) ont proposé 1’extension
des processus GARCH a seuil (TGARCH) a coefficients invariants dans le temps
au modele PTGARCH dans lequel les coefficients varient périodiquement dans le
temps. Ils ont donné les propriétés asymptotiques des estimateurs QMV dans le cas
ou le processus bruit blanc sous-jacent est fort et semi-fort. Aknouche, Demmouche
et Touche (2018) ont donné quelques propriétés probabilistes du modeéle GARC H
périodique transformé en puissance ou la puissance change périodiquement dans le
temps (PAP — GARCH), proposé une méthode d’estimation basée sur le Griddy-
Gibbs sampler pour différentes distributions, conduit une étude de simulation et fait

une application sur la série de données de I'indice S&P500.



Apport et présentation de la thése

Cette these se situe dans la continuité des travaux de recherche cités précédem-
ment. Son objectif principal est d’étudier, pour la classe des Modéles GARC'H en
Puissance Périodiques et & Seuil, les propriétés probabilistes en particulier ’exis-
tence d’une solution strictement périodiquement stationnaire, en termes du plus
grand exposant de Lyapounov, I’existence des moments d’ordres supérieurs, la pro-
priété d’ergodicité géométrique qui est un outil clé pour obtenir la propriété de
fS—mélange indispensable pour le second volet de cette thése et qui est, d’établir le
comportement asymptotique des estimateurs du maximum de vraisemblance. Cette

these est organisée comme suit

Chapitre 1 : Quelques modéles asymétriques

Ce chapitre reprend quelques modeéles existants dans la littérature et rappelle
les conditions d’existence d’une solution strictement stationnaire. Ces modeles sont
a coefficients invariants dans le temps et ont le pouvoir de capturer certaines ca-
ractéristiques asymétriques des séries financiéres. Il s’agit de la classe des modeéles
GARCH exponentiel (EGARC H )introduite par Nelson (1991), la classe des mo-
deles GARC H a seuil introduite par Zakoian (1994), la classe des modeles GARC H
transformé en puissance asymétrique introduite par Ding, Granger et Engle (1993),
la classe des modeles (G)ARCH transformé en puissance asymétrique et a seuil
d’abord introduite par Hwang et Kim (2004) puis généralisé par Pan, Wang et Tong
(2008) Ce chapitre s’achéve avec la classe des modeles GARC H de mélange gaussien

(MizN — GARCH) qui a été proposée et étudiée par Haas et al. (2004a, b).



Chapitre 2 : Modéle PPTGARCH et structure probabiliste

Ce chapitre présente notre classe de modeles PPTGARCH ainsi que les condi-
tions pour 'obtention de la stationnarité périodique stricte, I’existence des moments,
Iergodicité géométrique et le f—mélange. Nous commencons par présenter le mo-
déle ainsi que sa représentation markovienne, nous étudions ensuite les propriétés de
cette chaine de Markov écrite sous une forme vectorielle. Ceci nous a permis d’établir
dans la premiére section, a partir du critére du plus grand exposant de Lyapunov
v9(.) introduit par Aknouche et Guerbyenne (2009) la condition nécessaire et suf-
fisante pour l'existence d’une solution strictement périodiquement stationnaire et
périodiquement ergodique unique pour laquelle nous donnons dans la section sui-
vante la condition pour l'existence de ses moments fractionnaires et fractionnaires
d’ordres supérieurs pour terminer ensuite en donnant dans la derniére section de
ce deuxiéme chapitre, la condition nécessaire et suffisante pour que la chaine de
Markov soit géométriquement ergodique en établissant indirectement la condition
de ¢—irréductibilité — souvent difficile a établir — et ce, a ’aide de la condition
d’additivité dénombrable uniforme (Tweedie, 2001) et de déduire la propriété de

B—mélange. Les résultats et les preuves nécessaires sont donnés.

Chapitre 3 : Estimation

Ce chapitre concerne 'estimation du modeéle PPTGARCH. 11 est composé de
trois sections. La premiére section est consacrée & la méthode du maximum de vrai-
semblance et aux propriétés de convergence presque stre et de normalité asympto-
tique des estimateurs des parameétres. La deuxiéme section contient les preuves des
théoréemes et des lemmes des résultats principaux formulés dans la premiére section.
Une étude de simulation intensive fait I'objet de la section trois. Elle conforte les

résultats théoriques obtenus dans la premiére section.
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Nous achevons ce travail par une conclusion générale qui contient quelques pers-
pectives et par deux annexes contenant des résultats et des définitions sur les chaines
de Markov et La condition d’additivité dénombrable uniforme dont nous avons be-

soin dans ce travail.



CHAPITRE 1

Quelques modéles asymétriques

La vie économique est sujette a de nombreux changements résultant de la conjonc-
ture. Aussi il est peu évident de pouvoir modéliser les séries chronologiques macroé-
conomiques et financiéres & ’aide de modeéles qui se caractérisent par une stabilité
dans les parameétres étant donné que ces modeéles sont incapables de capturer certains
faits stylisés de ces séries, en particulier les changements de régime et la périodicité
qui est un changement de régime déterministe. Le souci d’intégrer ces changements
dans les modeles dits classiques a suscité un grand d’intérét de la part de nombreux
chercheurs qui ont proposé des modeles dans lesquels les parametres changent avec le
temps. Ainsi sont nés les modéles a seuils, les modeéles a changement de régime mar-
kovien, les modeles de mélange. D’autres extensions ont vu le jour et dans lesquelles
a été incorporé le concept de périodicité pour tenir compte du double changement,
I'un da a effet d’une transition endogéne ou exogéne observable ou non observable,
et autre a 'effet du jour par exemple. Dans ce chapitre, nous présentons quelques
modeles non périodiques qui tentent de saisir le caractére asymétrique dans la vola-

tilité de certaines séries de données.

11



CHAPITRE 1. QUELQUES MODELES ASYMETRIQUES 12

1.1 Modéle GARCH exponentiel

Soit (7;) une suite de variables i.i.d telles que FE(n;) = 0 et Var(n;) = 1. On dit
que (g;) est un processus GARC H exponentiel (EGARCH (p,q), Nelson, 1991) s’il

vérifie une équation de la forme

q p
g, = oy et logo? = w + Z a;g(ni—i) + Zﬁj log affj (1.1)
i=1 j=1
ou
9(Me—i) = On—i + E(Ime—i] — E |ne—i), (1.2)

w, o, 5,0 et € sont des réels.

Un autre choix pour modéliser la volatilité est

p

q
of = + [ [ exp{og(n—i)} + [ [ (o7 )7,

i—1 j=1

ce choix permet d’éviter les conditions de positivité sur les coefficients, le logarithme
pouvant étre de signe quelconque (Francq, Wintenberger et Zakoian,2013).

L’interprétation usuelle selon laquelle des innovations de grand module accroissent
la volatilité impose cependant des contraintes sur les coefficients, par exemple si
logo? = w+ 0,1 + &(Ime—1| — E |mi—1|), 02 est une fonction croissante de |n,_1],
a signe de 7,1 fixé, si et seulement si —¢ < 6 < £. Dans le cas général il suffit
d’imposer

Dans le modeéle (1.1), l'asymeétrie est prise en compte par l'intermédiaire du
coefficient #. Prenons par exemple le cas ou 0 < 0 et logo? = w + 0n;_; : il est clair
que si ;1 < 0, c’est a dire ;1 < 0, la variable log af sera au dessus de sa moyenne

w tandis qu’elle sera en dessous si ,_1 > 0, ce qui caractérise généralement les séries



CHAPITRE 1. QUELQUES MODELES ASYMETRIQUES 13

financiéres.

Un modele assez proche est le log —GARCH dans lequel on pose

q p
logo? = w + Z a;log(les1| — &ern) + Z B log af_j

i=1 Jj=1

o, évidemment, on doit imposer |§;| < 1.
La stationnarité du modele EGARC H ne dépend pas de la spécification retenue
pour g(-). On suppose néanmoins que E{g(n;)} existe et vaut 0.0On suppose que

g(n;) n’est pas presque stirement nul et que les polyndomes

Zaz et B(z ZBJZ]

n’ont pas de racine commune, avec a(z) non identiquement nul. Alors, le modeéle
EGARCH (p,q) défini en (1.1) admet une solution strictement stationnaire et non
anticipative si et seulement si les racines de [5(z) sont de module strictement su-
périeur & 1. Cette solution vérifie E{log(¢?)*} < oo dés que E{log(n?)*} < oo et

E{g(n:)*} < oo. De plus, si pour un entier m positif

pom = E{i"} < 0o, [ ] E{exp(jmAig(n)])} < oo,

=1

(¢2) admet un moment d’ordre m donné par

E{el™} = pom exp(mw) [ [ g (mA)

i=1

ot les \; sont définis par /B(L =Y L wr = = 30y et gn(z) = E{exp(zg(n:))}.



CHAPITRE 1. QUELQUES MODELES ASYMETRIQUES 14

1.2 Modéles GARCH a seuil

Une fagon d’introduire I’asymétrie est de spécifier la variance conditionnelle en
fonction des composantes positive et négative des innovations passées.

On ace; =¢/ +¢; avec g = max(g;,0) et €, = min(gs,0).Soit (1) une suite de
variables i.i.d telles que E(1;) = 0 et Var(n;) = 1. On dit que (&;) est un processus
GARCH (p,q) aseuil (TGARCH (p, q), Zakoian,1994) s’il vérifie une équation de la

forme

q p
gr=oym et oy =w + Z ai7+5;2i —q;_&_,;+ Z Bioi—; (1.3)

i=1 Jj=1
ot w >0 et o4, q;_ et B; sont des réels positifs.

Sous les contraintes w > 0, ;4 > 0,5~ > 0 et 3; > 0 la variable o, est toujours
strictement positive et s’interpréte comme 1’écart-type conditionnel de ¢;.

A travers les coefficients «; 4 et a; _, la volatilité dépend a la fois de la magnitude
et du signe des innovations passées. La modélisation est suffisamment souple pour
permettre une asymétrie différente selon I’écart ¢ entre la date passée et la date
présente. Cette classe contient comme cas particuliers des modeéles ne présentant
pas d’asymétrie et dont les propriétés sont similaires & celles des GARC H. 11 suffit

en effet d’imposer pour tout 7 =1, ..., ¢, oy =0, _ := ; pour obtenir

q p
Oy = W+ ZO@ |€t7i| + Zﬁjat*j
i=1 j=1

qui est le modele AVGARC H (Absolute Value GARC H , voir, Taylor,1986 et Schwert,1989).
Il est difficile de trancher s’il est préférable de modéliser la variance ou ’écart-type
conditionnels. Dans le cas d’un modéle de régression a erreurs hétéroscédastiques
non gaussiennes, il a été montré que les valeurs absolues des résidus permettent de

construire des estimateurs plus efficaces de la variance que leurs carrés (Davidian et

Carroll, 1987).
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Pour donner les conditions de stationnarité du modele TGARCH (p, q), on pose

wny g/
—wn, —€
0
: 2 52F—¢1+1 2
B(m) — c Rp-i- q’ Zt — c Rp-i— q
W _gz‘qurl
0 Ot
0 Ot—p+1
et
N 0gr Qg agen n By Bl
—0y Qg—1 —Qq Ty —CQq-T =N By =iy
Alne) = L2492 O0cq-2)x1 Og-2)x1 O2g—2)x(p—-1) O(24—2)x1
Q1g—1 Qg+ Qg,— /Blzpfl By
0, _ 0, 0, I,_ 0,
(P—1)x(29—2) (p—1)x1 (p—1)x1 (r—1) (p—1)x1 (420) % (p--29)
ol
x1g—1 = <a1,+7 A1y eey g1 4 Oéqfl,f) € R?t]*?’
/Blzp—l = (617 "'7627*1) € ]Rpil'
le modele (1.3) est équivalent a
Zy = B(m) + A(m)Z,_y. (1.4)

Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un processus TGARCH (p, q)
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strictement stationnaire, solution non anticipative du modele (1.3) est que le plus
grand exposant de Lyapounov de la suite {A(n;),t € Z} soit négatif. Cette solution
stationnaire non anticipative est unique et ergodique.

D’autre part, soit m € N*. Supposons que E{|n,|™} < oo et posons A™ :=

E{A(n,)®™}. Si le rayon spectral
p(A™) <1

alors, pour tout ¢t € Z, la série (Z,), solution strictement stationnaire de (1.4)
converge dans " et le processus (g;), défini par la (2¢ + 1) — éme composante
de Z,n;, est une solution strictement stationnaire du modele TGARC H (p, q) défini
par (1.3), et admet des moments jusqu’a I'ordre m. Inversement, si p(A™)) > 1, il
n’existe pas de solution strictement stationnaire (g;) de (1.3) satisfaisant la condition
de moment F{|e,|"} < oc.

Le modele GJR — GARCH (Glosten, Jagannathan and Runkle, 1993) est une

variante ou on pose

q p
2 _ 2 2 2
0y =w+ § iy + Viei—ilie,_i<0y + E :53'01:—]‘

i=1 j=1

ce qui revient a mettre au carré les variables aléatoires qui interviennent dans la
seconde équation de (1.3).

Bibi et Ghezal (2017) ont étendu le processus GARCH a seuil (TGARCH) a
coefficients invariants dans le temps au processus PT'GARC H dans lequel les coeffi-
cients varient périodiquement dans le temps. Ils ont donné les conditions nécessaires
et suffisantes qui garantissent la stationnarité stricte et I'ergodicité périodique du
processus PTGARCH. 1ls ont aussi montré et évalué empiriquement les propriétés
asymptotiques des estimateurs QMV pour le modele GARCH a seuil périodique

dans les cas fort (quand les innovations sont i.i.d) et semi-forts.
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1.3 Modéle GARCH transformé en puissance asy-
métrique

La classe des modeéles asymétriques power-transformed GARC' H a regu beaucoup
d’attention de la part de nombreux auteurs.

Elle contient par exemple les modéles GARC H ordinaires, les modéles TGARC H
et les modeles Log — GARCH.

Soit (7;) une suite de variables i.i.d telles que E(n:) = 0 et Var(n) = 1.
On dit que (&) est un processus GARCH en puissance asymétrique (Asymme-
tric Power ARC' H (p, q), Ding, Granger et Engle, 1993) s’il vérifie une équation de

la forme

q p
Et = Ot et O'? =w+ Z Oéi<‘€t7i| — 51'57571')6 + Z 630'?_] (15)

i=1 j=1
outw > 0,0 >0,a;, >0,68; >0et || <1. Le modéle GARCH (p,q) classique est
obtenu pour 0 =2et & =... =&, =0.

Pour étudier l'effet du paramétre &;, on considére le cas le plus simple d’un

ARCH (1) asymétrique avec 0 = 2. On a alors

w+ay(1—&)% sig; 1 >0
of = - (1.6)

w + @1(1 + 51)26152_1 si Et—1 S 0.
Ainsi, pour qu’une innovation négative ait plus d’impact sur la volatilité qu’une
innovation positive de méme module, il suffit de choisir & > 0. Il est facile de

voir que méme pour des modeles APARC H plus complexes, il est toujours naturel

d’imposer des &; > 0 et puisque

1 0

1+ —
i

)

1) §
a; |1 £ & gffi = oy & Et—i»
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|€&i| < 1 est une contrainte d’identifiabilité non restrictive (voir Ding, Granger et
Engle, 1993).

Le cas ou § = 1 dans ’écriture (1.6) correspond au modéle TGARC H. En uti-
lisant le fait que logo; = lims_o(0? ; — 1)/d, on voit que le modéle log —GARC H
est obtenu comme limite du modele APARCH quand 6 — 0. La nouveauté des mo-
deles APARC H réside donc dans I'introduction du paramétre 0. Ceci est pleinement
justifié par le fait que la valeur § = 2 dans la formulation standard des GARCH,
0 = 0 de la formulation log—GARCH, ou 6 = 1 de la formulation TGARCH,
peut sembler arbitraire. Empiriquement cela se justifie par le fait que ’on constate
souvent de plus fortes corrélations sur les valeurs absolues des rendements que sur
leurs carrés. De plus, Ding, Granger et Engle (1993) ont modélisé les données du
S&P500 pour la période allant du 3 janvier 1928 au 30 Aot 1991 a ’aide de leur
modele APARCH et ont trouvé que le paramétre d’asymétrie est o = 1.43.

Le modéle APARCH donné par (1.5) peut s’écrire comme suit
max(p,q)
of=wt Y aln-i)or; (1.7)

i=1

ou

a;i(z) = ai(|z| — &)’ + B;

= a;(1 - &) |z Lisop + ai(1+§)° ||’ Licoy + B

pour i = 1,..., max(p, q).

La condition nécessaire et suffisante de stricte stationnarité est

E{log(ay(n:))} < 0. (1.8)
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Pour le modéle APARCH (1,0) on a

log(ai(m,)) = log(1 — &)’ 1501 + log(1 + &)1y <0y + log(ar) [’

donc, si (n:) est de loi symétrique la condition de stationnarité stricte devient
1= &1+ &[" a1 < exp(—E{log|m|'}).

Notons que dans le cas limite ou |£;| = 1 le modéle est strictement stationnaire pour

toute valeur de a;. Sous la condition (1.8), la solution strictement stationnaire est

ge=om et ol =w+ Zal(nt)...al(nt_kﬂ)w.
k=1

En supposant que E{|n;|°} < 00, la condition d’existence de E{c’} (et de E{o?} )

est

E{ay(n)} <1 (1.9)

et devient

%E{|ﬁt|5}041((1 —&)+(1+&))+ B <L

quand la loi de 7; est symétrique, avec
20 (1496
E NI —=
{nly = /= ( _ )

quand 7, est gaussien (I" désigne la fonction Gamma d’Euler).

Si § > 2 alors la condition (1.9) est suffisante (mais non nécessaire, voir Ding,
Granger et Engle, 1993) pour que I’équation APARCH(1,1) ait une solution stric-
tement stationnaire et stationnaire au second ordre. Si § < 2 alors la condition

(1.9) est nécessaire (mais non suffisante, voir Ding, Granger et Engle, 1993) pour
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I'existence d’une solution stationnaire au second ordre.

1.4 Modéles GARCH transformé en puissance asy-
métrique et a seuil

Le modéle ARC' H a seuil transformé en puissance a été introduit par Hwang et

Kim (2004). Il est défini par

gy = oy et Jt =y + Zalz g5 Z) + agi(e; 21)5 (1.10)
=1
o d,ap >0, ay,az,; > 0pouri =1,..,qavec e; = max(g;,0) et &, = max(—¢;, 0).
Pour simplifier la notation, on pose £; = ()2

Ici (m:) représente une suite de variables aléatoires i.i.d de moyenne nulle et
variance unitaire avec une densité marginale f(-) qui n’est pas nécessairement gaus-
sienne. (1.10) comprend comme cas spéciaux le TARC H(q) quand 6 = 1/2, la trans-
formation de Box-Cox du modele ARCH (q)quandd = 2 et si de plus a;; = gy,
on obtient 1’équation (1.1) dans Higgings et Bera (1992), quand 6 — 0 on a un
log —GARCH (p, q) a seuil (voir Geweke 1986, Pantula 1986 et Milhgj 1987).

Les conditions suivantes sont imposées :

(C1) La densité (par rapport a la mesure de Lebesgue) f(-) de 7, est strictement
positive sur R.

(C2) E{|n**} < oo pour § > 0.

Soit

E{|n:| 25}

1= [Ya0

ol a(i) = max(ay,,az;) pour i = 1,....,q. Sous (Cl1), si n < 1, () est géomé-

triquement ergodique et admet une unique solution strictement stationnaire avec
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E{|/**} < oo. La condition n < 1 peut étre allégée pour le modele du premier
ordre (1.10). Notons 7; = a11(¢;%)° + ag.1(6;2)%, on a E{r;} < n, ainsi, sous la
condition (C1) et si E{r;} < 1, (¢;) donné par (1.10) est strictement stationnaire et
E{|e,[*} < 0.

Pan, Wang et Tong (2008) on généralisé le modeéle ARCH a seuil & transfor-
mation en puissance de Hwang et Kim (2004) en un modéle GARCH & seuil a

transformation en puissance et ils 'ont défini comme suit :

p
&= o et 0 = ap + Zm,i(dﬁ-)é + agi(e%) + Zﬁjat °; (1.11)

=1

avec les mémes conditions de positivité que pour le modele (1.10) et 3; > 0 pour
j=1,...,q. Cette classe de modeéle est encore plus large que celle de Hwang et Kim
(2004) et elle inclut plusieurs autres modéles.

Le modele (1.11) peut étre représenté sous forme Markovienne. On note

v = [+ 041,1(77:)25 + 042,1(7];)257

Y;f (Ut—f—lv . Ot%q—i—Q’ (Et )57 (515_2)67 ) (E:—Qp+2)5v (515_—2p+2)6)/ € RH?

B = (m,0,...,0) € R" et
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vi B 5q—1 5(1 Q2 Q29 -+ Qip1 Qp-1 Q1p O2p
1 0 -~ 0 0 O 0 --- 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 O 0 0 0 O
Ar=1| 7% 0 0O 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
o 0 -~ 0 0 0 0 -~ 0 1 0 0

(1.12)
avec kK = 2p + q — 2. Alors, &; est une solution pour I’équation (1.11) si et seulement

si Y; est une solution pour ’équation
Y, =AY, +B. (1.13)

Le plus grand exposant de Lyapunov associé a la suite (A;) donnée par (1.13) est

défini comme suit :

.1
v(A) = tlggo n log [|AgA_1...A_]| . (1.14)

Le modele (1.11) admet une unique solution stationnaire et ergodique si et seulement
si (1.14) est strictement négatif. D’autre part, s’il existe une solution strictement

stationnaire pour le modele (1.11), alors 25:1 Bj <1 et il existe 7 > 0 tel que
E{le] } < 0.

D’autre part, pour tout entier k tel que E{|n,|***} < 0o et E{||A/]|*} < 1, alors,
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2k
E{led ™} < 0.
Kim et Hwang (2005) ont examiné une classe de modeéles possédant une variance
conditionnelle asymétrique a seuil pour laquelle des parameétres de transformation

en puissance distincts sont appliqués selon le signe de 7;. Le modele est donné par

£ = oy, (1.15)
ot = ag+ (el )" sig >0, (1.16)
0362 =0ap+ 041,2(5152—1)52 sie1 <0 (1.17)

Lee (2011) a étendu le modele de Kim et Hwang (2005) & un modele GARCH(1,1)

transformé en puissances asymétriques distinctes selon le régime, il est défini par

& — ouT, (1.18)
O’t%l =09+ 041,1(5?—1)51 + 503511 st eq—1 > 0, (1'19)
(7?62 =ap+ 041,2(5?—1)62 + ﬁatzizl st g1 < 0. (1.20)

avec ap > 0,11, a19,0 > 0 et 61,02 > 0 dans les équations (1.15)-(1.17) et (1.18)-
(1.20).
Notons [;; = 1¢y,>03 €t I5; = 1 —I1;. Si'une des conditions suivantes est vérifiée

pour un entier m > 1

(a) E{n?™} < 00,0, > 1,05 >1¢t

B (51/5111:: + BY9 Iy + g + a}{262n{2>m} <1
(b) E{n?™} < 00,0 <& < 1,0, >1 et

E{ <511t NRYCLIVALY PR al,mf% + oflsf2/6277[251>m} <1

(c) E{n?®™} <o00,6, >1,0 <6, <1et
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B{(B + 8% 1+ {0 + cnan ™)} <

(d) E{nt25152m} < O0,0 < 51 < 1,0 < 52 <let

E{ (561[% + 552[1t =+ 0/15?177?25152 + 04(13,1277;26162)171} <1,

alors, le modele donné par les équations (1.18)-(1.20) est strictement stationnaire,
géométriquement ergodique et S—mélangeant avec un taux exponentiel. De plus,

E{o}™}, E{Ut%lm}, E{Ut252m} et E{Jt%“szm} sont finis.

1.5 Modéle GARCH asymétrique de mélange gaus-
sien

Le modéle GARCH de mélange gaussien, ou MixN — GARC H, est une classe
de modele de type GARCH qui combine les caractéristiques des distributions d’un
mélange de distributions gaussiennes et celles d'un modele GARC H. Elle a été pro-
posée et étudiée de maniére indépendante par Alexander et Lazar (2006) et Haas et
al. (2004a, b), en couplant un k-mélange de distributions normales avec une struc-
ture dynamique de type GARCH qui relie les k densités. Dans le modéle GARC'H
de mélange gaussien (MizN — GARCH), la densité conditionnelle des rendements
x; est supposée étre une distribution de mélange gaussien a k composantes. C’est-
a-dire, avec f; désignant une densité conditionnelle basée sur les informations qu’on

posséde a l'instant ¢ ; on a

k
F5 Ntts ooy Nkt 10, woos [kt O e O1) = D Nt (@3 pris, 03, (1.21)
=1

ou @(x; pir, o2) est la densité de la loi N (i, 02), @ = 1,..., k. les poids (ou proba-

bilités) de mélange \;; sont strictement positifs et satisfont » . \; = 1. Le vecteur
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o = (02, ...,02,) est un processus GARCH (p,q) de la forme

q p
=1 j=1

avec €, = Ty — Zle Nitpit, w et g, i = 1, ..q, sont des vecteurs de R¥ et les 3;, j =
1,...,p, sont des matrices de taille £ X k£ de parametres qui doivent obéir & des
restrictions pour garantir que Jt@) reste positif pour tout ¢.

Divers faits stylisés des rendements des actifs peuvent étre modélisés avec succes,
tels que les queues épaisses et le regroupement de la volatilité, mais également 1’asy-
métrie et la kurtosis. Il a été montré dans les travaux susmentionnés que le modéle
offre une décomposition plausible des contributions & la volatilité du marché, ainsi
que des prévisions extrémement compétitives. Pour plus de détails et des extensions,
voir Haas et Paolella (2012).

Afin de capturer effet de levier, Alexander et Lazar (2009) proposent deux ex-
tensions asymétriques du modele MizN — GARCH définies par (1.21) et (1.22).
La premiére de ces extensions, Mix NGARCH — ASY M, utilise la spécification
GARCH asymétrique d’Engle (1990), c’est-a-dire que le processus GARCH déter-
minant la variance du composant de mélange j est donné par

0'32-15 = Wy + Oéj(Et_l — Qj)Q + /Bja'?(t_l), ] = ]_, ceey k (123)

ot les 0; sont les parametres surveillant 'effet de levier. En particulier, si 6; > 0,
un choc négatif augmentera les a?-t de la période suivante plus qu’un choc positif;
une version multivariée de MixN —GARCH — ASY M a été étudiée dans Haas et al.
(2009). La seconde variante, MizN — GARCH — GJR, utilise le modéele de Glosten,
Jagannathan and Runkle (1993), largement connu sous le nom de GJR — GARCH,
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et spécifie le processus de variance de la composante j par

O'JQ-t = Wy + (Oéj + 9j1{5t71<0})€§—1 + 5j0j2'(t—1)7 j = 1, cens k

Comme en (1.23), un 6; positif implique que o7

o réagit plus intensément aux

chocs négatifs qu’aux chocs positifs.
Hass et al (2013) ont proposé une classe plus générale de modeles permettant

des poids de mélange variables dans le temps.
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Modeéle PPTGARCH et structure

probabiliste

D ans la vie économique, il est bien connu qu’un changement soudain affecte pro-
fondément la structure sous-jacente des données industrielles et financiéres,
en particulier la structure de volatilité de ces données. Aussi il est peu évident de
pouvoir modéliser les séries chronologiques macroéconomiques et financiéres a 'aide
de modeles qui se caractérisent par une stabilité des parametres et/ou une structure
linéaire, étant donné que ces modeles sont incapables de capturer certains faits sty-
lisés de ces séries, notamment les changements de régime, la multimodalité, 1'effet
de la fréquence d’enregistrement des données etc. Ainsi, I'instabilité des parameétres
peut généralement étre due a 'existence de différents états du monde qui peuvent
affecter I’évolution d’une série chonologique. Ces états du monde sont qualifiés de ré-
gimes. On peut distinguer un changement stochastique dans le régime qui peut étre
drivé par un processus non observable, d’un changement déterministe qui peut étre

calendaire par exemple le jour de la semaine, ou bien causé par un état de la nature,

27
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par exemple la température. Ces régimes peuvent aussi étre les états d’une chaine de
Markov exogene et conduire & des modeles & changements de régime Markovien. Un
pionnier dans ce domaine est Hamilton (1988, 1989) pour les modéles autorégressifs
a changement de régime markovien; (voir aussi, Haas, Mittnik & Paolella, 2004b
pour les modeles GARCH).

La classe des modeles GARCH transformé en puissance asymétrique a recu
beaucoup d’attention de la part de nombreux chercheurs et praticiens (Higgings et
Bera, 1992 ; Ding, Granger et Engle, 1993 ; Hwang et Kim, 2004 ; Hwang et Basawa,
2004 ; Pan, Wang et Tong, 2008; Lee, 2011; Kim et Hwang, 2005; Hamadeh et
Zakoian 2011 ; Francq et Zakoian, 2012, 2013; Aknouche et Touche, 2015 et bien
d’autres). Ceci refléte tout l'intérét porté a ces processus en puissance et a leur
volatilité.

Dans le cadre périodique, de nombreux auteurs ont cherché a intégrer I'effet de la
fréquence d’enregistrement des actifs dans leurs modeéles depuis les travaux pionniers
de Bollerslev et Ghysels (1996) pour le modele GARC H. De nombreux auteurs ont,
par la suite, considéré des modeles de volatilité & coefficients évolutifs dans le temps
de fagon périodique ; (Bentarzi et Hamdi, 2008a, b ; Hamdi et Souam, 2018 ;. Bibi et
Aknouche, 2008 ; Aknouche et Bibi, 2009 ; Lee et Shin, 2010 ; Bibi et Ghezal, 2017
et bien d’autres).

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord le modele PPTGARCH (p, q;) ainsi
que sa représentation markovienne, nous étudions ensuite les propriétés de cette
chaine de Markov écrite sous une forme vectorielle. Dans la premiére section, a par-
tir du critére du plus grand exposant de Lyapunov v°(.) introduit par Aknouche et
Guerbyenne (2009), nous donnons la condition nécessaire et suffisante pour 1’exis-
tence d’une solution strictement périodiquement stationnaire et périodiquement er-
godique unique pour laquelle nous donnons dans la section suivante la condition

pour l'existence de ses moments fractionnaires et d’ordres supérieurs fractionnaires.
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Dans la derniére section de ce chapitre, nous donnons la condition nécessaire et suf-
fisante pour que la chaine de Markov soit géométriquement ergodique en établissant
indirectement la condition de ¢p—irréductibilité —souvent difficile a établir— et ce, &
l’aide de La condition d’additivité dénombrable uniforme; (Tweedie, 2001 ; Fonseca
et Tweedie, 2002) et de déduire ensuite la propriété de S—mélange.

Nous définissons le modele PPTGARCH (py, q;) par :

& = \/Fmt

hé_wt"‘zz 1’Ytz(5t z) +’Vtz(€t z)

. (2.1)

5
;hzl ﬁt,j hi_ J
ol (7;)¢ez est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-

buées (i.i.d), définies sur le méme espace de probabilité. Posons ¢t = s+ S7; £5,5, se

référe a I'observation de la saison s,s = 1, ...,.5, dans la période 7, 7 € Z. Dans 'ex-

26 26

. . 26 5 _ .
pression ci-dessus, (€:+ST) = hd g, (775+ST) et ( SJrST) = hi g, (773+sr) , ou
(zH)* = max (0, )* et (z7)* = max (0, —z)*. Pour la commodité de notation,
dans la suite, on note (z7)" = 27" et (z7)" = 2~ " pour r > 0. Nous supposons que
e, est indépendant de 7y quand t < t/, et que 6 > 0. Les coefficients et les ordres sont
S—périodiques (c’est-a-dire, 0,5, = O, ou 0 est n’importe quel parameétre). Sans
perte de généralité, nous supposons que les ordres sont invariants dans le temps;

sinon, nous pouvons définir p = maxp, et ¢ = maxq, et prendre v, = v, , = 0 pour
s S b b

ps <i<petfs;=0pour gs <j<gq.Alors, (2.1) peut étre réécrit comme

Es+57 = hs+ST775+ST

é + +25 §
hS+ST = ws + Zz 1 751 S—i+ST + 75 1~ s— z+ST + Z =1 ﬁs:jhs—j+ST

(2.2)

ws>0,75,>0,7,;>0et f,; >0, s=1,..,8,i=1,...,pet j=1,....q

Dans le cas ou S = 1, le modele (2.2) se réduit a celui de Pan, Wang et Tong
(2008) qui est une extension du modéle de Hwang et Kim (2004) quand ¢ > 0, et
au modele NARCH (P) de Higgins et Bera (1992) quand v;" = 7; et ¢ = 0. Pour
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S >26=1et~" =1, le modéle GARCH périodique de Bollerslev et Ghysels

(1996) est obtenu.

2.1 La représentation markovienne

Un outil clé pour obtenir certaines propriétés probabilistes est la représentation

markovienne du modele. Pour s =1, ...,.5 et 7 € Z. Posons

— 6 6 ) 20 —26 20 —28 !
Ys+S1 = (hS+ST7 hsflJrST? ) h87q+1+57',€:+s7'788+ST’ "‘75;1p+1+577€sfp+1+57') ’
IB — Bs,l ...Bs,q—l Bs,q yo— ’7;:1 ’Ys_,l 7;;: ’}/;p
Lig-1) 0(g-1)x1 O(g—1)x2p
CS(nerST) n:ng
Bs(stsr) = ot Cs(Nsts7) = (ﬁs,l ﬁs,q) “ 25
02(p71)><q ns+ST
Ds(ns+ST) .
75(773—&-57—) = ou
Lp-1)  Ogp-1)x2
,r]+26
e _ _ s+ST
Ds(ns—i-ST) T <7«:1 75,1 "y;:p ’ys,p) & o5
775+S'T

B, Vs
AS(TIS-FST) = )
ﬁs(ns-‘rST) 73(775"!‘57')

Bs(ns—l-ST) = (w;7 W (7]84-57'), ),'
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As(Ms+sr) et Bs(nsys-) sont respectivement une matrice aléatoire d’ordre (2p + ¢) x
(2p+q) et un (2p+¢q)—vecteur aléatoire ol w, := (ws, 0, ...,0)" € R? et w, (Nyysr) =
(wsnjng, wanST, 0,.., 0)/ € R?!. (I} est la matrice d’identité d’odre k X k et 0,,xr,
la, matrice nulle d’ordre m X n et ® est le produit de Kronecker). Le Modele (2.2)

est equivalent &

Ys+5r = As(775+37)3/571+57 + Bs<778+5‘r> (2'3)

qui est une chaine de Markov périodiquement homogene. En itérant (2.3) S—fois on

obtient

) (2.4)

Ys+Sr = As(n )ys—i-S(T 1) + B(

ST

— !/
avec ﬂs _— (ns+ST7 Ns—14875 -+ 773+1+S(771)) )

S—1 S—1
As( HAS k 775 k+S‘r) et B = <H As 7 ns i+ST ) Bsfkr(nskarS‘r)y

—sr
k=0 k=0 =0

avec, par convention, As_j(Ns—k+5r) = Asts—k(Nots—r+s(r-1)) €t Bs_k(Ns—pts7) =
Bsys—k(Nsts—kt5(r—1)) si s —k < 0.

Pour une valeur fixée s, la suite (As(n_ ), Bs(n _))-ez est i.i.d. et la chaine de

S, T

Markov (ysys-)rez associée a (2.2) donnée par (2.4) est homogene.

2.2 Stationnarité stricte

Dans cette section, nous nous intéressons a établir les conditions d’existence de
I'unique solution strictement stationnaire, non anticipative et ergodique de (2.4) et

de ses moments.
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2.2.1 Stationnarité stricte

Soit ||.|| n’importe quelle norme sur M 74, I'espace des matrices réelles carrées de
dimension 2p+-q. Le théoréme suivant est basé sur les résultats de Bougerol et Picard
(1992). On peut prouver que E{log™ “AS(QS,())H} < 400, ot log” z = max(log z, 0),
ce qui assure que le plus grand exposant de Lyapunov 77(.) introduit par Aknouche
et Guerbyenne (2009), associé a une suite i.i.d de matrices (As(ﬂs,7>)T€Z’ est bien

défini.

Théoréme 2.2.1 (Guerbyenne et Kessira, 2018) L ’équation (2.4) a une solu-

tion unique strictement stationnaire et ergodique si et seulement si

(1 _
7o) = nt L og I Adn,, I <0 2.5)

L’unique solution stationnaire et ergodique est causale et est donnée par

vorsr = (g A, ) Boln, ). (2.6)

k>0

elle converge presque sirement et (¢51s,) donnée par (2.2) est strictement périodi-

quement stationnaire et périodiquement ergodique.

Remarque 2.2.1 La définition de v°(A) ne dépend pas du choiz de la norme. En
vertu du théoréme ergodique sous-additif (Kingman, 1973 Theorem 6), il s’ensuit

que

s, 7—1

)" 1 { Jtog | ITA,, I - (2.7

D’aprés Kesten et Spitzer (1984),

Tim {% log IIH;JAS(ES,M)H} < log (0[P A0, )}])
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ce qui donne, Si p [E{AS(QST)}} < 1, une condition suffisante pour Uexistence d’une

solution strictement stationnaire et ergodique pour (ysis-). donnée par (2.4).

La proposition suivante donne une condition nécessaire a ’existence d’une solu-

tion strictement périodiquement stationnaire pour (2.2).

Proposition 2.2.1 (Guerbyenne et Kessira, 2018) S’il existe une solution stric-

tement périodiquement stationnaire pour (2.2), alors

< 1. (2.8)

S—1
P |: H ﬁs—k
k=0

Preuve. La preuve est similaire a celle du corollaire 1 de Aknouche et Bibi (2009)

et par conséquent, elle est omise. m

2.2.2 Preuve du Théoréme 2.2.1

Tout d’abord, nous prouvons que E{log™ |As(n_ I} < +o0. On peut montrer

que

HAS@M)H < ﬁ [ As—k (Ms—r+57) |
k=0

Sl P P q iy q _os
S C H(ZlﬁS—k,j + 2737k,i + 273719,2‘ + 2165—k»jnsfk+57 + .2163—]97]'775716%»57
k=0 Jj= 1= 1= Jj= Jj=

p p p
+ +25 - +25 + —25
‘*’2%4@1’7757“& + ;787]6,7;7787]?4»57 + E%fkﬂsfm&
1= 1= 1=

P
+;v;k,m;32+57 +2p+q-—3)

STl p n P q 95 p n 2%
=C H(Zlﬂsfk,j + Zl%_k,i + Zl’Ys_k,i + Zlﬂsfk,j Ms—rrse| + ZI’YS_M [
1= 1= J= 1=

k=0 7=

p
— )
+ > Vi sk + 20+ q = 3)
=1

S—1

<C H(l + |ns—k+sT|25)-
k=0
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Sous I'hypothése Al et la condition (i7) du Théoréeme 2.3.1, pour A= min(1, %), il

existe un M > 0 tel que log’ 2 < zA pour x > M ; ainsi,

E{log* HAS(Q&O)H} < E{HAS(QS,O)HA} < Cﬁ(HE {|775_k|mm(25’“)}) < oo. (2.9)

ce qui implique que le plus grand exposant de Lyapunov est bien défini.

Nous supposons maintenant que (ysys-)rez €st une solution strictement station-

naire de (2.4). En itérant (2.4) n fois, on a pour tout 7

n k—1 n+1
Yst+sm = Z H As(ﬂs,T—i)Bs(ﬂs,T—k) + H As (ﬁs,T—i>y5+S(7—_n_l)' (210)
k=0 i=0 =0
Pour tout 7 > 0, >, Hf;ol A, (QS Tﬂ,)BS (QS Tik) < ys1 5+ de par la positivité de tous

)

les éléments de A, (Qs T), B, (QS T) et Ys+s-. Ceci implique que > 7, Hf;ol As(n — )Bs(n

Ls,m—1 Ls,m—k

. . k—1 P
converge presque sirement quand n — oo. Par conséquent, [[;—, As(n )

S,T—i)BS <Qs,r—k
0 quand k — oo. Comme dans Bougerol et Picard (1992) (Lemme 2.1), il suffit de

prouver que Hi:ol As(n ) 220 quand k& — oo. Nous illustrons cette partie pour

Ls,7—1

p=q =S =2 et nous prouvons que
Je; =0, p.s (2.11)

ou {e;} est la base canonique de R® (ys..s, est un vecteur 2p+q). Puisque wy,ws > 0,

et

B, (QQ’T%) = W,_pe; +wies + @T,kn;fg(Fk)eg + wm;fg(Tfk)ezl

+ Wlnﬁg(Pk)en’) + Wl”ffg(pk)%

ol Wr—j = wi(fa1 + 7{1”&3@%) + ’Y{,Wffg(r_k)) +wy > 0, 81 Nyga—k) > 0 et
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Na+2(-—k) > 0, on obtient (2.11) pour j = {1,2,3,5}. De plus,

AQ(Q27T_k)€4 = (7;1 (ﬂQ,l + 72+,177;f(2$(rfk)) + 727,2> (61 + n;rfg(’rfk)elg')

+ V1262 + T a1y

Az(n, _)es = 112(B2a + 72+,1771++23(T_k)> (el + ”;fg(r—k)%) + 71,262

— 420
+ ’71,2771:2(7——1%)65

qui montre (2.11) pour j = {4, 6}. Nous procédons de méme pour le cas ol 71 42(r—x) >
0 et mogor—r) < 0, Mijor—r < 0 et myar_p) > 0 ou lorsque niyoir—r) < 0 et
Noyo(r—k) < 0.

Supposons maintenant que v°(A) < 0. Alors, lasérie Y, . T A, (ﬂs,rﬂ')BS (ﬂwik)

en vertu de (2.7), converge presque strement pour tout 7. Définissons la suite
(strST)TGZ par

k—1
Yst+sr = Z H AS (ﬂs,rfz)Bs (ﬂs,'rfk)'

k>0 i=0
Notons que hgysr = (Ysi5-(1))%, ol y41g-(1) est la premiére composante de s sy
Ainsi g4, 5, = \/hsis:Ms+s- est une solution de (2.2). La stationnarité périodique
stricte et I'ergodicité périodique de (,515,) sont héritées de ses facteurs. Pour 1'uni-
cité de la solution, nous supposons qu’il existe une autre solution de (2.4), disons

Yi, sr; par (2.10) nous avons

n+1

[TA@,, )

=0

Hys""ST - y:-ﬁ-STH < HyS—TL—l-‘rST - y:_n_HSTH 5) 0.

, P . . .
Par conséquent, ys1s, = ¥, g, Cela montre que (2.4) a une solution stationnaire

unique une fois que les 7, g, sont donnés. |



CHAPITRE 2. MODELE PPTGARCH ET STRUCTURE PROBABILISTE 36

2.3 Existence des moments

A des fins d’estimation, nous avons besoin de conditions qui garantissent 1’exis-
tence de moments d’un processus strictement stationnaire et périodique pour lequel

(2.5) est verifié.

Le théoréeme suivant donne les conditions pour lesquelles les moments du pro-
cessus strictement périodiquement stationnaire PPTGARCH (p,q) existent. Pour

cela, nous avons besoin de la condition suivante.

Al. P(mp: > 0) €]0,1] et si P(n: € S) pour un ensemble S, alors S a un cardinal

|S] > 2 (i.e. 1, est non dégénérée) et il existe k > 0 tel que E(|n|") < oo.

Théoréme 2.3.1 (Guerbyenne et Kessira, 2018) (i) Si (¢s15,) est une solu-
tion strictement périodiquement stationnaire de (2.2), sous Al, alors il existe une
constante A > 0 tel que

E{legsr %} < +o0

(1) Soit (ysi5r)rez, une solution stationnaire de (2.4), on suppose que E{|nsrs-|"°} <

+00, alors Y5, est dans L' si et seulement si

P [E {AS(QW)H <1 (2.12)

20v

(17i) De plus, si E{|ns+s-|™""} < 400 pour un entier v > 2, alors yss, est dans L”

si et seulement si

0 [E {A?"(gw)}} <1. (2.13)

Dans ce qui suit, C' représente une constante positive générique qui peut changer

d’un endroit a Pautre.

Remarque 2.3.1 Pour p = q = 1, la condition (2.12) est p [E {As(ﬂs T)H =
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5—
H (Bs—i+v5_E {njng} +vg_,F {778+ST} < 1 qui coincide, pour S =1, avec celle

i=0

de Hwang et Basawa (2004).

2.3.1 Preuve du Théoréme 2.3.1

(7) D’apres (2.5), il existe un entier m > 1 tel que

}<o.

De (2.9), il s’ensuit que E{HHZ”OIA (n, . Z)HA} < E{HA (n )Hz}m < 00 pour
) x

} < 0, H, est une fonction

B {1og T3 Ao, , )

ST A

m > 1. Nous introduisons une fonction Hy(z) = F {HHT&A

)

décroissante dans un voisinage de 0. H4(0) = 1 donc, il existe A* tel que 0 < A* < A

} pour
0 < 2 < A. Puisque H.(0) = {log HHTO{A (

ST i

et
E {HHZBIAS(QS,T_J A*} <1 (2.14)
De (2.6), on a
|ysss- |5 < ‘ Bs(QSJ)HA* + Z (Hf_ol As(ﬂsn‘—i) A*> ‘ BS(QS,T—k)HA*
k>1

et par suite de (2.14) il en résulte qu'il existe un C' > 0 et 0 < p < 1 tel que

p{|msiam, )

choisit A = 20A* ce qui compléte la preuve.

*

} < Cp"* ce qui implique que E{||ys+57]|A*} < 00. On

(7i) Définissons la suite aléatoire suivante

0 ifn<0
As(ﬂs T)Sn,l(T - 1)+ BS(QST) ifn>0
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qui est stationnaire pour 7 € Z. On pose pour tout n > 0

An(T) = Sn<7') - Snfl(T) = -AS(77

—8,

YAy (r = 1)

qui est également stationnaire ; alors, on peut facilement montrer que, pour n > 0,
n—1
An<7—) - H As(ﬁs,T—i)Bs(ﬂs,T—n)
i=0

ainsi F{A,(7)} =FE {H?;Ol As(n

L5, 7—1

)} xE {BS (ﬂs,‘rfn)} , et S,,(T) converge presque

stirement et dans L' si
p|E{Am )} <1

Par contre, de (2.10) nous avons

E{ys+s7'} > ZE{AS(QS,T)}k X E{BS<HS?T>}

et le résultat suit.

(7i1) La preuve est similaire a celle de (7). [ |

2.4 FErgodicité géométrique et S—mélange

L’ergodicité géométrique et le f—mélange sont des hypothéses courantes sur le
processus stochastique. L’ergodicité géométrique implique le f—mélange. L’ergodi-
cité géométrique est établie lorsque la p—irréductibilité, ’apériodicité et la condition
de Foster-Lyapunov de la chaine de Markov associée sont vérifiées. La propriété de la
¢—irréductibilité est difficile a établir (voir par exemple, Fonseca et Tweedie, 2002).
Nous rappelons d’abord quelques définitions que 1’on peut trouver aussi dans Tong
(1990) et Meyn et Tweedie (1993).

Soit (X})iez une chaine de Markov homogeéne avec un espace d’état métrique
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complet séparable localement compact (R¥, B).Pour x € R*, A € B, P"(z,A) =
Pr(X, € A | Xy = z), est la probabilité de transition a n étapes. La chaine de
Markov (X;) est ¢—irréductible si, pour une certaine mesure, ¢ sur (R¥, B) et pour

un z € R* Y P"(z, A) > 0 chaque fois que ¢(A) > 0. Notons .||, la norme de

n>0
la variation totale.
La définition suivante de 'ergodicité géométrique peut étre trouvée dans Meyn

et Tweedie (1993).

Définition 2.4.1 La chaine de Markov (X;) est géométriquement ergodique s’il
existe une mesure de probabilité m sur (R*, B) et une constante 0 < p < 1 telle
que

[P, ) =7l = o(p"), Vo € R,

L’une des conséquences de I'ergodicité géométrique est la propriété de f—mélange
a un taux exponentiel. Comme défini dans Davydov (1973), la propriété de f—mélange

d’une chaine de Markov stationnaire est la suivante.

Définition 2.4.2 Supposons que (X;) soit une chaine de Markov stationnaire avec
sa mesure invariante ™ comme distribution initiale. Alors (X;) est stationnaire et
B—mélangeante a un taur exponentiel s’il existe 0 < p < 1 et ¢ > 0 tel que, pour

tout n € Z,

J1P, ) = 7Ol ) < et

Un ensemble B € B est dit petit par rapport a ¢, si ¢ > 0 et pour tout A € B
avec ¢(A) > 0 il existe j > 1 tel que
J
inf » P"(z,A)>0.

zeB
n=1

Un outil puissant bien connu pour établir ’ergodicité géométrique est le critere

de dérive (Tweedie, 1975). (X;) vérifie la condition de dérive s’il existe une fonction



CHAPITRE 2. MODELE PPTGARCH ET STRUCTURE PROBABILISTE 40

mesurable positive appelée fonction test ¢ > 1 sur R¥, un small set K € B et des

nombres réels v > 0 et 0 < p < 1 tel que

Blg(Xen) | Xo=2) < pgla) — v, 1 ¢ K (2.15)
et
8161[}3 E{g(Xi41) | Xi =z} < o0. (2.16)

Le résultat suivant est donné dans Tweedie (1983).

Théoréme 2.4.1 (Tweedie, 1983) Supposons que (X;) est une chaine de Markov
p—irréductible satisfaisant (2.15)-(2.16) avec une fonction test g et un small set K.

Alors (Xy) est géométriquement ergodique et E-{g(Xo)} < oc.

Le théoréme ci-dessus montre que la ¢—irréductibilité est nécessaire dans un
premier temps pour prouver l'ergodicité géométrique. Elle est souvent pénible a
établir. La condition d’additivité dénombrable uniforme (Tweedie, 2001) peut étre
exploitée pour remédier aux difficultés; (voir également Fonseca et Tweedie, 2002).

Nous introduisons maintenant la condition d’additivité dénombrable uniforme.

Si B, est une suite dans B telle que B,, | 0, alors

lim sup P(z, B,) =0

n—oo IGK

pour tout ensemble compact K € B.
Le théoréme suivant montre que, sous la condition d’additivité dénombrable

uniforme, I'existence d’une mesure invariante unique implique la ¢—irréductibilité.

Théoréme 2.4.2 (Tweedie (2001), Theorem 3) Supposons que (2.15)-(2.16) sont
vérifiées pour certains K et g fini et que la condition d’additivité dénombrable uni-
forme est vérifiée pour le méme ensemble K. Il existe alors une mesure invariante

unique pour (Xy) si et seulement si (X;) est ¢p-irréductible.
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Nous donnons maintenant le résultat principal de cette section.

Théoréme 2.4.3 (Guerbyenne et Kessira, 2018) (ys.s,), est géométriquement
ergodique si et seulement si p [E{.AS (n, T)}] < 1. Dans ce cas, (Ysisr)- est B—mélangeant

a un tauxr exponentiel.

2.4.1 Preuve du Théoréme 2.4.3

Nous donnons les lemmes suivants

Lemme 2.4.1 Les conditions de dérive (2.15)-(2.16) sont vérifiées pour (Ysisr)

donné par (2.4).

Preuve. Définissons la fonction test g : R**™? — [1,00) par g(x) = ||z]|" + 1 en

utilisant une norme multiplicative avec 0 < r < 1, on a

E{g(ys+57)|ys+5(7'—1) - JI} - E{HAS<QS7T)yS+S(T—1) + Bs(ﬂsﬂ_) ‘ + 1|ys+5’(7—1) - «T}

< B{[A.(n,) Bi(n,.)

\T

F4 1

Yl + B

b€
BS(QSJ)HT} +1let1l—X>( Onpose M :=¢/(1—X— () et on considére le

Choisissons (,£ et A des constantes positives tel que ¢ > E{HAS(QS T)
B{|

compact K = {z € R?*4 : ||z < M+}.

Lorsque x ¢ K,on a

E{9(ystsr)yssse-) = o} < Cllzfl" + (L= A= Q) flz]" < (1 = A)g(x).

Pour z € K, clairement, E{g(Ys+s-)|[Ysts(r—1) = T} < supyex (¢ |lz]|"+§) < oco. m

Lemme 2.4.2 Sip [E{AS(QST)}] < 1, il existe une distribution invariante unique

de P(x,dy).
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Preuve. Si p[A,] < 1, alors 7°(A4) < 0 (Kesten et Spitzer,1984), ainsi, en vertu
du Théoreme 2.2.1, il existe une solution strictement stationnaire unique de (2.4).
Puisque y; et (A (ﬂs, 1), B (Q& 1)) sont indépendants, on peut montrer que pour tout
ensemble de Borel B, 7(B) = [ P(x, B)dr(x), ou 7 est la distribution commune des
Ystsr, ce qui signifie que 7 est la distribution invariante unique de P(z,dy). m
Pour prouver la condition d’additivité dénombrable uniforme, on suppose que
(172)iez et (N7 %)z, ont respectivement les fonctions de densité de probabilité f;

et fo absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue et bornées sur les

compacts.
Lemme 2.4.3 La condition d’additivité dénombrable uniforme est vérifiée pour (Ysisr)r-

Preuve. Nous montrons la preuve du lemme ci-dessus pour p = ¢ = S = 2. Suppo-

sons que les probabilités de transition sont données par

Pla,4) = [ ple.dyo RS Aes

ot p(x,y) est donnée ci-dessous. Comme dans Fonseca et Tweedie (2002), nous
prouverons que p(z,y) est bornée sur les ensembles compacts ce qui conduira a la
condition d’additivité dénombrable uniforme.

Posons

a(z) = w1 + Br121 + Br222 + 71T + Y11%a + V1T + V1926 > 0,

b(x) == wa + Paa@1 + V5 0T3 + Vaos > 0 et c(z) := a(x)fa2,1 + b(z).
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Etant donné ys,2(;_1) = ¥, nous avons

a(z)(Bog + V3101 25,) + b(z)
a(x)
My a(a(x)(Bay + Yo ia,) + b(x))

Yayor = sl Niy2r > 0 et nmayor >0,
0

a(x)nils,

0

a()(Ba1 + Vi a,) + b(x)
a(x)

0
Yoror = Sl M1yor > 0 et nopor <0,

Ny o (a(z)(Bay + vaamiier) + b(x))
a(z)ni 2,

0

a(x) (o + Yaumior) + b(x)
a(x)
Yoyor = st Miy2r <0 et moyor >0
0

0

a(x)n; te
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a(x)(Ba1 + 12171 19r) + b(x)
a(r)

0
et Yyoyor = si Maor < 0 et MNoyor < 0.

32 (a(z)(Ba1 + Yaamites) + b(2))
0

a(@) (iy2r) ™

Si nipar > 0et 7;1 > (), nous avons

1 y1 —c(x)\ 1 Y3
= — L ) 0 vy —c(z
p(x,y) 7;1a($>f1 < 5 la(x) ) 1 <y1 a(aﬁ)(yQ) 0(y4)5 bi )(%)50(96)
1 y1 — c(x) ) <y3> )
< — =] =i - >0,
’Y2+,1a( < Yo, 1a($) hn Y1 2
1 y1 —c(z)\ 1 Ya
= — =) Oy ) 0y —c(o )
p(z,y) TFa@ ( Fra(@) ) y1f2 (y1> () (Y2)00(Y3) wfi ) (y5)00(ys)
1 — 1 .
=  r <y1 C(x ) _f2 <%> S1 T242r < 07
72,1a( Yo, 1a(x) Y1 Y1

et si 75, = 0, nous avons

Ys
x)

ptean) = i (55 ) i (225 ) o) )
B S i e
p.y) = a& () !’ Fo (2255 bt 0116 01510
i ate) 7 ()

IN

si Notor < 0.
a
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D’autre part, si n119, < 0 et 75, > 0, alors

1 y1—clx)\ 1, (ys
p(r,y) = 7£1a($)f2 ( ala) ) " bEl (Zh) Oa(z) (3/2)50@4)50(3/5)5&:1;;;@ (ys)
1 Y1 — 0(1’)) 1 (@) ;
= vila(ﬂf)f2 ( Yo0(x) ) e 20
1 — C\T 1 4
p(z,y) = a@” <y7271a(i))) ;fz (;) Oa(z) (y2)5o(y3)5o(y5)6y17;fz> (ys)
< _ 1 fg <y1__ C(.Z')) lfQ (%) Si Notor < O7
72,161(33) 7271a(x) (Al 1

et si v, = 0, nous avons

o) = oo o (91t ()0 )3

s1 No+2r > Oa

IN
=
Olks

o
N
=
S

VAN
=)
Ok
o8
VRS
=
S

Pour tout compact A, si x,y € A,nous avons

1 1 1 1 1
<

Yoqa(z) T vaqwi vaa(z) T vygwr a(x)

Ainsi, pour tout ensemble compact A,

p(r,y) < My, z,y€ A

pour un certains M4 < oo qui implique que la condition d’additivité comptable

uniforme est vérifice ( Fonseca et Tweedie, 2002). m
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Maintenant, en vertu du Lemme 2.4.2, p [E{As(ﬂw)}] < 1 assure que (Ysis:)r
a une mesure invariante unique. La condition de dérive et la condition d’additivité
dénombrable uniforme sont garanties pour (ysgs. ), respectivement par Lemme 2.4.1
et Lemme 2.4.3. En vertu du Théoréme 2.4.2, il en résulte que (ysyg,), donné par
(2.4) est ¢p—irréductible. Il est facile de montrer que (2.4) est une chaine de Feller,
(voir Feigin et Tweedie, 1985) ainsi, tout ensemble compact dans B est un small set.
Par conséquent, d’aprés Théoreme 2.4.1, (ys1s,)- est géométriquement ergodique et
f—mélangeante avec un taux exponentiel.

Sip [E{AS (n, T)}] > 1, de (2.10), clairement, il n’y a pas de solution stationnaire.



CHAPITRE 3

Esstimation

iverses méthodes d’estimation de modéle ont été proposées et souvent com-
Dparées pour estimer, en particulier, un modele de la classe des modeéles condi-
tionnellement hétéroscédastiques classique ou périodique. Sans chercher & étre ex-
haustifs, nous citons a titre d’exemple la méthode LAD (least absolute deviations)
ou moindres déviations absolues et la méthode du quasi-maximum de vraisem-
blance (QMV') adoptées par Pan, Wang et Tong (2008) pour estimer leur modeéle
PTTGARCH ou modéle GARCH en puisssance et a seuil. La premiére est basée
sur la minimisation de la somme des écarts absolus entre le logarithme de la valeur
absolue du processus et le logarithme d’une fonction non observable qui dépend li-
néairement d’une puissance du carré du passé du processus et de la puissance du
passé de cette fonction non observable selon des régimes. La seconde est la mé-
thode du quasi-maximum de vraisemblance (QMV') qui est utilisée lorsque le bruit
sous-jacent n’est pas nécessairement gaussien. Les estimateurs qui en résultent sont
consistants méme s’ils ne sont pas aussi efficaces que ceux du maximum de vraisem-

blance. Bentarzi et Hamdi (2008a, b) ont introduit le modéle ARC'H périodique de

47
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mélange (M PARCH) étendu au GARCH périodique de mélange (M PGARCH)
par Hamdi et Souam (2018) qui ont établi certaines propriétés probabilistes de ce mo-
dele et estimé les parametres par la méthode du maximum de vraisemblance (MV').
Hamadeh et Zakoian (2011) ont adopté la méthode d’estimation par QMV pour le
modele GARC H asymétrique en puissance dans le cas ot cette puissance est connue
et inconnue ; pour le cas d’'un modeéle ARC'H asymétrique en puissance, ils ont fait
la comparaison entre les estimateurs obtenus par les méthodes M C'O et QMV et ont
montré asymptotiquement la superiorité de la méthode M CO. Aknouche et Touche
(2015) ont utilisé la méthode des moindres carrées pondérée (25SW LS) pour estimer
le modele ARC'H en puissance et a seuil 6 — TARCH dans le cas stationnaire et
non stationnaire avec ¢ connu. Boussaha et Hamdi (2018) ont proposé le modeéle
de volatilité stochastique périodique autorégressive (PAR — SV'), généralisé aux cas
multivariés par Boussaha, Hamdi et Souam. (2018). Dans les deux cas, ils ont étudié
certaines propriétés probabilistes et adopté deux méthodes d’estimation fondées sur
le filtrage de Kalman et le filtrage-lissage particulaire. Xia, Wong, Liu et Liang (2017)
ont proposé une approche d’estimation bayesienne pour estimer les parametres et
prédire les volatilités pour un modéle GARC H transformé en puissance asymétrique
et a seuil (PTTGARCH, Pan, Wang et Tong, 2008) ; leurs résultats de simulation
et sur les données réelles ont montré ’éfficacité de la méthode Bayesienne. Bibi et
Ghezal (2017) ont proposé 'extension des processus GARCH a seuil (TGARCH) a
coefficients invariants dans le temps au processus PT'GARCH dont les coefficients
varient périodiquement. Ils ont donné les propriétés asymptotiques des estimateurs
QMYV dans les cas forts et semi-forts. Aknouche, Demmouche et Touche (2018),
aprés avoir donné quelques propriétés probabilistes du modeéle GARC H périodique
transformé en puissance ont proposé une estimation MCMC bayesienne basée sur le
Griddy-Gibbs sampler pour ce modeéle pour différentes distributions, apres, ils ont

conduit une étude de simulation et une application sur la série de données de I’'indice
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S&P500.

Ce chapitre est composé de trois sections. La premiére section est consacrée a la
méthode du maximum de vraisemblance et aux propriétés de convergence presque
stire et de normalité asymptotique des estimateurs des parameétres. La deuxiéme
section contient les preuves des théoréemes et des lemmes des résultats principaux
formulés dans la premiére section. Une étude de simulation intensive fait 'objet de la

section trois. Elle conforte les résultats théoriques obtenus dans la premiére section.

3.1 Estimation par la méthode du quasi-maximum
vraisemblance

Supposons que le processus générateur des données suive le modele (2.2). Pour
éviter les cas pathologiques, nous supposons que 7, ou %fp >0sip>0et fBs0>0
siq > 0.

Notons ¢ := (57 qb/la P gb/S)/ ou ¢; = (wsa 7;,_1a 75_,1a e ’Y;fp, IV;W Bs,h R /Bsaq)’ s =
1,...,S et on note ° la vraie valeur du vecteur des paramétres. Supposons que
v € @ I'espace des parametres. Le logarithme de la fonction de quasi-vraisemblance

est donné par

_ . 1 €2 o
LNS(SD) = Zf—vzolzf:lls—k&'(@) ou ls—l—ST(@) = __(log(hs-i-ST(gp)) + ;S)
2 hs+5'r((70)

hsys-(¢) est donné par (3.2). Définissons aussi L(y) = F {Zlels(ga)} et fixons
g, = 0 sit < 0 puisque, en pratique, nous observons seulement ¢; pourt =1, ..., NS.

La volatilité correspondante est notée ﬁt et la fonction de log-vraisemblance est

notée ZNS(SD) = Ziv:—()lz'f:l’l\;+57((p) ou Ts+ST(W) = _% <log(hs+ST(90)) + EES+ST )

s+S‘r(‘P)
On pose ¥ := cov {ZS l. (gpo)} et Ag:=FE {ZS l”((po)}. Nous avons besoin

s=1"s s=1"s

des hypothéses suivantes
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A2. Pour un certains p > 0 nous avons
lim tHP{ng <t} =0. (3.1)

A3. ® est un sous-ensemble compact de RS*ZptatD+1 50 st 3 Pintérieur de .
Ad. E(n}) < oo
Pour faciliter la notation, nous posons s + ST =: t. Supposons que la condition

(2.5) est vérifiée. Sous les hypothéses A1-A3, de (2.2), on peut montrer que

(e o] q q
h? =W+ Z Z Z 5t7]’16t*j1,]’2"'5t*j1*~~-*jk717jkwt7j17.,.7jk (32)

k=1 j1=1 jp=1
E + +26 E : — =26
+ Vtzgt % fytzgt %
=
oo q p
+ +26
+ E E E ﬂt,jlﬂt*jl,]é“‘ﬂt*j1*~~~*jk71,jk E Ve—j1—c—jin,iSt—i—j1—...—ji
=1

k=1j1=1 jp=1

o0 q q p
- —20
+ E : § E Bt Bi—jr o+ -Br—js— =1 § Vit it — i
=1

k=1j1=1 jp=1

par convention, j; = 0 si [ < 0. Dans la suite, nous avons besoin des dérivées

suivantes de (3.2).

8h5

Z’y 52_216 log gt % +27tz€t lOg 8t 7,)

125 +2
+§ E E :ﬁtmﬁt 1oz Bemjr— =1 E :% i St i1 — ik log(gt—i—jl—...—jk>

k‘l]ll ]kl

26 —2
+ZZ Zﬁt»hﬁt —Jji.J2" Bt —J1——Jk—1,Jk Z’yt —J1—..—Jk,0 gt t—Jj1—...—Jk log(gt—i—jl—...—jk)

k=171=1 jp=1

=: D1t(p) + Dar(p) + Dsi() (3.3)
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8 q lg+714...4+jk—1/S]

aWt =1+ Z Z Z Z ﬂt,j16tfj1,j2"'ﬂt*jlfnfﬂ'kfz:jkfl

k=1j1=1  jr—1=1jp=[1+j1+...4+jr—-1/S]

X /Bt*jl*n-*jkflJ'ksfjl*m*jk—Q (3'4)

lg+j1+..+jk—1/5]

ohd(
8’)/ - 52—2;5 + Z Z Z Z 61573'161?—1'173'2"'Bt—ﬁ—m—jkfz,jkﬂ

k=1j1=1  jg-1=1jp=[14j1+..4+Jk—1/5]

1)
Xﬁt—jl— —Jk—1,0kS—J1— = k- 252—21 —Jj1——Jk—1—JKS (35)
ahé( q la+ii+...+ik—1/5]
) = _26 + Z Z Z Z /Btvjlﬁt_jlajZ"'6t_j1_---_jk—27jk—1
%71 k=1j1=1  jr—1=1jp=[1+j1+...+jr_1/S]
—26
Xﬁt*jlf —Ik—1KS =1 = —jk—2 21 —J1— = Jk—1—JkS (36)
Ohs \
19 _ pi(p) + Pule) + Pul) ot (3.7

9P



CHAPITRE 3. ESTIMATION 52

o8] q
Pu(p) =Y > o> BriiaBeimsosBriio—inr et o i

k=1j2=1 ji=1
k-2 ¢ q la+i1+..-+ik—1/S] q

[e’s) q
+ Z Z Z Z Z Btvjlﬁt_jh]é"'ﬁt—jl—---jl—l7jls_j1—---jl—1

k=1 1=1 j1=1  ji—1=1g5=[14+j1+...4+jp—1/S] Ji+2=1  Jjr=1

X Bt—jjisa--Btej—ijipa—mjo—1.sWt—j—ja...~ i

la+i1+-.+jr—1/5]

+ Z Z Z Z ﬁt7j1/8t—j17j2"‘Bt_jl_---_jk—syjk—2

k=1 j1=1  jr—2=1jp_1=[1+j1+...4+jr-1/5]

X ﬁt—jl—---—jk—27jk—15—j1—--~—jk—2wt—i—j

(0.0
+26
P E E : E ,5t 572 Bt—j—jaja -+ Bt—i—jo.— 1. E 7t G—j2e =i t—i—j—ja...—jn
k=1

2=1  gp=1
q q lg+i1+--+jk—1/5] q

k—2 q
E E E E E E E Btjs B—in o -Btmii— it jeS—ir— et
k=1 I=1 j1=1

Jim1=1 jl:[1+j1+...+jk_1/51 Jig2=1 jp=1

8

+26
Xﬁt —JJi+2° Bt —J=Ji42—-—Jk— 17]k§ :’yt —j—J2.-—Jk, iSt—i— j—J2...—Jk
i=1

lg+j1+--+ik_1/S]

-+ Z Z Z Z Bt,jlﬁt*jl,]é"'5t*j17~~'7jk737jk72

k=1j1=1  jr—2=1jr 1=[1+j1+...+jr—1/5]
+26
Xﬁt —J1— = Jk—2,Jk—1S—J1— . —Jk— 2§ :7t jzgt i—J
=1

par convention Y Y = 0 if y < x. P3(p) est comme Py () en remplagant respec-

tivement ;; et &>

par 7, et &, 2 Rappelons que | x| est le premier entier inférieur
ou égal a x (floor function) et [z] est le premier entier supérieur ou égal a x (ceiling
function).

Les théorémes suivants montrent la consistance et la normalité asymptotique de

Pns= argmax Lyg(¢) et Gns= argmax Lys(¢) respectivement.
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Théoréme 3.1.1 (Guerbyenne et Kessira, 2018) Sous les hypothéses A1-A4 et

si la condition (2.5) est verifiée, nous avons
Pns — ¢° p.s, quand N — oo (3.8)

et
VN (Pns — ¢°) 5 N0, A 202G 1Y), quand N — oo. (3.9)

Théoréme 3.1.2 (Guerbyenne et Kessira, 2018) Sous les hypothéses A1-A4 et

st la condition (2.5) est verifiée, nous avons
Ons — ¢° p.s, quand N — 0o (3.10)

et
VN (Pns — ¢°) N N(0,A;'0A0Y), quand N — oco. (3.11)

Nous rappelons les lemmes 5.1 et 5.2 (Berkes et al, 2003) qui ont été donnés pour

un modele GARCH (p, q)

Yi = Oty
2 L 2 q 2
o =w+ Yyt Zj:lﬁjat—j
i=1

w>07az2071§Z§p75]2071§]§q

ou {&;, —00 < t < oo} sont des v.a. iid et o2(pg) := 02, o étant la vraie valeur du

parameétre. Ces lemmes seront adaptés & notre contexte.

Lemme 3.1.1 (Berkes et al, 2003, Lemma 5.1) Sous les conditions A2 et A3

et si E(|e?]") < oo pour un certain v > 0, alors pour tout 0 < v <, on a

2 14
E {supw} < 00

0ed O (‘P)
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Lemme 3.1.2 (Berkes et al, 2003, Lemma 5.2) Sous la condition A3 et E(\yg\é) <

oo pour un certain 0 > 0, on a pour tout v > 0

14

> iei(@)yi
E{ sup—= < 00

o0

SRRV

=1

ot les c;(p),1 <i < oo sont les coefficients de la représentation infinie de o?(ip).

3.2 Preuves des Théoréme 3.1.1 et Théoréme 3.1.2

Avant de donner les preuves du Théoréme 3.1.1 et du Théoréme 3.1.2, nous
avons besoin des lemmes suivants. Soit A un entier et supposons hf > §; ou 0; est

une constante positive.

Lemme 3.2.1 Sous les hypothéses A1-A3 et (2.5), on a

E {sup |10g hf((p)}h} < 00, (3.12)
ped
S 1 arie)|)
E sup ) H < 00. 3.13
(Z W) Oy ) (3.13)

Preuve. Sous Al et A3, il existe des constantes positives C' > 0 et 0 < r < 1 tel

que

0y < hi(p) < suphf() < CY 1 (le* +1). (3.14)

ped =1
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Posons h = min(1, %), pour tout & > 0 et x > M nous avons logx < z¢, soit

o = %; ainsi (logz)" < ok et par (3.14), nous avons

log(C'Y " r(Jer;[** + 1))

J=1

sup |10g hf((p)} < |log 61| +
ped

1
h><h

log(> " (Jey™ +1))

j=1

< O+ (0 (e [ + 1)
j=1

< |log &1 | + |log C| +

D’apres le Théoréme 2.3.1 (i) et (i7), nous pouvons montrer que

E {sup llog hf(gp)}h} < 0.

ped

Pouri=2,...,5x(2p+q+1)+1, (3.13) est obtenu directement & partir des dérivées
(3.4) — (3.7) et Lemma 5.2 de Berkes, Horwéth et Kokoszka (2003). Pour i = 1, de

(3.3) on peut trouver p > 0 tel que

q e ¢ q q
Do @) <D DD Y BiiinBeiniseBiiio v
Jj=1  k=1j2=1 jp=1

p
+ +26 +2
X Z Vi—j—jo—imsi iCt—i—j—jo— .~ log(gtfifjszf...fjkﬂ
i=1

q
= p > |D5(0)|-
j=1

En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient

¥ RY 2 « 2h
E{ sup D2t,j(90) < E{sup th,j(‘P) E{ sup Pay() 2
pED h?(@) N pED Poi(0) ped h?(%")
< CFE < sup —;t’j«p) "
N ped Pai () 7
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ol Py () est donné dans (3.7). On peut trouver aussi p; > 0 tel que

E E E E +26
P2t >p1 k Bt 332575 —Jj—J2,J3" ﬁt —J—J2——Jk—1,Jk ﬁ}/t —J—Jj2.. —]kzgt t—j—J2...—Jk "

k=1 j2=1 jp=1

Posons I; = I( ‘log ef o _]k)‘ > 1). En utilisant 'inégalité suivante
n

>

Vn > 1, an <
Zyi
i=1

ZT; .
{_7 2217‘,_’n}7$i>0,y1‘>0,
Yi

on obtient
¥ h
£ s D5, () ? el Zk L2yt o 21 BimijaBiimaga - Bimj—io— o~ k-1,
<p€<I’ P2t(80) <p€<I’ AP?t(QD)

2h

§ : +28 +2A
X ’Yt —Jj=J2—-—Jk, iCt—i— J—J2——Jk log(ét i—j—j2—. —Jk)

2h
log(st i—j—j2—. *]k)Il

k

< (C + CFE { maxmax max
t k21 ji,n0k

log(st i—j—j2—.. *]k)ll

<C+ C’/ 2hy?"~! P(max max max > y)dy
i k21 ik k
log(e
< C+C’Z/ 2hy2h 1 p( max max et i) > y)dy
Jlsenk k

’ log(e72) v

k

1

< C+ Cmaxz k/ 2hy* 1 P(
=1

1

o0 o0 1
<C+ C’msax E k/ 2hy?h—t <P(5jA > )+ P(nf < A 6—ky/A)) dy:;
k=1 Ws
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En utilisant 'inégalité de Markov, (3.1) et en vertu du Théoréme 2.3.1 (i) on obtient
E < sup
ped

Lemme 3.2.2 Sous les hypothéses A1-A3, (2.5) et E{(?ﬁ)H)‘} < 00 pour certain

D;t,j(SO)

Py ()

2h ~ .
} <C+ Cmaka/ 2hy?h 1 (efkyE {ger} 4 ef,uky/A) dy
o= 1

< Q. [ ]

A>0,o0na

Preuve.

Oly(p) 1 Oho(p) | Hhi(¢®) 1 Ohi(p)
2 52 () halg) Oy (315)

Par des arguments similaires & Lemme 5.1 de Berkes, Horwéth et Kokoszka (2003)

on peut montrer, pour un A > 0, que

En utilisant I'inégalité de Holder et d’apres le Lemme 3.2.1 nous avons
144 T
S +
h8<900>
<F sup
} (@G‘I’ ; hS(SO)

14+ DY

1 ahs«o)H)*

S

hs(¢”) 1 Ohs(p)
E{i‘éﬁ 2 7() (7] 0

hs(p) Op

peP s=1

et le résultat suit. m
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Lemme 3.2.3 Supposons que les conditions du lemme 3.2.1 sont vérifiées; alors,

quand n — oo, nous avons

1 s
sup | Lvs () = L(g)| == 0, (3.16)
ped
1 , 5
sup NLNS(SO) — L (p) =0, (3.17)
ped
]. " " .S
sup | Liys(¢) = L' ()| == 0 (3.18)
ped
Preuve. Par 'ergodicité périodique, nous avons
1 p.s
NLNS((,D) — L(¢) quand N — oc. (3.19)

Notons que d’aprées le théoreme de la valeur moyenne, nous avons

N-1 S N-1 S | Ohees ()
log(Ts157 (1)) — log(hsss:(102)) e
o=l 25 2 alhssrla) et = 2 3 [
et
N-1 S N-1 § .
1 ZZ €aisr  Eaisy Z 2, horsr(¥°) 1 Ohsise(3)
1 — 2] - — hsise(1)  hsisr(p2) "—0 sl o " hsi50(93) hsts-(93) e

ol ] et pj satisfont ||p1 — @i|| < [Jo1 — @al| et [los — @2l < [|p1 — 2| . utilisant

Lemme 3.2.1 et Lemme 3.2.2 nous obtenons

E sup Z “Og s+ST 901>) - IOg(herST(SOZ))’ <0
Hsol P2l <

P1,p26€P
et
} < 00,

2
s+ST €s+ST

s+ST 901 hs—i—ST((pQ)

E su
{ . ||sol ||Z

p1,p2€P
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ainsi, quand N — oo

1 1 1 b
sup —— [=Lns(p1) — =Lns(p2)| = O(1
©1,p2€P ||§01 - 802H N ( ) N ( ) ( )

ce qui montre que la suite %L ~ns(¢) est équicontinue avec une probabilité un et par
la compacité de @ et (3.19), (3.16) suit. (3.17) et (3.18) sont obtenus de maniére

similaire que pour (3.16). m

s=1

Lemme 3.2.4 Sous les hypothéses A1-A3, L(p) = E {ES ls(go)} est bien défini

et sont unique mazimum est en ©°.

Preuve. Nous avons

E {le(@} =B {—% > log(hs(p)) + —hff@)" }

et par le Lemme 3.2.1, L(¢) est bien défini.

Nous avons

S s s
S 1 hs(¢°) hs (%)
E l(") b — F ls(p) p =—=+=F — log ,
() -p{Zro) =530 5 (5
montrant que L(y) a un maximum global si et seulement si ¢ = ¢°, puisque, pour

tout 1, ..., zg > 0, la fonction Zle zs—log(zs) posséde un minimum global lorsque

r1 =..=1xg =1, prouvant le lemme. m

Hypothése A3 garantit que ’espace des parameétres est compact, Lemme 3.2.3
montre la convergence uniforme de w5Lns(p) vers L(p) presque strement et par
Lemme 3.2.4, nous avons prouvé que I'unique maximum global de L(p) est en ¢°.

Par conséquent, (3.8) est obtenu.



CHAPITRE 3. ESTIMATION 60

Nous avons Lyg(Pns) = 0, ainsi, Lyg(Pns) — Lyg(¢®) = —Lyg(¢°) et par le

théoréme de la valeur moyenne, il existe p* entre Py et ©° tel que

1"

Lys(¢") (SBNS - 900) = _L/JVS<SDO)'

Utilisant le Lemme 3.2.3 et la continuité de L,],\,S(go), nous obtenons

(B0 +0(1)) (Bvs — ¢°) = ~ 5 Lxs(#) ps.

On peut voir de (3.15) que I ¢ (¢°) est une suite stationnaire de différences de
martingales, nous utilisons un théoréme central limite de martingale (Hall et Heyde,

1980, Théoréeme 3.2, page 58) pour obtenir (3.9) .

Avant donner la preuve du Théoréme 3.1.2, nous avons également besoin du

lemme suivant.

Lemme 3.2.5 Sous les hypothéses A1-A4, nous avons

1 1

sup |——L ——1L 250, 3.20

SUp| Ns(p) Vi Ns(p) (3.20)
1 ’ 1 ~ p.s

sup | ——1L ——7 22, 3.21

weg \/N NS(QD) \/N NS(QD) ( )
1 " 1 = p.s

sup | ——L —— L (o) 25 0. 3.22

weg \/N NS(QD) \/N (90) ( )

Preuve. D’aprés le théoréme de la valeur moyenne, on peut trouver & entre h? L5 ()

et ELST(@) tel que

orsr() = Barsr() = (s, (P)F = (Bysr ()} = 267 (b, (9) = Rl ()
(3.23)

Utilisant (3.14), (3.23) et Théoreme 2.3.1 (i7), nous obtenons



CHAPITRE 3. ESTIMATION 61

sup \/_NLNS(QD) - \/LNLNS(SO) < L Zilelg log(Rs+-s-(¢)) — IOg(hHST(@)))

ped

2

1 €2, 4 €2, 4
+ sup s+51 — s+ST
2v N ZO Z herST(SO) hs-l—ST(QO)

1 1 he — B
_ Z Z sup | = log(l + s+ST E{SO) S—‘rST((p) )
2N 2 28 5 W or(9)

5§+Sr(hs+3‘r (90) - hS+ST<90))

hsysr (90) hsy sy (90)

p |5 (0) = 1 50(0)

De méme, on peut prouver (3.21) et (3.22). m

En utilisant Lemme 3.2.3 et Lemme 3.2.5, nous avons

1~ 1 1~ 1
-y —L(o)| < L N -y —L
ilelg ~ ns(®) (90)’ _ilelg N ns(®) N Ns(so)‘Jrilelg N ns(@) — L(p)
— 0 p.s.

De fagon similaire & (3.8) , nous pouvons montrer que @ys — ¢° p.s.

Par le théoréme de la valeur moyenne, il existe un £ entre pys et g, tel que

1 1 1 - -
\/—NLNs@ONS) - \/—NLNs(SDNS) = \/_NLNS<€)(90NS — $NS) DP-S.
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Utilisant Lemme 3.2.3 et la continuité de L ¢(¢), en imitant la preuve du Théoréme

3.1.1, nous obtenons (3.11).

3.3 Simulation

Dans cette section, nous menons une étude de simulation afin de montrer, pour
S=5p=¢q=1cet§ = 0.5, la performance de l'estimateur QMV du vecteur
paramétre ¢ := (8, ¢}, ..., ¢5)" o ¢ := (wWs, Va1, Va1ssPs1), 5= 1,...,5.

Comme dans la pratique, nous ne pouvons garantir que la distribution du bruit
blanc est standard (symétrique, centré et normalisé), nous examinons la précision
et la robustesse du QMV lorsque la distribution sous-jacente de (1;)icz est une
gaussienne standard, la loi d’'un mélange gaussien (0.1 x N(—2,1.5) +0.9 x N(0,1))
et la loi de Student 5 ddi (t5). Le vrai vecteur de paramétres ¢° est donné dans
le tableau 1 et leurs estimations @ sont présentées dans les tableaux 2 & 5 pour
1000 répétitions, ou p; = Tloo ,?:010 @ﬁ’“), @fk) représente la i — éme composante

estimée du vecteur de parameétres  pour la k—eme réplication. Les erreurs absolues

1 1000
1000 £L~k=1

~(k
oM — 0

moyennes pour chaque parameétre AAE, ; = ,1=1,...,21 sont
données sous les coeflicients estimés pour les longueurs des échantillons N.S = 1500
et NS = 5000. Le calcul paralléle a permis de réduire considérablement le temps de

calcul.

0 +0 -0 0
s W 75,1 ’73,1 s,1

1 01 01 06 0.1
2 03 04 02 05
3 036 03 035 0.25
4 025 025 0.14 0.3
5 04 015 05 04

Table 1. Les vraies valeurs des parameétres
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N(0,1) Mixture t5
NS | 1500 5000 1500 5000 1500 2000
5 | 0.5188 0.5067 | 0.5238 0.5133 | 0.5437 0.5054
AAE | 0.0975  0.0493 | 0.104  0.0612 | 0.1764  0.0774

Table 2. Estimation du paramétre d’asymétrie 0.

NS 1500 5000

S Ws :Y\jl :Y\gl 55,1 Ws 7?1 ?;1 55,1

1 10.0916 0.0962 0.5860 0.1154 | 0.0973 0.0991 0.5960 0.1037
0.0507  0.0302  0.0567 00633 | 0.0312 00160  0.0300  0.0394

2 10.2920 0.3816 0.1771 0.5280 | 0.2986 0.3980 0.1906 0.5083
0.0467  0.1182  0.0869  0.1311 | 00244  0.0681 00476  0.0674

3 10.3510 0.2985 0.3623 0.2539 | 0.3559 0.3009 0.3523 0.2527
0.0708  0.0804  0.0907  0.1204 | 0.0380  0.0438  0.0462  0.0650

4 10.2388 0. 0.1397 0.3045 | 0.2513 0.2531 0.1399 0.2928
0.0801 00658 00571  0.1313 | 0.0461 00330 00294  0.07i6

5 10.4509 0.1349 0.4973 0.3088 | 0.4210 0.1474 0.5018 0.3608
01021 0.0764  0.1223  0.1816 | 0.0601 __ 0.0426 __ 0.0700 __0.1065
Table 3. Estimation des paraméters du modele PPTGARCH

quand 7, ~ N(0,1).
NS 1500 5000

S («A‘)s /’77;,—1 :y\s_,l 63,1 &)\s :Y\;l /7\3_71 65,1

1 ]0.1213 0.1130 0.6899 0.1121 | 0.1206 0.1149 0.7052 0.1070
0.0665  0.0414  0.1019 00600 | 00444  0.0288  0.1061  0.03985

2 10.3370 0.3950 0.1646 0.6140 | 0.3451 0.4303 0.1769 0.5941
0.0639 01211 00790  0.1583 | 0.0507  0.0849 00503  0.1104

3 10.4099 0.3486 0.4222 0.2920 | 0.4152 0.3640 0.4294 0.2848
0.1065  0.1048  0.1105  0.1253 | 0.0762  0.0803  0.08%4  0.0808

4 10.2315 0.3220 0.1718 0.3775 | 0.2350 0.3265 0.1794 0.3728
0.0936  0.1097 00634  0.1462 | 0.0576  0.0856  0.0495  0.1010

5 10.6137 0.1126 0.5729 0.2639 | 0.5875 0.1097 0.5897 0.3019
02177 00848  0.1310  0.1719 | 0.1878  0.0631 _ 0.1094 _ 0.1145

Table 4. Estimation des paraméters du modele PPTGARCH

quand 7; ~ 0.1 x N(—=2,1.5) + 0.9 x N(0,1).

63
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NS 1500 5000

S Ws :Y\S+1 :Y\;l ﬁs,l Ws :Y\j1 3571 55,1

1 0.1427 0.1203 0.6886 0.1068 | 0.1331 0.1214 0.7115 0.1092
0.0877 0.0528 0.1182 0.0734 0.0598 0.0333 0.1145 0.0507

2 0.3294 0.3815 0.1337 0.7044 | 0.3442 0.4288 0.1467 0.6548
0.0848 0.1424 0.1100 0.2538 0.0592 0.0897 0.0746 0.1657

3 0.4115 0.3509 0.4426 0.3048 | 0.4226 0.3677 0.4429 0.3012
0.1427 0.1163 0.1538 0.1721 0.0999 0.0860 0.1084 0.1070

4 0.2260 0.3359 0.1734 0.3918 | 0.2283 0.3410 0.1848 0.3966
0.1245 0.1299 0.0864 0.1872 0.0792 0.1008 0.0626 0.1281

5 0.6591 0.1340 0.5597 0.2412 | 0.6347 0.1309 0.5926 0.2712
0.2666 0.0887 0.1526 0.2116 0.2350 0.0591 0.1285 0.1427

Table 5 : Estimation des parameéters du modele PPTGARCH quand n; ~ t5.

Le MV standard a produit de bonnes estimations de parameétres qui convergent
a la fois pour les distributions sous-jacentes symétriques et asymétriques et méme
en présence de queues lourdes. Il est & noter que Hamadeh et Zakoian (2011) ont
mentionné que le parametre d’asymétrie § est difficile & identifier dans la pratique.
Le tableau 2 montre que ¢ est bien estimé méme dans les cas de mélange de loi

gaussiennes et la loi de Student.

Les box-plots de AAE,; = %212; @(k) — Y| sont présentés sur la Figure 1. Ils

montrent clairement que I’AAFE, diminue lorsque la taille de I’échantillon augmente.
Bien que le mélange gaussien ne soit ni centré ni normalisé, les box-plots pour les
deux longueurs d’échantillons montrent de bonnes performances et se comportent
légerement mieux que pour t5. Les Figures 2 & 4 montrent les distributions d’échan-
tillonnage de tous les estimateurs de paramétres. On peut noter que ces distributions
d’échantillonnage sont étroitement concentrées autour des vraies valeurs et que plus
la taille de la série est grande, plus les distributions d’échantillonnage seront concen-

trées (la plage de valeurs dans 1’axe des X se rétrécit et s’élargit dans I'axe des Y).
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Figure 1. Box-plots des AAE pour A/(0,1), le mlange gaussien
0.1 x M(—2,1.5)+0.9 x N(0,1) et t5
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Figure 2. Distributions de 8 pour NS = 1500 (gauche) et NS = 5000
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Conclusion Générale

ous avons proposé, dans ce travail, la classe des modeles GARCH en puis-
Nsance périodiques et a seuil. Il s’agit d’une classe de modeles tres flexibles
susceptibles de capturer a la fois le regroupement de volatilité, 1'effet de levier et
la périodicité. Le premier volet a consisté en 'obtention de conditions assurant
I’existence d’une solution périodiquement strictement stationnaire, ’existence des
moments d’ordres supérieurs fractionnaires ainsi que la propriété d’ergodicité géo-
métrique. Il est bien connu que cette propriété implique celle de f—mélange qui est
indispensable pour établir les propriétés statistiques asymptotiques des estimateurs
des parameétres du modeéle. L’ergodicité géométrique nécessite, en plus de 'obtention
de la condition de Foster-Lyapounov, celle de I'irréductibilité de la chaine de Mar-
kov sous-jacente qui est un probléme sérieux en raison de la structure complexe du
modele considéré. La propriété d’additivité dénombrable uniforme a été suffisante
pour arriver a conclure a 'existence d’une mesure de probabilité invariante unique
pour la chaine de Markov. Le second volet concerne d’une part I’estimation de cette
classe de modele et I'obtention des propriétés asymptotiques des estimateurs des
parameétres. D’autre part, la qualité de ces estimateurs a été confirmée grace a une

étude de simulation intensive. Notons que ce travail ouvre la voie & des travaux

68
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futurs que nous pouvons énumérer comme suit :

- Extension au processus multivarié

- Extension & des modeles qui contiennent une moyenne conditionnelle et des
seuils multiples

- Détermination de I'ordre d’'un modéle PPTGARCH

- Considération de processus avec buffer

- Etude semi-paramétrique du modeéle PPTGARCH

- Extension & une puissance aléatoire dépendant des régimes

- Extension a une puissance périodique
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ANNEXE A

Stabilité des chaines de Markov

e nombreux modeles de séries chronologiques acceptent une représentation
Dmarkovienne et de 13, les résultats connus sur les chaines de Markov & espace
d’états continu peuvent étre appliqués pour 1’étude de ces modeéles. Une approche
du probléme de la stationnarité figure dans les travaux de Tweedie (1974, 1975,
1983, 1988) et dans I'ouvrage de Meyn et Tweedie (1993). Cette approche est, par
exemple, utilisée lorsque la spécification du modele comporte des effets de seuils

excluant ’existence d’une représentation linéaire.

A.1 Noyau de transition et définition d’une chaine

de Markov

La définition suivante introduit la notion de noyau de transition sur un ensemble

quelconque X muni d’une tribu B.
Définition A.1.1 On appelle noyau de transition toute famille P={P (z, B) ,x €
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X, B € B} telle que :

1. pour tout B € B, x — P (x, B) est une fonction mesurable de (X,B) dans
([0,1], B([0,1])) ;

2. pour tout v € X, P (x,.) est une mesure de probabilité sur (X,B).
Les P (z, B) sont appelées probabilités de transition (de x vers B).

Etant donnée une mesure de probabilité initiale p sur (X, B), la définition d’une
chaine de Markov homogene (X,,) sur (X, B) repose sur ses distributions fini-dimensionnelles.

Pour tout entier n et tout (n + 1)-uplet (Bo,...,B,) de parties de B, on pose :

P,[Xo € By, ..., X, € B, = (A.1)

/ / w(dxo)P(xg, dzy)...P(xy—_1, By)
ro€Bo Tpn_1€B,L_1

pour les passages des lois fini-dimensionnelles aux probabilités d’évenements impli-
quant un nombre quelconque de variable X,,, le théoréme de Kolmogorov impose des
conditions a I'espace d’état : il s’applique si (X, B) est : 7) (]Rd, B (Rd)), ou i) un es-
pace dénombrable muni de la tribu de toutes ses parties, ou iii) un espace métrique
complet possédant une base dénombrable d’ouverts muni de sa tribu borélienne.
Nous nous placerons toujours dans I'un de ces cas par la suite. A condition de choi-
sir comme espace ) espace XN, muni de la tribu produit B®Y, on peut construire
un processus X = (X,,), .y et une probabilité P, sur BY telle que (A.1) soit vraie et
pour tout B € BY,P,(B) soit la probabilité de 'événement [X € B]. Remarquons

en particulier que, si {z} € B et u({z}) #0, P(z,B) = P,[X1 € B| Xo =x].

Définition A.1.2 le processus X = (X,,) dont les lois fini-dimensionnelles satisfont
(A.1) est appelé chaine de Markov homogéne de noyau de transition P et de mesure

watiale .
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Etant donnés deux noyaux de transition P = {P (2, B)} et Q = {Q (z, B)} sur

(X, B), il est utile d’introduire leur produit PQ = {[PQ)] (z, B)} défini par :
[PQ)] (z,B) = / XP(:c,dy)Q(y,B), Vee X, VBeB
ye

On vérifie facilement que cette égalité définit un nouveau noyau de transition
sur (X, ). En particulier, on notera P" le noyau de transition obtenu en effectuant
(n — 1) produits de P avec lui méme. On a pour n > 1 : Vo € X ,VB € B,
P"(z,B) = fyeX P(x,dy)P"(y, B), en prenant pour P°(y, B) la mesure de Dirac
en y. On peut vérifier que P"(x, B) s’interpréte comme la probabilité de I’événement
X,, € B conditionnellement a X, = .

Une généralisation utile est la relation de Chapman-Kolmogorov :

VneN,Vm,0<m<nVre X, VBeB

P"(z,B) = /GXPm(x,dy)P”m(y, B)

On montre cette relation a partir de (A.1) en choisissant B; = X pour 1 <
i <n—1et By ={z}. Cette équation admet une interprétation intéressante : pour
atteindre B en n étapes, partant de z, la chaine doit nécessairement passer par une
valeur y en m étapes, puis tout se passe comme si la chaine redémarrait de y, pour
atteindre B en n —m étapes. Les valeurs prises antérieurement en y n’ont donc plus

d’importance pour ce qui est postérieur a 1’étape m.

A.2 Irréductibilité et apériodicité

L’irréductibilité traduit le fait que, partant de n’importe quel point, la chaine
peut atteindre toute partie de mesure positive de I'espace d’état, pour une mesure
appropriée. Au préalable, nous définissons pour tout B € B,

- le temps de séjour dans B : ng = leneg

n=1
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ou 14désigne la variable indicatrice d’'un évenement A ;
- le temps de premier passage par B : 7 = min{n > 1, X,, € B}.

La duré moyenne de s¢jour dans B partant de x € X s’obtient par :
Elns | Xo =x) =) P"(v,B) = U(x, B)
n=1

La famille {U(x, B)} a des propriété similaires a celles d'un noyau de transition
mais les U(x, .) ne sont pas des probabilités. On peut également utiliser la probabilité

de premier passage par B partant de x :
L(z,B) = P(tp < o0 | Xo =)

Définition A.2.1 (¢ — irréductibilité) On dit que la chaine X = (X,,) est p—irréductible
s’il existe une mesure ¢ sur (X,B) telle que, VB € B avec ¢(B) > 0, nous ayons

L(xz,B) > 0 pour tout x € X.

les formulations alternatives suivantes sont équivalentes a la ¢—irréductibilité:
(1) Yo € X, quand ¢(B) > 0, U(z, B) > 0;
(i7) Yz € X, quand ¢(B) > 0, il existe n > 0, telle que P"(z, B) > 0.

Définissons maintenant deux types d’ensembles d’importance majeure : les "small

set" et "petite set" qui ont un comportement analogue a celui des atomes.

Définition A.2.2 (Small sets) Un ensemble C' € B, est dit small set s’il existe

m > 0, et une mesure v, non triviale sur (X, B) telle que
VeeC, VBeB, P"(z,B) > v, (B)

et on dit que C' est v, — small.

Proposition A.2.1 Si C' € B est v, — small, et pour tout + € D nous avons

P™(xz,C) > 6,(0 >0), alors D est vy — small, ol Uy, est un multiple de v, .
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[Voir Meyn et Tweedie (1993), Proposition 5.2.4]

L’existence des small sets nous permet de montrer, méme sur un espace quel-
conque, que nous avons une rupture périodique finie entre des ensembles cycliques
pour la chaine ¢-irréductible.

Supposons que C' est un ensemble vy-small, et que vy, (C) > 0, nous utilisons C'
et vy pour définir un cycle d'une chaine de Markov ¢-irréductible & espace d’état
quelconque. Pour simplifier la notation, on enléve l'indice de v, alors on a Vx €
C,PM(z,.) > v(.), et v(C) > 0, ainsi, quand la chaine démarre de C, elle y revient
avec une probabilité positive a 'instant M.

Soit
Ec={n>1:C est v, — small, avec v, = d,v, pour un 6, > 0}

I’ensemble des entiers n tels que C' est v,-small pour une mesure proportionnelle

a v. Notons que, si pour un ensemble B C C, n, m € E¢c on a

Prn(z, B) > /C P (x, dy) P"(y, B) > [50ur(C)] v(B),  x € C

alors F¢ est fermé par addition. D’ou il existe une "période" naturelle pour
I’ensemble C'; donnée par le p.g.c.d de E¢, cette valeur est en effet, propriété de

toute la chaine, et elle ne dépend pas du choix de C.

Définition A.2.3 Soit X une chaine de Markov ¢-irréductible. Le plus grand entier
d pour lequel X soit d — cyclique est appelé période de la chaine. Quand d = 1, la
chaine est dite apériodique. S’il existe un ensemble B, vy-small avec v1(B) > 0, la

chaine est dite fortement apériodique.

Les small sets existent toujours dans le cas ¢-irréductible, et ils nous fournissent
la plupart des propriétés demandées.
Introduisons maintenant une généralisation des small sets, les petite sets, qui ont

des propriétés plus manipulables, spécialement dans une analyse topologique.
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Définition A.2.4 (Petite sets) On appelle v,-petite set tout C' € B tel que :

Ko(x,B) :==» a,P"(x,B) > v,(B), Ve C, VBeB
n=0
ot a = (a,) une suite de constantes positives de somme égale o 1 et v, est une

mesure non triviale sur B.

Nous pouvons remarquer de cette définition qu’un small set est un petite set si
a prend la valeur 4,, pour un certain m. D’ou, la propriété d’étre small set est plus

forte que la propriété d’étre petite set.

Remarque A.2.1 Soit X une chaine de Markov ¢-irréductible.

(73) L’union de deux petite (resp. small) sets est également un petite (resp. small)

set.

(1ii) Il existe une suite croissante {C;} de v.-petite sets, tel que X = UCZ"
i=1

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Proposition 5.5.5]

A.3 Chaine récurrente, chaine transitoire

Lorsque X' est dénombrable et la chaine (X,,) irréductible, un état est dit transi-
toire si le temps de séjour moyen dans cet état, partant de ce méme état, est fini et
il est dit récurrent dans le cas contraire. De plus, tous les états sont de méme nature
et la chaine peut étre qualifiée de récurrente ou transitoire.

On retrouve la méme dichotomie pour un espace d’états quelconque, mais les
définitions sont plus délicates. La classification repose sur le (pseudo) noyau de
transition {U(x, B)}, U(z, B) représentant le temps de séjour moyen dans B partant

de z.
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Définition A.3.1 L’ensemble B € B est dit
(i) récurrent si U(x, B) = 400, Vo € B;
(13) uniformément transitoire si AM < oo t.q U(z, B) < M, Yz € B;

(7ii) transitoire s’il existe une famille dénombrable (B,) d’ensembles uniformément

transitoires telle que B = U, B,,.

Avec cette définition, un ensemble récurrent peut également étre transitoire.
Ainsi X' est toujours récurrent et s’il est dénombrable, on peut évidemment ’écrire
comme la réunion de tous les singletons qui sont uniformément transitoires et X est
transitoire.

. Le résultat suivant fournit une premiere dichotomie de ’ensemble des chaines

irréductibles.

Définition A.3.2 On note R la classe des chaine récurrentes, définies par :

(X,) € R <= U(x,B) = +o0, Vo € X,VB € B"

On note T la classe des chaines transitoires, définie par :

(X,) € T <= 3(Bj);, U(z,B;) < M; < 00, Vz € X.

Théoréme A.3.1 Si(X,) est une chaine ¢-irréductible, elle est soit transitoire soit

récurrente.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théoréme 8.3.4]

Une notion de récurrence un peu plus forte est celle de récurrence au sens de
Harris (Harris-récurrence) fondée sur le calcul de la probabilité que le temps de

séjour soit infini.
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Définition A.3.3 Un ensemble B est dit Harris-récurent si

Q(z,B) = P(ng=+oo | X,)=2) =1, xr € B.

Une chaine X est dite Harris- récurrente si elle est ¢p—irréductible et chaque

ensemble dans BT est Harris-récurrent.

Il est clair de cette définition que si un ensemble est Harris-récurrent, alors il est
récurrent. En effet, dans la formulation ci-dessus le renforcement de la récurrence
vers la récurrence au sens de Harris est explicite car nous passons d’un nombre
de visite espéré d’étre infini vers l'infinité des visites pour un ensemble presque
stirement.

De maniére équivalente, nous pouvons définir une condition pour vérifier si un

ensemble est Harris-récurrent, basée seulement sur la probabilité du premier retour

L(z, B).

Proposition A.3.1 On suppose que pour un ensemble B € B on a L(z,B) =
1, = € B. Alors Q(x, B) = L(x, B) pour tout x € X, et en particulier B est Harris

récurrent.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Proposition 9.1.1]

Le théoréme suivant montre I'importance des petites sets.

Théoréme A.3.2 Si X est une chaine ¢-irréductible. Alors X est Harris récurrente

s’il existe un petite set C' € B tel que, Vr € X , L(z,C) = 1.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théoréme 8.3.4]
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A.4 Existence des mesures invariantes

Afin d’obtenir des propriétés de stabilité plus fortes, on est amené a pousser
plus loin la classification des chaine récurrentes. Pour plusieurs raisons, la forme
de stabilité la plus forte possible que nous pouvons demander en présence d’une
variation persistante est que la distribution de X,, ne change pas avec n. Si cela est
le cas, alors, de par la propriété de Markov, les distributions finies dimensionelles
sont invariantes par translation dans le temps. Ceci nous ameéne & introduire la

notion de mesure invariante.

Définition A.4.1 Une mesure o-finie m sur B tel que

m(B) = /Xﬂ(dx)P(x,B), BekB [resp. m(B) > /Xﬂ(d:p)P(x, B)]

est dite invariante [resp. sous-invariante].

Si une chaine X | ¢-irréductible admet une mesure de probabilité invariante,
alors X est dite positive, sinon elle est dite nulle.

Pour une chaine récurrente, une mesure invariante peut ne pas exister. Lors-
qu’une telle meure existe et est finie, on peut toujours la normaliser pour obtenir
une mesure de probabilité invariante.Remarquons qu’étant donnée une mesure de

probabilité initiale u, on a

/,u(dx)P(x, B) = P,[X; € B].
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Donc si p est invariante :

pu(B) = P,[X; € B]
~ [1 utay) Py, dx)Pia. B)
_ / u(dy) / P(y.dz)P(, B)
= /u(dy)PQ(y, B)

— P,[X; € B

Donc pour tout n, P,[X,, € B] = u(B) (VB € B). En utilisant la propriété de
Markov, cela équivalent a la stricte stationnarité de la chaine : la loi du processus
(Xn, Xnt1, .., Xnix) est indépendante de n, pour tout entier k.

Inversement, si (X,,) est strictement stationnaire, X; et X, ont la méme loi, ce
qui s’écrit VB € B, u(B) = [ u(dz)P(z, B), ou p désigne la probabilité initiale. On

a donc le résultat suivant.

Propriété A.4.1 La chaine (X,,) est strictement stationnaire si et seulement si sa

loi de probabilité initiale est invariante.

Cette propriété rend cruciale la recherche de mesures invariantes de masse finie.
Une autre raison de 'importance des mesures de probabilité invariantes est liée au
comportement ergodique (ou de long terme) de la chaine. Supposons en effet qu’il
existe une mesure de probabilité limite 7,, définie par : VB € B, P,[X, € B] —

7,(B) quand n — oo.
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Alors

m,(B) = lim [ p(dz)P"(x, B)

n—oo

~ tim | pu(dz) / P (2, dy) P(y, B)

n—oo

— / P(y, B) lim / pu(dx) Pz, dy)
- [P Byman)

Donc 7, est invariante. En particulier, s’il existe une unique mesure de probabilité

invariante, la probabilité limite sera indépendante de p. On a le résultat suivant :

Théoréme A.4.1 Si(X,,) est récurrente, elle admet une unique mesure sous-invariante

7 (a une constante multiplicative prés) et cette mesure est invariante.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théorémes 10.4.4 et 10.4.9]

A.5 Ergodicité

Jusqu’ici nous avons caractérisé la stabilité d’une chaine en terme de récurrence.
Une autre fagon d’envisager la stabilité d’'une chaine consiste & étudier si elle converge
vers un régime stationnaire quelque soit son point de départ. Nous avons déja vu
que l'existence d’une mesure de probabilité invariante était une condition nécessaire
pour qu'une telle convergence ait lieu. Nous allons voir que pour les chaines ¢-
irréductibles et positives récurrentes la propriété est vérifiée pour une notion forte
de la convergence que nous allons préciser.

Rappelons que la norme en variation totale d’une mesure p est définie par
|l = sup |[ fdu| = %ugu(B) - jigré%p(B), on définit aussi la f-norme par |[ul|; =

€

fiAf1=1

sup | [ gdpl.
g:lgl<f
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Théoréme A.5.1 Si X est une chaine de Markov Harris-récurrente, positive et

apériodique, alors pour toute mesure initiale

|| / W(d) P, ) — () = 0, n—0.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théorémes 13.3.3]

En prenant pour p la masse de Dirac en x, un corollaire de ce théoréme est que

pour toute fonction f bornée et mesurable :

Vee X, limE[f(X,)]|Xo=0]= /fdﬂ'. (A.2)

n—oo

En particulier, pour f = 15, B € B: P"(z, B) — 7©(B), Vx € X. Les chaines
vérifiant les hypothéses du théoréme sont dites ergodiques. Lorsque f n’est pas

supposée bornée, on a le résultat suivant :

Théoréme A.5.2 Soit X une chaine de Markov Harris-récurrente, positive de me-
sure invariante m, fortement apériodique, de mesure d’irréductibilité ¢, et soit f :
X — [1,+o0|. Alors

(i) si [ fdm=+oo,  E[f(Xy)|Xo=12] — 400, n— 400

(i3) st [ fdm < 400, alors pour tout x € A, ot A est absorbant et tel que ¢p(A°) =0,

on a

1P (x,.) —m(.)

|; —0 quand 1 — +00.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théoréme 14.3.3]

On obtient en particulier, cette fois-ci pour f non nécessairement bornée (mais

sous des hypothése un peu plus fortes)

Vre A, lim E[f(X,) | Xo=a] = / fdr. (A.3)

n—-+00
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Si dans le théoreme A.5.2, la condition (i) est vraie pour tout z, la chaine est
dite f-ergodique. Il est parfois nécessaire de connaitre la vitesse de convergence de
| P*(x,.) —7(.) ||s. Sous les hypothéses du théoréme précédent, nous dirons que
la chaine est f-géométriquement ergodique (ou plus simplement géométriquement

ergodique si f = 1) s’il existe une constante 7y > 1 telle que

S| Prx,) = () ||;< 00, VaEX.

n=1

Nous donnerons dans la partie suivante un critére assurant une telle propriété.

Remarque A.5.1 L’ergodicité géométrique n’assure pas seulement [’existence d’une
unique distribution stationnaire pour (X,,), mais aussi elle assure que les marginales

convergent en un temps géométrique vers la distribution stationnaire.

Sans avoir besoin de I'irréductibilité, on peut donner des critéres qui garantissent

I’existence d’une mesure de probabilité invariante et la finitude de ses moments.

Définition A.5.1 Une chaine telle que, pour tout ouvert B, la fonction P(., B) est

semi-continue inférieurement est dite Fellerienne ou de Feller.

Remarque A.5.2 Dire que la fonction P(.,B) est continue pour tout B € B est
une contrainte trop forte, par exemple pour les dynamiques avec effets de seuil.
Rappelons qu’une fonction h de X dans R est dite semi-continue inférieurement si
Uensemble {x : h(zx) < ¢} (resp. {x : h(x) > c}) est fermé (resp. ouvert) pour toute

constante c

Théoréme A.5.3 Supposons que (X,,) est une chaine de Feller.

(1) Sl existe pour un ensemble compact B € B, une fonction g positive et un € > 0

tels que

| Pdng) < glo) -2 e B

alors, il existe une mesure invariante o-finie p pour P avec 0 < pu(B) < 0.
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[ o] [ g <

alors, p est finie et m = /(X)) est une mesure de probabilité invariante.

(13) De plus, si

(1ii) De plus, si
| Pdigy) < 9(0) - fl@), v e B

alors, ji admet un f-moment fini, i.e. [, p(dy)f(y) < oo.

Notons que la condition (i) n’est qu’un cas particulier de (7ii) quand f(z) = e.
Le théoreme A.5.3 établit que pour un modele de série chronologique qui admet
une représentation Markovienne ou (X,,) est la chaine de Markov sous jacente, il
existe une solution strictement stationnaire, et la distribution stationnaire est 7 si

les conditions (i) et (ii) sont vérifiées.

A.6 Critéres de classification

Pour des modeéles particuliers, il n’est généralement pas facile de vérifier direc-
tement les propriétés de chaine de Markov transitoire, récurrente ou admettant une
loi de probabilité invariante. Il existe heureusement des critéres s’exprimant sim-
plement & partir des conditions sur les probabilités de transition en une étape. Ces
contraintes sont de deux types : de continuité et de dérive (Drift) moyenne. Pour
simplifier la présentation, nous supposerons dans cette partie que ’espace d’état X
est égal & R?, muni de sa topologie usuelle, ot d est un entier.

La condition suivante est dite de forte continuité : la fonction P(., B) est conti-
nue pour tout B € B. Cette contrainte se révéle trop forte, par exemple pour les
dynamique avec effets de seuil. Rappelons qu’une fonction A de X dans R est dite
semi-continue inférieurement si 'ensemble {x : h(x) < ¢} (resp. {x : h(x) > c}) est

fermé (resp. ouvert) pour tout constante c. Une chaine telle que, pour tout ouvert
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B, la fonction P(., B) est semi-continue inférieurement est dite Fellerienne ou de
Feller. On a la définition suivante

Définition A.6.1 S’il existe une application T(.,.) telle que

(i) Ve e X, VB € B, P(z,B) > T(z, B);

(i7) T(., B) est semi-continue inférieurement pour tout B dans B;

(1ii) Yo € X, T(x,.) est une mesure non nulle sur (X, B).

(X,) est appelée T-chaine.

Une chaine vérifiant la forte continuité est évidemment une 7T-chaine. La condi-
tion (i) peut étre remplacée par des conditions moins fortes, portant sur toutes les

probabilités de transition, du type

(7) 11 existe une suite (a,) de constantes positives de somme égale a 1 telle que

Ku(x,B) =Y a,P"(z,B) > T(x,B).

n>1

T est appelée composante continue de K.

Ces contraintes de continuité ne sont pas nécessaires pour la stabilité, mais elles

permettent d’obtenir des caractérisations en se limitant aux ensembles compacts.

Théoréme A.6.1 Si (X,,) est une T-chaine ¢-irréductible, les compacts sont des

petite sets.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théorémes 6.2.5]

L’autre type de condition porte sur 'opérateur de dérive A. A toute fonction

V: X — R, intégrable par rapport aux mesures P(z,.) (Vz € X'), on associe

AV(z) = / Pla,dy)V(y) — V(x) = EV(Xpi) — V(X,) | X, = 7]
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cet opérateur calcule, pour tout point initial x, la valeur moyenne de la variation

de V(x) en une étape.

Théoréme A.6.2 Soit X une chaine de Markov ¢-irréductible, V' une fonction de
X dans RT, intégrable par rapport aux mesures P(x,.) pour tout z, et C' un compact
. Si la fonction P(.,B) est continue pour tout B € B, ou si X est une T-chaine,

avec AV (x) <0, Vo € C° alors la chaine X est récurrente.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théoréme 8.4.3]

En pratique, il s’agit de trouver une telle fonction V' dite fonction test ou fonction
de Lyapunov, ainsi qu'un compact C' permettant de conclure. L’existence d’une loi

de probabilité invariante peut étre obtenue a partir du résultat suivant.

Théoréme A.6.3 Sous les hypothése du théoréeme A.6.2 et si

AV (2)< —1, Ve C°

AV (x)< M, Ve e C

ot M est une constante, la chaine (X,) est récurrente positive.

Dans la premiére inégalité, la valeur -1 peut étre remplacée par n’importe quelle
constante strictement négative. Le critére suivant permet d’obtenir ’existence des

moments de la probabilité invariante.

Théoréme A.6.4 Soit (X,,) une chaine de Markov récurrente positive de loi de

probabilité invariante w. Soient V, f et s des fonctions positives telles que

AV (x) < —f(z) + s(x), Vo e X.

Alors /fdw < /sdw.
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[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théoréme 14.3.7]

Si dans ce théoréme, nous choisissons s(z) = bla(x), ou b est une constante

positive et C' € B, on obtient
/fdw < br(C) < +o0.

Théoréme A.6.5 Sous les hypothéses du théoréme A.6.2, si (X,,) est apériodique
et s’il existe une fonction V : X — [1, +oo[, et des constantes § > 0 et b < 400

et un petite set C, on a pour tout v € X

AV (z) < —BV () + ble(), (A4)

alors il existe r > 1 tel que

> r|P = 7llly < +oo (A.5)

n>0

[P"(,.)

ou |||P"—l||v = sgg V(I;WH|V. La chaine est dite V -uniformément ergodique.

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théoréme 16.1.2]

Remarque A.6.1 (i) Sous les hypothése du théoréeme A.6.5, on a /Vdﬂ' < +o00,

donc B[V (X,)] < +o0, en utilisant le théoréeme A.6.4 avec s(x) = blo(x).

(77) Une conséquence immédiate de (A.5) est que

VoeeX, > r||P'z,.) - ()| < RV(x) (A.6)

n>0

pour R finie. La chaine est donc géométriquement ergodique.

Il est parfois utile de disposer de critére ne reposant pas sur les probabilités de

transition en une étape. Le résultat suivant montre comment adapter ce qui précede.
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Théoréme A.6.6 Sous les hypothéses du théoréeme A.6.5, et si on remplace la

condition (A.4) par

BV (X)X, = 2] < (1= B)V(2) + blo(a),

n+m

alors (A.6) est vérifiée. La chaine est ainsi géométriquement ergodique.

Ce résultat peut étre étendu en faisant dépendre de I’état x 'entier m et le réel

[Voir Meyn et Tweedie (1993), Théoréme 19.1.3]



ANNEXE B

Conditions pour ’additivité dénombrable

uniforme

’évaluation des conditions de dérive dans des modeéles spécifiques est devenue
Lun standard méme si elle est parfois fastidieuse (voir par exemple Tanikawa
(1999) et Cline et Pu (1999a, b, c)). Ici, nous fournissons quelques approches indi-
quant comment la condition clé supplémentaire d’additivité dénombrable uniforme
peut étre évaluée; et nous montrons également que la conditions d’additivité dé-
nombrable uniforme est de nature différente des autres conditions sous lesquelles
la condition de dérive a été montrée pour impliquer 'existence d’une distribution

stationnaire.

Example B.0.1 Dans ce premier exemple, nous considérons les conditions de bor-

nitude qui ménent o ['additivité dénombrable uniforme. Supposons qu’il existe une

89
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fonction f: X — R, telle que

sup Pf = Mg < oo, (B.1)
zeK

pour tout compact K. En outre, supposons que les lois de transition sont données
par les densités P(x, A) = [, p(z,y)v(dy), v € X, A € B, ot v est une mesure

quelconque finie sur les ensembles compacts, et aussi pour tout C' compact

Sous (B.1) et (B.2), nous pouvons montrer que la condition d’additivité dénom-
brable uniforme est vérifiée. Pour voir cela, soit K compact et € > 0, et nous choi-

sissons un ensemble compact K1 avec K1 C K tel que f > Mg /e sur K{. Ainsi, de

(B.1),
sup P(z, K7) < e. (B.3)
zeK
De plus, par (B.2),
sup P(z, AN K;) < B, v(AN K7). (B.4)

zeK

Ainsi, pour toute suite d’ensembles A, \, 0, par (B.3) et (B.4),

sup P(z, 4,) < sup [ / ple y)(dy) + Ple, K9)
A,NK1

rzeK reK

< Br,v(Ay N Ky) + sup Pz, Kf) < 2,
zeK

pour n suffisamment grand tel que v(A, N K;) < ¢/Bg,.
Un choix approprié de f dans ce critére pourrait étre fourni par la fonction V

dans le critére de dérive, a condition que V' soit borné sur les ensembles compacts,
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puisque le critére de dérive implique que PV est borné sur les compacts aussi, et

donc (B.1) est satisfait avec f = V.

Ensuite, nous examinons si la condition d’additivité dénombrable uniforme se
chevauche avec la T-chain ou les conditions de continuité de Feller utilisées dans
Tweedie (1988) et ailleurs. Bien que, dans de nombreux cas, ils soient conjointement
satisfaits, il existe des cas simples ou la condition d’additivité dénombrable uniforme

n’est liée & aucune condition de continuité.

Example B.0.2 Nous présentons ici une chaine de Markov sur {0,1/n,n € Z.}
qui est un T'— Chain, et Feller faible, et a une mesure stationnaire, mais ne Sa-
tisfait pas la condition d’additivité dénombrable uniforme. Pour ce faire, prendre
P(1/n,1/(n+1)) =1/2, P(1/n,0) =1/2, n > 1; P(0,0) = 1. C’est une T'—chain
avec T'(x,0) = 1/2, puisque, quand x,, — 0, clairement T(x,, A) — T(0,A). Elle
est Feller faible car si f est continu alors pour de telles suites f(x,) — f(0)
et donc [ P(1/n,dy)f(y) = [f(0) + f(1/(n + 1)]/2 — f(0). Mais si on prend
A, = {1/r,1/(r + 1),1/(r + 2),...} alors A, \, 0, mais pour tout r nous avons
sup,ex Pz, Ar) = 1/2; et donc la condition d’additivité dénombrable uniforme

échoue car X est compact.
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