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Résumé

Cette thèse est dédiée à l�étude de la stabilisation exponentielle de l�équation des ondes avec

des conditions de Ventcel en combinant un terme mémoire localisé dans un domaine 
 et une

dissipation frictionnelle linéaire sur le bord � = @
. Ces dissipations sont assez fortes, via le

processus de transmission
�
uj� = v

�
; pour assurer la stabilité asymptotique de tout le système.

Mots clés : Stabilisation, équation des ondes, amortissement par frottement, viscoélasti-

cité.
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Abstract

This work is devoted to the study of uniform decay of a wave equation with dynamical

boundary conditions, localised memory term and frictional dampings. We prove that a localised

memory term combined with frictional dissipations is strong enough, via transmission process�
uj� = v

�
, to assure the asymptotic stability of the whole system.

Key Words : Stabilisation ; wave equation ; frictional damping ; viscoelasticity.
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Chapitre 1

Introduction Génerale

La Théorie du Contrôle des Equations aux Dérivées Partielles intervient dans di¤érents

contextes et de plusieurs manières. Les problèmes de contrôlabilité, d�observabilité et de stabilité

des équations aux Dérivées Partielles ont fait l�objet, récemment, de nombreux travaux. Dans

cette thèse nous nous sommes intéressés à l�étude de la stabilisation de l�équation des ondes

avec un terme mémoire localisé et une dissipation frictionnelle frontière.

Le problème de contrôlabilité peut se formuler simplement de la manière suivante :

On considère un système d�évolution décrit par les équations aux dérivées partielles et un

intervalle de temps [0; T ]. Peut-on amener les solutions d�un état initial (au temps t = 0) à un

état �nal (au temps t = T ) en agissant par un contrôle approprié appliqué sur le bord où dans

une partie du domaine dans laquelle l�équation évolue.

Il y a eu d�importantes recherches sur le sujet durant ces dernières années. Voir par exemple

J-L. Lions [93, 94] , Lasiecka et Triggiani [76], Fattorini [45], Russell [129] et Zuazua [139, 140].

Dans un cadre fonctionnel approprié, le problème de contrôlabilité consiste à analyser si

l�énergie totale des solutions peut être évalué au moyen de mesures partielles sur un sous-
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ensemble du domaine ou du bord. Pour obtenir des estimations d�observabilité, il existe diverses

méthodes, comme la technique des multiplicateurs [73, 93], l�analyse micro locale [21, 12], les

inégalités de Carleman [17, 46, 49, 85] ou encore les critères fréquentiels [13, 113], les critères

spectraux [102, 121] ou les inégalités d�Ingham [54, 65, 74].

La stabilisation a pour but d�atténuer les vibrations, elle consiste donc a garantir la dé-

croissance de l�énergie des solutions vers 0 de façon plus ou moins rapide par un mécanisme de

dissipation. Plus précisément, le problème de stabilisation auquel nous nous intéressons revient

à déterminer le comportement asymptotique de l�énergie que nous notons par E(t), à étudier sa

limite a�n de déterminer si cette dernière est nulle ou pas, et si cette limite est nulle, à donner

une estimation de la vitesse de décroissance de l�énergie vers zéro.

Il existe plusieurs types de stabilitè que l�on peut étudier. Le premier type consiste à analyser

simplement la décroissance de l�énergie des solutions vers zéro, i.e :

E(t) �! 0; lorsque t �! +1:

C�est ce que l�on appelle la stabilisation forte.

On peut noter des di¤érences entre les problèmes de contrôlabilité et ceux de stabilisation.

D�une part, dans les premièrs cas le temps varie dans un intervalle �ni [0; T ], alors que pour les

problèmes de stabilisation le temps t tend vers l�in�ni.

Malgré cela, les liens entre les problèmes de stabilisation et de contrôlabilité sont étroits et

l�on démontre certaines implications entre ces deux problèmes (voir par exemple [94, 111, 129]).

Pour le second type, on s�intéresse à la décroissance de l�énergie la plus rapide, c�est- a-dire
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lorsque celle-ci tend vers 0 de manière exponentielle, i.e :

E(t) � Ce��t;8t > 0;

où C et � sont des constantes positives avec C qui dépend des données initiales. Quant au

troisième, on étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la décroissance de l�énergie

n�est pas exponentielle, mais du type polynomiale où logarithmique par exemple :

E(t) � C

t�
; 8t > 0;

ou bien

E(t) � C 8

log (1 + t)k
; 8t8 > 0;

où C;C 8, et k sont des constantes positives avec C et C 8 qui dépendent des données initiales.

1.1 Notes historiques

Nous allons rappeler d�une manière brève quelques phases qu�a connues la notion de stabi-

lisation sans vraiment rentrer dans les détails.

1.1.1 Les travaux de C. S. Morawetz

En 1959, en analysant l�expression explicite de la solution obtenue par séparation des va-

riables de l�équation d�ondes dans un domaine non borné de R3, C. Wilcox [136] a réussi à

montrer que l�énergie locale décroît de manière exponentielle quand le temps tend vers l�in�ni.

Avec des hypothèses plus générales que celles de C. Wilcox, en 1961 C. S. Morawetz [115] a
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montré que l�énergie locale décroît inversesement au temps. En combinant leurs méthodes, P

D Lax, C S. Morawetz et R S. Phillips [84] ont prouvé en 1963, que l�énergie locale associée à

la solution de l�équation d�ondes dans un domaine de R3, extérieur à un domaine étoilé décroît

de manière exponentielle quand le temps tend vers l�in�ni.

1.1.2 Les travaux de G. Chen et J. Lagnese

En se basant sur les travaux C. S. Morawetz [115] sur l�équation des ondes dans un domaine

extérieur, D. L. Russell [127] a conjecturé, en 1974 un phénomène analogue pour l�équation des

ondes dans un domaine borné. Le premier résultat positif concernant la conjecture de Russell,

a été obtenu en 1979 par G. Chen [34]. Ensuite, en adaptant la technique des multiplicateurs

utilisée par C. S. Morawetz, W. A. Strauss et J. U. R. Alston, dans les domaines extérieurs, C.

Chen [51] a amélioré les résultat obtenus dans [34]. Voir aussi Lagnese [75].

1.1.3 Les travaux de I. Lasiecka et R. Triggiani

En 1987, utilisant des méthodes di¤érentes de celles de Chen et Lagnese, I. Lasiecka et R.

Triggiani [77] ont pu redémontrer les résultats de Chen et Lagnese pour l�équation des ondes

avec une condition de Dirichlet non homogène sur tout le bord.

1.1.4 Les travaux de V. Komornik et E. Zuazua

En 1987, V. Komornik et E. Zuazua ont allégé la condition aux bords de G. Chen en la

remplaçant par une autre condition, ce qui a permis, en principe de généraliser les résultats de

Chen et Lagnese aux domaines avec bords réguliers et connexes, mais au prix de modi�er la

condition aux limites.
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1.1.5 Les travaux de J. L. Lions

En 1986, Lions a élaboré une méthode générale de stabilisation exponentielle pour tous

les systèmes linéaires réversibles exactement contrôlables. Son procédé repose essentiellement

sur la théorie du contrôle et de la méthode de pénalisation. Mais il ne donne aucune méthode

explicite pour construire l�opérateur d�amortissement (feedback), ni l�estimation sur le taux de

décroissance de l�énergie.

1.2 Problèmes viscoélastiques

1.2.1 Elasticité, viscosité

L�élasticité est la tendance d�un matériau solide à retrouver sa forme d�origine après avoir

été déformée. La déformation élastique est une déformation réversible. Un matériau solide se

déforme lorsque des forces lui sont appliquées.

Un matériau élastique retrouve sa forme et sa taille initiale quand ces forces ne s�éxercent

plus. Les raisons physiques du comportement élastique peuvent être quelque peu di¤érentes d�un

matériau à un autre. Pour les métaux, les treillis atomiques changent de taille et de forme quand

des forces leur sont appliquées (ajout d�énergie au systéme). Quand les forces sont supprimées,

le système revient à son état original où l�énergie est la plus faible. Pour le caoutchouc et

d�autres polymères, l�élasticité est due à l�extension des chaines de polymère, lorsque les forces

sont appliquées. L�élasticité linéaire concerne les petites déformations proportionnelles à la

sollicitation.

Dans cette gamme, l�allongement est proportionnel à la force dans le cas d�un étirement, se-

lon le module de Young, et l�angle est proportionnel au couple dans le cas d�une torsion. D�autre
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part, la viscosité est une propriété interne d�un �uide qui o¤re une résistance à l�écoulement.

Un liquide visqueux n�a pas de forme dé�nie, il s�écoule de manière irréversible sous l�action de

forces externes. Cependant, il existe des matériaux dont les propriétés sont intermédiaires entre

l�élasticité et la viscosité.

1.2.2 Matériau viscoélastique

En rhéologie, le comportement d�un matériau viscoélastique linéaire est intermédiaire entre

celui d�un solide élastique idéal symbolisé par un ressort de module E (ouG) et celui d�un liquide

visqueux newtonien symbolisé par un amortisseur de viscosité �. L�élasticité d�un matériau

traduit sa capacité à conserver et restituer de l�énergie après déformation.

La viscosité d�un matériau traduit sa capacité à dissiper de l�énergie. Les polymères, et la

plupart des matériaux ont un comportement viscoélastique. La partie viscoélastique provoque

une décroissance de l�énergie associée. La partie élastique donne une équation conservatrice

par contre la partie viscoélastique produit un mécanisme de dissipation qui agit sur une partie

du domaine pour donner une décroissance de l�ènergie associée à la solution pour ramener le

système à l�état d�équilibre.

Il est bien connu que les matériaux viscoélastiques dont une partie de l�ènergie stockèe dans

le système est récupéré lors de la suppression de la charge, et l�autre partie se dissipe sous forme

de chaleur.

Du point de vue mathématique, ces e¤ets d�amortissement sont modélisés par des opérateurs

intégro-di¤érentiels, par exemple

tZ
0

h (t� s)� (s) ds ; où h représente le noyau dans l�expression

du terme mémoire, le terme intégral exprime le fait que les contraintes dépendent à tout moment,

non seulement de la valeur instantanée, mais de toute l�histoire passée des contraintes que le
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matériau a subi.

1.2.3 Stabilisation de quelques problèmes viscoélastiques

Appleby J. A. D et al. [5] ont étudié l�équation intégro-di¤érentielle linéaire

utt (t) +Au(t) +

tZ
�1

k (t� s)Au(s) = 0 t > 0;

où le symbole 0 désigne la dérivée partielle par rapport au temps ( @:@t), et A est un opérateur

positif sur un espace de Hilbert X, avec domaine dense D(A), ils ont établi des résultats concer-

nant la décroissance exponentielle des solutions fortes dans un espace de Hilbert. Vittorino Pata

[118] a etudié les propriétés de décroissance du semi-groupe engendré par une équation intégro-

di¤érentielle linéaire dans un espace de Hilbert, qui est une version abstraite de l�équation

utt (t) +Au(t) +

1Z
0

� (t� s)�u(s) = 0 t > 0;

décrivant la dynamique des corps viscoélastiques linéaires et il a établi les conditions nécessaires

pour avoir la stabilité exponentielle.

Pour le cas de l�histoire Cavalcanti et al. [29] ont etudié le problème viscoélastique suivant :

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

utt (t)��u+
1Z
0

g (t� s)�u(s) = 0; dans 
� (0;1);

u = 0; sur �0 � (0;1);

@u

@�
� g � @u

@�
(t) + h(ut) = 0; sur �1 � (0;1);

u(0; x) = u0(x); u
8(0; x) = u1(x); dans 
;

(1.1)
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où, 
 est un domaine borné dans Rn avec une frontière régulière @
 = �0 [ �1 où �0;�1

sont des sous ensembles fermés et disjoints, avec mesure (�0) > 0 et � représente le vecteur

normal unitaire extérieur à @
 ; g et h sont des fonctions spéci�ques. Ils ont montré un résultat

d�existence globale pour les solutions fortes et faibles. De même, des résultats sur le taux de la

décroissance uniforme ont été prouvés avec des hypothèses assez restrictives sur l�amortissement

(feedback ) h(ut) et le noyau g.

En e¤et, la fonction g devait se comporter exactement comme e�mt; m > 0, et la fonction

h avait un comportement polynomial au voisinage de zéro. Cavalcanti et al. [28] ont considéré

(1:1) sans imposer des hypothèses de croissance sur h et sous des conditions plus faibles sur

g. Ils ont amélioré le résultat obtenu dans l�article [29] et ils ont assuré la stabilité uniforme.

En particulier, ils ont obtenu des taux de décroissance explicites pour des cas spéciaux. Ce

résultat a été récemment amélioré par Messaoudi et Mustapha [107]. Voir aussi [44] dans lequel

les Auteurs ont considéré :

utt (t)��u+
1Z
0

g (t� �)�u(�)d� + u8 = 0; dans 
� (0;1);

et ils ont montré que la décroissance exponentielle de la fonction de relaxation est une condi-

tion nécessaire pour avoir la décroissance exponentielle de l�énergie de la solution. La présence

du terme mémoire peut empêcher la décroissance exponentielle. Ils ont également obtenu un

résultat similaire pour le cas de la décroissance polynomiale. Cavalcanti et al. [30], ont considéré

utt (t)� k0�u+
1Z
0

g (t� �)�u(�)d� + a(x)u8 + juj u = 0; dans 
� (0;1);
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où, a : 
 �! R+ est une fonction qui peut s�annuler sur une partie de 
. Sous certaines

restrictions géométrique sur w et pour

a(x) � a0 > 0; 8x 2 w; w � 


��1g(t) � g0(t) � ��2g(t); t � 0:

Les Auteurs ont établi un taux de décroissance exponentielle. Berrimi et Messaoudi [10] ont

amélioré le résultat de Cavalcanti en introduisant une di¤érente fonctionnelle qui leur ont permis

d�a¤aiblir les conditions à la fois sur a et sur g. Par ailleurs, Berrimi et al. [9] ont considéré

utt (t)��u+
1Z
0

g (t� �)�u(�)d� = jujp�2 u; dans 
� (0;1);

dans un domaine borné et p > 2. Ils ont établi l�existence locale, et ils ont montré, sous des

conditions plus faibles que celles exigées par [30], que la solution locale est globale et décroît

uniformément si les données initiales sont assez petites. Cavalcanti et Oquendo [31] ont considéré

utt (t)��u+
1Z
0

g (t� s) div [a(x)g (t� s)ru(s)ds] + b(x)h (ut) + f (u) = 0; dans 
� R+;

où, 
�R+ est un domaine borné de Rn(n � 1) et b : 
 �! R+ une fonction qui peut être nulle

sur une partie du domaine. Sous les conditions b(x) � b0 > 0 sur ! � 
 et ! véri�ant certaines

restrictions géométriques, a(x) + b(x) � p > 0, pour tout x 2 
, et g véri�ant

��1g(t) � g0(t) � ��2g(t); t � 0:

Ils ont amélioré le résultat obtenu par M.M. Cavalcanti et al. [30] en obtenant la stabilite expo-
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nentielle dans le cas où g décroît exponentiellement avec h linéaire et la stabilité polynomiale

dans le cas où g décroît polynomialement et h non linéaire.

Pour les équations viscoélastiques quasilinéaires, Cavalcanti et al. [27] ont étudié l�équation

suivante :

jutjp utt ��u��utt +
1Z
0

g (t� s)�u(s)ds� �u8 = 0 p > 0;

ils ont démontré l�existence globale pour  � 0 et la décroissance exponentielle pour  > 0:

De même, Messaoudi et Tatar [108], [109] ont prouvé, pour  = 0; la décroissance exponen-

tielle avec ou sans terme source.

Les problèmes de stabilisation par des termes mémoires dans 
 et d�autres dissipations sur

une partie du bord � ont été étudiés par Cavalcanti et al. [27]. Aassila, Cavalcanti et Soriano [1]

ont étudié la stabilisation de l�équation des ondes avec des termes mémoires et une dissipation

frictionnelle non linéaire sur le bord.

La plupart des modèles constitutifs des matériaux viscoélastiques conduisent à des équations

de mouvement, ayant la forme d�une E. D.P linéaire hyperbolique, perturbée par un terme

intégral dissipatif de type Volterra et ayant un noyau de convolution non négatif, décroissant,

voir par exemple, e.g., [37], [38].

Pour plus de détails concernant les phénomènes physiques qui sont modélisés par les équa-

tions di¤érentielles avec des termes mémoires, voir [43]. L�existence et l�unicité des solutions ont

été étudiées par J. Pruss [120]. P. Cannarsa et D. Sforza [15] ont étudié la stabilité de l�équation

intégro-di¤érentielle non linéaire suivante :

utt (t) + F (u(t)) +Au (t)�
tZ
0

Bg (t� s)Au(s)ds = f (t) ; t � 0; (1.2)
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où, A est un opérateur positif sur un espace de Hilbert X ayant un domaine dense D(A); F est

une fonctionnelle dé�nie sur D(A�); 0 � � � 1
2 : Dans ce cas, le noyau n�est pas supposé être

absolument continue mais juste intégrable. Les auteurs ont supposé que k(t) :=

tZ
0

B (s) ds est un

noyau de type positif véri�ant k(0) < 1. Ils ont montré que la solution décroît exponentiellement

à l�in�ni.

Il est important de mentionner que P. Cannarsa et D.Sforza [14], ont etudié l�équation

intégro-di¤érentielle semilinéaire suivante :

utt (t) +Au (t)�
tZ
0

g (t� s)Au(s)ds = rF (u(t)) ; t 2 (0;1) ; (1.3)

où, A vérifrie les mêmes hypothèses que celle du problème (1:2), rF représente le gradient de

la di¤érentiabilité au sens de Gateaux de la fonctionnelle F : D(A
1
2 ) �! R, et g est un noyau

qui décroît exponentiellement à l�in�ni et possédant des primitives fortement dé�nies positives.

Ils ont obtenu la stabilisation exponentielle des solutions faibles.

F. Alabau-Boussouira, P. Cannarsa et D. Sforza [4] ont prouvé les décroissances exponen-

tielles et polynomiales de l�énergie pour le problème (1:3) en supposant sur g des hypothèses

moins fortes: Ils ont supposé que g : [0;1) �! [0;1) est une fonction localement absolument

continue véri�ant, pour p 2 (2;1];

g(0) > 0;

1Z
0

g(t)dt < 1; g0(t) � �kg(t)1+
1
p

Les résultats de décroissance de l�énergie à l�in�ni de toute solution mild du probléme (1:3),

avec des données initiales su�samment petites, sont obtenus avec le même taux de décroissance
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que g (exponentielle ou polynomiale).

1.3 Problèmes de Ventcel

Les problèmes de Ventcel sont caractérisés par la présence d�opérateurs di¤érentiels tan-

gentiels du même ordre que l�opérateur principal. Ils interviennent dans la modélisation des

phénomènes mécaniques comme l�élasticité [87, 88] où physique comme processus de di¤usion

[86, 130] ou la propagation d�onde [7]. Les conditions de Ventcel sont obtenues par des méthodes

asymptotiques à partir de problèmes de transmission. La condition

@�u���u = g sur �1;

pour l�équation

ut ��u = 0 dans 
;

a été introduite par Ventcel pour des processus de di¤usion [135]. Elle fait intervenir des dérivées

tangentielles d�ordre deux. Elle modélise l�échange thermique du corps avec le milieu ambiant

en présence d�une pellicule qui est une très bonne conductrice sur la surface du corps.

L�équation des ondes avec des conditions aux limites (de type Ventcel) est utilisée dans un

large champ d�applications, voir [110]. Pour l�étude de la stabiisation de l�équation des ondes

avec des conditions aux limites de type Cauchy-Ventcel, voir [89].

L�équation des ondes avec des conditions aux limites de type Ventcel a été étudiée par

Khemmoudj et Medjden [70]. Dans cet article, les Auteurs prouvent la stabilité exponentielle en

considérant le feedback linéaire a(x)ut;1 agissant dans la première équation et b(x)ut;2 agissant
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dans la seconde équation, suivant les techniques développées par Zuazua [139]. Les résultats

précédents, ont été généralisés dans [20], en considérant des opérateurs linéaires A et AT qui

dépendent de la variables spatiale x, au lieu de �� et ���, respectivement.

D�autre part les Auteurs ont utilisé des dissipations non linéaires a(x)g (ut;1) et b(x)g (ut;2)

agissant respectivement dans la première et la seconde équation. Ces résultats ont été obtenus en

combinant de nouvelles estimations de l�énergie avec des méthodes de géométrie Riemannienne,

introduites par Lasiecka, Triggiani and Yao [80]. Marcelo M. Cavalcanti et al. [32] ont étudié

la stabilisation de l�équation d�onde avec des conditions aux limites de type Cauchy-Ventcel :

8>>>>>><>>>>>>:

utt ��u+ a(x)g (ut) = 0 dans 
� ]0;1[

@�u���u = 0 sur �1 � ]0;1[

u = 0 sur �0 � ]0;1[

où 
 est un ouvert borné de Rn; n � 2, avec une frontière régulière � := @
. Soient �0 et �1

les sous ensembles fermés, non vides et disjoints de �, tels que � = �0[ �1.

Ce modèle décrit les vibrations d�un corps avec une couche mince d�une grande rigidité sur

sa frontiére. Un tel système a été d�abord étudié par Lemrabet [86, 87], puis par Lemrabet et

Teniou [90].

Nous considérons l�équation des ondes à travers un domaine 
 borné dans Rn (n � 2) ayant

une frontière � = @
 de la classe C3. Soient �0 et �1 des ouverts, non vide et sous-ensembles

disjoints de � avec � = �0 [ �1. Nous dénotons par rT le gradient-tangentiel sur �, par ��

l�opérateur laplacien sur � et par @� la dérivée normale où � représente vecteur normal unitaire

extérieur pour �. Ce travail est consacré à l�étude de la stabilisation uniforme des solutions de

problème de ventcel suivant :
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

utt (t)��u (t) = 0; sur 
� ]0;1[ ;

vtt (t) +
@u

@�
(t)��T v (t) = 0; dans �1 = �1 � ]0;1[ ;

uj�1 = v; dans �1 = �1 � ]0;1[ ;

u = 0; dans �0 = �0 � ]0;1[ ;

u (0; x) = u0 (x) ut (0; x) = u1 (x) ; sur 
� R;

v (0; x) = v0 (x) vt (0; x) = v1 (x) ; dans � � R .

(1.4)

Ce problème a été étudié par (Lemrabet, 1987) et par la suite par (Lemrabet et Teniou,1992).

Le modèle décrit un corps vibrant avec une couche mince de forte rigidité de sa frontière.

(Lemrabet etTeniou,1992) ont prouvé des résultats d�existence et de régularité pour le cas

linéaire. Récemment, le problème ci-dessus a été étudié par (Khemmoudj et Medjden, 2004).

Dans ce travail, les Auteurs ont prouvé une stabilité exponentielle en considérant une rétroaction

linéaire localisée a(x)ut agissant dans la première équation, suivant les idées d�abord introduites

par (Zuazua, 1990) combinées avec de nouveaux outils. Plus récemment, les résultats précédents

mentionnés ci-dessus ont été prolongés par (Cavalcanti, Khemmoudj et Medjden, 2007) en

considérant le problème suivant :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

utt (t)�Au (t) + a (x) g1 (ut (t)) = 0; sur 
� R+;

vtt (t) +
@u

@�A
(t)�AT v (t) + g2 (vt (t)) = 0; dans �1 � R+;

u = v; dans �1 � R+;

u = 0; dans �0 � R+;

u (0; x) = u0 (x) ut (0; x) = u1 (x) ; sur 
� R;

v (0; x) = v0 (x) vt (0; x) = v1 (x) ; dans � � R;

(1.5)
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où a 2 L1(
); a(x) � a0 > 0; presque partout sur ! et ! � 
 est un sous-ensemble ouvert et

non vide de 
 ; a0 est une constante et

Au = �div (A(x):ru) ;

ATu = �div0T (AT (x):ru) [x1; :::::::::::; xn] ;

(1.6)

A = (ai;j) est une fonction matricielle, ai;j = aj;i sont des fonctions C1 dans Rn; @u
@�A

=
nX

i;j=1

aj;i
@u
@xj

�i est le vecteur normal unitaire extérieur de � pointant vers l�extérieur de 
, et

�A = A:�, ils supposaient que les opérateurs di¤érentiels de second ordre A et AT satisfont

certaines conditions d�ellipticité uniforme, et la stabilisation uniforme a été obtenue en utilisant

la géométrie Riemannienne. Cela a été fait en combinant de nouvelles estimations de l�énergie

combinée avec des méthodes géométriques Riemannienne de Lasiecka, Triggianai et Yao ; voir,

par exemple, (Yao, 1999, Lasciecka, Triggiani et Yao, 1997). Il convient de mentionner d�autres

documents en rapport avec ce sujet, comme, par exemple, (Li et Xiao, 2016), (Bey, Heminna, et

Lohéac, 2003), (Haminna, 2000,2001), (Khemmoudj et Seghour, 2015), et les références qui s�y

trouvent. D�autre part très récemment, (Cavalcanti, Lasiecka et Toundykov, 2012a) ont étudié

8>>>>>><>>>>>>:

utt (t)�Au (t) + a (x) g1 (ut (t)) = 0; sur 
� R+;

@u

@�A
(t)�AT v (t) + g2 (vt (t)) = 0; dans � � R+;

u (0; x) = u0 (x) ut (0; x) = u1 (x) ; x 2 
:

(1.7)

Ici 
 désigne un domaine de classe C2 borné dans R3 avec une frontière � ; �T est le Laplacien

Opérateur Beltrami sur �. La fonction g est en continue monotone, g(0) = 0, et a(x) 2 L1

(
) est une fonction non négative limitant l�e¤et de g à un sous-ensemble du domaine, et les
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Auteurs ont trouvé un problème dans un sous-ensemble de limite statique de Ventcel parce que

la condition uniforme de Lopatinskii n�est pas satisfaite par un tel système. Dans le cas de la

limite de Ventcel, la situation est plus di¢ cile, l�énergie "naturelle" inclut la norme de Sobolev

H1 de la solution sur la frontière pour monter la présence de l�opérateur de la frontière Neumann,

mais aussi d�établir une estimation de coercivité de type inverse sur la norme de trace H1 de

la solution. Un cas plus général du problème ci-dessus a été étudié par les mêmes Auteurs dans

(Cavalcanti, Lasiecka et Toundykov, 2012b), en utilisant la théorie des semi-groupes. En outre,

nous aimerions mentionner le travail de (Cavalcanti et Oquendo, 2003), pour le cas de l�équation

d�onde, qui a montré la décroissance exponentielle et polynomiale pour l�équation d�onde non

linéaire partiellement viscoélastique soumise à une dissipation frictionnelle non linéaire localisée

donné par :

utt (t)� k0�u (t) +
tZ
0

div [a (x) g (t� s)ru (s)] ds+ f(u) + b(x)h(ut) = 0; 
� R+;

où a; b sont des fonctions non négatives, a 2 C1(
), b 2 L1(
) sous la condition

a(x) + b(x) � � > 0; 8x 2 
: (1.8)

Nous remarquons que l�hypothèse (1:11) nous donne pulsieurs possibilités pour choisir les fonc-

tions a(x) et b(x). Nous rappelons également la contribution de Graber et al. in (Graber et

Lasiecka, 2013), dans lesquels les Auteurs ont considéré les équations d�onde fortement amortie

avec des conditions aux limites dynamiques hyperboliques

utt (t)� c�ut +�u = 0 sur 
� R+ (1.9)
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utt +
@

@�
(u+ cut)��T (c�ut + u) = 0 dans �1 � ]0; T [ ; (1.10)

u = 0; �0 � ]0; T [ ; (1.11)

u (0; x) = u0 (x) ut (0; x) = u1 (x) sur 
; (1.12)

sur un domaine borné 
 avec une frontière � = �1 [ �0. Ils ont montré que le système génère

un semigroupe fortement continu T (t) qui est analytique pour � > 0 et de classe Gevrey pour

� = 0. Dans les deux cas, le �ux présente un e¤et régularisant les données. En particulier, ils ont

prouvé que le lissage temporel quantitatif est estimé de la façon suivante : k(d=dt)T (t)k � jtj�1

pour � > 0 et k(d=dt)T (t)k � jtj�2 pour � = 0. De plus, quand � = 0, ils ont prouvé un

résultat nouveau qui montre que ces estimations restent encore véri�ées pour des perturbations

relativement limitées. Récemment, dans (Fourrier et Lasciecka, 2013), les Auteurs ont analysé

l�équation d�onde suivante avec un fort amortissement et les conditions aux limites dynamiques

utt (t)� k
�ut ��u = 0 sur 
� R+ (1.13)

utt +
@

@�
(u+ cut)� k��T (�ut + u) = 0 dans �1 � ]0; T [ ; (1.14)

u = 0; �0 � ]0; T [ ; (1.15)

u (0; x) = u0 (x) ut (0; x) = u1 (x) sur 
; (1.16)

sous la condition
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max fk
; k��g > 0: (1.17)

Ils ont présenté une analyse de la régularité et de la stabilité des solutions correspondant à

l�équation d�onde avec des conditions aux limites dynamiques. Il a été connu depuis le travail de

pionnier par (Littma et Markus, 1988a, 1988b) et (Littman et Liu, 1999) l�ajout de la dynamique

à la limite peut changer radicalement les propriétés de régularité et de stabilité du système

sous-jacent. Les Auteurs ont étudié ces propriétés dans le contexte de l�équation des ondes avec

l�amortissement a¤ectant soit la dynamique intérieure ou la dynamique des limites ou les deux.

Cela conduit à une considération d�une équation d�onde agissant sur un domaine délimité de

3-d couplé avec un autre second ordre dynamique agissant sur la frontière. L�équation d�onde

est équipée d�un amortissement viscoélastique, avec des conditions aux limites de Dirichlet

sur une partie du domaine et les conditions aux limites dynamiques. Ce sont des conditions

générales de type Ventcel qui décrivent l�équation d�onde oscillant sur une variétée tangente

d�une dimension inférieure. Les Auteurs ont examiné la régularité et les propriétés de stabilité

du système résultant en tant que fonction de la force et l�emplacement de la dissipation. Les

résultats obtenus analytiquement ont été illustrés des applications numériques. Les Auteurs

ont montré l�impact de divers types de dissipation sur le spectre du générateur ainsi que le

comportement dynamique de la solution sur un domaine rectangulaire.

Nous savons que le problème de Ventcel avec un amortissement frictionnel li-

néaire n�est pas exponentiellement stable. Alors, la question qui se pose est : Serait-

il possible de stabiliser le système en considérant un terme mémoire localisé agis-

sant dans la première équation combinée avec un amortissement frictionnel agissant
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dans la deuxième équation ?

Le but principal de ce travail est précisément de donner une réponse à cette question. C�est-

à-dire prouver qu�un terme mémoire combiné avec une dissipation frictionnelle sont assez forts,

via le processus de transmission
�
uj� = v

�
, pour assurer la stabilité asymptotique de tout le

système.

Ce manuscript comporte quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, nous rappelons l�importance des matériaux viscoélastiques et

les problèmes de Ventcel, en citant certaines littératures liées à notre problème.

Le deuxième chapitre est présenté sous forme d�un rappel des notions et dé�nitions de

l�analyse fonctionnelle nécessaire pour notre travail.

Dans le troixième chapitre, nous démontrons l�existence et l�unicité de la solution du

problème en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

Le quatrième chapitre est consacré à l�étude du comportement asymptotique du problème

sous certaines hypothèses sur le noyau h:

Finallement nous donnerons une conclusion et quelques perspectives.
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Chapitre 2

Rappels et dé�nitions

2.1 Introduction

Dans cette partie, nous avons regroupé les notions essentielles d�analyse fonctionnelle né-

cessaire à la compréhension des énoncés et démonstrations des problèmes qui forment le thème

de ce mémoire, de même que les résultats fondamentaux, qui concernent la topologie faible, les

espaces Lp (
), les espaces de Sobolev, les applications de dualité et d�autres théorèmes clas-

siques. Ces notions et ces résultats représentent un outil important pour l�étude des problèmes

hyperboliques.

2.2 Topologie faible �(X;X
0
)

Soit X un espace de Banach et soit f 2 X
0
(X

0
l�espace dual de X). On désigne par 'f :

X ! R l�application dé�nie par 'f (x) = hf; xi : Lorsque f parcourt X
0
on obtient une famille�

'f
�
f2X0 d�applications de X dans R.
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Dé�nition 2.1 La topologie faible �(X;X
0
) sur X est la topologie la moins �ne sur X rendant

continues toutes les applications
�
'f
�
f2X0 . Pour dé�nir cette topologie d�une façon plus precise

il su¢ t de dé�nir une base de voisinages pour tout élément x 2 X comme suit : Etant donné un

point x 2 X on obtient une base de voisinages de x pour la topologie �(X;X
0
) en considérant

les ensembles de la forme \'f
finie

�1 (Vf ) ; où Vf est un voisinage de 'f (x) dans R. (i. e. Vf =

]a� "; a+ "[ avec a = hf; xi):

Dé�nition 2.2 On dit qu�une suite (un)n2N de vecteurs d�un espace de Hilbert X converge

faiblement vers u 2 X, et on note un * u, si

lim
n!1

hv; uni = hv; ui pour tout v 2 X:

Remarque 2.1 a)- La limite faible quand elle existe est unique car si hu1; vi = hu2; vi pour

tout v 2 X, on a pour v = u1 � u2

ku1 � u2k2 = hu1 � u2; u1 � u2i = 0;

donc u1 = u2: (On peut prendre v 2 X; car X est un espace de Hilbert, donc X = X
0
(théorème

de Riesz)).

b)- Si la suite (un)n2N converge vers u 2 X pour la norme k:k ( on dit alors qu�elle converge

fortement vers u) alors un * u. En e¤et, on a

jhun � u; vij � kun � uk kvk :

Ce qui implique que 8x 2 X; hun � u; vi ! 0 quand, n ! 1: c)- Si X est de dimension �nie
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alors la convergence faible implique la convergence forte. Il su¢ t de considèrer la base e1; :::; en

et d�observer que hu; eii = ui pour u 2 X ce qui montre que la convergence faible équivaut alors

à la convergence composante par composante, c�est à dire à la convergence forte.

Proposition 2.1 Soient X et Z des espaces de Hilbert, (un)n2N � X une suite qui converge

faiblement vers u et A 2 L(X;Z) (opérateur linéaire continu de X dans Z ). Alors la suite

(A(un)) n2N converge faiblement vers A(u):

Théorème 2.1 ( [40]; théorème 1.6) Soit X un espace normé, et soit X
0
= L(X;R) son

dual topologique. Alors la topologie étoile faible sur X
0
notée �

�
X

0
; X
�
est la topologie initiale

associée au système (R; �;  u)u2X où � désigne la topologie usuelle de R et  u : X
0 ! R est

dé�nie par  u (l) = l (u). C�est donc la moins �ne des topologies sur X rendant continues toutes

les fonctionnelles  u; u 2 X:

Proposition 2.2 ( [36]). Soit (fn)n2N une suite de X
0
: On a :

1/ fn ! f (faible étoile ) () (hfn; xi ! hf; xi ; 8 x 2 X) :

2/ Si fn ! f pour �(X
0
; X) et si xn ! x fortement dans X; hfn; xni ! hf; xi :

Remarque 2.2 ( [66] p 193). L�espace X
0
des fonctionnelles linéaires sur un espace X admet

deux interprétations : ou bien il est considéré comme le dual de l�espace initial X, ou bien X 0

est considéré comme espace de base et alors on lui associe son dual X
00
: Cela signi�e que nous

pouvons introduire sur X
0
la topologie faible de deux manières di¤érentes : ou bien comme dans

l�espace des fonctionnelles, en dé�nissant les voisinages dans X
0
à l�aide des sous-ensembles

�nis de X (topologie faible étoile), ou bien comme dans l�espace de base, à laide de l�espace dual

X
00
: Dans le cas d�un espace ré�exif cela revient, bien sûr, au même. Si, par contre, l�espace

28



X n�est pas ré�exif, ce sont deux topologies di¤érentes sur X
0
: Il est évident que la topologie

faible étoile de l�espace X
0
est moins �ne que la topologie faible de X (c�est -à-dire la topologie

faible contient au moins autant d�ensembles ouverts que ceux de la topologie faible étoile). Etant

donné un espace normé X, son dual topologique X
0
est muni d�une structure d�espace normé en

posant klk� = supkuk�1 jl (u)j. La boule unité de X
0
(ainsi que toutes les boules fermées) possède

alors une propriété remarquable, comme le montre le théorème suivant.

Théorème 2.2 ([40]; Théorème 1.14). Soit X un espace normé, alors la boule unité

B� =
n
l 2 X 0

: klk� � 1
o

de X
0
est �

�
X

0
; X
�
� compacte.

2.3 Espaces fonctionnels

2.3.1 Espaces Lp (
)

On donne ici quelques dé�nitions et propriétés élémentaires.

Dé�nition 2.3 Soit p 2 R avec 1 � p < 1 et 
 un ensemble mesurable de Rn au sens de

Lebesgue, on dé�nit

Lp (
) =

�
(classe de fonctions) f : 
! R : f mesurable et

Z


jf (x)jp dx <1

�
:

On note

kfkp =
�Z


jf (x)jp dx

�1=p
:
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Si p =1

L1 (
) =

8>><>>:
f : 
! R, f mesurable et il existe une constante C

telle que jf (x)j � C; p. p sur 


9>>=>>; :

On note

kfk1 = Inf fC; jf (x)j � C p. p. sur 
g :

Notation : Soit 1 � p � 1 ; on désigne par p
0
l�exposant conjugué de p i.e.

1

p
+
1

p0
= 1:

Théorème 2.3 ( [36]) (Inégalité de Hölder). Soient f 2 Lp (
) et g 2 Lp
0
(
) avec 1 � p � 1

, alors fg 2 L1 (
) et Z


jfgj � kfkp kgkp0 :

Il convient de retenir une conséquence très utile de l�inégalité de Hölder.

Théorème 2.4 (Inégalité de Hölder généralisée). Soient f1; f2; ::; fk des fonctions telles que

fi 2 Lpi (
) ; 1 � i � k avec

1

p
=
1

p1
+
1

p2
+ ::+

1

pk
� 1:

Alors le produit f = f1f2:::fk appartient à Lp (
) et

kfkp � kf1kp1 ::: kfkkpk :

Théorème 2.5 Lp (
) est re�exif pour 1 < p <1; (voir [2]).
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Lemme 2.1 (de Gronwall) ( [42]; tome 8 p 672 ).

Soient � 2 L1 (0; T ), telle que � (t) � 0; p.p.t 2 [0; T ] et  2 L1 (0; T ), telle que  (t) � 0;

p.p. t 2 [0; T ] : de plus on suppose que

� (t) �
Z t

0
 (s)� (s) ds+ C; p.p. t 2 [0; T ] pour que (C= constante).

Alors

� (t) � C exp

�Z t

0
 (s) ds

�
; p.p. t 2 [0; T ] :

On désigne par hf; gi le produit scalaire dans L2 (
) ; i.e.

hf; gi =
Z


f (x) g (x) dx;

et également le produit de dualité entre f 2 D0
(
) (espace des distributions sur 
); et g 2 D (
)

(espace des fonctions C1 sur 
 et à support compact dans 
):

2.3.2 Notions de base sur les distributions

On appelle support d�une fonction ' : 
! R le plus petit fermé K' � 
 en dehors duquel

la fonction ' est nulle presque partout. Une fonction ' : 
! R est dite à support compact dans


 si son support est un compact contenu dans 
. On notera par D(
) l�espace des fonctions

' dé�nies et indé�niment dérivables sur 
 et à support compact contenu dans 
. On désigne

par D(
) l�espace des restrictions à 
 des fonctions de D(Rn): La longueur d�un multi-indice

� = (�1; :::; �i; :::�n) 2 Nn est l�entier noté j�j et dé�ni par : j�j = �1+:::+�i+:::+�n. Pour tout

multi-indice � = (�1; :::; �i; :::�n) 2 Nn, on dé�nit l�opérateur de dérivation @� : D(
)! D(
)
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par :

'! @�' =

�
@�1

@x�11

�
:::

�
@�i

@x�ii

�
:::

�
@�n

@x�nn

�
(') =

@j�j'

@x�11 :::@x
�i
i :::@x

�n
n

(2.1)

Proposition 2.3 8p � 1; l�ensemble D(
) est dense dans Lp(
):

Preuve. Voir Vo-KHAC KHOAN [60]

Dé�nition 2.4 (Convergence dans D(
)) : On dit qu�une suite f'n; n 2 Ng � D(
) converge

vers une fonction ' 2 D(
) s�il existe un compact K contenu dans 
 tel que :

i) supp('n) � K; 8n 2 N

ii) @�('n) converge uniformément vers @�'; 8� = (�1; :::; �i; :::�n) 2 Nn

Dé�nition 2.5 (Espace des distributions D0(
)) : On appelle espace des distributions sur


, l�ensemble D0(
) des applications linéaires T : D(
) ! R telles que pour toute suite�
'j ; j 2 N

	
� D(
), on a :

('j)j2N �! ' dans D(
) =) T ('j)! T (') dans R:

On notera hT; 'i = T (') la dualité entre D0(
) et D(
). On dira que deux distributions T1 et

T2 sur 
 sont égales si elles le sont en tant qu�applications de D(
) dans R :

hT1; 'i = hT2; 'i ; 8' 2 D(
):

Remarque 2.3 Les distributions généralisent la notion de fonction puisque à toute classe de

fonctions ef 2 L2(
) on peut associer de façon canonique et biunivoque une distribution notée
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T ef et dé�nie par :

hTef ; 'iD0(
);D(
) = hTf ; 'iL2(
) = Z



f(x)'(x)dx 8' 2 D(
) et 8f = ef p:p sur 
:

On dira qu�une distribution T 2 D0(
) appartient à L2(
) s�il existe une classe de fonctions

ef 2 L2(
) telle que :
hT; 'iD0(
);D(
) =

Z



f(x)'(x)dx; 8' 2 D(
):

Dé�nition 2.6 (Convergence dans D0(
)) : On dit qu�une suite de distributions fTn; n 2 Ng �

D0(
) converge vers T dans D0(
) si :

8' 2 D(
) : lim
n!1

jhTn; 'i � hT; 'ij = 0:

Remarque 2.4 On peut identi�er L2(
) à son dual et comme D(
) est dense dans L2(
), on

a les inclusions suivantes :

D(
) � L2(
) = (L2(
))0 � D0(
):

Dé�nition 2.7 (Dérivation dans D0(
)) : Pour toute distribution T 2 D0(
); on dé�nit pour

tout indice i 2 f1; :::; ng l�opérateur de dérivation @
@xi

: D0(
)! D0(
) par :

8' 2 D(
);
�
@T

@xi
; '

�
= (�1)

�
T;

@'

@xi

�

Et en général, pour tout multi-indice � = (�1; :::; �n) 2 Nn, on dé�nit l�opérateur de dérivation
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@� : D0(
)! D0(
) par : ' 7�! h@�T; 'i = (�1)j�j hT; @�'i 8' 2 D(
) i.e :

h@�T; 'i = (�1)j�j
*
T;

@j�j'

@x�11 :::@x
�i
i :::@x

�n
n

+
8' 2 D(
):

Dé�nition 2.8 (Continuité dans D0(
)) : On dit qu�une application linéiaire A : D0(
) !

D0(
) est continue si pour toute suite de distributions fTn; n 2 Ng � D0(
) l�implication sui-

vante est véri�ée :

Tn converge dans D0(
) vers T ce qui implique A(Tn) converge dans D0(
) vers A(T ):

Proposition 2.4 Pour toute distribution T 2 D0(
) et pour tout multi-indice � = (�1; :::; �n) 2

Nn, l�opérateur de dérivation @� : D0(
) �! D0(
) est continu au sens de la dé�nition précé-

dente et on a

@�T 2 D0(
); 8T 2 D0(
):

Preuve. Voir [60] page 183

Dé�nition 2.9 (Espace S(Rn)) S (Rn) est l�espace des fonctions indé�niment di¤érentiables

sur Rn à décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées). Pour tout multi-indice � =

(�1; :::; �n) 2 Nn et pour tout x 2 Rn, on pose : x� = (x�11 ; :::x
�j
j ; :::x

�n
n ), et on dé�nit S(Rn)

par :

S(Rn) =
n
u 2 C1(Rn;C) telle que : x�D�u 2 L2(Rn)

o
; 8(�; �) 2 Nn � Nn:

On dira qu�une suite f'm; m 2 Ng � S(Rn) converge vers ' dans S(Rn) si ' 2 S(Rn) et si la

suite
�
x�D�('m); m 2 N

	
converge uniformément dans Rn vers x�D�(') pour tout couple de
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multi-indice (�; �) 2 Nn � Nn. C�est à dire :

Lim
m�!1

�
Sup
x2Rn

���x�D�('m)� x�D�(')
���� = 0; 8(�; �) 2 Nn � Nn:

Proposition 2.5 (Densité de L�espace D((Rn) dans S(Rn)) D((Rn) est un sous-espace de

S(Rn) partout dense dans S(Rn): C�est à dire que pour tout (�; �) 2 Nn � Nn, tout " > 0 et

pour toute fonction u 2 S(Rn); il existe une suite f'm; m 2 Ng � D(Rn) telle que :

Lim
m!1

�
Sup
x2Rn

���x�D�('m)� x�D�u
���� = 0:

Preuve. Voir [60]

Dé�nition 2.10 (L�espace S 0(Rn) des distributions tempérées sur Rn). On appelle espace des

distributions tempérées sur Rn l�espace noté S0(Rn) des formes linéaires T continues sur D((Rn)

pour la topologie induite par celle de S(Rn).

Dé�nition 2.11 (Transformée de Fourrier d�une fonction). Soit f 2 L2(Rn): On notera, pour

tout (x; �) 2 Rn � Rn par x:� le produit scalaire usuel sur Rn dé�ni par : x:� =
nP
i=1

xi�i. On

appelle transformée de Fourrier de f la fonction notée F (f) (ou encore bf ) : Rn �! C dé�nie

par

� 7�! F(f)(�) = 1

(2�)
n
2

R
Rn
f(x):e�i�x:dx

Dé�nition 2.12 (Transformée de Fourrier d�une distribution tempérée). On remarquera d�abord

que :

' 2 S(Rn) implique b' 2 S(Rn):
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Soit T 2 S 0(Rn) une distribution tempérée sur Rn. On appelle transformation de Fourrier de

T , la distribution notée bT 2 S 0(Rn) dé�nie par :

T �! bT :
8>><>>:
S(Rn) 7�! C

' 7�!
DbT ; 'E

S0(Rn)
= hT; b'iS0(Rn)

9>>=>>;
On désigne par hf; gi le produit scalaire dans L2 (
) ; i.e.

hf; gi =
Z


f (x) g (x) dx;

et également le produit de dualité entre f 2 D0
(
) (espace des distributions sur 
); et g 2 D (
)

(espace des fonctions C1 sur 
 et à support compact dans 
):

2.3.3 Espaces de Sobolev

On introduit l�espace Hm (
) comme étant l�espace des fonctions v 2 L2 (
) dont toutes

les dérivées partielles d�ordre inférieure ou égale à m prises au sens des distributions sont dans

l�espace L2 (
) : Ces espaces jouent dans un rôle fondamental dans l�analyse des équations aux

dérivées partielles:

Dé�nition 2.13 Pour m 2 N, on dé�nit :

Hm (
) =
n
u 2 D0

(
) : D�u 2 L2(
); j �j � m
o

où � = (�1; ::; �n) ; �j 2 N, j �j = �1 + ::: + �n; et D� = @�11 :::@�nn où @j =
@

@xj
: On munit
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Hm (
) du produit scalaire

(u; v)m =
X
j �j�m

Z


D�u(x)D�v(x)dx

et la norme associée à ce produit scalaire

kukHm(
) =

0@ X
j �j�m

Z


jD�u(x)j2 dx

1A1=2 =
0@ X
j �j�m

kD�uk22

1A1=2 :
Théorème 2.6 L�application trace :

8>><>>:
0 : H

1 (
) 7�! H1=2 (� = @
)

v 7�! vj� ;

est linéaire continue et surjective:

Proposition 2.6 L�espace H1=2 (� = @
) est un espace de Hilbert pour la norme :

kukH1=2(�) = inf
v2H1(
); 0v=u

jvj1;


Dé�nition 2.14 (Voir [110]) On suppose que 
 un ouvert borné de Rn de frontiére � = @


de classe C1 par morçeaux. Alors H1
0 (
) est le noyau de 0 : application trace sur � de H

1 (
)

dans H1=2 (�) ; i:e: :

H1
0 (
) =

�
v 2 H1 (
) ; 0v = 0

	
:
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On introduit ensuite :

H1
0 (
) = adhérence de D (
) dans H1 (
)

= sous-espace de H1 (
) des fonctions �nulles� sur � = @
:

Puisque (par dé�nition) D (
) est dense dans H1
0 (
) ; on peut identi�er le dual H

�1 (
) de

H1
0 (
) à un espace de distributions sur 
 :

(�)

8>><>>:
H�1 (
) =

�
H1
0 (
)

�0
;

H1
0 (
) ,! L2 (
) ,! H�1 (
) ,! D0

(
) :

Les injections dans (�) sont continues. Les éléments de H�1 (
) sont sommes de dérivées de

1er ordre de fonctions de L2(
):

Proposition 2.7 ( [63]; Tome 3 p 880 ).1/ Si m1 � m2, Hm1 (
) est contenu, avec injection

continue, dans Hm2 (
) :

2/ Hm (
) muni du produit scalaire (:; :)m est un espace de Hilbert .

Théorème 2.7 (Voir [110]) L�application trace :

1 : H
2 (
) 7�! H1=2 (� = @
)

v 7�! rv:�;

est linéaire continue et surjective:

Dé�nition 2.15 (Inégalité de poincaré) Soit 
 un ouvert borné dans une direction. Il existe
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une constante C dépendant du diamêtre de 
 telle que

8v 2 H2
0 (
) ; kukH2(
) � C k�ukL2(
)

Théorème 2.8 (Formule de Green pour le Laplacien) Pour tout u 2 H2(
); v 2 H1(
)

on a

�
Z


�uvdx =

Z


rurvdx�

Z
�

@u

@�
vd�;

où
@u

@�
= 1u est la dérivée normale de u sur � dirigée vers l�extérieur.

Théorème 2.9

H2
0 (
) =

�
v 2 H2 (
) ; 0v = 0 et 1v = 0

	
:

On désigne par H�2 (
) le dual de H2
0 (
) ; comme D (
) est dense dans H2

0 (
) ; H
�2 (
) est

un espace des distribitions.

De façon générale, X étant un espace de Banach, on désigne par Lp (0; T ;X) ; 1 � p < 1

l�espace des (classes de) fonctions t 7! f (t) de ]0; T [ ! X qui sont mesurables à valeurs dans

X et telles que : �Z T

0
kf (t)kpX dt

�1=p
= kfkLp(0;T ;X) <1;

si p =1; on remplace la norme précédente par

sup
t2]0;T [

ess kf (t)kX = kfkL1(0;T ;X) <1:

L�espace normé Lp (0; T ;X) est complet. (Voir [63]). Soit 
1 � 
; on dé�nit Lq(0; T ;Lp(
1))

comme étant l�espace des fonctions w 2 Lq(0; T ;Lp(
)) telles que w(x; t) = 0 p.p. dans 
�
1;
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où 1� q <1; muni de la norme

kwkLq(0;T ;Lp(
1)) =
�Z T

0
kw(t; x)kqLp(
1)

�1=q
:

Si q =1

kwkL1(0;T ;Lp(
1)) = sup
t2]0;T [

ess kw(t; x)kLp(
1) :

On dé�nit de la même façon les espaces Lq(0; T ;H1
0 (
1)); 1 � q � 1:

Remarque 2.5 ([63]) Soit (X;Y ) un couple d�espaces de Banach avec X ,! Y (injection

continue). Alors, on a Lp (]a; b[ ;X) ,! Lp (]a; b[ ;Y ) ; 1 � p � 1; et D0
(]a; b[ ;X) ,!

D0
(]a; b[ ;Y ) :

Remarque 2.6 Soit 
1 � 
: Les espaces L2(
1); (resp. H1
0 (
1)) s�identi�ent à des sous

espaces fermés de L2(
); (resp. H1
0 (
)), 8 t 2 ]0; T [ :

Théorème 2.10 Soit w : 
 � ]0; T [ ! R une fonction mesurable, alors w (x; t) = 0 p.p pour

tout x dans 
�
1 et pour tout t 2 ]0; T [ si et seulement si w = 0 dans 
� ]0; T [�Q telle que

Q = 
1 � ]0; T [

Théorème 2.11 Si v est une fonction de H1
0 (
1) (resp. L

2(
1)), alors la fonction ev prolon-
gement de v par 0 sur 
�
1 appartient à H1

0 (
) (resp. L
2(
)):

Preuve. Si ' est une fonction de D(
1); il est évident que la fonction e' prolongement de
' par 0 dans 
�
1, appartient à D(
), de plus on a

ke'kH1
0 (
)

= k'kH1
0 (
1)

:
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Ainsi l�application ' 7! e' est lineaire continue de D(
1) muni de la norme induite par H1
0 (
)

dans H1
0 (
1). Elle se prolonge donc par continuité en une application linéaire continue v 7! ev

de H1
0 (
1) dans H

1
0 (
) et on a

ev =
8>><>>:

v presque partout dans 
1

0 presque partout dans 
�
1
:

En e¤et, si ('m) est une suite de fonctions de D(
1) qui converge vers v dans H1
0 (
1); (e'm)

converge vers ev dans H1
0 (
); donc dans L

2(
), et de la suite ('m) on peut extraire une sous

suite
�
'�
�
telle que

�e'�� tend vers ev presque partout dans 
; d�où le résultat.
On désigne par D0

(0; T ;X) l�espace de distributions sur ]0; T [ à valeurs dans X, dé�ni par

D0
(0; T ;X)= L (D (]0; T [) ;X) :

Si f 2 D0
(0; T ;X) ; sa dérivée distributionnelle première est dé�nie par

�
df

dt
; '

�
= �

�
f;
d'

dt

�
; 8' 2 D (]0; T [) :

On introduira quelques lemmes qu�on utilisera ultérieurement.

Lemme 2.2 (Sobolev -Poincaré) ([63]) Si

2 � q � 2n

n� 2 ;
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alors

kukq � C(
; q) kruk2 ; pour u 2 H1
0 (
):

Lemme 2.3 ([63])Si f 2 Lp(0; T ;X) et
df

dt
2 Lp(0; T ;X) (au sens des distributions) (1 � p �

1), alors f 2 C(0; T ;X) et f 2W 1;p((0; T ) ;X).

Lemme 2.4 ([63]) Soit U = ]0; T [ � 
 un ouvert borné de R� Rn; g�; g des fonctions de

Lq(0; T ;Lq(
)); 1 < q <1 telles que

kg�kLq(0;T ;Lq(
)) � C; 8 � 2 N;

et

g� ! g p.p. dans U

Alors g� * g dans Lq (converge faiblement) .

2.4 Gradient tangentiel et laplacien tangentiel

Nous rappelons quelques défnitions de la dérivation tangentielle.

2.4.1 Gradient tangentiel

Soit � le champ de vecteurs normaux extérieurs sur �. Pour tout x 2 �, notons �(x) la

projection orthogonale sur le plan tangent Tx�. Tout champ de vecteurs réguliers q : Rn ! Rn

sera décomposé comme suit :

q(x) = qT + (q(x) � �(x))�(x); (2.2)
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où qT = �(x)q(x) est le champ régulier de vecteurs tangent sur � de q. Si ' : Rn ! R est une

fonction régulière, nous avons,

r' = @�'� +rT' sur �; (2.3)

où @� dénote la dérivée normale vers l�éxtérieur de � et rT' représente le gradient tangentiel

de '. Par conséquent,

jr'j2 = j@�'j2 + jrT'j2 sur �: (2.4)

2.4.2 Laplacien tangentiel

L�opérateur de Laplace-Beltrami �� d�une fonction ' : � ! R de la classe C2 est dé�nie

par

��' := divTrT'; (2.5)

où divTrT', est la divergence du champ vectoriel rT'.

Pour tout '; 2 H1(�), nous dé�nissons un opérateur linéaire continu ��� : H1(�) !

(H1(�))0 par :

h���1'; i =
Z
�1

rT' � rT d;

et en particulier,

h���1';'i =
Z
�1

jrT'j2 d: (2.6)
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2.4.3 Espaces dé�nis avec le gradient tangentiel

Maintenant, nous présentons l�ensemble suivant :

H1
�0(
) =

�
u 2 H1(
) : uj�0 = 0

	
;

et notons H1
�0
(
) avec la structure de Hilbert induite par H1(
). Maintenant, nous présentons

les ensembles suivants :

V =
�
z = (u; v) 2 H1

�0(
)�H
1(�) =; uj� = v

	
;

H = L2(
)� L2(�):

Équipés des normes canoniques respectives

kzk2V = kuk
2
H1(
) + kvk

2
H1(�) ;

jzj2H =k u k
2
2 + k v k2� :

V, et H, sont deux espaces de Hilbert et Vest dense dans H avec injection continue.

Dans la suite, nous considérons k:k2 = k:kL2(
) et k:k� = k:kL2(�).

Soit Cp > 0 la constante optimale de Sobolev, (voir [126]) qui satisfait l�inégalité suivante :

kuk2 � Cp kruk2 ;8u 2 H
1
�0(
); (2.7)
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Chapitre 3

Existence et unicité

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s�intéresse à l�étude de l�existense et l�unicité de la solution de (3:1) ci

dessous en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin. On rappelle que le problème (3:1) est dé�ni

par :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

utt (t)��u (t) +
tZ
0

h (t� s) div [a (x)ru (s)] ds = 0 sur 
� ]0;1[ ;

vtt (t) +
@u

@�
(t)��T v (t) + vt (t) = 0; dans �1 = �1 � ]0;1[ ;

uj�1 = v; dans �1 = �1 � ]0;1[ ;

u = 0; dans �0 = �0 � ]0;1[ ;

u (0; x) = u0 (x) ut (0; x) = u1 (x) ; sur 
� ]0;1[ ;

v (0; x) = v0 (x) vt (0; x) = v1 (x) ; dans �:

(3.1)

Théorème 3.1 (i) Sous les conditions du problème (3:1) qu�on va poser plus tard le problème
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est bien posé dans l�espace V�H, c�est-à-dire pour toute donnée initiale
��
u0; v0

�
;
�
u1; v1

�	
2

V�H, il existe une unique solution faible de (3:1) dans la classe (u; v) 2 C(R+;V)\C1(R+;H):

(ii) De plus, les termes en vitesse de la solution ont la régularité suivante :

(ut; vt) 2 L2loc
�
R+;L2 (
)

�
� L2loc

�
R+;L2 (�1)

�
;

De plus, si
��
u0; u1

�
;
�
v0; v1

�	
2
�
H2 (
) \H1

�0
(
)�H1

�0
(
)
	
�
�
H2 (�1)�H1 (�1)

	
;

alors la solution a la régularité suivante :

(u; v) 2 L1
�
R+;H2 (
) \W 1;1 (
)

�
\W 2;1 �R+;L2 (
)��L1 �R+;H2 (�) \W 1;1 (�)

�
\

W 2;1 �R+;L2 (�)� :
Preuve. Existence : Premièrement on considère la solution faible et en utilisant des argu-

ments de densité, on prolonge le même résultat pour les solutions fortes. On multiplie formel-

lement les deux équations du système (3:1) par w1; w2 et on intègre sur 
;�1 pour obtenir :

8>>>>>><>>>>>>:

Z



uttw1dx�
Z



�uw1dx+

Z



w1

tZ
0

h (t� s) div [a (x)ru (s)] ds = 0;

Z
�1

vtt (t)w2d� +

Z
�1

@u

@�
(t)w2d� +

Z
�1

�T v (t)w2d� +

Z
�1

vt (t)w2d� = 0;

(3.2)

8 (w1; w2) 2 (H1
0 (
)�H1(�1)):

L�application de la formule de Green donne :

8>>>>>><>>>>>>:

Z



uttw1dx+

Z



rurw1dx�
Z
�1

@u
@�w1d� �

Z



tZ
0

h (t� s) a (x)ru (s)rw1dsdx = 0;

Z
�1

vtt (t)w2d� +

Z
�1

@u

@�
(t)w2d� +

Z
�1

rT v (t)rTw2d� �
Z
�1

@v

@�
(t)w2d� +

Z
�1

vt (t)w2d� = 0;

8 (w1; w2) 2 (H1
0 (
)�H1(�1)):
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Où V = (H1
0 (
) � H1(�1)): Comme u = 0 sur �0 alors les deux équations de (3:2) de-

viennent :

8>>>>>><>>>>>>:

Z



uttw1dx+

Z



rurw1dx�
Z



tZ
0

h (t� s) a (x)ru (s)rw1dsdx = 0;Z
�1

vtt (t)w2d� +

Z
�1

rT v (t)rTw2d� +
Z
�1

vt (t)w2d� = 0;

(3.3)

8 (w1; w2) 2 (H1
0 (
)�H1(�1)):

D�où la formulation varationnelle du problème (3:3) :

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

Touver (u (t) ; v(t)) 2 V = (H1
0 (
)�H1(�1)); telle que :

(utt; w1)0;
 + (ru;rw1)0;
 �
tZ
0

h (t� s) a (x) (rw1;ru (s))0;
ds = 0;

(vtt (t) ; w2)0;�1 + (rT v (t) ;rTw2)0;�1d� + (vt (t) ; w2)0;�1d� = 0;

8 (w1; w2) 2 (H1
0 (
)�H1(�1)):

Les solutions fortes du problème (3:3) avec conditions aux limites u = 0 sur �0 ne peuvent

pas être obtenues par la méthode des bases spéciales ; une base formée par les fonctions propres

ne peut pas être utilisée pour le système (3:1). Ceci conduit à dériver par rapport au temps t

la formulation varitionnelle précédente. En estimant utt (0), vtt (0) ; on rencontre de sérieuses

di¢ cultés. Alors, pour éviter ces di¢ cultés, on transforme le problème (3:1), en un problème

équivalent avec une condition initiale égale à zero. Pour cela, on e¤ectue le changement de
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fonctions suivantes :

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

	1(x; t) = u (x; t)� �1 (x; t) ;

	2(x; t) = v (x; t)� �2 (x; t) ;

�1 (x; t) = u0 (x) + tu1 (x) ; (x; t) 2 
� ]0;1[ ;

�2 (x; t) = v0 (x) + tv1 (x) ; (x; t) 2 �1 � ]0;1[ :

(3.4)

Ce qui permet d�obtenir :

	1tt = utt; �u = �	1 +��1; ut = 	1t +�1t = 	1t + u
1(x)

	2tt = vtt; �T v = �T	2 +�T�2; vt = 	2t +�2t = 	2t + v
1(x)

tZ
0

h (t� s) div [a (x)ru (s)] ds =
tZ
0

h (t� s) div [a (x)r	1 (s)] ds+
tZ
0

h (t� s) div [a (x)r�1 (s)] ds

u = 0; sur �0 ce qui implique, 	1 = 0 sur �0;

v = 0; sur �0 cequi implique, 	2 = 0: sur �0:

Donc le problème équivalent à (3:1) s�écrit :

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

	1tt (t)��	1 (t) +
tZ
0

h (t� s) div [a (x) (r	1 (s)] ds = F1;

	2tt (t) +
@	1
@�

(t)��T	2 (t) + 	2t (t) + v1(x) = F2;

u = 0; sur �0 ce qui implique 	1 = 0 sur �0,

v = 0; sur �0 ce qui implique 	2 = 0: sur �0:

(3.5)
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Avec 8>>>><>>>>:
F1 = ��1(t))�

tZ
0

h (t� s) div [a (x) (r�1(t))] ds;

F2 = �
@�1
@�

(t) + �T�2(t):

Pour l�existence et l�unicité de la solution, nous supposons que le noyau h véri�e les conditions

suivantes : 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

(A1)
R1
0 h(s)ds < 1;

(A2) h
0
(t) + h(t) � 0;

(A3) e�t [h0(t) + h(t)] 2 L1(R+) pour tout �;  > 0;

(A4) e�th(t) 2 L1(R+) pour tout � > 0:

Il est clair que ceci permet à h
0
(t) de prendre des valeurs positives, c�est-à-dire que le noyau

h(t) peut osciller.

Dans la suite, on pose

8>>>>>><>>>>>>:

l(t) = h
0
(t) + h(t); l� = e�tl (t) ;

l =
R1
0 l(s)ds; l� =

R1
0 l�(s)ds =

R1
0 l(s)e�sds;

h =
R1
0 h(s)ds; h� =

R1
0 e�sh(s)ds

(3.6)

Notons que les fonctions 	i , i = 1; 2 sont solutions de (3:5) dans [0; T ] ; alors

u = 	1 +�1; v = 	2 +�2;

sont solutions de (3:1) sur le même intervalle. A partir des estimations qui seront démontrées

ci dessous et en utilisant les méthodes standards, on prolonge u; v à l�intervalle (0;1). Il su¢ t,

donc de montrer que le problème (3:4) a une solution locale qui sera établie par la méthode de
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Faedo-Galerkin. Soit (wk)k une base dans V \
�
H2 (
)�H2(�1)

�
orthonormale dans H et soit

Vm � V le sous espace engendré w1; w2; :::; wm et soient

wj = (w1j ; w2j) ou 8>>>><>>>>:
	1tm (t) =

mX
j=1


0

1j (t)w1j ;

	2tm (t) =
mX
j=1


0

2j (t)w2j ;

une solution approchée du problème de Cauchy suivant :

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

Touver (u (t) ; v(t)) 2 V = (H1
0 (
)�H1(�1)) telle que :

(	1tt; w1)
 + (r	1;rw1)
 �
tZ
0

h (t� s) a (x) (rw1;r	1 (s))
ds = (F1 (t) ; w1)
 ;

(	2tt (t) ; w2)�1 + (rT	2;rTw2)�1d� + (	2t (t) + �2t (t) ; w2)�1 = (F2 (t) ; w2)�1 ;

	1 (0) = 	1t(0) = 0; 	2 (0) = 	2t(0) = 0;

(3.7)

8 (w1;w2) 2
��
H1
0 (
)

�
m
�
�
H1(�1)

�
m

�
:

Par les méthodes standards des équations di¤érentielles, on peut prouver l�existence de la

solution du problème (3:7) sur [0; tm], ensuite cette solution peut être prolongée à l�intervalle

fermé [0; T ].

Estimations à priori :

Première estimation (estimation de 	1m;	2m et 	1tm;	2tm). En remplaçant dans la

formule (3:7) w1 par 01j (t)w1j et w2 par 
0
2j (t)w2j et en sommant sur j et tenant compte de

	1m (0) = 0 et 	2m (0) = 0; on obtient

d

dt

�
1

2
k	1mt (t)k2
 +

1

2
kr	1mt (t)k2


�
= (F1 (t) ;	1mt)
+

tZ
0

h (t� s) a (x) (r	1mt (t) ;r	1m (s))
ds;
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et

8>><>>:
d

dt

�
1

2
k	2mt (t)k2�1 +

1

2
krT	2mt (t)k2�1

�
+ (	2t (t) + �2t (t) ;	2t (t) + �2t (t))�1

= (F2 (t) ;	2mt (t))�1 + (	2t (t) + �2t (t) ;�2t (t))�1 :

Alors

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

d

dt

�
1

2
k	1mt (t)k2
 +

1

2
kr	1mt (t)k2
 +

1

2
k	2mt (t)k2�1 +

1

2
krT	2mt (t)k2�1

�
+(	2t (t) + �2t (t) ;	2t (t) + �2t (t))�1 =

(F1 (t) ;	1mt)
 +

tZ
0

h (t� s) a (x) (r	1mt (t) ;r	1m (s))
ds

+(F2 (t) ;	2mt (t))�1 + (	2t (t) + �2t (t) ;�2t (t))�1 :

D�où

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

d

dt

�
1

2
k	1mt (t)k2
 +

1

2
kr	1mt (t)k2
 +

1

2
k	2mt (t)k2�1 +

1

2
krT	2mt (t)k2�1

�
+(	2t (t) + �2t (t) ;	2t (t) + �2t (t))�1 =

(F1 (t) ;	1mt)
 + (F2 (t) ;	2mt (t))�1 + (	2t (t) + �2t (t) ;�2t (t))�1

+
d

dt

0@ tZ
0

h (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1m (t))
 ds

1A



�
tZ
0

h0 (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1m (t))
 ds:

(3.8)
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Intégrant (3:8) sur l�intervalle ]0; t[ et notons 	1m (0) = 	2m (0) = 	1tm (0) = 	2tm (0) = 0, on

obtient :

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1

2
k	1mt (t)k2
 +

1

2
kr	1m (t)k2
 +

1

2
k	2mt (t)k2�1 +

1

2
krT	2m (t)k2�1

+

tZ
0

(	2t (t) + �2t (t) ;	2t (t) + �2t (t))�1 =

tZ
0

(F1 (t) ;	1mt)
 +

tZ
0

(F2 (t) ;	2mt (t))�1 +

tZ
0

sZ
0

(	2t (t) + �2t (t) ;�2t (t))�1drds0@ tZ
0

h (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1m (t))
 ds

1A



�
tZ
0

h0 (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1m (t))
 ds:

En appliquant maintenant l�inégalité de Cauchy-Schwartz on arrive

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

1

2
k	1mt (t)k2
 +

1

2
kr	1m (t)k2
 +

1

2
k	2mt (t)k2�1 +

1

2
krT	2m (t)k2�1 +

Z
�1

tZ
0

j	2t (t) + �2t (t)j2 dsd�

� 1

2

tZ
0

kF1 (s)k2 ds+
1

2

tZ
0

kF2 (s)k2 ds+
1

2

Z
�1

tZ
0

j(	2t (t) + �2t (t)j2 dsd� +
1

2

Z
�1

tZ
0

j�2t (t)j2 dsd�

+

0@ tZ
0

h (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1m (t))
 ds

1A



�
tZ
0

h0 (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1m (t))
 ds;

(3.9)
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De l�inégalité de (3:8), on obtient :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1

2
k	1tm (t)k2
 +

1

2
kr	1m (t)k2
 +

1

2
k	2tm (t)k2�1 +

1

2
krT	2m (t)k2�1 +

Z
�1

tZ
0

j	2t (t) + �2t (t)j2 dsd�

� 1

2

tZ
0

kF1 (s)k2 ds+
1

2

tZ
0

kF2 (s)k2 ds+
1

2

Z
�1

tZ
0

j(	2t (t) + �2t (t)j2 dsd� +
1

2

Z
�1

tZ
0

j�2t (t)j2 dsd�

+

0@ tZ
0

h (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1m (t))
 ds

1A



+

tZ
0

l (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1m (t))
 ds

�
tZ
0

h (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1m (t))
 ds:

(3.10)

On a d�autre part :

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

tZ
0

h (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1m (t))
 ds � kr	1m (t)k


tZ
0

h (t� s) kr	1m (s)k
 ds

� � kr	1m (t)k2
 +
1

4�

tZ
0

h (s) ds

0@ tZ
0

h (t� s)

1A kr	1m (s)k2
 ds
� � kr	1m (t)k2
 +

1

4�
khkL1(0;1) khkL1(0;1)

tZ
0

kr	1m (s)k2
 ds;

(3.11)

et

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

tZ
0

l (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1m (t))
 ds � kr	1m (t)k


tZ
0

l (t� s) kr	1m (s)k
 ds

� � kr	1m (t)k2
 +
1

4�

tZ
0

l (s) ds

0@ tZ
0

l (t� s)

1A kr	1m (s)k2
 ds
� � kr	1m (t)k2
 +

1

4�

tZ
0

l (s) ds

0@ tZ
0

l (t� s)

1A kr	1m (s)k2
 ds:
(3.12)
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Alors :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1

2
k	1tm (t)k2
 +

1

2
kr	1m (t)k2
 +

1

2
k	2tm (t)k2�1 +

1

2
krT	2m (t)k2�1 �

+

Z
�1

tZ
0

j	2t (t) + �2t (t)j2 dsd�
1

2

tZ
0

kF1 (s)k2 ds+
1

2

tZ
0

kF2 (s)k2 ds

+
1

2

Z
�1

tZ
0

j(	2t (t) + �2t (t)j2 dsd� +
1

2

Z
�1

tZ
0

j�2t (t)j2 dsd�

+� kr	1m (t)k2
 +
1

4�
khkL1(0;1) khkL1(0;1)

tZ
0

kr	1m (s)k2
 ds

+� kr	1m (t)k2
 +
klkL1(0;1) klkL1(0;1)

4�

tZ
0

kr	1m (s)k2
 ds

�

0@� kr	1m (t)k2
 + 1

4�
khkL1(0;1) khkL1(0;1)

tZ
0

kr	1m (s)k2
 ds

1A ;

(3.13)

qu�on peut écrire :

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1

2
k	1tm (t)k2
 +

�
1

2
+ (3� ) �

�
kr	1m (t)k2
 +

1

2
k	2tm (t)k2�1

+
1

2
krT	2m (t)k2�1 +

Z
�1

tZ
0

j	2t (t) + �2t (t)j2 dsd� �

1

2

tZ
0

kF1 (s)k2 ds+
1

2

tZ
0

kF2 (s)k2 ds+
1

2

Z
�1

tZ
0

j(	2t (t) + �2t (t)j2 dsd� +
1

2

Z
�1

tZ
0

j�2t (t)j2 dsd�

+

 
klkL1(0;1) klkL1(0;1)

4�
+
1

4�
khkL1(0;1) khkL1(0;1) �



4�
khkL1(0;1) khkL1(0;1)

!
�

tZ
0

kr	1m (s)k2
 ds:

(3.14)
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Pour appliquer le lemme de Gronwall, notons :

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

� (t) = min

�
1;
1

2
+ (3� ) �

�h
k	1tm (t)k2
 + kr	1m (t)k

2

 + k	2tm (t)k

2
�1
+ krT	2m (t)k2�1

i
C = kF1 (s)k2L2(0;T;L2(
)) + kF1 (s)k

2
L2(0;T;L2(
)) + T

Z
�1

j(u1 + v1)j2 d�

D = max

0BB@ 1;
klkL1(0;1) klkL1(0;1)

4�
+
1

4�
khkL1(0;1) khkL1(0;1)

� 

4�
khkL1(0;1) khkL1(0;1)

1CCA = constante.

On en déduit que

� (t) � C

Z t

0
 (s)� (s) ds; p.p. t 2 [0; T ] ;

c�est-à-dire

k	1tm (t)k2
 + kr	1m (t)k
2

 + k	2tm (t)k

2
�1
+ krT	2m (t)k2�1 � CDT = C1 (T ) : (3.15)

La constante C1 (T ) > 0 est indépendante de m; et t 2 [0; T ], et on a :

8>><>>:
(	1mt;	2mt) 2 L1

�
0; T;

�
L2 (
)� L2 (�1)

��
;

(	1m;	2m) 2 L1 (0; T; V ) :
(3.16)

Seconde estimation (estimation des 	1mtt (0) ;	2mtt (0))

Premièrement, on estime le terme 	1mtt (0) ;	2mtt (0) dans la norme de L2 (
) et L2 (�1)

de 	1mtt (0) et 	2mtt (0) :

En prenant w1 = 	1mtt (0) et 	1mtt (t) en t = 0 dans la première équation de (3:7) et en

prenant w2 = 	2mtt (0) et 	2mtt (t) en t = 0 dans la deuxiéme équation de (3:7) et notons

	1m (0) = 	1mt (0) = 0 et 	2m (0) = 	2mt (0) = 0;et notons 	1m (0) = 	1mt (0) = 0 et
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	2m (0) = 	2mt (0) = 0; on obtient :

8>><>>:
(	1mtt (0) ;	1mtt (0))
 + (	2mtt;	2mtt (0))�1 +

(�2mt (0) ;	2mtt (0))�1 = (F1 (0) ;	1mtt (0))
 + (F2 (t) ;	2mtt (0))�1 ;

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

(	1mtt (0) ;	1mtt (0))
 + (	2mtt (0) ;	2mtt (0))�1 + (�2mt (0) ;	2ttm (0))�1

= (F1 (0) ;	1mtt (0))
 + (F2 (t) ;	2mtt (0))�1 ;

k	1mtt (0)k2
 + k	2mtt (0)k
2
�1
= �(�2t (0) ;	2mtt (0))�1 + (F1 (0) ;	1ttm (0))
 + (F2 (t) ;	2mtt (0))�1

k	1mtt (0)k2
 + k	2mtt (0)k
2
�1
� k	2mtt (0)k�1

�
k�2mt (0)k�1 + kF2 (0)k

�
+ kF1 (0)k k	1mtt (0)k :::

En appliquant l�inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

k	1mtt (0)k2
+k	2mtt (0)k
2
�1
� k	2mtt (0)k2�1 k�2mt (0)k�1+k	2mtt (0)k

2
�1
kF2 (0)k+F1 (0) k	1mtt (0)k2


Et appliquant l�inégalité de young

8>>>>>><>>>>>>:

k	1mtt (0)k2
 + k	2mtt (0)k
2
�1
�

1
2 k	2mtt (0)k

2
�1
+ 1

2 k�2mt (0)k�1 +
1
2 k	2mtt (0)k

2
�1

+1
2 kF2 (0)k

2 + 1
2 kF1 (0)k

2 + 1
2 k	1mtt (0)k

2

On en déduit qu�il existe une constante indépendante de m , L3 = k�2mt (0)k�1 + kF2 (0)k et

L4 = F1 (0) telle que :

k	1mtt (0)k2
 + k	2mtt (0)k
2
�1
� L3 + L4: (3.17)

56



Maintenant, en dérivant (3:7) par rapport à t et en multipliant par 001j (t) ; 
00
2j (t) et en sommant

sur j de 1 à m et en intégrant sur 
 et �1; on obtient :

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

(
d

dt
	1tt;	1tt)
 + (r	1tm;r	1ttm)
 + (

d

dt
	2tt;	2tt)�1 + (rT	2tm;rT	2ttm)�1

�h (0) (r	1m (t) ;r	1ttm)
 �
tZ
0

h0 (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1ttm)
ds

+(	2tt (t) + �2tt (t) ;	2tt (t))�1

= (F 01 (t) ;	1ttm)
 + (F
0
2 (t) ;	2ttm)

	1m (0) = 	1tm (0) = 0 et 	2m (0) = 	2tm (0) = 0

(3.18)

On écrit le cinquième terme sous la forme :

�h (0) (r	1m (t) ;r	1ttm (t))
 = �h (0)
d

dt
(r	1m (t) ;r	1tm (t))
 + h (0) k	1tm (t)k

2 :

(3.19)

D�autre part, ona

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

tZ
0

h0 (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1ttm (t))
ds

=
d

dt

24 tZ
0

h0 (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1tm (t))
 ds

35� h0 (0) (r	1m (t) ;r	1tm (t))
+
�

tZ
0

h00 (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1tm (t))
 ds

=
d

dt

24 tZ
0

h0 (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1tm (t))
 ds

35� h0 (0) d
dt
kr	1m (t)k2
 +

�
tZ
0

h00a (x) (t� s) (r	1m (s) ;r	1tm (t))
 ds:

(3.20)

57



En injectant (3:19) et (3:20) dans (3:18), on trouve :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

d

dt

�
1

2
k	1ttm (t)k2
 +

1

2
kr	1tm (t)k2
 +

1

2
k	2ttm (t)k2�1 +

1

2
krT	2tm (t)k2�1

�
+(	2tt (t) + �2tt (t) ;	2tt (t))�1 � h (0)

d

dt
(r	1m (t) ;r	1tm (t))
 + h (0) k	1tm (t)k

2



� d

dt

24 tZ
0

h0 (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1tm (t))
 ds

35� h0 (0) d
dt
kr	1m (t)k2


+

tZ
0

h00 (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1tm (t))
 ds

= (F 01 (t) ;	1ttm)
 + (F
0
2 (t) ;	2ttm)�1

;

qu�on peut écrire :

d

dt

�
1

2
k	1ttm (t)k2
 +

1

2
kr	1tm (t)k2
 +

1

2
k	2ttm (t)k2�1 +

1

2
krT	2tm (t)k2�1

�
+ h (0) k	1tm (t)k2


= (F 01 (t) ;	1ttm)
 + (F
0
2 (t) ;	2ttm)�1

� (	2tt (t) + �2tt (t) ;	2tt (t))�1

+h (0)
d

dt
(r	1m (t) ;r	1tm (t))
 +

d

dt

24 tZ
0

h0 (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1tm (t))
 ds

35+
�

tZ
0

h00 (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1tm (t))
 ds:

(3.21)
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En utilisant les inégalités de Cauchy Schwartz, et de Young, on obtient :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(F 81 (t) ;	1ttm)
 �
1

2
kF 81 (t)k

2

 +

1

2
k	1ttmk2
 ;

(F 02 (t) ;	2ttm)�1
� 1

2
kF 02 (t)k

2

 +

1

2
k	2ttmk2�1 ;

h (0) (r	1m (t) ;r	1tm (t))
 �
(h8 (0))2

4�1
kr	1mk2
 + �2 kr	1tm (t)k

2

 ;

tZ
0

h00 (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1tm (t))
 ds �

kr	1tm (t)k2


������
tZ
0

a (x) �h (t� s) kr	1m (s)k ds

������ �
�3 kr	1tm (t)k2
 +

(�)2

4�3
khkL1(0;1)

tZ
0

a (x) �h (t� s) jr	1m (s)j2 ds �

�3 kr	1tm (t)k2
 +
(�)2

4�3
khkL1(0;1) khkL1(0;1)

tZ
0

a (x) kr	1m (s)k2 ds;������
tZ
0

h0 (t� s) a (x) (r	1m (s) ;r	1tm (t))
 ds

������ �
kr	1tm (t)k2


������
tZ
0

a (x) �h (t� s) kr	1m (s)k ds

������ �
�4 kr	1tm (t)k2
 +

(�)2

4�4
khkL1(0;1) khkL1(0;1)

tZ
0

a (x) kr	1m (s)k2 ds:
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Donc :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

d

dt

�
1

2
k	1ttm (t)k2
 +

1

2
kr	1tm (t)k2
 +

1

2
k	2ttm (t)k2�1 +

1

2
krT	2tm (t)k2�1

�
+ h (0) k	1tm (t)k2
 �

1

2
kF 81 (t)k

2

 +

1

2
k	1ttmk2
 +

1

2
kF 02 (t)k

2

 +

1

2
k	2ttmk2�1

�(	2tt (t) + �2tt (t) ;	2tt (t))�1 +
(h8 (0))2

4�1
kr	1mk2
 + �2 kr	1tm (t)k

2



+
d

dt

24�4 kr	1tm (t)k2
 + (�)24�4
khkL1(0;1) khkL1(0;1)

tZ
0

a (x) kr	1m (s)k2 ds

35
+�3 kr	1tm (t)k2
 +

(�)2

4�3
khkL1(0;1) khkL1(0;1)

tZ
0

a (x) kr	1m (s)k2 ds:

(3.22)

En intégrant (3:20) de 0 à t, et tenant compte de (3:19) , 	1m (0) = 	1mt (0) = 0 et 	2m (0) =

	2mt (0) = 0, on obtient :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1

2
k	1ttm (t)k2
 +

1

2
kr	1tm (t)k2
 +

1

2
k	2ttm (t)k2�1 +

1

2
krT	2tm (t)k2�1 + h (0)

tZ
0

k	1tm (t)k2
 ds �

1

2

tZ
0

F 81 (t)2
 ds+ 12
tZ
0

k	1ttmk2
 ds+
1

2

tZ
0

F 02 (t)2
 ds+ 12
tZ
0

k	2ttmk2�1 ds

�
tZ
0

(	2tt (t) + �2tt (t) ;	2tt (t))�1ds+
(h8 (0))2

4�1

tZ
0

kr	1mk2
 ds+ �2
tZ
0

kr	1tm (t)k2
 ds

+�4 kr	1tm (t)k2
 +
(�)2

4�4
khkL1(0;1) khkL1(0;1)

tZ
0

a (x) kr	1m (s)k2 ds

+�3

tZ
0

kr	1tm (t)k2
 ds+
(�)2

4�3
khkL1(0;1) khkL1(0;1)

tZ
0

0@ tZ
0

a (x) kr	1m (s)k2 ds

1A ds
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qu�on peut écrire :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1

2
k	1mtt (t)k2
 +

�
1

2
+ �4

�
kr	1mt (t)k2
 +

1

2
k	2mtt (t)k2�1 +

1

2
krT	2mt (t)k2�1 �

1

2

tZ
0

F 81 (t)2
 ds+ 12
tZ
0

k	1mttk2
 ds+
1

2

tZ
0

F 02 (t)2
 ds
+
1

2

tZ
0

k	2mttk2�1 ds�
tZ
0

(	2tt (t) + �2tt (t) ;	2tt (t))�1ds

+

tZ
0

�
�1
2
k	1mttk2
 �

1

2
k	2mttk2�1 � (h (0) + �3 + �2) kr	1mt (t)k

2



�
ds

+
(h8 (0))2

4�1

tZ
0

kr	1mk2
 ds+
(�)2

4�4
khkL1(0;1) khkL1(0;1)

tZ
0

a (x) kr	1m (s)k2 ds

+
(�)2

4�3
khkL1(0;1) khkL1(0;1)

tZ
0

0@ tZ
0

a (x) kr	1m (s)k2 ds

1A ds:

Pour �2 <
1

2
; kr	1m (t)k < (C1 (T )) ; �2 + �3 = h (0) ; en posant

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

' (t) = min (1; 1 + 2�4)

�
1

2
k	1mtt (t)k2
 +

1

2
kr	1mt (t)k2
 +

1

2
k	2mtt (t)k2�1 +

1

2
krT	2mt (t)k2�1

�
;

B =
1

2
kF1 (s)k2L2(0;T;L2(
)) +

1

2
kF2 (s)k2L2(0;T;L2(�1)) +

(h0 (0))2

4�1

h
(C1 (T ))

2
i

+
(�)2

4�3
khkL1(0;1) khkL1(0;1) T 2

(C1 (T ))2 ;
 (t) = sup

 
(�)2

4�4
khkL1(0;1) khkL1(0;1)

!
;

et en appliquant le lemme de Granwall on véri�e que

1

2
k	1mtt (t)k2
 +

1

2
kr	1mt (t)k2
 +

1

2
k	2mtt (t)k2�1 +

1

2
krT	2mt (t)k2�1 � C2 (T ) : (3.23)
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On en déduit que : 8>><>>:
	1mtt 2 L1

�
0; T; L2 (
)

�
;

	2mtt (t) 2 L1
�
0; T; L2 (�1)

�
:

(3.24)

Passage à la limite :

En utilisant les estimations (3:21) et (3:22) ; (3:18) on en déduit qu�on peut extraire respec-

tivement des deux suites (	1m)m et (	2m)m deux sous suites notées encore (	1m)m et (	2m)m

telles que :

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

(	1tm;	1m)* 	1 dans L1
�
0; T;

�
H1
�0
(
)�H1 (�)

��
;

(	2m;	2tm)* 	2 dans L1 (0; T; V )

	1ttm * 	1tt dans L1
�
0; T; L2 (
)

�
;

	2ttm * 	2tt dans L1
�
0; T; L2 (�1)

�
:

D�où l�existence d�une solution: .
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Unicité :

Soient 	1;	2 deux solutions régulières du problème (3:7). Alors, en posant z1 = 	1 �	2

et z2 = 	1 �	2 pour que z1et z2 véri�ent : 8 (w1;w2) 2 V

8>>>><>>>>:
(z1tt; w1)
 + (rz1;rw1)
 �

tZ
0

h (t� s) a (x) (rw1;rz1 (s))
ds = (F1 (t) ; w1)
 ;

(z2tt (t) ; w2)�1 + (rT z2;rTw2)�1d� + (z2t (t) + �2t (t) ; w2)�1 = (F2 (t) ; w2)�1 ;

(3.25)

w = (w1; w2) 2 V . Posons w1 = z01 (t) et w2 = z02 (t) dans (3:25) , il s�ensuit que :

8>>>><>>>>:
(z1tt; z

0
1 (t))
 + (rz1;rz01 (t))
 �

tZ
0

h (t� s) a (x) (rz01 (t) ;rz1 (s))
ds =
�
F1 (t) ; z

0
1 (t)

�


;

(z2tt (t) ; z
0
1 (t))�1 + (rT z2;rT z01 (t))�1 + (z2t (t) + �2t (t) ; z

0
1 (t))�1 = (F2 (t) ; z

0
1 (t))�1 ;

alors,

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

d

dt

�
1

2
kz1t (t)k2
 +

1

2
krz1t (t)k2
 +

1

2
kz2t (t)k2�1 +

1

2
krT z2t (t)k2�1

�
+(z2t (t) + �2t (t) ; z2t (t) + �2t (t))�1 � (F1 (t) ; z1t)


�
tZ
0

h (t� s) a (x) (rz1t (t) ;rz1 (s))
ds

� (F2 (t) ; z2t (t))�1 � (z2t (t) + �2t (t) ;�2t (t))�1 = 0
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Donc :

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

d

dt

�
1

2
kz1t (t)k2
 +

1

2
krz1t (t)k2
 +

1

2
kz2t (t)k2�1 +

1

2
krT z2t (t)k2�1

�
+(z2t (t) + �2t (t) ; z2t (t) + �2t (t))�1 =

(F1 (t) ; z1t)
 +

tZ
0

h (t� s) a (x) (rz1t (t) ;rz1 (s))
ds

+(F2 (t) ; z2t (t))�1 + (z2t (t) + �2t (t) ;�2t (t))�1 ;

puisque 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

tZ
0

h (t� s) a (x) (rz1t (t) ;rz1 (s))
ds =

�h (0) krz1 (t)k2
 �
tZ
0

h0 (t� s) a (x) ((rz1 (s) ;rz1 (t)))
 ds

+
d

dt

0@ tZ
0

h (t� s) a (x) (rz1 (s) ;rz1 (t))
 ds

1A ; :

(3.26)

alors, sous l�hypothèse (A1) on obtient

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

d

dt

�
1

2
kz1t (t)k2
 +

1

2
krz1 (t)k2
 +

1

2
kz2t (t)k2�1 +

1

2
krT z2 (t)k2�1

�
�

�(z2t (t) + �2t (t) ; z2t (t) + �2t (t))�1 +
1

2
kF 81 (t)k

2

 +

1

2
kz1tk2
 +

1

2
kF 02 (t)k

2

 +

1

2
kz2tk2�1 +

+(z2t (t) + �2t (t) ;�2t (t))�1 +
�2

2
krz1 (t)k2 +

1

2
khkL1(0;1)

tZ
0

h (t� s) a (x) krz1 (s)k2 ds+

+
d

dt

0@ tZ
0

h (t� s) a (x) (rz1 (s) ;rz1 (t))
 ds

1A� h (0) krz1 (t)k2
 :
(3.27)
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En integrant la derniére inégalité sur (0; t), on déduit que

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1

2
kz1t (t)k2
 +

1

2
krz1 (t)k2
 +

1

2
kz2t (t)k2�1 +

1

2
krT z2 (t)k2�1 �

�
tZ
0

(z2t (t) + �2t (t) ; z2t (t) + �2t (t))�1ds

+
1

2

tZ
0

F 81 (t)2
 ds+ 12
tZ
0

kz1tk2
 ds

+
1

2

tZ
0

F 02 (t)2�1 ds+ 12
tZ
0

kz2tk2�1 ds

+

tZ
0

(z2t (t) + �2t (t) ;�2t (t))�1ds+
�2

2

tZ
0

krz1 (t)k2 ds

+
1

2
khkL1(0;1)

tZ
0

rZ
0

h (t� s) a (x) krz1 (s)k2 drds

+

tZ
0

h (t� s) a (x) (rz1 (s) ;rz1 (t))
 ds� h (0)
tZ
0

krz1 (t)k2
 ds:

(3.28)

Nous avons les estimations suivantes :

8>>>>>><>>>>>>:

tZ
0

h (t� s) a (x) (rz1 (s) ;rz1 (t))
 ds � � krz1 (t)k2

+ 1
4� khkL1(0;1) khkL1(0;1)

tZ
0

a (x) krz1 (t)k2 ds:

(3.29)
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En intégrant (3:29) de 0 à t et en remarquant que :

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

tZ
0

ds

aZ
0

h (s� r) a (x) krz1 (s)k2 dr =

tZ
0

dr

tZ
r

h (s� r) a (x) krz1 (s)k2 ds

� khkL1(R+)

tZ
0

a (x) krz1 (s)k2 dr;
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on obtient :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1

2
kz1t (t)k2
 +

�
1

2
� �
�
krz1 (t)k2
 +

1

2
kz2t (t)k2�1 +

1

2
krT z2 (t)k2�1 �

�
tZ
0

(z2t (t) + �2t (t) ; z2t (t) + �2t (t))�1ds+
1

2

tZ
0

F 81 (t)2
 ds+ 12
tZ
0

kz1tk2
 ds

+
1

2

tZ
0

F 02 (t)2�1 ds+ 12
tZ
0

kz2tk2�1 ds+
tZ
0

(z2t (t) + �2t (t) ;�2t (t))�1ds

+
1

2
khkL1(0;1) khkL1(R+)

tZ
0

a (x) krz1 (s)k2 dr

+

�
�h (0) + �2

2
+ 1

4� khkL1(0;1) khkL1(0;1)
� tZ
0

a (x) krz1 (t)k2 ds;

d�où,

8>>>><>>>>:
min (1; 1� 2�)

�
1

2
kz1t (t)k2
 +

1

2
krz1 (t)k2
 +

1

2
kz2t (t)k2�1 +

1

2
krT z2 (t)k2�1

�
�

max

�
2; �h (0) + �2

2
+ 1

4� khkL1(0;1) khkL1(0;1)
�
ds

tZ
0

�
1

2
kz1tk2
 +

1

2
krz1 (t)k2

�

En appliquant le lemme de Gronwall, on trouve que :

kz1t (t)k2
 + krz1 (t)k
2

 + kz2t (t)k

2
�1
+ krT z2 (t)k2�1 = 0;

ce qui montre qu�on a z1 = 	1 �	2 = 0 et z2 = 	1 �	2 = 0 presque partout.
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Chapitre 4

Comportement asymptotique

4.1 Introduction

Nous considérons l�équation des ondes dans un domaine 
 borné dans Rn (n � 2) ayant

une frontière � = @
 de la classe C3. Soient �0 et �1 deux ouverts non vides et disjoints de �et

�0 \ �1 = ? . Notons par 5T le gradient-tangentiel sur �, par �� l�opérateur laplacien sur �

et par @� la dérivée normale où � représente le vecteur normal unitaire orienté vers l�extérieur.

Notre but dans ce chapitre est d�étudier la décroissance uniforme de l�énergie associée de la

solution (u; v) du problème suivant :
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

utt (t)��u (t) +
tZ
0

h (t� s) div [a (x)ru (s)] ds = 0 sur 
� ]0;1[

vtt (t) +
@u

@�
(t)��T v (t) + vt (t) = 0 dans �1 = �1 � ]0;1[ ;

uj�1 = v dans �1 = �1 � ]0;1[ ;

u = 0 dans �0 = �0 � ]0;1[ ;

u (0; x) = u0 (x) ut (0; x) = u1 (x) sur 
� ]0;1[ ;

v (0; x) = v0 (x) vt (0; x) = v1 (x) dans �

(4.1)

où, a : 
 �! R est une fonction non négative et a 2 C1(
) telle que :

a 2 L1(
); a(x) � a0 > 0; sur !; (4.2)

! � 
 est un sous-ensemble ouvert et non vide de 
 ; a0 est une constante positive et

jra(x)j2 � �21 ja(x)j ; 8x 2 !; (4.3)

pour une constante positive �1 2 R. Supposons (u; v) l�unique solution faible globale pour le

problème (4:1) : L�énergie classique associée à (4:1) est donnée par :

E(t) =
1

2

�
k ut(t) k22 + k vt(t) k2�1 + k ru(t) k

2
2 + k rT v(t) k2�1

	
; (4.4)
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et la dérivée de E(t) par rapport à la variable t est donnée par :

dE

dt
(t) = � k vt(t) k2�1 +

Z



a(x)rut(t)
tZ
0

h(t� s)ru(s)dsdx: (4.5)

Nous utilisons la notation standard pour les opérateurs suivants :

(h � u)(t) :=
tZ
0

h(t� s)u(s)ds;

(h�u)(t) :=
tZ
0

h(t� s) ju(t)� u(s)j2 ds;

(h � u)(t) :=
tZ
0

h(t� s)(u(t)� u(s))ds:

Il est facile de voir que

d

dt
(h�ru)(t) =

tZ
0

h0(t� s) jru(t)�ru(s)j2 ds

+2

tZ
0

h (t� s)rut(t) (ru(t)�ru(s)) ds

=
�
h0�ru

�
(t) + 2

tZ
0

h(t� s)rut(t)ru(t)ds

�2rut(t)
tZ
0

h(t� s)ru(s)ds:
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Il est clair que,

2rut(t)
tZ
0

h(t� s)ru(s)ds = (h0�ru)(t)� h(t) jru(t)j2

� d
dt

24(h�ru)(t)� tZ
0

h(s)ds jru(t)j2 dx

35 :
Finallement, on obtient

Z



a(x)rut(t)
tZ
0

h(t� s)ru (s) dsdx

= �1
2
d
dt

Z



a(x)

24(h�ru)(t)� tZ
0

h(s)ds jru(t)j2
35 dx

+1
2

Z



a(x)
h�
h0�ru

�
(t)� h(t) jru(t)j2

i
dx:

(4.6)

En utilisant les résultats de (4:8) et (4:9), nous concluons que :

dE

dt
(t) = � k vt(t) k2�1 �

1

2

d

dt

Z



a(x)

24(h�ru)(t)� tZ
0

h(s)ds jru(t)j2
35 dx

+
1

2

Z



a(x)
h�
h0�ru

�
(t)� h(t) jru(t)j2

i
dx:

Donc, 8>>>>>><>>>>>>:
d
dt

24E(t) + 1
2

Z



a(x)

24(h�ru)(t)� tZ
0

h(s)ds jru (t)j2
35 dx

35 =
� k vt(t) k2�1 +

1
2

Z



a(x)
h�
h0�ru

�
(t)� h(t) jru(t)j2

i
dx:
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Pour cela, nous dé�nissons l�énergie modi�ée pour la fonctionnelle de la solution faible par :

E(t) = E(t) +
1

2

Z



a(x)

24(h�ru)(t)� tZ
0

h(s)ds jru (t)j2
35 dx: (4.7)

Observons que l�énergie classique habituelle E(t) (cinétique + potentiel) a été modi�ée pour

l�adapter au terme de mémoire qui apparaît dans sa dérivée:

Une dérivation de E(t) par rapport au temps t donne

dE
dt
(t) = � k vt(t) k2�1 +

1

2

Z



a(x)
h�
h0�ru

�
(t)� h(t) jru(t)j2

i
dx: (4.8)

Notre but consiste à étudier la décroissance uniforme de la solution (u; v): La stabilisation

est obtenue grâce à une disssipation frictionnelle sur le bord et un terme mémoire localisé à

l�interieur d�un domaine 
:

Avant d�énoncer notre résultat de la stabilitée exponentielle, nous introduisons certaines

fonctionnelles qui seront nécessaires pour la suite. Pour cela, nous suivons les idées introduites

par Medjden et Tatar [105], c�est-à-dire nous utilisons les fonctionnelles suivantes :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

l(t) = h0(t) + h(t);

l�(t) = e�tl (t) ;

l =
R1
0 l(s)ds;

l� =
R1
0 l�(s)ds =

R1
0 l(s)e�sds;

h =
R1
0 h(s)ds;

h� =
R1
0 e�sh(s)ds:

(4.9)
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Nous construisons une fonction de Lyapunov L1 équivalente à l�énergie et qui véri�ant l�inégalité

dL1
dt (t) � �CL1(t), où C est une constante positive. Nous notons par

�1 (t) =

Z



ut (t)u (t) dx+

Z
�1

vt (t) v (t) d�; (4.10)

�2 (t) =

Z



a(x)

tZ
0

L�(t� s) jru(t)�ru(s)j2 dsdx; (4.11)

�2 (t) =

Z



a(x)

tZ
0

L�(t� s) jru(t)�ru(s)j2 dsdx;

=

Z



a(x) (L��ru) (t) dx;
(4.12)
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où

L�(t) = e��t
+1Z
t

l�(s)ds; e�sl(s) 2 L1(R+); (4.13)

et nous considérons la fonctionnelle

8>>>>>>><>>>>>>>:

L1(t) = E(t) + "�1(t) + ��2(t)

��
�Z t

0
L�(s)ds

�Z


a(x) jruj2 dx

+2�

Z


a(x)ru(t)

Z t

0
L�(t� s)ru(s)dsdx;

(4.14)

où les constantes positives " et � seront déterminées plus tard. Le premier résultat montre que

L1(t) et E(t) + �2(t) +
Z


a(x)(h�ru)(t)dx sont équivalents.

Proposition 4.1 Il existe deux constantes positives �i > 0; i = 1; 2 telles que

�1

�
E(t) + �2(t) +

Z


a(x)(h�ru)(t)dx

�
� L1(t) (4.15)

L1(t) � �2

�
E(t) + �2(t) +

Z


a(x)(h�ru)(t)dx

�
(4.16)

pour tout t � 0.

Preuve. Nous commençons par montrer l�inégalité de gauche dans (4:15) : En prenant; (2:7)

en compte et en considérant l�inégalité a:b � a2

4� + �b
2, avec � = 1

2 ,

ce qui donne Z


ut (t)u (t) dx �

1

2
kut (t)k22 +

C2p
2
kru (t)k22 ; (4.17)

où, Cp est la constante de Poincaré. Quant à (4:17), en prenant (2:8) en considération, nous
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déduisons que Z
�1

vt (t) v (t) d� �
1

2
kvt (t)k2�1 +

C20
2
kru (t)k22 : (4.18)

Le dernier terme de la dé�nition de L1(t) peut être estimé comme suit :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Z


a(x)ru(t)

Z t

0
L�(t� s)ru(s)dsdx �Z




ru(t)
tZ
0

L�(t� s)a (x) [(ru(s)�ru(t)) +ru(t)] dsdx =0@ tZ
0

L�(s)ds

1AZ



a (x) jru(t)j2 dx

+

Z



ru(t)
tZ
0

L�(t� s)a (x) [(ru(s)�ru(t))] dsdx �0@�1 + tZ
0

L�(s)ds

1AZ



a (x) jru(t)j2 dx

+ 1
4�1

0@ tZ
0

L�(s)ds

1AZ



tZ
0

L� (t� s) a (x) jru (t)�ru (s)j2 dsdx;

pour certains �1 > 0: A partir de (4:9) et (4:12), nous obtenons

tZ
0

L�(s)ds �
1

�

+1Z
0

l(s)e�sds =:
l�
�
:

Par conséquent, 8>>>>>><>>>>>>:

Z



a (x)ru(t)
tZ
0

L�(t� s)ru(s)dsdx �

�
�1 +

l�
�

�Z



a (x) jru(t)j2 dx+ l�
4��1

�2(t):

(4.19)
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En utilisant (4:18) et (4:19), nous déduisons de (4:14) que

8>>>>>>><>>>>>>>:

L1(t) � E(t) + �
�
1� l�

2��1

�
�2(t)

� "
2

�
kut (t)k22 + kvt (t)k

2
�1
+
�
C2p + C

2
0

�
kru (t)k22

�
�� l�

�

R



a(x) jru(t)j2 dx� 2�
�
1 +

l�
�

�R



a(x) jru(t)j2 dx:

(4.20)

Maintenant, en utilisant (4:7), nous obtenons de (4:20) que

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

L1(t) � E (t) + +1
2

Z



a (x)

8<:(h�ru) (t)�
0@ tZ
0

h (s) ds

1A jru(t)j2
9=; dx

+�

�
1� l�

2��1

�
�2(t)� "

2

�
kut (t)k22 + kvt (t)k

2
�1
+
�
C2p + C

2
0

�
kru (t)k22

�
�� l�

�

R



a(x) jru(t)j2 dx� 2�
�
1 +

l�
�

�R



a(x) jru(t)j2 dx:

(4.21)

D�aprés le résultat (4:21), on obtient

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

L1(t) � �

�
1� l�

2��1

�
�2(t) +

1� "
2

kut (t)k22 +
1� "
2

kvt (t)k2�1

+1
2

Z



a (x)

8<:(h�ru) (t)�
0@ tZ
0

h (s) ds

1A jru(t)j2
9=; dx

+1
2 kru (t)k

2
2 +

1
2 krT v (t)k

2
�1

�"C
2
p+C

2
0

2 kru (t)k22 � �
l�
�

R



a(x) jru(t)j2 dx

�2�
�
1 +

l�
�

�R



a(x) jru(t)j2 dx;

et ainsi, comme 0 < a0 � a(x) et h0 =

t0Z
0

h (s) ds �
tZ
0

h (s) ds et en prenant �1 =
l�
�
, on
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conclut que 8>>>>>>><>>>>>>>:

L1(t) � �
2�2(t) +

1� "
2

kut (t)k22 +
1� "
2

kvt (t)k2�1

+1
2

�
1� "

�
C2p + C

2
0

�
� 10�l�

� a0 � a0h0
�
kru (t)k22

+1
2 krT v (t)k

2
�1
+ 1

2

R



a(x) (h�ru) (t) :

(4.22)

Ensuite, nous commençons à sélectionner les di¤érents paramètres tels que tous les coe¢ cients

du côté droit de (4:22) sont positifs. Nous choisissons " < (1�a0h0)
(C2p+C20)

et l� <
(1�a0h0�"(C2p+C20))�

10�a0

pour obtenir

L1(t) � �1

8<:E(t) + �2(t) +
Z



a(x) (h�ru) (t) :

9=; :

Pour l�autre inégalité, en substituant (4:17), (4:18) et (4:19) dans (4:14), on obtient

8>>>>>>><>>>>>>>:

L1(t) �
1 + "

2
kut (t)k22 +

1 + "

2
kvt (t)k2�1

+

�
4��1 + "

�
C2p + C

2
0

�
+ �

�
1 +

2l�
�

�
+ 1+h

2

�
kru (t)k22

+1
2 krT v (t)k

2
�1
+ 1

2

R



a(x) (h�ru) (t) :+ �
�
1 +

l�
2��1

�
�2(t):

Ceci implique que

L1(t) � �2

8<:E(t) + �2(t) +
Z



a(x) (h�ru) (t) :

9=;
pour une certaine constante �2. Ceci conclut la preuve de la proposition (4.1).

Nous donnons ici quelques résultats qui serviront de support à la démonstration de nos

résultats principaux

77



Lemme 4.1 La fonctionnelle �1(t) satisfait aux solutions du problème (4:1)

8>>>><>>>>:
d
dt�1(t) =k ut(t) k

2
2 + k vt(t) k2�1 � k ru(t) k

2
2 � k rT v(t) k2�1

+

Z



tZ
0

h(t� s)a(x)ru(s)ru(t)dsdx�
Z
�1

vt(t)v(t)d�.
(4.23)

Preuve. Di¤érencions (4:10) le long de la solution de (4:1), on trouve

8>>>>><>>>>>:
d
dt�1(t) =

Z



utt (t)u (t) dx+ k ut(t) k22

+

Z
�1

vtt (t) v (t) d�+ k vt(t) k2�1 :
(4.24)

Maintenant, en introduisant dans (4:24) les expressions de utt (t) et vtt (t) les première et

deuxième équations du problème (4:1), on obtient

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

d
dt�1(t) =k ut(t) k

2
2 + k vt(t) k

+

Z



0@�u (t)� tZ
0

h (t� s) div [a (x)ru (s)] ds

1Au (t) dx

+

Z
�1

�
�T v (t)� vt (t)�

@u

@�
(t)

�
v (t) d� =

k ut(t) k22 + k vt(t) k2�1 � k ru(t) k
2
2 � k rT v(t) k2�1

+

Z



tZ
0

h(t� s)a(x)ru(s)ru(t)dsdx

�
Z
�1

vt(t)v(t)d�:+

Z



@u

@�
(t)u(t)d� �

Z



@u

@�
(t) v(t)d�:

D�où nous obtenons (4:23).
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Lemme 4.2 La fonctionnelle �2(t) satisfait aux solutions de Problème (4:1)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

d
dt

26666664
�2(t)�

0@ tZ
0

L�(s)ds

1AZ



a(x) jruj2 dx

+2

Z



a (x)ru(t)
tZ
0

L�(t� s) ru(s)dsdx

37777775 =

���2 (t)�
Z



a(x)(l�ru)(t)dx

+2L� (0)

Z



a (x) jruj2 dx� L� (t)
Z



a (x) jruj2 dx

�2�
Z



a (x)ru (t)
tZ
0

L� (t� s) ru (s) dsdx

�2
Z



a(x)ru(t)
tZ
0

l(t� s) ru(s)dsdx:

(4.25)

Preuve. Pour la dérivée de �2(t) nous avons

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

d
dt�2(t) = ��1�2(t)�

Z



a(x) (l�ru) (t) dx

+2

0@ tZ
0

L� (s) ds

1AZ



a(x)ru(t)rut(t)dx:

�2
Z



a(x)rut(t)
tZ
0

L� (t� s) ru (s) dsdx:

(4.26)
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Par ailleurs, on a :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Z



a (x)rut (t)
tZ
0

L� (t� s) ru (s) dsdx

= d
dt

24Z



a (x)ru (t)
tZ
0

L� (t� s) ru (s) dsdx

35
�L� (0)

Z



a (x) jruj2 dx+ �
Z



a (x)ru (t)
tZ
0

L� (t� s) ru (s) dsdx

+

Z



a (x)ru (t)
tZ
0

l (t� s) ru (s) dsdx:

(4.27)

En injectant alors (4:27) dans (4:26) on obtient (4:25)

Lemme 4.3 La dérivée temporelle de la fonctionnelle L1(t) satisfait l�inégalité suivante :

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dL1
dt (t) �

3"
2 k ut(t) k

2
2 �

�
1� 3"

2

�
k vt(t) k2�1

�
h
(1�kak1h)"

2 � 10 kak1 �l�

i
k ru(t) k22

�" k rT v(t) k2�1 �
��
2 �2(t)

�1
2

h
 � "h

2�2

i Z



a(x) (h�ru) (t)dx

�1
2 [� � 1]

Z



a(x) (l�ru) (t)dx:

(4.28)

Preuve. Une di¤érenciation de L1(t) (voir (4:14)) par rapport au temps t donne

dL1
dt
(t) =

d

dt
E(t) + " d

dt
�1 (t) + �

d

dt

2664 �2(t)�
�R t
0 L�(s)ds

� R

 a (x) jru (t)j

2 dx

+2
R

 a (x)ru (t)

R t
0 L�(t� s)ru(s)dsdx

i (4.29)
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En tenant compte de (4:8), (4:23) et (4:25), nous obtenons de (4:29) l0inégalité suivante :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dL1
dt (t) � � k vt(t) k

2
�1
+1
2

Z



a (x)
n
h
0�ru (t)� h(t) jru(t)j2

o
+" k ut(t) k22 +" k vt(t) k2�1 �" k ru(t) k

2
2 �" k rT v(t) k2�1

+"
�
�2 + h

�
k a k1k ru(t) k22 +" h

4�2

Z



a(x) (h�ru) (t)dx :

+"
�
1
4�2

k vt(t) k2�1 +�2C
2
0 k ru(t) k22

�
� ���2(t)� �

Z



a(x) (l�ru) (t)dx:

+2�L� (0) k a k1k ru(t) k22 ��L� (t) a0 k ru(t) k22 +2��
�
�1 +

l�
�

�
k a k1k ru(t) k22

+2� l�
4�1
�2(t) + 2�

�
�3 + l�

�
k a k1k ru(t) k22 +� l�

2�3

Z



a(x) (l�ru) (t)dx:

(4.30)

Remarquons qu�à partir de (4:9) et (4:12), nous avons L� (0) =

+1Z
0

l� (s) ds = l�; par la suite,

en utilisant (4:19) et les inégalités suivantes pour estimer le côté droit de (4:30),

8>>>>>><>>>>>>:

Z



a(x)ru(t)
tZ
0

h(t� s)ru(s)dsdx �
�
�2 + h

� Z



a(x)ru(t)dx

+ h
4�2

Z



a(x) (h�ru) (t)dx;
(4.31)

et 8>>>>>><>>>>>>:

Z



a(x)ru(t)
tZ
0

l(t� s)ru(s)dsdx �
�
�3 + l�

� Z



a(x)ru(t)dx

+ l�
4�3

Z



a(x) (l�ru) (t)dx;
(4.32)

où �2 et �3 sont des constantes positives. Ici, nous avons utilisé le fait que l =

1Z
0

l (s) ds �

1Z
0

l (s) e�sds = l�: Substituons (4:31) et (4:32) dans (4:30), puis utilisons (2:7) et (4:18), nous
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obtenons

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dL1
dt (t) � � k vt(t) k

2
�1
+1
2

Z



a(x)
n�
h8�ru

�
(t)� h (t) jru(t)j2

o
dx

+" k ut(t) k22 +" k vt(t) k2�1 �" k ru(t) k
2
2 �" k rT v(t) k2�1

+"
�
�2 + h

�
k a k1k ru(t) k22 +" h

4�2

Z



a(x) (h�ru) (t)dx

+"
�
1
4�2

k vt(t) k2�1 +�2C
2
0 k ru(t) k22

�
� ���2(t)� �

Z



a(x) (l�ru) (t)dx

+2�L� (0) k a k1k ru(t) k22 ��L� (t) a0 k ru(t) k22 +2��
�
�1 +

l�
�

�
k a k1k ru(t) k22

+2� l�
4�1
�2(t) + 2�

�
�3 + l�

�
k a k1k ru(t) k22 +� l�

2�3

Z



a(x) (l�ru) (t)dx:

(4.33)

Comme h
0
(t) = l(t)� h(t), à partir de (4:33), on obtient

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dL1
dt (t) � " k ut(t) k22 -

n
1� "

�
1 + 3

4�2

�o
k vt(t) k2�1

�

2664 "
�
1� k a k1 h� �2

�
k a k1 +C20

�	
� 6 k a k1 �l� � 2���1 k a k1

�2��3 k a k1

3775 k ru(t) k22
�" k rT v(t) k2�1 -

1
2

h
 � "h

2�2

i Z



a(x) (h�ru) (t)dx

�1
2

h
�
�
1� l�

2�3

�
� 1

2

i Z



a(x) (l�ru) (t)dx.

Maintenant, nous choisissons �1 = l�
� ; �2 =

1�kak1h
2(kak1+C20)

et �3 = l�, à �n de déduire de (4:34)

l�inégalité (4:28) : Ensuite, pour faire face au coe¢ cient positif de k ut(t) k22 dans (4:28), nous

construirons une L fonctionnelle de Lyapunov satisfaisant l�inégalité L0(t) � �; CL (t) où C

est une constante positive. Cette inégalité donne la décroicroissance exponentielle de L (t) pour

passer à E(t); nous aurons besoin d�une relation «d�équivalence» entre E(t) et L (t). Pour a
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cela, nous dé�nissons

L(t) = L1(t) + �	1(t) + �	2(t) (4.34)

où, L1 (t) est dé�ni par (4:14),

	1(t) =

Z



ut(t)

tZ
0

h(t� s)a(x) (u(s)� u(t)) dsdx; (4.35)

	2(t) =

Z



tZ
0

H� (t� s) a(x) jru (s)j2 dsdx; (4.36)

H� (t) = exp (��t)
+1Z
t

h (s) exp (�s) ds;

où, � et � sont des constantes positives qui seront choisies plus tard. Le premier résultat montre

que L(t) et E(t) + �2(t) +
Z



a(x)(h�ru)(t)dx+	2(t) sont équivalents.

Proposition 4.2 Il existe deux constantes positives �3 et �4 telles que :

�3[E(t) + �2(t) +

Z



a(x)(h�ru)(t)dx+	2(t)] � L(t) (4.37)

L(t) � �4[E(t) + �2(t) +

Z



a(x)(h�ru)(t)dx+	2(t)] (4.38)

Preuve. Le côté gauche de (4:22) et les estimations

�1
2
k ut(t) k22 �

C2ph

2

Z



a(x) (h�ru) (t)dx � 	1(t); (4.39)

	1(t) �
1

2
k ut(t) k22 +

C2ph

2

Z



a(x) (h�ru) (t)dx; (4.40)
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donnent

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

L(t) � 1�"��
2 k ut(t) k22 +1�"

2 k vt(t) k2�1

+1
2

�
1� "

�
C20 + C

2
p

�
� 6�l�

� a0 � 4��1a0 � a0h
�
k ru(t) k22

+1
2 k rT v(t) k

2
�1
+1
2

Z



a(x) (h�ru) (t)dx

��C2ph

2

Z



a(x) (h�ru) (t)dx+ �	2(t) + �
�
1� l�

2�1�

�
�2(t):

Choisissons �1 = l�
� , on obtient :

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

L(t) � 1�"��
2 k ut(t) k22 +

�
1�"
2

�
k vt(t) k2�1

+1
2

�
1� "

�
C20 + C

2
p

�
� 10� l�� a0 � a0h

�
k ru(t) k22

+1
2 k rT v(t) k

2
�1
+
�
1
2 � �C

2
ph
� Z



a(x) (h�ru) (t)dx+ �

2
�2(t) + �	2(t):

De l�hypothèse (A1), nous déduisons que 1�a0h < 0:Nous sélectionnons " < min
�
1; 1�a0h
2(C20+C2p)

�
;

alors nous choisissons � <
�
1� "

�
C20 + C

2
p

�
� a0h

	
�
n
10l�a0
�

o
et � < min

n
1� "; 1

2C2ph

o
; ce

qui montre que toutes les constantes dans le côté droit de ce qui précède l�inégalité sont positives.

Donc, nous en déduisons que

L(t) � �3[E(t) + �2(t) +

Z



a(x)(h�ru)(t)dx+	2(t)];

où, �3 est une constante positive. D�où l�inégalité de gauche dans l�énoncé de la Proposition
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(4.2) . Pour l�autre inégalité, il su¢ t de remarquer que

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

L(t) � �4[E(t) + �2(t) +

Z



a(x)(h�ru)(t)dx]

+�
2 k ut(t) k

2
2 +

�C2ph

2

Z



a(x)(h�ru)(t)dx+ �	2(t) �

�4[E(t) + �2(t) +

Z



a(x)(h�ru)(t)dx+	2(t)]:

Ceci termine la preuve de la proposition (4.2).

Maintenant, nous a¢ rmons et prouvons notre deuxième résultat principal de la décroissance

exponentielle.

Théorème 4.1 Supposons que les hypothèses (A1); (A2) et (A3) soient véri�ées. Supposons

en plus que h� et l� sont su¢ samment petits. Alors, l�énergie classique E(t) de (P ) décroît

exponentiellement. C�est-à-dire, il existe des constantes positives C et � > 0 telles que

E (t) � Ce��t; t � 0:

Nous donnons d�abord quelques lemmes qui serviront de support à la preuve de ce théorème.

Lemme 4.4 La fonctionnelle 	1(t) satisfait, le long des solutions de (4:1)

8>>>>><>>>>>:
d	1
dt (t) � �

h0a0
3 k ut(t) k22 +B1 k ru(t) k22 +B2

Z



a(x)(h�ru)(t)dx

+
3C2pkak1l�
4h0a0

Z



a(x)(l�ru)(t)dx; pour tout t � 0;
(4.41)

où

B1 = �5 + �
2
1�6 + �

2
1�7 + �8 k a k1 h;
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et

B2 =
k a k1 h

4�5
+
C2p k a k1 h

4�6a0
+

(
�21�7h+

C2ph

4�7

)
+
k a k1 h

4�8
+
3C2p k a k1 h

4h0a0
:

Preuve. On dérive 	1(t) par rapport à t; ce qui donne

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

d	1
dt (t) =

Z



utt (t)

tZ
0

a (x)h (t� s) (u (s)� u (t)) dsdx

Z



a (x)ut (t)

tZ
0

h
0
(t� s) (u (s)� u (t)) dsdx�

0@ tZ
0

h (s) ds

1AZ



a (x) jut (t)j2 dx =

Z



0@�u� tZ
0

h (t� s) div [a (x)ru (s)] ds

1A tZ
0

a (x)h (t� s) (u (s)� u (t)) dsdx

+

Z



a (x)ut (t)

tZ
0

h
0
(t� s) (u (s)� u (t)) dsdx�

0@ tZ
0

h (s) ds

1AZ



a (x) jut (t)j2 dx:

En utilisant la première équation du problème (4:1), on déduit que

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

d	1
dt (t) =

Z



�u

tZ
0

h (t� s) a (x) (u (s)� u (t)) dsdx

�
Z



240@ tZ
0

h (t� s) div [a (x)ru (s)] ds

1A0@ tZ
0

h (t� s) a (x) (u (s)� u (t)) ds

1A35 dx
+

Z



a (x)ut (t)

tZ
0

h
0
(t� s) (u (s)� u (t)) dsdx

�

0@ tZ
0

h (s) ds

1AZ



a (x) jut (t)j2 dx:

En appliquant la formule de Green au premier terme de l�égalité ci-dessus et en utilisant le fait
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que a (x) = 0 sur �1 nous obtenons

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

d	1
dt (t) = �

Z



a (x)ru (t)
tZ
0

h (t� s) (ru (s)�ru (t)) dsdx

�
Z



ru (t) :ra (x)
tZ
0

h (t� s) (u (s)� u (t)) dsdx

+

Z



0@ tZ
0

h (t� s) a (x)ru (s) :ra (x) ds

1A0@ tZ
0

h (t� s) (u (s)� u (t)) ds

1A dx

+

Z



a (x)

0@ tZ
0

h (t� s) a (x)ru (s) ds

1A0@ tZ
0

h (t� s) (ru (s)�ru (t)) ds

1A dx

+

Z



a (x)ut (t)

tZ
0

h
0
(t� s) (u (s)� u (t)) dsdx

�

0@ tZ
0

h (s) ds

1AZ



a (x) jut (t)j2 dx

(4.42)

Ensuite, en utilisant (4:2), nous obtenons l�estimation

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

������
Z



a (x)ru (t)
tZ
0

h (t� s) (ru (s)�ru (t)) dsdx

������ �
�5 k ru(t) k22 +

Z



0@a (x) tZ
0

h (t� s) (ru (s)�ru (t)) ds

1A2 dx �
�5 k ru(t) k22 +

kak1h
4�5

Z



a(x)(h�ru)(t)dx; �5 > 0;

(4.43)
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puis en utilisant (4:2) et (4:3), nous obtenons que

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Z



ru (t) :ra (x)
tZ
0

h (t� s) (u (s)� u (t)) dsdx �

�1

Z



0B@
0@ tZ
0

p
h (t� s)

1A2 �jru (t)jpa (x):�2
1CA

1
2 0@ tZ

0

�p
h (t� s)

�2
(u (s)� u (t))2 ds

1A
1
2

dx �

�1

Z



0B@jru (t)jpa (x):
0@ tZ
0

h (s) ds

1A
1
2

1CA
0@ tZ
0

h (t� s) (u (s)� u (t))2 ds

1A
1
2

dx �

�21�6 k ru(t) k22 +
C2pkak1h
4�6a0

Z



a(x)(h�ru)(t)dx; �6 > 0:

Encore une fois, en exploitant (4:2) et (4:3), les inégalités de Young et de Hölder, nous déduisons

que :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

������
Z



0@ tZ
0

h (t� s)
p
a (x)ru (s) :ra (x) ds

1A0@ tZ
0

h (t� s)
p
a (x) (u (s)� u (t)) ds

1A dx

������
� �21�7

Z



a2 (x)

0@ tZ
0

h (t� s) jru (s)j ds

1A2 dx
+ 1
4�7

Z



a (x)

0@ tZ
0

h (t� s) (u (s)� u (t)) ds

1A2 dx
� 2�21�7 (1� l)

Z



a (x)

tZ
0

h (t� s)
�
jru (s)�ru (t)j2 � jru (t)j2

�
dsdx

+ 1
4�7

Z



a (x)

0@ tZ
0

h (t� s) (u (s)� u (t)) ds

1A2 dx
� 2�21�7h k ru(t) k22 +

�
�21�7h+

C2ph

4�7

�Z



a(x)(h�ru)(t)dx; �7 > 0;

(4.44)
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Z



0@ tZ
0

h (t� s) a (x)ru (s) ds

1A0@ tZ
0

h (t� s) a (x) (ru (s)�ru (t)) ds

1A dx

� �8

Z



a2 (x)

0@ tZ
0

h (t� s) jru (s)j ds

1A2 dx
+ 1
4�8

Z



a2 (x)

0@ tZ
0

h (t� s) (ru (s)�ru (t)) ds

1A2 dx
� �8 kak1 h k ru(t) k22 +

kak1h
4�8

Z



a(x)(h�ru)(t)dx; �8 > 0:

(4.45)

De même que h
0
(t) = l(t)� h(t), nous avons

Z



ut (t)

tZ
0

h0 (t� s) a (x) (u (s)� u (t)) dsdx

=

Z



ut (t)

tZ
0

l (t� s) a (x) (u (s)� u (t)) dsdx

�
Z



ut (t)

tZ
0

h (t� s) a (x) (u (s)� u (t)) dsdx:

(4.46)

Puisque la fonction h est positive, continue et h(0) > 0, alors pour tout t � t0 > 0, nous avons

Z t

0
h(s)ds �

Z t0

0
h(s)ds = h0: (4.47)

Ensuite, avec l�aide de

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

Z



ut (t)

tZ
0

l (t� s) a (x) (u (s)� u (t)) dsdx

=

Z



p
a (x)ut (t)

tZ
0

l (t� s)
p
a (x) (u (s)� u (t)) dsdx

� h0a0
3 k ut(t) k22 +

3C2p l�
4h0a0

Z



a(x) (l�ru) (t) ; :

(4.48)
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et 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

Z



ut (t)

tZ
0

h (t� s) a (x) (u (s)� u (t)) dsdx =

Z



p
a (x)ut (t)

tZ
0

h (t� s)
p
a (x) (u (s)� u (t)) dsdx

� h0a0
3 k ut(t) k22 +

3C2pkak1h
4h0a0

Z



a(x) (h�ru) (t) ;

(4.49)

on combine (4:48) et (4:49), pour déduire de (4:46) que :

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

������
Z



ut (t)

tZ
0

h0 (t� s) a (x) (u (s)� u (t)) dsdx

������ �
2h0a0
3 k ut(t) k22 +

3C2pkak1l�
4h0a0

Z



a(x) (l�ru) (t)

+
3C2pkak1h
4h0a0

Z



a(x) (h�ru) (t) :

(4.50)

Le dernier terme de la dérivée de 	1 (t) peut être borné par

�

0@ tZ
0

h (s) ds

1AZ



a (x) jut (t)j2 dx � �h0a0 k ut(t) k22 (4.51)

D�où, en combinant les estimations ci-dessus, on obtient (4:41).

Lemme 4.5 La fonctionnelle 	2 satisfait, le long des solutions de (4:1),

d	2
dt
(t) � 3h� kak1

2
k ru(t) k22 +

1

2

Z



a(x)(h�ru)(t)dx� �	2(t); pourtout t � 0: (4.52)
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Preuve. Une dérivation de 	2 (t) par rapport à t donne

d

dt
	2 (t) = �

Z



tZ
0

h (t� s) a (x) jru (s)j2 dsdx+ h�
Z



a (x) jru (t)j2 dx� �	2 (t) : (4.53)

Pour le premier terme de (4:53), nous avons

�
Z



tZ
0

h (t� s) a (x) jru (s)j2 dsdx � h� kak1
2

k ru(t) k22 +
1

2

Z



a(x)(h�ru)(t)dx; (4.54)

et le second terme de (4:53) donne

h�

Z



a (x) jru (t)j2 dx � h� kak1 k ru(t) k22 : (4.55)

En substituant alors (4:54) et (4:55) dans (4:53), on obtient (4:52) :

Lemme 4.6 La fonctionnelle L(t) véri�e, le long des solutions de (4:1),

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

dL(t)
dt (t) � �

n
�h0a0
3 � 3"

2

o
k ut(t) k22 �

�
1� 3"

2

	
k vt(t) k2�1

�
n
"
�
1� kak1 h

�
� 10 kak1 �l� � �B1 � 3h�kak1�

2

o
k ru(t) k22

�" k rT v(t) k2�1 �
1
2

h
 � "h

2�2
� �B2 � �

2

i Z



a(x)(h�ru)(t)dx

�
�
�
�
1� l�

2�3

�
� 1

2 �
3C2pkak1l��

4h0a0

�Z



a(x)(l�ru)(t)dx

���
2 �2 (t)� ��	2(t); pour tout t � 0

(4.56)

Preuve. Une combinaison de (4:28), (4:34), (4:41) et (4:52) impliquent (4:56) : En utilisant

les lemmes précédents, nous donnons maintenant la preuve de notre résultat principal.
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Preuve du Théorème 4.1. L�inégalité (4:56) peut être écrite sous la forme suivante

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

dL(t)
dt (t) � �C1 k ut(t) k

2
2 �C2 k vt(t) k2�1

�C3 k ru(t) k22 �C4 k rT v(t) k2�1

�C5
Z



a(x)(h�ru)(t)dx� C6�2 (t)� C7	2(t);

(4.57)

où, 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

C1 =
n
�h0a0
3 � 3"

2

o
;

C2 =
�
1� 3"

2

	
;

C3 =
n
"
�
1� kak1 h

�
� 10 kak1 �l� � �B1 � 3h�kak1�

2

o
;

C4 = ";

C5 =
1
2

h
 � "h

2�2
� 2�B2 � �

i
;

C6 =

�
�
�
1� l�

2�3

�
� 1

2 �
3C2pkak1l��

4h0a0

�
;

C7 =
��
2 ;

C8 = ��:
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Maintenant, nous commençons à sélectionner les di¤érents paramètres pour que le coe¢ -

cients C1, C2, C3, C5 et C6 dans la partie droite de (4:57) soient positifs. D�abord, laissez-nous

choisir " assez petit pour que

" < min

�
2

3
;
2�h0a0
6

�
:

Considérant que l�,� et � sont des petites constantes positives satisfaisant :

8>><>>:
l� <

"(1�kak1h)
10kak1�

;

� <
"(1�kak1h)�10kak1�l�

B1
:

Une fois que l� et � sont �xés, nous choisissons � si petit que

� <
2
�
"
�
1� kak1 h

�
� 10 kak1 �l� � �B1

	
3 kak1 h�

:

En�n, nous sélectionnons  assez grand pour que

C5 =
1

2

�
 � "h

2�2
� 2�B2 � �

�
> 0

et nous prenons �3 = l�: Ceux-ci impliquent tous les coe¢ cients Ci; i = 1; :::; 8, dans le côté

droit de (4:45) positif. Donc,

dL(t)
dt

(t) � �C

24E(t) + �2(t) + Z



a(x)(h�ru)(t)dx+	2(t)

35 ;
pour une certaine constante positive C. Maintenant, du côté droit de la relation (4:57), nous
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trouvons

dL(t)
dt

(t) � � C

�4
L(t) = ��L(t):

En intégrant sur (0; t), nous concluons que

L(t) � L(0) exp (��t) ; t � t0 � 0:

En utilisant l�inégalité (4:38), on en déduit :

E (t) � L(0)
�3

exp (��t) ; t � t0 � 0:

La preuve du théorème 4.1 est maintenant terminée.
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Conclusion et perspectives

Cette thèse, comporte deux parties.

La premiére partie est consacrée à l�étude de l�existence et de l�unicité de la solution.

�La démonstration est obtenue en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

La deuxième partie est consacrée à l�étude de la décroissance uniforme de l�équation des

ondes avec des conditions aux limites dynamiques.

�La stabilisation est obtenue grâce à une disssipation frictionnelle sur le bord plus un terme

mémoire localisé à l�interieur du domaine 
:

On peut envisager comme perspective d�étudier :

�La stabilisation, dans le cas où la dissipation frictionnelle non linéaire (g (vt)) sur le bord

avec des caratéristiques lentes à l�origine plus un terme mémoire localisé à l�interieur du domaine


.

�Un autre cas intéréssant, c�est de généraliser le cas où le noyau h de notre problème véri�e

la condition suivante :

h8 (t) � �� (t)H (h (t)) ; 8t � 0; où H est une fonction convexe:

�Etudier le problème de Ventcel couplé avec l�équation de la chaleur.
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