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Introduction générale

Ce travail porte sur I’étude de la controlabilité d’'un systéme d’évolution
régi par I'équation des ondes et des conditions aux limites de type Dirichlet
sur une partie de la frontiére et de type Ventcel dynamique sur I’autre partie.
Ces équations traduisent les vibrations d'un corps élastique recouvert d’une
couche mince de haute rigidité. En particulier, en deux dimensions, il s’agit
d’une membrane portant une masse linéaire sur sa frontiére. D’un point de
vue pratique, survenues grace a la prise en compte des effets des énergies
cinétique et potentielle sur le bord, les conditions peu communes de Ventcel se
révélent plus proche de la réalité physique que les conditions classiques. Il est
trop idéal de supposer la frontiére insensible aux mouvements de l'intérieur.

Etant donné T' > 0, en dimension n, et en supposant que le domaine est
un parallélépipéde rectangle, ce probléme s’écrit

(v — Av =0 dans Q x (0,7),

V" — Apv+ 0,0 =0 sur I'y x (0,7),

v =w; sur I'; x (0,7),i=1,...,n,

v =wg sur S x (0,7),

v=>0 sur [I\(I'y U (Y Ty) U S)] x (0,7),
i=1

v(z,0) = vo(x), v'(x,0) =v1(x), x€Q,

v(z,0) = ve(x), V'(z,0) =v3(x), x€ly,

\

(1)
ou 2 est le produit des intervalles (0,1;), i =1,...,n,etI;,i=1,...,n, Ty
S sont les parties suivantes de la frontiere I :

i—1 n

;= T11(0,0;) x {0} x ] (0,7),i=1,...,n,
Jj=1 j=i+1
n—1
I'v = T1(0,4;) x {ln},
Jj=1

i=1

De plus, A désigne le laplacien tangentiel sur I'y,, V1 le gradient tangentiel
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et 0, la dérivée normale. C’est la deuxiéme équation que 1’on appelle condition
dynamique de Ventcel.

Ce probléeme est bien posé dans le cadre fonctionnel adopté dans cette
these. L’existence et la régularité des solutions des systémes aux conditions
de type Ventcel ont été traitées dans de nombreux ouvrages. Nous en citons
les travaux pionniers de K. Lemrabet [35, 36], et en particulier son article
[37] avec D. Teniou ou ils ont pu montrer le caractére bien posé de 1'équa-
tion des ondes avec la condition dynamique de Ventcel dans une géométrie
rectangulaire. Ils ont méme exhibé comment ces équations découlent comme
limite d’une famille de problémes de transmission dépendant d’un parameétre
e > 0. Un autre aspect de la modélisation, qui est la dépendance continue
de la solution des données du probléme, a été abordé dans [10], notamment
lorsque I'on consideére 1’équation des ondes ainsi que la condition de Ventcel
avec des coefficients variables. Ces références s’intéressent toutes aux équa-
tions linéaires. Dans le cas non linéaire, nous trouvons les travaux récents de
E. Vitillaro [59, 60] ; dans lesquels, il examine, moyennant la théorie des semi-
groupes, l’existence des solutions de I’équation des ondes avec la condition
de Ventcel dynamique ou toutes les deux sont non linéaires.

Notre objectif principal est plutot la controlabilité du systéme décrit plus
haut. Plus précisément, nous essayons de répondre a la question suivante :
est-il possible d’influencer la dynamique de ce systéme en ’amenant de son
état initial & un état final fixé au préalable? Avec les systémes mécaniques
comme le notre, il est souvent question d’atteindre 1’équilibre en un temps
fini.

En termes mathématiques, cette question se formule comme suit :
pour toute donnée initiale (vg, v1, v2, v3) dans un espace de Hilbert approprié,
existe-il des fonctions contrdle w;, 7 = 1,...,n, wg telles que I'on aura

v(z,T) = (z,T) =0 dans (2, @)
v(x,T) =v"(2,T) =0 sur I'y/?

Masrour [44] a considéré, dans des polygones et des polyédres, I’équation
des ondes complétée par des conditions mixtes de Dirichlet et de Ventcel
dynamique. Combinant la méthode HUM de J.-1. Lions [42], [43] avec les
techniques des multiplicateurs, il a montré la controlabilité par le bord avec
la condition géométrique usuelle exigée par la méthode des multiplicateurs.
Toutefois, il n’a pas précisé si la région controlée pourrait étre soumise juste
a un seul type de condition soit Dirichlet ou Ventcel.

Par ailleurs, en se plagant dans un domaine régulier, les auteurs de [39]
ont appliqué ces mémes techniques pour retrouver la controlabilité frontiére
de ce probléme ; cependant & la différence de Masrour, le bord est divisée,
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en deux parties disjointes, par la condition géométrique de Lions [42] et le
systéme est controlé a travers la partie de Ventcel, ce qui évite le probleme
des singularités.

Une récente contribution bien intéressante est due a Gal et Tebou [18].
Dans laquelle ils élaborent, avec une partition convenable de la frontiére
une nouvelle estimation de Carleman destinée a mener a la controlabilité
d’un probléme similaire a celui traité dans les références citées ci-dessus. La
différence étant la présence des potentiels Vou et Viur respectivement dans
les équations des ondes et de Ventcel. Cette inégalité de Carleman constitue
une amélioration de celle existant déja dans le cas ol la condition de Dirichlet
est imposée sur tout le bord. La controlabilité est assurée a 'aide de deux
controles, un sur la partie Dirichlet et un autre sur la partie Ventcel, et c’est
I’opinion des auteurs qu’ils sont également indispensables.

Quant a la stabilisation de ce systéme d’évolution, elle fait 'objet de
plusieurs études dont nous mentionnons a titre d’exemple, larticle [47] on
la structure du domaine (un carré) a rendu possible I'usage des outils de
l’analyse de Fourier pour parvenir a la stabilité polynomiale ; et [40] ot une
seule loi de feedback, en terme de la vitesse, agissant sur la partie Ventcel
a fait que le systéme est fortement stable. D’autre résultats concernant la
stabilité se trouvent dans [8], [9], [38].

Sans prétendre tout savoir sur le sujet, nous avons constaté lors de notre
recherche bibliographique que les efforts déployés sur la stabilité de tels sys-
témes sont bien plus que ceux sur la controlabilité. Ce qui, outre son intérét
pratique, nous donne une raison de plus de nous intéresser a ce probléeme et
d’envisager d’autres approches de résolution.

La méthode des multiplicateurs et les inégalités de Carleman étant déja
explorées 39, 44, 18|, nous choisissons la voie de I'analyse non harmonique
qui est, du fait de la simplicité de notre géométrie, bien adaptée au probleme
considéré. Plus précisément, nous allons utiliser des théoréemes de type In-
gham. Ce sont des inégalités trigonométriques qui généralisent l'identité de
Parseval & des séries non harmoniques vérifiant une condition d’écart spec-
tral. Depuis la premiére inégalité d’Ingham [23], plusieurs généralisations ont
été développées et ont trouvé dans la théorie du controle un champ d’appli-
cations en plein essor [13, 29, 31, 30, 28, 27|.

Le livre de Komornik et Loreti [26] en constitue une référence qui nous
a ¢té tres utile. Les auteurs y rassemblent plusieurs variantes de 1'inégalité
d’Ingham et I’emploient par la suite pour obtenir I'observabilité notamment
des équations des ondes et des plaques.

Une variante qui nous a particulierement intéressée est celle de Mehren-
berger [45], vu qu’elle a été congue pour les produits d’intervalles dans une
géométrie multidimensionnelle. Voulant utiliser 1'inégalité d’Ingham, on se

7



Introduction générale

trouve confronté au fait que les valeurs propres pourraient étre arbitraire-
ment trés proches, voire multiples. Mehrenberger surmonte cette difficulté en
proposant une condition d’écart appropriée, et en faisant en sorte que I'on se
débarasse de la partie de la série ot il n’y a pas d’écart. Son théoréme nous a
servi de point de départ, cependant en tentant de I’appliquer au systéme (1),
il s’est avéré que les suites de poids y intervenant ne nous convenaient pas.
Une nouvelle adaptation s’imposait donc et elle constitue notre résulat prin-
cipal 3.7. A Tinstar de [45], cette nouvelle variante nous a permis d’établir
I'observabilité frontiére du systéme (1).

I1 convient également de s’attarder sur les travaux [29, 31, 30|, ou les
auteurs ont présenté une autre formulation de 'inégalité de Mehrenberger.
Dans [31], I'observabilité interne de ’équation des ondes avec les conditions
de Dirichlet et de Neumann s’ensuit de cette reformulation. Elle s’applique de
méme lorsqu’on combine des controéles internes et des controles par le bord
[29]. L’observation, dans ce cas, est réalisée sur des régions arbitrairement
petites ne vérifiant plus la condition géométrique de Bardos-Lebeau-Rauch
[1]. En outre, dans [30], komornik et Loreti ont méme réussi a améliorer le
temps de l'observation inhérent a l'inégalité de Mehrenberger.

Il importe de noter que le temps d’observation ainsi que la constante
figurant dans l'inégalité d’Ingham peuvent étre donnés explicitement. Tou-
tefois, a ce jour personne n’a pu récupérer le temps optimal atteint, dans
certaines situations, par la méthode des multiplicateurs. Ceci n’entame en
rien la valeur de cette approche a en juger par la quantité des ouvrages qui y
sont consacrés; elle est flexible, simple, facile & implémenter et apporte des
résultats intéressants.

Le résultat principal de cette thése concerne la controlabilité exacte du
systéme (1) par une action de type Dirichlet.

Nous introduisons les espaces de Hilbert

HllD(Q) = {u < Hl(Q);u’FD = 0} )

Z2 = {<u17u2> = Hll“D(Q) X Hy(Tv); ug = Uﬂrv} ,
Z' = espace dual de Z,

ou I'y (resp. I'p) dénote la partie du Ventcel du bord (resp. la partie de
Dirichlet).
En effet, nous montrons le théoréme suivant

Théoréme Principal. Soient
(vg, 2) € L*(Q) x L*(T'y), (vi,v3) € 2.

8
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Alors, il existe Ty > 0 et des fonctions de contréle (wy,ws,wg), de norme
minimale dans L*(0,T; L*(Ty) x L*(Ty) x R) tels que pour tout T > Ty la
solution (v,v|r, ) de (1) atteint son état d’équilibre (2) au temps T.

Décrivons brievement la démarche que nous allons suivre pour arriver a
ce résultat.

D’abord, nous procédons par la célebre méthode Hilbert Uniqueness Me-
thod de Lions [42], dont un point essentiel est de ramener le probléme de
controlabilité de (1) a observabilité de son adjoint. On entend par observa-
bilité, la possibilité de déterminer de maniére unique 1’état de ce dernier a
partir de mesures partielles. Ensuite, en tirant profit de la particularité de
notre domaine, ’analyse spectrale du probléme homogéne nous permet d’ex-
primer explicitement sa solution en série de Fourier. Les inégalités d’Ingham
existantes dans la littérature étant inadéquates, nous développons une nou-
velle version de I'inégalité de Mehrenberger propice a notre situation. Avec
laquelle nous parvenons a établir 'observabilité. Tout comme le théoréme
original de Mehrenberger, notre variante pourrait étre reformulée de fagon a
donner davantage de résultats sur la controélabilité interne et interne-frontiére.

Ce manuscrit comporte trois chapitres.

e Dans le premier chapitre, nous remontons a l'origine physique du pro-
bleme étudié au cours de cette thése. Nous reproduisons les équations
régissant les vibrations a partir d’'un principe de la physique mathé-
matique : le principe de moindre action. Précisément, nous présentons
une formulation introduite par Goldstein [19] qui fournit simultanément
I’équation du mouvement et les conditions au bord. D’ailleurs, elle a
également ’avantage d’aboutir aussi bien aux conditions non standards
(Ventcel, cinétique) qu’aux conditions classiques. Nous discuterons a la
fin de la signification physique de la condition dynamique de Ventcel.

e Dans le chapitre 2, nous revisitons des sujets en relation avec la thé-
matique de ce travail. Nous nous focalisons surtout sur les notions aux-
quelles nous ferons appel dans le chapitre trois. Nous commencons par
des théorémes sur 'existence de solutions de deux problémes abstraits,
en s’attardant sur ceux relatifs aux opérateurs anti-adjoints. Nous pré-
sentons quelques notions de la théorie du controle en insistant sur la
dualité entre la controlabilité et 'observabilité qui est a la base de la
méthode HUM. Nous donnons aussi des éléments de la théorie spec-
trale qui nous permettent de représenter la solution en série de Fourier.
Nous concluons ce chapitre avec trois techniques pour démontrer 1'in-
égalité d’observabilité : la méthode des multiplicateurs, les estimations
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de Carleman et les inégalités d'Ingham, que nous fortifions par une ap-
plication a l'observabilité de 1’équation des ondes avec la condition de
Dirichlet.

Le chapitre 3 recéle les résultats principaux de cette thése. Nous mon-
trons un théoréme de type Ingham qui entraine en conséquence la
controlabilité exacte du systéme (1). Nous le reformulons ensuite de
telle sorte qu’il répond a d’autres questions de controlabilité. Il s’agit
d’un papier intitulé : " Observability of wave equation with Ventcel dy-
namic condition" publié dans la revue " Evolution equations and control
theory" avec mon directeur de thése D. E. Teniou.

10



Chapitre 1

Dérivation et interprétation
physique des équations du
mouvement

1.1 Introduction

On se propose, dans ce premier chapitre, d’examiner de prés la significa-
tion physique de la condition dynamique de Ventcel notamment lorsqu’elle
accompagne 1’équation des ondes. Bien que la modélisation puisse se faire
aussi bien en trois dimensions, on se contente de la présenter en deux dimen-
sions puisque c’est la situation ou l'on va se placer par la suite. Plus pré-
cisément, on expose une nouvelle formulation due a G. Goldstein [19], dont
découlera naturellement et simultanément 1’équation des ondes ainsi que les
conditions aux limites appropriées. Cette formulation repose essentiellement
sur le principe variationnel de moindre action et I’observation qu’en réalité,
les oscillations de l'intérieur d’'un objet élastique pourraient éventuellement
affecter sa frontiére ; ce qui fait qu'une estimation rigoureuse de 1’énergie doit
compter la contribution du bord.

D’ordinaire, la modélisation d’un phénoméne physique se fait en dédui-
sant, d’abord, les équations décrivant I’évolution & l'intérieur du domaine;
ensuite des conditions aux limites viennent compléter le probléme. Ces condi-
tions au bord sont nécessaires pour avoir un probléme bien posé, et générale-
ment elles sont imposées ad hoc selon les propriétés physiques de la frontiére.

Les conditions classiques (Dirichlet, Neumann et Robin) ne prennent pas
en compte ’énergie cinétique du bord; ce qui est raisonnable quand il n’y
a pas de mouvement comme l’exprime la condition de Dirichlet homogeéne
et constitue une approximation forte dans le cas contraire. D’ailleurs, méme

11



Chapitre 1. Dérivation et interprétation physique

I’énergie potentielle du bord n’est prise en compte que dans la condition
de Robin. Cependant, dans les situations réelles, il est fort possible que la
frontiére soit affectée par les vibrations de 'intérieur, auquel cas la description
avec les conditions classiques peut s’avérer physiquement incorrecte.

Partant de ces constats, Goldstein [19] a eu 'idée de remédier a la for-
mulation classique des équations du mouvement en incluant les énergies du
bord dans I'expression de I’énergie totale d’'un systéme. Ceci a débouché sur
une nouvelle approche qui permet de récupérer aussi bien des conditions
standards que des conditions nouvelles comme celles de Ventcel.

Enfin, il mérite d’attirer 'attention sur un autre article [14]| aussi inté-
ressant que celui de Goldstein, mais qui présente un point de vue différent.
En fait, les auteurs y traitent le bord comme un systéme tout a fait indé-
pendant de l'intérieur et attachent beaucoup d’importance a l’interaction
bord-intérieur. Ceci est inspiré par le fait que les frontiéres d’un systéme mé-
canique sont souvent des interfaces minces qui assurent 1’échange de I’énergie
entre intérieur et extérieur et qui pourraient bien avoir des caractéristiques
mécaniques différentes de celles de l'intérieur. Tout comme la formulation
que 'on détaille dans ce chapitre, ’étude faite dans cet article conduit & tous
types de conditions aux limites classiques ou non et la variété d’exemples
illustratifs y figurant en est la preuve.

1.2 Description du probléme

On se donne une membrane élastique vibrante. On suppose que les vibra-
tions sont transversales et de faibles amplitudes et que les forces s’exercant
sur la membrane sont conservatives. On désigne par 0 C R? le domaine
borné, connexe, occupé par la membrane en état d’équilibre et par 92 son
contour de classe C.

On cherche a reproduire les équations décrivant I’évolution en temps de ce
systéme a l’aide du principe variationnel de moindre action. Afin de formaliser
mathématiquement ce probléme, on introduit les notations suivantes :

dA : mesure de Lebesgue dans () i.e. dA = dxdy.

ds : élément d’arc sur Of).

wy (resp. wy) : fonction poids continue et strictement positive dans €2

(resp. sur 012).

dp = widA ® wods.

p(x,y) : la densité superficielle de la membrane, supposée positive et

bornée dans €.

T(x,y) : la tension au point (z,y).

u(z,y,t) : le déplacement de ’équilibre du point (z,y) au temps t.

12



1.2. Description du probléme

f(x,y,t) : la densité des forces extérieures agissant sur la membrane (2

au point (x,y) au temps t.

g(x,y,t) : la densité des forces extérieures appliquées sur le bord 0f2.

La dynamique de ce systéme est caractérisée par la quantité, appelée
action et notée S, définie par l'intégrale :

t1
to
ou KE (resp. PE) dénote I'énergie cinétique du systéme (resp. I’énergie
potentielle).
On sait que I'énergie cinétique s’écrit

// puidp = // puZwidA + = / puZwsyds (1.2)
2 Joa

oty € {0, 1} est un paramétre permettant de compter ou pas la contribution
de la frontiére a I’énergie cinétique.

En revanche, I’énergie potentielle du systéme est la somme du travail né-
cessaire pour déplacer de I’équilibre la membrane et son bord, et de 1’énergie
potentielle due a 'effet des forces extérieures.

Soit AA un élément de surface en un point (xg, yo) i.e.

AA = [xg, 0 + Ax] X [yo, Yo + Ayl.

Le travail nécessaire pour déformer AA est donné par le produit de la tension
T et 'accroissement d’aire :

AW = T(xo + Ax,yo + Ay)v/ (Ax)2 + (Au)2y/(Ay)? + (Au)?
—T(xo + Az, yo + Ay)(Az)(Ay).

1

En utilisant des développements de Taylor appropriés, on trouve que
AW = §T(ﬂ70 + Az, yo + Ay)

1 () +(5)

= §T($o,y0)[ 2 (0, Yo, t) + u (o, Yo, 1) AzAy + . ..

AzAy + .

ol les points de suspension désignent les termes d’ordre supérieur. Puisque
les oscillations sont supposées petites, on tire que I’énergie de la déformation
relative & €2, que 'on note Uy, est donnée par

=5 [ Tl ) + i) dedy (13)

13



Chapitre 1. Dérivation et interprétation physique

On désigne par U, I’énergie potentielle de déformation relative a la frontiere
0€). Pour l'instant, on I’écrit sous la forme générale

Uy = o(z,y, u, Opu, Oru, t)ds (1.4)
09

ou Oyu, O,u sont resp. la dérivée normale et tangentielle de u et ¢ est une
fonction a préciser plus tard.

Soient Us, Uy les énergies potentielles correspondant aux forces extérieures
agissant sur 2 et 02, alors

Us = //Q flz,y, t)u(x,y, t)dedy (1.5)

U, = /m g(x,y, tyu(z,y,t)ds (1.6)

Par conséquent, 1’énergie potentielle du systéeme vaut
PE=U,+U;+ U3+ Uy

Avant de passer a la dérivation des équations régissant 1’évolution du
systéme, il convient de faire quelques remarques.

Remarque 1.1. 1. Aucune hypothése n’est faite sur la relation entre la
densité superficielle de la membrane et celle de son bord. Elles pour-
raient bien étre différentes. Ceci signifie que [’on n’exclut pas [’éven-
tualité ou la membrane et sa frontiére soient constituées de matériauz
différents.

2. Lorsque v =0 (cf. (1.2)), la contribution du bord a l’énergie cinétique
est négligée et on retrouvera par la suite les conditions aux limites clas-
siques ; par ailleurs le choix v =1 conduit a de nouvelles conditions.

3. Il en sera de méme pour la fonction ¢ (cf. (1.4)) dont le choix déter-
minera le comportement du bord de la membrane.

1.3 Principe de moindre action

Il est évident qu’a chaque configuration u(t) de la membrane entre tg
et t; correspond une action i.e. & = S[u|. Il s’agit donc de déterminer, en
connaissant 1’état initial u(to) et I’état final u(t;), 'état réel du systéme dans
I'intervalle [to, t1].

14



1.3. Principe de moindre action

Le principe variationnel de moindre action affirme que la configuration
effectivement prise u(t) est celle qui rend l'action S extrémale, souvent mi-

nimale.

Tenant compte des équations (1.2)-(1.6), on a

Slu] = /t (KE - PE)I

1 [ 1 [
= —/ {// pufwldA} dt + —/ [7/ pufwgds} dt
o9
%/ [// u? +u dA] dt
—/ [ qb(x,y,manu,&u,t)ds] dt
o LJoa
ttl t1
—/ {/ fudA}dt—/ {/ guds}dt
to Q to o0
1M
— 5/ // [pufwr — T (ul +ul) — 2fu] dAdt
to Q

1 [
+ 5/ /mhpufu@ —2¢(x, y, u, Opu, O-u, t) — 2qgu| dsdt

D’aprés la théorie du calcul des variations, on sait que si une fonction u
réalise un minimum pour I'action alors la variation premiére 6S[u] s’annule.

Considérons une variation de u, u + €€ ou £ = £(z,y,t) est une fonction
arbitraire et € est un facteur qui contréle 'ampleur de la variation. Alors, 0S

est la partie linéaire en € de Sfu + €] — S[u].

Slu+ €€] — :%/to // (u + €€) 2w — 2f (u + €€)] dAdt
1
2

/: / /Q T((u+ €€); + (u+ €g),] dAdt

+3 /t 1 /mhp(u + €€)jws — 2g(u + €€) |dsdt

_ / (w6, 0wt €€), 0, (u + c6),t) ddt
to o0

15



Chapitre 1. Dérivation et interprétation physique

1 [t
- ‘/ // [pujw; — T(u? + u;) — 2fu] dAdt
2 to Q
1t
- _/ / [’Ypufwz — 2gu] dsdt
2 to oN

t1
+ / ¢(l’, Yy, u, anua 8Tu, t) dsdt.
to o

Donc,

Slu+ €] — Slu] = ¢ / / / pustyin — T(usbs + uyy) — €] dAdt

+e /t:l /m [ypu&pws — g€] dsdt (1.7)
t1
e [ [ 10+ 0,006 + 00,10:€) s + o)
to oN

Si on choisit

wl(xay) = w2(xvy) = T(:c,y)’

o1 aura

Slu+ €] — / / / Lo, dAdt — e / / / (TVu.VE) dAdt
_E/to /Qfg dAdt+e/t:1 /{my?ut@ dsdt—e/totl aQ[¢u+g]§dsdt

y / (Go,uOn€ + do.u0-] dsdt + ofc).
to o0

En intégrant par parties le second terme et en utilisant l'identité (pq), =
Pqr + prq, il s’ensuit

Slu+ e€] — /t // ——utt—l—V (TVu) — f} ¢ dAdt

—i—e/ //6’t Lo dAdt+e/ /m{ ~E utt—T—]gdsdt
//89 utf dsdt—e/ mgbu—i—gﬁdsdt
A

¢8nu8 g + gba,—ua f] dsdt + 0( )
0N
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1.4. Muse en équations

ce qui entraine que la variation premiére de § vaut

:/t“ // L+ V. (TW)-f} ¢ dAdt
LG e [ e oo

—l—/ — ’y—uf dsdt—/ Oy + g| € dsdt
to aaat T to 6(2[ ]

t1
- / (06, u0nE + Po,40-&] dsdt.
to o0

(1.8)
La fonction u étant fixée en tg et t1, on a
f(l’, Y, Z50) = f('xa Y, tl) = 0.
Ainsi 'application du théoréme de Fubini donne
t1 8 <p t1 8 p
< —u£> d:cdydt:/// —<—u£> dt da dy
/to//gat T 0y, t\T" (1.9)
P ]tl
//Q [T +§ o Y
Pareillement, on aura
u S ds dt =0 1.10
/ o9 8t : (110)

Tenant compte de ces deux égalités, (1.8) devient

Z/ttl // _%utt+v. (TVu)—f] ¢ dAdt
/tl/m[ p“” T_}dedt—/ / [bu + g] € dsdt  (1.11)

- / [¢3nuan£ + ¢8Tua~,-€] dsdt.
to onN

1.4 Mise en équations

On est maintenant en mesure d’obtenir les équations d’évolution cher-
chées. On rappelle que la solution u(z,y, t) représentant la déformation de
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Chapitre 1. Dérivation et interprétation physique

entre ty et t; est, d’apres le principe de moindre action, celle pour laquelle
I’action est minimale. En partant de ce point, on va trouver une condition
nécessaire pour que u soit un point stationnaire de la fonctionnelle S.
Supposons que dS[u] = 0. Cela signifie que le membre de droite de I’équa-
tion (1.11) doit s’annuler pour toute fonction . On considére d’abord celles
satisfaisant
E(z,y,t) =0, (xz,y) € 09, tog <t <t. (1.12)

Alors, (1.11) se réduit a

/ // |~ Fwa+ V(1Y) f| € du dy dt, (1.13)

et comme l'intervalle [ty,t1] et les fonctions £ sont arbitraires, on trouve

uy = V- (TVu) + f dans Q, (1.14)

~ T
avec ¢?(x,y) = t f = —=, qui est I’équation des ondes en deux
P

dimensions.
On essaie maintenant de retrouver les conditions aux limites standards.
En éliminant 'hypothése (1.12) et en tenant compte de (1.14), (1.11) se

réduit a
/ / [ Tl — T—} € dsdt —/ [bu + g] € dsdt
to Joo o0

t1 (115)
- / (06, u0nE + Go,40-€] dsdt.
to onN

e Condition de Neumann :

Supposons que v = 0 et ¢ = 0. Il en résulte alors que u doit satisfaire
la condition de Neumann non homogéne

ou

o = g sur 0f),

oug=—=.

T

e Condition de Robin :

2

Si on choisit cette fois v = 0 et ¢ = ¢(u) = %u2, on obtiendra de

(1.15) que
% + w?u = § sur 01,
o, 0 g
ou w’ = T et g N
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1.4. Muse en équations

e Condition de Dirichlet :

A premiére vue, il parait difficile de récupérer la condition de Dirichlet
de notre formulation ; pourtant, c’est tout a fait possible. Supposons que
I’on néglige la contribution du bord a I’énergie cinétique, alors v = 0. La
condition de Dirichlet a pour expression u(z,y,t) = G(z,y,t) sur 09
pour une certaine fonction G. Ceci implique que {(z,y,t) =0, (z,y) €
0f) car toute variation u + €£ doit également satisfaire a la condition
au bord u+e£ = G. En conséquence, la premiére variation S se réduit
justement & (1.13) et on recouvre ainsi I’équation des ondes avec une
condition de type Dirichlet sur le bord.

Jusqu’ici on a réussi, a l'aide de la formulation proposée par Goldstein
[19], & obtenir simultanément 1’équation des ondes aussi bien que les condi-
tions aux limites classiques. Or il se trouve que cette méme formulation peut
conduire & d’autres types de conditions non standards dont fait partie celle
qui nous intéresse le plus : la condition dynamique de Ventcel.

En revenant & (1.15) et en posant cette fois-ci v = 1 et ¢ = ¢(0,u) =

(0-u)?, on aura

t p ou t
dS[u| = / / ——uy —T— —g| &ds dt — / o,.0-€ ds dt
o Joo L T on to Joo

t1 t1
_ / / {_Butt _ T@ — g} & ds dt — / / T0,u0,& ds dt.
to JOQ T on to JOQ
(1.16)

T
2

Si on suppose T constante le long de la frontiére et qu’on intégre par parties le
second terme de (1.16) (en admettant également que u et £ sont suffisamment
réguliéres), on trouvera

t1
_ L _pdu
dS[u] = /to /aa [ Tt + TAru T@n g] € ds dt (1.17)

ou Ar représente le laplacien tangentiel.
En utilisant comme précédemment le fait que Uintervalle [tq, t1] et la fonc-
tion & sont arbitraires, on déduit la condition dite de Ventcel dynamique

0
iy — dAgu + da—z -y (1.18)

T? T
a,vecd:—etgz—g—.
P P
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Chapitre 1. Dérivation et interprétation physique

Remarque 1.2. [] existe, bien sir, d’autres conditions au bord non standards
que nous n’allons pas aborder ici et dont la formulation est donnée dans
[19]. En particulier, les conditions cinétiques qui sont appelées ainsi pour la
présence du terme uy, et les conditions de Ventcel généralisées. Le lecteur
intéressé peut consulter [19] ou [14] pour les détails.

1.5 Interprétation physique

Les équations modélisant la dynamique d'un systéme se déterminent
conformément & ses propriétés physiques (densités, tensions, forces exté-
rieures...). De ce fait, toutes les équations revisitées plus haut ont une quel-
conque interprétation physique. Dans l'article [19], 'auteur en fournit pour
toutes les conditions aux limites étudiées en prétant une attention particu-
liere a la condition cinétique. Ici, on s’intéresse seulement aux conditions de
Dirichlet et de Ventcel dynamique.

D’aprés les discussions précédentes, on sait déja qu’une solution de 1’équa-
tion des ondes (1.14) décrit les oscillations verticales d’une membrane de den-
sité p soumise a une tension 7". Quitte a préciser la signification des conditions
de Dirichlet et de Ventcel.

Il est clair qu’une condition de Dirichlet correspond & une valeur prescrite
de u sur la frontiére ; si on suppose que u = 0, alors dans ce cas le bord de la
membrane est fixé.

Regardons maintenant de pres la condition dynamique de Ventcel homo-
gene

Uy — dApu = —d%. (1.19)
On voit que le membre de gauche de cette égalité est bel et bien ’équation
des ondes en une dimension qui modélise les vibrations d’une corde tendue;
alors que le membre de droite exprime la force qu’exerce la membrane sur sa
frontiére. On peut donc affirmer que dans le cas d’'une membrane entourée
d’un cadre de densité linéaire p, soumis & une tension 7', le bord se comporte
comme une corde vibrante (un fil flexible et mince) [59], [60] .

Il importe de souligner que pour une membrane rectangulaire 2 = (0, [;) X
(0,15), dont la frontiére est fixée partout sauf un coté, par exemple (0,1;) X
{l}, la condition de Ventcel sur ce coté découle du choix de ¢(u,) = Zu2. Ceci
soutient les propos du paragraphe précédent car ’énergie potentielle requise
pour déplacer une corde de son état d’équilibre est effectivement donnée par
cette méme expression (voir [46]).

Pour accentuer encore I'importance des conditions de type Ventcel, men-
tionnons deux exemples concrets. Le premier exemple s’agit d’'un trampoline
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1.5. Interprétation physique

bordé d'un cadre flexible. Dans ce cas, on a la condition de Ventcel sur
toute la frontiére et il s’avére que c’est le laplacien tangentiel qui exprime
la flexibilité du bord. D’ailleurs, cette situation a été discutée avec assez de
détails dans [14], surtout lorsque le cadre est rigide. Avec cette hypothése,
on constate qu’il n’est plus question de condition de Ventcel mais plutot de
condition cinétique.

Une peau de tambour avec un trou a I'intérieur constitue notre deuxiéme
exemple illustratif. Cette situation est particuliérement intéressante puisque
I'on a une condition de Dirichlet sur la frontiére extérieure du tambour et
une condition de Ventcel sur le contour du trou.

Plusieurs autres exemples de systémes mécaniques, composés de masses,
de ressorts et de cordes, ont été décrits, dans 'article récent [14], par I'équa-
tion des ondes couplée avec des conditions aux limites classiques ou nouvelles
selon les contraintes imposées sur le bord. En fait, 'auteur y exhibe une nou-
velle théorie se basant sur le fait que le bord dans les systémes physiques
réels est souvent entiérement différent de la limite de l'intérieur.

On conclut cette discussion en notant qu’il serait utile parfois de prendre
en compte l'effet de la friction sur le systéme. Cependant, on ne peut pas
traiter cette force de la méme maniére que les autres forces extérieures puis-
qu’elle n’est pas conservative. On l'ajoutera donc a la derniére étape aprés
avoir formulé les conditions aux limites. Empiriquement, on sait que si la vi-
tesse u; est petite, la friction en dépend linéairement F' = quy, et la condition
de Ventcel devient

0
Uy + quy — dATu + d—u g
on

D’autre part, si la vitesse est grande, la friction est approchée par qu? et on

obtiendra P
- U -
U + quf — dAru + d— = g.
on
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Chapitre 2

Observation et controle des
systémes d’évolution linéaires

2.1 Problémes de Cauchy

Avant d’aborder les questions de contrélabilité et d’observabilité d’un
systéme d’évolution, on commence d’abord par assurer le caractére bien-posé,
dans un cadre fonctionnel adéquat, de deux problémes de Cauchy abstraits.
L’intérét d’une telle formulation abstraite vient du fait que tout probléme de
controlabilité et d’observabilité pourrait, généralement, ainsi se réécrire.

Soient H et G deux espaces de Hilbert. On note par (-,-)g, (-, )g les
produits scalaires sur H et G, et par || - ||m, || - ||c les normes associées.

Soit T' > 0, Uy € H, on considére sur H le probléme abstrait de Cauchy :

{U:Aate@ﬂ 21)

U(O):UQGH,

ou H est l'espace des états, A : D(A) C H — H est un opérateur linéaire
borné ou non borné & domaine dense.

Soit, en plus, B un autre opérateur linéaire défini sur D(B) C H a valeurs
dans G. On s’intéresse, également, au probléme adjoint & (2.1) donné par

(2.2)

V' = —A*V + B*W, t € (0,T),
V(0) =V,

ou Vy € H' est la donnée initiale, W € L?(0,T;G’) la fonction contrdle, H’,
G’ les espaces duaux de H, G, et A*, B* les opérateurs adjoints de A, B.

L’opérateur B* : D(B*) C G' — H’ décrit la maniére dont le controle W
agit sur le systéme (2.2).
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En fait, le probléme (2.1), qui est libre de toute intervention, représente
un systéme d’observation; plus précisément, on observe les valeurs prises
par BU. En revanche, le probléme (2.2) représente un systéme controlé par
l’action B*W.

2.1.1 Existence et unicité de solutions de (2.1)

D’aprés la théorie des semi-groupes, on sait qu’un probléme tel que (2.1)
admet une solution unique pourvu que 'opérateur A génére un semi-groupe
fortement continu S(¢),¢ > 0. Si de plus ce semi-groupe est inversible, il
pourra étre prolongé aux valeurs négatives de ¢ pour ainsi former un groupe
S(t),t € R (en fait, il suffit d’avoir S(7) inversible pour un certain 7 > 0
prop. 2.7.4. [58]).

On s’intéresse plus particuliérement aux opérateurs anti-adjoints, vu que
lopérateur de 1’'équation des ondes a cette propriété [26].

Un opérateur A a domaine dense est dit anti-adjoint si A* = —A. Le
résultat suivant appelé théoreme de Stone caractérise les groupes générés par
de tels opérateurs.

Théoréme 2.1. Un opérateur A : D(A) € H — H est anti-adjoint si et
seulement s’il est le générateur infinitésimal d’un groupe unitaire S(t), t € R

(S(t)* = S(t)~') sur H.

Pour la démonstration, on renvoie aux livres [49], [58]. Il convient de noter
que puisque tout opérateur anti-adjoint est m-dissipatif ([58], proposition
3.7.2), 'implication directe découlera immédiatement du théoréme de Lumer-
Phillips (|58], théoréme 3.8.4) .

Il est évident que dans le cas ot A génére un groupe, la solution de (2.1)
sera définie pour tout ¢t € R [49]. On fournit ci-aprés l'existence de solutions
pour des systémes représentés par des opérateurs anti-adjoints (comme les
équations des ondes et des plaques [26]). Pour le cas général, on pourrait
consulter [49], [58].

Théoréme 2.2. Supposons que A est anti-adjoint. Etant donné Uy € H, le
probleme (2.1) admet une unique solution continue U € C(R; H) donnée par
U(t) = S(t)Uy, t € R et qui satisfait

U@ = l1Uollu, vt €R. (2.3)

Si de plus Uy € D(A), alors U € C(R; D(A)) N CY(R; H) i.e. U est une
solution classique de (2.1).

Remarque 2.1. L’énergie du systéme (2.1) étant donnée par E(t) = 5||U(¢)||3;,

t € R, légalité (2.3) signifie qu’elle sera conservée lors de [’évolution en
temps.
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2.1. Problemes de Cauchy

2.1.2 Solutions faibles du probléme dual (2.2)

On étudie maintenant 'existence de solutions au systéme (2.2). Souvent,
en traitant des problémes de contrélabilité, on se trouve face a des équations
dont la donnée sur le bord n’est pas assez réguliére pour obtenir une solution
au sens ordinaire. On applique alors la méthode de transposition, qui nous
procurera une solution faible de (2.2) en un sens bien précis.

Soit s € (0,7"). On note U, V les solutions de (2.1) et (2.2). Alors, for-
mellement, on a

0= /O V) UNE) — AU S dt

— [« VO, U() >maly — /0 SV, U() S+ < V), AU) > dt
— [« V1), U(t) >mwalf - /0 V) 4 AV, U() S dt

= [< V(t),U(t) > ul} — /0 < BW(t),U(t) >p g dt

= [< V(t)7U(t) >H’,H]S - /OS < W(t),BU(t) >G’,G dt.
(2.4)

D’ou,
< V(5),U(s) >m =< Vo, U 111 + / < W), BU() > dt. (2.5)
0

Ceci nous ameéne a définir une solution de (2.2) V : (0,7) — H' au sens de
l'identité (2.5) pour toute donnée initiale Uy € H et tout s € (0,7).

Pour montrer 'existence d’une telle solution, on a besoin de I'hypothése
suivante sur 'opérateur d’observation B : on suppose que D(B) C D(A) et
que pour tout T > 0, il existe une constante cr > 0 telle que

T
/ IBUI dt < crl|Usl[, WUy € D(A). (2.6)
0

L’inégalité (2.6) est appelée inégalité d’admissibilité ou inégalité directe
selon la terminologie de Lions [42]. Elle est, en fait, vérifiée pour tout Uy € H
vu la densité de D(A) dans H.

Avec I'hypothése d’admissibilité, on a I’existence et 'unicité de solutions

faibles de (2.2).

Théoréme 2.3. On suppose l'inégalité (2.6) vérifice. Alors, pour tous Vg €
H', W e L*(0,T;G"), le systeme (2.2) a une unique solution faible au sens
de (2.5) satisfaisant V € C(0,T; H').
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Preuve. Voir le théoréme 2.4 de [26] ou théoréme 2.37. de [11]. O

L’approche exposée ci-dessus peut fournir I'existence et 1'unicité des so-
lutions de tant d’équations aux dérivées partielles notamment les équations
des ondes et des plaques [26]. Puisque le probléme de contréler I'équation
des ondes avec une action de type Dirichlet est celui le plus proche de ce qui
nous intéresse, nous allons présenter briévement comment cette formulation
abstraite nous en donne l'existence des solutions.

L’équation des ondes.

Soit 2 C R™ un ouvert borné de frontiére réguliére I'. On considére I’équa-
tion des ondes avec la condition de Dirichlet. On souhaite influencer sa dy-
namique a travers un controéle par le bord :

V' —Av=0 dans Q x (0,7),
v=w sur  T'x (0,7T), (2.7)
v(0) = vy, v'(0) = vy.

On considére en outre le probléme homogeéne :

u —Au=0 dans Q x (0,7T),
u=>0 sur T'x(0,7), (2.8)
u(0) = ug, v'(0) = uy.

Le systéme (2.7) est I’'adjoint de (2.8). En effet, on a formellement la formule
de Green suivante

/Q_“/(S)“(SHMS)u’(s) dr = /

—V1Ug+VoUq dx—i—/ /w&,u dl'dt. (2.9)
Q 0 I

Examinons l'existence et I'unicité des solutions de ces deux systémes.
Soit

1/2
H = (@) % 1), [l olla = ([ 190P + )
Q
Le systéme (2.8) peut étre réécrit sous la forme de (2.1) avec
U= (u,u), Uy = (ug,u1), A(u,v) = (v, Au),

D(A) = (H*(Q) N Hy(Q)) x Hy(Q) (voir thm. 3.6.2. [58]).

L’énergie est donnée par
1 1
B0 =510 =5 ( [ 1Vate.0P + WGP )
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On pourrait sans grande difficulté, montrer que 'opérateur A est anti-adjoint
sur H. Donc d’aprés le théoreme 2.2, il existe, pour tout

(uo, u1) € Hy(2) x L*(Q),
une unique solution de (2.8) telle que
(u,u') € C(0,T; Hy() x L*(Q)) et E(t) = E(0),Vt € R.
D’autre part, si on pose
V = (=v,v), Vo = (—v1,1v9), W =w,
on aura, de I'identité (2.9), que le probléme (2.7) peut étre écrit sous la forme
abstaite (2.2) avec
ou
ov
Alors, pour pouvoir appliquer le théoréme 2.3, il suffit de montrer que 1'opé-
rateur B vérifie une inégalité d’admissibilité (2.6). Or on a le résultat suivant

Théoréme 2.4 ([32]). Soit T > 0. Alors, il existe une constante ¢ = ¢(T') > 0
telle que la solution de (2.8) satisfait l'inégalité directe

[

Par conséquent, le théoréme 2.3 nous donne pour tout Vo € H~1(Q) x
L*(Q) et W € L?*(0,T; L*(T)) lexistence d’une unique solution de (2.7) au
sens de (2.9) telle que

(v,v") € C(0,T; L*(Q) x H Q).

G = L*('), D(B) = D(A), B(u,v) =

2
u dldt < C/<|VUO|2+ |us|*)dz.
ov Q

Remarque 2.2. Lorsqu’il s’agit d’un controle interne, il est facile d’imaginer
le systéme controlé écrit sous la forme abstraite (2.2). Cependant pour un,
controlé par le bord, cela ne parait pas aussi évident. On peut le constater dans
l’exemple d’application ci-haut. En fait, il est plus concevable de formuler un
systeme de controle par la frontiére comme

{ V'(t) = LV (t), DV(t) = W(t),

V(0) = Vi, (2.10)

ou L est un opérateur différentiel et D un opérateur de trace. Or c’est le
systéme (2.2) que l'on trouve le plus souvent dans la littérature. Ceci vient
du fait qu’il est toujours possible d’aller de la répresentation (2.10) a celle
de (2.2) et il est plus pratique d’avoir une formulation unifiante. On pourrait
trouver une discussion détailée de cette question dans le chapitre 10 de [58]
ou dans le chapitre 3 de [12].
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2.2  Quelques concepts de la théorie du controéle

On discute, dans cette section, de quelques notions de contrdlabilité et
d’observabilité notamment celles auxquelles on s’intéresse quand il s’agit de
I’équation des ondes. Il existe bien d’autres que 'on n’évoquera pas et on
recommande pour plus de détails les références [11], [48], [58].

Définition 2.1. Soit T > 0.

1. Si, pour toute données initiale et finale Vo, Vi € H', il existe W €
L*(0,T;G") tel que la solution V de (2.2) vérifie V(T) = Vi, on dira
que le probléeme (2.2) est exactement controlable au temps T

2. Si, pour tout Vo, Vi € H' et e > 0, il eviste W € L*(0,T;G’) tel que
la solution V' de (2.2) vérifie ||V(T) — Vi|| < €, on dira que (2.2) est
approximativement controlable au temps T

3. Sl existe W € L*(0,T;G") tel que pour tout Vo € H', la solution de
(2.2) satisfait V(T') = 0, alors on dira que ce probléme est controlable
a zéro au temps T'.

Remarque 2.3. Il est clair que la contrélablité exacte implique la contro-
labilité approchée et a zéro. Linverse n’étant pas vrai en général. Il arrive
pourtant que la contrélabilité a zéro soit équivalente a la contrélabilité exacte
lorsque 'opérateur A* génére un groupe fortement continu (voir [11], théo-
réme 2.41), ce qui est bien le cas pour l’équation des ondes.

On note qu’en dimension infinie ces trois propriétés dépendent du temps.
En particulier, en raison de la vitesse finie de propagation de I’équation des
ondes, on ne s’attend pas a ce qu’elles se réalisent pour des temps T petits.

On introduit maintenant quelques définitions intimement liées & celles
données plus haut mais, qui concernent l'observabilité du systéme adjoint
(2.1). On suppose que 'opérateur d’observation B est admissible (cf. (2.6)),
alors on a

Définition 2.2. 1. Le systéme (2.1) est dit exactement observable au temps
T > 0 s’il existe une constante kr telle que

T
/ IBUIR, dt > ke|| Ul WU € H. (2.11)
0

2. Le systéme (2.1) est approximativement observable au temps T si
BS(t)Uy =0, pour 0 <t <T < Uy=0. (2.12)

Remarque 2.4. L’inégalité (2.11) est appelée inégalité d’observabilité ou
inégalité inverse selon la terminologie de Lions [}2], tandis que la propriété
(2.12) est appelée principe de continuation unique.
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2.3 Dualité entre controlabilité et observabilité

L’un des principes les plus importants en théorie du controle et sur lequel
s’appuie la céleébre Hilbert uniqueness method de Lions [42], est la dualité
entre les notions de controlabilité et d’observabilité. On entend par cela que
I’on pourrait toujours ramener le probléme du controle pour un systéme au
probléme d’observation de son adjoint. L’intérét étant que souvent, il est plus
pratique de prouver I'observabilité (une inégalité ou une propriété de conti-
nuation unique) que de montrer la contrdlabilité (un résultat d’existence).

Théoréme 2.5. Soit T' > 0. On a les équivalences suivantes :

1. Le systéme controlé (2.2) est exactement controlable au temps T si et
seulement si le systeme dual (2.1) est exzactement observable au temps
T. De plus, le controle W € L*(0,T;G") satisfait

||W||L2(0,T;G') < er||Vollar, (2.13)

ot la constante cy ne dépend pas de [’état initial V.

2. Le systéme controlé (2.2) est approximativement contrélable au temps
T si et seulement si le systéme dual (2.1) est approximativement ob-
servable au temps T.

Les résultats principaux de ce travail étant tous établis a l'aide de la
méthode HUM dont ce principe de dualité constitue une partie intégrante,
nous allons reproduire la démonstration de la premiére équivalence. Pour la
deuxiéme, on peut consulter n’importe quel livre sur la théorie du controle
(voir par exemple thm. 2.43, [11] ou thm. 11.2.1, [58]).

On souligne que lorsque le systéme est réversible en temps, l'inégalité
inverse (2.11) est aussi équivalente a la controlabilité a zéro de (2.2). En
effet, c’est cette équivalence qui sera montrée ci-dessous, étant donné que le
systéeme dont le contréle nous préoccupe est réversible.

Preuve. On considére la forme bilinéaire sur H suivante :
T
o (Uo, To) — / (BS(t)Us, BS(t)To)e: dt.
0

Compte tenu des inégalités (2.6), (2.11), il résulte que a est continue, symé-
trique et coercive. D’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe
un isomorphisme isométrique A € L(H, H') auto-adjoint et défini positif tel
que

T
< AUQ, 00 >H H= / (BS(t)Uo,BS(t)f]o)G d?f, \V/U(], 00 € H.
0

29



Chapitre 2. Observation et contréle des systemes d’évolution linéaires

Soit J : G — G’ I'isomorphisme canonique de Riesz. Pour tout Vy € H', Uy €
H, on a l'identité (cf. éq. (2.5))

T
<V(T),U(T) >pr.u=< Vo,Us >mr.ei + / <W(t),BU(t) >crc di.
0

On pose
W(t) = —-JBSt) AV, t > 0.

Montrons qu’effectivement ce controle améne bien 'état V' de 1’état initial
Vo a I’équilible au temps 7. On a

T
<V(T),U(T) >pr.zg =< Vo, Up >wrpr +/ <W(t),BU(t) >c ¢ dt
0

T
=<< ‘/0, Uy >H'\H —/ (BS(t)A_l%,BS(t)Uo)G dt
0

=<Vo,Up >mrg — < AN Vo, Uy > gy dt
=0
Comme le groupe S(t),t € R est unitaire, il en résulte que si la donnée
initiale Uy parcourt tout l'espace H, U(T) en fait de méme. On déduit donc
que V(T) = 0.
Vu que J et A sont des isométries, on aura
W26y = 1T BSE)A Vol 20,50
= [[BS()A™ Vol r20,m:0)
< al[A"Volln ’
< col[Vol [
d’ot, I'estimation (2.13).
Démontrons maintenant la réciproque.

Soit Uy € D(A). Supposons (2.2) exactement controlable, alors I'égalité
(2.5) devient

T
< Vo, Uy > y= —/ <W(),BU(t) > dt, YV, € H'.
0

Si l'on choisit pour chaque Vy € H’ un contrdle W satisfaisant (2.13), on
obtiendra
| < Vo, Uo >, | < erl|[Volla || BU||r20,1:6)-

En appliquant le théoréme de Hahn-Banach, on conclut que

U]l < e[| BUI| 2070
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Ainsi, si 'on voulait établir la controlabilité exacte de I’équation des ondes
(2.7), il suffit de prouver 'inégalité d’observabilité suivante

T
C/(|VU0|2+|U1|2)d$§//
Q 0 N

Quant a la controlabilité approchée, elle est équivalente dans ce cas a

@
ov

2

ou
3 dldt. (2.14)

=0sur I'x (0,7) < (ug,u1) = (0,0). (2.15)

2.4 Quelques rappels de théorie spectrale

Etant donné que 'on a l'intention d’utiliser des techniques de 'analyse
non harmonique pour prouver une inégalité d’observabilité, quelqu'unes de
ces idées seront présentées ci-dessous. Jusqu’ici, on ne sait qu’établir I'exis-
tence des solutions; or lorsque la géométrie du domaine ot a lieu 1’évolution
est simple, il est possible, grace a la théorie spectrale, d’exprimer explicite-
ment la solution en série de Fourier. Ce qui permet d’en savoir plus sur ses
propriétés et son comportement.

2.4.1 Base de Riesz

On considére I'espace de Hilbert [? contenant les suites (z3) C C telles
que > oy |2k]? < 00. On note (e)y, la base canonique de 2 i.e. ey est la suite
dont tous les termes sont nuls sauf celui dans la k™ position qui est égal a
1. Une base de Riesz dans un espace de Hilbert X est définie comme suit :

Définition 2.3. Une suite (¢y) d’un espace de Hilbert X est dite une base
de Riesz dans X s7l existe un opérateur inversible () € L(X,1%) tel que
Q(¢r) = ek, k € N. La suite (¢r) donnée par

Or = Q" Qdy, k€N
est appelée suite biorthogonale a (¢y).

Remarque 2.5. Une base orthonormale de X est une base de Riesz telle
que ¢ = ¢r, k€ N.

Les bases de Riesz possédent beaucoup des propriétés des bases ortho-
normales. Ici, on se contente de rappeler celles qui nous seront utiles par la
suite. Pour plus de détails, voir [58], [12].

Propriétés :
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e Soient (¢y,) une base de Riesz dans X et (¢y) la suite qui lui est bior-
thogonale. Alors, tout z € X peut se réécrire de maniére unique comme

z:z<z,q~§k>¢k.

keN

e [l existe ¢1, co > 0 tel que

aY |<zg>P <P <) |<zd>

keN keN

En particulier, pour les bases orthonormales, on a [’égalité de Parseval
qui correspond & ¢; = ¢y = 1.

e Le sous-espace Z engendré par les vecteurs ¢, k € N est dense dans

X.

En théorie des équations aux dérivées partielles, souvent les bases de Riesz
sont constituées de vecteurs propres d’un opérateur différentiel. En revanche,
lorsque ces opérateurs ont des caractéristiques particuliéres, comme les opé-
rateurs auto-adjoints a résolvante compacte, ses vecteurs propres forment
plutot une base orthonormée. Nous pouvons mentionner comme exemple les
vecteurs propres du laplacien, qui forme bien une base de Riesz dans I’espace
de Sobolev H} ().

Notre but étant d’exprimer la solution du probléme d’observation (2.1),
nous avons besoin d’abord d’un théoréme spectral nous assurant la décom-
position en espaces propres de H. Nous verrons plus tard que le générateur
infinitésimal de notre groupe est anti-adjoint. Cependant, nous n’avons pas
pu trouver une référence qui exhibe un théoréme spectral pour de tels opé-
rateurs. Ceci ne pose guére de probléme puisque dire qu'un opérateur A
a domaine dense D(A) C X est anti-adjoint revient a dire que iA est auto-
adjoint. En conséquence, les traits que possédent les opérateurs auto-adjoints
s’étendent aisément aux opérateurs anti-adjoints y compris le théoréme ci-
aprés déduit de la proposition 3.2.12. de [58].

Théoréme 2.6. Soit X un espace de Hilbert de dimension infinie et A :
D(A) € X — X un opérateur anti-adjoint & résolvante compacte. Alors,
les vecteurs propres (¢r)kez de A forment une base orthonormée de X et les
valeurs propres (Ap)kez C IR associées vérifient lim g o0 [Ar] = 00.

2.4.2 Représentation en série de Fourier

Ce dernier théoréme nous méne a la définition d’opérateur diagonalisable,
une qualité tellement commode que posséde le générateur infinitésimal dans
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tant de situations pratiques (équation des ondes et de la chaleur). Quand elle
est vérifiée, cette propriété facilite beaucoup la démonstration d’observabilité
d’un systéme.

Soit p(A) 'ensemble de s € C tel que s/ — A : D(A) — Xest inversible
et (sI — A)~! e L(X).
Définition 2.4. Un opérateur A : D(A) C X — X est dit diagonalisable
si p(A) # 0 et s’il existe une base de Riesz dans X formée par les vecteurs
propres de A.

Il est facile de voir que dans ce cas le domaine D(A) est dense dans X et
que l'opérateur A est fermé. De surcroit, tout opérateur diagonalisable peut
s’exprimer en terme de ses valeurs et vecteurs propres. En effet, on a

Proposition 2.1. Soit A un opérateur diagonalisable. On note par (¢r), (Ar)
ses vecteurs et valeurs propres et par ¢y la suite biorthogonale a ¢y. Alors,

D(A) = {z eX:Y Pl <2 > P < oo},

Az =) N < z,¢5 > ¢k, Vz € D(A).
Revenons au probléme homogene (2.1)
U =AU, te (0,7)
U(O) =U, e H.

En plus des hypothéses déja faite précédemment, on suppose que A est diago-
nalisable. Il s’avére que le semi-groupe généré par A est aussi diagonalisable,
nous permettant ainsi d’avoir une expression explicite de la solution en fonc-
tion des vecteurs et valeurs propres de A.

On note (Ej), (Ax) les vecteurs et valeurs propres de A. La solution U
peut s’écrire en série de Fourier comme suit :

Théoréme 2.7. Etant donné Uy € H tel que
k
Alors, la série de Fourier non harmonique

Z UkEkeAkt
k

converge uniformément par rapport a t wvers la solution U € C(0,T;H)
du probleme (2.1). De plus, il existe deuz fonctions continues et positives
c1(t), ca(t) telles que

a®UlI* < UMD < c2(t)]| V[ (2.16)
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La démonstration de ce résultat ainsi que des exemples illustratifs se
trouvent dans [26] et [58].

Application.

Soit 2 C R™ un ouvert borné de frontiére réguliére I". On va appliquer
les résultats des paragraphes précédents sur 1’équation des ondes avec la
condition de Dirichlet

u' — Au=0 dans 2 x (0,7),
u=0 sur I'x (0,7, (2.17)
u(0) = ug, u'(0) = uy.

On désigne par () les valeurs propres et (e) les vecteurs propres nor-
malisés du laplacien avec condition de Dirichlet. Alors, on a

o ex € Hy(Q), —Aey, = e
® Y >0, 7 — 00
e les vecteurs propres (e;) constituent une base orthonormée de L*().

On rappelle que cette équation peut s’écrire comme un probléme de Cau-
chy (2.1) avec
H = Hj(Q) x L*(Q), U = (u,u),

D(A) = (H*(Q) N Hy () x Hy(Q), Alu,v) = (v, Au).

Il est facile de vérifier que les vecteurs

(ek, j:wkek), k= 1, 2, Ce

1
By =——
+k /—2’}%

sont des vecteurs propres de A associés aux valeurs propres *iw;, = Fiy/ k-
De plus, d’aprés le théoréme 2.6, les vecteurs F.; forment une base ortho-
normée de H.

D’autre part, si les conditions initiales sont données par

Up = (ug,u1) = Z Usr By,
=1

la solution u(x,t) s’écrira en série de Fourier

oo

u(z,t) = Z(akewkt + a_ge “eg(x),
k=1
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tel que

(lak)* + la—i]?) <

A4 = ,—2| k|2 Z”Yk

En particulier, si Q = (0,1), on aura

et la solution est donnée par

o0
u(z,t) = Z(akei‘”’“t + a_pe ) sin(wyx),
k=1

tel que

> (ol + lai?) < 0.

k=1

2.4.3 Problémes de Sturm-Liouville

Pour étudier les propriétés spectrales de notre probléme, nous avons été
amené a faire une séparation de variables. Cette démarche nous a ramené a
des problémes de Sturm-Liouville, problémes qui sont en fait des équations
différentielles. Leurs solutions ont d’intéressantes propriétés. Il est bien connu
que les fonctions trigonométriques (sin(kz)),>1 sont orthogonales entre elles
et constituent, aprés normalisation, une base orthonormée de L*(0,7). En
outre, ces fonctions sont les fonctions propres, d’'un probléme de Sturm-
liouville, associées aux valeurs propres (k?)p.

Nous exposons, ci-aprés, une classe de problémes de Sturm-Liouville un
peu différente de I'ordinaire. La différence étant la dépendance des conditions
aux limites d’un parameétre . Ce genre d’équations survient a la suite d'une
séparation des variables quand les conditions aux limites du probléme original
sont dynamiques (contiennent des dérivées temporelles). 11 existe beaucoup
de situations physiques dont la modélisation y donnerait lieu. Mentionnons
par exemple le refroidissement d’une barre solide mince dont une extrémité
est mise a l'instant ¢ = 0 au contact avec une quantité finie de liquide. Cet
exemple a été cité entre autres dans le papier de Futon [15] qui constitue la
référence principale des idées que nous allons présenter, en tentant de cerner
les caractéristiques de telles équations, en comparaison avec les équations
classiques. Beaucoup d’articles y ont été consacrés [61], [3], [5], [6], [16].
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De maniére générale, les problémes considérés s’écrivent

—u" 4+ qu = Au, ¢ continue dans |a, b],
cosau(a) + sinau'(a) =0, a € [0, ),
—(Bru(b) — Bau/ (b)) = A(Bu(b) — Byu' (b)),
b1, B2, By, B3 € R.

On s’intéresse ici au cas particulier de py =35, =0, fo =01 =1, a =0
et g=0

(2.18)

{ v’ = Au, dans [a, b, (2.19)

u(a) = 0,u'(b) = Au(b).

Il facile de voir que les fonctions propres de ce probléme ne sont pas or-
thogonales dans L?(a,b). Il se trouve néanmoins que les fonctions propres,
d’un opérateur que ’on définira ci-dessous, le sont dans un espace de Hilbert
bien choisi. On ne fait que donner les faits généraux, les détails se trouvent
dans[15].

Soit lespace de Hilbert H = L?(a,b) x C, muni du produit scalaire

(17,(?):__u/d)ﬁa(x)(?l(x)-+.F527;

() (%)

On définit 'opérateur A : D(A) C H — H comme suit
—F”(ZL') )
A(F) = /1 )
®={ Fio
D(A) = {F € H|F, F| € C([a,b]), F{ € L*[a,b], Fi(a) =0, F, = Fy(b)}

L’opérateur A est & domaine dense et auto-adjoint. Cette formulation moyen-
nant 'espace de Hilbert H a été proposée pour la premiére fois par Walter
[61]. On voit bien que si F' € D(A) est un vecteur propre de A, la fonction
Fi(x) est solution de (2.19). De ce fait, connaitre les propriétés spectrales
de l'opérateur A permet d’identifier celles du probléme de Sturm-Liouville
(2.19) .

On note ¢, la solution de (2.19) avec les conditions initiales

(5)-(ne )= (),
w(A) = Ada(b) — PA(D).
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En appliquant les mémes techniques utilisées dans [57] pour I'analyse des
équations de Sturm-liouville classiques, Futon [15] a montré que les racines
de w(A) sont réelles et simples. Elles sont, en outre, les valeurs propres de
I'opérateur A. Si on les note par \,, n =0,1,2,..., il s’ensuit que le vecteur

o, (2) )
P, = " ,
( P, (b)
est le vecteur propre de A associé a A,. De plus, on a la relation d’orthogo-
nalité dans H suivante

(P, Dy) =0, sin#m.

Soient (W,,) les vecteurs propres normalisés de A i.e.

gt (25) o

ou le produit scalaire (-,-) et la norme || - || sont ceux de 'espace H. Alors,
tout élément de A peut s’exprimer en termes des vecteurs (U,,). En effet, on
a

Théoréme 2.8. 1. Pour tout F' € H, on a
1FIP =D 1(F, W)
n=0
2. Pour tout F' € D(A), on a

F= i(Fa \Ijn)lpn7
n=0

la série de la premiére composante converge uniformément dans |a,b],
tandis que celle de la deuxieme composante converge absolument.

3. Soit F € H. Alors la série Fy(x) = Zzozo(fab Fii, dx), est conver-
gente dans L*(a,b).

Formules asymptotiques :

En s’appuyant sur les résultats connus pour les problémes de Sturm-
Liouville classiques, Futon a déterminé le comportement a I'infini des valeurs
et vecteurs propres de A. Il a décelé quatre cas différents selon les valeurs des
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parameétres (5 et . Pour le probléme (2.19) correspondant au cas ou 35 = 0
et @ =0, on a d’aprés Futon [15]

(”—%)W<\/>\—n<(”+%)7T’
b—a b—a

plus précisément,

_onw .
VA, = b_a+0(n )

Un(®) =1/ E , sin (%) +0(n™h).

Remarque 2.6. On pourrait trouver, dans [50], un exemple concret donnant
liew & des fonctions sinus, solutions d’un probleme tel que (2.18), qui ne
sont pas orthogonales dans L*(a,b). Cela se produit lors de la résolution par
la méthode de Fourier d’un probleme de diffusion de vapeur a travers une
paroi mince séparant deux chambres fermées, dont une est vide et l’autre
est maintenue a une pression de vapeur d’eau constante. La modélisation de
ce probleme est faite par une équation de la chaleur et une condition aux
limites dynamique (de type Neumann). On étudiera en détail ces fonctions
mémes dans le chapitre suivant, ot cette fois elles sont issues d’un probléme
hyperbolique (équation des ondes et condition de Ventcel).

2.5 Quelques techniques de démonstration de
I’inégalité d’observabilité

Méme si grace au principe de la dualité entre controlabilité et observabi-
lité, on peut passer d’'une notion a ’autre dans les deux sens, I'implication
"observabilité = controlabilité" reste la plus importante et la plus utilisée.
Cela simplifie considérablement le probléme, pourtant il est toujours loin
d’étre résolu. Il faudrait démontrer une inégalité telle que (2.11) ot 'opéra-
teur B et la norme peuvent varier selon la nature du systéme considéré et le
cadre fonctionnel dans lequel il est placé. Ceci fait qu'une méthode peut se
révéler avantageuse dans une situation et non dans une autre.

Il existe trois techniques principales pour établir une inégalité d’observa-
bilité. La méthode des multiplicateurs, la méthode de Carleman et la mé-
thode de I'analyse non harmonique. Nous présentons rapidement les deux
premiéres, et développerons plus longuement par la suite la troisiéme mé-
thode, qui repose sur la théorie spectrale, car c’est cette derniére que nous
utiliserons pour notre travail.
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2.5.1 Meéthode des multiplicateurs

Cette approche a été largement utilisée par Lions [42] et aprés par Ko-
mornik [25] pour montrer les inégalités d’observabilité de divers problémes
d’évolution. Elle consiste essentiellement a se servir des multiplicateurs et de
I'intégration par parties pour établir des identités qui a leur tour conduisent,
sous quelques conditions géométriques, aux inégalités d’admissibilité et d’ob-
servabilité.

Nous allons présenter cette méthode en I'appliquant a 1’équation des ondes
avec condition de Dirichlet (2.8)

v —Au=0 dans Qx (0,7T),
u=20 sur  T'x (0,7),
u(0) = ug, v'(0) = uy.
On suppose qu’il existe xg € €2 tel que
(x —xp) - v(x) >0, Vo €T,
ou v(z) est le vecteur normal & I' au point x.
Le cas ou juste une partie du bord vérifie cette contrainte peut étre traité
similairement en faisant quelques adaptations.

On définit

m(z) =x —x9, R=sup|r— x|, Mu=2m-Vu+ (n—1)u,
e

ol le point désigne le produit scalaire usuel dans R™.
On considére le probléme (2.8) avec des données initiales

ug € H*(Q) x HY(Q), up € Hy ().
Ce qui fait que la solution satisfait
u € C(0,T; H*(Q) x H3(Q)) NCH0,T; HY (Q)).
Lemme 2.1. Pour tout T > 0, la solution de (2.8) satisfait ’identité
T T T
/ /(m.y)(ayu)2 dTdt = U u' Mu da:] +/ /(u')2+ |Vul* dxdt.
0 T Q 0 0 Q
(2.20)
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Preuve. On multiplie I’équation des ondes par Mwu et on intégre par parties
pour trouver
T
0= / /(u” — Au)Mu dxdt
0o Jo

_ M W' Mu dmr —/OT/F(ﬁyu)Mu drdt (2.21)

T
+/ / —u'Mu' + Vu-V(Mu) dzdt.
o Ja
Par ailleurs, on a
u'Mu' =2u'm-Vu' + (n— D) =m- V@) + (n— 1))

alors une intégration par parties et le fait que div m = n entraine

_/Q“/M“/ di = —/Qm-V(u’)z—i-(n— (') da

_ /F (m - v)(W')? dT + /Q ()? da.

En utilisant la convention de sommation des indices répétés, on aura
Vu-V(Mu) = (0;u)0;(2myOku + (n — 1)u)
= 2(03u) (0ymy,) (Opu) + 2my (O31) (0;0pu) + (n — 1)|Vu|?
=m-V(|[Vul*) + (n+ 1)V

(2.22)

D’ou,

/QVu-V(Mu) d:z::/Qm-V(\Vu\z)—l—(TH—lHVu]Q dx

(2.23)
_ /(m'u)\VU\Q dF+/ Vuf? da
r Q
En insérant les égalités (2.22), (2.23) dans (2.21), on obtiendra
0—[/uMudm} / / )2+ |Vul® do
(2.24)

/ /8uMu+ m - v)((W)? — |Vul?) dTdt.

Le résultat de ce lemme s’ensuit immédiatement de cette égalité, car v’ = 0
et la condition du bord u = 0 implique

Vu = (Ou)v, Mu=2(m-v)(0,u) sur I'.
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Lemme 2.2. Pour toute fonction u € H'(Q), on a

/Q(Mu)? dr = /Q(|2m VUl + (1= n20d) do + (20 — 2) /(m V)l dT.

r

Si, de plus, u est nulle sur I', on aura
/(MU)2 dx < 4R2/ |Vul? dz
Q Q
Preuve.
Mu)? dx = 2m - Vu + (n — Dul? dz
[ orup o= [ | (n 1)
Q Q
= 2m - Vul? + (n — 1)%*u® + 4(n — Du(m - Vu)) dz
(I "+ (n—1)
Q
= /Q(|2m Vul? + (n — 1%+ (2n — 2)m - V(u?)) dx
= /(\Qm Vul* + (n — 1)*u* — n(2n — 2)u?) dx
Q

+(2n—2)/(m-y)u2 dr

= [2(\2m-VU\2+ (1 —n*)u?) dx + (27’L—2>/F(771-V)u2 dr.

]

Il est maintenant facile de prouver I'inégalité inverse(2.14).
Rappellons que I'énergie du systéme (2.8) vérifie

B(t) = %/ﬂaw? F1P) de = E(0), ¥t € [0,T).

D’aprés ce dernier lemme, on a

/u'Mu dx
Q

Dong, le membre de droite de I'identité (2.20) peut étre minoré par

N2 1 2 "2 2 _
g/ﬂ(R(u) +gm (M) )dng/Q((u) +|Vul) de = 2RE.

(2T — 4R)E(0) = (T — 2R) /Q(\Vu0|2 ) da,

tandis que le membre de gauche est majoré par

T
R/ /(3,,14)2 dl’dt.
o Jr
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On obtiendra alors 'inégalité d’observabilité (2.14)

T
¢ / (Vo + | ) < / /
Q 0 N

dés que 'on a T'— 2R > 0.

ou?
£y dldt

Remarque 2.7. Comme on peut le constater, on n’a pas fait usage de la
condition géométrique (x — xo) - v(x) > 0. On insiste néanmoins sur sa né-
cessité qui paraitrait plus évidente quand elle est vérifiée seulement sur une
partie du bord Ty, auquel cas le coté droit de (2.20) est majoré par

R / ' / (Ou)? dTdt.
0 JTo
On pourrait également tirer l'inégalité d’admissibilité
T
Iy

de Uidentité (2.20). En effet, puisque m - v est strictement positif, il existe
une constante ¢ > 0 telle que le coté gauche de (2.20) est minoré par

T
R/ /(@u)Q dl’dt;
o Jr

en outre, le membre de droite peut étre majoré par

2
Ou dldt < c/ IVuo|* + |ui |* dz
al/ QO

9RE(0) + 2RE(T) + 2 / " B(t) di = (2T + 4R)E(0)
:(T+2R)/Q|Vu0| unf? da,

et on a ainsi 'inégalité voulue.
En fait, dans la suite on emploiera la méthode des multiplicateurs pour dé-
montrer ’admissibilité de notre opérateur d’observation. L’inégalité inverse
sera établie moyennant une autre méthode qui repose sur l’analyse non har-
Monique.

1l importe de souligner que la condition T > 2R n’est pas optimale en
général, seulement quand le domaine €} contient un segment de longueur 2R
(voir remarque 3.6. [25]).
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2.5.2 Les estimations de Carleman

Les inégalités de Carleman sont des estimations de la norme L? d'un
opérateur différentiel. Elles reposent sur une fonction poids sous forme ex-
ponentielle et sur des paramétres qui peuvent étre pris aussi grands que
nécessaire. En fait, c’est le mathématicien suédois T. Carleman |7] qui est
le premier & concevoir de telles estimations dans le but de démontrer une
propriété de continuation unique pour un opérateur elliptique. Depuis lors,
les travaux abondent dans cette direction et les inégalités de Carleman se
révélent un outil puissant pour l'analyse des EDPs, d’autant plus qu’elles
s’appliquent également a 1’étude de la controlabilité et des problémes inverses
[54, 55, 63, 2, 62, 51|. Plus précisément, on parvient a déduire I'inégalité d’ob-
servabilité d’un systéme de ’estimation de Carleman associée a son opérateur
différentiel.

Conformément & la thématique de ce travail, on va retrouver ci-aprés
I’'observabilité de 1’équation des ondes en utilisant une inégalité de Carleman
globale développée par Imanuvilov [22] pour les équations hyperboliques.

L’inégalité de Carleman pour l'opérateur des ondes.

Soit 2 C R™ un ouvert borné de frontiére réguliére I'. On consideére une
fonction ¢ € L*(=T,T; L?(QQ)) telle que

Lov = L4 Ap € AT T AQ), v =0sw T x (CTT). (225)
_ o0 W O oy
w(-1) =) =0, (1) = Y n)=0 (2.26)

Soit zy € R™\Q. On dénote
Ioy={z€el, (z —x0) -v(z) >0},

ou v(z) est le vecteur normal a I" au point z. On définit la fonction poids ¢
par
¢(‘IE’ t) = |:L' - $0|2 - BtQ + MO?

ou 0 < 8 < 1et My est choisi de sorte que
oz, t) > 1, V(z,t) € Qx (=T,T).

Soit A > 0. On définit
alz, 1) = 0.

On pose pour s > 0
w = e*Y.
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Alors, on a formellement (en supposant la fonction 1 suffisamment réguliére)
Pyw = e Ly(e™*Pw) = e Lyy.

D’autre part,

ot ot ot
000w 5.5 (00" ,
o, _ _ Ow 0
sox, ) — p—sen [ ZY
o (e w) =¢e (3%' S)\a lgo)\w) ,

A(e ¥ w) = e (Aw — sA Vo 2orw — sSAAppyw
— 25Xpr V6 - Vw + ' N0 |V w).
On écrit alors
Pow:P10J+P2W+R0w7

avec
Pw = ?;—;; — Aw + $2X\%p3 ((%)2 - |v¢|2> w, (2.27)
P = (M = Dxan (22 - Ao — sx2n (2202 - v .
20 (2% v V), |

2

0
Row = —Mls/\go,\(a—tf — Ag)w.

Le paramétre M, est choisi tel que
20 2

< M, < .
B+n T B+n

On est maintenant en mesure de donner une estimation de Carleman
pour l'opérateur des ondes Ly. Longue et technique qu’est la preuve, on va
se limiter a I’énoncé de ce résultat et on renvoie le lecteur intéressé a [22, 51].
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Théoréme 2.9. Soit ¢p € L*(=T,T;L*(Q)). On suppose qu’elle satisfait a
(2.25), (2.26). Alors, il existe \g > 0, so > 0 et C' = C(\g, S0, B, z0) tels
que pour tout X > Ao, s > So on a ['inégalité

g 250 aw 2 2 313 g 25, 3 2
SA e go,\(|§| + |V |*) dzdt + s°A e S o5 [Y|° dadt
-TJQ T JQ

T T
+/ /|P1w|2da:dt—|—/ /\Pgw\zdxdt
T JQ T JQ

T T aw
< C’/ /6255"*\[/0¢|2dxdt—|— C’s/\/ / 25X | |2 dldt.
-TJQ -7 JTy ov

Application a ’observabilité de I’équation des ondes.

(2.29)

On considére le systéme d’évolution

v —Au=0 dans §2x (0,7),
u=0 sur  T'x (0,7),
u(0) = ug, w'(0) = uy.

On sait maintenant que pour tout uy € Hy (), u; € L*() la solution existe
et est unique dans u € C(0,T; H3(Q2)) N C*(0,T; L*(Q)). De plus, Iénergie
est conservée au cours du temps

E(t) = E(0) = /Q(|w0|2+ lw[?) da, Yt € (0, 7).

On va appliquer I'inégalité de Carleman que l'on vient de donner pour
démontrer le résultat suivant analogue a celui obtenu par la méthode des
multiplicateurs :

Théoréme 2.10. On suppose qu’il existe o € R™\Q tel que la région obser-
vée vérifie
IFo={zel, (x —z0) v(z) >0}

Alors pour tout T > 2sup,cq | — xo|, il existe une constante C' > 0 telle que

E(O)SO/OT/FO

Preuve. On considére la fonction poids

2

ou
5| . (2.30)

P(z,t) = |z — 20> — B(t — 5)2 + M,
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ou [ et My sont choisis tels que

4
1>p8> ﬁsup|x —x0l?, et p(z,t) > 1, Y(z,t) € Qx (0,7).
e

I1 est facile de voir que
T T
vt € [OvT]7 (b(ﬂ?,t) < (b(ﬂ?, 5) et (b(l’, 5) > MO
d’ot, il existe n > 0 tel que

T T
¢($,t>2M07 \V/ZL’GQ, vt € |:§_777§+77:| .

Par ailleurs,
T2
(b(I,O) = gﬁ(%’,T) = |37 — .CC()|2 — 5z + Mo,
ce qui fait qu’avec notre choix de g, il existe 6 > 0 tel que
¢(x7t) < MO: vt e [075] U [T - 67 T]
On définit une fonction 85 € C*(]0,T]) satisfaisant
vVt € [O,T], 0< 05(25) <1, 95(0) = 95(T) =0, Vt € [5,T — 5], Qg(t) =1.
On pose z(x,t) = Os(t)u(x,t). Alors on a

z=0sur I'x (0,7,

0z 0z

0)=2(T)=0, —(0) = —

20) = 2(1) =0, Z(0) =%

Soit @y (z,t) = @ X > 0. On peut donc appliquer I'inégalité de Carleman

(2.29) a la fonction z dans l'intervalle (0,7") pour obtenir 'existence des
parameétres so, A\g > 0 et d’une constante C' > 0 tels que

(T) =0, x € Q.

T Oz T
s)\/ /er‘p*gO,\(|—|2—|— V2)?) dxdt+83)\3/ /628<‘0>‘30i|2|2 dxdt
o Jo ot o Jo

T T 82’
< C'/ /625%|L02|2dxdt + C'S)\/ / x| —Z|? dldt
o Ja o Jro ov

46

(2.31)



2.5. Quelques techniques de démonstration de l'inégalité d’observabilité

pour tout A > Ag et s > so. Grace a l'inégalité de Poincaré et le fait que
05 = 1 sur [0, — J], on tire

T 0 Mg 0z
/ /er‘pA\ngFdxdt < C’o/ /6256 (]—]2 +|V2|?) dadt
o Ja

+Co/ / 250 Z\2+|Vz\2) dadt
-5 ot

AM

< 26Coe** T E(0

D’autre part, on a

//25“"A |2+|Vz|)da7dt
+n
/2 / s |2 V2|?) dadt

MWO (0)

Il résulte de l'inégalité (2.31) que
AM AMq T 0z
4sAne®*< " B(0) < 26Coe**¢ " E(0) 4+ C'sA / / 628%|a—|2 drdt. (2.32)
0 JIy v

Alors en choisissant s\ suffisamment grand, on trouve

T 0z
0)<C / / 2= 212 gt
0 To al/

d’ou I'inégalité d’observabilité voulue. ]

2.5.3 Théorémes de type Ingham

Lorsque la solution du probléme observé (2.1) peut s’exprimer explicite-
ment en série de Fourier (le cas d’un semi-groupe diagonalisable), I'inégalité
d’observabilité pourrait bien étre démontrée en utilisant des théorémes de
type Ingham. Il s’agit d’inégalités trigonométriques, dont la premiére version
est due a Ingham [23], et que I'on peut considérer comme une généralisation
de l’identité de Parseval & des suites non orthogonales. Dés lors, de nom-
breuses variantes ont été développées et employées en théorie du controle
notamment pour établir I'observabilité [24], [45], [56], [30], [13].

On commence par présenter la toute premiére version de l'inégalité telle
qu’elle était donnée dans [23].
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Théoréme 2.11. Soit (A\,)nez une suite réelle. On suppose qu’il existe une
constante v > 0 telle que

Dot — M| >~ >0, Vn € Z (2.33)
Alors pour tout T > E, il existe 1 = c1(T,7y) > 0, co = co(T,7y) > 0 telles
Y
que

2
dt <) an|’, (2.34)

nel

a Y lan < /

ne’l

E a, ez)mt

T
T nez

pour toute suite de coefficients (a,) € 1*(C).

Comme c’est la premiére inégalité (appelée inégalité inverse) de (2.34)
qui nous importe, nous allons reprendre sa démonstration. Pour l'inégalité
directe, on peut voir [23], [26].

Preuve. Supposons que T vérifie Ty > w. Alors,

E CLnBZA"t
E€Z

/T
-T n

ou l, = TTA" De plus, on a

2 - 2
. TAn .
dt = — E apet = ° E anet®| ds,
T
T | nez €Z

2 -
ds:—/
T ) x|’

7

— =75 >1,

[tns1 — pin| =
™

donc, il suffit de démontrer (2.34) pour "= 7 et 7 > 1.
On introduit la fonction A : R — R définie par

[ cos(t/2) si |t| <m,
ht) = { 0 si || > .

Sa transformée de Fourier vaut

o0 : 4cosTx

—00

Comme 0 < h < 1, on trouve
2

2
/ Z anemt| dt > / h(t)
T |nez - nez
= K(0) Z |an|? + Z Wn G K (pn — i)

dt = Z aan(Mn - ﬂm)

n#Em
1
>4 lanl® = 5 D (laal® + lam ) (10 = o)
n n#Em
=4 aal* =D laal® D 1K (= p1a)].
n n n#m
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Or on a
4 4
D K (i — ) <) <D =
8°° 1 8 1 — 1 1 4
-8 — _ = .
S it n e — s ()
Onobtlent

E a, et

neL

2
T 4
/. 0z (1-5) St

De la remarque faite au début de cette preuve, on déduit qu’avec T' > 0 cette
derniére inégalité devient

T 2
/ E anez)\nt
=T
[l

nez
Remarque 2.8. e L’inégalité directe de (2.34) est satisfaite pour tout
T > 0, alors que linégalité inverse nécessite la condition T' > % De ce
fait, plus ’écart v est petit, plus le temps T doit étre grand.

4 2
- T2»y2) Z |an|”.

e La condition T > % signifie que le temps T dépend de la distance mi-
nimale de deux termes successifs de la suite (\,); cependant, ce qui
compte, c’est la distance asymptotique lorsque n — oo.

Soit v, 1'écart a l'infini i.e.

Yoo = lminf | A1 — Ayl (2.35)

[n|]—o0

On relaxera le résultat du théoréme 2.11 en démontrant que l’estimation
(2.34) est encore vérifiee pour T > % Pour ce faire, on adoptera le méme
raisonnement que celui de Haraux [21] (voir aussi [26], théoréme 4.5.). Sous
Phypothese (2.35), (2.34) est satisfaite pour les series > - anet avec N
assez grand ; ainsi pour se ramener a (2.34), il suffit d’y rajouter le nombre
fini de termes manquants.

Théoréme 2.12. Soit (\,)nez une suite réelle croissante telle que |A,i1 —
M| =7 >0, Vn € Z et soit yo donné par (2.35). Alors pour tout T > P
il existe c1,co > 0 tels que

o Y lan)’ < /

ne”L

pour toute suite de coefficients (a,) € I*(C).

2
E e iAnt

neL

dt <) an|, (2.36)

ne”L
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Preuve. L’inégalité directe de (2.36) étant vraie d’aprés le théoréme précé-
dent, quel que soit le temps T" > 0, il suffit donc d’établir I'inégalité inverse.
Soit €; > 0. D’aprés la définition de v, il existe N = N(e;) € N* tel que

| Ant1 — An| > Yoo — €1 pour |n| > N. (2.37)

On considere d’abord une fonction f; ayant pour l'expression
— E anez)\nt
|n|>N

Tenant compte de (2. 37), le théoréme 2.11 appliqué a la fonction fy implique
que pour tout 1" >

’Yoo €1
o S Janl? g/ o)Pdt < e 3 Janf? (2.38)
In|>N |n|>N

Prenons maintenant la fonction

fi(t) = folt) + ane™' = Z an et L qpevt.

[n|>N

Pour simplifier, on suppose, sans perte de généralité, que Ay = 0 car on peut
tout aussi bien considérer la fonction fi(t)e=*¥* au lieu de f1(t).
Soit € tel que T'=T — € > %O Alors on a

€ iAne ' _
/0 (filt+n) = A1) dy= D an (eM—l — e) et vt € [0, 1]
In|>N "

Appliquant I'inégalité inverse de (2.34) a la fonction g(t) = [5(fi(t +n) —
f1(t)) dn, il en résulte
T
o < [
-T

Ly
e — 1 — idel® = | cos(Ane) — 11 + | sin(Ane) — Anel®

[n|>N
~ 4sin (%) (sin(Ane) — Ane)?
s)"
€)? s

{4

20

2 2

dt.  (2.39)

ei)\ne -1

A?ﬁ@+n»—ﬁ@»dn

n

D’autre part, on a

81|)\ le <
| Aple>m
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En observant que |A,| > 7, n € N, on obtient

2
> ce?:

)

ei)\ne -1
IA\n

— €

ainsi, (2.39) deviendra

2

4?ﬁ@+n).ﬁ®)m d. (240)

€2y Z |an]2 /

[n|>N
Par ailleurs, grace aux inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young on aura

/.

2

dt

[ttt = siey an
g/ﬁﬁ/nﬁ@+n%—ﬁ®Fdnﬁ

<o /Iﬁt+n|+Uﬂﬂ)dnﬁ
< /’uu>ﬁﬁ+ag/ [ 1P an a

T+
/m |2dt+2e// " | Au(s)[2 ds dn
T+17
sw/;mwfw+%//FM@F@m
— 0 —

T
<4 /_T A dt.

Combinant (2.40) avec cette derniére inégalité entraine

o S Jal? < /_T|f1(t)|2 dt. (2.41)

[n|>N

Donc pour avoir I'estimation inverse de (2.36) pour la fonction f;, il nous
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reste seulement a rajouter |ay|? au membre de gauche de (2.41). Or, on a

2 2
. 1 T '
‘QN‘Z — f1 (t) - Z anel)‘nt — ﬁ/ fl (t) _ Z anez/\nt dt

[n|>N -7 [n|>N
2

<1 /T|f(t)y2dt+/T Zae“nt dt
=T r 1 n

T linj>N

1 ’ 2 2
<7l [ nerara Y

[n|>N

1 Co T 9
<5 (1 + C—1> /_T [f1(8)]" dt.

Ceci avec (2.41) donne

T
S DR [ ACIR
In|>N =T
En répétant ce processus, on peut ajouter les termes a_ne Nt g, etnt In| <
N pour atteindre a la fin I'inégalité désirée (2.36). O

On peut trouver dans [26] un tas d’exemples d’application de l'inégalité
(2.36) a l'observabilité de I’équation des ondes en une dimension avec diffé-
rentes conditions aux limites (Dirichlet, Neumann, mélées). Son intérét est
plus évident quand l’équation des ondes contient un terme d’ordre inférieur
au, a € R. Dans le cas contraire, I'orthogonalité des fonctions propres fera
laffaire (voir I'introduction de [26]).

Toutes ces applications sont établies dans une dimension d’espace. Alors
qu’en est-il du cas multidimensionnel ? Est-il possible d’établir, via un théo-
réeme de type Ingham, l'inégalité que 'on a obtenue dans les paragraphes
précédents par la méthode des multiplicateurs et les inégalités de Carleman 7

L’obstacle majeur a une telle approche est qu’il se peut que plusieurs
valeurs propres soient arbitrairement proches ou méme égales, ne vérifiant
ainsi pas la condition d’écart qui est a la base de 'inégalité d'Ingham. Cette
difficulté a été surmontée par Mehrenberger en utilisant une décomposition
propice de la série qui fait que 'on peut se débarrasser des termes ou il n’y
a pas d’écart. Ceci a abouti & une généralisation ingénieuse du théoréme
d’Ingham qui a permis de montrer I'observabilité de I’équation des ondes
dans un domaine de la forme Q = [, (0,1;).
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Afin d’éviter de se répéter, puisque I'on prouvera dans le chapitre sui-
vant une variante de cette généralisation, on se contente ici d’énoncer sans
démonstration le résultat de Mehrenberger [45].

Théoréme 2.13 (Mehrenberger). Soientd € N*, (Ax)reme)e C R, (p1)ien+ C
C. Pour tout j =1,...,d, on suppose qu’il existe v; > 0 tel que
| Aot by 1ok i 1ekia — Nty kg 1eal > VilKG — K (2.42)
’Aklymykj—l;kj7kj+17~-~,kd + )\k’l7-~-7k'j717k597k7j+17--~7kd‘ > Vj‘k'j + kﬂv (2'43)

pour tout multi-indice k = (ky, ..., kq) € (N*)? et k) € N* tels que les poids
(p)ien+ C C vérifient

jomaxpx | < max((py | |pi ). (2.44)

Alors, pour T > 2 Zle(l/’yf), il existe une constante ¢ > 0 tel que

2
d
j=

T

1 ktyekj 1,k 41, ka€N* 20 |k eN=

>c Y (1B + 18 (Z |ij|2> :

ke(N*)d

(2.45)

pour toute suite de coefficients (Br)remmyi, (B—k)remme € I*(C).

Remarque 2.9. Comme dans le cas de la premiére inégalité d’Ingham, Meh-
renberger donne explicitement le temps minimal pour que son théoreme soit
valable et la constante y intervenant. Toutefois, appliquée a [’observabilité de
l’équation des ondes, cette approche n’atteint pas la condition optimale du
temps T'.

Outre les conditions d’écart spectral qu’exigent la généralisation de Meh-
renberger, il convient d’attirer l'attention sur une autre contrainte un peu
subtile. Les suites de coefficients (Bx)ren+)a, (B—k)re@-)e doivent étre les
mémes dans toutes les directions. Ceci n’a guére d’'importance quand 1’opé-
rateur d’observation est de méme nature sur toute la région observée, comme
c’est le cas dans le probléme de controle par le bord donné par Mehrenberger
[45]. Toutefois, si I'on souhaite par exemple combiner des contrdles internes
et frontiéres, ce petit détail gagne en poids faisant que I'estimation (2.45) ne
peut plus mener au résultat voulu. Komornik et Loreti [30], [29] ont réussi
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Chapitre 2. Observation et contréle des systemes d’évolution linéaires

a contourner cela en proposant une nouvelle formulation du théoréme de
Mehrenberger, qui leur a permis d’obtenir ’observabilité de membranes rec-
tangulaires sur des régions n’obéissant pas a la condition géométrique de
Bardos-Lebeau-Rauch [1].

Théoréme 2.14. Soit (A\,)52_ ., une suite réelle. On suppose qu’il existe un
entier n > 0 et une constante v > 0 tels que

A — M| > |k — K|y lorsque max(|K'],|k|) > n. (2.46)
Alors pour toute suite (ax)y>_., C I*(C), on a Uinégalité suivante

2

4T -
dt>— | > |ag|* - S dal?] . (247)

T T2 2
k|>n "

oo
E a/kel)\kt

k=—o00

[,

Preuve. On suppose que v > 2 et T = g On définit la fonction A : R — R
par

k=—o00

_Jocost if |t <%
h(t) :== { 0 i |t > < (2.48)
Alors la transformée de Fourier de h notée H : R — R vaut
H(z) = / h(t)e™ dt = jo—s(f) x # +1. (2.49)
o x? —

En effet, on a

H(z)= / h(t)e™ dt = /i costcosxt dt
o o

3 >
= / 2costcoszt dt = / (cos(x + 1)t + cos(z — 1)t) dt
0 0

 [sin(z+ 1)t sin(z—1)t]?  sin(z+1)% . sin(z — 1)7
B r+1 x—1 0 x4l rx—1
cos(F)  cos(F) _QCOS(%”)

z+1 z—1 2 —1
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2.5. Quelques techniques de démonstration de l'inégalité d’observabilité

En observant que 0 < h < 1, on aura

jus

I

T2

oo

§ akeikkt

k=—o00

N

2 o 2
dt > / h(t)| Y are™!| dt
-0 k=—0o0

2
= Z H()\k’ — )\k)ak/a_k+/ h(t) Z akeMkt dt

max(|k'|,[k[)=n > |k|<n

> Z H(A\y — M) away

max(|k'],|k[)2n

= H(O) Z |ak|2 + Z H()\k/ — /\k)ak/a_k

|k|>n mazx(|k'|,|k|)>n, k'#k
2 2
SHOY P Y O - el
k>n max(|W], k)2, &'k
> H(0) Y Ja)’ - > |H (A — M)l |ax|?
k=7 max(|W/], k) >, &'k
> 3 aPHO) ~ Y 1HOw =MD~ 3 sl 3 1w~ Al
|k|>n k'#k |k|<n |k'|>n
De 'expression de la fonction H, on tire que
H(0)=2et |H(x)| < o sifz| > 1.
Par ailleurs, on a pour |k| > n
Z|H()‘k'_/\k>|§2|)\,_)2\ 2—1 §Z|k"—/{:|22 2 _1
K £k Kk | F k o v
2 8 1
= / 2.2 72:_224|k’—k|2—1:
k’;ék‘k —kPy? =4 7 k'

s§ 2 s 1yls
_72m:14m2—1_72m:1 2m—1 2m+1) A2
De méme pour |k| < n, on obtient

8
> HOw = M) < el

|k |=n

Tenant compte de ces estimations, I'inégalité (2.47) s’ensuit. O
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Chapitre 2. Observation et contréle des systemes d’évolution linéaires

Observabilité frontiére de I’équation des ondes.

On considére une membrane rectangulaire Q = (0,1;) x (0,13), l,l5 > 0.
On note par I sa frontiére et par ['y la partie

Lo = (0,01) x {0} U {0} x (0, 2).
L’évolution est gouvernée par les équations

v —Au=0 dans Q x (0,7),
u=0 sur  T'x (0,T), (2.50)
u(0) = up, u'(0) = uq,

ol les données initiales ug, u; sont dans Hj (), L?(Q2). La solution de ce
systéme est donnée par la serie de Fourier

k k
Z Z are et 4 g pet) s ( 1;?%) sin( 2;T$2)7 (2.51)
2

k1=1 ko=1 1

2 2
ou k = (k’l,k'Q), r = (Jfl,I'Q), W = \/(k’;_;r) -+ <ki—27r> .

On cherche & appliquer le théoréme de Mehrenberger pour arriver a l'in-
égalité inverse

2
c/(qu0\2+ a2z < Oul™ orar. (2.52)
Q

En utilisant la série (2 51) et en mettant a profit I'orthogonalité des fonctions

sinus dans L2(0 l;), 1 =1,2, on trouve
dth
2 k 7r ; » ko i
/ / “(a ew’“t—ka_ke_w’“t)sin( 2l 2) dxodt
2
h kﬁml ’
/ / (ape™*" + a_pe ™*") sin dxqdt
lg ll
! = b i
-4 S5 B s o]
0 ko=1 k=1
h [T |k i
s 3 [ B e b ane)|
0 k=1 k=1
(2.53)
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2.5. Quelques techniques de démonstration de l'inégalité d’observabilité

D’on,
T ou? TS | & ’
— | dldt < kr(ape™s + a_pe” )| dt
A f 30 | et e
S , (2.54)
+/ Z Zkg(akewkt—i-a,ke’i“’“t) dt.
0 k=1 |ko=1
De la méme maniére, on obtient
/(lviﬁol2 + [unP)dz =Y (k| + [kaf*) (|ax]* + o). (2.55)
Q

k

Ainsi, I'inégalité d’observabilité découle directement du théoréme de Meh-
renberger (2.13) pourvu que les (wy) vérifient ses conditions d’écart. En effet,
pour tout k € N* x N*, k] € N* tels que max(ky, k]) > ko, on a

lwr — wir| > 1|k — K,
|lwi + wir| > Y1lka + K|
w2 1

29 72 /13 + 72 /13
ki € N* tels que max(ko, k5) > ki, on aura

oy = (voir [45]). Similairement, pour k£ € N* x N*,

lwk — wir| > Yalko — K5,

|wk +wk/| Z ’)/2|/€2 + l{ié|

w2 1

B2 72 /13 4+ w2 /13

valable pour tout T' > 2m/1/7% + 1/73.

On peut aboutir & ce méme résultat a ’aide du théoréme 2.14 en traitant
séparément chaque terme du coté gauche de (2.54) (voir [30]).

avec v, = . Par conséquent, I'inégalité d’observabilité est
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Chapitre 3

Observability of wave equation
with Ventcel dynamic condition

Ce chapitre constitue le contenu d’une publication [4] dans la revue " Evo-
lution Equations € Control Theory".

Résumé. L'objectif principal de ce travail est de prouver une nouvelle va-
riante de l'inégalité de Mehrenberger. Nous ’appliquons, par la suite, pour
établir plusieurs estimations d’observabilité pour ’équation des ondes sou-
mise a la condition dynamique de Ventcel.

Abstract. The main purpose of this work is to prove a new variant of
Mehrenberger’s inequality. Subsequently, we apply it to establish several
observability estimates for the wave equation subject to Ventcel dynamic
condition.

3.1 Introduction

In the present paper, we address the exact controllability of the standard
wave equation with mixed boundary condition: dynamic Ventcel condition
on one part of the boundary and Dirichlet’s on the other part. More precisely,
let €2 be an open rectangular domain in R™, n > 2 with boundary I'

n

Q=]J0.5), >0

i=1
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Chapitre 3. Observability of wave equation with Ventcel dynamic condition

Let I';, i =1,...,n, I'y and S denote the following subsets of I':

i—1 n

T, = [100,5,) x {0}y x [T (0,5,),i=1,...,n,
Jj=1 j=i+1
n—1
I'v = 11(0,4) x {l,},
Jj=1

=1

Given T' > 0, we consider the initial boundary value problem:

(" — Av =0 in Q x (0,7),
V" — Apv+ 0,0 =0 on I'y x (0,7,
v = w; onI; x (0,7),i=1,...,n,
v = wg on S x (0,7),
v=0 on M\(I'y U (UTy)US) x(0,7),
i=1
v(z,0) = vo(z), V'(x,0) =v1(x), €,
v(z,0) = ve(z), V'(x,0) =v3(x), z€Tly;

\

(3.1)
where Ar designates the tangential laplacien on I'y,, V1 the tangential gra-
dient on I'yy and 0, the normal derivative with v denoting the unit outward
normal field to I'.

The second equation is called dynamic Ventcel boundary condition on
I'y. Differential problems with Ventcel conditions are quite interesting from
the practical point of view, for they can model several physical processes. We
mention as an example, the vibrations of an elastic body with a thin layer
of high rigidity at the boundary [35], [36], [37] (see also [44], [18], and the
references therein for more on the physical meanings of such problems).

The existence and regularity of solutions to such systems have been first
investigated by Lemrabet [35], [36] with static Ventcel condition and later,
by Lemrabet and Teniou [37] with dynamic Ventcel condition. Thus, we need
not worry about an ill-posed problem. The main issue we are discussing here
is the exact controllability of (3.1); though already studied in [44], [18], it
seems that, compared to stabilization (see, e.g. [8], [9], [47]), it has received
less attention.

In a recent paper, Gal and Tebou [18] have been able to derive, under some
geometrical restrictions, a rather complex Carleman estimate for a problem
similar to the one under consideration. Subsequently, using two controls, one
on Ventcel portion of the boundary and the other on Dirichlet’s, the authors
have applied this estimate to establish the controllability of nonconservative
waves.
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3.1. Introduction

Thanks to the particular structure of our domain, it’s possible to take a
much simpler approach; say the one based on Fourier expansions and Ingham
type theorems. Since Ingham’s first inequalities [23], many variants have been
introduced and used in control theory [45], [29], [31], [30]. In particular, there
is the outstanding generalization due to Mehrenberger [45] which extends
Ingham’s theorem to cover n-dimensional intervals.

Although working with these estimates, no one has retrieved the opti-
mal time condition given by multiplier techniques; this approach remains
significantly simpler to implement than the other methods.

To our knowledge, few are the papers investigating the exact controlla-
bility of systems such as ours and none are those with Ingham’s theorems as
their tools. The existing literature involves especially Dirichlet and Neumann
conditions.

The system (3.1) is said to be exactly controllable if, for any given initial
data wvg, v1, vg, v3 (in suitable Hilbert spaces), there exist control functions
w;,t=1,...,n, wg such that

v(z,T) =v(2,T) =01in Q,
, (3:2)
v(z,T) =v(xz,T) =0 on I'y.

We shall work out this problem using the celebrated Hilbert Uniqueness
Method (HUM) of J.-L. Lions [42] which permits us to prove the controllabil-
ity of a system through the observability of the corresponding homogeneous
problem. Spectral analysis of the latter has shown that the situation here
is different from the case where Dirichlet condition is imposed on the whole
boundary [45]. This brought out the need for the new version of Mehren-
berger’s theorem which we give in theorem 3.7. This adaptation is then used
to establish the boundary observability cf. theorem 3.6.

After its first application to the observability of the wave equation with
Dirichlet condition [45], Mehrenberger’s inequality has been improved by
Komornik and Miara ([31], proposition 3.1, p. 139) and applied to establish
additional results on the observability of rectangular membranes. Motivated
by the joint work of Komornik with Loreti [29], we represent our variant of
Mehrenberger’s estimate in such a way that it can be employed to attain
more observability estimates.

We emphasize that in our first result (cf. thm 3.5), while minding the
geometric condition of Bardos-Lebeau-Rauch [1], Dirichlet action has sufficed
to steer the system to rest within a finite amount of time. This fact, though
the settings are not the same, refutes Gal and Tebou final remarks; namely,
the two controls (Dirichlet and Ventcel’s) are equally necessary to kill the
vibrations. Interestingly, even if we choose the controls to be supported on
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Chapitre 3. Observability of wave equation with Ventcel dynamic condition

both Ventcel and Dirichlet boundary, the system is proven not to be exactly
controllable only approximately.

For computational simplicity, the results are given in dimension 2, that
is when the domain ) is a rectangle. The case of higher dimensions can be
handled similarly.

This article is organized as follows:

For the reader’s convenience, in section 2, following HUM we prove the
well-posedness of the associated homogeneous problem to (3.1) and we es-
tablish an a priori estimate (direct inequality). In section 3, after providing
the spectral properties needed, we expand the solution of the homogeneous
problem as a nonharmonic series. The existence of weak solution to problem
(3.1) is given in section 4. Section 5 is devoted to the proof of our adaptation
of Mehrenberger’s theorem and its application to the boundary observability.
Finally, in section 6 we obtain through this adaptation results on internal and
combined internal-boundary observability.

In what follows, the notation A < B means that c;B < A < ¢, B for some
constants ¢y, co > 0.

3.2 Statement of problem

Henceforth, we are restricting ourselves to the case of a rectangular mem-
brane Q = (0,11)x(0,03),11,1lo > 0. Let I'1, 'y, I'y and I' p denote the following
boundary portions

Fl = {0} X (0,[2), FQ = (0, l1> X {O}, FV = (07l1) X {lg} and FD = F\FV

Let’s introduce the homogeneous problem associated with (3.1)

' —Au=0 in Qx (0,7),
u' — Aru+0,u =0 on I'y x (0,7),
u=0 onI'p x (0,7, (3.3)

u(z,0) = up(x), v'(z,0) =us(x), xe€Q,
u(z,0) = uy(x), v'(x,0) =us(x), xe€ly.

Throughout, v, 7 stand for the unit outward normal vector on I', and the
unit tangent vector oriented outside of I'y at its endpoints.

The well-posedness of problems with Ventcel boundary conditions has
been verified by many authors either by variational techniques or by semi-
groups theory (see for instance [37], [18], [44]). Nonetheless, for the reader’s
convenience, we're going over the proof of the existence of solutions as well
as some regularity properties required for the application of HUM.
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3.2.  Statement of problem

3.2.1 Well-posedness and regularity

Denoting

()= [ u()ote) do, ulf = [ u(o)Pds,

Q

Q
oy = [wwar, Julf, = [ jupar,
Iy

'y

the scalar product and norm, respectively on L?(2) and L?(T'y), we introduce
Hilbert spaces
H},(Q) = {u € H'(@)sulr, = 0},

V = {(w,u) € H._(Q) x Hy(Ly); up = wi|r, },
H = L*(Q) x L*(Ty).
Endowed with the norms

2 2 2
(w1, ug)lly = [[Vusllg + [Vrually,,

2 2 2
1w, ua)l[ = llnllg + luallr,,

V' is dense in H with continuous injection.
We define on H the operator Ay by

U1 —A’LLl
A = A
0 (U2> (—ATUQ + 0Vuz) ’ (3:4)

whose domain is given by

D(Ao) = {(Ul,UQ) & ‘/, Ao(ul,u2) € H}
= {(ul,uz) € V, Au1 € L2(Q), —ATUQ + &,uQ < L2(Fv>} .
(3.5)
Ag is sometimes called the Ventcel Laplacian.

Proposition 3.1. Let Ag be the operator defined as above. Then,
D(Ag) = {(ur,u9) € (H*(Q) N Hy, () x (H*(Tv) N Hy(Tv)); o = walry } -

Proof. Let (u,ulr,) € D(A4p). Then u € H'(Q) and Au € L*(Q), which
implies that X
Oyue H2(I).

However, Aru — d,u € L*(Ty). Thus, Aru € H~2(T'y) and as a result
we H2(Ty) N H ().
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Chapitre 3. Observability of wave equation with Ventcel dynamic condition

This together with the fact that v € Hp (Q) and Au € L*(Q) yield u €
H?(Q) (Grisvard [20]).
Now, v € H2(Q) implies d,u € Hz(I'y) and so Apu € L2(Iy). Since
u € H(Ty), it results
u € H*(Ty).

O

Remark 3.1. We can readily verify that Ay is self-adjoint and positive on
H. Further, applying Laz-Milgram theorem shows that

YV (f,g9) € H, 3 (u,v) € D(Ap) such that Ao(u,v) = (f,g).

Thus, 0 € p(Ay) and the inverse operator (Ag)~' is bounded and compact due
to Sobolev injections

HY(Q) — L*(Q), H'(T'y) — L*(Ty).

This implies that Hilbert space H possesses an orthonormal basis formed by
eigenvectors of Ay ([58], prop. 3.2.12.).
Given the space

X =V xH,
equipped with the norm

|@.0)| = 1V R IV rus 2+ G+ 17, U = (2, T = (i, ).

2

X

The energy at time t of the solution u to problem (3.3) is defined by
1 2 2

B(t) = 5 (IVally + 19 ral, + 3+ 112, ) -

The existence and uniqueness of solution to (3.3) is provided by

Theorem 3.1. Let
(uo,u1) €'V, (ug,u3) € H.

Then, problem (3.3) has a unique solution u(x,t) such that

uw e C0,T;H ()N CY0,T; LX),

ulp, € C(0,T; HXTy)) N CYH0,T; L2(Ty)). (3.6)

Furthermore, if ((ug, uo|r, ), (u2,us)) € D(Ag) XV, then the solution is strong
and we have

we C0,T; H*(Q) NHE (Q)NCH0,T; Hy () N C*(0,T; L*(K2)),
u|FV S C(Ov T; HQ(FV) N HOI(FV)) N 01(07 T; H&(FV)) N 02(07 T; L2(FV))

In both cases, the energy is conserved:

E(t) = E(0),Vt € [0,7]. (3.7)
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3.2.  Statement of problem

Proof. Putting U := (u,ul|r,, v, (u|r,)"), U := (uo, u1, ug, ug). System (3.3)
can be written in the form of an abstract Cauchy problem in X

U' =AU, U(0) = U, (3.8)
where the operator A is defined on X by
D(A) = D(Ap) x V,

Oax2  faxa2

A= . 3.9
( —Ap O2x2 (3:9)
For problem (3.8) to have solutions, we need to show that A is the infinite-
simal generator of a continuous semigroup. However, there is an even better
alternative: Stone’s theorem (see e.g. [49], thm. 1.10.8 or [58], thm. 3.8.6.)

that characterizes generators of unitary groups to be skew-adjoint.
Simple integrations by parts over €2 show that A is skew-symmetric on X

ie.
<AV >x=— <D AV >y, VO, U € D(A).

Let’s show that R(A) = X. Given (F,G) € X, is there (¢, V) € D(A) such

that
F\ A <I> N F=veV,
G) T\V G=—Ayd e H?
Since Ay is positive, it is invertible ([58], prop. 3.3.2). Then, there exists
® € D(Ap) such that G = —Ay® and A is onto. Applying prop. 3.7.3. of
[58], it results that A is skew-adjoint and 0 € p(A). Moreover, by Stone’s
theorem A generates a group of isometries on X. Thus, if Uy € X, problem
(3.8) admits a unique solution U € C(R; X) ([26], thm. 2.1) which implies
(3.6).
On the other hand, if Uy € D(A), the solution satisfies
U e C(R;D(A))NCYR; X),
U =AU in X.
According to proposition 3.1 we have H?- regularity in Q and on I'y,. Thus,
the solution is a strong one.

The conservation of energy follows from the fact that the group generated
by A is isometric. ]

3.2.2 Direct inequality

The next result is often referred to as hidden reqularity. It plays a key
role in the application of HUM. Actually, once proven, we have half of the
uniqueness theorem we are seeking.
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Theorem 3.2. Let T > 0. For every ((ug,uo| ry ), (u2,u3)) € X, there is a
constant ¢ = ¢(,T) > 0 such that the solution of (3.3) satisfies the inequality

T

T
// |0,u(x,t)2dTdt +/|8Tu(0,l2,t)|2dt
0

0 Thtl 2 2 2 2
< e ([IVuollg, + lluallg, + IV zuolly, + lluslly,) -
(3.10)

Proof. Since D(A) is dense in X, it suffices to show estimate (3.10) for regular
solutions with initial conditions belonging to D(A).

Given ((uo, uo|r, ), (u2,u3)) € D(A). Let ¢ = (¢q1,¢2) be a vector field of
class (C*(Q))?. Multiplying equations

u" — Au =0,
' — Aru+0,u=0

ou ulr,,

y Ak
ox T ox k
(0,7), in the same manner as done by Lions [42], lemma 3.7, p. 40, we obtain
(convention of summation over repeated indices is used)

1/ 0 T

- 2 — / u - i 2

2//qk1/k|8,,u| dldt {(u (t)’qkax } +2//8 |u'|*dxdt
0 Q

resp. by qp~— and integrating by parts over Q2 x (0,7") and I'y X

irﬁ [ [ 9 du L[
! 24T //ﬁ_“_“ _//ﬂ 2
5 //qkuk|u| dl'dt + 9z, Oz, 8a:kdxdt 5 i Vu|*dxdt
0 I'y 0 Q 0 Q
1 T T
+§//qkuk|VTu|2d1"dt—//8 uqk—dfdt
0 Ty 0 'y
//auqk—dfdt {( ), quu } //aq’“ '[2dDdt
0 Ty ok 0 FV
[ [ g du 0 0
+//ﬂ—“—“d dt——// Qk\vT |dth——//qT|8u| dodt.
Oxj Ox; Oxy,
0 Ty 0 oT'y
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3.3. Spectral analysis of the homogeneous problem (3.3)

Combining these two equalities leads to the identity

T T
1 1 , du 4
5 / / qkuk|6,,u|2dl“dt + 5 / / q.7'|87u|2d0’dt = |:(u (t), qkﬁ_xk(t))g

0
0 Tp 0 ary

0 RN

/ u L 9k . n2 2

e agmoi| +5 [ [ G = 9
0 Q

T T
1 Ok . 119 9 //8% Ju Ou
+ / / St = Vrufyarar+ [ [ SIS T v
0 Q

0 Ty

T T
Oq, Ou Ou 1 9 9
+ — ——dl'dt — = — |V Ldt.
//axj Oz, Bxkd dt 2//Qkyk(’u| Vru")dldt

0 Ty 0 I'y

(3.11)

Now, taking qr = xrer, k = 1,2 where e;, is kth vector in the canonical basis
of R?, the left-hand side of (3.11) becomes

1 ’ 1 ’
: / / 0, uPddt + / / 0,ul2dodt.

0 I'p 0 or'y

On the other hand, we have

T T
/ /%%@dmt:/ /|Vu|2da:dt,
0 Q 8xj afL‘j 8xk 0 Q

T T
/ / O Ou Ou 1oy :/ / IV pul2dTdt,
o Jry Oxj Oz Oy, o Jry

T

(W] < @D+ [TUDIE+ O +[TulO)]),

0

Proceeding similarly with the remaining terms of the right-hand side of (3.11)
and taking account of (3.7), we get the desired estimate. O

3.3 Spectral analysis of the homogeneous prob-
lem (3.3)

In this section, we shall express the solution u(x,t) as a Fourier series. To
do this we are going to show, here below, the infinitesimal generator A (cf. eq.
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Chapitre 3. Observability of wave equation with Ventcel dynamic condition

(3.9)) to be diagonalizable; namely, its resolvent is nonempty and there exists
a Riesz base in X consisting of eigenvectors of A. So first we determine the
eigenvalues and eigenvectors which, upon separation of variables, turn out
to be solutions to some Sturm-liouville problems; then we apply theorem 3.1
[26] and obtain an explicit formula of w.

3.3.1 Sturm-Liouville problems

We begin by computing the eigenvectors of the Ventcel Laplacian Ay cf.
eq. (3.4), (3.5). Afterward, we deduce those of the operator A. We know
that a € R, (A is self-adjoint and positive) is an eigenvalue of Ay if there
exists a nonzero vector U = (u,ulr,) € D(Ag) such that AoU = aU. This
amounts to

—Au = au in €,
—Aru+ 0,u = au on I'y,

u=0onIp.

Now, setting
u(wy, x2) = p(1)Y(22),
the equations above become

S(@) V' (ws)
o(z1) ¥ (x2)
—¢"(21)¥(l2) + p(z1)¥ (l2) = ap(z)¥(l2), 1 € Ty,

p(21)Y(22) =0, (21,22) € I'p.
Thus, the eigenvalue problem is reduced to a pair of second-order differential
equations

= «, (xlaxQ) S Qa

—¢"(z1) = 0%p(21), 21 € (0,11)

{ ’ ©(0) Zgogo(ll) =0, (3.12)
— " (x2) = p*(x2), 22 € (0,12)

{ $(0) =0, ¥'(l2) = pPd(la). (3.13)

The first ODE is a regular Sturm-liouville equation whose solutions are the
classical trigonometric functions

2
P, (71) = \/%Sin (/€Z1_17T%> y k> 1 (3.14)

associated with the eigenvalues

52 . 1{3171' 2 k >1
w=\l>), k=1L (3.15)



3.3. Spectral analysis of the homogeneous problem (3.3)

It is well-known that {¢,, k1 > 1} forms an orthonormal basis of L?(0,1;),
that is to say a complete orthonormal system in L?(0, ;).

As for the second ODE, notice that its sole apparent difference from
(3.12) is the presence of the eigenvalue parameter in the boundary condition.
This type of Sturm-liouville problems arises when separation of variables is
applied to differential equations with dynamic boundary conditions. Many
papers have treated such problems, we mention for instance [5], [15], [16],
[61].

Let H, = L?*(0,15) x C. Equipped with the inner product

lo

(F,Q)) == /Fl(z)T(Z)dz + G, for F = (F;Ej)) G = (Gé(22>> € Hy,

H, is a Hilbert space.

Spectral properties of problem (3.13) are listed in the proposition below:

Proposition 3.2. Let {ué}zzo, {¥ky} oo denote, respectively, the eigen-
values and eigenfunctions of (3.13). We have the following assertions:

1. The eigenvalues {;@2 }zzo are positive roots of the transcendental equa-
tion
Ly SIN(pigylo) = cos(pigyla), ko € N. (3.16)

The corresponding eigenfunctions are given by

Q/JkQ(Ig) = sin (,ukzl'g) , Tog € (0,[2), ko € N. (317)

2. The normalized vectors

sin (i, 2)
1\ = , ko €N,
ta(2) = P, (Sin(uk2l2)> ’
1 2(1 4 pj,
where py, = = (2 fi) , form an orthonormal basis
Wk, [l 1, lopz, +1o+1

m Hl-

3. The cosine functions having the same form as vy, are orthogonal in

LZ(O, lg), 1.€.

la

oS (i, T2) cOS(ppy T2)dwy = 0, ky 7 k.

e=]
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Moreover, we have

lojig, + 12+ 1

201+ 17,) (318)

l2
/’COS(/LkaQ)‘2dl'2 =
0

4. As kg — 00, we have the asymptotic formulae

k 1
iy = 20—, (3.19)
Iy ko

Phy Uk, (T2) = \/gsin (k;—:@) +0 (%) : (3.20)

Proof. By Green’s formula, we see that

l2

lo
[P des = | [ 10wa) P des+ o) |
0

0

which confirms that the eigenvalues of (3.13) are nonnegative. One can easily
show that for y = 0, the only possible solution is ¢ = 0. Then p = 0 isn’t an
eigenvalue.

Fix p # 0. We then have

Y(z2) = asin(pxs) + beos(uxs).

Using the condition at xo = 0, it follows ¢ (z2) = asin(uxs). By the second
condition, we infer that py,, ko > 0 are the positive roots of equation (3.16)
and the corresponding functions are given by (3.17). Hence we have our first
assertion.

Since the second and third properties are related, we work them out at
the same time. Let ko, k), € N, ko # k), we have

l2

Sin (g, T2 ) SIn(ppy T2 )dwy = — sin(pig,l2) sin(fug 1)

[e=]

lo

1
+ — [ cos(pr,T2) cos( iy Ta)dTs.
ok,
0
Hence for {Wy,} to be orthogonal, it suffices to show
la

cos(fir, T2) COS(pgy Ta)dry = 0. (3.21)

e=]
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Standard trigonometric relations yield

lo

1
= oo (ke — purgy) sin(pue, + piag) ot
2pf, —py) e

+(ttry + pgy ) S0 (ptry — pgy)12)

= —(Q,Uk Sin(,uk 12) COS(,uk/ ZQ)_
20pk, —miy) : :

— 2ty SN (pagy I2) cOS(pigyl2)).-

oS (ftx, 2) COS(fhay To)do

[e=]

Using equation (3.16), (3.21) follows. Thus, we have proved both sequences
{W,}, {cospur,m2} to be orthogonal, resp. in H; and L*(0,l,).
On the other hand,

lo
Wl = / 01 2) [ oz + [sin(apls)|?
0

ly 1 . )

— ZE — 4/{1@ sin(2p,l2) + |Sln(,uk2l2)|2

=2 - 008 (fiiy L) Sin(r, 2) + |sin(pun, o) [
2 2/“432

Since cos? (puyla) + Sin® (i, la) = i, sin®(pgylo) + sin®(piylo) = 1, we get

1
142

sin2 (/Ile 12) =

Therefore,
Iy 1

U |2 ==+ —

Analogous computations lead to (3.18).

The completeness of {Wy, } follows from theorem 1 [15].

Finally, for the asymptotic behavior of (i, ), » (Pk,¥k, )y, , OnE may check
out section 4 of [15]. O

From the discussion above and remark 3.1, we draw the following conse-
quence.

Corollary 3.1. Let {w?}, {Ux}, k = (ki,k2) € N* x N be the eigenvalues
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and corresponding eigenvectors of Ag. Then, we have

1

ot ) (sin <’“—”x1) sin( g, T2)
kL1, T2) =
sin (kll—l”:cl) sin(fig,l2)

), ke N* x N.

o b l2ﬂi2 +la+1

= ———F—, COn-
2 21+ /1)

Moreover, the normalized vectors {(yUy}, , with ¢ °
stitute an orthonormal basis of H.

One significant advantage of Ay being diagonalizable is that it allows us
to better grasp the structure of Hilbert spaces V, H, X and their duals. In
fact, they can be characterized using the eigenvalues and eigenvectors of Ag.

Remark 3.2. Let Z be the linear hull of the basis vectors Uy. For fized s € R,
we define D* to be the completion of Z with respect to the FEuclidian norm
2

Z agUk|| = Z wilag|*.
keN*xN s keN* xN
Then, identifying H with its dual, we have (see Komornik [25])
D'=V' D'=H, D' =V and D* = D(A).

Also, V.C H C V' with dense continuous inclusions.

Remark 3.3. The dual space V' could equally be viewed as the space of
restrictions of elements of (Hp_ () x H™Y(I'y) to Hilbert space V' (see [42],
remark 5.1., p. 376).

3.3.2 Fourier series representation

In order to write the solution of (3.3) as a Fourier series, We need to
figure out a Riesz basis for Hilbert space X. Since A is defined in terms of
Ventcel Laplacian Ag, one can easily check that its eigenvalues are

A = Wy, keZ" X7 (322)

ki)

where w;, = \/(%) + M%Q, w_ = —wy, and the associated eigenvectors
1

are given by

Eip(z1,x2) = o (Ug(x1, 22), \eUp(21,22)) , k€ N* x N
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3.4. Weak solution of system (3.1)

o lop2 +1y+1
with 0% = w?l (—28 )
M,

On the other hand, we have D(A) C X densely with continuous compact
embedding. Thus, A is skew-adjoint with compact resolvent and the set
{Ek} yez w7z forms an orthonormal basis for X. Moreover, X is characterized

using spaces D* as follows
X =D'x D"

The next result provides an explicit formula of u(z,t) solution to (3.3):
Theorem 3.3. Let
up € HE(Q), uolr, € Hy(Tv), ug € L*(Q) and uz € L*(I'y).
Then the solution u(x,t) of (3.3) is given by Fourier series
u(xy, T, t) = i i (ake"%t + a_ke_i“kt) sin (Igll—lﬂxl) sin(p,a), (3.23)
k1 =1ko =0
with suitable coefficients ay, k € Z* X Z depending on the initial data such

that o
S0 S Rl + i) < oo

k1=1ko=0

Proof. Writing the initial data Uy = ((ug, uo|r, ), (u2,u3)) € X in the base

{Ex}

we obtain, according to theorem 3.1 [26], that the solution of (3.8) is

Uty = > apbe™.

kEZ*XZ

We conclude the proof by taking aj := gray in the first component of U and
by noting that g, ? < w?. O

3.4 Weak solution of system (3.1)

Let s € [0,7T]. Assume that u and v are solutions of systems (3.3) and
(3.1). Then we have
//(u” — Au)vdzdt = 0.
0 Q
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Chapitre 3. Observability of wave equation with Ventcel dynamic condition

If we integrate by parts, formally, in time and in space, we shall arrive at the
relation

/u’(az, s)v(x,s) — u(z, s)v'(x, s)dx + /u’(a:, s)v(x,s) — u(z, s)v'(x, s)dl

Q Ty

= /UQ(x)vo(x) — up(z)vy(x)dx + /Ug([[‘)?)g(l‘) — up(z)vz(x)dl+
Q

Iy

/ /8,,uw1 (x,t)dl’ + /&,uwg(m‘, t)dl' + 0-u(0, Iy, t)ws(t) | dt.
0 1 I
(3.24)
Thus we are led to consider showing the existence of a weak solution v in the
sense of the identity above. In fact, we have

Theorem 3.4. For any initial and boundary data

(vo, v2) € LA(Q) x LA(T'y), (vi,v3) € V',
(wy,wa, wg) € L*(0,T; L*(T) x L*(Ty) x R).

There ezists a unique weak solution of (3.1) in the sense of identity (3.24)
such that

(v,v|r,) € C(0,T; L*(Q) x L*(T'y)) N C*(0,T; V).
Proof. Setting

U(s) = (u(z, s), ulry (z,8), v (x, 8), (u|r, ) (z,5)), Uy=U(0) € X and
V(S) = (—UI(ZL‘, 5)7 —(U|rv)/($,8),U(I, S)?”lﬂ/(‘r?s))’ Vo = V(O) € XI?

we have expression (3.24) equivalent to

S

< V(S), U(S) >xrx= < VE), Uo >x' X +//6Vuw1(x,t)dth+

0 I'y
s

+//8,,uw2(m,t)df‘dt + /&u(o,lg,t)wg(t)dt.
0 Ty 0
(3.25)
Taking into account the direct inequality (3.10), it follows that, for each
s € [0,T7], the right-hand side of this formula defines a bounded linear form
of Uy € X.

On the other hand, the operator A generates a unitary group 7'(s) on X.
Hence, the right-hand side of (3.25) is also linear and bounded as a function
of U(s) € X. Denoting this form by V(s) and noting that it’s continuous
with respect to s, we conclude our proof. O
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3.5. Main result

Remark 3.4. From identity (3.24), we get to define the observability oper-
ator B by
B:D(B)cC X — G,
D(B) = D(A), G := L*(I'}) x L*(Ty) x R,
B((y1,y2), (U1, 92)) == (Ouyr, Ouyr, Ory2).

Hence, estimate (3.10) means that B is an admissible observability operator.

3.5 Main result

Our main result concerning the exact controllability of system (3.1) reads

Theorem 3.5. Let
('UQ,’UQ) € LQ(Q> X L2(Fv), (Ul,U3) € V/.

Then, there exist Ty > 0 and control functions (wy, ws, ws) of minimal norm
in L*(0,T; L*(T'y) x L*(T'g) X R) such that for T > Ty the solution (v, v|p, )
to (3.1) reaches its equilibrium state (3.2) in time T.

Following HUM, the task of proving this theorem amounts to making sure
that the observability inequality below holds for solutions of the homogeneous
problem (3.3):

Theorem 3.6. Let Ty = 2 (V2 + 1) \/13 + 413 and let ((uo, uolr, ), (ua, us)) €
X. Then, for T > Ty there exists a constant ¢ > 0 such that

T T
B(0) < ¢ / / 0, u(z, t)PdTdt + / 0.u(0, 1, )2d. (3.26)
0 I'yul'y 0

There are many approaches to take when dealing with observability es-
timates (Multiplier method, Carleman estimates, Microlocal analysis). Here
we are adopting the one based on nonharmonic Fourier series. Precisely, we
are recasting a generalization of Ingham theorem due to Mehrenberger [45]
with the view of employing it to establish (3.26).

3.5.1 A variant of Mehrenberger’s Ingham theorem

Looking closely, one can observe that, in Mehrenberger’s inequality all the
variables have the same sequence of weights (p;),cy.. This seems to fit well
with its application to the observability of the wave equation with Dirichlet
boundary condition. Here, though, the difference in form of the eigenvalues
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Chapitre 3. Observability of wave equation with Ventcel dynamic condition

N

k
( lﬁ) and (p, )ken leads us to allow each variable its own sequence
k1EN*
of Weigh’és. The following adaptation shall be justified subsequently.

Theorem 3.7. Let {\;, k= (k1,k2) € N* x N} be a sequence of real num-
bers. Given (pry )y en+ (Qhs)ryen C C, we assume the following gap condi-

tions:
there exist v1,v2 > 0 such that for ki, k] € N* ko, kl, € N, we have

[ Msks = Artin| > il — K,

3.27
[Nk + Ao | = 11 lkr + K ( )

whenever |qy,| < max (\pk1| ) |pk’1|): and
Mkks = Arikg| = 7l ko = K5, (3.28)

[Akiks + Ak | > Yalka + K|
whenever |pg,| < max (\qk2| , |qk/2]) )

1 1
Then, for T" > 2w,/ — + — there is a constant ¢ = c(v1,72,T) > 0
g v

1 2
such that the following inequality holds for all square summable sequences
(k) kenN=xN-

T 2

I3 |S o o oo a
0 k2=0lki=1
T | ,
+/Z qu2 (Ozke”‘kt —|—Oz_ke_M’“t) dt (3.29)
0 k1=11k2=0

>c Z (’p/ﬂ’Q + ‘Qk2|2) (‘ak‘2 + ’Oé*k|2) :
keN*xN

For the proof, we shall need the following
Lemma 3.1. Let us consider the function f : R — R defined by

T
cos(t) if It < 5,

ft) =
0 f [t > =.
Then its Fourier transform f 15 given by
y i ; 2T cos(zT'/2) T
_ 1t _
Fioy= [ et = 2RI oy 1T
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2
Furthermore, we have for v > %, [ € N* and |x| > Iy

. oT 27\ 1
< — | — .
ol == (7T> A2 1

Proof. One may turn to [45] or [31] for the proof.

O

Now, we are ready to take up proving estimate (3.29) based on the tech-

niques already used by Mehrenberger [45].

Proof of theorem 3.7. To make use of the lemma above, we will effect the
integrations over [—Z Z] . A classical translation s = t—i—% enables to recover

272
(3.29).
For brevity, we set k' = (k}, ko) and

2

Z Dk, (akei’\’“t + oz,ke’i’\’“t) dt.
ki=1

s
Ed
N
I
|
N \MH

Since 0 < f(t) < 1[_1’;], we have

R k1EN*, |qr, |<|pr, |
+ g iy (€™t 4 e ) |2dt

k1€N*, |qry |>|pk, |

= 2+t 2+ D Bt

(k1,k)eAr  (k1,k)eAs (k1K )eAs

2

+/f(t) Z Pry (o™t + a_pe= ™) | dt

R k1€N*, |qry |>|pry |

where
Al = {kluki € N7 ‘Qk2| S |pk1| ) |Qk2| S ‘pk'l‘}7

Ag = {ky, by € N faw, | < |pw [ lars | > [Py 1}
Az = {kbki €N, ‘qkzl > |pk1| ) |qk2‘ < |p/€/1|}7

~

and because f(—z) = f(:c), we have

~

, > /f(t)| Z iy (e + e ) +

(3.30)

B, = pklm((aka_k/ + Oé_kOé_k/> ()\k — /\k’> -+ (Oék()é_k/ + a_kOé_k/) (/\k —+ /\k’))
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Seeing as f(t) > 0, we can discard the last term of (3.30). Now, taking

2
account of the gap assumptions (3.27), we have for T > il (cf. lemma 3.1)

71
N oT [ 27 \? 1
Ap — Ay ‘<_ Y Ap 2 A
~ 2T ( 27\’ 1
A )\/‘<— Yk K € N* x N.
‘f( k+ k) o (’YlT) 4<l€1—|—k£)2—1’ < %

On the other hand, using Young inequality, we find
pk1p_kﬁ(aka_k’ + a_km)

1
< 5 (1w *(lowl* + la—kf?) + pgg [*(Jow * + o)
P, D, (k@ + a0

1 2 2 2 2 2
< 5 (I (o™ + lail") + [pgg P(law " + law]))

These estimates allow us to minorize the first three terms of (3.30) as follows

> B> > i (lwnl” + [ail*) =

kl k)/ €A1 kleN*v ‘Qk2|§|pk1‘
Z Ck_ Z Dk)7
(k1, k')eAl k1 £k, (k1,k1)EM
3 Bk>—— > (Cr+Dy),
(k1,k})EN2 (kl,k’l)eAz
> Bz Y (Gt D)
(K1, k:’ )EA3 (k’1,k’1)EA3
where
o 27T i |* (Joue)* + || ) . i, 2 (e |* + oo |?)
g ”YlT 2 2
" 1
4(ky — ky)? —
2 2
b (20N (el (ol +\a_k12>+‘pkal2<lawl +law*)
1
X

4(ky + K7)? —
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1
Recalling that Z 4[2 1 =3 we add up these inequalities to obtain
2
for T > il
71
™ 2 2 2
oAk 2 > [pr ™ (o™ + o) —
kleN*7 |Qk2‘§|pk1|
- > G- ¥ D
(k1K) )EN*, ki #K) (k1,k7)EN*
>

Y. Ipul (el + lail?)-

k1€N*, |qky |<|Pkq|

- Z( ) i ? (i + [ [).

ki=1

Hence, we get

lTZAkgz > Pl + o)

k2=0 k2=0k1 N*, qu2|<‘pk1|
—ZZ( ) p? (lenl® + o P)
kz 0k1 1

_ ZZ (1{qk2|S|pk1} - (721_7;)2> ’

=0k1=1 2 2 2
X Py | (low]” + |ai]7).

Denoting this time, k' = (k;, k%) and

2

A/’ﬂ = dt,

o
iAgt —iAgt
E Qksy (ozke b a_e )
ko=0

i

N

it is evident that by performing the same computations on ﬁkl, we get for

2
T>—7T

2

™ ~ 2 2 2
57 Ak = Yo el (ol + okl

ko€N, \Pkl [<lgk,|

- Z ( )2\qk2\2<\@k\2+ la_i|?).

ko=0
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Summing over k; yields

o oo oo 21 \°
o7 ZAkl > ZZ (1{pk1|§|%2} N (’yQ_T) > 8
ki=1 k1=1k2=0
2 2 2
X | (fonf” + Jail).

Now, noting that for fixed k1 € N*, ky € N

2 2 2 2
Ujay 1<l 1} 1P 1 Ly <ty 3 0 = max (Ipe 7 g, |)

|pg, |2 | gk |
> Ri n 3 7
St ot
71 72 71 32
we deduce
G N 1 o\ 2
ka=0 ki1 2T
- (ol k| 2 2
D> (a7 | (sl + facl?)
k1=1ky=0 71 V2
o <1 1) 1 <27r)2 y
> min | —, — - =
2 2 2 2
x> (Il + lawal”) (lowl” + laif?) -
k1 =1ko=0
o . 1 1
Whence, for the desired inequality to hold, we should take T > 27 | — + —;.
712
m

3.5.2 Proof of the exact observability

The plan is to establish the inverse inequality cf. (3.26) as an application
of theorem 3.7. Hence, we should ensure that the eigenvalues (\g)gensxn cf.
(3.22) satisfy the gap assumptions (3.27), (3.28); that is, we need to prove
the following

Lemma 3.2. Let (wg)gen+xn be the sequence defined in (3.22). Given ki, k] €
N*| ko, Kk, € N, we have

. kym Kym , T
(i) If pig, < max(l—, l—), then there exists y1 = (V2 — 1) > 0 such that
1 b 1

|Wriks — Wi ka| = 71K1 — Ky,
| Wiy + Wik | > Y1lk1 + K-
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k 2—1
(i1) If ZLW < max(pig,, firy), there exists v = (\/_T)lz > 0 such that
1 2

|Whiky — Whyky| > Yol k2 — K5,
|Whiky + Wy | = 72lk2 + K.
ki K
Proof. (i) Let ki, k7 € N*, ko € N. Assume that py, < max(ll—ﬂ, ZLW) and
1 b

that ky < K/, then

ki) ) K\’ ) s ,
|wriky + Wy | = e + pi, + e + p, | 2 E|k1+k1|’

2
T ki + K
|wk1k2—wk;k2{ = (l_) k1 — K L !
1 ki’ K\
— | it + 113
L 2 l 2
2
T ki + K
(5) et
! kym kim k\m
22) o+ + /2
l l l
k
e
1 |ky — K.

k
Putting z := k_} € (0,1), we define
1

1+z

)= I

Simple derivation gives

/

1 1—
( 24 i )>o, V€ (0,1);

x) =
(V2+vV1+22)° VIt a?
hence, h is strictly increasing and we have
h(z) > h(0) = V2 — 1,V € (0,1).
T

Thus,
|Whyk — wkgkg} > <\/§— 1) ; |ky — K.
1
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k
(i) Fix ky € N* ko, Kk}, € N. Assume that ZLW < max(fig,, Hr,) and

1
k ko +1
ke < Kj. Since ZLW < pg, < <2+—)7T

< , we get
2 ly

™
|Whiks + Wiy > |1ty + pry | > 5 |k + k3l ;

on the other hand, we have

ko) 2 k)2

) g, ()
ll 2 ll 2
‘Mkz + ng‘

> ks — |
\ Mk, 1y 208
1+

Wkiky — wklk;‘ = |/~Lk2 - Mk’z‘ \/

Py
Hok,

> |y — | -
V2|1t (”’“)
ks,

> (\/§ - 1) |Mk2 - Mk’Q

So it remains to bound |ug, — fixy| from below by c|ky — k5|, ¢ = cst > 0.

k k
Since wer < g, < Ter + 1, we find that:
Iy Iy 215

if ky = ko + 1, then

ko + 1) ko T T
uk;—uk22(2 ) —(2 )Z — ko

R )
A TN Tl
if k'z > ko + 2, then

T ’ T ’
iy = Hy > 7 (kg — ko — 1) > —~|ky — ko,

lo = 2l
\/5_1 T
RN :
2

Consequently, |wg,x, — Wery| > 5

e We proceed now with the proof of the observability estimate (3.26):
We know that the solution of (3.3) is given by Fourier series
0o 00 ' 4 k’lﬂ'
u(xy, o, t) = ape™* + a_pe ™) sin(——ux1) sin(pp,r0).  (3.31
(12)];:”;:0(1@ b ) (h 1) sin(pg,x2).  (3.31)
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Using this expression and the orthogonality of systems (cos kll—l”xl) (sin kll—”xl)

S “’“2362) in L2(0,1y) and L2(0,1) x C
sin fug,lo
(cf. proposition 3.2), the initial energy is found to satisfy

2 2 2 2
Vuollg + l[uzllg + IVruoll, + [lusllr,

Yy ((kl) +u§2> (lanl? + [P,

k1=1ko=0

in L2(0,1;) and that of (cos iz, 2), <

Likewise, we explicate the right side of (3.26) in terms of Fourier series
(3.31)

//lauxt 2dth+/\8u012, th—i—//\ﬁuxt )|[2dUdt

0 Iy 0 F2
T b
// akewkt + a_pe ) sin g, xo| drodt+
k1 ko h
2
klﬂ. twit —twgt) o}
+ Z l (are™* " + a_pe "*') sin py,lo| dt+
kiky L
L "
T
// Z,uk2 ape™rt + a_pe” k) sin l—xl dxldt
k1 k2

Once again, the orthogonality of the sine systems implies

T T
/ /|8Vu(x,t)|2df+ 10,u(0, 1o, )]* | dt + //|8,,u(x,t)|2dfdt
0 ) 0 I

T 0w 2
= /Z Zm@ (ape™t + a_pe “rt)| dt+
0 k=1 |k2=0

2

dt.

klﬂ' .
akezwkt + a_kefzwkt)

k2 k1=1

TOO
+/Z
.
kym

Taking A\ = wy, pr, = - Qky = ky, (K1, k2) € N* X N in the statement

1

of theorem 3.7, the inverse inequality (3.26) follows immediately from (3.29).
Thus far, we have been able to drive system (3.1) to rest through Dirichlet
action on two adjacent sides of the boundary I'p. It seems interesting to
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Chapitre 3. Observability of wave equation with Ventcel dynamic condition

consider including 'y, in the controlled area and seeing if it is possible to
steer the system to equilibrium. This called for the following remarks.

Remark 3.5. Let’s consider one particular solution of the homogeneous
problem (3.3)

. k
up (21, 9, ) = are™*" sin (%ﬂxl) sin( g, 2).
1

Then we have

: k
up (11, Iy, t) = iapwpe™*" sin (ZLW:Q) sin( g, ls).
1

Note that this could not be minorized in terms of the initial energy because of
the factor sin ug,ly that goes to zero as ko tends to infinity. Actually, it’s not
possible to exactly control system (3.1) on Ventcel portion of the boundary,
because neither the tangential nor the time derivatives of the solution of (3.3)
are observable on this portion (they both contain sin(jx,ls)).

The same could be said if we impose Ventcel condition on the top and right
side of €2 and attempt to control the system through Ventcel action only. For
this time the solution of the associated homogeneous problem is given by

oo o0
u(wy, xa,t) = Z Z (are™ " + a_e " *") sin(6y, 1) sin(p, 2),
k1 =0k =0

with O, = cot(dp,l1), fir, = cot(pig,lz2) and wy = /0% + 17,

3.6 Further results on the observability of sys-
tem (3.3)

In this section, we shall employ once more our variant of Mehrenberger’s
theorem to the next two results concerning internal and combined internal-
boundary observability.

Theorem 3.8. Let (a,b), (c,d) be two non-empty subintervals of respectively
(0,11) and (0,ly). Given ((uo,uolry ), (u2,us)) € X, we have for T > 0 suffi-
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ciently large, the following observability estimate:

T d Iy

///]u x1, To, t)| dxldedt—l—///\u X1, Ta,t ] dxodx dt
+//|U xl,lz,t)‘ d.%’ldt)

b (3.32)

Theorem 3.9. Let (a,b) be a non-empty subinterval of (0,11). Let ((uo, uo|r, ),
(ug,u3)) € X. Then, for T sufficiently large, the solution of (3.3) is proved
to satisfy

T bl

T 1
~C (// dl’1dt+///‘u x171’2’ | dedxldt
00
+//|U,($1,l2,t)|2dx1dt).
0 a
(3.33)

The estimate of theorem 3.7 cannot directly lead to the inequalities above,
that’s why we rewrite it in the following way.

(21,0,1)
afEQ !

Theorem 3.10. Let (w;);"°__ be a sequence of real numbers. Given (p,);°_ C

C, we assume the following partial gap condition: there exist v,n > 0 such
that for 1,1 € Z we have
lwi — wp| > |l = 1'| whenever max(|pi|, |pr|) > 7.

2
Then, for T > T e get
f)/

[87] 6 a e (8% (6% .
E E k E l )
l=—00 Ipi|>n l=—00

for all square summable sequences (al);’ " of complex numbers.

Proof. We get this inequality by repeating verbatim the computations carried
out by Komornik [31], p. 140-141. However, we call attention to the fact
that here, the decomposition of the sum is done according to the sequence
(P -
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Chapitre 3. Observability of wave equation with Ventcel dynamic condition

Before moving on to the demonstrations of the observability theorems,
we take the chance to state the following

Remark 3.6. Let’s go back to the situation considered in remark 3.5 when
we have two controls, one on the top side of I' and the other on the left side.
The representation given in the theorem above allows us to see that after all
system (3.3) is approximately controllable. Indeed, if we assume that

2 au 2
d:zcg—l—‘—(O, lo,t)] =0, Vt € (0,T).
8$1

ll l2

ou
/|u/(x1,lg,t)|2dx1+/‘8—3:1(0,332,15)
0 0

Then, according to inequality (3.34) we have

k 2
((ZLT) + |wi sinuk2l2|2> (lax” + |a—k]?) = 0,¥k € N* x N,
1

which implies that the solution of (3.3) is approzimately observable on T’y and
I'y.

The gap assumptions satisfied by (wg)ken<xn (cf. lemma 3.2) together
with theorem 3.10 help us draw the following

2
Corollary 3.2. IfT > T (\/§+ l) ly, then for every ko € N we have
gi!

T 00 2
/ Z (ape™rt + a_ge )| dt
0 k1=1
2
o 8(V2+1) 12
> (7——( T ) 1) Yo (ol

k
k1€N*, %ZM@

_8 (\/ﬁT—;l) ll Z (|Oé]<;|2 + |a—k|2)-

k
k1€N*, %<#k2
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Ifr > — = (\/_+ )lg, then for every k1 € N* we have
V2

2

(akezwkt+a 1€ zwkt> dt

ﬁ“) S (ol +lacel?)

k2€N, qu k:17r

FOE S (k)

k:lﬂ'
l1

St~

k‘

(AV4
L\J/_\

T

k2€N, ppy<

Setting
b
, nm
Mg := inf /Sln (— l y) dy
1

neN*
a

d
Med = inf/sin2(,umy) dy.

meN
4

We get by means of classical trigonometric relations (see [31], p. 136) that

Iy
nm ll

0<mgp < /sinQ(—y) dy = —,
’ ly 2
0

lo
l
0<meq < /sm (tmy) dy < 52

0

Now, we have the necessary material to conduct the proofs of theorems
3.8 and 3.9.

3.6.1 Proof of theorem 3.8

We are going to assess the terms of the right-hand side of inequality (3.32),
using the expansion of u(x,t) as a Fourier series as well as the estimates of
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Chapitre 3. Observability of wave equation with Ventcel dynamic condition

corollary 3.2. We start up with the first term

T b
//\u’(xl,a:Q,t)]deldt

2
Iy oo 00 ' ]{I
/ / Z iwy (ape™* — a_pe k") sm(—ﬂazl)sin(u;@xg) dx,dt
I
k1=1 ka=0
2

Zwk are™t — a_pe ") sin(pup,x0)| dt.

ko

ll/z

k1

Using the second estimate of corollary 3.2, we get for T' > 4 (\/5 + 1) lo

T 11

//]u’(xl,xg,t)|2dx1dt
0 0
2
l o  32(V2+1) 12
251 (7— (\/_TW ) 2) > el (awl* + [ail?) sin® (g, )
k1 k2, iy > b
2
32(vV2+1)° 13
—3 <\FT7T )5 > Jwnl® (larl® + la?) sin® (s, 22)
k‘l k’2 Nk2< 117'r
l +1)7 13
—Zl<T— SCh 1 ) > ol fanf* +amaf) sin?(nsz2)
ko, Hry >
1,16 (V2 +1)7 13 ,
k;l ( T )i > el (awl* + la i) sin® (,s).
1

kim
ka, Py <7~

Integrating over (c,d), it results

T d
///|u T1,To,t | dxidxodt

(\/_+ l)”%dz o lwl (Jal* + la-if?)

ki ko, g, >*

I8 f+
— 22 > el (ol + lail).

(s
1

ki ey, kg <7
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Thus, if 7% > 16 (V2 + 1)° 12, we have
T d I

///]u’(xl,xg,t)\zdxld:cgdt
0 ¢

>3 (T— (f+ Z)mch > el (al +lasl) (335)

T
ki ey, Hig > 1”

*”1 V2 1) g Z wnl? (sl + Jas?).

k]
<
k 2y )Lkz

Similarly, we handle the other two terms on the right side of inequality
(3.32) to find that for T > 2 (v/2 + 1) [;, we have

T lo
/ ( [ o dos + ru’<x1,z2,t>|2) at

/ Zl2ﬂk2+l2+1
21+ pz,)

g wk akew’“t a_ ke_“"’“t) sin —x;

l 2T V2+1)71 ko
2522(7—(T—7T)1> Do el (lanl* + la il )st;—lxl
k2 ki, B>,
2
Iy +1 8(V2+1)12 ko
Iy SR 20 ol ol +aosf) s S,
ko k1, 7<Hk2

Integration with respect to z; yields

T b plo b
/ (/ / |Ul<l’1,l’2,t)|2dl’2d$1 +/ |Ul($1,l2,t)|2dl’1> dt
a JO a

2
I 4(V2+1)702
> 2 (T—Q> Map Z wil? (Jak]? + |a—i[*)
(

T k
™
k17k2)7 #2/‘*/@2

(3.36)

b+12(vV2+1)°1 5

Jwrl” (laxl” + la—el").

kim
(k1,k2), Ty SHkg

89



Chapitre 3. Observability of wave equation with Ventcel dynamic condition

Adding up estimates (3.35), (3.36) gives

le1 Tle

///"LL 131,372, ’ d$1d$2dt+///|u xl,xg, ‘ dl’gdﬂ?ldt
//|U 21,1y, 1)[* daydt

12< 4(\/§+1) 2 l18(\/§+1)2l§’]
I A e R St i e
s T oo T

x Yy Jwi” (Ja|* + la_x|*)+
(klka)v kllTﬂz/f'kQ

+[l1 (T_16(\/§+1)2l% . _12_}_12(\/5_1_1)2@]

c,d

T k T T
ST ol (il + o).

kim
(k1,k2), Ty SHky

2 |

Hence, for us to have inequality (3.32), it suffices to take

2
ll + 3
Map

2(VZ2+1) (I + 1)

Med

>2 8 (V24 1) 113

1.

3.6.2 Proof of theorem 3.9

This demonstration goes along the lines of the previous one. We have
already evaluated the last two terms of the right-hand side of (3.33); thus to
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attain the desired inequality, it suffices to treat similarly the first term.

T I
//‘— xl,Ot

Tl1

-/

0

ll/z Zukz ake’“’“t—i—a L€ zwkt)

k1 ko

I o 32(V2+1)°12 U, )
> 1 i _

2352 (W T > W|Mk2| (Jar]” + la—g|")

Ra€N, iy > 4T
2
L=32(V2+1)"13 22 2
5 T Yo el (el + fayl?)

k1 k2N, pg, < klllﬂ

2
I 16 (vV2+1) 12
;(T— ( T ) 2) Z s ” (lare|” + a—i|)
(k1,k2),

Lk > k:17r

dCL’ldt

2

. . ki
Z,qu (are™*" + a_pe ™k") sin %xl dxdt

k1,ko 1

2

dt

2
1,16 (vV2+ 1) 12
= ( T )5 Z s * (lan|* + ai?).

(k1,k2), prs < lllw

™

2 k 2 k
However, we have ,uiQ > % it pg, > ZLW and uiz < % if g, < %ﬂ Hence,
1 1

we deduce

T Iy 9
//‘a—xl,()t

I \/_+1) 2 2 2
2 — ( ) > Lol (el + lasl?)
(k1,k2)

kqm
s Hk2>#

2

dl’ldt

L16(V2+1)°13 20 12 2
- 7 Yo Ll (el + lail?).

k
(k1,k2), piky S%lﬁ
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Chapitre 3. Observability of wave equation with Ventcel dynamic condition

Summing this with inequality (3.36) from the previous proof, we obtain

112

T b s

d.Tldt+///|u xT1,T2, )‘ d&?gdl’ldt
+//|u’(m1,l2,t)|2dx1dt

0 a
s (V2D B b+12(v241)°0
T T T
<> el (Janl® + lai*)+
(k1,k2), Hk2>kllT7r
ZQ(T_4(¢§+1)2@ . l116(\/§+1)2l§]
s T

2 2 2
<> el (Janl® + Jasif).

klﬂ'

(k1,k2), pky <7

(x1,0,1)
81’2 !

h

™

Finally, choosing T' > 0 such that

T2 > max{16 (V2 + 1)213 +2(V2+ 1)213(12 1),
2
1(v2+ 1)2l§ 10025 bl

Map

}

we reach the desired estimate.
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Conclusion et perspectives

Les résultats principaux de cette thése concernent la controlabilité de
I’équation des ondes avec des conditions aux limites de Dirichlet et de Ventcel
dynamique. Nous avons montré la controlabilité exacte dans un domaine
rectangulaire ot la condition de Ventcel est imposée sur une face du bord et
la condition de Dirichlet sur le reste du bord. Pour des raisons de simplicité
nous nous sommes restreints au cas bidimensionnel. Les résultats s’étendent
sans difficulté aux dimensions supérieures.

La résolution de ce probléme s’est faite en combinant la méthode HUM
avec des techniques de 'analyse non harmonique. HUM nous a permis de
transformer le probléme initial en un probléme d’observabilité, qui est ensuite
traité grace a une nouvelle adaptation du théoréme d’Ingham. Ainsi, nous
avons pu conduire notre systéme a 1’équilibre par seulement une action de
Dirichlet sur deux cotés adjacents de la frontiére. Ce qui va a l’encontre de
ce que prétendent Gal et Tebou dans [18]. Ils affirment que 1'on a besoin
également d’un controéle sur le coté de Ventcel.

Par ailleurs, les résultats existant déja dans ce méme contexte (en tout
cas ceux que nous avons pu trouver [44], [39], [18]), incluent tous la partie de
Ventcel dans la région contrélée. Aussi nous a-il paru raisonnable de tenter
de faire autant ; or cela n’a pas donné ce a quoi on s’attendait d’aprés les
références. Il s’avere qu’imposer la condition de Ventcel sur deux cotés et
controler justement sur cette région n’entraine qu’une controlabilité appro-
chée. Il en est de méme au cas ou 'on incorpore une action de Dirichlet sur
un coté et une action de Ventcel sur un autre coté (voir les remarques du
chapitre 3).

Autant dire qu’en dépit de sa simplicité, I’approche des inégalités d’In-
gham nous a apportée des résultats remarquables.

En outre, une telle étude nous a ouvert 1’horizon sur d’autres probléma-
tiques que nous pourrions envisager de s’y consacrer dans le futur. Les tech-
niques de la théorie spectrale se révélant aussi fructueuses, nous comptons,
dans un premier temps, essayer d’en tirer profit encore pour un probléme de
Ventcel mais cette fois-ci avec ’équation de la chaleur. Bien siir, vu le carac-
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tére parabolique de ce systéme, il n’est plus question d’inégalité d’Ingham.
Nous appliquerons plutdt la méthode des moments de Russell [52, 53]. Ceci
est un projet que nous tenons a aborder trés bientot.

En revanche, il serait peut-étre possible de varier d’autres parameétres
du probléme. Nous pourrions nous placer dans différents géométries. La
sphére par exemple, puisque nous savons y calculer les valeurs et les vecteurs
propres; il serait judicieux d’essayer de mener une étude avec les théorémes
d’Ingham comme 'avaient exposé Komornik et Loreti dans [26] pour I’équa-
tion des ondes avec la condition de Dirichlet. De plus, toujours en s’inspirant
de cette référence, nous pourrions aussi considérer la condition de Ventcel
avec d’autres équations voire méme avec des systémes d’équations.

D’autres perspectives s’offrent a nous si nous regardons l'article [19] de
Goldstein ou sont présentées quelques conditions aux limites non standards,
qui pourraient étre couplées avec ’équation des ondes, des plaques ou de la
chaleur pour former des problémes intéressants.

La référence [14] contient également plusieurs situations de la mécanique
avec des conditions classiques ou non dont nous pourrions examiner la contro-
labilité.
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Résumé. On considére, dans un domaine rectangulaire, ’équation des
ondes avec la condition de Dirichlet sur une partie du bord et la condition
dynamique de Ventcel sur 'autre partie. Un tel systeme d’évolution décrit
les vibrations transversales d'un corps élastique ayant une couche mince de
haute rigidité sur une partie de sa frontiére.

On s’intéresse en particulier & la controlabilité frontiére de ce systéme a
travers une action de Dirichlet : question de I’amener d’un état initial & un
état final prescrit avec un controle par le bord. On résout ce probléme dans
le cadre de la méthode Hilbert Uniqueness Method de Lions, qui permet de
passer d’un probléme de controlabilité d’un systéme a celui d’observabilité
de son adjoint. L’observabilité est ensuite traitée au moyen des techniques de
I’analyse non harmonique notamment les théorémes de type Ingham.

Dans un premier temps, en s’inspirant d’un résultat de Mehrenberger, on
montre une nouvelle variante de l'inégalité d’Ingham bien adaptée au pro-
bleme considéré, laquelle entraine par la suite ’observabilité frontiére. Dans
un second temps, on reformule cette méme variante de telle sorte a nous pro-
curer davantage de résultats. On arrive effectivement a établir, d’'une part,
une inégalité d’observabilité interne, et d’autre part, une autre issue de la
combinaison d’observations interne et frontiére. Il convient de noter que la
validité de ces deux derniers résultats ne dépend plus de la condition géomé-
trique de Bardos-Lebeau-Rauch ; en fait, les régions observées sont arbitrai-
rement petites.

Mots-clés. Controlabilité, observabilité, équation des ondes, condition
de Ventcel dynamique, séries de Fourier, inégalité d’Ingham.



Abstract. We consider, in a rectangular domain, the wave equation with
Dirichlet condition on one part of the boundary, and dynamical Ventcel con-
dition on the other part. Such an evolution system describes the transverse
vibrations of an elastic body having a thin layer of high rigidity on a part of
its border.

We are particularly interested in the border controllability of this system
through Dirichlet action: the question of bringing it from an initial state to
a prescribed final state using a boundary control. This problem is solved in
the framework of Hilbert uniqueness method of Lions, that enables us to go
from a controllability problem of a system to the observability of its adjoint.
The observability is then handled using non-harmonic analysis techniques,
namely Ingham’s theorems.

In a first step, inspired by a result of Mehrenberger, we show a new variant
of Ingham inequality well adapted to the problem considered, which later
leads to boundary observability. In a second step, we reformulate this same
variant so as to obtain more results. We effectively manage to establish, on
the one hand, an inequality of internal observability, and on the other hand,
one resulting from the combination of internal and border observations. It
should be noted that the validity of these last two results no longer depends
on the geometric condition of Bardos-Lebeau-Rauch; in fact, the regions
observed are arbitrarily small.

Keywords. Controllability, observability, wave equation, dynamical Vent-
cel boundary condition, Fourier series, Ingham inequality.
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