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Etude de l’existence globale et du comportement asymptotique de la solution

d’une équation d’évolution non-linéaire avec un retard distribué

SABBAGH Zineb

Résumé

Cette these est consacrée a ’étude de 'existence globale d’une solution faible et son com-
portement asymptotique pour un modele de plaques minces viscoélastiques non-linéaire de

type Petrovsky avec un retard interne distribué.

On démontre que ’energie associée a notre systéme décroit vers zéro de maniére exponentielle

quand le temps tend vers ’'infini.

Dans un premier temps, nous étudions ’existence globale d’une solution faible du probléme
avec conditions aux limites de Dirichlet, en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

Ensuite, on démontre la décroissance exponentielle de I’énergie du systéme considéré sous des
conditions raisonnables sur les données. La stabilité de la solution est obtenue en utilisant

la méthode de Lyapunov.

Mots-clés : Plaque viscoelastique, Retard distribué, Solution globale, Décroissance expo-

nentielle.



Abstract

This thesis is devoted to the study of the existence of a global solution and its asymptotic

behavior for a Petrovsky non-linear viscoelastic thin plate with a distributed delay.

We will show that the energy associated with the system decays to zero exponentially when

the time tends to infinity.

We have studied first, the global existence of a weak solution of the problem with Dirichlet

boundary conditions, using the Faedo-Galerkin method.

Then we have proved the exponential decay to zero of the energy for the considered system
under reasonable conditions on the data. The stability of the solution is obtained via the

Lyapunov method.

Keywords : Global solution, Distributed delay, Multiplier method, Weak frictional damp-

ing, Viscoelastic Petrovsky equation, Exponential decay.
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Notations

Dans tout ce qui suit, les notations suivantes serons utilisées.

2 : Un ouvert borné de R™ de frontiere réguliere I'.

n:= (M1,M2,...,Mn) : le vecteur unitaire normal a I" orionté vers 'extérieur de 2.

C* () : Espace des fonctions k fois contintiment différentiables sur Q (k entier > 0).
Cg° () : L’espace des fonctions indéfiniment dérivables a support compact.

LP (Q) : Espace de Lebesgue 0 < p < 0.

D' () : Espace des distributions.

Wmr (Q), H™(Q) : Espaces de Sobolev, 0 < p < oo; m € N; (H™ (Q) := W™2(Q)).
Wy P (), Hy* (Q) : L’adhérence de C§° (2) dans W™P (Q) respectivement dans H™ () .

( Dy da:2 " dl, ) le gradient de la fonction wu.

— 92
o Z o

: Le Laplacien.

A? := A (A) : Le Bilaplacien.

|z| == \/2? + 2% + ... + 22 la norme euclidienne, x = (x1, Ty, ..., 7,,) € R™
|-, : la norme de L (§2), pour tout p € [1,+00).

(.,.) : le produit scalaire de L? ().

— : la convergence faible.

* : la convergence faible éloile.
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Introduction

L’importance de I’étude des vibrations :

Un systéme dynamique est un ensemble d’objets ou de phénomeénes liés entre eux. Sa mod-
élisation vise a établir des relations qui lient les variables caractéristiques de ces processus
entre eux et a représenter son comportement dans un domaine de fonctionnement donné.
Elle nécessite un ensemble de techniques permettant de disposer d’une représentation math-
ématique du systeme étudié. Dans le méme sens, on peut dire que la modélisation théorique
exige une connaissance précise des phénomenes intervenant dans le systéme et une aptitude
a les représenter par des équations mathématiques. Par conséquent, elle conditionne les

méthodes qui seront utilisées par la suite pour analyser ses propriétés.

Au cours des derniéres décennies plusieurs types d’équations aux dérivées partielles (EDP)
ont été utilisés comme modéles mathématiques décrivant des systémes physiques, chimiques,
biologiques ou mécaniques. Parmi ces modeéles, on peut citer les problemes de vibrations des

structures élastiques qui ont été considérablement étudiés.

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-action (feedback). Elle consiste
donc a garantir la décroissance de I’énergie des solutions vers zéro de fagon plus ou moins
rapide par des mécanismes de dissipation. Plus précisément, le probléme de stabilisation
auquel nous nous intéressons revient a étudier le comportement asymptotique de I’énergie
que nous notons par F (t) : on calcule sa limite lorsque ¢ tend vers +oo . Si cette limite est

nulle, on cherche une estimation de la vitesse de sa décroissance vers zéro. Le phénomeéne
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des vibrations apparait pratiquement dans toutes les structures mécaniques. Plusieurs types
de vibrations sont indésirables car elles ont une influence néfaste sur le fonctionnement et
la durée de vie de ces structures. Elles peuvent engendrer des fractures, des mauvais fonc-
tionnements, une usure ou méme ’endommagement des structures. De plus, elles peuvent
constituer un danger pour l'utilisateur. Les excitations dynamiques causant ces vibrations,
sont nombreuses. Elles proviennent, soit de 'environnement extérieur (sol, atmospheére, eau,
contacts ou chocs avec d’autres structures), soit de dispositifs internes mobiles (machines
intégrées a la structure...). La suppression ou méme la réduction de ces vibrations est un

probléme majeur dans les domaines de I’'ingénierie, notamment la robotique.
Les systémes a retards :

De point de vue pratique, plus particulierement en science de I’'ingénieur, on constate que les
phénomeénes de retard apparaissent naturellement dans les processus physiques. Parmi les
principales sources induisant des retards, on peut citer les temps de réactions des capteurs
ou des actionneurs, les temps de transmissions des informations, les temps de transferts des
matiéres ou encore les temps de mesure. Alors dans le but de se rapprocher du processus réel,
une meilleure modélisation consiste a concevoir "les systémes a retard", ou interviennent
des équations différentielles dont 1’évolution, contrairement aux systémes ordinaires, dépend
non seulement de la valeur courante de leurs variables d’état & I'instant présent ¢, mais aussi
d’une partie de leurs valeurs passées. Dans ce cas, il est nécessaire de mémoriser une partie

de "I’histoire" du systéme pour connaitre son évolution.
Les effets de retard :

Récemment, de nombreux auteurs se sont intéressés aux problémes de stabilisation avec un
terme de retard. Les phénomeénes de retard (en temps) apparaissent dans de nombreuses
applications, par exemple en biologie [29], en mécanique [1] ou encore en automatique [62].
Il est bien connu qu'un effet de retard peut étre la cause d’instabilité [7, 8] : un retard

arbitrairement petit peut déstabiliser le systéme voir par exemple [42, 53]. Mais, & contrario
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un effet de retard peut aussi améliorer la performance du systeme [1, 62].
Les probléemes de stabilité de systémes avec retard revétent donc une importance non nég-
ligeable. Pour avoir la stabilité de ces systémes, nous avons pris des hypothéses que nous

préciserons plus tard, dans le but de compenser les effets d’instabilité qui peuvent intervenir.
Les types de stabilité :

On distingue différents types de stabilité que I'on peut étudier :

1. La stabilité asymptotique forte qui signifie la décroissance de ’énergie des solutions
vers zéro, c’est-a-dire :

E(t) — 0, quand t— +o0.

Cette notion a été utilisée par : C. M. Dafermos [21], A. Haraux [31], F. Conrad et M. Pierre
[18].
2. La stabilité uniforme, c’est-a-dire :
E(t) <Cf(t), pour toutt >0,

ou C est une constante indépendante de ¢ et qui dépend uniquement des données

initiales, f : R, — R, est une fonction continue décroissante qui satisfait
f(t) — 0, quand t — +oo0.

Cette notion a été utilisée par V. Komornik [34], J. E. Lagnese [37], M. Tucsnak [67]
pour des systémes linéaires ou non linéaires, ils ont utilisé la méthode des multiplica-

teurs et la construction de fonction de Lyapunov.

Pour la stabilité uniforme, on peut distinguer :

a) la décroissance exponentielle de I'énergie c’est la décroissance la plus rapide,

E (t) < Ce™®, pour tout t > 0,
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ou C, § sont des constantes positives; C' dépend uniquement des données initiales,

est le taux de décroissance de I’énergie.
b) la décroissance polynomiale de I’énergie, c’est a dire

C
E(t) < s Pour tout ¢t > 0,

c) la décroissance logarithmique, c’est a dire

C
E(t) < —————, pour tout t > 0,

~log(1+1)
ou U, a et k sont des constantes positives avec C' indépendante de .
Dans ce travail, on améliore sensiblement divers résultats antérieurs de la stabilité uniforme.
Note historique :
Les travaux de C. S. Morawetz :

En 1959, en analysant ’expression explicite de la solution obtenue par séparation des vari-
ables de 1'équation des ondes dans un domaine non borné de R?, C. Wilcox [69] a réussi
a montrer que 1’énergie locale décroit de maniére exponentielle quand le temps tend vers
Iinfini. Avec des hypothéses plus générales que celle de C. Wilcox, en 1961 C. S. Morawetz
[68] a montré que I’énergie locale décroit comme l'inverse du temps. En combinant leurs
méthodes, P. D. Lax, C. S. Morawetz et R. S. Phillips [40] ont montré en 1963, que 1’énergie
locale associée & la solution de 1’équation des ondes dans un domaine de R3, extérieur a un

domaine étoilé décroit de maniére exponentielle quand le temps tend vers I’infini.

Les travaux de G. Chen et J. Lagnese :

En se basant sur les travaux C. S. Morawetz [68] sur I’équation des ondes dans un domaine
extérieur. En 1974 un phénomeéne analogue pour 1’équation des ondes dans un domaine
borné. Le premier résultat positif concernant la conjecture de Russell, a été obtenu en 1979

par G. Chen [15]. Ensuite, en adaptant la technique des multiplicateurs utilisée par C. S.
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Morawetz, W. A. Strauss et J. U. Ralston, dans les domaines extérieurs, C. Chen [16]) a
amélioré les résultats obtenus dans [15]). Voir aussi Lagnese [36]).

Les travaux de I. Lasiecka et R. Triggiani :

En 1987, en utilisant des méthodes différentes de celles de Chen et Lagnese, I. Lasiecka et
R. Triggiani [39] ont pu redémontrer les résultats de Chen et Lagnese pour ’équation des

ondes avec une condition de Dirichlet non homogene sur tout le bord.
Les travaux de J. L. Lions :

En 1986, Lions [41] a élaboré une méthode générale de la stabilité exponentielle pour tous les
systémes linéaires réversibles exactement controlables. Son procédé repose essentiellement
sur la théorie du controle et la méthode de pénalisation. Mais il ne donne aucune méthode
explicite pour construire 'opérateur de feedback, ni ’estimation sur le taux de décroissance
de I’énergie.

Position du probléme :

On étudie dans cette thése la réduction des vibrations de la flexion d’une plaque mince. Les
modeles de plaques minces sont obtenus & partir du systeme de 1’élasticité tridimensionelle

par la technique des développements asymptotiques par rapport a I’épaisseur de la plaque

mince [23].

On s’intéresse a I’étude de I'existence globale d’une solution faible et la stabilité exponontielle

d’une équation non linéaire de type Petrovsky.
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Le probléeme étudié est :
( lug (2, ) |'uge (2, 1) + A%u(,t) — Aug(z, 1)
— Joh(t — 0)A%u(w,0) do + gz, t)
+ f;f po(8)ug(z,t — s)ds =0, dans  x |0, +o00[,
u(z,t) = 94(z,t) =0 sur I' x ]0, +o0],

uw(z,0) = ug(x), w(z,0)=ui(x) dans,

\ ur(z, —t) = fo(x, 1), dans Q x |0, [,

ou 2 est un domaine borné non vide de R™, (en prenant n = 2), avec un bord régulier T.

e [’équation du probleme (1) décrit les vibrations de la flexion d’une plaque mince avec

une densité variable, dépendante de la vitesse, donnée par le terme |u;(z,t)|!, | > 0.
e jyuy est un terme d’amortissement (damping), ol ;1 est une constante positive.
e Auyy est un terme dispersif .

fo (t — o) A?u(x,0)do est un terme mémoire dissipatif ou A (t) est une fonction de

relaxation continue et décroissante.

f:f po(s)ug(z,t — s)ds est un terme de retard distribué, ou py : [11,72] — R est une

fonction bornée et 7, 7 sont deux réels positives vérifiant 7 < 7.

e Les conditions initiales (ug,u1, fo) appartennant & un espace fonctionnel qui sera défini

par la suite.
Plan de la thése :

La thése est composée de quatre chapitres.

e Dans le chapitre 1 : on fait des rappels sur les propriétés des matériaux viscoélas-
tiques et leur role dans 'atténuation des vibrations dans les systémes mécaniques et

on discute I'importance de ces matériaux.

e Dans le chapitre 2 : on rappelle quelques notions d’analyse fonctionnelle qui seront

utilisées dans notre travail.
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e Dans le chapitre 3 : on démontre un résultat d’existence globale d’une solution faible

du systéme considéré en utilisant la méthode de Faedo-Galerkine.

e Dans le chapitre 4 : on étudie le comportement asymptotique de la solution : on
démontre que I’énergie associée a la solution de notre systeme décroit d’une maniére
exponentielle vers zéro lorsque la fonction de relaxation h décroit d’une maniére ex-
ponontielle vers zéro & 'infini par la méthode de Lyapunov. Cette méthode consiste a

estimer une fonctionnelle équivalente a 1’énergie.

On définit I’énergie de notre systéme viscoélastique par :
t
gl + 5 (1= [ a@)de ) 8wl + 5Ivulg ®)
1
(hDAu // / (|pa(s)] + €)2*(z, p, s,t) ds dp du,

E(t) =

ou

t
(hOv)(t) = / h(t — o)||v(t) — v(o)|3do et z, & sont défini par la suite.
0

Dans un bref chapitre, on donne une conclusion générale et on présente quelques perspectives
de recherche sur la stabilité des vibrations des plaques minces viscoélastiques avec retard

distribué.
Méthodologie :

Dans ce travail, on utilise la méthode de Faedo-Galerkin pour établir ’existence globale

d’une solution faible.

Pour les résultats de stabilité, on utilise la méthode des multiplicateurs basée sur la con-

struction d’une fonction de Lyapunov L (t) équivalente a I’énergie F (t) qui vérifie

aE(t) < L(t) < axE(t) (3)
ol o, o sont deux constantes positives.
Pour établir la stabilité exponentielle, il suffit de montrer que

L' (t) < —cL(t) pourtoutt>0 (4)
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ol ¢ est une constante positive. Une intégration de (4) sur [0,¢] avec (3) méne au résultat
souhaité de la stabilité exponentielle. Il faut souligner que la difficulté dans ce travail est de

trouver la fonction de Lyapunov adéquate.

e Le contenu de ce chapitre a fait I’objet d’une publication internationale parue dans la
revue Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo Series 2 intitulée : Ex-
istence of global solutions and decay estimates for a viscoelastic Petrovsky
equation with internal distributed delay : DOI : 10.1007/s12215-018-0373-7.

Septembre 2018 (voir [58]).



Chapitre 1

Rappels sur les matériaux

viscoélastiques

Sommaire
1.1 Introduction . .. ... .. ... i 9
1.2 Définition de la viscoelasticité . . . . . . . ... ... . 0000, 10
1.3 Viscoélasticité linéaire . ... ... ... ... . . 000000 12
1.4 Conclusion . ... ... ... 19

1.1 Introduction

On présente les notions de base liées a la viscoélasticité linéaire. Apres l'introduction des
principes physiques qui induisent ce type de comportement dissipatif du matériau, nous
présentons une approche par des modeéles simples qui peuvent décrire le comportement de
ces matériaux. Les matériaux viscoélastiques ont des applications dans tous les domaines
de l'ingénierie et des systemes mécaniques, de I’électroménager au spatial en passant par

I’automobile, I'aéronautique ou le génie civil.



1.2. Définition de la viscoelasticité

Les propriétés amortissantes optimales de ce type de matériau sont tres largement utilisées
dans les applications industrielles pour répondre a des problématiques de réduction et de

controle du bruit et des vibrations, voir par exemple [52] et [56].

Ces matériaux ont la possibilité d’absorber les vibrations et de forcer ces systémes a attein-
dre leur équilibre vers le repos dans un temps raisonnable. Dans le cadre de notre étude,
on intéresse aux phénomeénes viscoélastiques qui régissent le comportement dynamique du
matériau et donc le comportement vibratoire des structures. De nombreux résultats ont été

établis dans ce domaine, on cite notamment les travaux de : Djebabla et Tatar [32] et Nakao

[51].

1.2 Définition de la viscoelasticité

Un matériau viscoélastique se caractérise par le fait qu’il possede a la fois un comportement
visqueux et élastique. L’élasticité se traduit par la conservation et restitution de 1’énergie
aprés déformation. La viscosité se traduit par la dissipation de 1’énergie. Les polymeéres

representent un bon exemple de matériaux qui ont un comportement viscoélastique.

1. Elasticité

L’élasticité est la tendance d’un matériau solide & retrouver sa forme d’origine aprés avoir
été déformé. La déformation d'un matériau élastique est une déformation réversible. Un

matériau solide se déforme lorsque des forces lui sont appliquées.

Un matériau élastique retrouve sa forme et sa taille initiale quand ces forces ne s’exercent
plus. Les raisons physiques du comportement élastique peuvent étre quelque peu différentes
d’un matériau & un autre. Pour les métaux, les treillis atomiques changent de taille et de
forme quand des forces leur sont appliquées . Quand les forces sont supprimées, le systéme

revient & son état original ou I’énergie est la plus faible. Pour le caoutchouc et d’autres

10



1.2. Définition de la viscoelasticité

polymeéres, ’élasticité est due a I’extension des chaines de polymeres, lorsque les forces sont

appliquées.

L’¢élasticité linéaire concerne les petites déformations proportionnelles a la sollicitation. Dans
cette gamme, I’allongement est proportionnel a la force dans le cas d’un étirement, selon le

module de Young, et I’angle est proportionnel au couple dans le cas d’une torsion.

2. Viscosité

La viscosité est une propriété interne d’un fluide qui offre une résistance a I’écoulement. Un
liquide visqueux n’a pas de forme définie, il s’écoule de maniére irréversible sous ’action de

forces externes.
Loi de Hooke :

Pour une piéce de matériau ayant une surface de section transversale A, et une longueur
initiale [y, soumise a une force F' (de traction/compression), la réponse correspondante est
donnée par le déplacement Al . Le modeéle de déformation le plus simple est la traction
(étirement) ou la compression. Pour les petites déformations, la variation de la longueur Al
est proportionnelle & la force F'

F =Fk.Al

ol k est la raideur de la piece. Le rapport de la force F' par I'aire S de la section droite de la
piéce s’appelle “contrainte”. La contrainte est donc une grandeur homogeéne qui s’exprime

par

Le rapport de 'allongement Al par la longueur initiale [y s’appelle “déformation” ou allonge-

ment relatif

On distingue les cas suivants

11



1.3. Viscoélasticité linéaire

Matériau élastique: Toute I’énergie stockée au cours du chargement de la force F' est
retournée une fois la force enlevée. Dans ce cas la loi de Hooke s’exprime alors sous la
forme

oc=F.¢

ou F est le module de Young ou module d’élasticité, qui est une caractéristique du matériau;

c’est ’équivalent en mécanique des milieux continus de la raideur d’un ressort.

Matériau visqueux: Ce type de matériau ne renvoie aucune partie de I’énergie stockée au
cours du chargement. Toute ’énergie est perdue sous forme d’amortissement pur une fois la
charge enlevée. Dans ce cas, la contrainte est proportionnelle a la vitesse de la déformation,

et le rapport de la contrainte par la vitesse de déformation est connue comme "viscosité".

1.3 Viscoélasticité linéaire

Référence : (voir [9, 17])

La viscoélasticité linéaire se caractérise par le comportement élastique et dissipatif d’un
matériau pour les petites déformations. En rhéologie le comportement d’un matériau vis-
coélastique linéaire est intermédiaire entre celui d’un solide elastique idéal symbolisé par un
ressort de module F et celui d'un liquide visqueux newtonien symbolisé par un amortis-
seur de viscosité. L’élasticité d’'un matériau traduit sa capacité a conserver et restituer de

I’énergie apres déformation.

La viscosité d'un matériau traduit sa capacité a dissiper de 1’énergie. Les polymeéres, et
la plupart des matériaux ont un comportement viscoélastique. La partie viscoélastique
provoque une décroissance de l’énergie associée. La partie élastique donne une équation
conservatrice par contre la partie viscoélastique produit un mécanisme de dissipation qui
agit sur une partie au domaine pour donner une décroissance de I’énergie associée a la

solution pour ramener le systéme a 1’état d’équilibre.
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1.3. Viscoélasticité linéaire

En mécanique des structures, c’est le niveau macroscopique qui est retenu. Cependant,
quelques éléments d’une approche a une échelle inférieure (ici moléculaire) permettent de
comprendre le phénomeéne physique de dissipation dans ces matériaux, ce qui permet de

déterminer ou d’expliquer I'influence de certains facteurs & prendre en compte.

D’un point de vue moléculaire, quand un effort est appliqué sur un matériau viscoélastique,
par exemple pour un polymere, deux mécanismes atomiques interviennent [57]. Les liaisons
atomiques changent de longueur et d’angle. Les atomes sont alors déplacés a de nouvelles

positions, avec une augmentation de ’énergie interne de fagon extrémement rapide.

L’une des caractéristiques des matériaux viscoélastiques c’est que leurs propriétés sont in-
fluencées par de nombreux parameétres. Ils peuvent inclure : la fréquence, la température, la
vitesse de déformation dynamique, précharge statique, les effets du temps comme le fluage

et la relaxation, le vieillissement, etc.
Principe de superposition de Boltzmann :

Le fluage et la relaxation de contraintes sont deux méthodes couramment utilisées pour
déterminer I’évolution du module de relaxation en traction ou en cisaillement d’un polymere

dans le domaine temporel.

N

Pour un essai de fluage, une sollicitation uniaxiale en contrainte est imposée a l'instant
to & une éprouvette de polymére initialement non chargée, puis maintenue constante. On
remarque sur la figure suivante que la réponse uniaxiale correspondante est constituée d’une

partie instantanée (¢(tg) # 0) et d’une partie différée (augmentation de la déformation).

13



1.3. Viscoélasticité linéaire

=
kv
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Figure 1.1: Courbe caractéristique de fluage.

La déformation £(¢) en fonction du temps rapportée a la contrainte imposée oy (supposée

constante) permet de définir la complaisance de fluage :

Réciproquement, un essai de relaxation de contrainte consiste & imposer une déformation
uniaxiale maintenue constante & ’éprouvette de polymeére initialement non déformée, et a

mesurer la contrainte résultante.

—
. =
- 5
9 0 *GE-:
= g
: [
: | Ea—
A @)
Temps t Temps t

Figure 1.2: Courbe caractéristique de relaxation de contrainte

De la méme maniére que pour un essai de fluage, la réponse est constituée d’'une partie
instantanée (o (tp) # 0) et d’une partie différée (diminution de la contrainte). Le rapport

entre la contrainte mesurée o (t) et la déformation appliquée a I’éprouvette £y donne acces
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1.3. Viscoélasticité linéaire

au module de relaxation :

La complaisance de fluage et le module de relaxation sont reliés par la relation suivante :

t
/ J(t—71)E(r)dr =t.
0
Dans le cadre de la viscoélasticité linéaire, le module de relaxation et la complaisance de
fluage mesurés sont indépendants de I'amplitude du chargement. De plus, le principe de
superposition de Boltzmann s’applique : la superposition des sollicitations implique la
superposition analogue des réponses. Ainsi, la réponse d’un matériau viscoélastique dépend

de 'histoire de chargement. Cet effet de mémoire est transcrit dans la loi de comportement

o (t) = / E(t—7) a%(:)dT,

ot o (t) et € (t) correspondent aux évolutions temporelles de la contrainte et de la déforma-

—00

tion. En supposant que la déformation est nulle avant I’application du chargement a ¢t = 0,

la loi de comportement devient :

a(t):E(t)s(O)Jr/O E(t—1) az(:)df. (1.1)

La fonction E(t) représente une propriété mécanique du matériau qu’on appelle la "fonction

de relaxation". La formule (1.1) s’appelle le principe de Boltzmann.

G
o3
o2 |
|
cl : :
| |
: : : .t
£ | : : :
I | |
T
| | I
I I | I
| I | |
1 ! : |
! ! ! ! ot
t1 2 3 t4

Figure 1.3: Principe de superposition de Boltzmann
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1.3. Viscoélasticité linéaire

Si on considére qu’il y a équilibre jusqu’au temps ¢t = 0, dans un cadre mono-dimensionnel
en traction-compression, cette relation peut se mettre sous la forme

de (s)

S

ds.

a(t):Eog(t)—l—/O E(t—s)

Les différents modeles viscoélastiques different par le choix du noyau (ou de la fonction de

relaxation) E.
Modéles élémentaires pour la viscoélasticité linéaire :

Les modeéles rhéologiques sont des eléments qui permettent de représenter les comportements
meécaniques de base, les modeles rhéologiques utilisés en viscoélasticité linéaire sont constitués

a partir des deux modéles élémentaires représentés sur les figures suivantes :

ﬂ_

a) Elément élastique linéaire : ressort  b) Elément visqueux linéaire : amortisseur

Figure 1.4: Modeles élémentaires pour la viscoélasticité linéaire

Les modeéles rhéologiques sont des éléments qui permettent de représenter les comportements

mécaniques de base. Deux comportements nous intéressent :

1. Délasticité avec un ressort dont la raideur k correspond au coefficient de proportion-

nalité entre la contrainte et la déformation uniaxiale :

o= ke.

2. la viscosité avec un amortisseur dont le parameétre n correspond au coefficient de pro-

portionnalité entre la contrainte et le taux de déformation uniaxiale :
o =T1E.
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1.3. Viscoélasticité linéaire

La plupart des modeéles viscoélastiques sont construits & partir de ces modeéles élémen-
taires, en assemblant des ressorts et des amortisseurs en série ou en paralléle. Les modéles

rhéologiques les plus simples sont :
Modéle de Kelvin-Voigt :

Le modeéle de Kelvin-Voigt, aussi appelé modéle d’amortisseur visqueux, consiste a assembler

en paralléle un ressort et un amortisseur comme le montre la figure ci-dessus :

k

—\VWW'—

Figure 1.5: Modele de Kelvin-Voigt

Dans ce modeéle, on note o; et £; la contrainte et la déformation dans le ressort, et g, &9
la contrainte et la déformation dans ’amortisseur. En écrivant la loi de comportement de

chaque élément, on obtient
01 = k(‘:l,
(1.2)
09 = NEa.
Lorsque deux éléments sont assemblés en parallele, ils sont soumis & la méme déformation &
et la contrainte totale o est égale a la somme des contraintes induites dans chaque élément,
ce qui conduit & :
E =¢&1 = &9,
(1.3)
o =01+ 09.

La loi de comportement associée au modele de Kelvin-Voigt est obtenue en combinant les

équations (1.2) et (1.3) : o = ke + 5.
Modéle de Maxwell :

Le modele de Maxwell est composé d’un ressort et d’un amortisseur en série comme le montre

17



1.3. Viscoélasticité linéaire

la figure suivante :

Figure 1.6: Modele de Maxwell

Lorsque deux éléments sont en série, la déformation totale est donnée par la somme de

chacune des déformations, et la méme contrainte o s’applique aux deux éléments, d’ot :

0 =01 =09,

(1.4)
€=1¢1 + &s.

La combinaison des équations (1.2) et (1.3) conduit a la loi de comportement suivante pour

le modéle de Maxwell :

ko + noy = nkey.

Le modeéle viscoélastique de Kelvin-Voigt et celui de Maxwell restent parmi les modeles les

plus simples pour représenter exprimentalement le comportement de ces matériaux.

Il est bien connu que les matériaux viscoélastiques fournissent un amortissement naturel, qui

est du & la propriété particuliere de ces matériaux a garder une certaine mémoire.

Du point de vue mathématique, ces effets d’amortissement sont modélisés par des opérateurs
intégro differentiels, par exemple le terme mémoire : fg h(t — s) Au(s)ds, ou h représente le
noyau (fonction de relaxation), le terme intégral exprime le fait que les contraintes dépendent
a tout moment, non seulement de la valeur instantanée, mais de toute I’histoire passée des

contraintes que le matériau a subi.

Plusieurs modeles de ces matériaux viscoélastiques conduisent a des équations (EDP) de

mouvement, la dissipation viscoélastique donnée par les effets de mémoire.
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1.4. Conclusion

1.4 Conclusion

L’une des fonctions principales des matériaux viscoélastiques est de fournir un mécanisme de
dissipation de I’énergie mécanique des vibrations. Par conséquent, ils permettent d’atténuer
les vibrations, et de plus d’augmenter la durée de vie des structures.

Ces avantages nous encouragent & adopter ces matériaux dans notre étude comme un outil

pour stabiliser certaines structures en mouvement dynamique.
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Chapitre 2

Rappel de quelques outils

mathématiques

2.1 Dual d’un espace de Banach

Le but de chapitre est de rappeller, sans démonstration, les différents outils d’analyse que

nous allons utiliser. Pour plus de détails (voir [11, 2]).

Définition 1 Soit E est un espace de Banach, on note E' son dual, c¢’est a dire I’ensemble

des formes linéaires continues sur F.

Notation 1 Si f € E' et si w € E alors l'image f (u) est noté par le crochet de dualité

<fa U>E/><E :

Définition 2 L’espace dual de E’', noté E" s’appelle le bidual de E.

On munit l’espace E' de la norme suivante :

fll = sup | {f,z)],

zeB,[|z]|<1
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2.2. Topologie faible et Topologie faible étoile

et E"” son bidual, de la norme

€l =" sup [ {5, f)].

fFEE[IflI<1

2.2 Topologie faible et Topologie faible étoile

Définition 3 La topologie faible o (E, E") sur E est la topologie la moins fine sur E rendant

continues toutes les applications

Qbf(l‘) = <f,ZE>7 f S8
Proposition 1 La topologie faible o (E, E') est séparée.

Définition 4 Soit E un espace de Banach. Une suite (x,), .y € E converge au sens de la

topologie faible vers x dans E si

(f,xn — ) g — 0, pour tout f € E.
Proposition 2 Soit (x,) une suite de E, on a

1. ((z,) =2 pour o(E,E") < ((f,xn) — (f,x) pourtout f € E').
2. Si(x,) —x pour o(E,E"), alors (||z,|]|) est bornée.

3. Si(x,) = x pour o(E,E'), et sif, — f dans E' (i.e. lim, oo ||fn — fllpr = 0)
alors

{frron) = (f,2) .

Proposition 3 Lorsque E est de dimension finie, la topologie faible o (E, E') et la topologie
usuelle coincident. En particulier une suite (z,,) converge faiblement si est seulement si elle

converge fortement. Ceci n’est pas vrai en dimension infinie.
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2.2. Topologie faible et Topologie faible étoile

Nous allons passer maintenant & la notion de convergence faible *.

Définition 5 La topologie faible * sur E' désignée par o (E', E) est la topologie la moins

fine rendant continues toutes les applications définie sur E' par :

¢a (f) =(f,2), [eE.

pour tout x € E.

On note une suite (fy,), qui converge vers f pour la topologie faible * o (E', E) ) par f, —=* f.

Corollaire 1 Soit E un espace de Banach séparable et soit (f,) une suite bornée dans E'.

Alors il existe une sous-suite extraite (f,,) qui converge pour la topologie faible * o (E', E) .

Proposition 4 Soit u € E. On considére la forme :
fu: B —R
[ Afiu).

Alors f, € E" et

J:E— E"

U fu

est une isométrie.

Définition 6 On dit que E est réflexif si J(FE) = E". On identifiera par la suite E avec

E".

Remarque 1 La convergence faible dans E' entraine la convergence faible * dans E'. La

réciproque est vraie si l’espace E est réflexif.

Définition 7 La topologie faible * o (E', E) est séparée.
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2.3. Espaces de Lebesgue LP (1)

Proposition 5 Soit (f,) une suite dans E'. On a les propriétés suivantes :

1. Si f, = f pour o (E',E) alors ||f.||e est bornée.

2. Si fn — [ pour la topologie faible * o (E', E) et si x, — x fortement dans E alors
fn (xn) — f(z) dans R.

Soit E un espace de Banach réflexif et (z,), . une suite bornée dans E. Alors il existe une

sous-suite (1, ),y qui converge faiblement dans E.

On dit que E est séparable s’il contient une partie dénombrable dense dans E.

2.3 Espaces de Lebesgue L7 ()

Définition 8 Soit Q un ouvert de R", (n>1), si p € [1,400[, on désigne par LP ()
lespace vectoriel des (classes de) fonctions u : 0 — R mesurables sur Q et telle que |ulP est

intégrable au sens de Lebesgue sur €2,

LP<Q):{UZ Q2 — R tel que /|u(x)|pdx<oo},
Q

1
lully = Il 1oy = ( [1ute) |pd:c) |

Si p = 400, on note L> () l’espace des ( classes de ) fonctions mesurables u : Q@ — R sur

muni de la norme

Q2 et essentiellement bornées sur €):
L (Q)={u: Q=R telqued ceR : |u| <cp.psur}.
Cet espace est muni de la norme
[lulloo = [[ul| () = esssupfu(z) |,
z€eQ
ot

esssup |u(z) | = {inf C > 0 tel que |u(z)| < C p.p sur Q}.
z€eQ
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2.3. Espaces de Lebesgue LP (1)

Proposition 6 Pour tout p € [1,00], LP () est un espace de Banach.

Définition 9 L’espace L} (§2) est I’ensemble des fonctions f telles que, pour tout compact

K de ), ona f|x € LP (K).
Définition 10 On note D (2) 'espace des fonctions C™ (2) a support compact dans Q.

1. Sip=2, alors L*(Q) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire
<u,v>L2(Q) = /Qu(x)v (z)dx, wu,ve L*(Q).

2. 8il <p<+o0, alors LP (2) est séparable.

3. 811 <p< +o0, alors LP () est réflexif.

4. L' (Q) n'est pas réflexif.

5. 811 <p< 4o, alors D () est dense dans L ().

6. L’espace L> (2) n’est ni séparable ni réflexif.
Définition 11 L>° (Q) est le dual de L' (Q) on le note par
L= (Q) = (L' ().

Par la suite on va donner une caractérisation des convergences faible et faible étoile dans les

espaces LP () lorsque l'ouvert S est borné.

Convergence faible et faible étoile dans les espaces L” (2) :

Définition 12 Soit (fy),5 une suite de L? (£2).

1. On dit que la suite (fn),~, converge faiblement vers f dans L (Q) pour p € [1,+oo si :

/Q fupds — /Q feds Ve L9(9),
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2.3. Espaces de Lebesgue LP (1)

et on écrit

fao— f dans L*(Q),

2. on dit que la suite (f,),~, converge faible étoile vers f dans L™ (§2) si

/ fopdr — / fodx  pour tout ¢ € L* (Q),
Q Q

et on écrit

fo—="f dans L™ ().

Théoréme 1 Si f € L} (Q) vérifie

loc

/ f(@)e(x)de =0, pourtout p € D(Q),
0

alors, f =0 p.p. sur (.

Proposition 7 Soit (f,), une suite bornée de L? (2) pour 1 < p < 400, on peut extraire
de la suite (f,), une sous-suite faiblement convergente
i.e

3(fu) I EL(Q), Ve L9(Q), lim /Q fonipdas = /Q feds.

k—+4o00

Sil < p < 400, la topologie faible o (E, E') et la topologie faible * o (E', E) sont équivalentes.
Soit (f,), une suite bornée dans L™ (), on peut extraire de la suite (f,), une sous-suite
qui converge pour la topologie faible *.

Ce résultat est faux dans L' (Q) (car cet espace n’est pas réflexif), en revanche on a un ré-
sultat similaire dans L* (£2) & condition de considérer la topologie * sur cet espace.

Une propriété importante concernant le produit de deux suites convergentes.

Proposition 8 Soit p € [1,+00| et q son conjuqué. Si f, converge fortement vers f dans
LP (), et g, converge faiblement vers g dans L (Q2), alors

fngn converge faiblement vers fg dans L' ().
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2.3. Espaces de Lebesgue LP (1)

2.3.1 Espaces de fonctions a valeurs vectorielles L7 (0,7; X)
Dans cette section, on présente briévement quelques résultats utiles sur les espaces de fonc-
tions a valeurs dans un espace de Banach X.

Soit T > 0, on définit les espaces suivants :

Définition 13 Soit X un espgce de Banach, 1 < p < oo, les espaces de Lebesque a valeurs

dans X : LP(0,T; X) sont des espaces de fonctions mesurables, définis par :
T
LP(0,7;X) = {u 110, T[ — X mesurables telle que / ||u||%dt < o0, 1 <p< oo} ,
0

L*(0,T;X) = {u 10, T[ — X mesurable, telle que sup ess||ul|x < oo} ,
t€]o, T

ou

sup ess||ul|x =inf{c¢>0; |Ju(x)||lx <c¢ p.p. t€(0,T)}
t€]0,T|

munis des normes (respectivement)

1
T b
[|ullzrorix) = (/ ||U||§cdt) , pour 1 <p < oo
0
||| oo 0,7, x) = sup ess]||ul|x.
t€]0, 7|

On définit C ([0,T]; X) comme l’espace des fonctions u : [0,T] — X continues.

C([0,T];X) est dense dans LP (0,T;X) .

On a les propriétés suivantes :

1. si X est de Banach alors L? (0,T; X) est de Banach pour 1 < p < o0,

2. si X est séparable alors L” (0,7; X) est séparable pour 1 < p < oo,

3. si X est réflexif alors LP (0,7 X) est réflexif pour 1 < p < oo,

4. si X — Y avec injection continue, alors L?(0,7; X) — LP(0,T;Y), avec injection con-

tinue.
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2.3. Espaces de Lebesgue LP (1)

5. si X — Y avec injection compacte, on n’a pas forcément L?(0,7T; X) — LP(0,T;Y"), avec

injection compacte.

2.3.2 Lemme de compacité d’Aubin-Lions

Référence : (voir [41])

Le lemme d’Aubin et Lions est un résultat de la théorie des espaces de Banach. Plus
précisément, c’est un critére de compacité trés utilisé pour I’étude des équations d’évolution

non linéaires.

Lemme 1 Soit Xy, X; et X trois espaces de Banach ou Xo, X1 sont des espaces reflexifs
avec Xg C X C X;. Supposons que l'injection de Xy dans X est compacte et que l'injection

de X dans X est continue. Pour 1 < p, q < +0o0, soit
W= {ue L7 (10,T); Xo) / i € L4 ([0,T); X))}

Alors Uinjection de W dans L? ([0,T]; X) est compacte.

Lemme 2 Soient u une fonction et {u™} une suite de L (2 x ]0,T[), 1 < p < +oo telles

que
||w™ || Lagxjo,rp < C
et
u™ —u p.p. dans Q x]0,T].
Alors

u™ —wu dans L7(Q x]0,T7]).

2.3.3 Quelques inégalités utiles

Référence : (voir [11])
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2.3. Espaces de Lebesgue LP (1)

Soit 1 < p < 00; on note par ¢ 'exposant conjugué de p c’est a dire :

oy (2.1)

et

Inégalité de Holder :
Soit u € LP () et v € L9 (Q), alors uv € L' () et on a
luvl[Lr@) < [lullr@ ]| Lo (2.2)
Inégalité de Cauchy-Schwarz :
Si p = g = 2 'inégalité (2.2) sera appelée inégalité de Cauchy-Schwarz.
[luvl[pr @) < lullr2@l|v]l2)-
Inégalité de Young :
Référence : (voir [11], [25])

Soient p, ¢ € ]1, 0] et a, b > 0. Alors pour tout € > 0 assez petit, on a :

ab <ea? + C (e) V! (2.3)
ou
1
C (5) = D>
q(ep)e

Remarque 2 Sip = q =2, l'inégalité (2.3) s’écrit

b2
b<ea®+ —. 2.4
ab < ea” + - (2.4)
Sie = %, [’inégalité précédente sera
a? b
b< — + —. 2.5
ab< o+ (2.5)



2.4. Espaces de Sobolev

2.4 Espaces de Sobolev

En analyse mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels particuliére-

ment adaptés a la résolution des problémes d’équations aux dérivées partielles.

Référence : voir ([11], [25])

2.4.1 Espaces de Sobolev W7 (Q)

Soit €2 un ouvert borné de R™ et soit p un nombre réel avec 1 < p < 4o00.

Définition 14 On définit l’espace de Sobolev WP (Q) par :

WP (Q) = {u € LP(Q); tel que : gu € LP(Q)) pour tout i =1, ,n} :
ou

5. est la dérivée au sens des distributions.
1

ou

L’espace WP (Q) est muni de la norme

8;&

1
D p
Lp (9)> ’

Remarque 3 Sip =2, W2 (Q) = H' (Q) muni du produit scalaire

ou v
(UaU)Hl(Q) (u,v) L2(Q +Z (6$ ' D > )7

est un espace de Hilbert.

[lullwro@) = (HUH’EP(Q)

qui en fait un espace de Banach.

2.4.2 Espaces de Sobolev W™ (Q)

Soient m un entier (m > 2), k € N et p un nombre réel avec 1 < p < +o00 .
Définition 15 L’espace de Sobolev W™P (Q) est défini par
WP (Q) = {ue LP(Q); Due L’ (Q); k| <m}.
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2.4. Espaces de Sobolev

ot k= (ki,....k,) € N |k| = ky + ... + ky, et Du est la dérivée d’ordre k de u au sens de

distributions, muni de la norme

1/p
[[ul|lwmr) = Z HDkuHIL)p(Q) , 81l <p<—+oo,
|k|<m
Hu||Wm’°°(Q) - ﬁ{llgffl HDkuHim(Q) ) 81 p = +00.

Remarque 4 Sip=2, H™ (Q) = W™2(Q) est muni du produit scalaire

(s V) gy = Z / DfuDFvdx,  pour tout u, v € H™ ().
Q

k|<m

Proposition 9 Soitm e Netsi1l <p < +o0, on a :

1. WP (Q) est un espace de Banach;
2. si1 < p <400, alors WP (Q) est séparable et uniformément conveze si 1 < p < +0o0;

3. H™ () est un espace de Hilbert séparable.

2.4.3 Espace de Sobolev W;"" (Q)

En géneral D () n’est pas dense dans WP (). On note alors Wy"" () 'adhérence de

D (2) dans W™P (Q).

Notation 2 Soit Q2 un ouvert borné de R"™ et m € N, alors on note
Hy" () = W5 (Q).

H;} () est un espace de Hilbert, il désigne l'adhérence de D () dans H' (), muni du produit

scalaire de H' () et de la norme

ullg2) = [IVullz2@) + [[ull2()
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2.4. Espaces de Sobolev

Injections de Sobolev :

On a le théoréme d’injection suivant :

Théoréme 2 Soit ) un ouvert borné de R™, on a les inclusions suivantes.

1. Si1<p<+oo, WhP (Q) C L1(Q) avec

1. injection compacte pour q € [1,p*],
2. injection continue pour q € [1,p*].

ol

2. Sip=n, WH"(Q) C L1(Q) avec injection compacte pour q € [1,+o0].

3. Sip>n, W (Q) C C° (Q) avec injection compacte.

L’injection compacte permet de passer de la convergence faible a la convergence forte comme
suit:

Soit f,, une suite convergente faiblement vers f dans W'? (Q). Alors pour une sous-suite

{fn},ona:

1. si 1 < p < n, alors

fn — f fortement dans L () avec 1 < ¢ < ﬂ,

n—p

2. si p = n, alors

fn — f fortement dans L? () avec 1 < ¢ < 4o0.

3. si p > n, alors
fn — [ fortement dans L™ (Q).
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2.4. Espaces de Sobolev

Formules de Green :

Soit €2 un ouvert borné régulier de R".

1. Siue H?(Q), on a la formule de Green suivante :

/ Auvdr = / %vda - / VuVovdz, pour tout v € H' ().
Q r Ov Q

2. Siu € H?(Q), on a la formule suivante :

/Q(uAv — vAu)dx = /F <ug—z - v%) do, pour tout v € H' ().

3. Siu,ve HY(Q), on a la formule suivante :

0 0 ov ou
ul?v — vA%u) dx = / (u—AU —v—Au+Au.-— — Av - —) do.
/Q ( ) r\ on on on on

ou 17 = (11,72, -..,Mn) est la normale unitaire a I" oriontée vers I'extérieurs de ().
Inégalité de Poincaré :

Soit © un ouvert borné de R". Alors il existe une constante C, = C,, (€2, p) telle que :

ul|r) < Cpl|Vul| ey, pour tout u € Wol’p (Q), 1<p<oc.
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Chapitre 3

Etude de l'existence globale d’une

solution faible

Sommaire
3.1 Préliminaires . . . . . . e e e e e e 33
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3.4 Le probléme équivalent . . . .. ... ... ... ... . . 000, 42
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Dans ce chapitre, on démontre un résultat d’existence globale d’une solution faible pour
une plaque viscoélastique de type Petrovsky avec des conditions aux bords de Dirichlet, en

utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

3.1 Préliminaires

On introduit d’abord quelques notations, inégalitées et des lemmes qui seront utilisées par

la suite. On utilise I'espace de Lebesgue standard L (2) et 'espace de Sobolev H™ (€2) avec
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3.1. Préliminaires

leurs normes habituelles ||.||, et [|.||gm (), respectivement. On note par H{" (2) I'adérence

de C° (£2) muni de la norme ||.||gm(q). De plus, on désigne par (-,-) le produit scalaire dans
L*(Q) :

(1, v) = /Qu (2) v (x) da.

Hypotheéses :
Pour montrer notre résultat d’existence globale on fait les hypothéses suivantes :

Hypotheéses sur la fonction h :

(H1) La fonction de relaxation est de classe C* (R, , R, ), décroissante, vérifiant h (0) > 0 et

de plus, elle vérifie

1—/Ooh(0)da: 1— (>0, pour tout t > 0.
0

Cette hypothése assure I’hyperbolicité du probléme considéré.

(H2) 1l existe une constante positive ¢ telle que
h'(t) < —ch(t).

Cette hypothése donne la décroissance exponentielle de I’énergie.

(H3) Il existe deux constantes positive Cy, C' telles que

—Co < h'(t) <0,

0<h'(t) <C.
Puisque la fonction h est positive et continue, alors pour tout ¢ >ty > 0
t to
/ h(c)do < / h(o)do := hy.
0 0
Un exemple pratique sur cette condition est :
h(t)=e", a>1.
Hypothése sur la condition de dissipativité :
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3.1. Préliminaires

(H4) Pour montrer que 1’énergie est décroissante, on suppose que

/ ia(s)|ds < .

T1

Hypotheése sur la constante [ :

(H5) La constante [ satisfait :

0<l<-% sin>3
n—2

0<l< 400 si n=1,2.
Inégalité de Poincar :
Référence : (voir [25])

Soit ¢ une constante positive qui satisfaisant ’hypothése (H5). Alors il existe une constante
Cs (€, q) telle que :

[ull, < Csl|Vullz pour tout u € Hy ().

Inégalité de Sobolev-Poincaré :
Référence : voir [61]

Soit A\; la premiére valeur propre du probleme

A2y = \yu dans Q,
— Ou _
u=9%+=0.sur I
Alors on a l'inégalité de Sobolev-Poincaré suivante :
1 2
[|Vulls < —||Aul]z pour tout u € Hf ().
1

VAL

Lemmes préliminaires :

On introduit les notations suivantes :

(hDw) (1) = / bt — o) u(t) — u(o) |2 do

(hou) (1) = / Wt — o) (u(t) — u(o)) do,

ouu e C([0,T];L*(Q)) et ||.||2 : la norme de L? ().
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3.1. Préliminaires

Lemme 3 Soient u € C ([0,7]; L* () et h € C* (Ry,R,). Alors on a l'inégalité suivante
[ o @) dx < o) (). (3.1)
0

ot f = [ h(s)ds.

Si de plus la fonction h vérifie
h'(t) < —ch(t), t >0,
ou ¢ constante positive, alors on a :

/Q (WOu)? () dz < —h (0) (WT) (¢)

< —h (0) (|1'|5u) (1) (3.2)

Preuve. En effet, on observe que

(hQu) (t) = /0 h(t — o) (u(t) —u(o)) do

= /0 Vh(t —o)/h(t — o) (u(t) — u(o)) do.
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient
(hou) (1) < /O Wt — o) /0 h(t — o) (u(t) — u(o))? do. (3.3)

On note que

En intégrant (3.3) sur 2, on obtient
t
/(h(}u)2 (t)dx < B/ / h(t — o) (u(t) — u(o))? dodx
Q aJo
< B(hOu) (t)
La démonstration de I'inégalité (3.2) est similaire a celle de (3.1).
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3.1. Préliminaires

On a

/Q(h'Ou)2 (t)de = /Q </Ot VIR (= o)W (= o) (u(t) — u(o)) da)2 dx.

< /Q (/Ot W (t — a)|ds) (/Ot W(t — o] (u(t) — u(c))? da) dr.  (3.4)

/Ot\h'(t—a)]da:/otm'(
:_/Oth

= h(0)—h(t).

Il est clair que
o)|do
/

(o)do

Comme la fonction h est décroissante c’est a dire (h (0) < h (t)), alors

t
/ (- 0)|do < h (0). (3.5)
0
En substituant (3.5) dans (3.4), on aura l’estimation (3.2). =

On donne maintenant le lemme suivant qui est a la base des estimations d’énergie.

Lemme 4 Soient ¢ et v dans C' ([0, +o00[;R). On pose

(o008) (1) = / o (1= s) (1) — ¥ (s)]2ds,

on a alors

+(09) (1) =9 (D) [ (1) (3.6)

Preuve. On a



3.2. Le modéle étudié

Finalement, on obtient

600 () = (P00 (0 +2 [ o) dsw (0 1)
~2 [ o(t= 9w () (37)

%(/0 p(s) dslw(t)\Q) = (1) Iw(t)|2+2/0 o (s)dsy (t) ¢/ (1) (3.8)

En combinant (3.7) et (3.8), on obtient le résultat (3.6). m

Lemme de Gronwall :

Référence : (voir [24])

Lemme 5 Soient o, 1, w trois fonctions positives définies sur [0, T| continues par morceauz
et vérifiant l’inégalité

w00+ [ V@)wids
alors, on a :

vy )+ [ wEwen ([ v i)

Dans la suite les C;, © = 1,2, ..., sont utilisés pour désigner des constantes positives.

3.2 Le modéle étudié

Notre but dans ce chapitre est I’étude de I'existence globale d’une solution faible du probléme
suivant
1) L’équation du systéme :
g (2, 1) [Fuge (2, 1) + A2ula, t) — Dug(a,t) — [3 h(t — 0)A%u(z,0) do
(3.9)
+pug(z, t) + f:f pa(s)uy(z,t — s)ds =0, dans Q x ]0, +o0],
ot  est un domaine borné non vide de R?, de bord régulier 90 = I'. Le domaine ) représente

la surface moyenne de la plaque mince considérée.
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3.2. Le modéle étudié

Cette équation décrit la flexion d’une plaque mince avec une densité variable, dépendant de

la vitesse, donnée par le terme |u;(z,t)[!, I > 0.

La valeur u (x,t) : représente la flexion de la plaque au point = a 'instant t.

e Le terme pjuy : représente 'amortissement structurelle, le coefficient de dissipation pq

étant une constante positive.
e Le terme Auy : représente une dispersion.

e Le terme mémoire fot h(t—o)A?u (z,0) do : représente une dissipation, ou & (t) est une

fonction de relaxation continue, décroissante.

o Le terme [ jip(s)us(w,t — s)ds : représente un retard distribué qui nécessite la con-
naissance du u;(x,t) pour t < 0, et po : [11, 2] — R est une fonction bornée, et 71, 7o

sont deux réels positives satisfaisant 7 < 7.

> On remarque que le terme |uy(z,t)['uy(x, ) est non linéaire.

2) Les conditions aux limites :

On suppose que la plaque est encastrée sur son bord latéral, ce qui se traduit par :

0
u(z,t) = a—u(x,t) =0 sur ' x ]0,4o0], (3.10)
v
ou v : est la normale orientée vers 'extérieur.

3) Les conditions initiales :

le déplacement initial et la vitesse initiale sont donnés par :

uw(z,0) = up(x), w(z,0)=ui(x) dans Q. (3.11)

4) L’historique de la vitesse :
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3.3. Quelques travaux antérieurs

On suppose que la vitesse w;(z,t) pour les valeurs négatives de ¢ est donnée grace a la

condition sur I’historique de la vitesse

u(x, —t) = fo(z,t), 0<t< . (3.12)

3.3 Quelques travaux antérieurs

Nous allons rappeler briévement quelques travaux antérieurs sur la stabilité.

Quelques problémes viscoélastiques non linéaires :

Pour les équations viscoélastiques quasilinéaires, Cavalcanti et al. [12, 14] ont etudié ’équation

suivante
t
||y — A — Ay + / g(t—s)Au(s)ds —yAu; =0, [ >0,
0

ils ont démontré I'existence globale pour v = 0 et la décroissance exponentielle pour v > 0.

De méme, Messaoudi et Tatar [44], [45] ont prouvé la décroissance exponentielle avec ou sans

terme source pour v = 0.

Les problémes de stabilité par des termes mémoires dans {2 et d’autres dissipations sur une
partie du bord I' ont été etudiés par Cavalcanti et al. [14]. Aassila, Cavalcanti et Soriano
[6] ont etudié la stabilité de I’équation des ondes avec un terme mémoire et une dissipation

frictionnelle non linéaire sur le bord.
M. M. Cavalcanti et al. [13] ont considéré 1'équation
t
g "y — A — / g(t—3s)Au(x,s)ds — yAuy — Auy =0, € Q, t > 0;
0

ils ont obtenu l’existence globale de la solution pour v > 0 et la stabilité exponentielle pour
v > 0. Ce travail a été étudié par Messaoudi et Tatar [47] dans le cas ou il y a un terme

source non linéaire avec un amortissement induit par le terme —yAu;.

Wu [65], a considéré I’quation non linéaires suivante :

t
g "y — A — Anyy — / g(t—s)Au(z,s)ds+ |u"us = |ufPu, z€, t>0
0
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3.3. Quelques travaux antérieurs

et il a obtenu un résultat général de décroissance de I’énergie.
Quelques problémes viscoélastiques avec retard :

En 2008, Nicaise et Pignotti [54] ont considéré I’équation des ondes avec un amortissement
linéaire et un retard distribué interne :
T2
ug(, t) — Au(z,t) — prug(x,t) + a(a:)/ po (8)ug (z,t —s)ds =0, x € Q, t >0,
T1
avec des conditions aux limites de type Dirichlet-Neumann et des conditions initiales, a (.)
est une fonction convenable. Ils ont établi une décroissance exponentielle de I’énergie de la

solution sous la condition :

T2
|wu//mgw<m.

71

Ces auteurs ont également obtenu le méme résultat lorsque le retard distribué agit sur le bord
et aussi il ont démontré aussi un résultat de stabilité et d’instabilité sous certain condition
d’une équation des ondes viscoélastique avec un retard distribué qui agit sur le bord (voir

[53]).

Mustafa et Kafini [50] ont étudié la stabilité du probléme suivant

(

utt(xa t) + A2U<l’, t) - f()t g(t - O')A2U(ZE, U) do + ,ulut(xv t)
+ f;f po(s)ug(z,t — s)ds = u(z, t)|u(x,t)|?, dans Q2 x |0, +o0[,
u(z,t) =24 =0 sur 9Q x |0, 400,

u(z,0) = up(x), ui(x,0) =ui(x) dans Q,

u(z, —t) = fo(x,t), dans Q x |0, 72].

\

Mezouar et al. [46] ont étudié une équation de type Petrovsky avec un retard non linéaire
t
’ut<=r7 t)|lutt(x7 t) + A2u($7 t) - Autt(xa t) - / h(t - S)A2U<I7 S) ds + ,ulgl(ut<x7 t))
0

+ poga(u(z,t — 7)) =0, z€Q, t>0.

Ils ont démontré 'existence globale d’une solution faible par la méthode de Faedo-Galerkin;

et ils ont utilisé la méthode de Lyapunov pour obtenir des estimations générales de I’énergie.
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3.4. Le probléme équivalent

Si(g1(s) =g2(s) =s pour tout s € R) et | = 0, Yang [66] a examiné ’équation d’une plaque

avec un retard interne structurel :
t
utt(x,t)+A2u(x,t)+/ h(t—s)A%u(x, s) ds+ prug (v, 1) + pous(z,t—7) =0, € Q, t>0,
0

et il a montré I’existence de la solution globale sous des hypothéses appropriées sur la fonction
de relaxation h. De plus, sous des restrictions sur p; et us, il a démontré un résultat de

décroissance exponentielle de I’énergie.

3.4 Le probléme équivalent

Changement de fonction :

On utilise une technique introduite par Nicaise et Pignotti [54] qui consiste a considérer le

changement de variable et de fonction suivant :
2(x,p,s,t) =u(x,t — ps), (x,p,s,t) €Qx(0,1)x (11,72) x (0, 00).
Il est facile de vérifier que la fonction z satisfait & :
sz(x, p, s, t) + zp(x, p,s,t) = 0 dans Q x (0,1) x (14, 72) % (0,00).

Par conséquent, le probléme (3.9)-(3.12) est équivalent a :
(2, ) [P (2, 1) + A%u(a, t) — Aug(a,t) — [o h(t — 0)A%u(z,0) do
+pgug(z, t) + f:f pa(s)z(x,1,s,t)ds =0, dans Q x |0, +ool,

sz(x,p,s,t) + z,(x, p,s,t) = 0 dans Q2 x (0,1) x (74, 72) x (0, 00),

§ ulx,t) =0, 24(z,t)=0 sur T' x )0, +00], (3.13)
2(x,0,8,t) = w(x,t) dans Q x (0, 00),

u(z,0) = up(x), ui(x,0) =ui(x) dans Q,

2(x, p,5,0) = folz, ps), dans © x (0,1) x (71, 72).
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3.4. Le probléme équivalent

1. La premiére équation aux dérivées partielles non linéaire du second ordre de u en t
du systéme (3.13) est faiblement coupleé a la deuxiéme équation aux dérivées partielles de

transport de z en (¢, p) par le terme :

T2
| ezt 15,01,

T1
(il n’y a pas de derivées de z en (¢, p) ).
2. L’équation aux dérivées partielles de transport de z en (t, p) est faiblement couplée a la

premiére équation du systéme (3.13) par la condition en p = 0,
2(x,0,8,t) = uy (x,t) sur

(il n’y a pas de derivée seconde de u en t ).
Energie du systéme :

On va vérifier que ’énergie associée au systéme viscoélastique (3.13) est donnée par

B0 = gl + 5 (1= [ #)do ) lauli+ 517wl (314

2(hDAu /// (|p2(s)] + €)2*(z, p, s, 1) ds dp du,

(080 () = [ it = )l Sut) = Au(o)]} do

et & est une constante positive choisie telle que :

/72 o (s)]ds + @ < . (3.15)

T1

Démonstration :

1. En multipliant scalairement dans L?*(f2) la premiere équation du systéme (3.13) par uy,

on trouve

(Jue(, O)'ue, ue) + (A%, up) — (Aug, ug) — <f0t h(t — o)A2u(z, o) do, ut)
(3.16)

+pq (g, ug) + (f: pa(s)z(x, 1, s,t)ds, ut> =0, dans Q x]0,+o0[.
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3.4. Le probléme équivalent

En utilisant ensuite une intégration par parties pour chaque terme de (3.16), on obtient

1 1+2 1 d 2\ 5
Nl = 5 [ () do
+2

[+2

&l&

1 [ d 1

~ 5 (552 [ [ 0] ey
1 42
= 5 (2ututt) (|Ut|2) 2 ! dx
Q
1

:/Ututt (’Ut| )2 dx

Q
I/ ]ut|luttutdx. (317)

Q

On a aussi

—/utAuttdx:/VutVuttdx
Q Q

1d
=5z |Vl (3.18)

En intégrant deux fois par partie, on obtient

/utAQudx—/AutAudx
Q Q

1d

et

_/Qut/oth(t—a)AQU(a)dada:

= — /Q Ay /Ot h(t —o)Au(o)dodx (3.20)

En substituant (3.17)-(3.20) dans (3.16), on obtient :

4 [H%HUtHﬁig + HIVw 3 + L[| Aulj3]

= Jo Buc g h(t = o) Bu (o) do + [, fuf*da (3.21)
+ fn f:lz pa(s)z(x, 1, s, t)dsuydsdr = 0.

On remarque que le terme [, Au, fg h(t — o) Au(o)do est de signe non défini.
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3.4. Le probléme équivalent

Pour cela, on utilise le lemme 4, pour obtenir

_ /0 “ht— ) /Q Au(s) Aus () dads

_1d

— 5 (1080 0 = ([ nsyas) autos] (322)

= L woaw) ) + %h (1) [1Au(®)]]; -

En substituant (3.22) dans (3.21), on obtient :

i [1%2 |ut||§i§+%llvut\|§+§( — 7 h( ) |Aul)2 + (ROAW) ()
i fo luslPde — 5 (WOA) (8) + 35 (t) | Au(t)]; (3.23)
-l—fQ f z(x,1, s, t)uydsdr = 0.

2. En multipliant la deuxiéme équation du systéme (3.13) par (|ua(s)] + £)z et en intégrant

sur 2 x (0,1) x (7, 72) par rapport & z, p et s, on obtient

Zdt// / (lna(s)] + &)12%(x, p, s,t) ds dp dx
2 -2z t)dsdpdz =
+2/Q/0 /n (|M2<8)|+€)8p2 (x,p,s,t)dsdpdz =0
Concernant le second terme de (3.24), on obtient :
L[ @14 0L 1) s
2 aJo Jn H2\s 8p2 L, P, S, sapax
1 T2
= 5/9/ (Jp2 (s) | +€) [22 (x,p,s,t)](l)dsdx
— 1/ / (lp2 (s) |+ &) [#* (z,1,8,t) — 2% (2,0, 5,1)] dsda
// (2 (s) | +€)2* (x,1, 5, t) dsdzx

= [/ﬁ s (5 )|d5+5(72—71)} /Qut (2,t) da. (3.25)

(3.24)

En remplagant ’expresion (3.25) dans (3.24), on obtient

2dt Qfo fn (|pa (8) | + )22 (z, p, 5, t) dsdpdx

+= fo (|po (s) | + €)22 (x,1, 8,t) dsdx (3.26)

J7 k2 () |ds + & (72 = 1) | || [3 = 0.
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3.4. Le probléme équivalent

En combinant (3.23) et (3.26), ou aura :

it [l + 5l Vel I3]
+14 (1= Jy hls)ds) [|Aullg + (hOAw) (1)]
1 [ L 7 (ke (5) |+ €)22 (x, p, 5, t) dsdpda

= L7 b () s + € (2 = ) — ] [l (3:27)
L o [P (2 () |+ €)22 (2,1, 5,t) dsda

+5 (DAW) (1) ~ 1 (1) | Au();

— Jo [ pa(s)2(2, 1, 5, t)uydsdz

D’aprés cette formule, on voit que I’énergie est donnée par :

B(t) = thsllul 3 + SVl + 3 (1= f; Als)ds) |1 Aull

+1 (hOAW) () + 4 [o fo J7 (w2 (s) | + €)22 (@, p, 5, 1) dsdpda.

Décroissance de I’énergie :

Lemme 6 Soit (u, z) une solution du probléme (3.13); on suppose que les hypothéses (H1)-

(H5) sont vérifiées. Alors, l'énergie E (t) satisfait a :

E0 < (i [ ltolds - %) Juallg ~ 559 130l
// (x,1,s,t)dsdr + = (h'DAu)( ), (3.28)
<0

l\DIm

pour tout t > 0.

ol

/ " (s |ds + M <. (3.29)

T1
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3.5. Existence globale d’une solution faible

Preuve. D’aprées (3.27), on a

Eﬁ)zl(/ﬂUw(H%+fﬁb—ﬁ) ) el

——//‘m2|+s (5,1, 5,1) dsda

h’DAu)( ) — —h( ) [|Au(t)];
_Am/’m@mmﬁ@@w. (3.30)

On remarque que le terme [, u, T? | (s) |z (x,1, s,t) dsdx est de signe non défini. Pour

cela, en utilisant I’énégalité de Young on obtient :

// iz (5) |2 (2,1, 5, 8) wedsda
<5 ([ oas) [ uta

// \2 (5) 2% (2,1, 8, ) dsdx. (3.31)
T1

En substituant (3.31) dans (3.30), on aura
2 Ty — T
B0 < ([ (o) s S (3.32)

// \p2 (s) |22 (2,1, 5, ) dsdx

- ||A ()ll3 + (h OAw) (1) .

On en déduit que E'(t) < 0 et I’énergie E(t) est décroissante. m

3.5 Existence globale d’une solution faible

Dans cette section, nous allons obtenir I’existence globale d’une solution faible pour le prob-

léme (3.13). On énonce notre résultat principale d’existence

Théoréme 3 Soient ug € H* (Q) N HZ(Q), uy € HE(Q)NL2(Q), fo e L*(Q, H2(0,75)) N

H? (9, L?(0,7)) satisfaisant & la condition de compatibilité fo (.,0) = uy. Si on suppose que
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3.5. Existence globale d’une solution faible

les hypothéses (H1)-(H5) sont vérifiées; alors le probléme (3.13) admet une solution faible

(u, ) telle que

ue L*([0,00); H? () N Hg (Q))
z€ L™[0,00); H' (2 x (0,1) x (11, 72)),
uy € L™ ([0, o) ; Hy (Q)) ,

uy € L™ ([0,00); L* (2)) .

» La démonstration de notre résultat d’existence peut étre établie en utilisant la méthode
de Faedo-Galerkin.
Idée de la démonstration :

La méthode de Faedo-Galerkin consiste a réaliser les trois étapes suivantes :

(i) Chercher des solutions "approchées" dans des espaces de dimension finie.
(ii) Etablir des estimations & priori sur ces solutions approchées.

(iii) Passage a la limite, grace a des propriétés de compacité (dans les termes non linéaires).

Preuve. On choisit une base {w’} (j = 1,2,....) dans H* (Q) N HZ (2) qui est orthogonale
dans L? () et w’ étant les fonctions propres de I'opérateur biharmonique muni des conditions

aux limites de Dirichlet homogéne.
Soit Vi = [wy, ..., wi] le sous espace de H* ()N HZ () engendré par les m premiers vecteurs.
Solutions approchées :

On construit des solutions approchée (uk, zk) , k=1,2,..., sous la forme
k . .
i (@, 8) = 3 (B (x),
j=1

k
F(xopsit)=> d*(p,s, t)w! (),
Jj=1
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3.5. Existence globale d’une solution faible

ot les ¢/* et d’F sont des solutions du probléme de Cauchy suivant pour tout 1 < j < k :

(Ju "uty, w?) + (Aut, Awd) = (Vug, Vol) + p (uf, w?)

_fo t—O’ (0)7ij)do-+f~:;2 N2(S>(2k(x71757t)7wj) dS:O,
et

(521 (2, p, 5,) + 2, (2, p, 5,8), w (2)) = 0

avec la condition de couplage pour p =0 :
(zk(x,(),s,t),wj) = (uf(a:,(),s,t),wj)

et les conditions initiales (quand k& — +00)

k
uF(0) = uf = Z(uk (0),ww! — ug, dans H*(Q) N HZ (Q),
j=1
k
uf(0) = uf = Xz(ufgC (0),w’)w’ — uy, dans HZ (Q) N L*(Q)
j=1

et la condition sur I’historique de la vitesse
k

Haop,s,0) = fo =Y (fol,ps) v’ (2))w’ (2) — fo dans X,

J=1

ou
X = LQ((O, 1) X (11, 72); Hg Q)N H? ((0, 1); L? (Q x (7, 7'2))) )
D’aprés I'injection de Sobolev, on a :
H2(Q) — L2H)(Q).
ol [ est une constante définie dans ’hypothése (A5).

D’autre part, on a :
l 1 1

o1
20+1) 20+1) T2

Donc, d’aprés I'inégalité de Holder, on a I’estimation suivante :

(|uf() utt ), wy) /|Ut |lutt wjdx

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

1/2(141) 1/2(141) 1/2
< (/Q (|u,’f(t)|l)2(l+1)/l dx) (/Q (uft)wﬂ) d:c> (/Q w]zd:v)

1/2(1+1)
< ( / \uf<t>12““>d:c) s o
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3.5. Existence globale d’une solution faible

ce qui montre que le terme non linéaire (|uf(¢)|'uf,(t), w;) a un sens pour tout 1 < j < k.

Les systémes approchés (3.36)-(3.38) des équations différentielles possédent une solution
locale sur [0,t;), o 0 < t;, < T. La solution peut étre prolongée a I'intérvalle [0, 7] pour

tout 7" > 0, en utilisant les estimations a priori suivantes :
Premiére estimation :

Puisque les suites (ulg) , (u'f) sont convergentes, d’apres le lemme 6, on peut trouver une

constante positive C'; indépendante de k telle que

E*(t) — E*(0)

T2
<= (= ["htotas = =20 [ o) ao
// /\z (7,1,s,0) *dsdrdo
T1

— 5 [ Wi+ [ (OAH o) do

ot E*(t) est définie par

t
ER (1) = — b2 + (1— / h(o)do)llAukllz
l+2 2 0 2
+ 21V} + 5 (DA

1 L pr
+§// / s(|uz(s)| + €)[2* (x, p, s, 1) ds dp dz.
aJo Jn

Comme h est une fonction positive décroissante, on obtient

E*(t) — E*(0)

<u1 / a(s)] ds — & )/nut )12 do
// / M(x,1,s,0)|*ds dv do.
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3.5. Existence globale d’une solution faible

Donc, on peut déduire que

B0 + (- [ s ) ds — &L )/Hut )2 do
5// /\z (z,1,5,0)|*dsdz do

< E*0) < Cy,
ou 'y est une constante positive dépendante uniquement de ||ug| H2 |t || g, 71y T2y 1, B,
€.

Finalement, on obtient la premiére estimation

[t 105 + (A3 + [V ] + (ROAu®)()

1 T2
—I—/// s(|pa(s)| +&)|2"(x, p, s,1)|* ds dp dx
QJ0 T
T2 17f
—i—// /|zk(x,1,5,a)\2dsdxda
QJn 0

< . (3.40)

Convergence :
D’aprés 'estimation (3.40), on obtient
u” est bornée dans L2,(0, 0o, H2(12)),
u¥ est bornée dans L;° (0, 00, L*(Q2)),
s(lpa(s)| + €)2"(x, p, 5,t) est bornée dans L2, (0,00, L*(Q x (0,1) x (11, 72)).
2F(z,1, 5,t) est bornée dans L*(Q x (11,7) x (0,T)).
Deuxiéme estimation :
En dérivant (3.33) par rapport a ¢ et en inégrant deux fois par parties sur €2, on obtient
( (’“t ’lutt) w’) + (Auy, Aw?) + (Vaugy, V! ) 4 i (ufy, w?)

(3.41)
<dt fo (t — 0)Au*(0)do, AwJ) ( f 2F(x,1,s,t)ds, w3> =0.
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3.5. Existence globale d’une solution faible

En remplagant w’ par u¥, dans (3.41) (car uf, = )" wi € HZ (2)), on obtient

Mpr

J=1

( (|ut|lutt) utt) (Vutttavutt) (AufaAUft)+Ml(ufta“ft)

(3.42)
<dt fo (t — o) Au*(o)do, Auft> + (f;f po(s)zF(z, 1, s,t)ds,ul) = 0.
D’autre part, on a
d t t
i ), h(t — o) Auf(0)do = /0 B (t — o) AuF(o)do — h (0) Au® (t).
Dong, la formule (3.42) devient
( (‘uk‘luft) utt) (Vuttt7 vutt) (Auf, Auft) + Nl(ufta uft)
- ( JER(t = o) Auk (o) do, Aul (t)) — R (0) (A (1), Auk, (1) (3.43)
f s)zt (x, 1,5, t)ds, uy, (t)) = 0.
On a aussi
d t
K < / Wt — o) (Auk (o), Aub) da>
i \ J,
t
_ ( / Bt — o) Auk(0)do, Au{;) + 1 (0) (A, Aub)
0
¢
+ [ W't — o) (Au* (o), AuF) do,
0
et
d
h(0) - (Au®, Aug) = h (0) (Au®, Augy) + h (0) (Aug (), Aug (1)),
Par conséquant, la formule (3.43) donne
( (|ut |lutt) uzl‘/ft) + %diHVuttHQ + %%HAU H2 + :U'1||u?t||2
—% (f(f B (t — o) (Auk (o), Auk) da) + fot R (t — o)(AuF (o), Auk) do .41
3.

+h'(0) (Au®, AuF) — h (0) %(Auk, Auf) + 1 (0) (AufF (t), Auk (1))

+ (U7 a3 el (1,5, ), 2 (2, 0,5,8) ) = 0,
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3.5. Existence globale d’une solution faible

Concernant le terme non linéaire, on peut facilement voir que

d
( (bt u) (U2 4 (b )

dt
(”Ut |l 1utt7 Uft) (|Ut |luttt7 Uft)
= U + P (3.49
t tt 2 dt tel .
Pour le dernier terme du second membre de (3.45), on obtient
1 l 1d
5 (b 2) = Sl b2 + bl b (3.46)
En combinant (3.45) et (3.46), on arrive a
d 1d
( ‘Uk|luftauft> = l|ut|l 1| tt|2 (| t| ’ tt| ) - _‘ t|l 1|Uft‘2
dt 2dt
1d -
= 5o (bl ) + k=l (3.47)
En substituant (3.47) dans (3.44), on obtient
v ('t ?) + 55|Vl + 3 51 Al
=4 (fg B (t — o) (Auk (o), Auk) da) fo B (t — o) (Auk (o), Aul) do

(3.48)
— 1! (0) (AuF, Aub) + B (0) L(Auk, Auk) — h (0) (Auk (1), Auk (¢))

- :12 (M2(s)(zf(x7 17 S7t)7 2 (337 O? S, t)) ds — :UlHuft‘P - é‘uﬂl_l‘uftP'

D’autre part, on a

2dt<// s (a(s +£’Zt(xp75t)’d8d,0)

- / / 5 (1als) + €) 2z, p,5,8)20 (2, p, 5, D)dsdp
/ / s (p2(s) +€) 5 2, 5,1) 25 (2, py 5, t)dsdp
=——/ / Ha(s) +€) 3 \Zﬁf(w,p,s,t)\zdsdp

_ 252 (Mz( )+ §) Uz (z,p,5,1)| ];ds

:_/72( 25)+6) L (125, 0,5, 0 — |5 (. 1, 5,6)?) ds

T1

T2 /: (ua(s) + &) (|2£ (2,0, 5,1)|* = |27 (z, 1, 5,1)[%) ds.
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3.5. Existence globale d’une solution faible

Finalement, on obtient

(/ /o1 s (p2(s) +€) 2 (z, p, s, t)|2dsdp)

t
=5 [ ot s+ LD
£

t
2 " k 2
SEEERR P - 5 [ el s (3.49)
En combinant (3.48) et (3.49), on aura
s (uflug?) + 3GVl + 3 gl Aug|
3 (S 0o s nals) + €) 2k (. po s, 1) Pdsp)
= 4 (o 't — o) (Auk(0), Auk) dor) — [ub~ ub?
— [T (t — o) (AuF(0), Auf) do — b’ (0) (Au¥, Aul)

(3.50)
+h(0) G (AP, Aug) — 1 (0) (Auy (1), Aug () — ] ugy |

+1 7 o (s) |25 (0) Pds + S| (0) 2

—EER R OF = 5 [T ma(s)lt (1) Pds

- f:f (Mz(s)(zf(:c, 1,s,t), 2 (x,0,s, t)) ds.

En utilisant I'inégalité de Young pour le dernier terme de (3.50), on obtient

[ was)at 1 002 ,0.5.0) ds
QJn

<5/ /:uz(S)!Zf(O)\ZdSJr% / /:Msnzf(l)r?ds. (3.51)
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3.5. Existence globale d’une solution faible

En substituant (3.51) dans (3.50), on aura

d’ou

&l&

[|Ut| |utt|2 + ||Vutt||2 + ||AU ||2}

2dt//ﬁ/ (1a2(s) + &) |2 (, p, 5,)[*dsdp

—mI\UftW - —IUfll‘ll’uiﬂ2

N | —

+ h’( o) (Auk (o), Aul) do

—/ B (t — o) (Au*(0), Auf) do
— B (0) (AuF, AuF) + 1 (0) %(Auk, Aul)
(0) (Awug (1), Auy (1))
() O)Pds + 5 [ o]k s

T1 T1

—h
1
2
~5 [ melkpas - L
£

T2

2

_ #m‘“(mf - l/ pa(s)] 2/ (0)[*ds,

e b + IVl + [ ]
/ / s (na(s) + &) |2¢ (x, p, 5, 1)[Pdsdp
-1 2 d /
< S+ [ - o) But(o), Ak do

N /0 't — o) (Au*(0), Auy) do

Nq0
() 4 (At Aaf) - 2T

([ g+ S22 ) o

(Au, Auy) — h (0) (Aug (1), Auy (1))
d
dt
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3.5. Existence globale d’une solution faible

En utilisant la condition (3.29), on en déduit que

1d
2dt

1d
éd_// / s (pa(s) + &) |2 (x, p, 5, 1) *dsdpda

< a/ (&~ 0) (A (o), Auk) do

[ [ 2 + [Vl 2 + || Auk?

i R'(t — o) (Au" (o), Auf) do
— 1 (0) (AuF, AuF) + 1 (0 )%(Auk,Auf). (3.52)

En intégrant (3.52) sur (0,¢) pour tout ¢t € [0,7], avec T fixé, on obtient

1

3 | W e + SIIVabIR + I Au P

/// s (a(s) + €) |22, p, 5, 8) Pdsdpda

<5 [ 10k )11t 0) P + 51190k 0) I + 18 (0

1 2 1
+§/ﬂ/ / S(NQ(S)+§>|Zf(x7p7870)|2d8dp
T1 0

+ [ W= o8t (o). 2k ()
/ / h" (r uF (o), Aul) dodr
—h'( O)/0 (AuF (s), Auf (s))ds + h (0) (AuF (t) , Auf (1))
— h(0) (AuF (0), Auf (0 / [|Auf (s)|[ds.
On va montrer que les termes en ¢t = 0 sont bornés.
Estimation de ||Auf (0)]]? :
On a d’aprés ’hypothése suivante :

uF(2,0) = uf — ug, dans H*(Q) N HZ(Q) ,

uf(2,0) = u¥ — uy, dans H(9),

on en déduit que

\%Hﬁuf (0)[]* = h (0) (Au® (0), Auy (0))] < C,
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3.5. Existence globale d’une solution faible

ou (5 est une constante indépendante de k.
Estimation de 2f(z, p, s,0) :
Grace a I’hypothese sur I'historique de la vitesse, on en déduit que
2 (@, p,5,0) = (f§) — £ dans L*((0,1) x (r1,72) ; Hj ()

On peut déduire que

[ [ st + €02k 0o <
ou (4 est une constante indépendante de k.

Estimation de [, [u} (0) |'[uf, (0) [*dz + ||Vuy, (0)]]* :

L’équation (3.9) en ¢t = 0 s’ecrit comme

[y (0) ['ug; (0) — Aug; (0) + A%u* (0) + pauy (0)

(3.53)
+ fTle fol :“2(3)%{C (x,—s)dsdp = 0.

En multipliant (3.53) par uf, (0) et en intégrant sur €2, on obtient :
| 1 (00l (0) Pt = (afy (0), 0) + (8% 0) . 0)
+ pa (uy (0),uy; (0)) + </T2 /01 pia(s) (uf (2, —ps) ,uy, (0)) dsdp) = 0. (3.54)
En intégrant (3.54) par partie, il vient
/Q [ug’ (0) ||z (0) [*d + || Vg, (0) [
= — (VAU* (0), Vg, (0) — pur (g (0),uz; (0))
gl
= — (/ﬂ /O pia(s) (uf (z, —ps) ,uy, (0)) dsdp) . (3.55)
En utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, on obtient
[= (VAW (0), Vg, (0))| < € (1) + 1l Vg, () (3.56)

et

| =1 (g (0),uz, (0)) | < €' (e2) + eal | Vg (0) | 2. (3.57)
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3.5. Existence globale d’une solution faible

Par hypothése on a uf (x, —ps) = fo (ps), donc on peut en déduire

T2 1

]— ( [ [ ) (k@ =)  0) dsdp) ‘ <Cley)+el Vb )P (359)

T1 0

En substituant (3.56)-(3.58) dans (3.55), et en choisissant €; = 5 = £, on trouve
| 1 0y (0) Pz + (1= ) [, (0) < € 9).
En prenant € < 1, on a
| 1t © 1 0) P + 193 0)1 < o,

ou Cy est une constante indépendante de k.

Estimation du terme |h (0) (Au” (t), Auf (t))] :
|70(0) (Au® (t), Ay (1)] < eall Aug (1) ]+ C (ea) [|Au® (o) |2
En utilisant la premiere estimation, on obtient
[7(0) (Au® (1), Aug (1)] < eal|Auy () [P+ C (ea) -

Estimation des termes avec intégrales :

En utilisant (3.40), l'inégalité de Young et ’hypotheése (H4), on obtient

/Ot B (t — o) (Auf (o), Aul (t))do

¢
= ‘ (Auf (1) ,/ h'(t — J)Auk(a)da) ‘
0
1 t ?
< e5l|Auf () || + —/ (/ h'(t — U)Auk(a)da> dx
des Ja \Jo
k ., 8 [ k 2
<esl|Auy (|7 + — [ |[Au”(0)["do
des Jo

< sl Auy (8) |* + C5 (7).
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3.5. Existence globale d’une solution faible

On a aussi
‘_/ot/orh”(r_U)(Auk<‘7)aAuf)dadr
:/t (Auf() /Th”( ) Ak (o )da)dr
<- U/HAW H%m+-t/ </’M’ @Aw%ﬂ&02mﬂr
=3 /HA“t )| 02 o) ||2do
=32 /HA ||2da++07()

En utilisant ’hypothése (H3), on touve :

1o [ (B (s), Ak ())ds

t
goo/ | Ak (o) ||?do + Cs (T) .
0

En choisissant ¢; > 0, (z =1, 5) assez petit et en combinant les estimations précedentes, on

obtient

1 1
§ t||utt|2 —||Vuft||2—|—§||Auf||2

! % /Q /: /0 s (u2(s) +€) |2/ (@, p, 5, )l Pdsdp

t
<Gy [ l1auk () |Pdo + G
0
Maintenant, en utilisant le lemme de Granwall on arrive a
1 1 1
St ? + SVl + ] A
1 T2 1 . )
5 [ sl + 9 ek ps. P dsdp
T1 0

< Chp, pour tout t € (0,77, (3.59)

ou (' est une constante positive qui dépond des données (h, i1, iz, ug, t1).

Convergences :
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3.5. Existence globale d’une solution faible

Dapres I'estimation (3.59) on déduit que

u® est bornée dans L>(0, T, H*(Q) N HZ(2)),

u¥ est bornée dans L>(0, T, H2(9)),

u¥ est bornée dans L>(0,T, H}(Q)),

s(|pa(s)| +&)2F(z, p, s,t) est bornée dans L>(0,T, Hi (2 x (0,1) x (11, 7)),
s(|p2(8)| + €)2F (x, p, s,t) est bornée dans L2,(0, 00, L*(2 x (0,1) x (11, 72)),
(|pa(s)] 4+ €)2"(x, 1, 5,t) est bornée dans L.(0, oo, Hy (2 x (11,79)),

(|2 ()] 4 €)2F (2,1, 5,1) est bornée dans L:2.(0, 00, L*(Q x (11, 72)).

Passage a la limite dans les termes linéaires :

D’apres les estimations (3.40) et (3.59), on déduit qu'il existe une sous-suite (qu’on note
toujour (uk , zk)), convergente telle que

4

uk — «u faible étoile dans L>(0,T, H*(Q2) N HZ(Q)),
uf — w, faible étoile dans L>°(0, T, HZ(2)),

uf. — wuy faible étoile dans L>(0, T, H(9)),

2z, p, s,t) = z(z, p, s, t) faible étoile dans L. (0, 00, Hi (Q)), (3.60)
28 (x, p, s, t) — z(x, p, s, t) faible étoile dans L2 (0, 00, Hi (Q)),
2F(x,1,8,t) — 2(, 1, s,t) faible étoile dans L2 (0, 0o, HE (2),

| 2 (2,1,5,1) = z(x, 1, 5,t) faible étoile dans L7, (0, 00, Hy (%),

ou X=X (Tl,TQ)
et Q =0 x (0,1) X (7'1,7'2).

Analyse du terme non linéaire :
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3.5. Existence globale d’une solution faible

D’aprés la dexiéme estimation et I'utilisation de ’énégalité de Sobolev-Poincaré, on obtient

T
2(14+1
|||uf|luf||L2(o,T,L2(Q) Z/ ||U?||2Ezj:1; dt
0
C, \20+1) T
< (=) [ nadi
1 0

Cs 20D qpq)
< (== .
< ( \/A_l) oD (3.61)

< CO(T).

Donc il existe une sous suite ( qu’on note toujours par |u¥|'uf, ) qui converge faiblement vers

une limite qu’on notera par y, c’est a dire :

[ul'ul — x dans L2(0,T, L*(Q2)).

On va montrer que \ = |u;|'u;.

D’aprés les estimations précedente, on obtient
uf € L®(0,T; Hy (2))
uy, € L™ (0,T; Hy (2)) .

Alors, d’apreés le lemme de compacité d’Aubin-Lions [3], on déduit qu'il existe une sous-suite

(qu’on note toujours par u¥) telle que :
uf — u, fortement dans L2(0,T, L*(Q2)).

Ce qui implique

u¥ — u; presque partout dans Q x (0,7).

Donc,

|uf'ulf — |u;|'u, presque partout dans Q x (0, 7).

Par conséquant y = \ut|lut-
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3.5. Existence globale d’une solution faible

En multipliant (3.33) par 0(t) € D(0,T") ( ot D(0,T) est I'espace des functions de classe C'*°
a support compact dans |0, T[) et en intégrant le résultat sur (0,7), il s’ensuit que :
1 T , T .
i | O [k, a0 d
r ‘ Tt ’ '
+ / (Vb VudY(t) dt — / / h(t — o) (A (o), Aw)O(E) do dt (3.62)
0
—i—ul/ (uf, w?)0 dt—l—/ / p2(8) (2% (z, 1, 8,), w?)O(t) ds dt = 0.

Les convergences faibles précédentes sont suffisantes pour passer a la limite dans (3.62), pour

obtenir
1 T ! YAYal TA A 7
i1 (e (£) | g (2), w0 (t)dt+/0 (Au(t), Aw’)O(t) dt
—I—/T(Vutt,ij)Q(t) dt—/T /t h(t — o)(Au(o), Aw’)0(t) do dt (3.63)

—I—ul/ (ug, w’ )0 dt+/ / pa(s)(z(x, 1, s, ), w)0(t) ds dt = 0.

Pour le terme non linéaire, on a

yEs | (Ol ut), w)o' (1) dt = /0 (I, w?) 0) .

D’autre part, en multipliant (3.34) par 6(t) € D(0,7T) et en integrant sur (0,7") x (0,1), il
s’ensuit que

/T /l(szf + 25, ¢")0(t) dt dp = 0. (3.64)
0 0

d’ou 'on déduit que la solution (u, z) est faible et globale. m
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Chapitre 4

Comportement asymptotique
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la stabilité des vibrations de la flexion d’une plaque mince.

Notre probléme est d’étudier le comportement asymptotique de la solution (déterminer sa

limite). Si la limite de ’énergie est nulle, donner une estimation de la vitesse de sa décrois-

sance vers zéro. Tout dépend des hypothéses sur le terme d’amortissement.

Il y a divers types de stabilité. Dans notre cas, on s’intéresse & la stabilité exponentielle,

c’est a dire

E(t) < Ce™™,
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4.2. Stabilité exponentielle

ou C; a sont des constantes strictement positives dépendant uniquement des données.

On démontre que le systéme considéré est exponentiellement stable sous des hypotheéses

raisonnables sur les données.

4.2 Stabilité exponentielle

Rappel sur la méthode de Lyapunov :

En 1892, Lyapunov a introduit une fonction d’énergie qu’il a utilisée pour étudier la stabilité

de certains systemes d’équations d’évolution sans calculer leur solution.

On sait maintenant que la théorie de Lyapunov est un bon cadre pour estimer la taille
de l'attracteur d’une équation d’évolution lorsque la dissipation physique (friction, perte
d’énergie ou viscosité) est présente, et que ce fait peut étre exprimé du point de vue math-
ématique par I'existence d’un ensemble borné absorbant. La vérification de I’existence d’un
borné absorbant nécessite la construction d’une fonction de Lyapunov, généralement définie

comme une énergie perturbée.

Cette méthode a été utilisée pour ’étude de la stabilité des systémes non linéaires, elle est
connue aujourd’hui sous le nom de méthode de Lyapunov. Elle permet de tirer des con-
clusions quant au comportement d'un systéme sans calculer explicitement sa solution. La
méthode de Lyapunov qui a joué un réle important dans la théorie de la stabilité des équa-
tions différentielles a été étendue pour donner des critéres pour le comportement dynamique

des systémes d’équations d’évolution.

Résultat de stabilité :

On démontre dans cette thése que le systéme (3.13) est exponentiellement stable sous des
hypothéses convenables sur les données. Notre résultat principal dans ce paragraphe est

I’estimation de la décroissance exponentielle de 1’énergie vers zéro quand ¢t — +o00.
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4.2. Stabilité exponentielle

Théoréme 4 Supposons que (H1)-(H5) sont vérifiées. Alors, l'énergie E(t) satisfait a
E(t) < koe™* pour tout t > 0, (4.1)

ol ko et ki sont des constantes positives.

La démonstration de cet théoréeme requiert plusieurs étapes.

4.2.1 Fonctionnelle de Lyapounov

On construit une fonctionnelle de Lyapunov £ qui doit vérifier une inégalité de la forme :
L' (t) < —kL(t)

ou k est une constante positive. Cette inégalité donne le taux de décroissance exponentielle
de la fonctionnelle de Lyapunov £. Pour passer a F(t) nous aurons besoin d’une relation

d’équivalence entre E(t) et L(t).
Nous considérons la fonctionnelle de Lyapunov suivante:

ou N, N; et N, sont des nombres réels positifs qui seront déterminées par la suite, ol

Fi(t l+1/|ut\utudx+/VutVuda:

Flt) = [ (8w iglutu) [ At — o)u(t) — u(o)) dod.

/// s (lpa(s)| + €)2*(x, p, s,t) ds dp da.

4.2.2 Equivalence de ’énergie
Le premier résultat donne une équivalence entre F(t) et L(t) :

Lemme 7 Pour N suffisamment grand, la fonction L(t) satisfait & l’estimation
apE(t) < L(t) < a1 E(t), pour tout t > 0, (4.3)
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4.2. Stabilité exponentielle

ol g et aip sont des constantes positives qui dépendent de Ny, No et N.

Preuve. On commence par démontrer la deuxiéme inégalité de (4.3).

Pour estimer la fonctionnelle F} (¢), en utilisant les inégalités de Young, Poincaré, et on

(1= [ hte=s)as) 1l
(

1- h(t—s)ds) || Aul|3

utilisant le fait que

(1= B) l|Au]l; =

N[ —

cette estimation nos donne :

[N

1Aull; < (21’%%))

Alors, on en déduit que

(Il+1)7" 1 1
B 0] < g el + S Tl + IVl + 519wl
1 (+1)"L ) O\ l 1 1
gﬁn w3+ () IAu + gl + 51wl (@)
1 142 {(l—|—1)1< C, >l+2(2E(0))l/2 } )
Au .
sl { S (0n) T (523) + o fIAull + vl

En intégrant la fonctionelle F; (t) par parties sur {2, on obtient
/ Vut/ (t —o)(Vu(t) — Vu(o)) do dx

/l+1|“t|ut/o h(t — o)(u(t) — u(0)) do dz.

En utilisant I’énégalité de Young (2.5), pour estimer le terme [, Vu, fot h(t—o)(Vu(t)—Vu(o))dod:

on obtient
‘—/Vut/ (t—o)(Vu(t) — Vu(a))dadx‘

<5 HVutHQ ! /Q ( /0 h(t—a)]Vu(t)—Vu(s)|do—)2da: (4.5)

B

< Z 2
SVl + o

o (hOAu) ().
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4.2. Stabilité exponentielle

Pour estimer le terme [, 7 |ue|'u [y h(t— o) (u(t) — u(0)) dodr, en utilisant Iinégalité de

Young (2.3) avec les exposants conjugués éﬁ et [ + 2, (fi; + 1+_2 =1)

- / et [ At = o)ule) — u(o)) do e

< l+2” t||§ﬁ (ll—:_—li_l/g(/Oth(t—a)m(t)—u(a)|do)l+2d:v

o (1+1)" t 141t - (4.6)
Tn wli3+ 75 [ (] weyde) [ b= o)lut)  u(o)|'** dod
L (D)7 Co 2 AE(0)\ 12
— — ROAwW)(t
raldi+ T () (T05) (osww,
et en combinant (4.6) et (4.5), on en déduit que
1
Fa(t)| < H2|\ut||%1§+§uwtu§ -
U+ 170 ya ( Ca\F2AB0)\2 B '
hoA
{5 (vﬁ) (T=5) +anjtosn®.
Par ailleurs, en utilisant le fait que e=* < 1 pour tout p € [0, 1], on aura
1 T
B < [ [ ] s+ a5t dsdp s (45)
QJ0O T1
En combinant (4.4), (4.7) et (4.8), on obtient
Ny +1 N —l—l
L) < NEW®) + 5l + =5 — IVl

B G
{o S (=) () + o foman)

+N2/// (2(5)] + )22z, p, 5, 8) ds dp da

<cE

par conséquent, on aura
|£(t) = NE(t)] < cE(t),
ce qui donne
(N —c)E(t) < L(t) < (N +)E(t).
En choisissant N assez grand avec ap = N —c¢ > 0, a3 = N + ¢ > 0, on obtient ’estimation

(4.3). Cela acheve la démonstration. m
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4.2. Stabilité exponentielle

Pour estimer la dérivée de la fonctionnelle £(t), plusieurs lemmes seront nécessaires.

On a
L'(t) = NE'(t) + N1 F|(t) + Fy(t) + NoFy(t). (4.9)

Estimation de la dérivée de Fi(t) :

Lemme 8 Soit (u, z) une solution du probléeme (3.13). Alors la fonctionnelle Fi(t) satisfait,

pour n > 0, a l’estimation

, 2nC?
Fi(t) < g lullitt = (15— 0= 25 ) l1Aal
C2
(1T Ivul
+£(hDAu)(t)+i// lp2(8)|22(2, 1, 5,t) ds d. (4.10)
4n an Jo Jr,

Preuve. On calcule la dérivée de Fi(t) et en intégrant par parties, on obtient

1 1
Fi(t) = l—l——l (e |" 1) u de + ) /Q |, |72 da + /Q VuyVudr + || V|3
= el + 1Vl + [ (ol — A da
+1 Q
t
= g3 + 9l = 18l + [ A [t = o) Aulo) do do
Q 0

T2
—,ul/uutdm—// po(s)z(z, 1, s, t)uds de. (4.11)
Q T1

Pour estimer le terme [, Au (¢ fo (t — s) Au (s) dsdzx, d’abord, on ajoute et on retranche

le terme fo s) ds||Aul|3, on obtient
t
/Au (t)/ h(t —s)Au(s)dsdx
Q 0
t t
_ / b (s) ds|| A (1) |12 + / Au (t)/ h(t— o) (Au (o) — Au (1)) dsdz.
0 Q 0
En utilisant I'inégalité de Young (2.4), on obtient

/QAu (t) /0 h(t—s)(Au(s) — Au(t)) dsdx

2

<ol B+ [ ([ h-0) (a0 - 2u@)as) as

< nll A (6) |+ g (hOAw) (1)
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4.2. Stabilité exponentielle

Finalement, on obtient

¢
/ Au (t) / h(t—o)Au(o)dsdr < (B+n)||Au(t) |5+ 4ﬁ (hOAw) (t) (4.12)
Q 0 Ui
En utilisant I'inégalité de Sobolev, on obtient
o2
| [oneds| < Sl + S 9l (113)
et
’ / / pa(s)z(x, 1, s, t)uds dm‘
QJn
c: [ 2 1 & 2
<n—= lp2(s)| | |Aul*dsdx + — |2(s)|z°(z, 1, s,t) ds dx (4.14)
>‘ ial Q 477 QJn

02 1 2
< an * || Aulf3 + —/ / \p2(s)2%(2, 1, 5,t) ds da.
A 477 QJr
En substituant alors (4.12), (4.13) et (4.13) dans (4.11), on obtient 'estimation (4.10). m

Estimation de la dérivée de Fj(t) :

Lemme 9 Soit (u,z) la solution de (3.13). Alors Fy(t) satisfait, pour tout § > 0, a

l’estimation

5&0

Fy(t) < 6(26% + 1)[| Aull; + (5 + 1 ho) [V uel[3 — ho||ut||§i§
1 /,6102 h(O) 02
— 2 - 1 OAwu
+A(2 6+45+ 1S poau) — 10 +z+1><h ) ()
—i—,ulé// pa(8)22(x, 1, 8, ) ds dw + p18||wg |3, (4.15)

t
ot /h(a) do > /h(o) do = hy pour tout t >ty > 0.
0 0
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4.2. Stabilité exponentielle

Preuve. Soit (u, z) la solution de (3.13). Alors la dérivée de la fonctinnelle Fy(t) satisfait,

pour tout & > 0, a I'estimation

Fé(t):—/ (/th(t o) Au(o )da) (/Oth( )(Au(t)—Au(o))do) dz
s ([ )i
b [0 <>(/ (e = o)(ult) - <>>da)dx
/ / s(a,1,5,1) / (t — o) (u(t) — (o)) do da
/ Vs / — o)(Vaul(t) — Vu(o)) do dz (4.16)
iy [l / (o)) do ds
- [ sl - / (s)ds] ue] |2

A A / o) dor| |V 2 ——/ o) do] g [1£2,

I = —/Q (/Ot h(t — o) Au(o) da> (/Uth(t _ o) (Au(t) — Au(o) da) iz,
I = /Q Au(t) ( /0 "Wt — o) (Au(t) — Au(o)) da> da,
= [ o) ([ 1t = outt) ~ (o)) o)
= [ [ 1,50 [ 1= )uts) - o) dod,
I = / V(1) /0 Wt — o) (Vult) - Vu(o)) do d,
_ Hl ol /Ot Wt — o) (u(t) — u(o)) do dz.
Maintenant, en estimant Iy, ..., Is. Pour § > 0, on aura :

|I|<5/(/th(t o) Au(o )da) dz
45/ / (t — o) du(t) — Au(o)|do) " da

<25</0 h(o)d ) | A2 + (25+45) /th( ) do (RO Aw) (2)

< 2082 |Aul|? +5(26+ 5)<hDAu)()
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4.2. Stabilité exponentielle

De méme,

B

< 2
11l < ol|Aull3 + L

1 (hOAu)(2).

En utilisant les inegalités de Young et Sobolev, on obtient

5052%
40\

|I3] < 0CT | V|l + (hOAw)(#).

La méme chose pour I,

15 [ [ a1 500 ds e+ 2 (o),
QJn 1

Pour estimer I5, en utilisant le lemme 3, on aura

1 < 3Vl — T (0w )

Pour Ig, on obtient

!6!_l+1/|yut| wl? + 46<l+1>/ (/ H(t — o)(u(t) - u(e))do) dr

2[1+2 ( )Cz
< l+1H ll2s — M1 )(hDA u)(t)
5032”2 ay2  R(0)CT
< 7 IVl B (I + )(hDAU)()
5(10 h( )02 ’
<1V welf3 — m(ﬁDA u)(t),

ol ag = C2UV(2E(0))".
En substituant ces estimations dans (4.16), on aura ’estimation (4.15). =

Estimation de la dérivée de Fj(t) :

Lemme 10 La fonctionnelle F5(t) satisfait a ’estimation suivante :

Fi(t) < —m / / (a(3)] + €)22(x, 1, 5,1) ds da -

T2 1
o [ sa(s) + €02 s, dpds da g
QJm 0

oum = e 2.
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4.2. Stabilité exponentielle

Preuve. En dérivant la fonctionnelle F3(t) par rapport a ¢ et en utilisant la deuxiéme

équation dans (3.13), on aura

T 1
Fé(t):—Q/Q/ /0(\u2(3)|—1—f)e_s'ozzp(a:,p,s,t)dpdsdw
e [ [ o1 0.0y dpasas
T2 1
—// /s(|,u2(s)|+§)6_sz2(x,p,s,t)dpdsdx
QJn 0
——//2(|,u2(s)|+§)[e‘sz2(x,1,s,t)—22(:U,O,s,t)]dsd:v
97—271 )
[ [ st + ety dpds
QJn 0

En utilisant le fait que z(x,0,s,t) = u(z,t) et e=* < e * < 1, pour tout p € [0, 1], on aura

Fy(t) S—/Q/T:2(|M2(S)|+f)6—822(:ﬂ,l,S,t)dsdij/Q/T:Q(m?(S”+€)u?(x’t>d5dx
- /S;/T/g s(|ua(s)] + ez (w, p, s, t) dpds d.

(4.18)

Comme e~* est une fonction décroissante, on a e~ * < e~ ™2, pour tout s € |77, »|. Enfin, en
9 ) ) 2

prenant m = e~ ", nous obtenons (4.17). m

Estimation de la dérivée de L(t) :
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4.2. Stabilité exponentielle

En substituant (4.10), (4.15), (4.17) dans (4.9), on obtient :
2 E(ro— T 1
£ <=5 (= [ nalds = 5 - o - M)
T1
N 2
- 5(5 + mN, / / 22(x,1,s,t))dsdx

(mNg———,ul(S// \p2(s)2%(2, 1, 5,t) ds dx

T1

N 2nC? 2 2
— (G0 + (1= 5= — ) = 0268+ 1)) |l
dag Ny 2 2
= (ho 0= 2% = = T €214 9)) [V
NS 1 G}
+<4n +6<25+45+ 0y ))(hDAU)(t)

(N h(0) C?

5 =L+ 1)>(h’DAu)( )

—m%/// (Ia(s)| + €)22(z, p, 5, 1) dpds da.

En prenant N; < hg, 0 > 0 suffisamment petit et Ny assez grand pour que

et
! (ho — N1) >0
Yo 111 0 1 )
B N1 Qo 2
Y =ho— M 1 6<1+l+1> Cs(1+9)>0
Nh 2nC?
72=< 21 Nl(l—ﬁ—n— Zl u)—5(2/32+1))>0,
(N1 h(0) C? N1 1 (3
73_C<7 45A1{1+l+1}> <W+5(25+B+25A1)>0’

Ainsi, en prenant 74 = mN,, on obtient :
L'(t) < =olluli 3 = nlIVuell3 = v2l Aull3 — 3 (RDAu)(t)
[ [T [ s+ 9260, s apis
!
A partir de (3.14), on obtient
L'(t) < —aFE(t), pour tout t > 0, (4.19)
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4.2. Stabilité exponentielle

pour certains o > 0. Une combinaison de (4.3) et (4.19) donne

L'(t) < —k1L(t), pour tout ¢t >0, (4.20)
ol k; = a/a;. En intégrant (4.20) sur (0,¢), on aura

L'(t) < L£(0)e ™! pour tout > 0. (4.21)
Finallement, en combinant ce résultat avec (4.3), on arrive a

E(t) < koe ™ pour tout t > 0,

. E(0 . X ) .
ou kg = ala—o() Ce qui achéve la démonstration.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése nous avons étudié la stabilité exponentielle de modeéle non linéaire de plaques
minces viscoélastiques avec un retad distribué et un amortissement structurel. Sous des
hypothéses raisonnables sur les données initiales (déplacement ug et vitesse uq, I'historique
de la vitesse fy), sur la fonction de relaxation h, sur la fonction de retad distribué pg et sur
le coefficient d’amortissement pi;.

Nous avons démontré :
e ’existence globale d’une solution faible du systéme considéré dans des espaces fonc-
tionels convenables.

e la stabilité exponentielle, en utilisant la méthode des multiplicateurs, c’est a dire
nous avons démontré l'existence de deux constantes positives C' et k, dépendantes

uniquement des données (ug, u1, fo, h, i1, i12) telle que 'énergie du sytéme vérifie I’estimation

E(t) < Ce ™™,

En ce qui concerne les perspectives, de nombreuses questions sont encore ouvertes : 1l

serait intéressant de poursuivre cette étude par les questions suivantes
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4.2. Stabilité exponentielle

e Nous avons commencé a étudier le systéme en présence d’un terme source

(

g (0, ) Mg (2, 1) + A2u(z,t) — Augy(,t)

— Joh(t — 0)A%u(w,0) do + pu(z,t)

+ [ pa(s)ur(w,t — s)ds = u (w,t) [u(x,1) |7,  dans © x 0, +oo],
u(z,t) = 9%(z,t) =0 sur I' x ]0, +o0][,

w(z,0) = ug(x), w(z,0) =ui(x) dans,

\ u(z, —t) = fo(x,t), dans Q x |0, 15[,

Sous les hypothéses suivantes sur le noyau

W (t) < —H (h(t)),

ou H est une fonction convexe au voisinage de zéro. On cherche du résultat de la

stabilité forte.

e Il serait intéressant aussi d’étudier le taux de décroissance de la solution d’une plaque

viscoelastique avec retard distribué agissant sur le bord :

(

lug (2, ) |'uge (2, 1) + A%u(z, ) — Aug(z, 1)

— [y h(t — 0)A%u(w,0) do =0,  dans Q x |0, +oo]
u(z,t) =0 sur 'y x ]0, 400[,

8u(m)+u1utxt —l—f p(s)ug (x,t — ps)ds = 0 sur I'y x (0,00).

u(x,0) = ug(x), ui(x,0)=us(z) dansQ,

\ ug(x, —t) = folx,t), dans Q x |0, 7|,

e Nous pourrons également étudier la stabilité de 1’équation des plaques avec un terme

de retard dépendant du temps sur une partie du bord dans le cas non linéaire.

e Nous envisageons d’étudier le comportement asymptotique de la solution du systéme

couplé :

(

(0, ) Mg (2, 1) + A%u(a, t) — Aug(a,t) — [o h(t — 0)A%u(z,0) do

+pqug(z, t) + f:f po(s)us(z,t — s)ds + av =0, dans Q x |0, +o0],

|vg(z, ) [fog (, 1) + A2v(,t) — Avg(z,t) + au =0, dans Q x |0, +oo],
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