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INTRODUCTION

On se proposons d’étudier le groupe de Picard-Vessiot de

d
systemes différentiels homogenes de la forme A = —— A, avec

dx
A € End(n; K) ou K est le corps des germes de fonctions méromorphes
au voisinage de 0 € V. Ce groupe ne change pas si [’on remplace
A par A'=P'AP , avec PeGL(n; K ) ( l'étude de A est

équivalente a celle d’un opérateur d’ordre n: D € K[di] ) donc
X

le groupe de Picard - Vessiot de A est isomorphe a celui de D .
Nos outils essentiels pour [’étude du groupe de Picard-Vessiot de
A seront les estimations Gevrey ( RAMIS [10], [11]) et la k-
sommabilite [9] .

Dans le chapitre I on donne des genéralités indépendantes de
toute référence aux équations  differentielles . Les  théoremes
1.3.4, 1.3.5 vont jouer un role essentiel pour le calcul du groupe de

A
Picard-Vessiot de K associe a A.

Dans le chapitre Il ,on rappelle la forme de la solution formelle
d’une équation différentielle linéaire analytique  étudiée par de
nombreux auteurs depuis le début du siecle et nous montrons en
particulier que dans le cas général , il est nécessaire de faire appel
a plusieurs procédés de sommation ; pour cela on donne un résultat
de RAMIS ( [12] théoreme I1.4.1 ) qui va jouer un role essentiel
dans la suite . Les résultats de ce chapitre seront utilisés
pour calculer le groupe de Picard-Vessiot et sa filtration Gevrey
pour une équation différentielle irréguliere .

Dans le chapitre 11l , on rassemble les résultats sur les corps
différentiels dont on a besoin dans la suite . Les points essentiels
sont la proposition I11.6.6 et le théoreme I11.6.2 .
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Dans le chapitre IV ,on montre , en utilisant les résultats du
chapitre I, Il et Ill que, le groupe de Picard-Vessiot d'un germe
d’équation différentielle irréguliere et sa filtration Gevrey se calculent
a partir des multiplicateurs de Stokes et du groupe de Picard-
Vessiot formel .D’aprés le théoreme  de Cauchy , il existe une
solution fondamentale Fy de A sur V( 'V est un germe de secteur

ouvert a l’origine ) a coefficients dans Q(V) (L’ensemble des fonctions
holomorphes sur V ) ; ainsi K (Fy) est une extension de Picard-

Vessiot de K associece a A . Le lemme [I1.6.3 assure [’existence d’un
A

surcorps différentiel de K contenant a la fois 3 et m(V) , le
AN

theoreme I11.6.2 montre que les extensions de Picard-Vessiot K(F) et

K(Fy) associées a A sont isomorphes .

L’un des résultats essentiels du chapitre IV est |’ existance des

manieres d’incarner K(A) en un sous- corps différentiel de m(V);
AN
ces différentes manieres induisent les sommes naturelles de F

obtenues au théoreme 11.4.1(ii) et on passe d’'une maniere a une
autre par un ¢élément du groupe engendré par la monodromie
formelle M et les matrices de Stokes , le groupe s’identifie ainsi a
un sous groupe du groupe de Picard-Vessiot G(A) .
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CHAPITRE —I-

LA THEORIE ASYMPTOTIQUE ET LES
SERIES k-SOMMABLES :

1. SERIES GEVREY D’ORDRE S:

Soit s un nombre réel , on définie la fonction

¢®s: VxIl — VI[[x]]
Yanx' = @s( XTax')= X

n>o0 n>o0 n>o (n!)s_1

al’l n

X

Définition 1.1.1 :

A A
Soit f(x)= Ya,x" € V[[x]] .Lasériec f estGevrey d’ordre s,
n=20
s’il existe deux nombres réels positifs ¢ et A tels que
la,) <c (n!)*' A ;pour tout n € £ (D

On note V[[x]]s I’ensemble des ces séries .

Proposition 1.1.2 :

VAN AN
Soit f(x)= Y a,x"e V[[x]],laséric fest Gevrey d’ordre s,si @
n=o0

A\
(f) est dans V{x}( I’anneau des séries convergentes ) .

Proposition 1.1.3 :

1) V[[x]]s est une V- algebre stable par dérivation .
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2) Pour s>s' , I’anneau des séries Gevrey d’ordre s’ ( V[[x]]s )est inclus
dans I’anneau des séries Gevrey d’ordre s ( V [[x]]s) .

Preuve :

1) V[[x]]s estune V-algebre , munie d’une opération ;

VixNsx V [IxIls — VIIxIls

A A A A
( f , g )——f.g Vérifiant:
A A A
1. Pourtoutes f, g et h dans V[[x]]s:
A AN A A A A A
f(g+th)=f.g+tf.h (2)
A A A A A ANA
(f+g).h=f.h+tg.h 3)

A A
2. Pourtoutes f , g dans V[[x]]s et aedans V

a(f.g)=(af)g=f(ag) @

VAN
Soit f dans V[[x]]s, donc il existe deux nombres réels positifs cet A avec

la) <c(@!)*" A" , pourtout ne/ .
A
FX)= Yax"; £'(x) = Ta,nx""'= Y(n+1a,.x".
n>o n>1 n=>0

on pose : b,= (n+1) ay
|bn| = | n+l | |an+1 | < (n—i—l) c (n+1)!S—1 An+1

donc :
by < M)!'c'A™ ou A'=A et ¢'=€°Ac .

AN
D’ou: f'(x)estune série Gevrey d’ordre g.
AN AN
2 ) Soit f(x)dans V [[x]]lg ; avec f= Y a,x'  donc il existe

n=o0
deux nombres réels positifs ¢ et avec :
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la,) < c(n!)* ' A"; pour toutn € £

commes'<s alors (n!)°'<(@!)®".
Donc il existe deux nombres réels positifs ¢ et A tels que:

la) <c (n!)>! A"; pour toutn e £ 7 .
AN

c’estadire f estdans V[[x]]s

d’ou
V[[x]ls © VI[[x]ls ; pourtout s>s'.

Exemples :

1. pours=1;ona:
¢, : VI[[x]] — VI[[xI]

o Yax")= Yax'.
n=0 n=0
donc :

VIxlh = V{x} (8).

2. d’apres la proposition 1.1.3 (2)ona:
s>s'>1 donne :

Vixlls o Vixlls > V{x} 9).

3. pour s=-+co ;0Ona:

VI(x]l.. = VIIx]] (par conventions ) .
4. etpour s = -0 ;o0na:
VIxll.. = VIx].

Ainsi :V[x]c Vi{x}c VI[[xllsc VI[xllsc VI[[x]]; Vs>s'>1.

Proposition 1.1.4 :

A\
On dira également qu’une série de Laurent f € V[[x]][x"] est Gevrey
d’ordre s ; s’il existe deux nombres réels positifsc et A tels que :
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la,) <c (n!)*' A ;pour tout n € £

A
Onnote K I’ensembles des ces séries .

Définition 1.1.3 :

1) On appelle secteur pointé en 0 de direction o d’ouverture 0 et de rayon
rdans V ,etonnoteS=S(o,0,r) l'ouvert:
S={xe V /-(0/2)<arg(x)-o.<O/2et|x|<r}.

2) Un tel secteur S estdit strict si son ouverture 0 vérifie 0 <27 .
3) Un secteur W sera dit sous-secteur de S et onnotera Wc c S si:

Wc S avec S=S(a,0,r)et W=S(a,0',1r").

0'<0,r'<r.

Figure -1-

2. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES GEVREY D’ORDRE
S.

Définition 1.2.1:

Soit V un secteur ouvert ; on notera A(V) I’ensemble des fonctions
f:V—> V holomorphes sur V.

Définition 1.2.2 :

10
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Soient s>1, V un secteur ouvert de sommet [’origine de V.

N A n—1 A
Soit fea(V) et fe V[x]]l; fx)= Y ap x? . On dit que f admet f
p=0
pour développement asymptotique Gevrey d’ordre s en 0 si pour tout
sous-secteur fermé W de V (WccV) ona:

n—1
x| fx) - 3 ap x| < ey (DS A" ;
p=0
pour tout x € W-{o},c, >0 et A, >0 convenables (ne £ ).

Dans les conditions de la définitions nous noterons fe Ag( V).

A N
e Plus généralement on dit que f € A(V) admet f € K comme développement
asymptotique Gevrey d’ordre s , s’il existe m € L tel que

VAN
x"fe V[x]] et x"f admette x™ f comme développement asymptotique
Gevrey d’ordre s.On utilisera la notation : fe Ag(V)[x'].

Proposition 1.2.3: [9]

Soit V un secteur ouvert de sommet 1’origine dans V.
i) Les applications:

As(v)  —5 V[[x]ls
As) [x71] —> K

d
sont des homorphismes de @- algebre avec @ ZK[d—} (le corps des opérateurs
X

différentiels a coefficients dans K
ii ) Si 'ouverture de V est >m/k ,alors ces applications sont injectives.

3. SERIES k-SOMMABLES :

Définition 1.3.1 :

11
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AN
Soit k >0 . Soient fe V[[x]] et o une direction issue de 1’origine .On
AN
dira que f est k-sommable dans la direction o s’il existe un secteur ouvert V

A\
de sommet 1’origine et de bissectrice o, etfe Ag(v) tel que f =1J(f).

AN
On dira que f estlasomme de f dans ladirection o .

Définition 1.3.2 :

AN AN
Soient k>0, s=1+1/k.Soit f € V [[x]].On diraque f est
k-sommable si elle est k-sommable dans toutes les directions sauf pour un
nombre fini d’entre elles .

AN
On notera: V{x}s I’ensemble des séries k-sommables et > (f) I’ensemble

A\
des directions pour les quelles f n’est pas k-sommable .
e Plus généralement on posera : Kg= V{x}g[x "]

Proposition 1.3.3 : [9]

A A AN
i) Si fe V{x}s(f estk-sommable) et si> (f)=¢ alors:

A AN

f € V{x} (f estune série convergente ).

ii) On a les inclusions strictes de V-algébre stables par dérivations:
Vi{x} c V{x}sc VIxlls .

Théoréme 1.3.4 :

Soit k >0 et soit o une direction issue de ['origine . Soient

AA A A
f1, f2,....., fm€ K des séries k-sommables dans la direction o .
Soient f;, £, ,........ , fm leurs sommes respectives dans cette direction o définies

sur un méme secteur ouvert V convenable, de bissectrice o, et d’ouverture
>n/k.

12
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) AA A A AA A )
Soit K< fy, f3,...., fm > le sous-corps de K engendré par f,f,,..., fm,et soit
K<f,f;,........, f, > le sous corps de M (V) engendré sur K par f,f;,.., f,.
Alors I’application :

VAN A VAN
K<f1,f2, ........ ,fm> —> K< fy, fa,iiiivi, >

est un isomorphisme de corps différentiel.

(IM(V) est le corps différentiel des fonctions méromorphes sur V).

13
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Preuve du théoréme 1.3.4 :

AA A A
f1, 2,0 cenin , fm€ K sontdes séries k-sommables c’est a dire que
leurs sommes fi, f,,....., f, € Ag(v) [x .

Donc K <f}.f;,........, f,> est un sous-corps de Ag(Vv) [x N

AA A AA A A
et 1, f2,0ennnn.. , Tm sont k-sommables alors f{, f,,........ , fmeKg,

A A A A
c’esta dire que K< fy, fo,........ , fm > estun sous-corps de Kg .

D’apres la proposition 1.2.3 , I’application :

A
Ag(v) [x '] = Kg est un homomorphisme injectif de @- algébre ,donc

I’application :
A A AN
K< fl,fz,........, fm > —> K< 1, fo,iiiin, fm >

est un homorphisme injectif de @- algebre et comme par construction cette
AN
application est surjective (f; est k-sommable) donc il existe f; € Ag(v) [x "] tel

A
que f;=J(f) (i1=1,....... ,m).

donc 1’application :

A AN A
K<fi,fHh,....... f,> — K< f;, f2,........, fm > estun

isomorphisme de corps différentiel .

Théoréme 1.3.5 :

Soit 1<s<s; ;alors:
i) V{x}si NV [[x]]s = V{x}.
ii) V{x}s1 NV {x}s = V{x}.

e Avant d’aborder la preuve , rappelons d’abord quelques propriétés des
fonctions enticres.
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Définition 1.3.6 :

Soit ¢ une fonction enticre , soit p >0et b>0. On dit que ¢ esta
croissance exponentielle d’ordre auplus p,etdetype fini au plus b ( pour
p fixe), s’il existe c> 0 tel que:

|p(t) [<cexp (b|t]); pourtoutte V.

Définition 1.3.7 :

Soit @ une fonction entiere . Soit o une direction issue de 1’origine .
Soient k >0, et a > o0, ondit que @ esta croissance exponentielle d’ordre au
plus k (pourk fixé) etde type fini au plus a, lelongde o s’il existe c, >
0 tel que:

lo(t) |[<c, exp(a,|t |k ); pourtout t=re'*;re 3",
Remarque :

A A
Soit f(x)= Y. b,x"e V[[x]] ;f lasomme f dans la direction o .
n=0
On a la formule suivante :

— lim inf (— log [bn|

1
— ) qui définit ’ordre p de f (p étant fixe )
p n—+oo

n log n

ou p décrit ] 0", +oo [ U] -0, 07 [/ { oo} etle type T de fdécrit [-eo, + oo].

4. LA TRANSFORMEE DE BOREL - LAPLACE.

A
Soit f= Ya,x € V{x}.On obtient par un changement de variable,
n=o0

A\
la somme généralisée de Borel de f :
A ¢/ Z;n
S(f)(x) =aet Je > (Zapy=-)dG

o n=>0 n
Ou I’on intégre suivant la demi-droite o issue de 0 dans la direction de x .

10
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La transformée de Borel formelle :

A VANIVAN
La transformation formelle f= Y a,x" — B(f) = Ya,x"/n!
n=o0 n=o0

AN
et appelé transformée de Borel formelle de f .

Définition 1.4.1 :

Soit f une fonction holomorphe sur un secteur S(0,0,r) d’ouverture 6 > 1
et bornée a I’origine sur tout sous-secteur . On appelle transformée de Borel de f
dans la direction o eton note B la fonction complexe g(&) définie surla
demi - droite de direction o par :

80 = Bof©) = [0S
1T oS

X

On définit donc la transformée de Borel d’ordre k par:
Kk 1 k dx
g(0) = Bof(Q) =— &/ f(x)—
21T oS X

ou I’intégration se fait le long du contour (orienté ) dS d’un sous-secteur S=S(o
,T+0,, " )cc S (o, 0,r)de méme direction et d’ouverture > .

0,/2

S (0,0,1)

6,/2

Figure —2-

11
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Définition 1.4.2 :

Soit g une fonction complexe , disons continue , définie le long d’une
demi-droite o, bornée a l’origine et a croissance au plus exponentielle d’ordre
1 a linfini ( g&) < cexpM g ).

On appelle transformée de Laplace de g dans la direction o et on note
L g la fonction f(x) définie par:

fx) = Log(x) = Je™*g)dg .
o
Elle est définie holomorphe sur 1’ouvert sectoriel de direction o et
M
d’ouverture m:U=S(at,mw)={xe V/ Cos(argx -a)>—1}.
X

Et de méme, si g est a croissance au plus exponentielle d’ordre k,
on définit la transformée de Laplace d’ordre k par :

= Le(0 = [ gd >

L’isomorphisme de Borel - Laplace :

Les transformée de Borel et de Laplace d’ordre k induisent des
isomorphismes V- linéaires inverses 1’un de I’outre entre :

—

Les fonctions f holomorphes | [ Les fonctions g holomorphes sur

sur un ouvert sectoriel de un secteur infini de direction o a
direction o et d'ouverture ) < croissance au plus expoentille d' or -
|t/ k etborn¢e al'origine. | |[drek al'infini et bornées a ' origine . |

les transformations formelles associées sont :

A\

N a
f=Yax" «—— ¢1t) = ¥ ———t"
n=o0 n=o0 F(l +1/ k)
1 1
Si k;,k, >0 vérifient: — = ——— :alors on a la correspondance
k1 k2

suivante :

12
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1. Pourk; >k>0:(s-1=1/k,s; -1=1/ky ets,-1 =1/k;)

AN
Les fonctions ¢ entieres a croissance ~ «——> les séries f Gevrey d’ordre s; .
exponentielle d’ordre — s,

2. Pourk>k;>0:

A
Les fonctions ¢ Gevrey d’ordres, «—— les fonctions f Gevrey d’ordre s;

a Dorigine

Proposition 1.4.3 :

A
Soit @ = 3 b, t"; une fonction entiére , supposons que :
n=0
- log |b
— = lim inf ﬂ > (0 alors:
p' n—>-+oeo n log n

pour tout p >p’, @ est a croissance exponentielle d’ordre au plus p est de type
fini .

e La démonstration du théoréme ( 1.3.5 ) est basée sur les deux lemmes suivants:

Lemme 1.4.4 :

Soient k > 0 et p >0 . Soit X = { af, 0 ,....... , O, } un ensemble fini de
directions issues de l’origine . Soit ¢ une fonction entieére satisfaisant les
conditions suivantes :

i) @ est a croissance exponentielle d’ordre au plus p, et de type fini .

ii) Pour toute direction issue de ’origine o0 ¢ Y. , @ est a une croissance
exponentielle d’ordre au plus k, et de type finile long de o .
alors :

il existe b> 0 tel que @ soit a croissance exponentielle d’ordre au plus k
et de type fini au plus b.

Preuve du lemme 1.4.4 :

13
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On Suppose que p > k . Soit ¢ une fonction entiére satisfaisant les
conditions (i) et (ii) . Soit S' le cercle des directions issues de 1’origine,

soit ove S'. On choisit 0, et 0, tel que 6, <a<0,.
0,-6,<m/p<m/k;(pourp>k).

et que :
[61,0:]nX={a}.

Poura>0 etarg(t)e [ 0y, 6, ]; on définit h ,(t) :

Le module de h,(t) :

exp X (0, +6,)
|ha(t)|=exp —aRe 2 tk

k
0055(91—92)

t = |t|exp(iargt) donc : t* = |t|k exp(ikargt)

cos k ((91262) - arg t)

k
|ha(t)| =exp|— a m |t|
cos —(0;-06,)
2
lI. pourargte [0;, O,]ona:
|h, @] <exp(-alt]*)<1 (1) .

Et
a

CcoS 1; 61 - 67)

(h,®)'|<exp(c|t|*); avec ¢ =

14
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2. Etpour arg(t)=0,0u0, ona:
hy (t) = exp (-a|t|") ).
d’apres la condition (i) il existe c; > 0 et b; > 0 tels que :
|(p(t)|<clexp(b1|t|p); pour toutt € V (1) .
Et d’aprés la condition (ii) il existe ¢, >0 et a>0 tels que:

|(p(t)|<czexp(a|t|k) ; pourtoutte V (2)
avec arg (t) =90, ou 0,).

On pose y=h,¢ donc:

¢ = y®h, (® (3).
de (1)et(1)ona:

|\|f(t)|£clexp(b1|t|p); pour toutt € V (3).
de (2)et(2 )ona:

|\|I(t)| < c, pourarg (t)=6, ou 6, (3").
De (3),(3 )et (3 ) ona:

|(p(t) | < czexp(c|t|k) pour tout te V avec arg(t)e [0,,6,].

c’est a dire @ est a croissance exponentielle d’ordre au plus k .

Lemme 1.4.5 :

AN A
Soitk ,k; >0,k; <k;Soient f(x)= Y a,x" et(pzza—ntn
n=o0 HZOF(H_E)
1
A

on suppose que f € V [[X]]S (S—l = %) .

A\

Soit p > ; alors la somme ¢ de la série @ est une fonction

|
entiere a croissance exponentielle d’ordre au plus p etde type fini.

15



CHAPITRE -1 - LA THEORIE ASYMPTOTIQUE ET LES SERIES K-SOMMABLES

Preuve du lemme 1.4.5 :

A
Ona f(x) € V[[x]]s ,donc ilexistec>0et A>0 tels que:

|a,|<c(n)" A" pourtoutne £ .
an " n
Notons b, = , 0 = Yb,x
rl 1+ n n=o0
ky

le comportement de la fonction I' quand x — +eo est décrit par la formule de

Stirling suivante :

T(+x) = (i] V2TX. (X — +eo)

exp
On a : ! < ! )
(1l +x) x e *4/27x
1 1

<
(1 +x) xXe *\2mx

x Xe*

\ 21X '

n -n/kj
e e—n/kl
1 k,

<
'l +n/ky) V21 / ky

n -n/kq
ali) e

27Xn / kl

<

donc :

bo| <

16



CHAPITRE -1 - LA THEORIE ASYMPTOTIQUE ET LES SERIES K-SOMMABLES

-n/kq
C(n!)l/kAn (HJ o n/k]

ky
b < n
21—
1
P e .1 il o W

27:3
\ ki

C n _
b < [ k"M @)™ @y @

n

onpose :c' =

‘bn‘ < C'AMp Mk - k) pour tout k>k;

soit :
- log |b
L _ fim mf (MJ (1)
p' n—> oo n log n
ona:
‘bn‘ CvAvnn(l/k - Uk,
1 1 1
log (—) = -logC' - nlogA' -n(—-——)logn
[bn k ki
log(i
‘bn‘ -logC' logA' 1 1
> - —_— (2)
n logn nlogn logn k k;

de(l)et(2)ona:

1 S
; c’est a dire :
k1 k-ki

17
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D’aprés la proposition ( 1..4.3 ) la fonction entiere ¢ est a
exponentielle d’ordre au plus p’, pour k;< k.

Preuve du théoréeme 1.3.5 :

A A

i)Soit fe Vi{xlgnV[xlls ; f = Yayx".
n=o0
A
on lui associe  @(t) = Y —4n  .n
n=0 1“(14_3)
k

AN

la séric  @(t) est convergente et sa somme est une fonction

croissance

entiere a

croissance exponentielle d’ordre p (p >k k; / (k-k;))et de type fini

AN

d’aprés la condition fe V [[x]]s et le lemme ( 1.4.5 ) . D’aprés le lemme

AN
(1.4.4) et du fait que fe V {x}s;, @ esta croissance exponentielle d’ordre
k;=(1/s;—1).Donc ¢ esta croissance exponentielle d’ordre < k; et de

A

type fini dans tout les directions, c¢’est a dire f est k-sommable dans tout les

A A
directions (i.e 2(f)=@ ) .Et donc fe V{x} (d’aprés la proposition 1.3.3 (i) ) ,

d’ou
Vi{x}si N Vixlls < V{x}.
Et d’aprées la proposition 1.3.3 (ii) ona:
Vi{x} c. V{x}sic V [[x]]s: -

Et
Vix} <. V{x}sc V [[x]]s .

Vix} <V [[x]lsi
Et
V{x} c. V{x}s

donc :

18
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Vix} c V{x}si N V[[x]]s.
D’ou :
Vix} = V{x}s N ¥ [[x]]s Vs >s>1.

ii) V{x} =V{x}si N V {x}s ?

A
Soit fe V{x}s; N V{x}s alors;

A A
fe V{xlg fe VI[[xlls
et et c’est a dire :
A A
fe V{x}s fe V{x}s

A
fe Vixis n V[[xllsc V{x}.
donc : V{x}s N V{x}g c V{x}.

d’ou:
V {x}lg N V{x}ls = Vix}; pour 1<s <s; .

19
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CHAPITRE -II -

PHENOMENE DE STOKES A
PLUSIEURS NIVEAUX ET
SOMMABILITE

1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINARES DANS LE
CHANP COMPLEXE

Soit r>O;Dr* ={xeV; 0< | x|< r }. Et soit De @ un opérateur
différentiel d’ordre n de la forme :

a4

(I) D= (dX

d .
)"+ an_l(d—)nl-i- ... +a ; avec a;e K .
X

Dans le cas d’'un opérateur différentiel a singularité¢ réguliére , I’étude
d’une équation différentielle se fait directement ( c¢f.[20] ), et dans le cas d’un
opérateur différentiel a singularité irréguliére on considérera toujours le cas des
systémes différentiels homogénes d’ordre 1 .Et I’étude d’un systémes
différentiel se rameéne grace au lemme du vecteur cyclique (cf.[21] ) a celle
d’un opérateur différentiel donc :

A lopérateur D: K — K
f — Df

on peut lui associer le systéme (homogéne ) d’ordre 1 ;
A: K'— K"

d
(2) y = Ay=(—)y- Ay
dx
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0 1 0 0
0 0 1 0

oi A = ' € End(n;K).
0 0 0 .. 1
-ag -al ... .. o-a

Définition I1.1.1 :

x =0, est un point singulier régulier de (1) ( respectivement :(2)), si g;
posséde un pdle d’ordre <i; pour tout i al’origine (i.e Dy=0)
AN
(respectivement : il existe une matrice P carrée inversible a coefficients dans

a(D,), tel que la matrice :

1

AP-p (&

P dx) possede un pdle d’ordre 1 au plus a I’origine )

Définition I1.1.2 :

Soient: A; , A, €eEnd(n,K).

d d
les opérateurs A | =(—)-A; et A,=(—)-A, sont semblables s’il
dx dx

existe Pe GL (n; K) tel que:
. dp
A2:P'1A1P C’estédlre, A2:P_1A1P-P-l(d—).
X

On considére dans la suite des opérateurs différentiels de la forme :

d

VAN A
d—)-A ,avec A € End(n;V[[x]][x']) ne /"
X

A=(

AAA A
La transformation y = P y1 , avec P € GL (n; V[[x]] x1 ) , transforme

’opérateur A en A'.
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N AN AN VASWAWAN

Ay=APy'=(—)(Py")- APy’
dx
AN d AN A A A
p- APy' —(—)y +(P ( - PTA P)y!
On pose :

A'= A P A P—(i)+(Pld
dx

d’aprés la définition A et A” sont semblables .

d A
(3) A" =A=(—)- A"
dx
avece
AN A AN VANEIVAN AN A
4) AP = A'=P' A P- P*Q.
X

VAN AN
Pour A , A' e End (n; V [[x]] [x N ) données, on s’intéresse a 1’équation
VAN AN AN
A= A' avec P estinconnu vérifiant 1’équation :

VAN
VANIVAN VANVAN
) 4P  AP_-PAY=0.
dx

AA A
Pour A = A'et(5) on obtient une équation linéaire en P :

VASIVAN VANWAN

VANEEVAN
Posons : (AP -PA ) =[ A;P] , doncona:

On utilise de facon essentielle 1’opérateur :

d VAN
EndA= (— ) -[A ;. ]
dx
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2. POLYGONE DE NEWTON :

Il s’agit de déterminer le polygone de Newton li¢ a un opérateur
différentiel de la forme :

D= am(x)(i)m + o+ ai(x)(i)i+ ot ag(x) .
dx dx

ou a; (x) € V{x} (ou plus généralement un germe de fonction méromorphe a
I’origine de V ), on pose :

a(x)= Y agx et bx=x"aKx = ¥ b;x (bi=aiGi) -
jeZ jeZ
On associe 2 D le sous-ensemble N (D) de [0, m] X Z défini par :

ND)={(G,)) / bj;#0}.
N (D) est fini si et seulement si a; (x) € V (X) (i=o

la famille suivante de demi-plans ,indexée par :
Ae [-e0, 0] U[07, +oo ] .

m ) ; on considere ensuite

-----

H, ={(x,y)e3/y-Ax-pu>0}si A>0 .
H, ={(x,y)e3/y-Ax-pu<0}siA<0.
H, ={(x,y)e 3/ x-v <0} si A= e
Hy ={(x,y)e3/y-v >0},

Hy ,={(x,y)e 3’/ y-v <0}.

(Ce sont donc les demi-plans déterminés a partir d’équations des droites ) .

Définition I11.2.1 :

On désigne par P (D) la frontiére du convexe fermé m H, ., .
A,m ’

( Intersection étendue aux demi-plans H,,, > N (D) ); on appelle P (D) le
Polygone de NEWTON de D

On notera P’ (D) la partie de P (D) formée des cotés a pente >0 , P
" (D) lapartie de P (D) formée des cotés a pente <0 .
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Exemples :
1)  Soit ’opérateur différentiel D d’ordre 1 :
d
D=x*(—)+5-1 ; A#5.
dx
Les calculs donnent les résultants

a; (X):X4 ; bl(X):X3 ; bz =1 .
ao(X)=5-7\‘ . bQ(X)=5-7\, . boo = 5-A .

L’ensemble N(D) d’indices (i,j) est ¢gala a :
NO)={(i,j) ; b;=0 }.
={(L3) 5 (0,0)}.

On considere seulement les demi-plans délimités par des droites de telle sorte
qu’ils passant par les points (1,3 )et(0,0). Puis on prend leur intersections

Hsg={(x,y)e 3*/y -3x>0
H ={(x,y)e 3 /x <3
H0+,0={(X,y)e 32/y > 0
HO',3={(X,y)e32/y < 3

1.

1.

h

1.

Et l’intersection de ces demi-plans nous donne le polygone de Newton de D

P(D) :HI,O me,3 ﬁHO+,0 ﬁHO',3 .

Aj

Y

Figure 1
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2) Soit 'opérateur différentiel D d’ordre 3 :
— (2 7,d 3 2 s, d .
D= +)x'"(— ) +(x"3x° ) (—) -11, a#i
dx dx

a3(x) = (@’ +1) x" ; by(x) =(a>+1)x* ; bys=(c +1)
a(x) = (X’ +3x°); by(x) = x+3x* 5 by =1 b;4=3
ag(x) =-11 . bo(x) =-11 . byo=-11
Alors:  N(D) = {(3.4);(1,1);(1,4);(0,0) }

Donc on considére seulement les demi-plans délimités par des droites de telle
sorte qu’ils passent par les points (3,4) ,(1,1), (1,4) et (0,0)

Hiypp={(x,y)e 3/ 2y-6x+1>0 } .
Hys ={(x,y)e3/ y-4<0 } .
H ;3 = {(x,y)e3/ x-3<0 }
Hi, = {(x,y)e3/ y-x>0 } .
Ho+,0 = {(x,y)e 3/ y >0 }

PD) =Hiypapn NHo 4 NH_3 nHy, NnHy

//

v

Figure 2
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Définition 11.2.2 :

D est dita singularité réguliére si Vp: V(a,) -p =V(a,) -n avec
n =deg D =sup(i; a;#0) .

Théoréme 11.2.3:

. d d . . . :
Si  =(—)"+ay(—)™" + ...+ an, esta singularité réguliére alors

dx dx

P(D) n’a qu’une seule pente égale a 0 et réciproquement .

Preuve : ( voir [10] ) .

d
Soit A = (d—) - A, avec A€ End (n; V [[x]])aun tel opérateur
X

A , on associe son polygone de Newton N (D); et on notera k (A)
(resp: k (End A) ) I'invariant de KATZ de A (resp: End A) ,c’estadire la
plus grandes des pentes de N (A) (resp N (End A)) A ona:

k(EndA) < k(A) .

Théoréme I1.2.4 : (Théoreme de Maillet )

Tout solution formelle de (1) est dans une certaine classe de Gevrey .

Preuve : (voir [21])

On utilisera le polygone de Newton li€¢ a un opérateur différentiel pour
déterminer la classe de Gevrey d’ordre minimale contenant les solutions de (1) .

3. ’EXISTENCE D’UNE SOLUTION FONDAMENTALE :

Soit A=(di) - A (6) , avec AeEnd(n;K)
X

(neN,K=V(x) ).
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A
On rappelle que A admet une solution fondamentale formelle F de la forme :

A A
(7) F ()= B(t)t-e®" ol x=1t1 (qe £ convenable )

L est une matrice nxn constante .
Q (1/t) est une matrice diagonale de la de la forme :

q O
Q= “ | avecqie UtV I/t].(i=1,...,n).
0 q,
On note k;, ...,k (ki<...<k; ) les degrés des q; - gjnon nuls (ki N;
AN
ij=1,...,r ) et k, est 'invariant de katz de A.Etenfin B(t) est une

matrice nxn inversible a coiffassent séries formelles .

Siqg=1 ondit que A est non ramifi¢ , on suppose dans la suite étre toujours
dans ce cas.

4. LE PHENOMENE DE STOKES :

d
Soit Ay = (d—) - A une forme normale formelle de A qui admet une
X

solution fondamentale t“e®"Y . Soit S' < C le cercle unité centré a Iorigine

0 et A, le faisceau des isotropies sectorielle de A, définit comme suit :0e S un
germe f en O est une matrice inversible a coefficient holomorphe sur
U,f,e GL(n,U) et Ao’ = A (isotropies) . A A est associé un invariant analytique
dans : Hl(Sl,/\AO) ou Hl(Sl,StAO);

A, o st le faisceau des isotropies sectorielle de A, infiniment tangentes a 1’identité
(f~I'sur U), et St,, le sous faisceau correspondant au faisceau constant GL (n ;
C).

Dans les cas suffisamment génériques , on peut trouver un cocycle
canonique représentant privilégié de I’élément de H'(S', A Lo0) ou
H'(S', tS ., ) correspondant a A .
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Ceci peut étre obtenu par I’étude de la structure de H' (S ', A Lo ) et des

A
arguments faisceautiques ou en utilisant la k-sommabilit¢ de B .

Le cas générale est plus délicat , il apparait plusieurs niveaux
correspondants aux pentes > 0 ( s’il yen a ), du polygone de Newton N
(End A)de End A ; ou tout au moins a certaines d’entre elles .

La aussi on obtient un cocycle canonique des H'(S',GL(n;V ));
les ¢éléments du cocycle son les matrices de Stokes chacune étant munie d’un
indice de niveau , et les matrices de Stokes sont définies ci-dessous en utilisant
un théoréme de sommabilité ; comme il le signale MALGRANGE .

Théoréeme 11.4.1 :

d
Soit A = (d—) - A,avec A € End(n; K) (n eN) un opérateur
X

différentiel méromorphe non ramifié . Soient (s’ily en a) k; <....<k;= k(
End A) les pentes >0 du Polygone de Newton N (End A) de End A .

VAN VAN VAN
Soit F ()= B(t)t"e“", une solution fondamentale de A avec B
e GL (n; V[[xI]).
Alors on a:

AN A AN

1. il existe une décomposition (naturelle B =B, ... , B, avec:
A\ A\
Bie GL(n; V{x}s;y (Bj est kisommable) pouri=1,...,r unique a une

transformation de la forme :

Bll :B1P1

B,r-IZPr-Z B r-1 Pr—l

 -p n
lesPy, ....... , P..1 étant analytique ,P;e GL(n;V{x}),(Vi=1,...,1-1)
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A
2. Soit: X (B;)C S' ( cercle des directions issues de 1 ‘origine ) le support

A A
singulierde B; . Soient o ;,..., 0 € S':avec o; ¢ X(Bj)@G=1,...,1r).
Soit 'V un germe de secteur ouvert de sommet 1’origine d’ouverture < 27

A
contenant o ;| , ...... ,0,. La somme B; de B; dans la direction o ; se

prolonge analytiquement en B; eGL (n, A(V)) (1=1, ...... , ) etle choix

d’une détermination de log x sur V permet de définir une somme naturelle F

A A
=6(F)=B;....B,x"e?® de FsurV.

Cette somme est la solution fondamentale de A sur V.

Preuve : (voir[121]) .

On noterapar r=r1'(End A) le nombre de pentes k;>0 de

A
N (End A) , telles que B; soit divergente ; c’est le nombre des niveaux au il

A A
se passe quelque chose (si Bjest convergente, on peut prendre B;=TIetil

n’y aura pas de matrice de Stokes du niveau 1) .

AN AN
e Soient des directions o; ¢ £ (B;) (i=1,...,r)et F un germe de secteur
ouvert V , avec 0Oy , ..., o; contenus dans V , comme dans le
théoréme I11.4.1(i1) .
A AN

1 . La somme naturelle F =6 ( F)de F sur V définit dans ce dernier

dépend du choix des o; (1=1, ..... , 1) et de la détermination de log x .

A A
2 . Sion change logx en log(x +2mi) ;6 devient ¢' etc’ (F)=0oc (F M)

ou Me GL (n; V) est lamatrice de monodromie formelle .
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AN A\
3 . Si o; varie sans croiser un rayon singulier de X B;) la somme o (F)
ne change pas pouri fixé (ie [1,r]),les a;' (i' # 1) restant fixes .
A
4 . Etsi o ;croise un rayon singulier de > (B; ), o devient ¢ ' et

AN AN
' (F)=06(FS); ou Se GL (n; V ) est une matrice de Stokes de
niveau 1, ’ensemble des matrices de Stokes de niveau 1 est évidemment
définit modulo le choix d’une détermination de log x , c’est a dire modulo
conjugaison par un élément de {M"}, 7 pour un tel choix de détermination de

A
ces matrices sont en nombre fini ( le nombres des ¢léments X (B))).

5 . Soit {q;,...,qy} une Z-base du sous-groupe additif de V[l /x]
engendré par les polyndmes invariants qi,....,q, de A . la transformation
exp(q;) — Ajexp(q) (Aje v j=1,...,v) transforme Fen FE, avec

Ee GL(n ; V) diagonale .Le groupe correspondant des transformations est image
d’un homomorphisme de (V") dans GL(n; V).
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CHAPITRE -I11I-

GENERALITE SUR LES CORPS
DIFFERENTIELS

1.LES GROUPS ALGEBRIQUES

Soit V un corps algébriquement clos , le corps V étant infini , il n’y a pas
d’inconvénients a identifier un polynome Pe V[ ti, ...... , tn ] @ nindéterminés  (
pour n =1 ) et a coefficients dans C a la fonction polynéme :

V" — v
(tl,tz, ...... ,tn)—>P(t1,t2, ...... ,tn)

Définition 111.1.1 :

On appelle ensemble algébrique une partie d’un ensemble V" qui est

I’ensemble des zéros communs d’une famille ( P; ) de polyndmes de A
[t by s by ]
Autrement dit, I’ensemble des points ( t, t; ,......, t, ) de V" vérifiant un

systéme d’équations :
Pi(t,t,.....,t,)=0 ; pourtoutindicei.

2. ALGEBRE COMMUTATIVE :

Définition I111.2.1:

Soit un anneau commutatif A .Le spectre de cet anneau A est I’ensemble
Spec(A) des idéaux premiers de A

Proposition 1I11.2.2 : (Topologie spectrale ou topologie de Zariskt )

Soit un anneau commutatif A et son spectre Spec(A) a toute partie E de
A on associe le sous ensemble

33
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V(E)={ P partie de Spec(A); EcP }.
Alors les ensembles V(E) sont les fermés d’une topologie sur Spect(A) appelée
topologie de Zariski

Preuve :

Soit I(E) I’idéal engendré par E; ,alors
V(E) = V(I(E))

On se limite aux idéaux 1, de A .

Vérification :

V( 0)=Spec(A),V(1)= 0

V) vu...ovVdy)=Vo;n..nL)=V({,....I,)
NV (L) =Vl

Définition I11.2.3 :

Les complémentaires de V(E) sont des ouverts

Définition 111.2.4 :

On appelle groupe algébrique liéaire ou groupe algébrique des matrices tout
sous groupe G de GL(n ;K) fermé pour la topologie de Zariski .

3. ALGEBRE DIFFERENTIELLE :

Cette partie est une synthése des principaux résultats concernant les
extensions de Picard-Vessiot des corps differentiels dont la source principale est
due a I-kaplanski et E.R.Kolchin [2], [3], [4] et [5] .

DERIVATION :

Une dérivation d’un anneau A est une application a — a'de A dans A ;
vérifiant :

1. (atb)=a+Db
2. (a.b)=ab+ab

Définition 111.3.1 :

1. Un anneau différentiel est un anneau commutatif unitaire muni d’une
dérivation .
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2. Soit A et B deux anneaux différentiels , et f un homorphisme de A dans B .
On dit que f est un homomorphisme différentiel s’il vérifie:
f(@)=1(a)

3. Dans un anneau différentiel A , les éléments dont la dérivée est nulle forment
un sous-anneau V de A appelé I’anneau des constantes .

4. Si A estun corps, alors V 1’est aussi .

4.LE GROUPE DE GALOIS DIFFERENTIEL :

Définition 111.4.1 :

Soit L un corps différentiel et K un sous corps de L , le groupe de Galois
différentiel G de L sur K est le groupe de tous les automorphismes différentiels
de L qui laissent invariants les éléments de K .

5. EXTENSION DE PICARD -VESSIOT :

Soit L un surcorps différentiel de K , et soit 1’équation différentielle
linéaire homogeéne a coefficient dans K .

dy \" dy \"! d
(1) Dy = (d—i) + an_l(—y) bt al(d—z)+ a,y = 0

Définition II1.5.1 : [3]

On dit que L est une extension de Picard-Vessiot de K pour I’équation (1)
Si:

I. L=K <u, u ,....,, u, > ou uy, Uy ,......, u, sont n solutions de (1)
linéairement indépendantes sur le corps des constantes V de K.

2. Let K ontle méme corps des constantes .
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Théoréme 111.5.2 : [3]

1.Si K est un corps de caractéristique nulle dont le corps des constantes est
algébriquement clos , alors il existe une extension de Picard-Vessiot pour toute
équation différentiel linéaire homogeéne a coefficients dans K .

2. Soit L une extension de Picard-Vessiot de K et ¢ un automorphisme
différentiel de L sur K alors :

¢ (u ;) est nécessairement une combinaison linéaire des (u ;) a coefficient dans V .

Donc le groupe de Galois différentiel de L sur K est isomorphe a un sous
groupe multificatif de GL (n; V).

Théoréme I11.5.3 : [3]

Le groupe de Galois différentiel d’une extension de Picard-Vessiot est un
groupe algébrique linéaire sur le corps des constantes .

Théoréme III.5.4  :[3]

Si Gal ( L/ K) est le groupe de Galois différentiel d’'une extension de
Picard-Vessiot de K alors :

I1 ya une bijection entre ’ensemble de surcorps différentiels M (
KcM c L) et les sous groupes H — Gal ( L/ K ) fermés pour la topologie de

Zariski .

Théoréme I11.5.5 : [3]

Soit K un corps différentiel de caractéristique nulle avec un corps des
constantes V algébriquement clos .
alors :

Toute extension de Picard-Vessiot de K est normale .
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6 . EXTENSION DE PICARD-VESSIOT ASSOCIEE OU SYSTEME
DIFFERENTIEL A:

On considere ici des corps différentiels de caractéristique nulle , et plus
précisément des surcorps différentiels de K ( K= V{x} [X ’1] ), et on notera dans
cette partie L un surcorps différentiel de K.

Si L est un surcorps différentiel de K, et si L ( est un surcorps différentiel
de L , donc a une matrice R a coefficients dans L  , on associe le sous-corps

différentiel L<R >de L ( engendré par les coefficients de R sur K.

Définition 111.6.1:

d
Soit A = (d—) -A ,avec A e End (n; L ). Soit Ly un surcorps
X

différentiel de L tel qu’il existe une solution fondamentale R de A a coefficient
dans L o . On dit que K<R> est une extension de Picard-Vessiot de L
associée a A .

Proposition :

Si Pe GL (n; L) alors I’extension K <R > ne change pas si on remplace
A par A" ; elle ne dépend que de la connexion associée & A .

Théoréme 111.6.2 :

: d :
Soit A= (d—) -A, avec A e End (n; L). Soit L; et L, deux surcorps
X

différentiels de Let L<R;>c L;,L<R,> c L, deux extension de Picard-
Vessiot de L associées a A ; alors :

il existé un L-isomorphisme de corps différentiels :
L<R, > —— L<R, >.

Preuve :(Voir :chap. VI, Proposition 13 p412).
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Lemme I11.6.3:

Soit M un corps différentiel de caractéristique nulle , soient L, et L, deux
surcorps différentiels de M , alors :

Il existe un surcorps différentiel Ly de M contenant a la fois L;et L, .
Preuve : ( Voir [4])
Notation :

Soit L | < L, une inclusion de corps différentiels .
On notera G [ L, : L;] le groupe des L;-automorphismes de corps différentiel
de L2 .

Et on notera L ( A) une extension de Picard-Vessiot de L associée a A

= (i)-A;avecAe End(n;L).
dx

Dans la partie suivante ,cette notation sera réservée a une extension de
Picard - Vessiot contenue dans un surcorps précis de L .

Définition 111.6.4 :

Soit AZ(di)-A ,avecAe End(n;L). G (A)=G[L(A):L]Jestle
X

groupe de Picard - Vessiotde A sur L .

Le groupe de Picard-Vessiot de G( A ) dépend évidemment du choix du
corps de base L, et il ne change pas si on remplace A par A’; avec
pe GL (n;L) (il ne dépend que de la connexion associée a A).

Soient B; et B, deux matrices fondamentales de A dans un surcorps L g
de L ; il existe une unique matrice carrée inversible a coefficients dans V , tel
que B,=B;M et pour un choix d’une matrice fondamentales B et de groupe
de L- automorphisme de corps différentiels de L <B> on peut identifier le
groupe de Picard-Vessiot G (A) a un sous-groupe de GL (n ; V).

e On utilise constamment cette identification dans la suite .
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Soit H un sous-groupe de G (A) , on notera L (H) le sous-corps différentiel
de L (A) formé des éléments invariants par H (Voir KAPLANSKY [2])

Proposition 111.6.5 :

Soit A= (di)-A, avec A€ End(n;L).
X

1. Le groupe de Picard - Vessiotde Asur L(H) (G[L(H) (A); L (H)] )est
I’adhérence au sens de Zariski de H dans GL (n ; V).

2. SiL (H)=L; H est dense au sens de Zariski dans G (A) .
Preuve : (Voir[2] )

Proposition I11.6.6

Soit L < L ( une inclusion de corps différentiels . Soit A = (d—) - A,
X

avec A € End (n ; L) ; alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :
1. L’application naturelle G[ L (A ) ; L o] = G (A) est un isomorphisme .
2. L(G[Lo(A);Lol)=L.

c’ est a dire que le groupe G [L o ( A); L o ] est dense au sens de Zariski
dans G (A).

3. L(A)nLy=L.

Preuve :

Montrons (1) implique (2) :

On suppose que G[Lo(A);Lol=GA) (G(A)=G[LA):L]).

G [Ly (A); L o] est un sous-groupe de G (A); donc L(G [L ¢ (A ); L o] )est le

sous-corps différentiel de L (A), alorsona:

L(G[Lo(A);Lo])=L.
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Montrons (1) implique (3)

SoitEe L(A)nLy;&eLy.
donc § est invariant par le groupe G [L o( A); L] , et comme G
[L o( A); Lol =G (A, donc & est invariant par le groupe G (A) , donc
Ee L.alors:
(1) LA NLycL

Ona:| Lc L,.

et alors :
LcLA).
(2) LcLonL(@).
de (1) et (2) on tire :
LA)NLy=L.

Montrons (3) implique (2) :

On suppose L (A) "L o=Letonpose H=G[L o A); Lol (Hestle
groupe des L (- automorphisme de corps différentiel L ( (A) et L(H) est un
sous corps différentiel de L (A)

Soit§ e L (H)donc: &€ L (A). (1)
et § est invariant par le groupe H, donc e L,  (2)
de(1)'et(2) ona:

Ee LonL(A)

orona:
LonL(A)=L.
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donc
EeL

c’esta dire que H est dense au sens de Zariski dans G (A).

Montrons (2) implique (1) :

On suppose que L (H) = L , donc d’apres la proposition 111.6.5 (2) ; H est
dense au sens de Zariski dans G (A) . alors G [L o(A); L estfermé dans
G (A) ( c’est a dire que c’est un groupe algébrique linéaire ) . Et d’apres le

théorémes I11.5.3 et I11.5.4 ona:

G(A)=GI[Lo(A);Lo].
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CHAPITRE -1V-

CALCUL DU GROUPE DE
PICARD-VESTIOT
ET DE SA FILTARTION GEVREY

1. Notations et définitions :

d A
Soit A = (d—) -A ,avec A € End (n; K) non ramifi¢ . Soit F
X

une solution fondamentale formelle de A :

q; 0
AA
F=B xte? :Q =
0 q,
Soient Iy, ..., I, lesvaleurs propresde L € End(n, V).

A\
L’opérateur A étant fixé . On introduit un corps différentiel formel 3
A A
3 =K<x", ..., x" , e, ..., e™, log x > contenant les

A
coefficients de F .

rl ql

1
On pose: 3=K<x'',....x e, ....,e", logx>.

Définition IV.1.1 :

A A
Le sous-corps différentiel K (F )de 3 engendré par les coefficients de
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AN
F sur K, est une extension de picard-vessiot de K correspondanta A .

A
Onnote K (F)=K (A) (quandil n’y a pas d’ambiguité ) et on définit
AN A

de fagon analogue K(A), Kg(A) et Kg(A)  (s>1).

AN A AN VAN

K (A) le sous-corps de 3 engendré par les coefficient de F sur K, est

VAN

une extension de Picard-Vessiot de K associée a A .

A A AN A
Ks (A) le sous-corps de 3 engendré par les coefficients de F sur Ky,
A
est une extension de Picard-Vessiot de Kg associée a A.
AN A

Ks (A) le sous-corps de 3 engendré par les coefficients de F sur Kg ,
est une extension de Picard-Vessiot de Kg associéea A.

Soit V un germe de secteur ouvert a 1’origine . D’aprés le théoréme
de Cauchy il existe wune solution fondamentale F, sur V

a coefficients dans aA(V); ainsi K(Fy) est une extension de Picard-Vessiot
de K associée a A.

Le lemme III..6.3 assure l’existence d’un surcorps différentiel de K

contenant a la fois 8 et m (V) , et le théoréme III .6.2 montre que les
extensions de Picard-Vessiot K</l;> et K (F,)associ¢ a A sont isomorphes .
Notations :

Nous noterons :

GA)=G[K@A);K].

AN AN

G =G[K(@A): K].

A AN A
Gs(A)=G[KsA); Ks] pours>1.

Gs(A)=G[ Ks(A);Kg] pours>1.
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2. LA FILTRATION GEVREY :

. . . . d
Si L, est un surcorps différentiel de L et si A = (d—) - A, avec
X

A€ End(n;L),donctout Ly-automorphisme de L, (A) conserve L et L (A).
On a donc une application naturelle injective :

G[Ly(A); L] —> G[LA);L]

d
En particulier si A = (d—) - A ,avec A€ End (n; K ),
X

N N

Gs(A)=G[ Kg(A); Kg] s’identifie a un sous-groupe fermé de G (A) .

D’apres la proposition .1.2 on a :

(1) V{x} ¢ Vix}s © VIIxlls © V[[x]]. Vs>
donc :
AN AN
K < Ky < Kg ¢ K, Vs >1
alors :
VAN VAN VAN AN

G[K(@); K] cG[Ks(A); Kslc G[Ks(A);Ks] € G[K(A) ;K] .
On a donc les homomorphismes injectifs :
(2) (A} A — és A) —>Gs(A) —> G (A Vs>1

Deméme Vs, >s;>1,ona:

(3) Vilxllsi © V[[xllsz -

donc :
VAN VAN
4) Ks, c Kg, .
Et alors :
VAN A AN VAN
G [K (A);K ] — G [Kg(A); K g Jest un homomorphisme
injectif .
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On a donc :
G (A)—) ng (A)% GSI (AH GSI (A) %G(A) ,v Sy > S >1.

On obtient ainsi la filtration Gevrey { Gg (A) }s»; du groupe de
Picard-Vessiot G (A).

e Comme Gg (A) est un sous-groupe algébrique de GL ( n; V ) , donc

{ Ggs (A) }ss; est une filtration du groupe algébrique par des sous-groupe
algébriques .

Lemme IV .2.1 :

q1
Soit Q = ; qi€ 1 v[l] (i=1,...,n) ,soit v le rang
X |x
0 q,

1
( sur 9 ) du sous-groupe additif de ‘v’|:—:| engendré par qi, 92 5.ees Qn -
X

Alors :

Le groupe G [ K < e?>; K ] s’identifie a un sous-groupe diagonal (V") "
de GL (n; V) isomorphe a (V") ".

e On notera E = E (Q) = E (A) ( A d’invariant formel Q ) , le groupe
G[K<eQ>;K]estabélien.

Notation :

d
Soit AZ(d—)-A ,avecA e End(n;K), pouri=1,....,1r.
X

On note par G' (A) ( resp Go (A) ) l'adhérence au sens de Zariski du
sous-groupe de GL ( n; V ) engendré par la monodromie formelle M ,
les matrices de Stokes de niveaui' (=1i+l,....,r) etle groupe E (resp M et
les matrices de Stokes de niveaui' =i+1,....,1).
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Notons que Go'(A) est engendré algébriquement par I’image de la
représentation dans GL (n;V) du m(D"; A) restreinte au i-éme cran de
la

filtration F' (1, (D)) .
Les résultats essentiels de ce travail sont les deux théorémes suivants :

Théoréme 1V.2.2 :

d
Soit A=(d—)-A , avec A € End(n;K),non ramifié .
X

Soient k, < .... <k; =k ( End A ) les pentes > 0 ( s’il y en a ) du polygone

de Newton N(EndA);si=1+l;(i=l,....,r).Alors:
i

1. GS(A)=és(A) ; pour tout s > 1.
2. ég(A)Z(A} (A) =Gy ; pour tout s >s, .
3. CA}S(A)=Gi(A) ; pours;<s<s;, (1<i<rl).
4. GS(A)zG"(A)zG(A) : pour 1 <s<s; (1<i<r-1).
5. SoitL'=K < ]31 e ]/?;i > ( notation de théoreme II .4.1)
Alors :

G'(d) = GIL'(4); L'] = Gs(&) (i=1,....1).
Théoréme 1V .2.3 :

d
Soit A=(d—)-A ,avec A € End (n; K), non ramifié .
X

A A
Soient F = B X' €2 une solution fondamentale formelle de A et
AA A A

B = B,.... B, la décomposition naturelle de B ( notation du théoréme I1. 4.1 ).

A A
Soit F = ¢ (F) une somme naturelle de F sur un germe de secteur

ouvert V al’origine au sens du théoréme II .4.1 alors :
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I1 existe un K-isomorphisme de corps différentiels

A
6':K<F>— K<F>
tel que :

( c’est a dire induit sans la sommation naturelle G ) .
[ou K <F> est le sous-corp différentiel du corps des germes méromorphes

m(V) engendré par les coefficients de F sur K ] .

Proposition IV .2.4 :

4 A A

En général L' = K < B, ,.... , B; > n’est pas une extension de
Picard-Vessiot de K , mais est seulement contenu dans une telle extension
( les By , .... , B; sont les solutions d’équation différentielle linéaire

mais on n’a pas rajouté toutes les solutions ) ceci est li¢ au fait que la
filtration Gevrey de G (A) n’est pas normale .

e Nous allons montrer en méme temps les théorémes IV .2.3 et IV .2.4 par
récurrence sur r=r ( End A)et r'=r1' ( End A) . Les outils essentiels vont étre
les théoremes I .3.4 et 1.3.5, le théoréme II .4.1 , les propositions III .6.5 , I
.6.6 et le théoreme III .6.2 .

Considérons d’abord le cas régulier .

Proposition IV .2.5 :

d
(i) Soit A = (d—) -A ,avec A e End (n; K). SiA esta point singulier
X
régulier ( ¢’est a dire k (End A )=0), I’application naturelle :
G(A) — G (A) estun isomorphisme .
(ii) Si A est a point singulier régulier , alors G (A) est I’adhérence

au sens de Zariski du sous-groupe de GL (n; V ) engendré par la
monodromie M .
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Preuve :
AN AN
(1) Soit F = B X" e? une solution fondamentale formelle de A , avec

AN AN
B € GL (n; C {x}), donc F est a coefficient dans S (K (F) c 3 ) .
du lemme IIT .6.3 on tire :

A A
3N KcK ,dnc3 n K =K.

On conclut par la proposition III.6.6 (iii = 1) que :
A A

G[K@A;K]=G[K(A);K] c’est a dire :

GA) = G(A).

(i)  Posons H = {M,},.n . Soit & est invariant par la monodromie M , donc
€ e K, c’est adire K (H) =K et H est dense au sens de Zariski dans G (A) .

Par la proposition III .6.5 on a :
G(A) est I’adhérence au sens de Zariski du sous-groupe de GL (n; V) engendré
par la monodromie M .

Lemme IV .2.5:

Soit I’opérateur différentiel A = (d—) - A , avec A est une matrice carré
X

a coefficient dans le corps L , non ramifier . Soient k , k(End A ) les pentes du
polygone de Newton N(A)et N(EndA)telsque ; k>k(EndA),onpose s

Gs(A)=G»).
Preuve :

La démonstration du lemme IV.2.5 se fait par récurrence sur r (End A )
ou r et le nombre de pente du polygone de Newton .

1°“cas :
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pour 1 ( EndA)=0 (c’esta dire que 'opérateur différentiel A est a points
singulier régulier k(End A)=10).

De la proposition [V .2 .4 on tire :

1) G(A) c Gs(A) < GA) : Vs>1.
Alors :
@) G(A) = G@A) < Gs(A) ; Vs>1.
Donc :

Gs(A) = G (A) Vsl
2 cas :

On suppose r(EndA)>1.
De théoréme II .4.1 on tire :

A
il existe B;e€ GL (n; V{x}s )tel que:

o d dB a0
= Bl Blz__ B_l_ — _1 B
A (A dX ( 1 dX Bl A 1 ))

(3) Al

est méromorphe et admet une décomposition en blocs ( de premier niveau )
tel que :

d 2.
Aj=(, B

avec ,k (End A'j) <k, <k, =k (EndA) etr (EndA';)<r(EndA)
VAN
e Considérons K (A) N Kg:

AN
Ona:K cK<B>
VAN A AN
K(A)ﬁ K5CK<B1>(A) M Ks.
Et comme pour touts; >sona:
N N

KSI D Ks.
Il en résulte :

A A A
K(A)ﬁ K5CK<B1>(A) M KSI-
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N
Par contre dans le corps K<B > (A),ona:

A A A A

Kgn Kg = Kgj(car Bje GL (n; V{x}s1).

Par conséquent :
A A A A A

(1) K@) nKsc K<Bp>(@A) n Kg n Kg

De plus
AN AN |
K<B>(A) =K<B>(A).

( toute extension de Picard-Vessiot ne change pas si on remplace A

par A®'  avec B, € GL ( n; V{xl}s ) et par hypothése de récurrence )

A A A
GAY=G[K<B>(A"Y;K<B>]1=Gg (A) (k;>k, >k (EndA').
On déduit alors de la proposition III .6.6 (1= 111 )

A 7AN A
(2) K<B>(A") n Kg = K<B>,
De (1) et (2) on obtient :

VAN A VAN

(3) K(A)ﬁ KSCK<B1>m Kg
Et comme :

VAN

K<B>cKg;;

Alors :

A A
K(A) M Ksc Kgi ™ KS
Du théoréme I .3.5 (1) on tire :
A
Kgin Kg = K ,pourtouts; >s>1.
A
Alors : KA n Kg c K,

A A
d’ou: KA)n Kg=K (carK ¢ K(A) n Kg).
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Par une nouvelle application de la proposition III .6.6 (iii = 1), on obtient :

Gs(A) =G (A) .

Par le lemme IV .2.5 et la proposition IV .2.4, on obtient :
4 Gs(d) =G(4).

5) G (8) =G (4).

Deplus,ona:

©) G (A) c Gs(A) < Gs(A) <G (A).

De (6) , on tire :

(7) Gs(A) C Gs(A).

De (4) et (6) , on déduit que :

(8) Gs(A) G (A) = G(A) c Gs(A).

de (7) et (8) , on obtient :

Gs(A) = Gs(A).

Pour terminer la démonstration , il reste 2 montrer que Gs (A) = G ' (A) =
GI[L'(A);L'], Vs <s<siy.

. /\ .
pour cela il suffit de montrer que L' (A) N Kg = L' avec :
A A ) A A ) A
L'<B,,...,B>,L""'<B,,...,By> =L"<B,>.
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Vs <s<sjy;,ona:
A A A A A A
%) Ksi € Ks € Kgipet Kgip m Kg = Kgyy

4 A
Considérons L' (A) N K

. A
Ona L' < L'<By;>,
donc :
. A A A
LI(A) ﬁKS (@ L1<Bi+1>(A) M Ks.
A A
c L'<By>A) N Kgy. (d’apres (9)) .
A A A
c L'<Biu> () n Kgan Ks.
Comme A et A™! sont semblables , donc :

A A .
L' <B;> (A) =L'<B;;> (A" ) ( I’extension de Picard-Vessiot ne

change pas si I’on remplace A par A™")

Ona:
AN A A

A A
G(A"™) = Ggiy (A, (A"'=(B,...., Bi) A (B, ..., Bi)).
Par la proposition III .6.6 , on obtient :
A . A A
L'<Bi> (A" N Ky =L'<B >
D’ou:
VAN A A VAN
L'(A) N KscL'<B > (A") N K K.
. A A A
LI(A) M KS cL'<B 1= N KS
. A A
L'(A) N KscKginn Ky,

. A ) A
oo L'<Bj,> est l’extension de L' engendrée par B, , avec
A

Bi.i€ GL (n; Ksiip ) -
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. A

L'(A)nKsc K.
. /\ .
L'(A)nKgc L.

Par une nouvelle application de la proposition III .6.6 (iii = 1), on obtient :

Gs(A)=G'(8), Vs<s<sy.

Lemme IV .2.7 :

Soit A=(di)-A ,avecAe End(n;K).
X

1
Soient k > k ( End A' ) et s = 1+E. Soit V un germe de secteur ouvert de

A

sommet a 1’origine . Soit R une matrice a coefficient dans Kg . Soit o € st

o ¢ Y (R) une direction fixée dans V . Soient K (A") < 3' et

K, (A") € m(V) deux extensions de Picard-Vessiot de K associé¢es a A' ,
Alors :

(i) la somme sur V ( au sens de la k-sommabilité ) dans la direction o fournit
un isomorphisme de corps différentiels .

o, : K<R>— K, (R) prolongeant K—K,

( R étant la somme de R dans la direction o , et 3' le corps différentiel formel
engendré par les coefficients de R ).

(i) Soit ¢: K (A — K, (AH un « K-isomorphisme » de corps
différentiels .

v, K<R> (@AY — K, <R> (A
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prolongeant @ et G', .

Remarque :

Ici aussi il faut éventuellement restreindre v , ou V est un secteur
de bissectrice o et d’ouverture < m/k .

Preuve :

(i) K, (A" est le sous-corps de 72(V) engendré sur K .
A
R est la matrice a coefficient dans le corps des séries k-sommables ; ¢’est a dire

A AN A
K <R > est le sous-corps de K gengendré sur K par les coefficient de R .

Donc , d’aprés le théoréme 1 .3.4 1’application :

oy:K<R>—— K, (R).
est un isomorphisme de corps différentiels .

(ii) D’apres le théoréme IIT .6.2 , les extensions de Picard-Vessiot associées a

A" K (R) et Ky( R) sont isomorphes . Il existe un isomorphisme de corps
différentiels v', ;

v,: K<R>(@A") — K,<R>(A)
o,: K<R> — K,<R>

e [l reste a modifier convenablement v'(s’il ya lieu) pour qu’il prolonge ¢ .
I’isomorphisme V', induit un « K-isomorphisme » de corps différentiels

v,: K@AH) — K, (A

Soit Y: K, (A") — K, (A") l'unique isomorphisme de corps
différentiels rendant commutatif le diagramme :
K, (A"
Uy
K (A" Y
¢
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L’isomorphisme Y est un K,-isomorphisme , donc il définit un élément
du groupe de Galois G [ K, (A , K, ] ( d’aprés le Lemme IV 2 .5 et la
condition k >k (End A")).

On a les isomorphismes :

G [Ky(a), Ks]—> G[K <R > (A K <R>] — G [K () : K
D’ou un isomorphisme :

G[K,<R>(A); K, <R>] — G [K (A") ;K.

ainsi Y se prolonge en un K, <R>-isomorphisme Y" de K, <R> (A') .
On pose y, = Yy V' .

Ona:

K, <R> (A") K, <R> (A")

Wy T
K, <R> (A"

Donc il existe un K-isomorphisme y, qui prolonge ¢ et ¢, .

d
e Revenonsa A= (d—) -A ,avec A € End (n; K) non ramifier .
X

AN AN

d A
Soit A' = (d—) ~A'", F=B,.... B, x"e?, d’aprés le théoréeme II 4.1 il
X

AN
existe B; e End(n;V {x}s ) tel que:
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coad dB " A
A= =AP (AP =SB -SEBTIAB ),
A (A dX ( 1 dX Bl A 1))

soit méromorphe et admette une décomposition en blocs du premier niveau
A'j,a k(EndA'))<k,<k, =k (EndA).

A\ AN
Si B converge, on peut prendre B =1, et il ne se passe rien .

AN A A
Supposons donc B divergente . On va appliquer 2 A' et R = B, une variante

du lemme IV .2.6 (on applique ce lemme aux blocs Alj ).

Supposons donnée une collection @ = (¢; ) de K-isomorphisme de corps
différentiels :
0 K@) —Kv(@a},
on a un isomorphisme de résommation :
AN
o’v:K<B>—Ky<B;>

VAN
(B; est la somme au sens de la k;-sommabilité dans la direction o de B ).

I1 existe donc un isomorphisme unique de corps différentiel :

AN
yy: K<B>(A') - Ky<Bi>(A')
prolongeant @ et o’y .
(Ici B étant solution d’une équation linéaire se prolonge a V) .

Nous allons maintenant utiliser un recouvrement ouvert finit

V = { Vi}i=1, .., p convenable du germe de disque point¢ D* par des
germes des secteurs ouverts de sommet a [’origine , les résultats précédents vont
nous fournir des matrices de Stokes S relatives & la donn¢e préalable de
I’isomorphisme @ :

0: K@) 5Ky,
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on procéde ensuite par récurrence sur r'(End A ) et supposerons @ obtenu lors
que des étapes précédentes de la récurrence . On retrouvera alors les matrices de
Stokes de premier niveau déja définie .

On choisit le recouvrement V de telle sorte que les intersection trois & trois
soient vides et que V; .1 = V; NV soit d’ouverture < m/k; et ne contienne
qu’une ligne singuliere qui en est la bissectrice Bie X (B;) .

On choisit ensuite la direction de sommation o de telle sorte que :

OLj S [Bj-l 5 BJ] (_] = 2,,p ) , 0L E [Bp 5 Bl]

A\
W=V, Kyi=K{, oy’ =0{ Bij=0{(B1).

d’aprés le lemme IV .2.6 on a des isomorphismes de corps différentiels ;:

A
v K<B >(A') 5 K/<B,;>(A") .

prolongeant les isomorphismes de corps différentiels ¢’; et ¢ (d’abord

on suppose @ donnée sur V; et ensuite prolongé analytiquement a
(Va,....., V).
Ona:

A A
K(A) cK<B >(A') =K< B >(A)
Et

AN
Ki(A) cKi'< B ;>A") =K/<B,;>(A).
On déduit des isomorphismes ;, par restriction des K-isomorphismes A, :
At K@A) = Kj'(A).

Par ailleurs le prolongement analytique fournit des K-isomorphismes
des corps différentiels :

Pji:K/(A) > K (d)  j=1,...p-1

Et
P, :Kp'(A) = K/ (A).
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On désigne par Ui (resp :Up ) I'unique isomorphisme de corps différentiel
rendant commutatif le diagramme (j = 1,..., p-1):

[l 7\,j
K (A) > K{(4)
Ui P;
\ \
K (4) Ky (4)
}¥j+ 1

(resp : le diagramme analogue ) .

Les K-isomorphismes Uj sont les isomorphismes de Stokes relatifs a
I’isomorphismes ¢ .

Si on change I’isomorphismes ¢ , les isomorphismes de Stokes sont

modifiés par conjugaison par un élément de G(A")= G ¢ (A).

Un changement de secteur de sommet 1’origine peut transformer un
des isomorphismes de Stokes en un élément de G(A') .

Ainsi le groupe engendré par G(A') et les isomorphismes de Stokes relatifs 4 ¢
ne dépend pas de @ .

Lemme IV .2.7 :

d
Soit AZ(d—)-A ,avec A € End (n; K ), non ramifi¢ .
X

AN
Soit B,€GL(n; V{x}s )et A' =AP" méromorphe admettant la décomposition
en blocs de premier niveau A';.

Soit : ¢ : K(A") — K,(A") un K-isomorphisme de corps différentiels .
Alors :
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(i) les isomorphismes de Stokes U; (j=1,...,p ) de A relatifs a ¢ sont des
¢léments de groupe de Picard-Vessiot G(A) .

(ii) le groupe G(A) est ’adhérence au sens de Zariski du groupe engendré par

Gsi(A) et les isomorphismes de Stokes U; (j=1,...,p ) relatifsa ¢ .

Preuve :

(i) Soit { e K(A) invariant par G g;(A) .
AN VAN AN
On a (e K <Bp>A") et ( est invariant  par le groupe
7AN AN A
G[K<B >(A") ; K<B > 1= Gg(A).

Mais par le théoréme IV 2.2 :
G 51(A1) = G(AI) =G si(Q) .
Ainsi :

A AN
{eK<B >A".
notons :

& =M(8) =wi(%)
A\
(A :K(A) > K (A), v 0 K<B >(A") = K '<B; >(A") ).
A
(Aj=y;) mais larestrictionde y; a K<B > est ¢j:

AN
\Ifj/K<B 1> ZG’J‘ .

Donc & est la somme de { (au sens de la k;-sommabilit¢ ) dans

la direction o .

Remarque :

1 . On notera que le théoréme IV .4.3 n’est pas une conséquence immédiate du
théoréme II .4.1(ii) ; I’application ¢° ( K <F> — K <F>) aurait pu ne pas étre
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définie , le résultat de la sommation d’un élément de K <F> pouvant a priori
dépendre de la maniére dont il est écrit .

2 . On prendre d’ailleurs garde a ne pas sommer dans des directions différentes
les éléments d’un méme niveau ( ce qui pourrait conduire a un résultats faux ) .

d
Soit:AZ(d—)-A ,avec A € End (n; L), non ramifier .
X

AN AN AN
Soit F = B X" ¢? une solution fondamentale de A . Sot F = ¢ (F) une
VAN
somme naturelle de F ( au sens du théoréme II 4.1(ii) ) sur un germe

de secteur ouvert V .

Corollaire 1V .2.8 :

A
Soit G(X,V0,V15--o-sYm)E YV {XHVYo,V15 .0 » Ym ] . Soit F
€ V [[x]] une solution formelle de I’équation différentielle G
VANEVAN VAN
(x,F,F’,.,F™)=0.
Alors :
F est une solution de 1’équation différentielle G (x, F, F’,...., F™) = 0 sur un

germe de secteur ouvert V .
( Conséquence du théoréeme IV .2.3 et de Lemme [V 2.9 infra ) .

Lemme IV 2.9 :

Soit V, un secteur ouvert . Soit k > 0 . Soit ¢ ( x , y, z ) polyndme en
y,z € V" acoefficient dans Ag (Vy) , ou analytique en ( X , y, Z ) au voisinage
de (0,vy0,2 )e V*™ . Supposons qu’il existe y € ( V [[x]]s )" vérifiant

d d
¢<x,y,d—y> =0 (y(0) = yo, -2(0)) =2
X dx

supposons que @( X,y ,ﬂ) € GL(n;V [[x]]s [x'] ).
0z dx

Alors :

il existe y € (Ag(V))", solutionde ¢ (x,y, j—y )=0,avec J(y)=y
X
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Notation :

On note (Kg;,..., Kg;j ) le corps différentiel , engendré par Kgy,..., Kg; .

Proposition IV 2.10 :

d
Soit AZ(d—)-A ,avec A € End (n; K), non ramifier .
X

Soient k< ...<k; les pentes >0 du polygone de Newton N(EndA).
Pour s> s; on désigne par i(s) I’'unique indiceie[1,r] tel que se[s;, si+[
(ie[l,r-1])ousel[s, ,4o=[ . Alors:

1. Kg ('\K(A) c Kg; (s) » S> S .
(et plus précisément KgN K (A) c K <B;,B,, ..., Big> < (Kg;)

2KSmK(A)CK , S28;.
Preuve :

1. Soits >s;, considérons Kg N K (A);
OnaKng(A)CK <B1,....,Bi(s)>

D’apres le théoréeme IV .2.2 :
G® (A)=G[K<By,...., Bisy>(A) ; K<By, ...., Bis)> 1 = Gs (A) .
Et par la proposition III .6.6 on obtient :
K(G®@A)=Ks ; s=>s.
Donc : .
K ( G'® (A)) < Ksigs) -
D’ou:
Ks "K (4) <Ksi)

(cari(s) est I'unique indice tel que i € [s; , oo ) .

2. Sil<s<s;,ona:
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A
Ksn K (A) c K »

et par le théoreme IV .2.2(ii) ,

AN A A
GIK<By,...., Bi(g)>(A);K< By, ...
Et d’apres (i1)
AN A\ A\
G[K<By,...., Bi(s)>(A);K< B, ...

On conclu par la proposition III .6.6 que :
KsnK(A)=K

Corollaire 4-13 :

AN A

. Bi(S)>]:GS(A)-

A A

» Big>1=G(4).

d
Soit AZ(d—)-A ,avec A € End (n; K ), Soient k, < .... <k
X

les pentes >0 ( s’il y en a ) du polygone de Newton ( N End A) de End A .

A A
Soit { e K m K (A), alors & eK ou il existe ie[1, r] unique tel que & e Kg;
et qu’il n’existe pas se]l,s; [ tel que &EeKs. Donc ces conditions ,

on a de plus &eK<Bjy ,...,.Bis>c (Ksy,..., Ksi )
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