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Introduction

Toute courbe elliptique E sur un corps commutatif K posséde une structure de groupe

abélien d’¢lément neutre le point a I’infini O .

Ce groupe est le groupe de MORDELL-WEIL de la courbe elliptique E .

Selon la théorie de la torsion d’un groupe , le groupe abélien E(K) posseéde des sous-groupes de
m-torsion et un sous-groupe de torsion E(K)os .

La structure du groupe E(K) est semblable a la structure du groupe des unités U(K) d’un
corps K : UK)=Z(K)xZ" , ou Z(K) est le sous-groupe des racines de I’unité qui est fini , et r
est ’entier : r =r;+r,-1 ou r; est le nombre des conjugués réels et 2r, celui des conjugués
complexes de K.

Le groupe abélien E(K) est isomorphe au produit de groupes :
E(K) = Z"X E(K)ors
ou r=r(E) =0 estun invariant de la courbe elliptique E .C’est le rang de cette courbe .
Contrairement au groupe U(K) , il n’y a pas de formule donnant le rang r(E) .

Pour les courbes elliptiques définies sur le corps ® des nombres rationnels, la structure du
groupe de torsion est compleétement déterminée par MAZUR cf[13, (a)] .

Plusieurs auteurs ont étudié 1’existence de points d’ordre fini de courbes elliptiques sur des
corps quadratiques et sur des corps cubiques purs ( M.A . KENKU , F MOMOSE cf[7]
KAMIENNY cf[6], STROHER , MULLER , ZIMMER , WILLIAMS et FUNG cf [5],[14] et
[15]).

Nous étudions les groupes de torsion de courbes elliptiques E sur des corps de nombres de

degrés 2 et 3 en suivant les méthodes employées dans [5] et [6] .



Dans le chapitre I, nous décrivons la structure des corps de nombres quadratiques et des

corps de nombres cubiques purs ( anneau des entiers , décomposition des idéaux ) .

Dans le chapitre II, nous exposons quelques éléments de la théorie arithmétique des
courbes elliptiques : structures , loi de groupe abélien , morphismes de courbes elliptiques et la
théorie de la réduction des courbes elliptiques .

Dans le chapitre III, nous étudions la théorie de la torsion sur les groupes de MORDELL-
WEIL de courbes elliptiques .

Nous indiquons la structure des groupes de torsion des courbes elliptiques E sur le corps © des
nombres rationnels et nous étudions le lien avec les nombres congruents .

Le chapitre IV est consacré aux groupes de torsion T(E) des courbes elliptiques sur les
corps quadratiques K= @(\/E) .

Le chapitre V est consacré aux groupes de torsion T(E) des courbes elliptiques E sur des
corps cubiques purs © (3\/5) ; quelques exemples illustrent ce chapitre et montrent qu’un

ordinateur est indispensable pour calculer des points de torsion .



Chapitre 1 Entiers et idéaux d’un corps de nombres

Chapitre 1

Entiers et idéaux d’un corps de nombres

Les courbes elliptiques étant définies sur des corps de nombres , nous commengons par
une description de ces corps .

Dans la théorie des corps de nombres algébriques de degré fini , se trouvent les notions
d’entiers algébriques , de décomposition des idéaux , de valuations .

Un corps des nombres K= (60 ) de degré n admet un élément primitif 6 .

La famille (1, @, ...0"" ) de puissances de 6 est une base du corps K sur le corps O des

nombres rationnels .

1.Corps de nombres quadratiques :

La détermination d’une base d’entiers d’un corps de nombres de degré 2 est précisée par les

résultats suivants :

Théoreme 1 :

Soit un corps quadratique K = O(\ D ), avec D entier rationnel sans facteur carre .

Alors K admet une base d’entiers :

{1, 1"2/5} si D =1modulo 4 , {1, \/B} sinon

Le discriminant du corps K est égal a :
dis(K)=D si D =1 modulo4 , 4DsiD = 2 ou 3=mod 4
Preuve : Cf[1]

Lorsque I’entier rationnel D est congru a 1 modulo 4 , le corps K admet une base normale

d’entiers { @ }.

Le groupe de Galois Ggjo = { S, S *=1d} opére sur cette base par la formule :

S( 1+5/B)=1_5/5 _
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Lorsque ’entier rationnel D satisfait les congruences D = 2 ou 3 =mod 4, le corps K n’admet
pas de base normale d’entiers.
Dans les deux cas , le discriminant dis(K) satisfait les congruences :
D =1mod4 , 4D=0mod 4
Cette propriété du discriminant est valable pour tout corps de nombres de degré n>2 . c’est le
“théoréme de STICKELBERGER cf[12] ”: dis(K)=0 ou 1 mod 4

La structure de I’ensemble Ak des entiers algébriques d’un corps de nombres algébriques
K est décrite par les notions d’anneau , de Z - module et d’ordre :
L’anneau Ak des entiers du corps K est un Z — module libre de rang fini n .On peut trouver alors
n entiers ey, ....... , €n de K tels que : Ax=Ze |+ Zey+....+ Ze,
La famille{ey, ....... , € test une base d’entiers de K .
L’ordre maximal Ak et les ordres non maximaux :
Définition 1:
Un ordre du corps K est un Z- module complet de K qui est un sous anneau de K contenant le

nombre 1 .(Z est ’anneau des entiers rationnels ) .

Dans un corps quadratique K= @(\/B ), I’ordre maximal est le sous-anneau Ak engendré par 1 et
w,avec @=vD siD = 2ou 3=mod4 et @=)(1+/D) siD=1mod 4 .

Les ensembles Of=Z +f Ax sont des ordres non maximaux du corps K de conducteur f.

La décomposition d’un nombre premier rationnel p dans un corps de nombres K= ©(6 ) de degré

n > 2 est de la forme :
pAx= B® ....P& , oules B , ...., P, sontgidéaux premiers de K de norme : Ngo=p”

les degrés f; et les indices de ramification e; pour touti=1, ...... g, satisfont la relation :
eifitefh+. .. +e,fy=n

Théoréme 2 :

Les seuls nombres premiers qui se ramifient dans un corps de nombres K sont les diviseurs
premiers du discriminant du corps K .

Théoréme 3 :

Soient un corps quadratique K de discriminant dis(K)=D et d’ anneau des entiers Ax ; alors :
a) Un nombre premier p admet une décomposition de type :

pAxk=P? avec N(P) = p si et seulement si p divise D

b) Un nombre premier impair p qui ne divise pas le discriminant admet une décomposition de

type :
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pAk=PP'  avec P#P’ et N(P)=N(P’) =p si (3)=1

p

et pAx=P avec N(P)=p’ si [2)2 -1 ; ou (—) est le symbole de LEGENDRE .

» p
¢) le nombre premier 2 admet la décomposition de type :
24x = PP’ avec N(P)=N(P’ )=2 siD =1mod$§
et 2d4x=P  avec N(P) =4 si D=5 mod 8
Preuve : Cf[l]

2. Corps de nombres cubiques purs :

Par définition , un corps de nombres cubique pur est un corps engendré sur le corps © par

. . . 3 N . . . .
un nombre irrationnel cubique :6, =3 ab> , ou a et b sont deux entiers rationnels satisfaisant :

a ,b etab sans facteurs carr¢ et a>b>0 (1)
alors K=0(6,) =0(6,) ou 6, =3a’b ; (2)

Posons 6, =m . Le polyndme minimal de Um est f(x) =x’ —m

Les racines du polyndome f(x) dans C étant 6, ,j 6, et j2(91 et K étant un corps réel , il ne
contient pas tous les conjugués de 6, sur © .

Par suite I’extension K sur ® n’est pas normale , donc pas galoisienne .

D’apres la théorie des extensions de corps de nombres , le corps cubique pur admet une © -
base: 1,0, ,0, ; (3)
tout élément x de K admet une représentation unique :

X =ttt 6,4, 6, avec te ©; (4)
la norme de x vaut :

Nk/o (X) = 3+ ab’>+ 13 a?b-3t, t,tyab (5)
L’ensemble des corps cubiques purs est réparti en 2 classes :

La classe des corps de type I, qui satisfont: a#+bmod9,

La classe des corps de type II , qui satisfont : a=zb mod 9 (6)
Les entiers d’un corps K forment un anneau Ag qui a une structure d’ordre maximal et de Z-

module libre de rang 3 (7)

La structure de I’anneau Ag des entiers est précisée par le :
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Théoreme 4 :

Soit un corps de nombres cubique pur K = 0(6,) = 6(0,) , avec 0, = W et 0, :{/E ,
d’anneau des entiers Ax

1) 7a #1b mod 9 ”implique pour Ax une Z- base {1 , 6, , 0,} .

Alors Ax = 1.Z +6, Z + 0,Z est un Z —module libre de rang 3 .

Le discriminant du corps K vaut : dis(K) = -2 74’ b’

2) La congruence a =2 b mod 9 implique pour Ax une Z- base : {){(1+91+92) ,0,,0,}.
Alors : A =. ){(1+91+92)Z +0, Z + 0, Z est un Z-module de rang 3 .

Le discriminant du corps K vaut dis(K) = -3 a b’
Preuve : cf[3].

La décomposition des nombres rationnels premiers dans K est précisée par le :

Théeoreme 5 :

Soit un corps de nombres cubique pur K = 6(6,) , 6, =3ab’ , d’anneau des entiers Ay .

1) Les nombres premiers p ramifiés dans K sont les diviseurs premiers du nombre 3ab.

a) Sip divise ab , alors il est totalement ramifié :
pAx =P, avec P = idéal premier de norme NP = p

b) Sip=3, ab#0mod3 et a#1bmod?9, alors 3 est totalement ramifié :
34k = P’ , avec P = idéal premier de norme NP = 3

c) Sip=3, ab#0mod3 et a=xbmod?9, alors 3 est ramifié en un idéal P, :

34k = P12 P, , avec P; = idéal premier de norme NP; = 3
2) Les nombres premiers q non ramifiés dans K sont ceux ne divisent pas 3 ab :

a) Siq=-1mod 3, alors q est décomposé dans K :
qAx =P P, avec les normes NP; = q2 et NP;=¢q
b) Si g=1 mod 3 et ab’ est un reste cubique modulo q , alors q est totalement décomposé
dans K : qAx =P; P, P3, avec les normes NP/=qpour i=1,2,3 .
b) Si g=1mod 3 et ab’ n’est pas un reste cubique modulo q , alors q est inerte dans K :
gAx = P, avec la norme NP = ¢’
Preuve : cf [3] .
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Chapitre 11

Théorie arithmétique des courbes elliptiques

Dans ce qui suit nous exposons quelques ¢léments de la théorie arithmétique des courbes

elliptiques : structures, équations, loi de groupe abélien ,..etc.

1.Structures algébriques :

Une courbe elliptique est une cubique plane non singuliere d’équation particuliere :
e 12 _ .3 2
E:yta,xytaz;y=x" +a,x” +a,;x + as (1)

Elle possede une structure de courbe algébrique projective, lisse, irréductible, de genre un.
Elle possede aussi une structure de variété abélienne de dimension I .
Les 5 coefficients a; de I'équation (1) sont des €¢léments d’un corps commutatif K .
Les 2 variables x et y sont racines de 1'équation algébrique (1) . Donc ce sont des éléments d’une
cloture algébrique KM du corps K .
Définition 2:
L’ équation (1) est I’équation de WEIERSTRASS de la courbe elliptique E .
Les notions de courbes lisses , de courbes irréductibles et de courbes projectives se
trouvent dans la théorie des courbes algébriques :
Définition 3:

1) Une courbe algébrique lisse est une courbe qui n’a pas de point singulier .

2) Une courbe algébrique est irréductible si son équation f (x,y)=0 ne se décompose pas en un
produit f; (x,y) f2 (x,y) =f(x,y) de 2 polynomes de degrés =>1.

3)Une courbe elliptique d’équation f{x,y)=0 est projective si ,dans le plan projectif IP*(K)

son équation est homogene de degré 3 .

-)(n-2
4) Le genre d’une courbe plane lisse projective de degré n est l’entier g = W .

2. Transformations d’équations et invariants arithmétiques:

L’équation (1) peut étre transformée en d’autres formes par des changements linéaires

convenables de variables :
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a) Lorsque caract(K) #2 , on élimine les mondmes en xy et en y dans 1’équation (1) par le

changement linéaire de variables :

(Xa}I) (Xal/Z(y_aIX—EB) (2)
On obtient 1’équation :

E :yV=4x+byx>+2bsx +bs (3)
Les coefficients b; sont des polyndmes homogeénes de degré i de I’anneau Z[ay,....,a6 ] :
b2=a21+4azet bs=aja;+2aset b6=a23+4a6 4)

b) Lorsque caract (K)#2,3 , le changement linéaire :

al2 +4a,
12

X=x+ , Y =2y+a x+az (5)

¢limine les mondmes en Xy, en y et en x° dans (1).

On obtient 1I’équation :
E,: Y2=4X'+g X +g; (6)

Les coefficients g ; sont des polyndmes en b; :

1, b, 1 ;
gZZ_Ebz +2b, . g3=2—16—gb2b4+b6 (7)

Les coefficients b; sont les polyndmes définis par les formules (4)
¢) On élimine les termes en x” et le coefficient 4 dans I’équation (3) pour un corps de

caractéristique différente de 2 et 3 avec le changement linéaire de variables :

Gy (xgzbz,ﬁ) ®)

On obtient 1’équation :
Es:y' =x"—27 c4 x- 54 ¢ )
Les coefficients ¢4 et ¢c¢ sont des polyndmes de I’anneau Z [b, ,bs ,bs] homogénes de degré i

cs=by’-24 by et cg =-by+36bybs—216 bg (10)

Par des substitutions linéaires , on peut obtenir d’autres formes d’équations de courbes

elliptiques ; citons :

1)L’équation de WEIERSTRASS courte :  y=x"+Ax+B avec A, Be K (11)
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2)L’équation de LEGENDRE :  y*=x(x-1)(x-A) avec A#0,1 (12)
3)la forme de KUBERT : y*+(1-c)xy —by =x>-bx*  ( b, ceK) (13)
Les coefficients b; et ¢; permettent de définir 2 invariants arithmétiques de la courbe elliptique
E:

Définition 4 -

Pour une courbe elliptique E définie sur un corps K de caract #2, 3, le discriminant de E est

[’éléement du corps K défini par la formule :

A(E) =9b,b,b, —8b°+ —27b% —b*2b,  avec 4 bg=Dbybs-by*; (14)
C’est un polynome de ’anneau Z [b, ,b, ,bs, bs] homogéne de degré 12 .

Le discriminant A(E) s écrit aussi sous la forme :

AE) =(ci-cs7) /1728

qui est un polynoéme de 'anneau : (1/1728) Z [c4 ,c5 ] homogéne de degré 12

Définition 5 :

L’invariant modulaire d’une courbe elliptique E pour caract(K) # 2, 3 est le nombre défini par

la formule :
J(E) =¢;" /A(E) (15)
Ces invariants permettent d’étudier certains aspects des courbes elliptiques .

3. Structure de groupe abélien sur une courbe elliptique :

Une loi de groupe abélien sur ’ensemble E(K) des points K- rationnels de la courbe elliptique E
est définie en prenant le point O = (o , co ) & I’infini comme élément neutre et la propriété

géométrique :

« 3 points colinéaires P; = (x i,y ;) de la courbe elliptique E ont une somme nulle »

P1 + P2 + P3 = OE (ﬁgure 2) (16)

La loi de groupe abélien est la loi de composition :
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E(K)XE(K) —___p E(K)

(P1,Py)———» P, +P; (17)
Le point O g = (e ,00 ) est le point a I’infini dans le plan affine ; il est déterminé par la direction
de I’axe Oy .

Dans le plan projectif IP*(K) , ce point a pour coordonnées O g = (0,1,0 ) .Certains auteurs
I’appellent point neutre , point de base de la courbe elliptique .

Vérifions les axiomes de ce groupe :

L’axiome de I'élément neutre se vérifie au moyen de la régle géométrique :

Le point P+0g est sur la paralléle a Oy passant par P : donc P+0g =P pour tout point P de E .
L’axiome de I’élément symétrique se vérifie au moyen de la régle géométrique :

Zéme

Le symétrique(- P) est le point d’intersection de la courbe elliptique E par la parall¢le a Oy

passant par P : donc P+(-P) =0g  pour tout point P de E
L’axiome de commutativité est vérifi¢ avec la régle géométrique :

La sécante passant par les points P; et P, coincide avec la sécante passant par les points P, et P;

1l en résulte : P;+P,=P,+P; .
L’axiome d’associativité se vérifie en calculant les coordonnées des 4 points P1+P,=M; , M|+P;3 ,

P2+P3 = M2 et P1+M2 .

Les coordonnées du symétrique d’un point, de la somme P;+P, de deux points distincts
P1#tP; , de la somme de deux points confondus P+P = 2P s’obtiennent par la théorie de

I’intersection de la courbe E par une droite convenable .On obtient les résultats suivants :

a. Calcul du symétrique —P d’un point P =(x,y ) :

La relation géométrique P+(-P) =0¢ implique que le symétrique du point P est le 2°™ point
d’intersection de la courbe E par la parall¢le a Oy passant par le point P (figurel)

Les calculs donnent les formules du symétrique :

P=-(x,y)=(x,-y-arx-as) (18)

10
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-P est le symétrique de P

Figure.1
b. Calcul de la somme P;+P, de deux points Pi=(x;,y;), P; #tP;:
La relation géométrique P;+P,+P;=0p implique la somme P; +P, =-P;
Il en résulte que le point Pi+P,=M est le symétrique —P3 = M du 3™ point d’intersection Ps
de la courbe E par la sécante P,P; : (figure 2 )

Les calculs donnent les coordonnées :

Pi+P, =M= (xM 7yM) ;

x, =A +al-a, —x, —x, (19)

yu=—A"=2al+(ar—a’+2xi+ x) A +arar—as+ai(xi+x2)— yi ;

avec A =221
X, — X A
y
P>
P,

>
U )
'P3:P1+P2:M

La somme P,+P, =M

11 Figure.2
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On a donc démontré le :

Théoréme 6:

Soit une courbe elliptique E sur un corps K . Alors |’ensemble :

E(K)= {Pe E,P=(x,y), x,y € Ksatisfaisant a l’équation (1) de E} U{Og }Ymuni de la loi
définie par la formule (17) est un groupe abélien d’éléement neutre le point a [’infini O g = (0,00 )
Définition 6 -

Le groupe des points K- rationnels E(K) est le groupe de MORDELL —WEIL de la courbe
elliptique E .

Sa structure est précisée par le :

ThéorémeT :

Le groupe de MORDELL —WEIL E(K) d’une courbe elliptique E sur un corps commutatif K
est un groupe de type fini .

1l est isomorphe au produit de groupes :

E(K)ZE(K)iprs XZL";

ou E (K) o5 désigne le sous- groupe de torsion de la courbe E

et r(E)=r=0 un entier rationnel.
Preuve : Cf[11]
C’est le théoreme de MORDELL-WEIL des courbes elliptiques et des variétés abéliennes
de dimension 1 .
Définition 7 :

L 'entier naturel r(E) = r du théoreme 7 est le rang de la courbe elliptique E ; c'est le nombre de

geénérateurs de la partie infinie de la courbe elliptique E .

Lorsque le corps de définition d'une courbe elliptique E est un corps fini K, le groupe E(K) des

points K- rationnels de la courbe elliptique E est un groupe fini :
Théoréme 8§ :

Soit une courbe elliptique E définie sur un corps fini K d g éléments , g =p/ et p premier
Alors le groupe abélien E(K) est d'ordre <1+ q + 2\/5

Preuve : cf[18]

Le discriminant A(E) peut étre utilisé pour caractériser les courbes non singulicres .

12



A

Chapitre II: Théorie arithmétique des courbes elliptiques

4.Points singuliers d’une cubique plane :

Soit une cubique plane C sur un corps K et d’équation :

f(x,y)=y> +axy+a,y—x —a,x’ —a,x—a,=0 (1)
Les points singuliers de cette cubique s’obtiennent par la théorie des singularités des courbes
algébriques :

Si le systéme des 3 équations algébriques :

( f(x,»)=0

o ey)=0 U

=0

n’admet pas de solutions ,alors la cubique C est lisse , ¢’est une courbe elliptique .
Si le systéme (2) admet une solution P, = (X, ,Y, ),alors la cubique C est singuli¢re .

Le point singulier P, =( X,,Y, ) , quand il existe , est soit un nceud de la cubique , soit un point

de rebroussement de la cubique.

Théoréme 9 :

On considere une cubique plane C d’équation affine :

fx, )=y’ +axy+a,y—x —a,x’ —a,x—a,=0 (1)
1) Le point a l'infini Oc n’est pas singulier sur la cubique C .

2) ”La cubique C n’a pas de point singulier ” équivaut a”l’invariant discriminant A(C)#0”
Alors la cubique C est une courbe elliptique .

Preuve de ” Le point a 1'infini Oc n’est pas singulier sur la cubique C ”

Le changement de variable : x=X/Z , y=Y/Z

transforme 1’équation (1) en une équation homogene :

Y’ Z+a XYZ+a,YZ-X’ —a,X’Z-a,XZ* —a,Z° =g(X,Y,Z)=0

Posons :f(ﬁ,i):g(X,Y,Z)
zZ Z

Le systeme d’équations (I) et le changement de variables impliquent le systéme de 4 équations

algébriques :

13
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gX,Y,2)=0

2. (X,Y,Z)=0 (1D
2,/ (X,Y,Z)=0

g’ (X,Y,Z)=0

Au point neutre Oc = (eo, o0 ) =( 0,1,0) , on obtient les quatre équations algébriques :

(1) £0,1,0)=0

(2) g(0,1,0) =0 (11T
(3) g,°(0,1,0) =0

(4) g,°(0,1,0)=1 %0

La relation (4) implique que le systeme (III) n’a pas de solution .

On en déduit que le point 0c = (0,1,0) n’est pas un point singulier de la cubique C .

Preuve de ” la cubique C non singuliére ” implique ” le discriminant A(C ) de la cubique C n'est
pas nul ”

Soit une cubique C sur un corps de caractéristique différente de 2 et 3 et d'équation :

C: y2=h(x) =4x3+b2x2 +2byx+bg (1)
L’hypothése ” la cubique C non singuliére ” implique que le polynome h(x) admet 3 racines
distinctes ¢, .
V'=h(x) = 4(-00)(x-0) (x-05) 2)
I1 en résulte que la cubique C est une courbe elliptique 3)
Le discriminant A(C) d'une courbe elliptique C est li¢ au résultant Res (h , h') du polynéme h(x)
et a sa dérivée h' par la formule :

A(C)=d Res (h, h’) pour une certaine constante d 4)
Le polynome h(x) , d'apres (2) admet 3 racines distinctes ¢, , donc son polynome dérivé est de
la forme :

h'(x) =4(x-B1)(x-p2) . (5)
ou les zéros f3; sont distincts des zéros ¢, :

Les formules (2) et (5) impliquent que le résultant Res (h, h') # 0 (6)
(4) et (6) impliquent la valeur du discriminant : A (C) #0

La classification des cubiques planes singuliéres est déterminée par le :

Théoreme 10 :

Soit une cubique plane C d’équation :

y2+a1 xytazy=xzta; x2+a4x+a6

14



Chapitre II: Théorie arithmétique des courbes elliptiques

a coefficients a; dans un corps K .

Soient son discriminant A(C) et son coefficient usuel c4(C)=c4. Alors :

(1) La cubique C admet un nceud si et seulement si A(C)=0 et c4;#0 , et dans ce cas cette
cubique C n’est pas une courbe elliptique .

(2) La cubique C admet un point de rebroussement si et seulement si A(C)=cy4 =0
Preuve de " la cubique C admet un nceud " implique "A (C)=0etcs %0 "

Le théoréme 9 implique ” la cubique C non singuliére ” équivauta “A(C)z0” .
Il en résulte que I’hypothése ” C singuliére ” équivaut a “A(C) =0 ".
Soit une cubique plane C d’équation :
C:y =4 +bx’+2bx+bs = g(x) (1)
L’hypotheése " la cubique C admet un nceud S " implique I’existence de deux tangentes distinctes
a la courbe C au point S.
Les pentes de ces tangentes sont données par la dérivée de 1’équation (1) :
2yy’= 12x’+2bx+2b,
Les pentes des tangentes sont égales a :
. 6x° +b,x +b, _ h(x)
- y oy

2)

L’hypothése ” Les 2 tangentes sont distinctes au nceud S ” implique que le polyndme h(x)
posséde 2 racines distinctes . 3)
La relation (3) implique que le discriminant du polynéme h(x) :

8 (h)=b"-24 by %0 “4)
Or: by’-24by=c4(C) (5)
Les relations (4) et (5) impliquent : ¢4 (C)#0

Preuve de “A(C)=0 et c4(C) # 0” implique ” La cubique C admet un ncecud”

Soit une cubique plane C d’équation (1)

L’hypothese A(C)=0 implique que C est singuliére .

Le point singulier de C est soit un nceud , soit un point de rebroussement .

La dérivée partielle g’(x) = 12x°+2b,x+2b, est un polynéme quadratique de discriminant :
d=c4(C) (6)
I’hypotheése c4(C) # 0 et la relation (6) impliquent que le polyndme g’(x) admet deux racines
différentes .

II en résulte deux tangentes distinctes a la cubique C au point singulier ; donc ce point est noeud .

15
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Preuve de " la cubique C admet un point de rebroussement " implique "A (C) =c4=0"

L’hypotheése " la cubique C admet un point de rebroussement R" implique I’existence de deux
tangentes confondues a la courbe C au point R .

Les pentes de ces tangentes sont les racines du polynome h(x) défini dans (2) :

L’hypothése ” L’existence de 2 tangentes confondues au point de rebroussement R ” implique
que le polyndéme h(x) possede une racine double (7)

La relation (7) entraine le discriminant & (h) du polyndme h(x) est nul .

Il en résulte c4=0.

Preuve de “"A(C)=cs=0" implique ” La cubique C admet un point de rebroussement ”
I’hypothése c4(C) = 0 et la relation (6) impliquent que le polyndme g’(x) admet une racine
double .

Il en résulte deux tangentes confondues a la cubique C au point singulier .

Cela implique que ce point est point de rebroussement .

Exemples :
1.Cubique plane non singuliére '"C’est une courbe elliptique" :
Soit la cubique plane E sur ® , d’équation :
E:y2+xy+y=x3+x2-3x+1
Les calculs donnent les coefficients b; :b, =5 ,bs=-5 ,bs=5 etbg=0 etle discriminant
A(E) = -800=-2° 52 £ 0, cela implique que cette cubique est une courbe elliptique .

La valeur A(E) < 0 implique la forme particuli¢re de la courbe en une seule branche .

-4
Figure 3. i \
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2.Cubique plane avec un neeud ” : ce n’est pas une courbe elliptique ” :

Soit une cubique plane d’équation de WEIERSTRASS courte de la forme :
E: y=x-12x+16€ O[x,y]
Les calculs donnent : le discriminant A(E) = -16 (- 4 x12°+27x16% ) =0
I1 en résulte que cette cubique plane est singuliére .
Déterminons la nature de la singularité de la cubique E ; pour cela calculons le coefficient usuel
Ca:
Les calculs donnent : ¢4 = - 48(-12) =576 #0
Le théoréme 10 implique que la cubique E admet un nceud S .
Déterminons les coordonnées du point S :
Posons : f(x,y)=y> —x> +12x—-16=0
Par définition le point S est solution du systéme de 3 équations algébriques :
S(x,y=0
£ (x,y)==3x>+12=0
[, (x,y)=2y=0
Les calculs donnent : S=(2,0)
I en résulte que la courbe algébrique E posséde un nceud au point (2, 0).

Pour la représentation géométrique , nous utilisons les points :

x,y)=(-4,0),(0,-4),(0,4),(2,0) etlelogiciel ‘Maple *

A
f’fﬁﬁ_—_ﬂﬂ\z .""llll.
_I,F'fr 4 : -~ l.
U N
i 27 ., e
| NN
4 -2 U =N 4
PN
l\ -2 -~ \
kY ,//
\"-\ “4«? \""-.
\\\'\—\__,—'—"'_F = H'-.

Figure 4
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3.Cubique plane avec un point de rebroussement ”: ce n’est pas une courbe
elliptique ”

Considérons la cubique plane E sur © , d’équation :

E:y'=x>+3x*3x + 1 )
Les calculs donnent les invariants : by=12 ,bs=6 ,bs=4, le discriminant A(E) =0 et le
coefficient usuel ¢4 =0

Il en résulte que la cubique plane d’équation (2) est une cubique singuliére qui posséde un point
de rebroussement .

Le polynome g(x) = x> +3 x*+3x + 1 est une identité algébrique ; c'est (x+1)° .

E:p’=(x+1)’°

Nous en déduisons que la cubique E posséde un point de rebroussement de coordonnées (-1,0) .

Pour la construction géométrique , nous utilisons les points :

(-1,0),(0,-1),(0, 1) etlelogiciel ‘Maple' .

A
.-"ff’
3-"5 -1 __f_,.,f"'
_H__,_-"’
—
.,-—"’F-f }{
s 1 2 3 4
H_ED“:E >
] —
"“\-\,_M\
-5 1 \
] MHR\\
10 e
Figure 5
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Les morphismes de courbes elliptiques peuvent étre des endomorphismes , des

isomorphismes ,des automorphismes , des translations ou des isogénies.
Nous nous intéressons aux isomorphismes , aux endomorphismes et aux isogénies de deux

courbes elliptiques sur un corps K .

S.Isomorphismes de courbes elliptiques E et E’ :

Soit deux courbe elliptiques E et E’ sur un corps K .

Soit I’application f: E(K) » E°(K)

x.y) _>(u2x+r,u3y+su2x+t) (1)
de groupes de MORDELL - WEIL .

avec :ueK'etr,s,te K.

I’application f est un isomorphisme de courbes elliptiques E et E’sur K .

Cette application vérifie les relations d’isomorphisme de groupes abéliens .

f(0g)=0g-, ou Og = point neutre de la courbe E et Og-= point neutre de la courbe E’

f(P,+Py) = f(P,)+f(P,)  pour tout couple (P, P,) de points de la courbe elliptique E .

Cette application transforme 1’équation de la courbe E :

E.'y2+a1xy+a3y=x3 +a2x2+a4x+a6 avec a; € K 2)
en I’équation de la courbe elliptique E’ :

E’.'y2+a’1xy+a’3y =5 Jra’gx2 +a’yx+ta’s avec a’;€ K 3)
Les calculs donnent les relations entre :

a) Les coefficients ajeta’;:

ua',=a, +2s

u'a', =a,—sa, +3r—s’

wa',=a, +ra, +2t
u4a'4 =a, —sa, +2ra, — (t+rs)a, +3r% = 2st @

6 v _ 2 3_ _2_
uags=ay,+ra,+ra, +r —ta, —t" —ria,

b) Les coefficients b; et b’;:
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u’b, =b, +12r

u'b, =b, +rb, +6r*

u6b6' =b,2rb, +1r’b, +4r°

u'bs = b, +3rb, +3r’b, + b, + 3r*
c)Les coefficients cjet c’;:

uc,=c, et u’c' =c,

d) Les discriminants A (E) et A (E’)
uA(E") = A(E)

e) Les invariants modulaires j(E) et j(E’) :

J(E”) = J(E)

()

(6)

(7)

®)

La relation (8) implique un critére de reconnaissance de 2 courbes elliptiques isomorphes E et

E’ sur un corps K ; elle détermine la classe des courbes elliptiques isomorphes a une courbe

elliptique donnée .

Théoreme 11 :

Deux courbes elliptiques E et E’ sur un corps K sont isomorphes sur une cloture algébrique du

corps K si et seulement si elles ont des invariants modulaires égaux
JE)=J(E)

Preuve de “E et E’ isomorphes ” implique ” j(E) =j(E’ ) ”

Soient deux courbes elliptiques E et E” isomorphes sur un corps K .
Leurs équations sont de la forme :

E: y2+31 Xytazy= x° +a, X2+ as X + ag avec A(E) #0
E: y2+a’1 Xyta's3y= X +ah x> tayx +a' avec A(E") #0

Les relations entre les coefficients a ; et a’; sont celles des formules (4) .

Les formules (8) précédentes impliquent que les invariants modulaires sont égaux.

Preuve de ”j(E) =j(E’) ” implique ” E et E’ isomorphes ”

20
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Soient un corps K de caractéristique #2,3 , deux courbes elliptiques E et E’sur K ; d’invariants

modulaires égaux JE)=(E) 3)
Prenons les équations des courbes sous la forme courte :

E: y2= X+ ax + ag avec 4a;+27as’ #0 4)
E’: y2= x3+a4 x+ags’ avec 4a ’43+27a ’62 Z0 (5)

La formule qui donne I’invariant modulaire j d’une courbe elliptique E est :

j= i’ AE) (6)

Les calculs donnent les valeurs de c4 et du discriminant

cy=-48a; et A(E)=-16(4a,’+27as’) (7)
L’hypothese (3) , les formules (6) et (7) impliquent 1’égalité :

asag’’=a’s’ a5 )
Il'ya 3 cas possibles suivant les valeurs j =0, =1728 et j#0,j#1728.

Pour j=0, la formule (7) donne les valeurs :

as=0, A(E)20 , ag #0 , as’=0 et 2’60 9)
Il en résulte I’existence d’un élément nonnul u du corps K tel que : ag=u’a’s (10)
Les formules liant les coefficients ag et a’s de deux courbes elliptiques isomorphes et (10)

impliquent les formules d’isomorphismes des courbes E et E’ :
Ve

(x,y) —p (w'x,u'y) avec u:(—f] (11)
as

Pour j=1728 , les formules (6) et (7) donnent les valeurs :

as 70, a,’#0 , ag= ag’=0 (12)
(12) implique I’existence d’un élément non nul u du corps K tel que :
a4=u4a’4 (13)
Les formules liant les coefficients a4 et a’4 de deux courbes elliptiques isomorphes et (13)

A
impliquent les formules d’isomorphismes données dans (11) avec u = (i)
Pour j #0,1728 , les formules (6) et (7) donnent les valeurs :
azag20 eta’sa’¢20 (14)
(14) implique les valeurs :  as#0 , ag#0 , a’s#0 et a’¢ 20 (15)
On en déduit I’existence d’un élément non nul u du corps K tel que :

a6=u6a’6 et a4=u4a’4 (16)
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Les formules liant les coefficients a; et a’y ,ageta’s de deux courbes elliptiques isomorphes et

(16) impliquent les formes d’isomorphismes :

/4 /6
(x,y) —» (u’x,u’y) avec uz(a—4J =(a—6)

Exemple :

Considérons les deux courbes elliptiques définies sur un corps K de caractéristique différente de
2 , d’équations :

E: y2= X* +4x*+2x  avec A(E) =2° %0

E’:y’=x’-8x™+8x avec A(E)=2" %0

Les coefficients a; eta’;: a, =a, =a',=a'y,=0, a,=4,a,=2 ,a',=-8 et a',=8 (1)
Les calculs donnent des invariants modulaires égaux : j(E) =j(E”) = 8000

Le théoréme 11 implique que les courbe elliptiques E et E’ sont isomorphes sur une cloture
algébrique du corps K .

Cherchons une formule d’isomorphisme des courbes elliptiques E et E’.

Les formules générales d’isomorphismes des courbes elliptiques E et E’ ont été données au
deébut de ce paragraphe par :

fu,r’s’t(x,y)z(u2x+r,u3y+su2x+t) (2)
avec:ueK'etr,s,te K.

En utilisant les formules (4) du paragraphe 5 , les calculs donnent : s =t =0 3)

Et la relation entre les coefficients a; et a’;:

u’(-8)=2+3r 4)
u*8=2+8r+3s’ (5)
r’+4r* +2r=0 =h(r) (6)

La relation (6) implique que : r =0 est une racine du polynome h(r) de degré 3 enr .
Pour la valeur r = 0, la formule (4) devient :

u’(-8)=2

Cela entrainent les deux valeurs de u:

p=t

NE)

Pour la valeur u = b , les relations (2) , (3) donnent I’isomorphisme :

-
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f: E —» F

x.y) —> (—%x,

L,
=2’

Les 2 courbes elliptiques sont isomorphes sur le corps quadratique imaginaire ©(v-2 ) .

6.Endomorphismes et isogénies de courbes elliptiques :

Définition 8:

Un endomorphisme d'une courbe elliptique E est un homomorphisme du groupe abélien E(K)
L'ensemble des endomorphismes d'une courbe elliptique E sur K est un anneau noté Endg(E) .
Cet anneau est integre de caracteristique 0, il est donc isomorphe a l'anneau des entiers

rationnels Z ou a un anneau contenant Z .

Définition 9 :
Une courbe elliptique dont l'anneau des endomorphismes Endy(E) contient l'anneau des entiers

rationnels Z est une courbe elliptique a multiplication complexe .

Exemples:

1) Toute courbe elliptique sur un corps fini a une multiplication complexe .
2) Une courbe elliptique sur un corps quadratique imaginaire @(+- p ) est a multiplication
complexe , I'anneau des endomorphismes Endg(E) est isomorphe a 'anneau des entiers du

corps quadratique imaginaire ©(+- ) ou a un ordre de cet anneau .
SHIMURA cf[17] a défini la notion d’isogénie de courbes elliptiques comme suit :

Définition 10 :

Soient deux courbes elliptiques E; et E, sur un méme corps K d’éléments neutres 0; et 0, .
Une isogénie de courbes elliptiques est un morphisme de groupes de MORDELL-WEIL:
g: E(K) —» ExK)

satisfaisant les relations :

1) g(01)=0;;

2) g(P1+P2)=g(P;)+g(P2) pour tous les points P;de E ;

3) le noyau g’ (0,) est un sous groupe fini du groupe E;

4) g(E;)=E, pour toute isogénie non nulle (g est surjective )

Définition 11 :

Le degré de l'isogénie g est égal al’ordre de son noyau .
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A chaque isogénie g: E; —— E> , on peut associer 1’ application
g :E; —p E; ,déterminée par le :

Theoreme 12 :

Soit une isogenie de degré m de courbes elliptiques :

g Ei(K) —» ExK)

Alors il existe une isogénie unique :
§:ExK)—p Ei(K)
dont les composées : gog: Ej(K) ——» E;(K) et go g : Ex(K) ——» Ey(K)

sont les multiplications mg par l'entier m sur les courbes E; et E, respectivement .
Preuve : Cf[18], théoréme 6.1 page 84.

Définition 12 :

Cette application g:E, ———» E; est l'isogénie duale de l’isogénie g .

En particulier, la multiplication sur une courbe elliptique E par un entier rationnel m est une

isogénie de cette courbe elliptique définie par :

P+P+............ P (mfois ) si m>0
mP = < (-P)+(-P)+...... (-P)  (-mfois) sim<0

Og si m=0
Cette multiplication satisfait les relations :
mg (P1+P;) = mg (Py)+ mg (P2) et mg(Og) = mg(Og) pour tout points P; de E .
Sim > 0, noyau de cette isogénie mg est le sous groupe de m- torsion de la courbe elliptique E :
mg "' (0g) = {PE , mP= 0z }= E(K)[m]

L’application " multiplication par un entier rationnel m" est un outil trés efficace dans la

détermination des sous groupes de m- torsion .
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Théoreme 13:

La multiplication mg sur une courbe elliptique E est une isogénie de degré m’

Preuve : cf[18 ] et [2], corollaire du lemme 7.2, p 215 .

Dans I’ensemble des courbes elliptiques E , la relation d’isogénie satisfait les relations :
1) Eestisogénea E
2) E,estisogéne a E, implique E, estisogeéne a E;
3) E,estisogene a E, et E, estisogene a E; implique E; est isogéne a E; .

Donc c’est une relation d’équivalence sur I’ensemble des courbes elliptiques sur un corps K .

Pour les courbes elliptiques sur le corps des nombres rationnels ©® ,VELU a donné des
formules d’isogénies [ Compte Rendus de 1’ Académie des sciences PARIS , série A (1971),

t273, p238-241].

7.Valuations d’un corps de nombres :

La théorie des réductions d’une courbe elliptique E sur un corps K , repose sur la théorie

des valuations d'un corps .

Définition 13 :

Une valuation sur un corps K est une fonction v:K— IR.

a valeurs réelles positives qui satisfait aux trois axiomes :

(VAL 1) v(x) >0 pour tout élément x non nul de K et v(x)=0 équivaut a x=0

(VAL 2) v(x.y)=v(x).v(y) pour tous les éléments x,y de K

(VAL 3) v(x+y)< v(x)+V(y) pour tous les éléments x,y de K .

Cet axiome (VAL 3) est appelé [’axiome de l’inégalité triangulaire , il peut étre le remplacé par :
(VAL 3°) Il existe une constante réelle C2>1 telle que :

v(x)< I implique v(I+x) <C

L’axiome (VAL 3) peut étre remplacé par un axiome plus fort :

(VAL 4) v(x+ty)<max {v(x) ,V(y) }

Cet axiome implique la propriété : v(x)< 1 implique v(1+x) < 1

Les valuations d’un corps sont réparties dans deux sous ensembles :
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Les valuations non- archimédiennes qui satisfont : v(x)< 1 implique v(1+x) < 1

Les valuations archimédiennes qui satisfont : v(x)< 1 implique v(1+x) <2

Exemples

1. La valuation triviale v satisfait: v(x )=Isix#0etv(x)=0six=0.

2. La valeur absolue sur le corps des nombres réels IR , v(x ) = max{x ,-x } et la valuation sur le

corps des nombres complexes C, v(at+ib ) =_/a2+b? sont des valuation archimédiennes .
Chaque valuation v d’un corps K définit une structure topologique sur ce corps :

Théoréme 14:

Une valuation v d’un corps K détermine sur ce corps une topologie de HAUSDORFF.
Pour chaque élément a de K , un systeme fondamental de voisinages de a est formé par
l’ensemble U(a, €) = { xeK ; V(a-x)< €, € est un nombre réel positif } .

Preuve : C{[20] , proposition 1.1.2

Sur I’ensemble des valuations d’un corps , on définit une relation d’équivalence :

Définition 14 :

Deux valuations non triviales v; et v, sur un corps K sont équivalentes si elles satisfont [ 'une
des conditions suivantes :
vy (x) <1 implique v, (x) <1 ;
vy (x) >1 implique v> (x) >1 ;
vy (x) =1 implique v; (x) =1
Les valuations équivalentes sont déterminées par le :
Théoréme 15:
Deux valuations v; et v, d’un corps K sont équivalentes si elles satisfont la relation :
Vi =Vy" pour un certain nombre réel s > (0
Preuve : Cf[20]
Cette relation d’équivalence permet de définir les diviseurs premiers d’un corps :

Définition 15 :

Toute classe d’équivalence d’une valuation v d’ un corps est un diviseur premier de ce corps

Il en résulte que les valuations non triviales d’un corps K sont groupées en un ensemble V,
des valuations non - archimédiennes non équivalentes et en un ensemble V.. des valuations
archimédiennes non équivalentes , de sorte que I’ensemble des valuations d’un corps K est :

VAL(K)=V, Y V.
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Pour le calcul des valuations sur un corps K , il y a des théorémes d’approximation :
Théoréme 16:
Soit un ensemble v; ,... v, de valuations inéquivalentes et non triviales d'un corps K .Alors:
1) 1l existe un élément x dans K tel que : v; (x) >I et v, (x) <1 pour t=2,3....n.
2) Pour tout nombre réel positif a et pour tous nombres x;, x; ,.....x, de K, il existe un nombre
btelque: v, (b—x;)<a pourt=I2..... n
Le calcul de la valuation d’une somme se fait avec le :
Théoréme 17:
Soit une valuation non archimédienne v d’un corps K . Alors :

1) v(a + b)< max{v(a), v(b) }

2) v(a;)>Vv(a) pour i=2,3, ..n implique Vv (a;+a+...... +a,) =V (a;)

Pour un diviseur premier P non archimédien d’un corps K , on associe a un représentant v

de cette classe des sous ensembles particuliers du corps K
Ay={xeK ;Vv(x)<1}, anneau de la valuation v de K = anneau des v- entiers de K .
Py={xeK ;v (x)<1},idéal v- premier de K
Uy={xe K ;v (x)=1}, groupe des v -unités .
et K= A, /P, le corps résiduel du corps K env .
Définitions 16 :

a) L’application canonique : f:A,— A,/ P, est une placede K en v .

b) A chaque valuation non archimédienne v sur un corps K , on associe la fonction ¢ appelée
valuation exponentielle sur le corps K de valeur :

¢ (x) =-logVv (x) pour tout élément x du corps K .

Cela implique la relation : v(x) = exp (-@ (x) ) qui justifie le nom de valuation exponentielle
Alors les axiomes des valuations exponentielles ¢ deviennent :

(VAL' 1) @ (x)=+c0 équivaut a x=0

(VAL'2) @ (x y)= @ (x)+ @ (v) pour tous les éléments x, y de K

(VAL' 3) @ (x+y)= min{Q(x), ¢ (v)} pour tous les éléments x,y de K

A toute valuation non —archimédienne ¢ on associe les sous ensembles du corps K :
A,={xeK, ¢ (x) 20 }, anneau des ¢- entiers de K .

M, ={xeK, ¢ (x)>0 } , idéal maximal en ¢ de K .

Ue={xeK, ¢ (x) =0}, groupe des @- unités .
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L’ensemble quotient : Ay/ My = K ¢ est le corps résiduel du corps K en @ .

Cette valuation ¢ : K— IR détermine un homomorphisme du groupe multiplicatif K*
dans le groupe additif 3. .
La valuation @ est discrete si le groupe des valeurs (K*) ={ v (a) ,acK avec a#0 } estun
ensemble discret .
Dans ce cas I’anneau A, est un anneau de valuation discrete .
Définition 17:
Un anneau de valuation discréte est un anneau principal A qui admet un seul idéal premier
non nul P ; alors cet idéal premier admet un générateur w appelé uniformisante de P ; il en
résulte: P=mA

Tout anneau A de valuation discréte est un anneau de DEDEKIND . Alors 1’idéal premier

non nul P est maximal .
Exemples :

1. Les valuations p-adiques associées a un nombre premier p

Tout nombre rationnel x posséde une décomposition unique :
x=p'a/b ou aetb sont des entiers rationnels premiers apetreZ .
La fonction v, : © p L U{teo} .

de valeur vp(x)=r estune valuation appelée valuation p- adique du corps © des nombres
rationnels .C’est une valuation non archimédienne discrete .

2. Soient un corps de nombres algébriques K et son anneau des entiers Ak .

D’apres la théorie des nombres , cet anneau est un anneau de DEDEKIND .

La théorie des anneaux de DEDEKIND montre que tout idéal non nul I de I’anneau Ak se

décompose de maniere unique en produit d’idéaux premiers sous la forme :

I=P°P>--.-P"

Les exposant €;,¢€3,.......... ,&; sont les indices de ramification de 1’idéal I en I’idéal premier P;

L’idéal I est principal ; il admet un générateur x : I=x Ax pour tout idéal premier P de

I’anneau Ak ; I’application :
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A 7 \U{+oo
K {teo }

> . o I
X Vp (X) = € est une valuation non - archimédienne discreéte .

Chaque valuation possede des prolongements :

Définition 18 :

Soient un corps K muni d’'une valuation non archimédienne discréte v et une extension finie L
de K et le groupe des valeurs V(K *) de vdans IR .

1) Soit un prolongement w de la valuation v a L et le groupe des valeurs w(L") de w dans IR
Alors ’ordre du groupe quotient : e, =[ w(L’) : v(K') ] est lindice de ramification du
prolongement wa L .

2) Soit le corps résiduel K s du corps K en v et le corps résiduel L s du corps Len v.

Alors la dimension f, = [ K ¢ : L o5 ] est le degré résiduel de la valuation v .

Les entiers naturels e, et f sont liés par I’inégalité¢ : e, fy<n=[L:K]

8. Réduction d’une courbe elliptique en une valuation non

archimédienne discrete v :

Dans la suite le symbole VNAD désigne une valuation non archimédienne discrete .
Définition 19:

Soit une courbe elliptique E de discriminant A(E) sur un corps K muni d'une VNAD v .
Une équation de WEIERSTRASS de E est minimale en v si la valuation des coefficients a; :
V(a)=0et v (A(E))20 et si la valuation de l'invariant discriminant V(A(E))) a une valeur
minimale .

Les formules d’isomorphismes de deux courbes elliptiques E et E’ permettent de caractériser
I’équation minimale par le :

Théoreme 18 :

Soient une VNAD sur un corps K et une courbe elliptique E sur K .
Une équation de WEIERSTRASS de E est minimale en v si l'une des trois relations est
satisfaite : (1) v(a;)=0 et v (AE))<I2

(2) v(a)=20 et Vv (cy)<4

(3) v(a)=>0 et v (cs))<6

ou cy(E)=cy et cs(E)=cs désignent des coefficients usuels de l'équation de E
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Preuve :

Soit une courbe elliptique E sur un corps K d’équation de WEIERSTRASS :
E:y2+a1 xXy+tazy =5 Jragx2 +ayx +as avec a; € K

Cette application est unique a isomorphisme prés .

I’isomorphisme défini au § 5 transforme 1’équation (1) de E en une équation :
y2+a’1xy+a’3y =5 +a’2x2 +a’sxta’s avec a’;€ K

I’isomorphisme défini au § 5 implique les relations entre :

Les coefficients ¢ ;et ¢’;:

40 _ 6 v _
uc,=c, et uci=cg

Les discriminants A et A’ :
A=ul2 A°
L’équation de E est minimale si v(a;)>0 et v (A(E)) est minimale
La relations (4) et (5) impliquent que I’équation de E est minimale si v(a;)=0 et v (A(E))< 12.
La relations (3) et (5) impliquent que I’équation de E est minimale si v(a;)=0 et ( v (c4))< 4 ou

V(ce)<6).

Définition 20:

Soient une courbe elliptique sur un corps K muni d’'une VNAD v , [’anneau A, de la
valuation v , l’idéal maximal M, associé , une uniformisante t de K et le corps des classes
residuelles K,s; = Av/ M,, .

La réduction modulo la valuation v ( ou modulo 'uniformisante w ) de la courbe elliptique E

est lapplication qui a tout point P € E (K) associe son point réduit P€ E (Kyus)

EK) —— E (K

P=(x,y)—P»P=(%7) ou X=x modulom et y=ymoduloT
La réduction modulo la valuation v transforme une courbe elliptique E d’équation :
E: y2+a1 xXytaz;y= X tar X’ +asx +ag , a; €K , point neutre Of .
en une courbe réduite £ d’équation
E:y+aX¥y+a,y=%"+a,x*+a,x+a, ,a ek, depointneutre 0;

La réduction modulo une VNAD v, permet de définir deux sous-groupes du groupe E(K) :

Le sous -groupe des points de la courbe E de réduction non singuliére :
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Eo(K)= {PeE(K) :Pe Ens (K,) } quiestun groupe d'indice fini de E(K)
et le noyau de I’application réduction modulo la VNAD v :
Ei(K) ={P€E(K): P=0, }

La classification des réductions des courbes elliptiques est précisée par la :

Définition 21 :

Soient une courbe elliptique sur un corps K , une VNAD vV et la courbe réduite Eenv.

1) la courbe E a une bonne réduction en vsi E est non singuliere . Donc E est une courbe
elliptique .

2) la courbe E a une mauvaise réduction en v si E est singuliére ; alors E n’est pas une courbe
elliptique . On désigne par E , la partie non singuliére de E .

la mauvaise réduction est :

a) multiplicative si la courbe réduite E posséde un noeud.

b) additive si la courbe réduite E posséde un point de rebroussement .

Une bonne réduction est une réduction stable. Une réduction multiplicative est une réduction
semi- stable .Une réduction additive est une réduction instable.

La nature de la réduction env d’une courbe elliptique est déterminée par le :

Théoreme 19 :

Soit une courbe elliptique E sur un corps K muni d’une valuation non archimédienne discrete v
d’équation de WEIERSTRASS de E minimale et de discriminant A(E) , de coefficient usuel
cy(E)=cy . Alors :

a) E a une bonne réduction en v si et seulement si V(A(E))=0

b) E a une réduction multiplicative en v si et seulement si V(A(E))>0 et v(c4)=0.

¢) E a une réduction additive en v si et seulement si V(A(E))>0 et v(c, )>0

Preuve de ” E a une bonne réduction en v ” implique ” v(A(E)) =0 ”

Soit une courbe elliptique E sur un corps K de discriminant A(E)

Alors A(E) #0 .
Soit la courbe réduite E de la courbe elliptique Een v .

L’hypothése ” E a une bonne réduction en v ” implique que la courbe réduite E sur K est une
courbe elliptique .

I1 en résulte que le discriminant A(E ) de E est non nul .
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A la valuation non archimédienne v sur le corps de base K de la courbe elliptique correspond un
nombre premier p ; les valuations v(a) des nombres a premiers a p ont une valeur nulle .
Pour une telle valuation v, v (A(E) ) =0
Pour la preuve de (a) et (b) , on applique le théoréme 10 a la courbe réduite de la courbe
elliptique E modulo la valuation v .
Réduction d’une courbe elliptique sur le corps © en une valuation p —adique :
Soit une courbe elliptique sur O :
E:y2+a1xy+a3y=x3 +a2x2+a4x+a6 (1)
La réduction de E en une valuation p —adique est I’application :
N < G | E —  »E
de valeur : v, (a)= a = classe de amod p 2)

I’équation réduite modulo p de la courbe réduite E en v, est de la forme :

E :V+Gixy+@y =x+adx"+ i x+ d 3)
Par définition le discriminant A(E) n’est pas nul ; mais le discriminant de la courbe réduite est
soit A(E) =0 soit A(E);-‘O .

Trois cas se présentent :

A(E) #0; la réduction de E modulo p est bonne .

A E )=0et Cs (E)#0; la réduction est multiplicative .

AE)= ¢ (E)= 0 ; la réduction est additive .

Exemple:

1. Soit une courbe elliptique E d'équation :
E: y=x’+11x*+11x

Ses invariant valent : A (E)=2*x7 x11° et c4(E)=2" x 11

Le théoréme 19 implique que la courbe elliptique E a une réduction multiplicative en la
valuation V7, une réduction additive en les valuations v, et v;; et une bonne réduction en les
valuations v, pour les nombres premiers p#2, 7 et 11

Les qualificatifs de réductions multiplicatives et additives sont liées au :

32



Chapitre II: Théorie arithmétique des courbes elliptiques

Corollaire 1 :

Soient un corps K muni d’une VNAD , et son corps résiduel K,; .
Soient une courbe elliptique E sur le corps K et la courbe réduite E (K,es)) modulo v . Alors :

1) Lorsque la courbe elliptique E a une réduction multiplicative en v , la partie non

singuliere E (K ¢si)ns du groupe E (K¢si) est isomorphe au groupe multiplicatif (Kye)™* .

2) Lorsque la courbe elliptique E a une réduction additive en v , la partie non singuliere
E (Kési)ns du groupe E (K¢si) est isomorphe au groupe additif (Krésif.
Preuve de ” E a une réduction multiplicative en v implique la partie non singuliére de la courbe
réduite E (Késihns = Kres)”
Soient un corps K muni d’'une VNAD v, une courbe elliptique E sur le corps K , de

discriminant A(E).et de coefficient c4(E) .

Soient la courbe réduite £ de discriminant A(E ).et de coefficient 04(E ).

Selon le théoréme 19 , I’hypothése “la courbe elliptique E a une réduction multiplicative en v”
est équivaut a : V(A(E))>0 et v(c4)=0.

11 en résulte que les invariants réduits A (E) =0 et ¢ 4 E)#0 . (1)
Le théoréme 10 et (1) impliquent que la courbe réduite E de la courbe elliptique E modulo v
posséde un nceud S .

Cela implique I’existence de deux tangentes & £ au point S .

Soient les deux tangentes de la courbe £ aunceud S: y=oy x +B; et y=0c,x+B, .

Soit la partie non singuliere E W (Ku) = E s de la courbe réduite E/ Kigsi -

On considere I’application :

£:E,(K,y) —» K,

y—ox—f
y_azx_ﬁz

Cette application est une bijection d’ensembles .

@,y —»

La partie non singuliére £ ,; est un groupe abélien par [19] .
I1 en résulte que f est un isomorphisme de groupes abéliens .

Preuve de : ”“E a une réduction additive en v implique que la partie non singuliére de la courbe

réduite : E (Krésihns = (Kresi)™”
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Selon le théoréme 19 , I’hypothése “la courbe elliptique E a une réduction additive en v” est
équivaut a V(A(E))>0 et v(cq) >0. 2)
Il en résulte que les invariants réduits A(E ) et ¢ 4 ( E ) sont nuls . 3)

Le théoréme 10 et (3) impliquent que la courbe réduite E de la courbe elliptique E modulo v
possede un point de rebroussement M .
Cela implique I’existence d’une seule tangente a E au point M : y=ow +p

Alors , I’application définie par :
g : Ens (Krési ) 4’ K}:;si

y—x(M)
x,y) ——» m

+
rési ®

est un isomorphisme du groupe de MORDELL-WEIL E . (K ...)dans le groupe additif K

L’invariant modulaire j(E) d’une courbe elliptique E intervient dans la réduction selon le :
Théoréme20 :

Soient un corps de nombres L muni d’une valuation non archimédienne discrete v et une courbe
elliptique E sur L , d’équation de WEIERSTRASS minimale en v et d’invariant modulaire j(E) .
Si l'invariant modulaire j(E) est entier sur L, alors la courbe elliptique E a une bonne réduction
ou une réduction additive en v .

Preuve :

Par définition , I’invariant modulaire d’une courbe elliptique E est la fraction :
J(E)=c4’/A(E) . ol c4= c4(E)

L’hypothése ” j(E) entier sur L ” implique que v( j) =0, pour toute valuation discréte v de L .

Le résultat découle de I’équation minimale de E , le deuxiéme axiome de la définition d’une

valuation et le théoréme 19 .
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Chapitre 111

Torsion sur les courbes elliptiques

La structure de groupe abélien de type fini pour le groupe de MORDELL-WEIL E(K)
d’une courbe elliptique sur un corps K implique , selon la théorie générale des groupes , des sous

groupes de torsion du groupe E(K) .

Pour cette courbe elliptique le point P+P = 2P est déterminé par la régle géométrique de 3

points colinéaires de la courbe E

Les coordonnées de ce point 2P sont obtenues avec la théorie de I’intersection de la courbe

elliptique E par la tangente au point P .

1.Coordonnées du point P+P =2P avec P=(x p,yp) et P # 0, :

Soit une courbe elliptique E d’équation de WEIERSTRASS :

E.'y2+a1xy+a3y=x3 +a2x2+a4x+a6 (D)

La tangente a la courbe elliptique E au point P coupe la courbe en un point simple M et au point

double P.
Le point 2P est le symétrique —M du point simple M (figure 6 )
L’équation de la tangente a la courbe E au point P=(xp , yp) est :

y=Yp=y'p(x—xp) (2)
En dérivant I’équation (1) de WEIERSTRASS par rapport a la variable x , on obtient :

2yy'+a,y +axy'+a,y'=3x" +2a,x +a, ;
les calculs donnent la dérivée :

3x° +2a,x—a,y+
ye x a,x—a,y+a, 3)
2y+a,x+a,
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(1) ,(2) et (3) impliquent une équation du 3™ degré en x qui admet 3 racines : une racine double

x, et une racine simple x,, , abscisse du point M.

La fonction symétrique ” somme des racines ” est égale a :

2xp+x) = y'Pz +a,y'p—a,

On en déduit les coordonnées du point M :

Xy = y'Pz +a,y'p—a, —2x,

Y =V (X —Xp) +p 4)
Le point 2P est le symétrique —M du point M .

Les formules du symétrique et (4) donnent les coordonnées du point 2P :
2P=(X 2p, ¥ 2p)

x* —b,x* —2bx — b,
4x° + b,x* ++2b,x + b,

X 2p= Wp'2 +@ Yp'—ar—2xp=

b

Yop = - Y —2a1yp"+(3xp —a12+az)yp'+a1(az+2xp)—a3— Vp (%)

3x3+2a,xp+a,—a
avec y,'=>22 2XpTas—a1 )p
a, xXp+2ypr+a,

v 2P=-M X

La somme P+P=2P Figure.6
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2. Coordonnées du point P+P+P=3P :

La relation 3P = 2P+P implique les coordonnées du point 3P avec la formule d’addition :

Pi+P, ou P=2P, PyPetr=22 2"
pr — Xp
3P= (X 3p, ¥ 3p)
les calculs donnent les valeurs :
X 3p =\ + aik-arXopXp
yip =\ -2aiAH(az-a1+2x2p X p)Atar (2 Xop X p)-a3-Y2p - ©

Les formules (6) donnent la valeur de A en fonction des a;, x,, y, et y’,

3 2 2
—yp' —2a1yp' +(a, —aq, +3)cp)y1,)'+ala2 —as+2ax, -2y,

A= (7)

2
V' +ayp —a, —3x,

Les relations (6) et (7) impliquent des calculs prenant beaucoup de place et sans intérét
particulier .

Les coordonnées x,, et y;, du point 3P sont simplifiées en prenant I’¢quation de la courbe
elliptique de la forme :

E:y2=x3+a4x+a6

C’est ce qu’a utilis¢ CASSELS pour obtenir des formules exploitables ; exposons sa méthode de

calcul :

3. Coordonnées du point mP :

Soit un point P d’une courbe elliptique E , le point mP désigne :

P+P+............ P ,mfoils sim>0
mP = (-P)+(-P) +...... (-P) ,-mfois sim<0
Og si m=0
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Théoréme 21 :
Soit une courbe elliptique E d’équation de WEIERSTRASS :
E: y'=x+Ax+B avec 44’ +27B* #0

Soient les 6 polynomes W, de [’anneau 9 [x, y] :

Voo =1 Yo =0;y1 =1, yz =2y;

v; =3x"+64x"+12Bx-A’

Wy =4y(x*+54x*+20Bx’-54°x*-4ABx-8B*-A’) ;

Soit les deux formules de récurrence pour m=2 :

Von = 2Wn (Vnez V- ~Wms2 Vomit)

Yous = Ve W = Vo W

Soient les deux polynomes :

b, =x l//2m ~Wn-1 WYme1 , polynome enx, A ,B de degré m’.

4y © m =Wz l//m_I ~Wn-2 l//z mtl y'l @ n (pour m impair ) et  ,, (pour m pair ) sont des

polynomesenx, A, B.

Alors les coordonnées du point mP sont égales a :

Dn
n

¥ ‘I’_m3 ) pour des entiers naturels m=1

m m

mP = (

Preuve :
Elle est basée sur le procédé de raisonnement par récurrence , les formules d’addition P;+P; et

les coordonnées du point P+P =2P . Cf:[2], lemme 7.2, p 214 .

4. Sous groupes de m- torsion et groupe de torsion du groupe E(K) :

Définition 22 :

Soient une courbe elliptique E sur un corps K , un entier naturel m premier a la caractéristique
du corps K et le groupe E(K) de MORDELL - WEIL de la courbe elliptique E .
Un point de m- torsion du groupe E(K) est un point P de E(K) d'ordre m :

mP = OE (])
Le groupe E(K)[m] est le sous groupe de m- torsion du groupe E(K)
EK)[m]={Pe EK);, mP=0g} (2)

Le groupe de torsion de la courbe elliptique E est [’ensemble:

E(K), =Y E(K)[m] = T(E) 3)

m=0
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Lorsque car(K) = m, le sous groupe de m- torsion est trivial :
E(K) [m]=E(K)[0] ={ O }

Exemple :

Soit la courbe elliptique E sur un corps K d'équation :

E: y*=x"+3x+1

Son discriminant vaut A(E) = -2*.3%.5 %0

Pour déterminer les points de 3- torsion , nous appliquons les formules de J.W.S.CASSELS pour

n= 3 ; nous obtenons les coordonnées du point 3P :

Un point de 3-torsion P =(x, y) a pour abscisse les racines du polynome y;(x)=3x*+18x2+12x-9

Ce point a pour coordonnées les solutions du systéme des deux équations :
y>=x"+3x+1 (1)
{x4+6x2+4x—3=0 (2)
L'équation diophantienne (2) admet , éventuellement , comme solutions I'un des diviseurs de 3 :
+1, 43 ; seul le diviseur -1 est solution .
Pourx =-1,y*=-3
Donc , il n' y a pas de points de 3-torsion sur un corps réel .
D'autre part , il y a deux points de 3 - torsion sur la courbe elliptique E sur le corps quadratique
imaginaire K= © (\/—_3 ):
P =(-1,-i3) et P, =(-1,ir3).
5. Isogénie , réduction et sous groupes de m — torsion :
Le sous groupe de m- torsion d’une courbe elliptique E sur une cloture algébrique K¢ du corps
K est un sous groupe du groupe E(Kalg) ; c'est aussi le noyau de l'isogénie “multiplication mg
par m ” sur la courbe elliptique E .
EK"®)[m] = { Pe E(K"®): mP =0z } =Ker (mg)
La structure de ce groupe est déterminée par le :

Théoreme 22 :

Soient une courbe elliptique E sur un corps algébriqguement clos K , un entier naturel m premier
a la caractéristique du corps K et le sous groupe de m- torsion E(K)[m] de la courbe elliptique E

sur K. Alors, ce sous groupe est isomorphe au groupe produit :

ERK)m] =Z/mZxZ/mZ
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Preuve :
Selon le théoréme 13 du chapitre II, 'application multiplication mg par I'entier m est une
isogénie de degré m”. (1)
Par définition le sous groupe de m- torsion E(K )[m] est le noyau de cette application 2)
(1) et (2) impliquent que le sous groupe de m- torsion E[m] est d'ordre m” .
Soient d un diviseur de m et le sous groupe de d- torsion E(K)[d] du groupe E(K)[m] :
Ce sous groupe de d- torsion est un sous groupe d'ordre d*.
I1 en résulte que le sous groupe de m- torsion de la courbe elliptique E sur le corps K est
isomorphe au produit de groupes cycliques :
EK)m]=z=Z/mZXZ/mZ €

Ce théoréme implique que le sous groupe de m- torsion d'une courbe elliptique E sur un
corps K est d'ordre au plus m” .

Le sous groupe de m- torsion est li¢ a la réduction des courbes elliptiques par le :

Theoreme 23 :

Soit une courbe elliptique E sur un corps local K muni d’ une valuation non archimédienne

discrete v et le corps résiduel K,z .
Soit la courbe réduite E modulov , un entier m 21 premier a la caractéristique du corps
residuel K, et le sous groupe E(K)[m] de m- torsion de la courbe elliptique .

Si la courbe réduite E (K,s;) est une courbe elliptique , alors 'application réduction :
EK)m] —» E (K,ss;) est injective.
Preuve :

Soit I’application réduction :
u:B(K) ———» E(Kwsi) )

Soient son noyau E; (K) , la partie non singuli¢re E ns(Kiesi) de la courbe réduite E (Kes) et le
sous groupe Eo(K)={ PeE(K): Pe E(Krém.)m }

On considére la suite de groupes abéliens :

0—>E1(K) »EoK) = EnKp) =0
Cette suite est exacte par [18 ], Chapitre VII, proposition 2.1 , p174 (2)
L’hypothése ” la courbe réduite E est elliptique sur le corps résiduel Ky ” implique que la
partie non singuliére Em de la courbe réduite E est identique a E .

Il en résulte ’égalité : E ((K) =E(K) . 3)
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(2) et (3) impliquent que la suite des groupes abéliens

i

0—->E (K)— E(K)u—> E (Kwsi) — 0 est une suite exacte
Cela implique I’image du groupe E; (K) est égale au noyau de I’application u (4)
Soit la restriction u; de I'application u au sous groupe de torsion E(K)[m]
Son noyau : Keru;= { P € E(K)[m], P= 0. } unsous groupe de E; (K).
Le sous groupe E(K) n’a pas de points non triviaux d’ordre m . cf[ 19] (%)
(5) implique que le noyau de u; est trivial : Ker u; = Og
I1 en résulte que 1’application : u; : E(K)[m] —E (K,ss;) est injective.

Ce théoréme donne une méthode de calcul des sous groupes de m - torsion des courbes

elliptiques a I’aide de la théorie de réduction .
6. Racines de ’unité et sous groupes de torsion :

Définition 23 :

Soient une courbe elliptique E sur un corps K et Z,, le groupe des racines m™™ de I'unité .
L’application bilinéaire de WEIL est [’application e,, :
en: E(K)[m]x E(K)[m] — Z, ={ z = racines m“ de 1}
de valeur : e,(P;, P,) = g( P+P;)/g(P)
ou P est un point du groupe E(K) tel que g( P+P;)#0 et g(P)# 0, une fonction f € K”lg(E) qui
admet un point multiple d’ordre m , la fonction g est liée a fpar : fo mg =g"
Cette application est :
1) Bilinéaire : e,(P1+P>, P3)=en(P1,P3) .en(P2,P3)
em(P1, PotP3 ) =en(P1,P2). en(P;, P3) pourtout point Py, P, , P; de E(K)[m]
2) Alternée :  en(Py, Py ) =en (P, P))
3) Non dégénérée : sien(P;,P,)=1  pour tout point P; de E[m], alors P, =Og .
4) invariante par le groupe de Galois :

Pour tout point P de E (K)[m] et pour tout ¢lément ¢ du groupe de Galois Gyalz i :

en (R, B)Y’=en(R, FY)
L'application bilinéaire de WEIL , le groupe des racines m°® de let le sous groupe de m-torsion
sont liés par le :

Théoreme 24 :

Soient une courbe elliptique E sur un corps K , le sous groupe de m- torsion E(K)[m] de E et

l'application bilinéaire de WEIL e,,. Alors :
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1) 1l existe un couple de points ( P; , P, ) de E(K)[m] tels que l'image e,, (P; , P, ) est une racine
primitive m® de l'unité .

2) si E(K)[m] =Z/mZ ® Z/mZ alors le corps K contient le groupe des racines m de 1 .

Preuve :cf [18],chapitre Il , corollaire 8.11 , p98 | .

7. Structure du groupe de torsion E (O ) ;s :

La détermination du groupe de torsion d’une courbe elliptique E définie sur le corps des

nombres rationnels a été résolue entiérement par MAZUR .

Théoreme 25 :

Soit une courbe elliptique E sur le corps des nombres rationnels © . Alors son sous groupe de

torsion T(E) est isomorphe a l'un des 15 groupes abéliens :
Les 11 groupes abéliens : Z1./N Z pour 1 SN<I0QetN =12
Les 4 groupes abéliens : Z/27Z XZL/2 NZ pour 1 <N <4

Preuve : Cf[13,(a)].

Ce théoréme implique que 1’ordre du groupe de torsion T(E) d’une courbe elliptique sur le
corps des nombres rationnels est au plus €gal a 16 .

On peut déterminer le groupe de torsion d’une courbe elliptique sur © , en utilisant la
théorie de la réduction modulo les nombres premier p qui ne divisent pas le discriminant des

courbes elliptiques , avec I’application injective :
E(©)[m] —» E(IF,)
Exemple 1:

Soit la courbe elliptique E sur © , d’équation :
E:y2+y =x X’ (1)
Les calculs donnent les invariants : A(E) =- 11 ; c4(E) =2*; J(E) = 211

La courbe elliptique E a une bonne réduction pour tous les nombres premiers p # 11 ; il en

résulte que les courbes réduites modulo p sont des courbes elliptiques sur le corps fini IF, .
Calculons les points des courbes E (IF ;) réduites modulo p .

Pour p =2, I’équation de la courbe réduite E / IF, est :

yZ +y= x4 (2)

Le calcul donne A(E )=-43 =1 dans IF; ; cela implique que la courbe E est elliptique .

42



Chapitre III: Torsion sur les courbes elliptiques

L’équation (2) admet 4 solutions dans le corps IF, .Donc le groupe E (IF;) contient 5 points :
E(IF)={0; ., (0,0),(0,1),(1,0), (1,1)}

Pour p =3, I'équation de courbe réduite E/1F5 est: VHy=x +2x
Son discriminant vaut A(E ) = - 155 = 1 dans IF5 ; cela implique que la courbe E est elliptique .

Son équation admet 4 solutions dans le corps IF; . Donc le groupe E (IF5) contient 5 points :

E(IF;)={0;, (0,0),(0,2),(1,0), (1,2)}

Pour p =5, I'équation de courbe réduite E/1Fs est : V+y=x +4x°
Son discriminant vaut A( E ) = 4 dans IFs ; cela implique que la courbe E est elliptique .

Son équation admet 4 solutions dans IFs . Donc le groupe E (IFs) contient 5 points :

E(IFs)={0; , (0,0),(1,0),(0,4), (1,4}

les points de E (IF,) sont des point non triviaux sur la courbe elliptique E/© pourp=2,3et5

Ces 4 points appartiennent a la courbe elliptique E (Figure 7. )
Le théoréme 23 implique que l'application E(@)[m] — . E (IF, ) est injective

pour les nombres premiers p=2,3, 5 avec m et p premiers entre eux .

I1 en résulte 1‘isomorphisme de groupes - E (© )i =Z /5 Z

Ce résultat est conforme au théoreme de MAZUR .

Le groupe de torsion est un groupe d’ordre premier , donc ¢’est un groupe cyclique .
Cherchons un générateur du sous groupe de torsion E (O ) o :

Le point P= (0, 0) est un point de la courbe elliptique E .

En utilisant les régles de construction graphique ( le symétrique d‘un point , la somme de
deux points distincts et confondus ) ( figure7) , on obtient les coordonnées des points 2P, 3P , 4P

et SP:

2P=(1,-1),3P=(1,0),4P=(0,-1),5P= (o0, ) .

Cela implique : le point P =( 0, 0 ) est un point d‘ordre 5 .

I1 en résulte que le point P=(0,0) est un générateur du groupe de torsion T(E) :

T(E) ={P=(0,0) ,2P=(1,-1),3P=(1,0),4P=(0,-1),5P=(o0,00)}.
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5

3P=(1,0)

2P=(1,-1)

4P=(0,-1)

Figure 7

Les groupes de torsion ont été calculés pour des familles de courbes elliptiques particulieres :
Théoréme 26:

Soit la famille de courbes elliptiques E, sur le corps O :

E; .'y2 =x +tx

Pour un entier rationnel t # 0 et sans facteur puissance 4™ , le groupe de torsion T(E,) est

isomorphe a :

1) Z2Z ®Z/2Z sit=-t" (t° = carré parfait d’'un entier rationnel t’ )
2) Z/4Z sit=4
3) Z/2Z dans les autres cas .

Preuvede : “T(E)=Z/2Z ® Z/2Z implique t=-t> ' Z ”

Soit la famille de courbes elliptiques sur © , d'équation :

E -y =x +tx (1)
Les invariants de la famille E; sont égaux a :

A(E)=-64t" #0 et j(E,)=1728 .

Soit la courbe réduite E(IF,J) de la courbe elliptique E; modulop ,p #2
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Le groupe Et(]Fp) est d'ordre p+1 , pour tous les nombres premiers p =3 mod 4 . par [K

JRELAND and M.ROSEN , A classical introduction to modern number theory , Springer -
verlag 1982, Théoréme 5, p 307 ] .

Pour p#2 , les courbes elliptiques E; ont une bonne réduction modulo p
Le théoréme 23 implique que pour tout entier naturel m premier a p , l'application :
E(®)[m] — E ,(IF,) estinjective .

Cela implique que le groupe de torsion T(E;) est d'ordre un diviseur de p+1 , pour tous les

nombres premiers p =3 mod 4 . 2)
L'hypothése "p=3 mod4" implique p+1=0mod 4 3)
(2) et (3) impliquent que le groupe de torsion T(E;) est d'ordre un diviseur de 4 . (4)

(4) et la théorie des groupes abéliens finis impliquent que le groupe de torsion T(E;) est

isomorphe a I'un des 3 groupes abéliens : Z/2Z. , Z/2Z. ®© Z./)2Z. ,Z/AZ

Si le groupe de torsion T(E,) = Z/2Z. @ Z/2Z , il en résulte que le groupe de torsion Ey(O)ors

contient 3 points d'ordre 2 . (%)
Les points P = (x,y) d'ordre 2 de la courbe elliptique E; ont pour ordonné y =0 (6)
(1) et (6) impliquent que I'abscisse x est racine de I'équation : x° +¢x =0 (7)

(5) et (7) impliquent que :

l'équation x° +¢ x =0 admet 3 racines rationnelles x, =0 , x, = =t et X, = " (8)
(8) implique : - t= t? est le carré d'un rationnel t' .

Preuve de : " T(E;) = Z/4Z impliquet=4"

L'hypothese " T(E;) = Z/4Z " implique I'existence d'un point d'ordre 4 sur la courbe E .

Un point d'ordre 4 de la courbe elliptique E vérifie la relation : 4P =0g

Cela implique que 2P est point d'ordre 2 .
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(1) implique que le point (0,0 ) est un point d'ordre 2 de la courbe elliptique E .
Il en résulte : 2P = (0, 0)

La formule d’abscisse du point 2P :

N x* =2x%t+1? B (x* —1)*
2 4(x’ +tx) 4(x° +tx)

2)

I'hypothése 2P = (0, 0) et (2) impliquent :
P =", 4)")

4éme "

L'hypothése " t sans facteur puissance implique t=4

Pourt=4 , lepoint P = (2, 4) est un point d'ordre 4 de E(©) .

Preuve de : " T(E,) = Z/2Z implique t#-t> , ' € Z et t=4"

L'hypothéese T(E;) = Z/2Z implique que le groupe E(®) contient un seul point d'ordre 2
D'apres la preuve de (1), 1'abscisse d'un point P = (x , y) d'ordre 2 est solution de 1'équation :

¥ +tx =0

Donc cette équation admet une seule racine rationnelle x =0 et x> +¢ n'admet pas de racine

rationnelle .

8. Nombres congruents et torsion :

Définition 24 :

Un nombre congruent est un nombre rationnel positif égal a l’aire d’un triangle rectangle de
cotés rationnels .
Les nombres congruents impliquent des courbes elliptiques sur © d’équation particuliere .
Soit un triangle rectangle de c6tés X<Y < Z ; alors ’aire de ce triangle est égal a :

XY /2 =n = nombre congruent
Les changements de variables : u = Z/2 et v = (X>-Y?)/4 impliquent I’équation :

uthni=v
La multiplication par u” donne 1’équation :

w-n’ u’=(uv)’,
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Le changement u’=x , uv=y donne I’équation :

¥ =x’ —n’x
Le nombre congruent n est 1i¢ au groupe de torsion T(E, ) de la courbe elliptique E,, par le :

Théoreme 27:

Soit une famille de courbes elliptiques E, sur le corps © paramétrée par un nombre congruent n

2_ .3 2
E,:y =x —n'x

Alors :

1) le groupe de torsion T( E,) est d’ordre 4
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2) Le rang de la famille de courbes elliptiques E, est différent de 0 équivaut a “n est un nombre

congruent ” .

Preuve de ” le groupe de torsion T( E,) est d’ordre 4 ”

Soit une famille de courbes elliptiques E, sur le corps ©® paramétrée par un nombre congruent n
E,: y2 =x’ —n’x

Les calculs donnent le discriminant : A(E,) = (2n)°

Soient un nombre premier p et la courbe elliptique E,(IF,) sur le corps fini IF,

Considérons ’application :

T(E,) —» E( IFp)

Cette application est un homomorphisme de groupes par [8] ,proposition 17 . (1)

En plus cette application est injective par [8] , lemme , p 44 . 2)

Pour les nombres q =p f avec p ne divise pas 2n et q=3 mod 4 ;le groupe E,(IF,) est d’ordre

g+l par [8], proposition 16. 3)
(1) , (2) et (3) impliquent que le groupe de torsion T(E, ) est d’ordre un diviseur de 4 . (4)
Le groupe des points ® rationnel contient 3 points non triviaux d’ordre 2 : (0,0), (0, +n) (5)

(4) et (5) impliquent que le groupe de torsion T(E,) est d’ordre 4 .
Preuve de(2) : cf[8], chapitre 1, §9, propositionl8 .

Lorsque le corps de définition de la courbe elliptique E est différent du corps des nombres
rationnels , la détermination du groupe de torsion n’est pas encore résolue entiérement ; il y a

quelques résultats partiel.
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Chapitre IV

Courbes elliptiques sur un corps quadratique

La détermination des groupes de torsion de courbes elliptiques sur un corps quadratique

K=0 (\/d_ ) peut étre étudiée par plusieurs théories : courbes modulaires et leurs jacobiennes ,

valuations d’un corps de nombres , réductions des courbes elliptiques .

1.Courbes elliptiques E/O(\d ) et points d’ordre premier :

Nous suivons la méthode de KAMIENNY développée dans [6] .

Selon KAMIENNY , il n’ y a pas de courbes elliptiques sur un corps quadratique K=0 (\/d_ )

possédant un point d’ordre p pour p=17, 19,23 ,29 et 31 . Dans ce cas, la courbe modulaire
Xi(p) admet une jacobienne J;(p) dont le groupe de MORDELL-WEIL est fini . Les seules
autres valeurs de p possédant cette propriété sont : p=41,47, 59 et 71. (D)

A tout nombre rationnel premier p , on associe la courbe Y(p) , sur le corps © , qui
classifie les classes d’isomorphisme de courbes elliptiques E possédant un sous groupe rationnel
E(®)[p] d’ordre p . Le complété de cette courbe par les pointes zéro et I’infini est la courbe

modulaire :
Xo)=Yo(p) Y {lespointes 0 et oo } ; (2)

I1'y a une courbe Y (p), sur le corps © , qui classifie les classes d ‘isomorphisme de courbes
elliptiques possédant un point d’ordre p . Le complété de cette courbe Y (p) par les (p-1) pointes

est la courbe modulaire :

Xip)=Yi(p) Y {les (p-1) pointes} 3)

Les courbes Y (p) et X;(p) sont soumises a 1’action du sous groupe modulaire :
a b
I (p)= { ( d)e SL,(Z);c=0,a=d =1mod p } 4)
c

Les courbes Xo(p) et Yo(p) sont soumises a 1’action du sous groupe modulaire :
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T (p) = H“ Z)e SLZ(Z»cEOmodp} )
C

Chaque courbe modulaire Xj(p) admet une courbe jacobienne :
Ji(p) pour i=0,1
D’apres la théorie des courbes modulaires cf [6], [17] et [ 13 (b)], ’application :

r-1

Xi(p) —» Xo(p) est de degré >

Pour tout diviseur n du degré pT—l , il existe une courbe unique X™(p) telle que :

L’ application X™(p) ——» Xo(p) est de degré n . cf[6]
Les courbes Xo(p) , X™(p) et leurs jacobiennes sont des variétés abéliennes .
La courbe modulaire X™(p) admet la jacobienne J™(p) .
La variété abélienne J™(p) posséde une bonne réduction en tout nombre rationnel premier

q#p .Lesjacobiennes Ji(p),pourp=17,19,23 et les courbes J(7)(29) et J® (31) sont des

variétés abéliennes .

Dans chaque cas , le quotient A = J™(p) /Jo(p) est une courbe qui a une bonne réduction sur

I’unique sous corps L du p-éme corps cyclotomique , de degré [L : ©] =n .cf[6]

Nous désignons par X les courbes modulaires : X;(17) , X;(19) , X;(23) , X”(29) ,
X®)(31), par J leurs jacobiennes associées respectivement : J1(17) , J1(19) , J1(23) , J7(29),
J5(31) et par d le degré de I’application : X — Xo(p)

Les caractérisations des 10 courbes X et J précédentes sont portées dans le tableau extrait

de [6] .

X genre d J DimJ
X1(17) 5 8 11(17) 5
X1(19) 7 9 11(19) 7
X1(23) 12 11 11(23) 12
X7(29) 8 7 19(29) 8
X®(31) 6 5 1931) 6

Les groupes de MORDELL-WEIL des jacobiennes sont précisés par :
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Théoreme 28 :

Le groupe J(O) est fini pour les cing variétés abéliennes :

J=Ji(17), Ji(19), Ji(23), J7(29) et J7(31).

Preuve :

Dans chacun des 5 cas , la variété abélienne J se décompose sur le corps © , a isogénie pres , en
un produit Jo(p) X A , ou A est une variété abélienne de genre un .Donc A est une courbe
elliptique .

B . MAZUR a montré que les groupes Jo(p)(®) sont finis pourp=17,19,23, 29 et 31

cf[13, (b)].

Le groupe A(®) est fini par la proposition 3.2 et le lemme 3.3 de[6] .

11 en résulte que le groupe J(®) est fini .

L’inexistence d’un point K- rationnel d’ordre p sur la courbe elliptique est établie par le :

Théoreme 29 :

1l n’existe pas de courbe elliptique E sur un corps quadratique K =@(\/c_l ) dont le groupe de

MORDELL —WEIL E(@(\/d_) possede un point d’ordre premierp =17, 19, 23,29 et 31 .

Preuve :
Soient les courbes modulaires X (p) lorsque p= 17,19 et 23 et X™(p) lorsque p =29 ou 23 .

On désigne par X ces courbes modulaires .
Soit un corps de nombres quadratique K = G)(\/c? ).

On suppose I’existence d’une courbe elliptique E sur K possédant un point P d’ordre p pour

p=17,19,23,29 ¢t 31.
Cela implique I’existence d’une paire (E, P) constitué de la courbe elliptique E et du point P .
Cette paire (E , P) correspond a un point K-rationnel Y de la courbe modulaire X .

La suite de la preuve repose sur plusieurs résultats de la théorie des courbes modulaires : point
K- rationnels de la courbe X;(P) et X™(p) , réduction modulo 3 , diviseurs et équivalence

linéaire de diviseurs sur une courbe .cf [6] .
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2. Groupe de torsion et invariant modulaire :

Pour la détermination des groupes de torsions d’une courbe elliptique sur un corps
quadratique K = @(\/Z ) , nous suivons la méthode exposée par FUNG et ses co- auteurs dans
[S]et[14].

Soit une courbe elliptique E sur un corps quadratique K = @(\/Z ) , oud estun entier

rationnel sans facteur carré , de discriminant A (E) , d’invariant modulaire j(E) , de groupe de

MORDELL-WEIL E(K) et de groupe de torsion T(E) .
D’aprés le théoreme de MODELL-WEIL , ces groupes de torsion T(E) sont finis .

Utilisons la théorie des valuations sur un corps de nombres algébriques L .Toute valuation
non archimédienne discréte v : L —® IR détermine un anneau A, des v- entiers de L , un
idéal I, maximal , un groupe U, des v -unités , un corps résiduel Li5; =A, / I, et une place P,

associée a I’1déal I, . Considérons I’ensemble Z(L) des places du corps L, une partie finie Sy

de I’ensemble Z(L) contenant la place infinie P.. (place associée a la valuation archimédienne

de L) et le complémentaire :
Y(L)-So=S

Selon la théorie des places , cet ensemble S détermine les sous ensembles particuliers :

I’anneau Og des S —entiers de L , I’idéal maximal Ig et le groupe Us des S - unités .

La structure du groupe Us est déterminée par le théoréme de DIRICHLET — HASSE :
Us est isomorphe a W X 7! ,
ou W = groupe des racines de 1 contenu dans le corps L et s = card(Sy ).

Alors , toute S —unité u admet une représentation unique :

_ rl, r2 rs—1
U=ZU U e u,
avecze W,rie Zet(u;,uz,.ccvvennn.... , Us.1) = systeme de S - unités fondamentales de L .

Nous considérons des courbes elliptiques E sur un corps quadratique K = @(\/E ), avec un

invariant modulaire j(E) S- entier de K .
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Theoreme 30 :

1l y a un nombre fini de courbes elliptiques E sur un corps quadratique K , dont [’invariant
modulaire j(E) est S — entier de K , qui possedent un groupe de torsion T(E) contenant un sous
groupe isomorphe a :

Z/nZ pourn = 4,5,7,9,11;

Z/3Z ®Z/dZ  pourd=2,3

ou S est le complémentaire d 'une partie finie Sy de places contenant la place P.. dans |’ensemble

des places du corps K .

Preuve de ” il y a un nombre fini de courbes elliptiques E sur un corps quadratique K , dont

J(E) est S — entier de K et T(E) contenant un sous groupe isomorphe a Z/ 5Z”

Soient un ensemble fini Sy de places contenant la place P.. de K, ’ensemble Z(K) des places

de K et le complémentaire S = Z(K) -So

Selon REICHERT [16], il y a seulement un nombre fini t dans K satisfaisant les 2 conditions :
(1) testune S —unité ;
(2) 0< vy( £ —11t—1) <3 v,(5), pour toute valuation P — adique , P dans S .
Considérons I’extension quadratique K(\/g) de K et I’ensemble fini S’ de places de K(\/g) qui

prolongent les places de K .

Le polynéme t* —11t—1 se factorise dans le corps K(\/g) ;
21111 =( 1=2435) (1= 11 =345)

Chaque facteur est une S * — unité dans K(\/g)

Prenons une courbe elliptique E d’équation :

E : y'+(I-t )xy—by =x'-tx° ,avect cidessus .

Alors les relations ” t est une S —unité qui satisfait la condition (2) ” implique que I’invariant
modulaire j(E) est S — entier .

Pour achever la preuve, il faut utiliser [16] .

€
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Chapitre V : Courbes elliptiques sur un corps de nombres cubique pur

Chapitre V

Courbes elliptiques sur un corps cubique pur

Soit un corps de nombres cubique pur K=0(6,) , 6, = W , d’anneau des entiers Ag .
Considérons une valuation non archimédienne discréte :
v:K—» IR, K=0(6,).
Soit le complété K,, du corps K en la valuation v ; il en résulte la relation d’inclusion :
E(K)cE (Ky)
Soit son anneau de valuation A, , son idéal maximal I, , le corps résiduel K= Ay /1, ; on
suppose ce corps résiduel fini a g = p/ éléments .

L’¢équation de WEIRSRTASS d’une courbe elliptique E sur K est minimale lorsque la valuation
v satisfait :

V(A(E) ) 20 et v(A(E) minimale et v(aj) =0 .

Cette équation minimale est définie a isomorphisme prés .

I’application réduction modulo v
f,: E(Ky) —» E(Krsi)
réduit la courbe elliptique E en une courbe E et les coefficients a; en v(a;) =a,

Lorsque la courbe réduite £ n’est pas elliptique , elle admet un point singulier S etune partie
non singuliére E(K ,.),. .
D’apres la classification des réductions d’une courbe elliptique E , il y a 3types de

réduction :

) = E(Krési)ns 5

E a une bonne réduction en v lorsque E(K

rési

E a une réduction multiplicative en v lorsque E (K est isomorphe au groupe multiplicatif

rési ) ns

*

K

rési

+
rési *

E a une réduction additive en v lorsque E(K est isomorphe au groupe additif K

rési ) ns

L’ensemble E(K,),= {Pe E(K,) . Pe Ens (K,,;) } estunsous groupe de E(K,).

Le groupe quotient E( K, )/ E( Ky)o est cyclique d’ordre V(A(E))=-v(j(E) ) si E a une réduction

multiplicative ; ce groupe est d’ordre < 4 si E a une bonne réduction ou une réduction additive .
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Dans le cas d’une bonne réduction en v, la courbe réduite E modulo v satisfait le
théoréme de HASSE relatif aux courbes elliptiques sur un corps fini :

card E(K ) <1+qv +24/q, ,ou qy = card ( Kysi)

Alors , I’ordre du groupe de torsion T(E) est borné :

Theoreme 31 :

Soit une courbe elliptique E sur un corps de nombres cubique pur K , une VNAD v sur K,
[’anneau de valuation A, , l'idéal maximal I, , le corps résiduel K,s5; en v a q, éléments et les

groupes de torsion T(E) et T( E ) des courbes E et E respectivement .

1) Lorsque E a une bonne réduction en v, alors :
cardT(E) .card T(E ) < (1+q, +2/q, ) p" ; (1T)

2) Lorsque l'idéal maximal 1, divise p, =2 et lorsque E a une réduction additive en v, alors :

cardT(E) divise 2°' x48 ; (27)
3) Lorsque l’idéal maximal I, divise p, = 3 et E a une réduction additive en v, alors :
cardT(E) divise 3 x 108 (37)
4) Lorsque l’idéal maximal I, divise p, = 5 et E a une réduction additive en v, alors :
cardT(E) divise 5°' x 300 (47)
ou t=0 si py,-1>e, , e,= indicede ramification de p, dans K,s;
et t=max{neIN,; (p,—-\)p!"' <e, }si p,-I>e,
Preuve :

Elle découle des propriétés des courbes réduites et des groupes de T(E)

Pour plus de détails , consulter cf[5] .

Les groupes de torsion T(E) de courbes elliptiques sur un corps cubique pur peuvent étre

déterminés avec les résultats a [’aide du :

Théoreme 32 :

Soit une courbe elliptique E sur un corps cubique pur K , d’invariant modulaire j(E) et une
valuation non archimédienne v sur le corps K .On suppose que V(j(E)) = 0 pour toute valuation
vd’idéal maximal I, divisant 2 ou 3 .

Alors le groupe de torsion T(E) de E est isomorphe a [’'un des 9 groupes abéliens :

Z/NZ pour N=2,3,4,5et12

Z2Z ®Z/DZ pourD=2,3,6 .
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{ Oc/

Preuve :

Le théoréme 5 relatif a la décomposition des nombres rationnels premiers dans un corps cubique

pur K implique que pour toute place P, divisant 2 , la norme de P, vaut

NPy)=qv=py' =2 ; (1)
et pour toute place Py divisant 3 , la norme de P, vaut N(P, ) =qy= p,' =3 ; (2)
(1) et (2) et le théoreme de HASSE relatif aux courbes elliptiques sur un corps fini , impliquent

les deux inégalités :

card E (K,,)<6; siE aunebonne réduction modulo une place P, qui divise 2, 3)

rési

card E (K.)<8; siE aunebonne réduction modulo une place P, qui divise 3 . 4)

L’hypothése “v(j(E)) = 0 ” implique que E a une bonne réduction ou une réduction additive
modulo v (5)
Les relations (3) et (4) et le théoréme 31 impliquent :

card T(E) =5 , lorsque le groupe E(K) contient un point d’ordre premierp =5 . (6)
Lorsque le groupe E(K) ne contient pas de point d’ordre premier p =5 , alors :

card T(E) est un diviseur de 2°x 3 si E a une réduction additive en une place P, divisant 2 (7)

card T(E) est un diviseur de 4 x 3’ si E a une réduction additive en une place Py divisant3  (8)

avec les formules (6) , (7) et (8) nous obtenons les résultats énoncés .

Le cas ou I’invariant modulaire j(E) de la courbe elliptique E est un entier du corps K
est résolu par le :

Théoréeme 33 :

Soit une courbe elliptique E sur un corps cubique pur , avec un invariant modulaire j(E) entier
de K . Alors le groupe de torsion T(E) est isomorphe a l'un des 7 groupes abéliens :

Z/NZ pourN=2,3,4,5et6 ;Z2ZDOZ2Z ,{Og}

Preuve :

On utilise tous les résultats précédents : arithmétique des corps cubiques purs , structure
d’anneau des entiers , théoréme de décomposition des idéaux , relation valuation — réduction -

groupes de torsion .cf [5]

Donnons quelques exemples tirés de [5] :
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Exemple 1 :
Courbe elliptique E : y* =x> +A x +B sur le corps cubique pur K = ©( 3\/5) et T(E)=Z/4Z .

Les calculs donnent les valeurs de A , B et j(E) dans Ak :

A=-27(16-1632+14) ; B=4x81(11-162+5%/4) et j(E)=16x9(—450+27032+713/4)
Exemple 2 :

Courbe elliptique E : y*=x" +A x +B sur le corps cubique pur K = 6( 3\/5) et T(E)=Z/4Z .
Les calculs donnent les valeurs de A , B et j(E) dans Ak :

A=—81(43+23+3/5+193/25) ; B=162(143+913/5+55425) et j(E)=18(327-133/5+15425)
Exemple 3 :

Courbe elliptique E : y* =x" +A x +B sur le corps cubique pur K = 6( 3\/3_1) et T(E)=Z/4Z .
Les calculs donnent les valeurs de A , B et j(E) dans Ak :

A=—27(427+133331+433961) ; B=162(463+145331+473/961) et

J(E)=18(=1713+5293/31+153/961)

Exemple 4 :

Courbe elliptique E : y* =x> +A x +B sur le corps cubique pur K = ©( 3\/5) et T(E)=Z/5Z .
Les calculs donnent les valeurs de A, B et j(E) dans Ak :

A=108(132-96 3\/5—73\/2) ; B=16x27(1303+5763\/§—12783\/2) et j(E)=256(103+26 2432 3\/1)
(Note de FUNG et ses 3 co auteurs ; les calculs ont été effectués sur PCMX- 2 , systéme
algébrique de calcul SIMATH )

En conclusion , ces résultats sur les groupes de torsion sur les corps de nombres sont

partiels ; il reste beaucoup a faire : les courbes elliptiques sur les corps cubiques purs

OG/ab*)aveca>1, b>1 ,les corps cubiques galoisiens , et tous les corps de nombres de

degré [L:K]>3.
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