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Introduction 

 

Toute courbe elliptique E sur un corps commutatif K possède une structure de groupe 

abélien d’élément neutre le point à l’infini 0E . 

Ce  groupe est  le groupe de MORDELL-WEIL de la courbe elliptique  E . 

Selon la théorie de la torsion d’un groupe , le groupe abélien E(K) possède des sous-groupes de 

m-torsion et un sous-groupe de torsion E(K)tors .  

La structure du groupe E(K) est semblable à la structure du groupe des unités U(K) d’un 

corps K :  U(K) ≅ Z(K) × Zr  ,  où Z(K) est le sous-groupe des racines de l’unité qui est fini , et r 

est l’entier : r = r1+r2-1  où r1 est le nombre des conjugués réels et 2r2 celui des conjugués 

complexes de K. 

Le groupe abélien E(K) est  isomorphe au produit de groupes :  

E(K) ≅ Zr× E(K)tors 

où  r = r(E) ≥ 0 est un invariant  de la courbe elliptique E .C’est le rang de cette courbe . 

Contrairement au groupe U(K) , il n’y a pas de formule donnant le rang r(E)  . 

 Pour les courbes elliptiques définies sur le corps Θ des nombres rationnels, la structure du 

groupe de torsion est complètement déterminée par  MAZUR  cf [13, (a)]  . 

Plusieurs auteurs ont étudié l’existence de points d’ordre fini de courbes elliptiques sur des 

corps quadratiques et sur des corps cubiques purs ( M.A .KENKU , F .MOMOSE  cf[7] 

KAMIENNY cf [6] , STROHER , MULLER , ZIMMER , WILLIAMS et FUNG cf [5],[14] et 

[15] ) . 

Nous étudions  les groupes de torsion de courbes elliptiques E sur des corps de nombres de 

degrés 2 et 3 en suivant  les méthodes employées dans [5] et [6]  . 
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Dans le chapitre I , nous décrivons la structure des corps de nombres quadratiques et des 

corps de nombres cubiques purs ( anneau des entiers , décomposition des idéaux ) . 

Dans le chapitre II, nous exposons quelques éléments de la théorie arithmétique des 

courbes elliptiques : structures , loi de groupe abélien  , morphismes de courbes elliptiques  et la 

théorie de la réduction des courbes elliptiques . 

Dans le chapitre III, nous étudions la théorie de la torsion sur les groupes de MORDELL-

WEIL de courbes elliptiques . 

Nous indiquons la structure des groupes de torsion des courbes elliptiques E sur le corps Θ des 

nombres rationnels et nous étudions le lien avec les nombres congruents . 

Le chapitre IV  est consacré aux groupes de torsion T(E) des courbes elliptiques sur les 

corps quadratiques K= Θ )( D . 

Le chapitre V  est consacré aux groupes de torsion T(E)  des courbes elliptiques E sur des 

corps cubiques purs Θ )(3 D ; quelques exemples illustrent  ce chapitre et montrent qu’un 

ordinateur est indispensable pour calculer des points de torsion  .   
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Chapitre I 
 
 

Entiers et idéaux d’un corps de nombres  
 

 

Les courbes elliptiques étant définies sur des corps de nombres  , nous commençons par 

une description de ces corps . 

Dans la théorie des corps de nombres  algébriques de degré fini , se trouvent les notions 

d’entiers algébriques , de décomposition des idéaux , de valuations . 

Un corps des nombres K= Θ(θ ) de degré n admet un élément primitif θ . 

La famille ( 1 , θ , … 1−nθ  ) de puissances de θ est une base  du corps K sur le corps Θ des 

nombres rationnels .                                                                                   

1.Corps de nombres quadratiques : 

La détermination d’une base d’entiers d’un corps de nombres de degré 2 est précisée par les 

résultats suivants :   

Théorème 1 :  

Soit un corps quadratique K = Θ( D ) , avec D entier rationnel sans facteur carré . 

 Alors K admet une base d’entiers :  







 ++++

2
1,1 D    si D ≡ 1 modulo 4   , {1 , D } sinon  

Le discriminant du corps K est égal à : 

dis(K)= D si D ≡ 1 modulo 4   ,  4D si D  ≡  2 ou  3≡ mod 4 

Preuve  :  Cf [1]   

Lorsque l’entier rationnel D est congru à 1 modulo 4 , le corps K admet une base normale 

d’entiers { }2
1 D±  . 

Le groupe de Galois GK/Θ = { S , S 2= Id} opère sur cette base par la formule :  

S( 2
1 D++++ ) = 2

1 D−   . 
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Lorsque l’entier rationnel D satisfait les congruences  D  ≡  2 ou  3 ≡ mod 4 , le corps K n’admet 

pas de base normale d’entiers. 

Dans les deux cas , le discriminant dis(K) satisfait les congruences : 

D  ≡ 1 mod 4  ,  4D ≡ 0 mod 4 

Cette propriété du discriminant est valable pour tout corps de nombres de degré n ≥ 2 . c’est le 

″théorème de STICKELBERGER cf [12]  ″:  dis(K) ≡ 0 ou 1 mod 4   

La structure de l’ensemble AK des entiers algébriques d’un corps de nombres algébriques 

K est décrite par les notions d’anneau , de Z - module et d’ordre : 

L’anneau AK des entiers du corps K  est un Z – module libre de rang fini n .On peut trouver alors 

n entiers  e1, ……., en de K tels que : AK=Ze1+ Ze2+….+ Zen 

La famille{e1, ……., en }est une base d’entiers de K . 

L’ordre maximal AK et les ordres non maximaux : 

Définition 1:  

Un ordre du corps K est un Z- module complet de K qui est un sous anneau de K contenant le 

nombre 1  .( Z est l’anneau des entiers rationnels ) . 

Dans un corps quadratique K= Θ( D ), l’ordre maximal est le sous-anneau AK engendré par 1 et 

ω , avec D=ω  si D  ≡  2 ou  3 ≡ mod 4  et )1(2
1 D+=ω  si D ≡ 1 mod 4  . 

Les ensembles Of =Z +f AK  sont des ordres non maximaux du corps K de conducteur f . 

La décomposition d’un nombre premier rationnel p dans un corps de nombres K= Θ(θ ) de degré 

n ≥ 2 est de la forme :  

  pAK = 1
1
eP ….. gePg  ,  où les 1P  ,  …..,  gP sont g idéaux premiers de K de norme : NK/Θ = ifp  

les degrés fi et les indices de ramification ei  pour tout i = 1, ……g ,  satisfont la relation :  

e1 f1 + e2 f2 + .... +eg fg = n  

Théorème 2 :  

Les seuls nombres premiers qui se ramifient dans un corps de nombres K sont les diviseurs 

premiers  du discriminant du corps  K  . 

Théorème 3 :  

Soient un corps quadratique K de discriminant  dis(K)=D  et d’ anneau des entiers AK  ; alors : 

a) Un  nombre premier p admet une décomposition de type :  
2PAp K =  avec N(P) = p            si et seulement si p divise D 

b) Un nombre premier impair p qui ne divise pas le discriminant  admet une décomposition de 

type : 
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'PPAp K =     avec P≠ P’ et N(P)=N(P’) = p     si  






p

D =1 

et PAp K =   avec N(P)= p2  si 






p

D = -1 ; ou 


 ⋅⋅⋅⋅
p

 est le symbole de LEGENDRE . 

c) le nombre premier  2 admet la décomposition de type :    

2AK  =  PP’        avec N(P)=N(P’ )=2    si D ≡ 1 mod 8 

et   2AK = P       avec N(P) = 4               si D≡ 5 mod 8 

Preuve  :  Cf[1]  

 

2. Corps de nombres cubiques purs :                                                                        

Par définition , un corps de nombres cubique pur est un corps engendré sur le corps  Θ par 

un nombre irrationnel cubique : 3 2
1 ab=θ    , où a et b sont deux entiers rationnels satisfaisant : 

a  , b  et a b sans facteurs carré   et  a > b > 0                                                                      (1) 

alors K= Θ( 1θ )  =Θ( 2θ )    où  2θ  = 3 2ba  ;                                                                                  (2) 

Posons  1θ = 3 m   . Le polynôme minimal de 3 m  est  f(x) = x3 –m  

Les racines du polynôme f(x) dans C étant  1θ  , j 1θ  et j2
1θ   et  K étant un corps réel  , il ne 

contient pas tous les conjugués de 1θ sur Θ . 

Par suite l’extension K sur Θ n’est pas normale , donc pas galoisienne  . 

D’après la théorie des extensions de corps de nombres , le corps cubique pur admet une Θ - 

base :    1 , 1θ  , 2θ    ;                                                                                                                    (3) 

tout élément x de K admet une représentation unique : 

x = t0+ t1 1θ +t2 2θ             avec   ti ∈ Θ ;                                                                                       (4) 

la norme de x vaut :  

NK / Θ (x) = batttbatabtt 321
23

2
23

1
3
0 3−−−−++++++++                                                                                          (5)                   

L’ensemble des corps cubiques purs est réparti en 2 classes : 

La classe des corps  de type I , qui satisfont :  a ≠ ± b mod 9 ,  

La classe des corps de type II , qui satisfont :   a ≡ ± b mod 9                                                      (6)  

Les entiers d’un corps K forment un anneau AK qui a une structure d’ordre maximal et de Z- 

module libre de rang 3                                                                                                                   (7) 

La structure de l’anneau AK des entiers est précisée par le : 



Chapitre I                                                                                                          Entiers et idéaux d’un corps de nombres  

 6 

 

Théorème 4 : 

Soit un corps de nombres cubique pur K = Θ( 1θ ) = Θ( 2θ )  , avec 3 2
1 ab=θ  et  2θ  = 3 2ba  , 

d’anneau des entiers AK  . 

1)  ″ a ≠ ±b mod 9 ″ implique pour AK une Z- base  { 1  , 1θ  , 2θ }  . 

Alors  AK  = 1.Z + 1θ  Z + 2θ Z est un Z –module libre de rang 3 . 

Le discriminant du corps K vaut : dis(K) = -27a2 b2   

2) La congruence  a ≡ ± b mod 9 implique pour AK une Z- base : { ( )213
1 1 θθ ++  , 1θ  , 2θ } . 

Alors : AK =. ( )213
1 1 θθ ++ Z + 1θ  Z + 2θ  Z est un Z –module de rang 3 . 

Le discriminant du corps K vaut   dis(K) = -3 a2 b2    

Preuve : cf [3] .  

La décomposition des nombres rationnels premiers dans K est précisée par le  : 

Théorème  5 :  

Soit un corps de nombres  cubique pur K = Θ( 1θ )  ,  3 2
1 ab=θ  , d’anneau des entiers AK . 

1)  Les nombres premiers  p ramifiés dans K sont les diviseurs premiers du nombre 3ab. 

a) Si p divise ab , alors il est totalement ramifié : 

             pAK = P3 , avec P = idéal premier de norme NP = p  

b)  Si p = 3  ,  ab ≠ 0 mod 3  et  a ≠ ± b mod 9 , alors 3 est totalement ramifié :  

            3AK = P3 , avec P = idéal premier de norme NP = 3  

      c)    Si p = 3  ,  ab ≠ 0 mod 3  et  a ≡ ± b mod 9 , alors 3 est ramifié en un idéal P1 :  

            3AK = P1
2 P2 , avec P1 = idéal premier de norme NP1 = 3 

2) Les nombres premiers  q non ramifiés dans K sont ceux ne divisent pas 3 ab : 

a) Si q≡ -1 mod 3 , alors q est décomposé dans K : 

qAK =P1 P2 avec les normes NP1 = q2 et NP2 = q 

    b) Si q≡ 1 mod 3 et ab2 est un reste cubique modulo  q , alors  q est totalement décomposé 

dans K :  qAK =P1 P2 P3 ,   avec les normes NPi= q pour   i = 1 , 2 , 3   . 

b) Si  q≡ 1 mod 3 et ab2  n’est pas un reste cubique modulo  q , alors  q est inerte dans K : 

qAK = P , avec la norme NP = q3 

Preuve : cf [3]  .  
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Chapitre II 
Théorie arithmétique des courbes elliptiques 

 
 

Dans ce qui suit nous exposons quelques éléments de la théorie arithmétique des courbes 

elliptiques : structures, équations, loi de groupe abélien ,..etc.  

1.Structures algébriques : 

Une courbe elliptique est une cubique plane non singulière d’équation particulière : 

E : y2+a1 x y+a3 y = x3 +a2 x2 + a4 x + a6                                                                               (1) 

Elle possède une structure de courbe algébrique projective, lisse, irréductible, de genre un. 

Elle possède aussi une structure de variété abélienne de dimension 1 . 

Les 5 coefficients ai de l'équation (1) sont des éléments d’un corps commutatif  K  . 

Les 2 variables x et y sont racines de l'équation algébrique (1) . Donc ce sont des éléments d’une 

clôture algébrique Kalg du corps K  . 

Définition 2:  

L’ équation (1) est l’équation de WEIERSTRASS de la courbe elliptique E . 

Les notions de courbes lisses , de courbes irréductibles et de courbes projectives se 

trouvent dans la théorie des courbes algébriques : 

Définition 3: 

1) Une courbe algébrique lisse est une courbe qui n’a pas de  point singulier . 

2) Une courbe  algébrique est irréductible si son équation  f (x,y)=0 ne se décompose pas en un 

produit f 1 (x,y) f 2 (x ,y) = f (x,y) de 2 polynômes de  degrés    ≥ 1 . 

3)Une courbe elliptique  d’équation  f(x,y)=0 est  projective si ,dans le plan projectif  IP 2(K)      

son équation est homogène de  degré 3 . 

4) Le genre d’une courbe plane lisse projective de degré n est l’entier 
2

)2)(1( −−= nng . 

2. Transformations d’équations et invariants arithmétiques: 
L’équation (1) peut être transformée en d’autres formes par des changements linéaires 

convenables de variables : 



Chapitre II:                                                                                             Théorie arithmétique des courbes elliptiques 

 8 

a) Lorsque caract(K) ≠2 , on élimine les monômes en xy et en y dans l’équation  (1) par le 

changement linéaire de variables : 

( x, y )               ( x , ½ (y – a1 x – a3)                                                                                            (2) 

On obtient  l’équation : 

E1 : y2 = 4 x 3 + b2 x2 + 2 b4 x + b6                                                                                          (3) 

Les coefficients bi sont des polynômes homogènes de degré i de l’anneau Z[a1,….,a6 ] : 

b2 = a2
1 + 4a2 et  b4 = a1 a3 + 2 a4 et    b6 = a2

3 + 4 a6                                                                    (4) 

b)  Lorsque caract (K) ≠2 , 3   , le changement linéaire : 

   X = x +  
12

4 2
2

1 aa +
   ,   Y =2y + a1 x+ a3                                                                                   (5) 

élimine les monômes  en xy , en y et en x2 dans (1). 

On obtient l’équation : 

E2 : Y2 = 4X3 + g2 X + g3                                                                                                              (6) 

Les coefficients g i  sont des polynômes en bi :                   

4
2
22 2

12
1 bbg +−=         ,   642

3
2

3 6
1

216
bbb

b
g +−=                                                                                (7) 

Les coefficients bi sont les polynômes définis par les formules (4) 

c)  On élimine les termes en x2 et le coefficient 4 dans l’équation (3) pour un corps de 

caractéristique différente de 2 et 3 avec le changement linéaire de variables : 

(x , y)  (
108

,
36

3 2 ybx − )                                                                                                 (8)  

On obtient  l’équation : 

E3 : y2 = x3 – 27 c4 x- 54 c6                                                                                                                            (9) 

Les coefficients c4  et c6  sont des polynômes de l’anneau Z [b2 ,b4 ,b6]  homogènes de degré i      

c4= b2
2- 24 b4    et   c6  = - b2

3+ 36 b2 b4 –216 b6                                                                           (10) 

Par des substitutions linéaires , on peut obtenir d’autres formes d’équations de courbes 

elliptiques   ; citons : 

1)L’équation de WEIERSTRASS courte :    y2=x3+Ax+B     avec A ,  B∈ K                           (11)                    
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2)L’équation de LEGENDRE :       y2=x(x-1)(x-λ)    avec λ≠0,1                                              (12)      

3)la forme de KUBERT :  y2+(1-c)xy –by = x3-bx2        (  b , c ∈K)                                         (13)  

Les coefficients bi et ci  permettent de définir 2 invariants arithmétiques de la courbe elliptique 

E : 

Définition 4 :  

Pour une courbe  elliptique E définie  sur un corps K de caract ≠ 2 , 3 , le discriminant de E est 

l’élément du corps K  défini par la formule : 

∆(E) = 82
2

6
2

4
3

642 2789 bbbbbbb −−−         avec   4 b8 = b2b6-b4
2 ;                                         (14) 

C’est un polynôme de l’anneau Z [b2 ,b4 ,b6 , b8]   homogène de degré 12 . 

Le discriminant ∆(E) s’écrit aussi sous la forme : 

∆(E) =( c4
3-c6 

2) /1728  

qui est un polynôme de l’anneau : (1/1728)  Z [c4 ,c6 ]   homogène de degré 12 

Définition 5 :  

L’invariant modulaire d’une courbe elliptique E  pour caract(K) ≠ 2 , 3 est le nombre défini par 

la formule :                

  j(E) =c4
3 /∆(E)                                                                                                                           (15) 

Ces invariants permettent d’étudier certains aspects des courbes elliptiques . 

3. Structure de groupe abélien sur une courbe elliptique :  

Une loi de groupe abélien sur l’ensemble  E(K) des points K- rationnels de la courbe elliptique E 

est définie en prenant le point 0E = (∞ , ∞ ) à l’infini comme élément neutre et la propriété 

géométrique : 

« 3 points colinéaires Pi =  (x i , y i ) de la courbe  elliptique E ont une somme nulle » 

P1 + P2 + P3 = 0E   (figure 2)                                               (16) 

La loi de groupe abélien est la loi de composition : 
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E(K) × E(K)                       E(K)     

( P 1 , P 2 )                          P 1 + P 2                                                               (17) 

Le point O E = (∞ ,∞ )   est le point  à l’infini dans le plan affine ; il est déterminé par la direction 

de l’axe Oy . 

Dans le plan projectif IP2(K) , ce point a pour coordonnées  O E = (0,1,0 )  .Certains auteurs 

l’appellent point neutre , point de base de la courbe elliptique . 

Vérifions les axiomes de ce groupe : 

L’axiome de l'élément neutre se vérifie au moyen de la règle géométrique :  

Le point P+0E est sur la parallèle à Oy passant par P : donc P+0E  = P   pour tout point P de E . 

L’axiome de l’élément symétrique se vérifie au moyen de la règle géométrique :  

Le symétrique(- P) est le 2ème point d’intersection de la courbe elliptique E par la parallèle à Oy  

passant par P    : donc P+(-P) = 0E     pour tout point P de E 

L’axiome de commutativité est vérifié avec la règle géométrique : 

La sécante passant par les points P1 et P2 coïncide  avec la sécante passant par les points P2 et P1 

.Il en résulte : P1+P2 = P2+P1 . 

L’axiome d’associativité se vérifie en calculant les coordonnées des 4 points P1+P2=M1 , M1+P3 , 

P2+P3 = M2 et P1+M2 . 

Les coordonnées  du symétrique  d’un point , de la somme P1+P2 de deux points  distincts  

P1≠±P2 , de la somme de deux points  confondus  P+P = 2P s’obtiennent par la théorie de 

l’intersection de la courbe E par  une droite convenable .On obtient les résultats  suivants : 

a. Calcul du symétrique –P d’un point P  = ( x ,y  )  : 
                                                                                                                                                                                               

La relation géométrique P+(-P) =0E  implique que le symétrique du point P est le 2ème point  

d’intersection de la courbe E par la parallèle à 0y passant  par le point P  (figure1) 

Les calculs donnent les formules du symétrique : 

-P = - (x , y) = (x , -y - a1 x - a3 )                                                                                    (18) 
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              -P est le symétrique de P 

 

b. Calcul de la somme P1+P2 de deux points   Pi= ( xi ,yi ) , P1  ≠≠≠≠ ± P2 : 

 La relation géométrique  P1+P2+P3=0E implique  la somme  P1 +P2 = -P3  

Il en résulte que le point  P1+P2 = M est le symétrique –P3 = M du 3ème point d’intersection P3  

de la courbe  E par la sécante P1P2 : (figure 2 ) 

Les calculs donnent les coordonnées : 

P1+P2 =M= ),( MM yx  ; 

2121
2 xxaaxM −−−+= λλ                                                                                                                   (19)                           

121132121
2

1221
3 )()2(2 yxxaaaaxxaaay M −++−+++−+−−= λλλ  ; 

avec λ
12

12

xx
yy

−
−

=  

 
 

 

 

 

 

 

La somme P1+P2 = M

-P 

P  

y 

x  

Figure.1 

P 1  

P 2 

P 3 

y 

x  

-P3=P1+P2=M 

Figure.2 
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On a donc démontré le : 

Théorème 6: 

Soit une courbe elliptique E sur un corps K . Alors l’ensemble : 

E(K) =  { P∈ E , P= ( x, y ) ,  x ,y ∈ K satisfaisant à l’équation (1) de E} ∪{OE }muni de la loi 

définie par la formule (17) est un groupe abélien d’élément neutre le point à l’infini O E = (∞,∞ )       

Définition 6 : 

Le groupe des points K- rationnels E(K)  est le groupe de MORDELL –WEIL  de la courbe 

elliptique E . 

Sa structure est précisée par  le : 

Théorème7 : 

Le groupe de  MORDELL –WEIL E(K)  d’une courbe  elliptique E  sur un corps commutatif K 

est  un groupe de type fini .  

Il est isomorphe au produit de groupes : 

E (K)≅ E(K)tors × Z r ; 

où E (K) tors désigne le sous- groupe de torsion de la courbe E  

et r(E)= r≥0  un entier rationnel. 

Preuve : Cf [11] 

C’est le théorème de MORDELL-WEIL des courbes elliptiques et des variétés abéliennes 

de dimension 1 . 

Définition 7 :  

L 'entier naturel r(E) = r du théorème 7 est le rang de la courbe elliptique E ; c'est le nombre de 

générateurs de la partie infinie de la courbe elliptique E . 

Lorsque le corps de définition d'une courbe elliptique E est un corps fini  K ,  le groupe E(K) des 

points K- rationnels de la courbe elliptique E est un groupe fini : 

Théorème 8 : 

Soit une courbe elliptique  E définie sur un corps fini  K  à q éléments , q =pf et p premier  

Alors  le groupe abélien E(K) est d'ordre qq 21 ++≤  

Preuve : cf [18]  

Le discriminant ∆(E) peut être utilisé pour caractériser les courbes non singulières . 
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4.Points singuliers d’une cubique plane  : 
Soit une cubique plane C sur un corps K et d’équation : 

64
2

2
3

31
2),( axaxaxyaxyayyxf −−−−++= =0                                                             (1) 

Les points singuliers de cette cubique s’obtiennent par la théorie des singularités des courbes 

algébriques : 

Si le système des 3 équations algébriques : 

0),( ====yxf               

0),( ====yxx
f

δ
δ                                                                                                                                  (I) 

0),( ====yxy
f

δ
δ   

n’admet pas de solutions ,alors la cubique C est lisse , c’est une courbe elliptique . 

Si le système (2) admet une solution Po = (Xo ,Yo ),alors la cubique C est singulière . 

Le point singulier Po =( Xo ,Yo ) , quand il existe , est soit un nœud de la cubique , soit un point 

de rebroussement de la cubique. 

Théorème 9 : 

On considère une cubique plane C d’équation affine :  

64
2

2
3

31
2),( axaxaxyaxyayyxf −−−−++= =0                                                              (1)                        

1) Le point à l'infini 0C n’est pas singulier sur la cubique C  . 

2) ″La cubique C n’a pas de point singulier ″ équivaut à″l’invariant discriminant ∆(C)≠0 ″ 

Alors la cubique C est une courbe elliptique . 

Preuve de ″ Le point à l'infini 0C  n’est pas singulier sur la cubique C ″ 

Le changement de variable :  x = X / Z   ,   y =Y / Z  

transforme  l’équation (1) en une équation homogène  : 

Posons : ),,(),( ZYXgf
Z

Y

Z

X =  

Le système d’équations (I) et le changement de variables impliquent le système de 4 équations 

algébriques : 

0),,(3
6

2
4

2
2

3
31

2 ==−−−−++ ZYXgZaXZaZXaXYZaXYZaZY
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g(X , Y, Z) = 0      

 gx’(X ,Y, Z) =0                                                                                                                        (II) 

 gy’(X, Y, Z) =0  

 gz’(X,Y, Z) =0   

Au point neutre 0C = (∞ , ∞ ) = ( 0,1,0)  , on obtient les quatre équations algébriques : 

(1) g(0,1,0) = 0  

(2) gx’(0,1,0) =0                                                                                                                      (III) 

(3) gy’(0,1,0) =0  

(4) gz’(0,1,0) =1 ≠ 0 

La relation (4) implique que le système (III) n’a pas de solution . 

On en déduit que le point  0C =  (0,1,0) n’est pas un point singulier de la cubique C . 

Preuve de ″ la cubique C non singulière ″ implique ″ le discriminant ∆(C ) de la cubique C n'est 

pas nul  ″ 

Soit une cubique C sur un corps de caractéristique différente de 2 et 3 et d'équation : 

C : y2=h(x) =4x3+b2 x2 +2b4 x+b6                                                                                                 (1) 

L’hypothèse ″ la cubique C non singulière ″ implique que le polynôme h(x) admet 3 racines 

distinctes iα  . 

y2=h(x) = 4(x-α1)(x-α2) ( x-α3)                                                                                                     (2) 

Il en résulte que la cubique C est une courbe elliptique                                                                (3) 

 Le discriminant ∆(C) d'une courbe elliptique C est lié au résultant Res (h , h' ) du polynôme h(x) 

et à sa dérivée h' par la formule :   

∆(C) = d Res (h , h’)  pour une certaine constante d                                                                     (4) 

Le polynôme h(x) , d'après  (2)  admet 3 racines distinctes iα , donc son polynôme dérivé est de 

la forme : 

h'(x) = 4( x-β1 )( x -β2 )   ,                                                                                                              (5) 

où les zéros βi sont distincts des zéros iα  : 

Les formules (2) et (5) impliquent que le résultant Res (h , h' ) ≠ 0                                             (6) 

(4) et (6) impliquent la valeur du discriminant :     ∆ (C) ≠ 0     

La classification des cubiques planes singulières est déterminée  par le : 

Théorème 10 :  

Soit une cubique plane C  d’équation  : 

y2+a1 xy+a3 y=x3+a2 x2+a4 x+a6   
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à coefficients ai dans un corps K . 

Soient son discriminant ∆(C) et  son coefficient usuel  c4(C)=c4 . Alors : 

 (1) La cubique C admet  un nœud si et seulement si  ∆(C)=0 et c4≠0 , et dans ce cas cette  

cubique C n’est pas une courbe elliptique .                          

(2) La cubique C admet un point de rebroussement si et seulement si ∆(C)=c4  =0    

Preuve de  " la cubique C admet un nœud "  implique  "∆ (C) = 0 et c4 ≠0  " 

Le théorème 9 implique ″ la cubique C non singulière ″  équivaut à    ″∆(C)≠0 ″ . 

Il en résulte que l’hypothèse ″ C singulière ″ équivaut à  ″∆(C) =0 ″. 

Soit une cubique plane C d’équation : 

C : y2 = 4x3+b2x2+2b4x+b6 = g(x)                                                                                                (1) 

L’hypothèse "  la cubique C admet un nœud S " implique l’existence de deux tangentes distinctes 

à la courbe C au point S.         

Les pentes de ces tangentes sont données par la dérivée de l’équation (1)  :  

2yy’= 12x2+2b2x+2b4 

Les pentes des tangentes sont égales à : 

y
xh

y
bxbx

y )(6
' 42

2

=
++

=                                                                                                            (2) 

L’hypothèse ″ Les 2 tangentes sont distinctes au nœud S ″ implique que le polynôme h(x) 

possède 2 racines distinctes  .                                                                                                        (3) 

La relation (3) implique que le discriminant du polynôme  h(x) : 

δ (h) = b2
2-24 b4 ≠ 0                                                                                                                      (4) 

Or :  b2
2-24 b4 = c4 (C )                                                                                                                                                                          (5) 

Les relations (4) et (5) impliquent  :    c4 (C) ≠ 0                                                                             

Preuve de   ″∆(C)=0 et c4(C) ≠ 0″  implique  ″ La cubique C admet  un nœud″    

Soit une cubique plane C d’équation (1) 

L’hypothèse ∆(C)=0 implique  que C  est singulière . 

Le point singulier de C est soit un nœud , soit un point de rebroussement .  

La dérivée partielle g’(x) = 12x2+2b2x+2b4 est un polynôme quadratique de discriminant : 

δ = c4 (C )                                                                                                                                       (6)  

l’hypothèse   c4(C) ≠ 0 et la relation (6) impliquent que le polynôme g’(x) admet deux racines 

différentes . 

Il en résulte deux tangentes distinctes à la cubique C au point singulier ; donc ce point est nœud .   
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Preuve de  " la cubique C admet un point de rebroussement " implique "∆ (C) = c4 =0 " 

L’hypothèse "  la cubique C admet un point de rebroussement R" implique l’existence de deux 

tangentes confondues à la courbe C au point R .         

Les pentes de ces tangentes sont les racines du polynôme h(x) défini dans (2) : 

L’hypothèse ″ L’existence de 2 tangentes confondues  au point de rebroussement R ″ implique 

que le polynôme h(x) possède une racine double                                                            (7) 

La relation (7) entraîne  le discriminant δ (h)  du polynôme  h(x) est nul  . 

Il en résulte   c4 = 0 . 

Preuve de  ″∆(C)= c4= 0 ″  implique  ″ La cubique C admet  un point de rebroussement ″      

l’hypothèse   c4(C) = 0 et la relation (6) impliquent que le polynôme g’(x) admet une racine 

double  . 

Il en résulte deux tangentes confondues à la cubique C au point singulier . 

Cela implique que ce point est point de rebroussement .   

 

Exemples : 

 1.Cubique plane non singulière "C’est une courbe elliptique" :  
Soit la cubique plane E sur Θ  , d’équation :    

E : y2+ x y + y = x3 + x2 -3 x + 1 

Les calculs donnent les coefficients bi   : b2 = 5  , b4 = -5  , b6 = 5  et b8 = 0   et le discriminant 

∆(E) = -800= -25 52 ≠ 0 , cela implique que cette cubique est une courbe elliptique . 

La valeur ∆(E) < 0 implique la forme particulière de la courbe en une seule branche . 

 

 
Figure 3. 
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2.Cubique plane avec un nœud ″″″″ : ce n’est pas une courbe elliptique ″″″″ : 

Soit une cubique plane d’équation de WEIERSTRASS courte de la forme :  

E :  y2 = x3-12 x + 16 ∈  Θ[x , y] 

Les calculs donnent : le  discriminant ∆(E) = -16 (- 4 ×123+27×162 ) =0 

Il en résulte que cette cubique plane est singulière . 

Déterminons la nature de la  singularité de la cubique E ; pour cela calculons le coefficient usuel 

c4 : 

Les calculs donnent : c4 = - 48(-12) =576 ≠ 0 

Le théorème 10 implique que  la cubique E admet un nœud S . 

Déterminons les coordonnées du point S : 

Posons : 01612),( 32 =−+−= xxyyxf  

Par définition le point S est solution du système de 3 équations algébriques : 









==
=+−=

=

02),('
0123),('

0,(
2

yyxf
xyxf

yxf

y

x  

 Les calculs donnent : S = ( 2 , 0 )   

Il en résulte que la courbe algébrique E possède un nœud au point (2 , 0 ). 

Pour la représentation géométrique , nous utilisons les points : 

(x , y) =  (- 4 ,0) , (0, -4) , (0, 4) , (2,0)  et le logiciel ‘Maple ‘ 

 

 

 

 

 
Figure 4 
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3.Cubique plane avec un point de rebroussement ″″″″: ce n’est pas une courbe 

elliptique ″″″″ 

Considérons  la cubique plane E sur Θ , d’équation : 

E : y2 = x3 +3 x2+3x + 1                                                                                                                (2) 

Les calculs donnent les invariants  :  b2 =12 , b4 = 6  , b6 = 4 ,  le discriminant ∆(E) = 0 et le 

coefficient usuel c4 = 0 

Il en résulte que la cubique plane d’équation (2)  est une cubique singulière qui possède un point 

de rebroussement . 

Le polynôme g(x) = x3 +3 x2+3x + 1 est une identité algébrique ; c'est (x+1)3 . 

E : 32 )1( += xy  

Nous en déduisons que la cubique E possède un point de rebroussement de coordonnées (-1,0) .  

Pour la construction géométrique , nous utilisons les points : 

(-1 , 0 ) , (0 ,-1) , (0 , 1)  et le logiciel ‘Maple'  . 

 

 

 

 
 

 

 

 

Figure 5 
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Les morphismes de courbes  elliptiques peuvent être des endomorphismes , des 

isomorphismes ,des automorphismes , des translations ou des isogénies. 

Nous nous intéressons aux isomorphismes , aux endomorphismes et aux isogénies de deux 

courbes elliptiques sur un corps K . 

5.Isomorphismes de courbes elliptiques E et E’ : 

Soit deux courbe elliptiques E et E’ sur un corps K . 

Soit l’application            f : E(K)                 E’(K) 

                                            (x ,y )               ( ), 232 txsuyurxu +++                                      (1)   

de groupes de MORDELL - WEIL  .                                                 

avec : u∈K∗ et r , s , t ∈ K. 

l’application f est un isomorphisme de courbes elliptiques E et E’sur K . 

Cette application vérifie les relations d’isomorphisme de groupes abéliens . 

f(0E)=0E’ , où 0E =  point neutre de la courbe E et 0E’= point neutre de la courbe E’ 

f(P1+P2) = f(P1)+f(P2)     pour tout couple (P1 , P2 ) de points  de la courbe elliptique E . 

Cette application transforme l’équation de la courbe E : 

E : y2+a1 x y+a3 y = x3 +a2 x2 + a4 x + a6  avec  ai ∈ K                                                         (2) 

en l’équation de la courbe elliptique E’ : 

E’ : y2+a’1 x y+a’3 y = x3 +a’2 x2 + a’4 x + a’6  avec  a’i ∈ K                                                (3)  

Les calculs donnent les relations entre : 

a) Les coefficients a i et a’i : 

saua 2' 11 +=  
2

122
2 3' srsaaau −+−=  

1
2

3
3

2
2

466
6

2
12344

4
133

3

'

23)(2'

2'

rtattararraaau

strarstrasaaau

traaau

−−−+++=

−++−+−=

++=

                                                                     (4) 

b) Les coefficients bi et b’i : 



Chapitre II:                                                                                             Théorie arithmétique des courbes elliptiques 

 20 

4
2

3
4

2
688

'8

3
2

2
46

'
6

6

2
24

'
4

4

22
'2

333

42

6

12

rbrbrrbbbu
rbrrbbbu

rrbbbu

rbbu

++++=

++=

++=

+=

                                                                                        (5) 

c)Les coefficients c i et c’i : 

44
4 ' ccu =   et     66

6 ' ccu =                                                                                                          (6)   

d) Les discriminants  ∆ (E) et ∆ (E’) 

)()( '12 EEu ∆=∆                                                                                                                        (7) 

e) Les invariants modulaires j(E) et j(E’) : 

j(E’) = j(E)                                                                                                                                (8) 

La relation (8)  implique un critère de reconnaissance de 2 courbes elliptiques isomorphes E et 

E’ sur un corps K ; elle détermine la classe des courbes elliptiques isomorphes à une courbe 

elliptique donnée .  

Théorème 11 : 

Deux courbes elliptiques E et E’ sur un corps K sont isomorphes sur une clôture  algébrique  du 

corps K si et seulement si elles ont des invariants modulaires égaux  

 j(E)= j(E’) 

Preuve de ″E et E’ isomorphes ″ implique ″ j(E) =j(E’ ) ″ 

Soient deux courbes elliptiques E et E’ isomorphes sur un corps K . 

 Leurs équations sont de la forme : 

E : y2+a1 x y+a3 y = x3 +a2 x2 + a4 x + a6                    avec  ∆(E) ≠0                                            (1) 

E’ : y2+a’1 x y+a’3 y = x3 +a’2 x2 + a’4 x + a’6            avec ∆(E') ≠ 0                                           (2)  

Les relations entre les coefficients a i et a’i sont celles des formules (4) . 

Les formules (8) précédentes impliquent que les invariants modulaires sont égaux.       

Preuve de  ″j(E) =j(E’) ″ implique ″ E et E’ isomorphes ″ 
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Soient un corps K de caractéristique ≠2,3 , deux courbes elliptiques E et E’sur K ;  d’invariants 

modulaires égaux         j(E)=j(E’)                                                                                                 (3)                    

Prenons les équations des courbes  sous la forme courte : 

E :   y2= x3+ a4x + a6        avec 4a4
3+27a6

2 ≠ 0                                                                            (4) 

E’ :  y2= x3+a4’x+a6’        avec 4a’4
3+27a’6

2 ≠ 0                                                                         (5) 

La formule qui donne l’invariant modulaire j d’une courbe elliptique E est : 

j = c4
3/ ∆(E)                                                                                                                       (6) 

Les calculs donnent les valeurs  de c4 et du discriminant  

c4= - 48a4     et    ∆(E)=-16(4a4
2+27a6

2)                                                                                        (7) 

L’hypothèse (3) , les formules (6) et (7) impliquent l’égalité : 

a4
3a6’2=a’4

3 a6
2                                                                                                                               (8) 

Il y a  3 cas possibles suivant les valeurs j =0 , j =1728  et  j ≠0 , j ≠1728 . 

Pour j=0 , la formule (7) donne les valeurs : 

a4=0 , ∆(E)≠0 , a6 ≠0 , a4’=0 et a’6≠0                                                                                            (9) 

Il en résulte  l’existence  d’un élément  non nul  u  du  corps K tel que : a6=u6 a’6                     (10) 

Les formules liant les coefficients a6 et a’6  de deux courbes elliptiques isomorphes et (10) 

impliquent les formules d’isomorphismes des courbes E et E’ : 

(x , y)                   ( u2x , u3y )   avec  
6

1

6

6

' 





=

a
a

u                                                                         (11) 

Pour j=1728 , les formules (6) et (7) donnent les valeurs : 

a4 ≠0 , a4’≠0 , a6= a6’=0                                                                                                               (12) 

(12) implique l’existence   d’un élément  non nul u du corps K tel que :  

a4=u4a’4                                                                                                                                        (13) 

Les formules liant les coefficients a4 et a’4 de deux courbes elliptiques isomorphes  et (13) 

impliquent les formules  d’isomorphismes données dans (11) avec 
4

1

4

4

' 





=

a
a

u                 

Pour j ≠0,1728 , les formules  (6) et (7) donnent les valeurs : 

a4a6≠0    et a’4 a’6≠0                                                                                                                     (14) 

(14) implique les valeurs :    a4≠0 , a6≠0 , a’4≠0 et a’6 ≠0                                                           (15) 

On en déduit l’existence d’un élément non nul u du corps K tel que : 

a6=u6a’6    et   a4=u4a’4                                                                                                                 (16) 
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Les formules liant les coefficients a4 et a’4  , a6 et a’6    de deux courbes elliptiques isomorphes et 

(16) impliquent les formes d’isomorphismes : 

(x , y)                   ( u2x , u3y )  avec     
6

1

6

6
4

1

4

4

'
a

' 





=





=

aa
a

u  

 

Exemple : 

Considérons les deux courbes elliptiques définies sur un corps  K de caractéristique différente de 

2  , d’équations : 

E : y2= x3 +4x2+2x     avec  ∆(E)  = 29  ≠ 0 

E’ : y2= x3 -8x2+8x     avec  ∆(E’) = 215 ≠ 0 

Les coefficients ai et a’i : 0'' 3131 ==== aaaa  ,  42 =a , 24 =a  , 8'2 −=a  et 8'4 =a        (1) 

Les calculs donnent des invariants modulaires égaux : j(E) = j(E’) = 8000 

Le théorème 11 implique que les courbe elliptiques E et E’ sont isomorphes sur une clôture 

algébrique du corps K .  

Cherchons une  formule  d’isomorphisme des courbes elliptiques E et E’. 

 Les formules générales d’isomorphismes des courbes elliptiques E et E’ ont été données au 

début de ce paragraphe par : 

(),(,,, =yxf tsru ), 232 txsuyurxu +++                                                                       (2)     

avec : u∈K∗ et r , s , t ∈ K. 

En utilisant les formules (4) du paragraphe 5 , les calculs donnent : s = t =0                          (3)     

Et la relation entre les coefficients a i et a’i : 

ru 32)8(2 +=−                                                                                                                         (4) 
24 3828. rru ++=                                                                                                                    (5) 

024 23 =++ rrr   = h( r)                                                                                                         (6) 

La relation (6) implique que : r =0 est une racine du polynôme h(r) de degré 3 en r . 

Pour la valeur r = 0 , la formule (4) devient : 

2)8(2 =−u      

Cela entraînent les deux valeurs de  u :  

2
1
−

±=u             

Pour la valeur  
2

1
−

=u   , les relations (2) , (3) donnent l’isomorphisme : 



Chapitre II:                                                                                             Théorie arithmétique des courbes elliptiques 

 23 

    f :   E                     E’ 

      (x , y)                   ( x
2
1−  , y

22
1
−

− ) 

Les 2 courbes elliptiques sont isomorphes sur le corps quadratique imaginaire Θ( 2− ) . 

 

6.Endomorphismes et isogénies de courbes elliptiques : 
Définition 8: 

Un endomorphisme d'une courbe elliptique E est un homomorphisme du groupe abélien E(K) 

L'ensemble des endomorphismes  d'une courbe elliptique E sur K est un anneau noté EndK(E) . 

Cet anneau est  intègre de caractéristique 0 , il est donc isomorphe à l'anneau des entiers 

rationnels Z ou à un anneau contenant Z . 

 

Définition  9 : 

Une courbe elliptique dont l'anneau des endomorphismes EndK(E) contient l'anneau des entiers 

rationnels Z est une  courbe elliptique à multiplication complexe . 

Exemples: 

1) Toute courbe elliptique  sur un corps fini a une multiplication complexe . 

2) Une courbe elliptique  sur un corps quadratique imaginaire Θ( D− ) est à multiplication 

complexe , l'anneau des endomorphismes EndK(E) est isomorphe à l'anneau des entiers  du 

corps quadratique imaginaire  Θ( D− ) ou à un ordre de cet anneau . 

SHIMURA cf[17] a défini la notion d’isogénie de courbes elliptiques comme suit : 

Définition 10 : 

Soient deux courbes elliptiques E1  et E2  sur un même corps K  d’éléments neutres 01 et 02  .  

 Une isogénie de courbes elliptiques est un morphisme de groupes de MORDELL-WEIL: 

 g: E1(K)                 E2(K) 

satisfaisant les relations : 

1) g(01 )= 02 ; 

2) g(P1+P2)= g(P1)+g(P2)   pour tous les  points Pi de E ; 

3)  le noyau g-1(02) est un  sous groupe fini du groupe E1    

4) g(E1)=E2 pour toute isogénie non nulle (g est surjective ) 

Définition 11 : 

Le degré  de l’isogénie  g  est égal  à l’ordre de son  noyau .  
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 A chaque isogénie g: E1                 E2  , on peut  associer  l’ application  

ĝ  : E2 E1    , déterminée par le : 

Théorème 12 : 

Soit une isogénie de degré m de courbes elliptiques : 

g : E1(K)         E2(K) 

Alors il existe une isogénie unique : 

 ĝ : E2(K)        E1(K) 

dont les composées : ĝ o g : E1(K)                  E1 (K)    et  g o ĝ  :  E2(K)                             E2(K) 

sont les multiplications mE  par l'entier  m sur les courbes E1 et E2 respectivement . 

Preuve : Cf [18] , théorème 6.1 page 84.  

Définition 12 :      

Cette application  ĝ : E2                     E1  est  l’isogénie duale de l’isogénie g . 

En particulier, la multiplication  sur une courbe elliptique E par un entier rationnel m est une 

isogénie de cette courbe elliptique définie par : 

 mE  : E(K)              E(K) 

            P                      mE(P) = mP                              

                       

                        P+P+…………P          (m fois  )      si  m > 0 

       mP  =      (-P)+(-P) +……(-P)       (-m fois )      si m < 0 

                        0E                                                       si m=0 

  

Cette multiplication satisfait les relations  :  

mE (P1+P2) = mE (P1)+ mE (P2)  et mE(0E) = mE(0E) pour tout points Pi de E . 

Si m > 0 , noyau de cette isogénie mE est le sous groupe de m- torsion de la courbe elliptique E : 

mE
-1(0E) = {P∈E , mP= 0E }= E(K)[m] 

L’application " multiplication par un entier rationnel m" est un outil très efficace dans la 

détermination des sous groupes de m- torsion . 
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Théorème  13: 

La multiplication mE sur une courbe elliptique E est une isogénie de degré m2  . 

 Preuve : cf [18 ] et  [2] , corollaire du lemme 7.2 , p 215  .  

Dans l’ensemble des courbes elliptiques E , la relation d’isogénie satisfait les relations : 

1) E est isogène à E  

2)  E1 est isogène à E2    implique  E2 est isogène à E1  

3) E1 est isogène à E2  et  E2 est isogène à E3  implique E1 est isogène à E3  .  

Donc c’est une relation d’équivalence sur l’ensemble des courbes elliptiques sur un corps K  . 

Pour les courbes elliptiques sur le corps des nombres rationnels Θ ,VELU a donné des 

formules d’isogénies [ Compte Rendus de l’Académie des sciences  PARIS , série A (1971) ,  

t273 ,  p 238 -241 ]. 

7.Valuations  d’un corps de nombres  :   

La théorie des réductions d’une courbe elliptique E sur un corps K , repose sur la théorie 

des valuations d'un corps . 

Définition 13 : 

Une valuation  sur un corps K est une fonction  ν : K→ IR+ 

à valeurs réelles positives qui satisfait aux trois axiomes  : 

(VAL 1) ν(x) > 0   pour tout  élément x non nul  de K  et  ν(x)=0  équivaut à  x=0 

(VAL 2) ν(x.y)=ν(x).ν(y)   pour tous les éléments  x , y de K 

(VAL 3) ν(x+y)≤ ν(x)+ν(y)  pour tous les éléments x , y  de K . 

Cet axiome (VAL 3) est appelé l’axiome de l’inégalité triangulaire , il peut être le remplacé par :  

(VAL 3’) Il existe une constante réelle  C≥1 telle que : 

ν(x)≤ 1 implique ν(1+x) ≤ C 

L’axiome (VAL 3) peut être remplacé par un axiome plus fort : 

(VAL 4) ν(x+y)≤ max {ν(x) ,ν(y) }  

Cet axiome implique la propriété : ν(x)≤ 1 implique ν(1+x) ≤ 1 

Les valuations d’un corps sont réparties dans deux sous ensembles : 
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Les  valuations non- archimédiennes qui satisfont :  ν(x)≤ 1 implique ν(1+x) ≤ 1 

Les  valuations archimédiennes qui satisfont :  ν(x)≤ 1 implique ν(1+x) ≤ 2 

Exemples  

1. La valuation triviale ν  satisfait :  ν(x ) =1 si x ≠ 0 et ν(x ) = 0 si x =0 . 

2. La valeur absolue sur le corps des nombres réels IR , ν(x ) = max{x ,-x } et la valuation sur le 

corps des nombres complexes C ,  ν(a+ib ) = 22 ba + sont des valuation archimédiennes . 

Chaque valuation ν d’un corps K définit  une structure topologique sur ce corps : 

Théorème 14: 

Une valuation ν d’un corps K détermine sur ce corps une topologie de HAUSDORFF.  

Pour chaque élément a de K , un système fondamental de voisinages de a est formé par 

l’ensemble U(a, ε) = { x∈K ; ν(a-x)< ε , ε est un nombre réel positif }   . 

Preuve : Cf[20] , proposition 1.1.2    

Sur l’ensemble des valuations d’un corps , on définit une relation d’équivalence : 

Définition 14 :  

Deux valuations  non triviales ν1 et ν2  sur un corps K  sont  équivalentes si elles satisfont l’une 

des conditions suivantes : 

ν1 (x) < 1   implique ν2 (x) < 1  ; 

ν1 (x) >1   implique ν2 (x) > 1   ; 

ν1 (x) = 1   implique ν2 (x) =1 

Les valuations équivalentes sont déterminées par le  :  

Théorème 15: 

Deux valuations ν1 et ν2  d’un corps K sont équivalentes si elles satisfont la relation : 

ν1 = ν2 
s   pour un certain nombre réel  s >  0 

Preuve :  Cf [20]    

Cette relation d’équivalence permet de définir les diviseurs premiers d’un corps : 

Définition 15 : 

Toute classe d’équivalence  d’une valuation ν d’ un corps  est un diviseur premier de ce corps   . 

Il en résulte que les valuations non triviales d’un corps K sont groupées en un ensemble V0 

des valuations non - archimédiennes non équivalentes et en un ensemble V∞ des valuations 

archimédiennes non équivalentes , de sorte que l’ensemble des valuations d’un corps K est : 

∞= VVKVAL Υ0)(  
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Pour le calcul des valuations sur un corps K , il y a des théorèmes d’approximation : 

Théorème 16: 

Soit un ensemble ν1  ,… νn  de valuations inéquivalentes et non triviales d’un corps K .Alors:  

1) Il existe un élément x dans K  tel que : ν1 (x) >1 et νt (x) < 1 pour t= 2,3….n . 

2) Pour tout nombre réel positif a et pour tous nombres x1 , x2  ,…..xn  de K , il existe un nombre 

b tel que : νt ( b –xt ) < a    pour t =1,2……n 

Le calcul de la valuation d’une somme se fait avec le : 

Théorème 17: 

Soit une valuation non archimédienne ν d’un corps K . Alors :  

1) ν(a + b)≤  max{ν(a) , ν(b) } 

2) ν (a1 ) > ν(ai) pour  i= 2 ,3 , …n   implique  ν (a1+a2+……+an) =ν (a1 )       

Pour un diviseur premier P non archimédien d’un corps K , on associe à un représentant ν 

de cette classe des sous ensembles particuliers du corps K  : 

Aν = { x∈K  ; ν(x)≤ 1 } ,  anneau de la valuation ν de K = anneau des ν- entiers de K  . 

Pν = { x ∈K  ; ν (x)< 1} , idéal ν- premier de K 

Uν={ x∈ K  ; ν (x) =1 } , groupe des ν -unités . 

et Kν= Aν / Pν le corps résiduel du corps K en ν . 

Définitions 16  :        

a)  L’application canonique  :   f : Aν → Aν / Pν  est une place de K en ν .   

b) A chaque valuation  non archimédienne ν  sur un corps  K  , on associe la fonction ϕ  appelée 

valuation exponentielle sur le corps K de valeur : 

ϕ (x) =-logν (x)  pour tout élément x du corps K . 

Cela implique la relation : ν(x) = exp (-ϕ (x) ) qui justifie le nom de valuation exponentielle  

Alors  les axiomes des valuations exponentielles  ϕ  deviennent   : 

(VAL' 1) ϕ (x)=+∞  équivaut à  x=0  

(VAL' 2) ϕ (x y)= ϕ (x)+ ϕ (y)    pour tous les éléments x, y de K     

(VAL' 3) ϕ (x+y)≥  min{ϕ (x), ϕ (y)}      pour tous les éléments  x ,y de K 

A toute valuation non –archimédienne ϕ on associe  les sous ensembles du corps K : 

Aϕ ={ x∈K , ϕ (x) ≥0 }, anneau des ϕ- entiers de K . 

Mϕ   ={ x∈K , ϕ (x) >0 } , idéal maximal en ϕ de K . 

Uϕ ={ x∈K , ϕ (x) =0 } , groupe des ϕ- unités . 
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L’ensemble quotient : Aϕ / Mϕ  =  K rési est le  corps résiduel  du corps K en ϕ . 

Cette valuation  ϕ : K→ IR+ détermine  un homomorphisme du groupe multiplicatif K* 

dans le groupe additif 3+ .  

 La valuation ϕ  est discrète si le groupe des valeurs ϕ(K*) ={ ν (a) , a∈K  avec  a ≠ 0 } est un 

ensemble discret . 

Dans ce cas l’anneau Aϕ  est un anneau de valuation discrète .  

Définition 17: 

Un  anneau de valuation  discrète est un  anneau  principal A qui admet un seul idéal premier 

non nul P ; alors cet idéal premier admet un générateur π  appelé uniformisante de P ; il en 

résulte :  P = π A 

Tout anneau  A de valuation  discrète est un anneau de DEDEKIND . Alors l’idéal premier 

non nul P est maximal . 

Exemples : 

1. Les valuations p-adiques associées à un nombre premier p  

Tout nombre rationnel x  possède une décomposition unique  :  

x = p r a / b  où  a et b sont des entiers rationnels premiers à p et r ∈Z . 

La fonction νp : Θ                     Z  ∪{+∞ }  . 

de valeur   νp(x) = r     est une valuation appelée valuation p- adique du corps Θ  des nombres  

rationnels  .C’est une valuation non archimédienne discrète . 

2. Soient un corps de nombres algébriques K  et son anneau des entiers AK . 

D’après la théorie des nombres , cet anneau est un anneau de DEDEKIND . 

La théorie des anneaux de DEDEKIND  montre que tout idéal non nul I de l’anneau AK se 

décompose de manière unique en produit d’idéaux premiers  sous la forme : 

Les exposant  e1 , e2 ,……….,er sont les indices de ramification de l’idéal I en l’idéal premier Pi 

L’idéal I est principal ;  il admet un générateur x   :   I= x AK    pour tout idéal premier P de 

l’anneau AK ; l’application : 

 

re
r

ee PPPI ⋅⋅⋅⋅= 21
21
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 AK                      Z ∪{+∞ } 

x                        νP (x) =  ei             est une valuation  non - archimédienne discrète . 

Chaque valuation possède des prolongements :  

 

Définition 18 :  

Soient un corps K muni d’une valuation non archimédienne discrète ν  et une extension finie L 

de K et le groupe des valeurs ν(K*) de ν dans IR . 

1) Soit un  prolongement w de la valuation ν  à L et le groupe des valeurs w(L*) de w dans IR  

Alors l’ordre du groupe quotient   : eν = [ w(L*) : ν(K*) ] est l’indice de ramification du 

prolongement w à L . 

2) Soit le corps résiduel K rési  du corps  K en ν  et le corps résiduel  L rési du corps  L en ν .   

Alors  la dimension fν = [ K rési : L rési ]  est le degré résiduel de la valuation ν . 

Les entiers naturels eν  et f ν  sont liés par l’inégalité  : eν   f ν ≤ n =[ L : K] 

8. Réduction d’une courbe elliptique en une valuation non 

archimédienne discrète νννν  : 
Dans la suite le symbole  VNAD  désigne une valuation non archimédienne discrète .       

Définition 19: 

Soit  une courbe elliptique E de discriminant ∆(E)   sur un corps K muni d’une VNAD  ν .  

Une équation  de WEIERSTRASS de E est minimale en  ν  si la valuation des coefficients ai : 

ν(ai)≥ 0 et ν (∆(E))≥0  et si la valuation de l’invariant discriminant ν(∆(E))) a une valeur 

minimale . 

Les formules d’isomorphismes de deux courbes elliptiques E et E’ permettent  de caractériser 

l’équation minimale par le : 

Théorème 18 : 

Soient une VNAD  sur un corps K et une courbe elliptique E sur K . 

Une équation de WEIERSTRASS de E est minimale en ν  si l’une des trois relations est 

satisfaite :     (1)  ν(ai)≥0   et   ν (∆(E))< 12 

                    (2) ν(ai)≥0    et    ν (c4))< 4 

                    (3) ν(ai)≥0    et  ν (c6))< 6 

où c4(E)=c4   et  c6(E)=c6   désignent des coefficients usuels de l'équation de E 
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Preuve : 

Soit une courbe elliptique E sur un corps K d’équation de WEIERSTRASS : 

E : y2+a1 x y+a3 y = x3 +a2 x2 + a4 x + a6  avec  ai ∈ K                                                              (1)  

Cette application est unique à isomorphisme prés . 

l’isomorphisme défini au § 5 transforme l’équation (1) de E en une équation : 

 y2+a’1 x y+a’3 y = x3 +a’2 x2 + a’4 x + a’6  avec  a’i ∈ K                                                           (2)    

l’isomorphisme défini au § 5 implique les relations  entre : 

Les coefficients c i et c’i : 

44
4 ' ccu =   et     66

6 ' ccu =                                                                                                               (3) 

Les discriminants  ∆ et ∆’ : 

  ∆= u12 ∆’                                                                                                                                      (4)   

L’équation de E est minimale si ν(ai)≥0   et   ν (∆(E)) est minimale                                            (5) 

La relations (4) et (5) impliquent que l’équation de E est minimale si ν(ai)≥0  et ν (∆(E))< 12 . 

La relations (3) et (5) impliquent que l’équation de E est minimale si ν(ai)≥0 et ( ν (c4))< 4 ou   

ν (c6)< 6 ) .               

 

Définition 20:                

Soient   une courbe elliptique  sur un corps  K  muni d’une VNAD ν  , l’anneau Aν de la 

valuation ν  , l’idéal maximal  Mν  associé  , une uniformisante π  de K et le corps des classes  

résiduelles Krési = Aν / Mν, . 

La réduction modulo la valuation ν ( ou modulo l'uniformisante π  )  de la courbe elliptique E  

est l’application qui à tout point P ∈ E (K)  associe  son point réduit P~ ∈ E~  (Krési) 

                     E(K)                       E~ (Krési)                

                    P =(x , y)             )~,~(~ yxP =          où   xx ≡~  modulo π  et  yy ≡~ modulo π 

La réduction modulo la valuation ν transforme une courbe elliptique E d’équation  :       

 E : y2+a1 x y+a3 y = x3 +a2 x2 + a4 x + a6         ,  ai ∈K  ,  point neutre 0E . 

en une courbe réduite E~  d’équation : 

,~,~~~~~~~~~~~~:~
64

2
2

3
31

2
résii KaaxaxaxyayxayE ∈+++=++  de point neutre E~0  

La réduction modulo une VNAD  ν ,  permet de définir deux sous-groupes du groupe E(K)   :  

Le sous -groupe des points de la courbe E de réduction non singulière  :  
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 Eo(K) =  {P∈E(K) : )(~~
résins KEP∈    }   qui est un groupe d'indice fini de E(K)    

et le noyau de l’application réduction modulo la VNAD ν : 

E1(K) ={P∈E(K) : P~ = E~0   } 

La classification des réductions des courbes elliptiques est précisée par la : 

 

Définition 21 :  

Soient  une courbe elliptique sur un corps K , une VNAD ν  et la courbe réduite E~ en ν. 

1) la courbe E a une bonne réduction en ν si E~  est non singulière . Donc E~  est une courbe 

elliptique .  

2) la courbe E a une mauvaise réduction en ν si E~ est singulière ; alors E~  n’est pas une courbe 

elliptique . On désigne par E~ ns la partie non singulière de E~  . 

la mauvaise réduction est : 

a) multiplicative si la courbe réduite E~  possède un nœud. 

b) additive si la courbe réduite E~  possède un point de rebroussement . 

Une bonne réduction est une réduction stable. Une réduction multiplicative est une réduction 

semi- stable .Une réduction additive est une réduction instable. 

La nature de la réduction enν d’une courbe elliptique est déterminée par le : 

Théorème 19 : 

Soit une courbe elliptique E  sur un corps K muni d’une valuation non archimédienne  discrète ν 

d’équation de WEIERSTRASS de E  minimale et  de discriminant ∆(E) , de coefficient usuel 

c4(E)= c4  . Alors : 

a) E a une bonne réduction en ν si et seulement si ν(∆(E))=0         

b) E a une réduction multiplicative en ν si et seulement si ν(∆(E))>0 et ν(c4)=0.                     

c) E a une réduction additive en ν si et seulement si  ν(∆(E))>0 et ν(c4 )>0                       

Preuve de         ″ E a une bonne réduction en ν ″  implique ″ ν(∆(E)) =0   ″ 

Soit une courbe elliptique E sur un corps K  de discriminant ∆(E) 

Alors ∆(E) ≠0 . 

Soit la courbe réduite E~ de la courbe elliptique E en ν . 

L’hypothèse ″ E a une bonne réduction en ν ″ implique que la courbe réduite E~ sur Krési est une 

courbe elliptique . 

Il en résulte que le discriminant ∆( E~ ) de E~ est non nul . 
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A la valuation non archimédienne ν sur le corps de base K de la courbe elliptique correspond un 

nombre premier  p ; les valuations ν(a) des nombres a premiers à p ont une valeur nulle . 

Pour une telle valuation ν , ν (∆(E) )  = 0  

Pour la preuve de (a) et (b)  , on applique le théorème 10  à la courbe réduite de la courbe 

elliptique E modulo la valuation ν .  

Réduction d’une courbe elliptique sur le corps ΘΘΘΘ en une valuation p –adique :  

Soit une courbe elliptique sur Θ : 

E : y2+a1 x y+a3 y = x3 +a2 x2 + a4 x + a6                                                              (1) 

La réduction  de E en une valuation  p –adique est l’application : 

         νp : Θ               IFp       ,         E                   E~    

de valeur  : νp (a) = a~ = classe de a mod p                                                                (2)  

l’équation réduite modulo p de la courbe réduite E~  en νp est de la forme : 

E~  : y2+ 1
~a x y+ 3

~a y =x3+ 2
~a x2+ 4

~a x+ 6
~a                                                                                (3) 

Par définition  le discriminant ∆(E) n’est pas nul ; mais le discriminant de la courbe réduite est 

soit ∆( E~ ) =0  soit ∆( E~ )≠ 0 . 

Trois cas se présentent :  

∆( E~ ) ≠ 0 ;  la réduction de E modulo p est bonne  . 

∆( E~ )=0 et 4
~c (E)≠ 0 ;  la  réduction est multiplicative . 

∆(E)= 4
~c (E)= 0  ;  la réduction est additive  . 

Exemple: 

1. Soit une courbe elliptique  E d'équation  : 

E :    y2= x3+11x2+11x    

Ses invariant valent :  ∆ (E) = 24 × 7  ×113 et  c4(E) =27 × 11                

Le théorème 19 implique que la courbe elliptique E a une réduction multiplicative  en la 

valuation  ν7 , une réduction additive en les valuations  ν2  et ν11   et une bonne réduction en les 

valuations νp pour les nombres premiers  p ≠ 2, 7 et 11       

Les qualificatifs de réductions multiplicatives  et additives sont liées au : 
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Corollaire 1 : 

Soient un corps K muni d’une VNAD , et son corps résiduel Krési . 

Soient une courbe elliptique E sur le corps K  et la courbe réduite E~ (Krési)  modulo ν  . Alors : 

1)  Lorsque la courbe elliptique E a une réduction multiplicative en ν  , la partie non 

singulière E~ (Krési)ns du groupe E~ (Krési) est isomorphe au groupe multiplicatif  (Krési)*  . 

2) Lorsque la courbe elliptique E a une réduction additive en ν  , la partie non singulière 

E~ (Krési)ns  du groupe E~ (Krési) est isomorphe au groupe additif (Krési)+ . 

Preuve de ″ E a une réduction multiplicative en ν implique la partie non singulière de la courbe 

réduite E~ (Krési)ns ≅  Krési)+  ″ 

Soient un corps K muni d’une VNAD  v ,  une courbe elliptique E sur le corps K  , de 

discriminant ∆(E).et de coefficient c4(E)  . 

Soient la courbe réduite E~  de discriminant ∆( E~ ).et de coefficient c4( E~ )  . 

Selon le théorème 19  , l’hypothèse ″la courbe elliptique E a une réduction multiplicative en ν″ 

est équivaut à : ν(∆(E))>0 et ν(c4)=0. 

Il en résulte que les invariants réduits ∆ ( E~ ) =0 et 4c ( E~ )≠ 0 .                                             (1) 

Le théorème 10 et (1) impliquent que la courbe réduite E~  de la courbe elliptique  E modulo ν  

possède un nœud S  . 

Cela implique l’existence de deux tangentes à E~  au point S . 

Soient les deux tangentes de la courbe E~  au nœud  S :  y = α1 x +β1  et  y = α2 x +β2  . 

Soit la partie non singulière  )(~
résins KE  = E~ ns de la courbe réduite E~  / Krési . 

On considère l’application : 

 f : )(~
résins KE                     *

résiK  

    (x , y)                        
22

11

βα
βα

−−
−−

xy
xy

 

Cette application est une bijection d’ensembles .  

La partie non singulière E~ ns  est un groupe abélien par [19] . 

Il en résulte que f est un isomorphisme de groupes abéliens . 

Preuve de  : ″E a une réduction additive en ν implique que la partie non singulière de la courbe 

réduite : E~ (Krési)ns ≅  (Krési)+  ″ 
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Selon le théorème 19  , l’hypothèse ″la courbe elliptique E a une réduction additive en ν″ est 

équivaut à   ν(∆(E))>0 et ν(c4) >0.                                                                                               (2) 

Il en résulte que les invariants réduits  ∆ ( E~ ) et 4c ( E~ ) sont nuls .                                             (3) 

Le théorème 10 et (3) impliquent que la courbe réduite E~  de la courbe elliptique  E modulo ν  

possède un point de rebroussement M  . 

Cela implique l’existence d’une seule tangente à E~   au point M :   y = αx +β 

Alors , l’application définie par : 

g : )(~
résins KE                    +

résiK  

    (x , y)                         ( )
βα −−

−
xy
Mxy   

est un isomorphisme du groupe de MORDELL-WEIL  )(~
résins KE dans le groupe additif +

résiK .  

 L’invariant modulaire j(E) d’une courbe elliptique E intervient dans la réduction selon le : 

Théorème20 : 

Soient un corps de nombres L muni d’une valuation  non archimédienne discrète ν et une courbe 

elliptique E sur L  , d’équation de WEIERSTRASS minimale en ν  et d’invariant modulaire j(E) . 

Si l’invariant modulaire j(E) est entier sur L ,  alors la courbe elliptique E a une bonne réduction 

ou une réduction additive en ν . 

 Preuve : 

Par définition , l’invariant modulaire d’une courbe elliptique E est la fraction  : 

j(E)=c4
3/∆(E) . où  c4= c4(E) 

L’hypothèse ″ j(E) entier sur L  ″ implique que ν( j) ≥0 , pour toute valuation discrète ν de L . 

Le résultat découle de l’équation minimale de E ,  le deuxième axiome de la définition d’une 

valuation et le théorème 19 . 
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Chapitre III 
 

Torsion sur les courbes elliptiques 
 
 

La structure de groupe abélien de type fini pour le groupe de MORDELL-WEIL E(K) 

d’une courbe elliptique sur un corps K implique , selon la théorie générale des groupes , des sous 

groupes de torsion du groupe E(K) . 

Pour cette courbe elliptique le point P+P = 2P  est déterminé par la règle géométrique de 3 

points colinéaires de la courbe E  

Les coordonnées de ce point 2P sont obtenues avec la théorie de l’intersection de la courbe 

elliptique E par la tangente au point P  . 

1.Coordonnées du point P+P =2P avec P=(x P,yP) et P ≠≠≠≠ 0E : 

Soit une courbe elliptique E  d’équation de WEIERSTRASS : 

E : y2+a1 x y+a3 y = x3 +a2 x2 + a4 x + a6                                                                               (1) 

La tangente à la courbe elliptique E au point P coupe la courbe en un point simple M et au point 

double P. 

Le point 2P est le symétrique –M du point simple M  (figure 6 ) 

L’équation de la tangente à la courbe E au point P=(xP , yP) est :   

)(' PPP xxyyy −=−                                                                                                                      (2)                    

En dérivant l’équation  (1) de WEIERSTRASS par rapport à la variable x , on obtient  : 

42
2

311 23'''2 axaxyaxyayayy ++=+++   ; 

les calculs donnent la dérivée : 

31

412
2

2
23

'
axay

ayaxax
y

++
+−+

=                                                                                                           (3) 
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(1) ,(2) et (3) impliquent une équation du 3ème degré en x qui admet 3 racines : une racine double 

xp et une racine simple xM , abscisse du point M. 

La fonction symétrique ″ somme des racines ″ est égale à  : 

21
2 ''2 ayayxx PPMP −+=+  

On en déduit les coordonnées du point M : 

PPPM xayayx 2'' 21
2 −−+=   

PPMPM yxxyy +−= )('                                                                                                               (4) 

Le point 2P est le symétrique –M du point M . 

Les formules du symétrique et (4) donnent les coordonnées du point 2P : 

2P=(x 2p , y 2p)  

x 2p= ppp xayay 2'' 212 −−+ =
64

2
2

3
86

2
4

4

24
2

bxbxbx
bxbxbx
++++

−−−     ;  

y2p = - pppppp yaxaayaaxyay −−+++−+− 321
'

22
1

213 )2()3('2'                                                   (5) 

avec  
32

23'
1

142
2

ayxa
yaaxaxy

pp

ppp
p ++

−++=  

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

  La  somme P+P=2P 

 

  

y 

x 

P

2P=-M 

M 

Figure.6 
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2. Coordonnées du point  P+P+P= 3P :       

La relation 3P = 2P+P implique les coordonnées du point 3P  avec la formule  d’addition   : 

P1+P2   où    P1=2P ,   P2=P et λ=
pp

pp

xx
yy

−
−

2

2  

3P= (x 3P, y 3P) 

les calculs donnent les valeurs  : 

x 3P =λ2 + a1λ-a2-x2P-xP    ; 

y3P =-λ 3  -2a1λ2+(a2-a1
2+2x2P+x P)λ+a1(a2+x2p+x P)-a3-y2p .                                                         (6) 

Les formules (6) donnent la valeur de λ  en fonction des ai , xp , yp et  y’p 

λ=
PPP

PPPppp

xayay
yxaaaayxaayay

3'
22')3('2'

21
2

1321
2

1
2

1
3

2

−−+
−+−++−+−−

                                                   (7) 

Les relations (6) et (7) impliquent des calculs prenant beaucoup de place et sans intérêt 

particulier . 

Les coordonnées Px3  et Py3  du point 3P sont simplifiées en prenant l’équation de la courbe 

elliptique de la forme : 

E : y2= x3 + a4 x + a6                                                                                 
C’est ce qu’a utilisé CASSELS pour obtenir des formules exploitables ; exposons sa méthode de 

calcul : 

3. Coordonnées du point mP :       

Soit un point P d’une courbe elliptique E  , le point  mP désigne : 

                              P+P+…………P         , m fois      si  m > 0 

           mP  =         (-P)+(-P) +……(-P)      , -m fois    si m < 0 

                             0E                                                     si m=0 
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Théorème 21 : 

Soit  une courbe elliptique E d’équation de WEIERSTRASS : 

E :  y2=x3+A x+ B      avec 4A3+27B2 ≠ 0 

Soient les 6 polynômes  ψm  de l’anneau 9 [x , y] : 

ψ-1 =-1 ; ψ0 =0 ; ψ1 =1 ; ψ2 =2y ; 

ψ3 =3x4+6Ax2+12Bx-A2      ; 

ψ4 =4y(x6+5Ax4+20Bx3-5A2x2-4ABx-8B2-A3) ; 

Soit les deux formules de récurrence pour m≥2 : 

ψ2m =    2 ψm
    ( ψm+2 ψm-1 -ψ2 

m+ 2 ψ2 m+1 )   

ψ2m+1 = ψm+2 ψ3
m - ψm-1 ψ3 

m+1             

Soient les deux polynômes :  

Φ m   =x ψ2
m -ψm-1 ψm+1  , polynôme en x , A ,B de degré m2.   

4y ω m   =ψm+2 ψ2 
m-1 -ψm-2 ψ2 m+1    ,    y-1 ω m ( pour m impair ) et ω m (pour m pair ) sont des 

polynômes en x , A , B .  

Alors les coordonnées du point mP sont égales à : 

            2(
m

mmP
Ψ
Φ= , 3

m

m

Ψ
ω  )            pour des entiers naturels m≥1 

Preuve  :   

Elle  est basée sur le procédé de raisonnement par récurrence  , les formules d’addition P1+P2 et 

les coordonnées du point P+P =2P . Cf :[2] , lemme 7.2 , p 214 . 

 

4. Sous groupes de m- torsion et groupe de torsion du groupe E(K)  : 

Définition 22 : 

Soient une courbe elliptique E sur un corps K , un entier naturel m premier à la caractéristique 

du corps K  et le groupe E(K) de MORDELL - WEIL de la courbe elliptique E . 

Un point de m- torsion du groupe E(K) est un point P de E(K) d'ordre m :  

m P = 0E                                                                                                                                        (1)  

Le groupe E(K)[m] est le sous groupe de m- torsion du groupe E(K)  

E(K)[m]= { P ∈ E(K) ;  mP = 0E  }                                                                                              (2)  

Le groupe de torsion de la courbe elliptique E est l’ensemble:  

Υ
0

])[()(
≥

=
m

tors mKEKE  = T(E)                                                                                                    (3) 
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Lorsque car(K) = m , le sous groupe de m- torsion est trivial : 

E(K) [m]= E(K)[0] ={ 0E } 

Exemple : 
Soit la courbe elliptique E sur un corps K d'équation : 

13: 32 ++= xxyE  

Son discriminant vaut ∆(E) = -24.33.5 ≠ 0 

Pour déterminer les points de 3- torsion , nous appliquons les formules de J.W.S.CASSELS pour 

n= 3 ; nous obtenons les coordonnées du point  3P :  

2
3

3(3 Ψ
Φ====P  ,  3

3

3

Ψ
ω ) 

Un point de 3-torsion P =(x, y) a pour abscisse les racines du polynôme 912183)( 24
3 −−−−++++++++==== xxxxψ   

Ce point a pour coordonnées les solutions du système des deux équations : 







=−++

++=

)2(0346

)1(13
24

32

xxx
xxy

                                  

 L'équation diophantienne (2) admet , éventuellement , comme solutions l'un des diviseurs de 3 : 

±1 , ±3  ; seul le diviseur -1 est solution . 

Pour x = -1 , y2 = -3 

Donc , il n' y a pas de points de 3-torsion sur un corps réel . 

D'autre part , il y a  deux points de 3 - torsion sur la courbe elliptique E  sur le corps quadratique 

imaginaire K=  Θ )3( − : 

)3,1()3,1( 21 iPetiP −=−−= . 

5. Isogénie , réduction et sous groupes  de m – torsion : 
Le sous groupe de m- torsion  d’une courbe elliptique E sur une clôture algébrique  Kalg du corps 

K  est un sous groupe du groupe E(Kalg) ; c'est aussi le noyau de l'isogénie  ″multiplication mE 

par m ″ sur la courbe elliptique E . 

E(Kalg )[m]  = { P∈ E(Kalg) :  m P = 0E } = Ker (mE ) 

La structure de ce groupe est déterminée par le  : 

Théorème 22 : 

Soient une courbe elliptique E sur un corps algébriquement clos K , un entier naturel  m premier 

à la caractéristique du corps K et le sous groupe de m- torsion E(K)[m] de la courbe elliptique E 

sur K .  Alors ,  ce sous groupe  est isomorphe au groupe produit : 

 E(K)[m] ≅ Z /m Z ×××× Z /m Z  
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Preuve : 

Selon le théorème 13 du chapitre II , l'application multiplication mE par l'entier m est une 

isogénie de degré  m2 .                                                                                                                  (1) 

Par définition le sous groupe de m- torsion E(K )[m] est le noyau de cette application               (2) 

(1) et (2) impliquent que le sous groupe de m- torsion E[m] est d'ordre m2 . 

Soient d un diviseur de m et le sous groupe de d- torsion E(K)[d] du groupe E(K)[m] : 

Ce sous groupe de d- torsion est un sous groupe d'ordre  d2 . 

Il en résulte que le sous groupe de m- torsion de la courbe elliptique E sur le corps K est 

isomorphe au  produit de groupes cycliques : 

E(K)[m] ≅ Z /m Z ××××Z /m Z   .€ 

Ce théorème implique que le sous groupe de m- torsion d'une courbe elliptique E sur un 

corps K est d'ordre au plus m2 . 

Le sous groupe de m- torsion est lié à la réduction des courbes elliptiques par le  : 

Théorème 23 : 

Soit une courbe elliptique E  sur un corps local K muni d’ une valuation non archimédienne  

discrète  v  et le corps résiduel Krési   . 

Soit la courbe réduite E~  moduloν , un entier m ≥1 premier à la caractéristique du corps 

résiduel Krési et le sous groupe E(K)[m] de m- torsion de la courbe elliptique   . 

  Si la courbe réduite  E~ (Krési) est une courbe elliptique , alors l’application réduction  : 

E(K)[m]                       E~ (Krési) est injective. 

Preuve : 

Soit l’application réduction : 
  u : E(K)                       E~ (Krési )                                                                                                   (1) 

Soient son noyau E1 (K)  , la partie non singulière E~ ns(Krési) de la courbe réduite E~ (Krési) et le 

sous groupe  E0(K) = { P∈E(K) : nsrésiKEP )(~~ ∈  } 

 On considère  la suite de groupes abéliens :    

  0 → E 1 (K)  → E 0 (K)  → E~ ns(Krési)  → 0 

Cette suite est exacte  par [18 ] , Chapitre VII , proposition 2.1 , p174                                        (2) 

L’hypothèse ″ la courbe réduite E~  est  elliptique sur le corps résiduel  Krési ″ implique que la 

partie non singulière nsE~  de la courbe réduite E~  est identique  à E~  . 

Il en résulte l’égalité :  E 0(K) = E(K)    .                                                                                      (3) 
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(2) et (3) impliquent  que la suite des groupes abéliens   : 
 
    0 → E1 (K) →  E(K

Cela implique  l’image

Soit la restriction u1 de

Son noyau  : Ker u1 = 

Le sous groupe E1(K) 

(5) implique que le no

Il en résulte que l’appl

Ce théorème don

elliptiques à l’aide de 

6. Racines de l’u
Définition 23 :  

Soient une courbe ellip

L’application bilinéair

em : E(K)[m]× E(K)[m

de valeur : em(P1 , P2 )

où P est un point du g

admet un point multip

Cette application est : 

1) Bilinéaire : em(P1+P

                            em(P1 , 

2) Alternée :    em(P1 , 

3) Non dégénérée :  si

4) invariante par le gro

Pour tout point P de E

,(),( 2121 σσσ PPePPe mm ====

 L'application  bilinéai

sont liés par le : 

Théorème 24 : 

Soient une courbe ellip

l'application bilinéair

i  
u
 41 

) → E~  (Krési )    → 0     est une suite exacte      . 

 du groupe E1 (K) est égale au noyau de l’application u                          (4) 

 l'application u  au sous groupe de torsion E(K)[m]  

{ P ∈ E(K)[m] , E0P ~
~ =  }  un sous groupe de E1 (K). 

n’a pas de points non triviaux d’ordre m    .  cf [ 19]                                (5)              

yau de u1 est trivial : Ker u1 = 0E  

ication : u1 : E(K)[m] → E~ (Krési) est injective.  

ne une méthode de calcul des sous groupes de m - torsion des courbes  

la théorie de réduction . 

nité et sous groupes de torsion :  

tique E sur un corps K et Zm le groupe des racines mème  de l’unité .  

e de WEIL  est l’application em  : 

]  → Zm ={  z = racines mes de 1} 

 = g( P+P1 )/g(P) 

roupe E(K) tel que g( P+P1 )≠0 et g(P)≠ 0 , une fonction f ∈ Kalg(E) qui 

le d’ordre m , la fonction g est liée à f par :   f o mE =gm 

2 , P3) = em(P1 , P3 )   . em(P2 , P3 ) 

P2+P3 ) = em(P1 , P2 ) .  em(P1 , P3)  pour tout  point P1 , P2  , P3  de E(K)[m]  

P2 ) = em (P2 , P1) –1 

 em(P1 , P2 ) = 1      pour tout point P1 de E[m] , alors P2 = OE . 

upe de Galois :  

 (K)[m] et pour tout élément σ  du groupe de Galois KK aG /lg  :  

)  

re  de WEIL  , le groupe des racines me de 1et le sous groupe de m-torsion 

tique E sur un corps K , le sous groupe de m- torsion E(K)[m] de E et 

e de WEIL em . Alors : 
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1) Il existe un couple de points ( P1  , P2 ) de E(K)[m] tels que l'image em (P1  , P2 ) est une racine 

primitive me de l'unité . 

2) si E(K)[m] ≅ Z/mZ ⊕ Z/mZ  alors le corps K contient le groupe des racines me de 1 . 

Preuve :cf [18],chapitre III , corollaire 8.11 , p98 ] .   

7. Structure du groupe de torsion E (ΘΘΘΘ ) tors : 

La détermination du groupe de torsion d’une courbe elliptique E définie sur le corps des 

nombres rationnels a été résolue  entièrement par MAZUR . 

Théorème 25 : 

Soit  une courbe elliptique E  sur le corps des nombres rationnels Θ . Alors son sous groupe de 

torsion  T(E)  est isomorphe à l’un des 15 groupes abéliens  : 

Les 11 groupes abéliens :    Z / N Z                                            pour  1 ≤ N ≤ 10 et N =12 

Les 4 groupes abéliens :    Z / 2 Z × Z / 2 N Z                           pour 1 ≤ N ≤ 4 

Preuve : Cf [13 , (a) ] .   

Ce théorème implique que l’ordre du groupe de torsion T(E) d’une courbe elliptique sur le 

corps des nombres rationnels est au plus égal à 16 . 

On peut déterminer le groupe de torsion d’une courbe elliptique sur  Θ , en utilisant la 

théorie de la réduction modulo les nombres premier p qui ne divisent pas le discriminant  des 

courbes elliptiques ,  avec l’application injective :  

E(Θ)[m]                E~ (IFp )  

Exemple 1:    

Soit la courbe elliptique E sur  Θ  , d’équation : 

E : y2+ y = x3 -x2                                                                                                                            (1)  

Les calculs donnent les invariants  : ∆(E) = - 11 ; c4(E) = 24 ;  j(E) = -212/11 

La courbe elliptique E a une bonne réduction pour tous les nombres premiers p ≠ 11 ; il en  
 
résulte  que les courbes réduites modulo p sont des courbes elliptiques sur le corps fini IFp . 

Calculons les points  des courbes E~ (IF p) réduites modulo p . 

Pour  p =2 , l’équation de la courbe réduite E~ / IF2 est  :  

 y2+ y = x3 +x2                                                                                                                              (2) 

Le calcul  donne ∆( E~ ) = - 43 = 1 dans IF2  ; cela implique que la courbe E~  est elliptique .   
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L’équation (2) admet 4 solutions dans le corps IF2 .Donc le groupe E~ (IF2) contient 5 points : 

E~ (IF2 ) = { E~0    ,  (0,0) , (0 , 1) , ( 1 , 0)  ,  (1 , 1) }                                                                     

Pour  p =3 , l'équation de courbe réduite E~ / IF3  est :    y2+ y = x3 + 2x2 

Son discriminant vaut ∆( E~ ) = - 155 = 1 dans IF3 ; cela implique que la courbe E~  est elliptique . 

Son équation admet 4 solutions dans le corps IF3  . Donc le groupe E~ (IF3) contient 5 points : 

E~ (IF3 ) = { E~0  ,  (0,0) , (0 , 2) , ( 1 , 0)  ,  (1 , 2) }                                                                  

Pour p = 5 , l'équation de courbe réduite E~ / IF5  est  :    y2+ y = x3 + 4x2 

Son discriminant vaut ∆( E~ ) = 4 dans IF5 ; cela implique que la courbe E~  est elliptique . 

Son équation admet 4 solutions dans IF5 . Donc le groupe E~ (IF5) contient 5 points : 

E~ (IF5 ) = { E~0    ,  (0 , 0) , (1, 0) , ( 0 , 4)  ,  (1 , 4) }  

les points de E~ (IFp) sont des point non triviaux sur la courbe elliptique  E /Θ  pour p = 2 , 3 et 5  

Ces  4 points appartiennent à la courbe elliptique E (Figure 7. ) 

Le théorème 23 implique que l'application E(Θ)[m]                E~ (IFp ) est injective  

 pour les nombres premiers p = 2 , 3 , 5 avec m et  p premiers entre eux .                                                           

Il en résulte l‘isomorphisme de groupes  : E (Θ ) tors  ≅ Z / 5 Z  

Ce résultat est conforme au théorème de MAZUR . 

Le groupe de torsion est un groupe d’ordre premier , donc c’est un groupe cyclique . 

Cherchons un générateur du sous groupe de torsion E (Θ ) tors : 

Le point P= (0 , 0) est un point de la courbe elliptique E .  

En utilisant les règles de construction graphique ( le symétrique d‘un point , la somme de 

deux points distincts et confondus ) ( figure7) , on obtient les coordonnées des points  2P, 3P , 4P 

et 5P : 

2P=(1 , -1) , 3P= ( 1 , 0) , 4P = ( 0 , -1) , 5P = ( ∞ , ∞ )  . 

Cela implique : le point P =( 0, 0 ) est un point d‘ordre 5 . 

Il en résulte que le point P=(0,0) est un générateur du groupe de torsion T(E) : 

T(E)  ={P= (0,0)  , 2P=(1 , -1) , 3P= ( 1 , 0) , 4P = ( 0 , -1) , 5P = ( ∞ , ∞ ) } .   
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Les groupes de torsion ont été calculés pour des familles de courbes elliptiques particulières : 

Théorème 26: 

Soit la famille de courbes elliptiques Et sur le corps Θ : 

Et : y2 = x3 +t x   

Pour un entier rationnel t ≠ 0 et sans facteur puissance 4ème ,  le groupe de torsion T(Et) est 

isomorphe à :  

1)  Z/2Z ⊕ Z/2Z              si t = -t'2  ( t'2 = carré parfait d’un entier rationnel t’ ) 

2)   Z / 4Z                       si t = 4 

3)   Z/ 2Z                      dans les autres cas  . 

Preuve de :   ″ T( Et)≅ Z/2Z ⊕ Z/2Z    implique   t = -t'2  ,  t’ ∈ Z  ″ 

Soit la famille de courbes elliptiques sur Θ , d'équation : 

Et : y2 = x3 +t x                                                                                                                         (1) 

Les invariants de la famille Et sont égaux à :  

∆(Et)= -64t3 ≠ 0  et  j(Et )= 1728  . 

Soit la courbe réduite )(~
pt IFE de la courbe elliptique Et modulo p  , p ≠ 2 

Figure 7 

3P=(1,0) 

2P=(1,-1) 

P 

4P=(0,-1) 



Chapitre III:                                                                                                                Torsion sur les courbes elliptiques                       

 45  

Le groupe )(~
pt IFE  est d'ordre p+1 , pour tous les nombres premiers p ≡ 3 mod 4 . par [K 

.IRELAND and M.ROSEN   , A classical introduction to modern number theory , Springer -

verlag  1982 , Théorème 5 , p 307 ] . 

Pour p≠2  , les courbes elliptiques Et  ont une bonne réduction modulo p  

Le théorème 23 implique que pour tout entier naturel m premier à p , l'application :  

E(Θ)[m] → )(~
pt IFE  est injective . 

Cela implique que le groupe de torsion T(Et ) est d'ordre un diviseur de p+1 , pour tous les 

nombres premiers p ≡ 3 mod 4 .                                                                                                    (2) 

L'hypothèse  " p ≡ 3 mod 4 "   implique  p+1≡ 0 mod 4                                                               (3) 

(2) et (3) impliquent que le groupe de torsion T(Et )  est d'ordre un diviseur de 4 .                    (4) 

(4) et la théorie des groupes abéliens finis impliquent que le groupe de torsion T(Et ) est 

isomorphe à l'un des 3 groupes abéliens : Z/2Z , Z/2Z ⊕ Z/2Z  , Z/4Z    . 

Si le groupe de torsion T(Et )  ≅ Z/2Z ⊕ Z/2Z  , il en résulte que le groupe de torsion Et(Θ)tors 

contient 3 points d'ordre 2 .                                                                                                           (5) 

Les points P = ( x , y )  d'ordre 2 de la courbe elliptique Et  ont pour ordonné  y = 0                   (6)    

(1) et (6) impliquent que l'abscisse x  est racine de l'équation    :  x3 +t x =0                               (7) 

(5) et (7) impliquent que :  

l'équation  x3 +t x =0 admet 3 racines rationnelles  01 =x , tx −=2  et tx −−=3                (8) 

(8) implique  :  - t =  t'2 est le carré d'un rationnel t' .   

Preuve de  : " T(Et ) ≅ Z/4Z  implique t = 4 " 

L'hypothèse " T(Et )  ≅ Z/4Z  " implique l'existence d'un point d'ordre 4 sur la courbe E . 

Un point d'ordre 4 de la courbe elliptique E  vérifie la relation :    4P = 0E   

Cela implique que 2P est point d'ordre 2  . 
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(1) implique que le point (0,0 ) est un point d'ordre 2 de la courbe elliptique E . 

Il en résulte : 2P =  (0 , 0)                                                                                           

La formule d’abscisse du point 2P :  

)(4
)(

)(4
2

3

22

3

224

2 txx
tx

txx
ttxxx p +

−
=

+
+−=                                                                                                  (2) 

l'hypothèse 2P = (0 , 0) et (2)  impliquent  :                                                                                                          

P = (t1/2, (4t3)1/4  )  

L'hypothèse " t sans facteur puissance 4ème " implique   t = 4 

Pour t = 4  ,  le point P  = ( 2 , 4) est un point d'ordre 4 de Et(Θ) .  

Preuve de  : " T(Et ) ≅ Z/2Z  implique  t ≠ -t'2  ,  t’ ∈ Z  et  t ≠ 4 " 

L'hypothèse T(Et ) ≅ Z/2Z  implique que le groupe Et(Θ) contient un seul point d'ordre 2  

D'après la preuve de (1) , l'abscisse d'un point P = (x , y) d'ordre 2 est solution de l'équation : 

x3 +t x =0                                                                                                                                 

 Donc cette équation admet une seule racine rationnelle x = 0 et  tx +2   n'admet pas de racine 

rationnelle .                                              

8.Nombres congruents et torsion : 
Définition 24 :  

Un nombre congruent est un nombre rationnel positif  égal à l’aire d’un triangle rectangle de 

cotés rationnels . 

Les nombres congruents impliquent des courbes elliptiques sur Θ d’équation particulière  . 

Soit un triangle rectangle de côtés  X< Y < Z ; alors  l’aire de ce triangle est égal à : 

       XY / 2 = n = nombre congruent  

Les changements de variables : u = Z/2 et v = (X2-Y2)/4 impliquent l’équation :  

       u4- n2 = v2 

La multiplication par u2 donne l’équation : 

      u6- n2 u2=( u v )2 , 



Chapitre III:                                                                                                                Torsion sur les courbes elliptiques                       

 47  

Le changement  u2 = x   ,   u v = y  donne l’équation : 

y2 = x3 –n2x 

Le nombre congruent n est lié au groupe de torsion T(En ) de la courbe elliptique En par le : 

Théorème 27:  

Soit une famille de courbes elliptiques En sur le corps Θ  paramétrée par un nombre congruent n  

En : y2 = x3 –n2x     

Alors : 

1) le groupe de torsion T( En) est d’ordre 4 



 

  

2) Le rang de la famille de courbes elliptiques En est différent de 0 équivaut à ″n est un nombre 

congruent ″ . 

Preuve de  ″ le groupe de torsion T( En) est d’ordre 4 ″ 

Soit une famille de courbes elliptiques En sur le corps Θ  paramétrée par un nombre congruent n  

En : y2 = x3 –n2x     

Les calculs donnent le discriminant : ∆(En) = (2n)6     . 

Soient un nombre premier p et la courbe elliptique  En(IFp)  sur le corps fini IFp 

Considérons l’application :  

T(En)               E( IFp) 

Cette application est un homomorphisme de groupes par [8] ,proposition 17 .                            (1) 

En plus cette application est injective par [8] , lemme , p 44  .                                                    (2) 

Pour les nombres q = p f , avec p ne divise pas 2n  et  q ≡ 3 mod 4   ; le groupe En(IFp) est d’ordre  

q+1   par [8] , proposition 16.                                                                                                       (3)   

(1)  , (2) et (3) impliquent que le groupe de torsion T(En ) est d’ordre un diviseur de 4 .           (4)  

Le groupe des points Θ  rationnel contient 3 points non triviaux d’ordre 2 : (0 , 0 ) , ( 0 , ± n) (5)                      

(4) et (5) impliquent que le groupe de torsion T(En) est d’ordre 4 .  

Preuve de(2) : cf [8] , chapitre 1, §9, proposition18 .  

Lorsque le corps de définition  de la courbe elliptique E  est différent du corps des nombres 

rationnels , la détermination du groupe de torsion n’est pas encore résolue entièrement ; il y a 

quelques résultats partiel. 
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Chapitre IV 
 

Courbes elliptiques sur un corps quadratique 

 
La détermination des groupes de torsion de courbes elliptiques sur un corps quadratique 

 K =Θ )( d   peut être étudiée par plusieurs théories : courbes modulaires et leurs jacobiennes , 

valuations d’un corps de nombres , réductions des courbes elliptiques . 

1.Courbes elliptiques E/ΘΘΘΘ( d ) et points d’ordre premier : 
  

Nous suivons la méthode de KAMIENNY développée dans [6] . 

Selon KAMIENNY , il n’ y a pas de courbes elliptiques sur un corps quadratique  K= Θ )( d  

possédant un point d’ordre p pour  p = 17 , 19 , 23 , 29 et 31 . Dans ce cas ,  la courbe modulaire 

X1(p) admet une jacobienne J1(p) dont le groupe de MORDELL-WEIL est fini . Les seules 

autres valeurs de p possédant cette propriété sont : p = 41, 47 ,  59  et 71 .                             (1) 

A tout nombre rationnel premier  p , on associe la courbe Y0(p) , sur le corps Θ , qui 

classifie les classes d’isomorphisme de courbes elliptiques E possédant un sous groupe rationnel 

E(Θ)[p] d’ordre p . Le complété de cette courbe  par les pointes zéro et l’infini est la courbe 

modulaire : 

             X0(p) = Y0(p) Υ  { les pointes 0 et ∞∞∞∞ } ;                                                                          (2) 

Il y a une courbe Y1(p) , sur le corps Θ , qui classifie les classes d ‘isomorphisme de courbes 

elliptiques possédant un point d’ordre p . Le complété de cette courbe Y1(p) par les (p-1) pointes 

est la courbe modulaire : 

            X1(p) = Y1(p) Υ  { les (p-1) pointes}                                                                               (3) 

Les courbes Y1(p) et X1(p) sont soumises à l’action du sous groupe modulaire : 

           1Γ (p) =   




≡≡≡∈









 pdacZSL
dc
ba

mod1,0);(2                                                 (4) 

Les courbes X0(p) et Y0(p) sont soumises à l’action du sous groupe modulaire :  
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          0Γ (p) =         




≡∈









 pcZSL
dc
ba

mod0);(2                                                             (5) 

Chaque courbe modulaire Xi(p) admet une courbe jacobienne : 

Ji(p)   pour  i = 0 , 1                                                                                                                       

D’après la théorie des courbes modulaires cf [6] , [17] et [ 13 (b)] , l’application : 

 X1(p)              X0(p)  est de degré 2
1−−−−p  . 

Pour tout diviseur  n du degré 2
1−−−−p  , il existe une courbe unique X(n)(p) telle que : 

L’ application  X(n)(p)                  X0(p)   est de degré n . cf[6] 

               Les courbes X0(p)  ,  X(n)(p)  et leurs jacobiennes  sont des variétés abéliennes   . 

La courbe modulaire X(n)(p) admet la jacobienne J(n)(p) . 

La variété abélienne J(n)(p) possède une bonne réduction en tout nombre rationnel premier 

q ≠ p  .Les jacobiennes J1(p) , pour p = 17 , 19 , 23  et les courbes J(7)(29) et J(5) (31) sont des 

variétés abéliennes . 

Dans chaque cas , le quotient A = J(n)(p) /J0(p)  est une courbe qui a une bonne réduction sur 

l’unique sous corps L du p-ème corps cyclotomique , de degré [L : Θ] = n   .cf[6] 

Nous désignons par X  les courbes modulaires : X1(17) , X1(19) , X1(23) , X(7)(29) , 

X(5)(31) , par J leurs jacobiennes associées respectivement : J1(17) , J1(19) , J1(23) , J(7)(29) , 

J(5)(31) et par d le degré de l’application : X             X0(p) 

Les caractérisations des 10 courbes X et J précédentes sont portées dans le tableau extrait 

de [6] .                                                                                                                                            

 

Les groupes de MORDELL-WEIL des jacobiennes sont précisés par : 

           X        genre          d J Dim J 

    X1(17)        5        8 J1(17) 5 

    X1(19)        7        9  J1(19) 7 

    X1(23)       12       11 J1(23) 12 

    X(7)(29)         8        7 J(7)(29) 8 

    X(5)(31)         6        5 J(5)(31) 6 
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Théorème 28 :  

Le groupe J(Θ) est fini pour les cinq variétés abéliennes :  

J = J1(17) ,  J1(19) , J1(23) ,  J(7)(29) et J(5)(31) . 

Preuve :  

Dans chacun des 5 cas  , la variété abélienne J se décompose sur le corps Θ , à isogénie près , en 

un produit J0(p) ××××  A  , où A est une variété abélienne de genre  un  .Donc A est une courbe   

elliptique .  

B . MAZUR a montré que  les groupes J0(p)(Θ) sont finis pour p = 17 , 19 , 23 ,  29 et 31  

cf [13, (b)] . 

 Le groupe A(Θ) est fini par la proposition 3.2 et le lemme 3.3 de[6] .  

Il en résulte que le groupe J(Θ) est fini . 

 

L’inexistence d’un point K- rationnel  d’ordre p sur la courbe elliptique est établie par le : 

Théorème 29 : 

Il n’existe pas de courbe elliptique E sur un corps quadratique K =Θ )( d  dont le groupe de 

MORDELL –WEIL  E(Θ )( d  possède  un point d’ordre premier p = 17 , 19 , 23 , 29 et 31 . 

Preuve :  

Soient les courbes modulaires X1(p) lorsque p= 17 ,19 et 23 et X(n)(p) lorsque p = 29 ou 23 . 

On désigne par X ces courbes modulaires . 

Soit un corps de nombres quadratique K = Θ )( d . 

On suppose l’existence d’une courbe elliptique E sur K possédant un point P d’ordre p pour  

p =17, 19 , 23 , 29 et 31 . 

Cela implique l’existence d’une paire (E, P) constitué de la courbe elliptique E et du point P . 

Cette paire (E , P) correspond à un point K-rationnel Y de la courbe modulaire X . 

La suite de la preuve repose sur plusieurs résultats de la théorie des courbes modulaires : point 

K- rationnels de la courbe X1(P) et X(n)(p) , réduction modulo 3 , diviseurs et équivalence 

linéaire de diviseurs sur une courbe .cf [6] .  
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2. Groupe de torsion et invariant modulaire : 

Pour la détermination des  groupes de torsions d’une courbe elliptique sur un corps 

quadratique K = Θ( d ) , nous suivons la méthode exposée par FUNG et ses co- auteurs dans 

[5] et [14] . 

Soit une courbe elliptique E sur un corps quadratique K = Θ( d )  , où d est un entier 

rationnel sans facteur carré , de discriminant ∆ (E) , d’invariant modulaire j(E) , de groupe de 

MORDELL-WEIL E(K) et de groupe de torsion T(E)  . 

D’après le théorème de MODELL-WEIL , ces groupes de torsion T(E) sont finis . 

Utilisons la théorie des valuations sur un corps de nombres algébriques L .Toute valuation 

non archimédienne discrète ν : L                  IR    détermine un anneau Aν  des ν- entiers de L , un 

idéal Iν maximal , un groupe Uν des ν -unités , un corps résiduel Lrési  =Aν / Iν et une place Pν  

associée à l’idéal Iν  . Considérons l’ensemble ∑ )(L  des places du corps L , une partie finie S0 

de l’ensemble ∑ )(L  contenant la place infinie P∞ (place associée à la valuation archimédienne 

de L ) et le complémentaire : 

∑ )(L -S0 = S                                                                                                                     

Selon la théorie des places , cet ensemble S détermine les sous ensembles particuliers : 

l’anneau OS des S –entiers de L , l’idéal maximal IS et le groupe US des S - unités . 

La structure du groupe US  est déterminée  par le théorème de DIRICHLET – HASSE : 

                 US est isomorphe à W × Zs-1
  , 

où W = groupe des racines de 1 contenu dans le corps L et s = card(S0 ). 

Alors , toute S –unité u admet une représentation unique : 

1
1

2
2

1
1 ................ −

−= rs
s

rr uuuzu  

avec z ∈ W , ri ∈ Z et ( u1 ,u2 ,…………., us-1) = système de S - unités fondamentales de L . 

Nous considérons des courbes elliptiques E sur un corps quadratique K = Θ( d ), avec un 

invariant modulaire j(E) S- entier  de K  . 
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Théorème 30 : 

Il y a un nombre fini de courbes elliptiques  E sur un corps quadratique K , dont l’invariant 

modulaire j(E) est S – entier de K , qui possèdent un groupe de torsion T(E) contenant un sous 

groupe isomorphe à : 

Z/ nZ                     pour n  =  4 , 5 , 7 , 9 , 11 ; 

Z/3Z ⊕ Z/dZ       pour d = 2 , 3 

où S est le complémentaire d’une partie finie S0 de places contenant la place P∞ dans l’ensemble 

des places du corps K . 

Preuve de  ″ il y a un nombre fini de courbes elliptiques  E sur un corps quadratique K , dont 

j(E) est S – entier de K  et T(E) contenant un sous groupe isomorphe à Z/ 5Z ″ 

 Soient un ensemble fini S0 de places contenant la place P∞  de K , l’ensemble ∑∑∑∑ )(K  des places 

de K  et le complémentaire  S = ∑∑∑∑ )(K -S0   .    

Selon REICHERT [16] , il y a seulement un nombre fini t dans K satisfaisant les 2 conditions :  

(1) t est une S –unité ; 

(2) 0 ≤  νp( t2 –11t –1)  ≤ 3 νp(5) , pour toute valuation P – adique    , P dans S . 

Considérons l’extension quadratique )5(K  de K et l’ensemble fini  S’ de places de )5(K qui 

prolongent les places de K . 

Le polynôme  t2 –11t –1 se factorise dans le corps )5(K  ; 

)5()5(111 2
5

2
11

2
5

2
112 −−−−−−−−++++−−−−====−−−−−−−− tttt  

Chaque facteur est une S ’ – unité dans )5(K     

Prenons une courbe elliptique E d’équation : 

E : y2+(1-t )xy –by = x3-t x2   , avec t  ci dessus .                                                                            

Alors les relations ″ t est une S –unité qui satisfait la condition (2) ″ implique  que l’invariant 

modulaire j(E)  est S – entier . 

Pour achever la preuve, il faut utiliser [16] . 

€ 
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Chapitre V 

Courbes elliptiques sur un corps cubique pur 
  

Soit un corps de nombres  cubique pur K = Θ( 1θ )  ,  3 2
1 ab=θ  , d’anneau des entiers AK . 

Considérons une valuation non archimédienne  discrète :  

     ν : K                 IR  ,  K= Θ( 1θ ) . 

Soit le complété Kν du corps K en la valuation ν ; il en résulte la relation d’inclusion : 

               E(K) ⊂ E (Kν ) 

Soit son anneau de valuation Aν , son idéal maximal Iν , le corps résiduel  Krési = Aν / Iν ; on 

suppose ce corps résiduel fini à q = f
vp  éléments  . 

L’équation de WEIRSRTASS d’une courbe elliptique E sur K est minimale lorsque la valuation 

ν satisfait : 

ν(∆(E) ) ≥ 0  et ν(∆(E) minimale  et ν(ai) ≥ 0  . 

Cette équation minimale est définie à isomorphisme prés  . 

l’application réduction modulo ν  

fν : E(Kν)               )(~
résiKE  

réduit la courbe elliptique E  en une courbe E~  et les coefficients ai en ν(ai) = ia~  

Lorsque la courbe réduite E~  n’est pas elliptique , elle admet un point singulier S~  et une partie 

non singulière nsrésiKE )(~  . 

D’après la classification des réductions d’une courbe elliptique E , il y a 3types de 

réduction : 

E a une bonne réduction  en ν lorsque )(~
résiKE = nsrésiKE )(~  ; 

E a une réduction multiplicative en ν lorsque nsrésiKE )(~  est isomorphe au groupe multiplicatif  

*
résiK  ; 

E a une réduction additive en ν lorsque nsrésiKE )(~  est isomorphe au groupe additif +
résiK  . 

L’ensemble   E( Kν)0 =  {P∈ E( Kν) : )(~~
résins KEP∈    }   est un sous groupe de E( Kν) . 

Le groupe quotient E( Kν)/ E( Kν)0 est cyclique d’ordre ν(∆(E))=-ν(j(E) ) si E a une réduction 

multiplicative ; ce groupe est d’ordre ≤ 4 si E a une bonne réduction ou une réduction additive  . 
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Dans le cas d’une bonne réduction  en ν , la courbe réduite E~  modulo ν satisfait le 

théorème de HASSE relatif  aux courbes elliptiques sur un corps fini : 

card )(~
résiKE  ≤ 1+ qν  +2 vq  , où  qν  = card ( Krési)  

Alors , l’ordre du groupe de torsion T(E) est borné  : 

Théorème 31 :  

Soit une courbe elliptique E sur un corps de nombres cubique pur K  , une VNAD ν sur K ,  

l’anneau de valuation Aν  , l’idéal maximal Iν  ,  le corps résiduel Krési  en ν  à qν  éléments  et les 

groupes de torsion T(E) et T( E~ ) des courbes E et E~  respectivement . 

1) Lorsque E a une bonne réduction en ν , alors : 

          cardT(E) .card T( E~ ) ≤ (1+ vv qq 2+ ) p2t    ;                                                                 (1T) 

2) Lorsque l’idéal maximal  Iν divise pν =2 et lorsque E a une réduction additive en ν , alors : 

cardT(E)  divise 22t × 48    ;                                                                                                  (2T) 

3) Lorsque l’idéal maximal  Iν divise pν = 3 et  E a une réduction additive en ν , alors : 

cardT(E)  divise 32t × 108    ;                                                                                                      (3T) 

4) Lorsque l’idéal maximal  Iν divise pν = 5 et  E a une réduction additive en ν , alors : 

cardT(E)  divise 52t × 300    ;                                                                                                      (4T) 

où   t = 0   si   pν -1> eν   ,   eν =     indice de ramification de pν  dans Krési ; 

et  t = max {n ∈ IN ;   v
n
vv epp ≤− −1)1(    } si   pν -1> eν        . 

Preuve :  

Elle découle des propriétés des courbes réduites et des groupes de T(E)  

Pour plus de détails , consulter  cf[5]  .  

Les groupes de torsion T(E) de courbes elliptiques sur un corps cubique pur peuvent être 

déterminés avec les résultats à l’aide du : 

Théorème 32 :  

Soit une courbe elliptique E sur un corps cubique pur K , d’invariant modulaire j(E) et une 

valuation non archimédienne ν sur le corps K  .On suppose que ν(j(E)) ≥ 0 pour toute valuation 

ν d’idéal maximal Iν divisant 2 ou 3  . 

Alors le groupe de torsion T(E) de E  est  isomorphe à l’un des 9 groupes abéliens : 

Z /NZ                 pour N = 2 , 3 , 4 , 5 et 12  

Z/2Z ⊕ Z/DZ     pour D = 2 , 3 , 6  . 
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{ 0E } 

Preuve :  

Le théorème 5 relatif à la décomposition des nombres rationnels premiers dans un corps cubique 

pur K implique que pour toute place Pν divisant 2 , la norme de Pν vaut   

N(Pν ) = qν =  pν
1  = 2  ;                                                                                                                 (1) 

et pour toute place Pν divisant 3 , la norme de Pν vaut  N(Pν ) = qν =  pν
1  =3             ;                (2) 

(1) et (2) et le théorème de HASSE relatif aux courbes elliptiques sur un corps fini , impliquent 

les deux inégalités : 

card )(~
résiKE < 6 ;   si E a une bonne réduction modulo une place Pν qui divise 2 ,                    (3) 

card )(~
résiKE < 8 ;    si E a une bonne réduction modulo une place Pν qui divise 3  .                  (4) 

L’hypothèse ″ν(j(E)) ≥ 0 ″ implique que E a une bonne réduction ou une réduction additive 

modulo ν                                                                                                                                       (5) 

Les relations (3) et (4) et le théorème 31 impliquent : 

card T(E) = 5  , lorsque le groupe E(K) contient un point d’ordre premier p ≥ 5 .                       (6) 

Lorsque le groupe E(K) ne contient  pas de point d’ordre premier p ≥ 5  , alors :  

card T(E) est un diviseur de 28× 3   si  E a une réduction additive en une place Pν divisant 2     (7)    

card T(E) est un diviseur de 4 ×  35 si E a une réduction additive en une place Pν divisant 3      (8) 

avec les formules (6) , (7) et (8) nous obtenons les résultats énoncés . 

 

    Le cas où l’invariant modulaire j(E) de la courbe elliptique E est un entier du corps K 

est résolu par le :   

Théorème 33 : 

Soit une courbe elliptique E sur un corps cubique pur , avec un invariant modulaire j(E) entier 

de K  . Alors le groupe de torsion T(E) est isomorphe à l’un des 7 groupes abéliens : 

 Z /NZ     pour N = 2 , 3 , 4 , 5 et 6       ;  Z/2Z ⊕ Z/2Z     , { OE } 

Preuve : 

On utilise tous les résultats précédents : arithmétique des corps cubiques purs , structure 

d’anneau des entiers , théorème de décomposition des idéaux , relation valuation – réduction  - 

groupes de torsion .cf [5]  

           

Donnons quelques exemples tirés de [5] : 
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Exemple 1 :  

Courbe elliptique E :  y2 = x3 +A x +B  sur le corps cubique pur K = Θ( )23 et T(E) ≅ Z /4Z  . 

Les calculs donnent les valeurs  de A , B et j(E) dans AK :  

)421616(27 33 ++++−−−−−−−−====A    ;  )4521611(814 43 ++++−−−−××××====B  et )4712270450(916)( 33 ++++++++−−−−××××====Ej  

Exemple 2 :  

Courbe elliptique E :  y2 = x3 +A x +B  sur le corps cubique pur K = Θ( )53 et T(E) ≅ Z /4Z  . 

Les calculs donnent les valeurs de A , B et j(E) dans AK :  

)251952343(81 33 ++++++++++++−−−−====A  ;  )2555591143(162 33 ++++++++====B  et )2515513327(18)( 33 ++++−−−−====Ej  

Exemple 3 :  

Courbe elliptique E :  y2 = x3 +A x +B  sur le corps cubique pur K = Θ( )313 et T(E) ≅ Z /4Z  . 

Les calculs donnent les valeurs de A , B et j(E) dans AK :  

 )9614331133427(27 33 ++++++++−−−−====A   ;   )9614731145463(162 33 ++++++++====B   et 

)96115315291713(18)( 33 ++++++++−−−−====Ej  

Exemple 4 :  

Courbe elliptique E :  y2 = x3 +A x +B  sur le corps cubique pur K = Θ( )23 et T(E) ≅ Z /5Z  . 

Les calculs donnent les valeurs  de A , B et j(E) dans AK :  

)47296132(108 33 −−−−−−−−====A  ;   )4127825761303(2716 33 −−−−++++××××====B  et )432226103(256)( 33 ++++++++====Ej  

 (Note de FUNG et ses 3 co auteurs ; les calculs ont été effectués sur PCMX- 2 , système 

algébrique de calcul SIMATH  ) 

En conclusion  , ces résultats sur les groupes de torsion sur les corps de nombres sont 

partiels ; il reste beaucoup à faire : les courbes elliptiques sur les corps cubiques purs 

Θ )(3 2ab avec a > 1 ,  b> 1  , les corps cubiques galoisiens  , et tous les corps de nombres de 

degré [ L : K] > 3 . 
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