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Préface

Introduction

Ces vingts dernieres années, les systémes de réaction-diffusion se sont vus accorder un in-
térét particulier de la part des chercheurs en EDP , d’'une part parcequ’ils modélisent de
nombreux phénomeénes rencontrés dans divers branches, telles la physique, la biologie, la
chimie, la dynamique des populations, etc... et d’autre part a cause des spécifités partic-
uliéres sur le plan mathématique, imprévisibles si I'étude ne portait que sur des systemes
sans termes de réaction ou, inversement, sans termes de diffusion spatiale.

Plusieurs articles ont traité de la résolution de ces systemes ainsi que du comporte-
ment asymptotique de leurs solutions. Nous en citerons quelques uns a la fin de ce chapitre.

L'intérét des résultats obtenus se situe dans le fait qu’ils peuvent servir a la prévi-
sion de I'évolution dans le temps de certains phénomenes, par exemple la propagation de
maladies infectieuses au sein de populations animales.

Dans le présent travail, nous nous intéressons justement a I'étude mathématique d’'un
systéme de réaction-diffusion modélisant I'évolution spatio-temporelle d’'une maladie au
sein d’'une population isolée. Le systéme étudié est un cas plus général que celui traité par
M.M Aliziane et Langlais dans leur article intitulé : "Existence globale et comportement
asymptotique pour un systéme d’évolution dégéneré” [AL].

Le contenu de cette thése s’organise comme suit :



*Nous parlerons de I'équation de la chaleur, et de modélisation mathématique en
dynamique des populations . Il s’agit surtout de donner une idée sur les étapes suivies lors

de la modélisation d’'un phénomene physique.

*Dans le Chapitre 1, nous préciserons toutes les notations utilisées dans la suite,
et nous rappellerons certaines définitions, et quelques propositions de I'analyse élémen-
taire. Puis nous ferons un rappel sur les résultats connus pour des équations linéaires et
guasilinéaires paraboliques, pour lesquelles nous expliciterons certains points des démon-
strations.

*Dans le Chapitre 2, nous énoncerons le probleme a étudier et les résultats que nous
voulons démontrer .

*C’est dans le Chapitre 3 que le travail commence : le systeme étant degenére, l'idéee
est de se ramener a une suite de problemes non dégénérés qui approchent le systeme initial.
Donc il nous faudra introduire un probleme auxilliaire adéquat : c’est ce que nous ferons
dans cette patrtie.

*Dans le chapitre suivant, nous utiliserons les résultats rappelés dans le Chapitre 1
pour démontrer I'existence d’une unique solution au probleme approché.

*Les estimations établies dans le Chapitre 4 serviront a démontrer dans le
Chapitre 5 I'existence d’une solution au probléme initial, tandis que l'unicité de la

solution sera étudiée dans le Chapitre 6.



Equation de la chaleur :

Soit @ un domaine d&?, et un corps dan§) de densité(z) > 0 et de capacité calorifique
¢(x) > 0. On désignera pdr(xz) > 0 la conductibilité thermique.
Si on note par u(z,t) la température en € (@ a linstantt, on se propose de

déterminer u pourt > t, connaissant la valeur de(z,t) ent = t,( par exemple

u(@,ty) = by (x) pourz € Q).
Soit @' un sous-domaine d@ . La chaleur entrant dan@’ a traversd@’ entre les

instantst; ett, (avect, < t; < ty) est, selon une loi de Newton :

to
/ it / k(o) 2tas
t1 oQ’ 677

Si @ contient des sources chauffantes de dengité, t) connue, alors on rajoute le

terme

to
/ dt | f(x,t)dx
t1 Q'

L’'équation des échanges de chaleuies’écrit :

/;2 dt /acy k(x)g—zds + /t1t2 dt o f(z,t)de = /Q, c(2)p(x) [ulz, ts) — u(z, ;)] do

Par la formule d’Ostrogradski, on obtient :

/: dt/ {c(:c)p(:c)g—? — div(k(z)Vu) — f(x,t)} dr — 0



Si la fonction a intégrer est continue daps commet, ,t, et(Q’ sont arbitraires, il

résulte de I'équation précédente :

c(a:)p(x)g—? — div(k(x)Vu) = f(z,t) pourz € Q ett>t.

Lorsquec(z), p(x) etk(x) sont constantes, on a I"équation de la chaleur” :

1 1 k
—u; — Au = —f(r,t) aveca® = —
a cp cp

(On peut trouver cet exemple dans [M])



Dynamique des populations

1. Modele non structuré:

Soit a étudier I'évolution au cours du temps d’'une population "théorique”.On
désigne paiP(t) la densité de cette population a I'instantSa dynamique est alors
modélisée par une équation de la forme™ (t) = F(P(t),t) , ouF dépend a la fois
de la démographie de la population (fertilité-mortalité) et de ses fluctuations spatiales
(immigration , émigration, dispersion d’'une partie de la population).

En supposant qué’ ne dépend que des fluctuations démographiques et que la

population totale n’est pas nulle, I'équation précédente s’écrit

avec

g(Pat) - B(Pat) _M(Pat)
= taux de natalité — taux de mortalité

= tauxr de croissance intrinséque
On fait les hypothéses suivantes :

0 < pu(Pt) pour P >0

0 < B(Pt)) < P < +o0o pour P >0

Pour différentes fonctions et i, on obtient différents modéles. En voici quelques

exemples classiques :



Modele a croissance logistique :

Danc ce cas, le taux de natalité diminue lorsque la taille de la population augmente,
tendis que la mortalité augmente avec la population. Ceci signifie que le milieu
naturel a une capacité d’accueil limitée (par exemple dans le cas ou la nourriture
n’est pas assez abondante pour le nombre d’individus).

Modele de Allee 1950 :

Dans ce cas la natalité et la mortalité dépendent toutes deux de la population mais
pas du temps. Le taux de croissag¢®) est faible dans les deux cas suivants :

- Si la taille de la population est petite, car la fertilité est faible a faible densité.

- Si la taille de la population est grande, car alors la mortalité qui est dépendante de
la densité croit avec la taille de la population.

Modele de Malthus1798:

C’est un modele a croissance exponentiefl@t ;. sont indépendants de et de

t, doncg(P,t) = f—pu = A ou A estune constante. Notre équation s’écrit
P'(t) = AP avec condition initiale”(0) = P,. La solution estP(t) = Pyel .

Modele de Verhulst 1838 :

Ici 5(P,t) =b est une constante, et(P,t) =m + % our=b—m, >0,

ce qui donne pour équation

P'(t) = (r - %P)P

Ce type de modéele est aussi appelé modele logistique ou (r-k)modeéle. Si on a une
population de petite taille alors’(P) = rP — P? est équivalent aP et on

retrouve un modéle de type malthusien a faible densité. Mais dans le cas d’'une



population de grande taillez P? joue un role de "terme frein”, c’est un terme
d’auto-régulation (ceci traduit , par exemple, le fait qu’il y a une limitation des
ressources naturelles ou des compétitions intra-spécifiques).

!/ ]

nous donne

B KPy
P+ (K — Py)et

P(t)
LorsqueP, > 0, la population tend ver& quandt — +oc. K représente la

"capacité d’accueil du milieu”, plu&” est grand , plus le milieu est favorable a la

population.

Modele avec structuration spatiale :

Soit toujours une population théorique de dengit@épendant du temps et de
l'espace ,i.e: P = P(z,t) avecx € R", t € R*.
On introduit un domaine fermé borgé C R™ de frontiéred2 et on notey(P, z, t)
le flux de la population a l'instaritdans(?.

Soit f le taux de croissance démographique :
f=f(Puxt)=[8(Pxt)— pu(P, x,t)]
Soitw un sous-ensemble ouvert fela loi de conservation nous donne :

pr P(z,t)de = —flur dela population + (fertilité/mortalité)

= —/ q(P,x,t)dU+/f(P,x,t)dx
ow w



Par le théoreme de la divergence ( ou formule de Green ) on obtient :

P
aa—t(x,t)dx = —/divq dx :/f(P,x,t)d$ , pourtoutw C Q

L . OP .
ce qui équivaut a i —divg + f .
— Quelques exemples d’équations avec différents flux :

a) Equation de Fokker-Plancl(P, z,t) = —dV P, d’ou I'’équation suivante :

oP
— —dAP = f(P
5 — AP = f(Pa.1)
b) Equation de Fischer (1935)(P, x,t) = —dVP et f(P,x,t)=rP(l1— g)‘
On obtient I'équation :
oP i

(On pourra trouver cet exemple dans Okubo 1980, et Kolmogorov, Pertrovskii et
Piskounov, 1937)
c) Si q(P,z,t) = —D(P)V,P avecD(P) = dP™'Id, m>0, d>0, alors

I'équation est :
P' — div(P™'VP) = f(P) avec m >0

Ce probléme est dégénéré Bn=0sin > 0.
— Pour tous ces modéles, on pd3e:, 0) = P, (z) > 0 comme condition initiale, et

I'une des conditions aux limites suivantes : N
P(z,t) =0, z € 002 , t > 0 : Conditions de Dirichlet homogénes.

8—(x, t) = 0 : Conditions de Neumann.
P " ,
aa—(x,t) + (1 —a)P(z,t) =0 , 0 < a < 1: Conditions mixtes.
Ui



Les conditions homogénes de Dirichlet peuvent étre imposées dans le cas d'un
domaine a bords inhospitaliers, quant a celles de Neumann, on les retrouve dans le

cas de populations isolées.

Modéles de type SEIRS :
Il s’agit de modeles obtenus lors de I'étude de la propagation d’'une épidémie ou
la population considérée est subdivisée en quatre classes. A la suite d’un contact
"efficace”, un individu infecté passe par différents états sanitaires successifs.
La population est divisée en 4 classes :

S : la classe des individus sensibles (non-contaminés)

E : la classe des individus exposés (infectés par la maladie mais non contagieux)

| : la classe des individus infectieux (capables de transmettre la maladie aux

sensibles)

R : la classe des immunisés, des retirés ou des morts suite de la maladie (de maniére
générale , ce sont ceux qui n'interviennent plus dans la propagation de I'épidémie)
Nous nous interessons a un modeéle ou le stade "exposé” peut étre suivie d’'une
immunisation complete.

Le passage entre les différentes classes est représenté par le schéma suivant :






On note par:

S=S(t)>0, E=E({t)>0, T=1I()>0, R=R(t)>0

les densités spécifiques dans chaque classe, et on définit les différents parameétres
biologiques :

* 11 : taux de mortalité naturelle en I'absence de I'épidémie.
* 3 : taux de fertilité naturelle en 'absence de I'épidémie.

1 et B ne dépendent que de la population totale, ce sont des parametres de
démographie naturelle non influencée par I'épidémie.
* B,avecZ = S, E, I, R sont les taux de natalité spécifiques dans chaque classe ;
0 < pz < lavecZ = E, I, R représente la proportion de petits sensibles nés de
parents exposés, infectés et retirés respectivement;;
0 < ¢r.q1,9r < 1 estla proportion de petits exposés (resp. infectes et retirés) nés de
parents exposés (resp. infectes et retirés).
Ces parametres représentent la transmission "verticale” de la maladie, c’est-a-dire la
transmission a la naissance.
* ~ 1 incidence ou nombre de nouveaux exposes par unité de temps.
* (1 — m) : pourcentage d'immunisation apres le stade "exposé”.
Ces parametres interviennent dans la transmission dite ” horizontale” , c’est-a-dire le
passage de la maladie entre individus de différentes classes.
* ¢ > ( : taux de mortalité di a la maladie.

* X\ > 0 : taux de sortie du stade expose.



* ¢ > 0 ete > 0 sont respectivement le taux de guérison apreés le stade infectieux, et la
perte d'immunité apres le stade retiré.
Si on étudie uniquement la propagation temporelle de I'épidémie (i.e : son évolution
au cours du temps ) on obtient le systeme d’équations differentielles ordinaires :
(S"=BsS +pelBpl +piBil —pS —vy+eR

E'=quPpE —p+v—AE

I'=qf; ] —pul +7AE —cl — el

R' = qrfBrR— pR+ (1 —7m)AE + ¢l —€eR

\

Sila densité de chaque classe d’individus dépend a la fois du temps et de I'espace :
S=S(xt), E=E(z,t), I =1(z,t), R= R(x,t)

alors I'évolution spatio-temporelle de la population est décrite par le systeme d’EDP :
(S"=dsAS + ¢S + pefpE + prB;I + prBrR — 1S — (S, E, I, R) + eR.

E' :dEAE+qEBEE_ME+7(SaE7[7R) —AE
I' =d; Al + qi8,1 — pl + 7w AE — ¢l — el

R =dpAR+ qrfrR— pR+ (1 — m)AE + ¢l — eR

\
avec comme conditions initiales :

S(z,0) = So(x), FE(z,0) = Ey(x), I(z,0)=Iy(x), R(x,0)= Ry(z)

et les conditions aux limites :

oS OE oI OR

= === 00 x R*
o = o0 —on = on Surof) x

Différentes fonctions d’incidence: La fonction d’incidence représente le nombre

d’individus sensibles qui vont devenir infectés au cours d’'un pas de temps.



- : I .
En général, elle prend la forme suivantgS, E, I, R) = pbaFS ou :
— aestle nombre de rencontres au cours d’'un pas de temps pour un individu.
L est la probabilité qu’un individu rencontre un infecté (P=S+E+I+R).

— b estla probabilite pour que le virus passe d’un individu infecté a un individu sen-

sible.

— pestla probabilité que le virus , une fois transmis , se développe dans S.

On apelle le termepbaé la force d’infection.

-Dans un modéle ou la population étudiée est homogéne , le nombre de rencontres
est proportionnel a la taille de la population .« = ¢.P  ; la fonction d’incidence est
doncy(S, E, I, R) = vS1, on aici affaire a une "loi d’action de masse”.

-Dans le cas d’'une population hétérogéne, un individu rencontre toujours le méme
nombre d’'individus, quelleque soit la taille de la population totadle= c; la fonction

A0

o L. ST R L . .
d’incidence s’écritalors+(S, E, I, R) = 2 ; on a la affaire a un "mélange proportionné

Sajp
I+l

-Autre fonction plus généraley(S, E, I, R) = v

On pourra retrouver toutes ces informations avec plus de détails dans la these de

doctorat de Christelle Supo et ses références [S] .



Quelgues travaux sur le sujet

Parmi les articles traitant des systemes de Réaction-Diffusion, ceux de L.Maddalena [M1,M2]
concernant I'existence et les propriétés qualitatives des solutions de systemes non linéaires
paraboliques (1984,1987), celui de M.Fila [Mf] sur la majoration des solutions globales
d’équations de diffusion non linéaire (1992). En 1991, E.H.Laamri étudie I'existence de so-
lutions globales pour un systeme de réaction-diffusion parabolique fortement non linéaire
et leur non-existence dans un cas limite.

Fitzgibbon, Morgan et Waggoner s’interessent a un systeme quasilinéaire modélisant
la propagation d’'une maladie infectieuse dans un article datant de 1992 [FMW]. lIs étudi-
ent le comportement asymptotique du systeme et obtiennent des résultats de convergence
asymptotique. Dans un autre article [FMM], Fitzgibbon, Martin et Morgan étudient un
modele d’épidémie se propageant au sein de deux populations par un mécanisme d’ "en-
trecroisement”.

MM.Moulay et Aliziane [MA1] apportent une contribution a I'étude de la régularité
des solutions d’équations du type— Ap(u) = f, leurs résultats généralisent ceux établis
pour I'équation des milieux poreux, — Au™ = f,u > 0,m > 1. Plus récent, un article
des mémes auteurs [MA2] s’intéresse a I'étude mathématique d’un systeme dégénéré pour

un modéle épidémiologique de type SIS.



Chapter 1
Rappels Mathematiques

1.0.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous préciserons les notations et nous rappellerons des définitions et
guelques propositions utilisées dans toute la suite.

Dans la plupart des articles traitant des équations paraboliques , les résultats sur I'ex-
istence locale sont considérés comme étant classiques et découlant de résultats standard de
la théorie parabolique abstraite. Cependant ces résultats ne s’appliquent jamais directement
aux problemes étudiés. En fait, il faut le plus souvent passer par une adaptation des démon-
strations, adaptation propre a chaque cas. Le principe de la démonstration étant toujours le
méme, les auteurs n’exposent jamais le détail de celle-ci.

C’est pourquoi nous avons jugé utile de donner une démonstration détaillée d’'un
théoreme d’existence locale dans le cas particulier d’'une équation parabolique non dégénéréee
de la formeu; — Ap(u) = f(u), afin d'illustrer I'utilisation du principe de Leray-Schauder
, outil clé de la démonstration et cité par tous les auteurs, puis dans le cas d’'un systéme
afin d’appliquer le résultat directement aux problémes approch&hdpitre3. Nous es-
pérons que cette partie pourra servir aux eétudiants qui abordent les EDP , principalement

paraboliques.
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1.1 Notations-Terminologie

Bien que nous utilisions les notations standard de I'analyse, nous allons en rappeler les

principales.

R" désigne I'espace euclidien de dimension n, et dont I'élément générique est noté
T = (71, 2..., Tp).

() sera une partie ouverte et bornéeRfe, a bordoS2 = S régulier ou encore "lisse
par morceaux”, on entend par la un domdiheéont 'adhérence peut étre représenté sous la
formeQ = Q,UQ,U...UQy , chaque?, pouvant étre représenté homéomorphiquement sur
la boule unité a I'aide de fonction$(z),i = 1...n(k = 1...N) continues et lipschitziennes,
et telles que les jacobiem%%k| soient supérieurs a une constante strictement positive. On
dira queS € H'*? (resp.H**?) s'il existep > 0 tel queS N B(zy, p) ol z, est un point
quelconque dé&, soit une surface connexe dont I'équation (dans un systeme cartésien de
coordonées localég,, ..., 3,) ) ait la formey,, = w(yi, ..., yn 1) avecw € H'*?(D) (resp.
H*5(D) ) et D la projection de laS N B(xg, p) sur I'hyperplany, = 0 (voir la section

suivante pour la définition des espad€s? (D)) .

V désigne I'opérateur du gradient,/&tle laplacien.

LP(Q2) désigne I'espace de Banach des fonctions mesurables définies derpuis-

sance p intégrable sar, muni de la norme :

1l o = / @) de

tandis quer’?(2) représente I'espace des élément&8@) dont les dérivées généralisées

jusqu’a l'ordre p inclus, sont encore dab¥((?).



1.2 Définitions

Dans les hypothéses de notre probleme, nous retrouverons la condition "localement lipts-
chitzienne” pour les fonctions définissant le second membre des équations, et 'apparte-
nance des fonctions qui définissent le probléme a des espaces de Holder. C’est pourquoi
nous allons donner quelques définitions rappelant ces notions et quelques résultats les con-
cernant.

Définition 1.3.1:  On dira que la fonctiorf (z) définie sufR™ est localement lips-

chitzienne (ou lipschitzienne sur les bornéside) si
VM > 0,3k(M) >0/ [f(x) = f(y)| < k(M) ,Vz,y € B(0,M).

Si la constanté: (M) est indépendante d¥ , on dira quef est lipschitzienne (ou encore
globalement lipschitzienne).

Définition 1.3.2: On dit qu'une fonction:(z) définie sur) satisfait une condition

de Holder en:, d’exposanty, a € (0, 1) et de constante de Hdld@m)é‘)‘) dansq si

_ !
sup M = () est finie
z,x €Qlz—a' | <pg |.’L‘ - |a
po €tant un nombre positif. Cette définition n’est valable que dans le cas d’'un dofhaine
bord "pas trop mauvais”, par exemple régulier par morceaux sans points doubles.

Soit | un nombre non entier positif ete (0,1) :

— H'(Q) désigne I'espace de Banach dont les éléments sont les fonaiohsontinues

dans() et possédant danisdes dérivées d’'ordre < [I] pour lesquelles la quantité

7]
| = (@) + 3 ()
0

J]=



est finie. Cette inégalité définit la norme Hé(Q2).
Nous détaillons le membre de droite dans les trois cas suivants :

— pour = : Ju[ = (u) 4 maxg |ul
(14a) . u (@) .
— pour =14 : =
p Jul) ;21 <3xi >Q + maxq |u| + ;:1 maxgq

@ n 9%u ()
— pour =2+ : |u| o) — Z< > + maxgq |ul

ij=1 Q

ou
Gxi

H'(Q) est 'ensemble des fonctions appartenadf‘&') pour toute partie fermée

Q' c Q.

—H"> (Qr) est 'espace de Banach des fonctiaiis, t) continues dan§; possédant des
dérivées de la form®! D¢ pour 2r+s<l, continues dang); et dont la norme est définie
par

[ulgy = () + 3 (u)d,
Ce qui donne dans les trois cas suivants :

- l=a: |u|g;> = (u)\ + (u)iy? + maxg, |ul

0 N~/ 0Ou ou \ @/
()
v z,Qr v t,Qr

=1 =1

ou
+ + E
max |l max o,




(2+ /2) (+a/2)
— =240 [ul5FY = (D) +Z<8xz>

n gz, \ @2
0
+Z <8x~8xj> . +H612%X| vl

i,j=1 ¢ ,Q
- n ou (@)
+ Q) + Z <axl>
i=1 z,QTr
“ ou “ 0%u
+ max |u| + ZZ;max 8—:62 + ;max D0,
Précisons que
o u(z,t) —u(z’,t
WE = g @d-uG
(z,t),(z' 1) €Qri|z—a'|<po |z — 2|
|U(.’L‘,t) B U(l‘, t,)|
<u>§?8T = sup

@0 @neariricp, I

Remarque Les normes définies ci-dessus dépendent toutes deais pour dif-
ferentsp, > 0, elles sont équivalentes, par conséquent, leur dépendance par rappoet a
sera plus mentionnée.

Tous les espaces décrits sont complets.

1.3 Propositions

Nous aurons a utiliser plusieurs inégalités connues mais sous différentes formes, il est donc
utile de rappeler les versions qui nous intéressent pour faciliter la lecture des chapitres

suivants.



S A L

Inétgalité de Young : Pour deux nombres réels quelconque= b , etp ,q tels que
+i=1,0na:

a? bl
ab < — + —

b q

Mais nous utiliserons plus souvent une autre inégalité de Young , a laguelle nons nous
réfererons pafY’) :

Inétgalité de Gronwall sous forme intégrale :Soit ¢ une fonction définie et inte-
grable suif0, 7], telle quet(t) > 0 et

t
pour presque toute [0, 7], £(t) < Cl/ £(s)ds + Cy
0

(1, C, étant deux constantes supérieures ou eégales a zéro.
Alors

£(t) < Cy (1+ Cite™")  presque partout syo, T
En particulier si

t
£(t) < CI/ &(s)ds, pour presque toute [0, 7]
0

alors

£(t) =0 presque partout si@, 7'

Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue :

Soit(f,),, une suite de fonctions de' (2) . On suppose que

a) fn(x) — f(x) presque partout syt



b) Il existeg € L'(Q2) tel que|f, ()| < g(x) presque partout s\, Vn € N.

Alors

Fell (@ et [Ifu—fllig—0

Principe de Leray-Schauder :

Soit H un espace de Banach.gf 'adhérence d’'un ensemble ouvert connexe borné
M deH.

Soient€ le produit topologique dé par le segmerit < 7 < 1] etM; = M x|[0, 1].
L'équationu = ®(u, 7) admet au moins une solution dafé pour tous les- € [0, 1] si les

conditions suivantes sont remplies :

1/ Latransformatiorp(v, 7) est définie et complétement continue 3dr .
2/ Latransformatiord (v, 7) est uniformément continue par rapport aur M.

3/ Lafrontiére du domainé1 ne contient pas de solutioon de I'équation- ®(u, 7)

pourr € [0, 1].

4/  Pourr = 0, 'équationu = ®(u,7) admet un nombre fini de solutions dafs$ et

leur indice total est différent de zéro.

1.4 Théorie parabolique

Le résultat rappelé dans cette partie concerne les équations quasilinéaires paraboliques.

Il s’agit d’'un théoreme d’existence pour lequel nous donnerons les grandes lignes de la



démonstration. Ensuite, nous énoncerons et démontrerons un théoreme d’existence locale

apres avoir affaibli les hypothéses sur le second membre.

1.4.1 Cas d’'une équation quasilinéaire non dégénérée

Considérons le probleme :

[ uy — Ap(u) = f(u) surQx (0,7)
(Po) Ujp=o = 0 sur Q x {0}
a90—(@:0 sur 092 x (0,7)
( On

Une fonctionu dansC?!(Qr) qui vérifie ces trois équations est appelée solution classique
du probleme (B .

Remarque : Si on choisit une condition initialeu;,—y = u, non nulle, on peut se
ramener au probleme {Pen posantu = v — uq.

Nous ferons les hypothéses suivantes sur les fonctions qui définissent le probléme :

- : R — R" estune fonction de clas§€ surR, telle que ety’(s) > 0 si s > 0.

- f est une fonction lipschitzienne sBr

Le probléme () s’écrit sous forme divergentielle comme suit :

(u — @' (u)Au+ b(u, Vu) =0 sur Q x (0,7)
P) Uje=o = 0 sur Q x {0}
Dolu) =0 sur 092 x (0,7)
\ an

avec b(u,p) = —¢" (u)|p[> — f(u).

Théoréme 1: SoientM > 0 etT > 0 deux nombres réels fixés. Supposons que les

conditions suivantes soient vérifiées, pour des constantes pogitives/, etc; > 0 :



al0< ¢ (u) <y YueR

—ub(u,p) < cep® + ciu® +¢o  Vu,p € R.
blv < ¢'(u) <p
Vu € [—M, M].
" (u)] < 1
c/ [by| (1 + Ip[) + [bu| < p(1 +p?)
Vu € [-M, M],Vp € R.
" ()] < po
d/ S e H*P

Alors le probléme (P admet une unique solutiane H2+51%% (Qr).
(Théoreme 7.4, page 491 [LSU] ).

Preuve :

L'idée de la preuve est de se ramener a une famille de problémes linéaires dont la
résolution unique est établie, et, a I'aide du principe de Leray—Schauder , démontrer I'ex-
istence de la solution au probleme quasilinéairg.(P

Incluons I'étude du probleme (Pdans celle d’'une famille de problemes dépendant

d’'un parametre, a savoir

( 7Lu+ (1 —7)[us — pAu] =0 sur Q x (0,7)
7Ly &+ (1-— T),u(% —u)=0 surQx{0}
(PT) 877
Uj=0 = 0 sur 9Q x (0,7T)
avecLu = u;, — @' (u)Au + b(u, p) , L5u = 83(“).
n

D’aprés [LSU], I'hnypothese a/ permet d’obtenir 'estimation suivante sur toute solu-

tionu € C*'(Qr) possible du probleme (Ip:



maxg, |u(z,t)| < c
(voir le théoreme 7.3, page 487 [LSU] )

En particulier, on pourra vérifier que les coefficients des équations,jesgRsfont
des conditions du méme type que celle de a/ et permettent ainsi d’obtenir la méme estima-
tion sur toute solution possible’ € C%1(Qr) de (B) . Cette estimation est uniforme par
rapport ar.

Les hypotheses b/ et ¢/ permettent d’établir les estimations suivantes :

Héax|ux| < My, |u|8;6) </
T

(Théoréme 7.2, page 486 [LSU])

Considérons la famille de problémes suivants :

v — (1" (w) + (1 = 7) ) Av + 7b(w, wy,) = 0
(L) [T (w) + (1 = Tp]vg; cos(n, ;) 4+ (1 — 7)pvjg, = 0

V=0 =0

\
ollw est un élément du sous espagede H'+*5* () dont les éléments sont les fonc-
tions qui s'annulent pour= 0. On prendrax = min{J, 3}.

Pour toute fonction w(z,t) deB, telle que maxg, |w| < min{c, M} et
maxg,. |w,| < M, le probléme (L) est un probléme linéaire dont la résolution unique est
garantie par le Théoréme 5.3 du Chapitre IV de [LSU]. Sa solution est un élémeéntt; 7)
de H**+3(Qr). On définit ainsi une transformation complétement continee® (w; 7)

dont les points fixes sont des solutions du probléeme. (P



Pour établir 'existence de ces points fixes, nous allons utiliser le principe de Leray-
Schauder.

SoitM = {w € Ba/nézix|w| < min{c, M} + S,IICIQE;X|wx| <My +e,<d + ¢}

Il est clair qu’un point fixeu"de ®(w; 7) appartient deM, car c’est une solution du prob-
leme (R).

On vérifie qued(.; 7) sur M x|0, 1] est une famille d’opérateurs qui satisfait toutes
les conditions du principe de Leray-Schauder ( pour le détail, voir [LSU] p 454 ). De plus,
a l'aide des résultats obtenus dans le cas linéaire, on montmTcmé{”ﬂ’H% (Qr).

Pour l'unicité, le raisonnement est classique :

Siu etu’ étaient deux solutions, = u — ' serait I'unique solution d’un probléme linéaire

homogene et done = 0 (voir les théorémes 2.4 et 2.6 Chapitre | [LSU] ).

Supposons maintenant, comme c’est le plus souvent le cag, egtdocalement lip-
schitzienne. Nous allons fixér et déterminefl” > 0 pour que les conditions du théoréme
précédent soient vérifiées.

Soit a résoudre le probleme
(uy — Ap(u) = f(u) sur Q2 x (0,+00)

Ujy—o = Ug sur Q x {0}

Dy (u)
L On

(P)

=0 sur 99 x (0, +o0)



Théoréme d’existence locale Soit M > My = maxq|uo|

Il existe Ty, > 0 telle que (P) admet une unique solutiarclassique définie sur
Q x (0,75, avec:

max |u(z, )| < M

.
QTM

Preuve :

Posonsf (u) = { ;E?\/)[) Z Zi%

et soitp € C3(R) telleque  @(u)=p(u) siu < M et @' (u)=¢' (M) siu > 2M.
Alors la fonctionb(u, p) = —¢" (u)p? — f(u)  vérifie les conditions du théoréme 1.
Le probléme (P) aveng et » admet d’aprés le Théoréme 1 une unique solution

définie sur{0, 7] vérifiant I'estimation :

C
rICEl;;X|u(x,t)| < e/\TmaX{’IrQCl,mthL(ﬂ} ,V)\ > Cq.

( Nous obtenons cette inégalité en posant(z,t) = e v(x,t) et en utilisant les hy-

potheses du théoreme.)

. 1
Enchoisissank telque M, < ,/5%- <M, etT* < —log on pourra

M
A o

A—c1
avoir

max |u(z, t)| < M
Qr+

Si on se restreint maitenan{@® 7*), on peut remplacefet@ par f ety dans I'équation a

résoudre, ce qui donne I'existence d’une solution locale au probléme (P).



1.4.2 Cas d'un systéeme :

Soit a résoudre un systeme du type :

up — Ap(u) = f(u,v)
(S){ v — Ab(v) = g(u, v) surQ2 x [0, 7]

avec comme conditions initiales :
u(z,0) = ug(x),v(x,0) = vo(x) sur Q

et comme conditions au bord :

Op(u) _ 0y(u) _
o~ on =0 sur 900 x(0,7)

Les fonctions qui composent les équations verifient les mémes hypothéses que dans

la section 1.5.1 précédente.

Pour une fonctionn = w, fixée dans I'espacél = H?t*'+/2(Q;), la premiére
équation dg.S) admet une unique solutiandansH telle quemaxg,,. |u(z,t)| est majoré
par une constant&/;. De méme pour la deuxiéme équation, paue w, fixée, il ex-
iste une unique solution dansH telle quemaxg, |v(z,t)| soit majoré par une constante
M,.Donc a chaque élémeft,, w;) € H? correspond un unique élémeft, v) € H?
avec||(u,v)||g: < M = max{M;, M,}. On définit ainsi une transformation continue
(u,v) = ¥(wy, w,) de H? dansH? qui vérifiera les hypothéses du théoréme du point fixe.
Un point fixe de¥ sera une solution du systeme (S).

La démonstration se généralise aisément pour un systeme de n équations a n fonctions

inconnues.



Chapter 2
Enoncé du probleme

2.1 Introduction

Le but du travail est la généralisation des résultats obtenus dans 'article de base de T.Aliziane
et M.Langlais [AL]. Il s’agit d’un systéme de réaction-diffusion modélisant I'évolution
spatio-temporelle d’'une population en présence d’'une épidémie.

Les termes de diffusion sont non linéaires et le systeme est dégénéré, les conditions
initiales sont uniquement bornés. En suivant les mémes idées que celles exposées dans
I'article sus-cité, on démontre I'existence et I'unicité d’une solution globale du systeme;

on étudie aussi le comportement asymptotique de cette derniére.

2.2 Enoncé du probléeme et de ses parametres.

Nous nous intéressons a la résolution du probleme suivant

(O Uy — Apy(Uy) = —y(Uy, Uy, Us, Uy) — vU;
0iUs — Ay (Us) = v(Uy, Up, Us, Uy) — (A + p)Us
OUs — Agpa(Us) = MUy — (a+m + p)Us (1)
0Uy — A, (Uy) = (1 — m)AUy + aUs + vU,;

dans(2 x (0, +o0) , avec conditions initiales
2) Ui(z,0) =Ujp(x) 20 , 2€Q ,i=1.4

et conditions au bord de type Neumann
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3) 8(%7(77[]2-)(%@:0,xG@Q,t>0,i:1...4

On se réferera au probleme (1-2-3) pay.(

Comme d’habitude? est un domaine ouvert d&,n > 1, a bord régulier noté$2 ou S.
Nous ferons les hypothéses suivantes :

(Hy) p; sont des fonctions définies suiR de classe C? telles que :
i(0) = i (0) =0, ¢;(s) > 0,¢(s) > 0,7 (s) > 0 pours > 0.

(H)) p,a,v,m,\,m sontdes constantes positives verifiant A + p > 0,
a+m+p>0,etd <7<l

(Ho) Uip € L>(2) et Up(xr) >0 pourtout z € Q etie {1,...,4}

(H;) v : RY — R, estune fonction localement lipschitzienne, différentiable en
chacune de ses variables et a croissance polyndmialey@Vgc,, Us, U;) = 0 pour tout
(Us, Us, Uy) € 2.

(H,4) Il existe des constantes strictement positivgsC,, etr telles que :

(U1, Us, U3, Uy) < Cy 4 CoU} surRy.

Ce systeme modélise la propagation d’'une maladie infectieuse au sein d’'une popu-
lation isolée dans un domaine borné. La fonctioreprésente "I'incidence” ou le nombre
d’individus sensibles infectés par unité de temps et devenant exposimésente le taux
de passage de la classe des exposés a la classes des infectés, tandisapide taux
de mortalité induite par la maladie. Quant &t ;. , ce sont des parametres de controle, a

savoir un parametre de vaccination (poyet dans le cas de populations animales (renards,



chats, ..)u est un paramétre d’élimination ( dans le cas de la rage par exemple, les indi-
vidus infectés n’ont aucune chance de guérison, mais représentent un risque important de
contamination ). Enfing mesure la proportion des individus exposés qui deviennent réelle-
ment infectieux, alors qu@ — 7) représente la proportion des exposés qui entrent dans la

classe des resistants (ou retirés).

2.3 Enoncés des résultats principaux :

Le probleme principal qui se pose a nous est : comment attaquer la question de I'existence ?

En effet, les résultats classiques concernant les problemes d’évolution de type parabolique
ne sont pas applicables a notre systéme puisque celui-ci n’est pas uniformément parabolique ;
le fait que la fonctiony; s’annule en zéro fait que le systéeme ne peut étre parabolique et
le fait dégenérer en un systéme d’équations de premier ordre dans les régions-du
Il est bien connu que de tels problemes n’admettent pas en général de solutions classiques,
c’est pourquoi on introduit la notion de solution faible suivante (telle que celle introduite
par Oleinik [OKY]) :

Définition 1 : On dira que le quadrupletU,, U,, Us, U,) de fonctions définies sur
2 x [0,4+00) est solution faible du probléme (P) si pour tdlit> 0,i = 1...4 et pour

toute fonction test), € C'(Qr) telle que% =0surof x (0,7, U; vérifie :
n

i/ U; appartient aL?(Qr)

il V,(U;) appartient aL?(Qr).



il / Us(z, T (z, T)dz + / Voo, (U3 Vb, (2, ) dardt
Q Qr

(eql) = / O, Ui — fiab,)(z, t)dxdt + / Uso(z);(z, 0)dx

Qr Q

Dans les prochains chapitres, nous nous attélerons a démontrer les résultats princi-
paux suivants concernant I'existence d’une unique solution au prokl&neet le com-

portement asyptotique de cette solution.

Théoreme 2.1:  Existence et unicité.
Il existe un unique quadruplét/,, U,, Us, U,) de fonctions positives ou nulles, définies sur
Q2 x [0, 400) , qui soit solution faible de (P) au sens de la définition précédente.
De plus:
il Uy, Us € L'(Qu) N L®(Qun) €t Vo, (U:),00p;(U;) € L*(Q x [0,+00)) , pour
i=1,2,3.
Lorsquer =0,U; € L®(Qs), €t U, € L'(Qs) NL®(Qs) Siv > 0.
il Uy e LYQr)NL®(Qr) et Vo,(U),00,U) € L2(Qx [0,T)), T > 0.
Théoréme 2.2 Comportement asymptotique.

Il existe une constante non négative telle que

U(.,t) — Uy dans L'Q) lorsque t — 400

etona

Us(.,1),Us(.,t) — 0 dans L'Y(Q) lorsque t— +00



De plus, siv > 0, alorsU; = 0.



Chapter 3
Approximation du probleme

3.1 Approximation

Comme nous l'avons déja fait remarquer, le probléme est dégénéré et n’admet pas de so-
lution classique, nous allons montrer qu’une solution faibleepeut s’obtenir comme
la limite , dans un sens a préciser , d’'une suite de solutions de problémes non dégénérés
approchant®).

Considérons le probleme quasilinéaire dépendant d’'un "petit” parameétre0 ,

amené a tendre vers 0, a résoudre dans (0, co) :

(UL — Ady(U) = —4((Uy — &)*, U, Uy, Us) — v(Us — 2)
Uy — Ads(Us) = y((Us — 2)*, Us, U, Us) — (A + 1) (Us — €)
(P2) N 0,75 — Ads(Us) = Mr(Us — 2) — (a4 m + 1) (U — €) (4)
Uy — Ady(Us) = (1 — mA(Us — ) + al(Us — £) + v(U; — <)

Ui(,0) =Up:(z), 2€Q , i=1.4 (5)

(CL) Y ad,(vy)
on

(z,t) =0 , 2€0Q , t>0 (6)

Pouri=1..4, d; : R — (¢/2,400) est une fonction croissante et réguliére telle
que d;(u) = ¢,;(u) pourM > u > e,d;(u) = d;(M) pouru > M etd,(u) > ap >0, M
étant une constante .

D’autre part, les données initialds,; , . verifient la condition suivante
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Z/ Ui70,5(,l') > g, T € Q

(Cp) n// i0e(z) — ¢ do </Ul,0(x) de, i=1.4

i/ UzOe — U, dans LP(Q) lorsque ¢ — 0

Remarque :On reviendra sur la construction de ces données initiales dans la section

3 de ce chapitre.

3.2 Résolution du systemé¢P.)

Le systémeg P.) est un systéme auquel le théoréme 1 du Chapitre 1 peut s’appliquer. On
a donc existence d’'une unique solution classique non négative sur un intervalle maximal
[0, Thax,c) @u probleme P;) (revenir au chapitre des rappels).

En remarquant que est une sous-solution d#.) , on a
e< U, YreQ,Vtel0, Thnaxe)
De plus, par le principe du maximumon a:
Ue(@,t) < [Un0ell g+ € Q2,0 <t < T

Grace a ces résultats , on peut affirmer que le probleme

= _f)/(Ul — &, U27 U37 U4) - V(UI - 8)

(Uh)

3,5U2 — A(,OQ(UQ) ’)/(Ul — £, Uz, U3, U4) ()\ + M)(Uz — 6)

0,5U3 — A(,O3(U3) = )\7T(U2 — 6) — (a+m+ M)(Ug - 8)
(U1)




avec les conditions

Ui(,0) =Up:(z), 2€Q , i=1.4

0p; (U;

M(w,t)zo L2 €EIN L, t>0

on

admet une unique solutioki. sur un intervalle maximal[0, T,y ). Pour I'exitence de
la solution sur tout l'intervallg0, +oo[ , il nous suffira de montrer que la solution en
guestion n’explose pas a temps fini.On montrera dans la partie "estimations a priori” du

chapitre suivant que la solution est bornée.

3.3 Construction de données initiales vérifiant la condition
(Cr)

Pouru € L>*(Q) (2 borné) telle que: > 0, il s’agit de construire une suitg:.). de
fonctions régulieres telles que

*Ug = €

* [o(u. —e)de < [ u(x)de

su. — u dans LP(Q) , Vp € [1, +o0].
Soit (p.). une suite régularisante ( i.es, € D(R") avecp, >0 , [,p.(z)dr =1
et Supp p. C B(0,e) ) etsoit & le prolongement de u par O si®" , alors
we LP(R") , Vpe[l,+oo] etona:

* 0. = p.xu—> u dansLP(R™) pour toutp tel quel < p < +o0.

* 5. € C°(R") et o, > 0.
(Ces résultats sont donnés par le théoreme de régularisation que I'on peut trouver dans la

référence [VK]).



Posons. = ¥.q , etu. =v. +¢, alorsona:u. € C*(Q) et u, >e¢.
Montrons queu. — u dansL?(Q2) lorsques — 0, et ce pour toutp € [1, +ool:

D’une parton a

[ 10@) = w@ e = [ i)~ )P do < [ o) - i) do
Q Q R"
la derniére quantité tendant vers 0 lorsgue— 0 , doncv, — u dansL?(£2).

D’autre part ,« — 0 dans LP(2) (carmesf) < +oc). Finalement, on a

u. = v. + ¢ — u dans L?(Q2) quande — 0, pour toutp € [1, +o0].

Montrons enfinque [, (u. —¢)dz < [,u(z)dz ; grace au théoréme de Fubini

on peut écrire :

(ue —e)der =

P—

Ainsi, on a démontré I'existence d’'une suite de fonctions réguliéres approchant les

données initiale#’; , et vérifiant la condition(Cy) .



L J N S

Remarque 3.3.1:
L'inégalité suivante nous sera utile pour établir les estimations a priori sur les solu-
tions :

1Uio,e — 5”00 < Ui 1=1..4

, O0<e<l.

|OO

En effet, pour(u.). comme précédemment,on a:

P
/Q[ug—s]pdx:/Q [/ p.(z —y) ﬁ(y)dy} dx</ﬂ||u||g,oo.1 de , Vp>1

En passant a la puissanzéeet en faisantp — +oo , on obtient le résultat voulu ; en

particulier on aura I'estimation uniforme suivante

WUioello < IUipllu +1 =¢, =14, 0<e<l

Dans les prochaines sections, nous allons étudier le probleme auxilliaire non dégénéré
et nous établirons des estimations a priori sur sa solution. Ces derniéres nous serviront a

démontrer la résolution unique du probleme initRy. (



Chapter 4
Estimations a priori et existence globale pour

les systemes approches

4.1 Estimations a priori

Dans cette partie , nous établissons des estimations sur les solUtjons 0 < ¢ < 1. On
fixe T" dans(0, Tax,:)  @insiques > 0.

Pour commencer , on établit trois inégalités dont nous aurons besoin dans la suite :

Lemme O : on a les trois inégalités

O [ U= Uo Vs Uss) + 0(Uhs oot < [ Uola)d
Qr Q

en particulier

(01’) / 7(U1,6 — &, U2,57 U3,57 U4,6) dxdt < / UI,O (IL’) dx
Qr Q
(0.2) (A + M)/ (Uze — €)dadt < /[Ul,o(x) + Us(x)]dx
Qr Q

03)  (a+m+p) / (Us, — 2) dudt < / Uro(2) + U () + Us o] da

T Q
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2.

Preuve :

Intégrons la premiére équation st (0,7) :
- f [’Y(Ul,e — &, U2,e, U3,a, U4,a) + V(U1,a - 8)]
T

T T
= {f U . dt} de — [ [ div[Ve, (Uy)]dzdt
00
= [[U1.(2,T) — ¢ = Uy .(,0) + eldx ff&plUl
) 0 50
d’ou

- / W (Ure e, Uso, U, Us )+ 1(Une — )] + / Uyo(2, T) — e]da = / (Ur.—2)

Qr Q Q
compte tenu de la non négativité te. — < et de la condition (¢) sur les données

initiales on obtient les inégalités (0.1) et (0.1").

On procede comme pour (0.1), on obtient alors :

O+ ) / (U — &)dadt < / U (,0) — e]dir + / V(Ure = £, Up, Us.o, Us. ) dadt

Qr
U2 0 dl‘ + / (UI,E — &, UQ,;;-, Ug,g, U4,E)d{L'dt

Qr

’

Q
Q/
/ [Uso(x) + Urp(z)lde  (d'apres  (0.1))
Q

ce qui établit (0.2).

De la méme fagcon que pour (0.2) et en utilisant cette derniere on a :

(a+m+p) /(Ug,g —¢)dxdt < /Ugyo(l‘)dl‘ + )\);r—ﬂu /[UQ,O(x) + Uy o(z)]dx

Qr Q

comme par hypothes)c\a);r— 1, (0.3) découle de ce qui précede.
o



Lemme 1 :1l existe une constante positivié et une fonction non décroissaitede
R dansR, indépendantes de, telles que :

al  0<e<U(s,t) <M, €N >0, i=1,23.

bl 0<e<Upl(x,t)<F(T) 2€Q ,0<t<T.

Preuve :
re, t>0;et

oo !

— Nous avons déja vu quel < ¢ < Uy .(z,t) <
d’apres la remarque de la fin du chapitre précédent, ona:
0<e<<Up(nt) <||Uipll, +1=my surx(0,+00)
Pourl,. et Us. , les démonstrations sont identiques : multiplions I'équation
enl,. par p(Uy. —e)P~! (ou p>2) etintégrons su
pg{V(ULa —&,Up e, Us o, Us o) (Use — )P tdx — p(N + p (j; Us. — &)Pdx
= ({@Uz,a — Ay (U o) lp(Us e — )Pt
= g@t(Ug,E — e dx — ({p(Uk — )P~ div[ph (Us o) VUy |dz
= g Uz —<llh o + S{ Py (Vo )p(p = 1)(Use — £)P72 |V, |* dae
+a{2 (U ) VU 7] do
L'intégrale surQ2 de la derniére ligne est positive (caf(Us.) > 0 pours >0

) et lintégrale surof) est nulle grace a la condition (6). Finalement on obtient

I'inégalité :



d
7 10z =2l o +p(A + 1) U =l

< p/fY(Ul,e — &, U2,aa U3,aa U4,e)(U2,e - g)p_ldx
Q

a laquelle I'application de I'inégalitéf avec e = A + p donne

d
5 1026 =€l o +p(A + 1) Use =€l

1 1!

< {m} [ = Vo Vs U e+ (o= DO+ e =<l
Q

dou:

1

d
7 102 =l o < [m

p—1
:| /7(U1,5 - g, U2,aa U3,aa U4,a)p dx
Q

— Enintégrant les deux membres de cette inégalité entre et 7') et en utilisant
I'nypothése(H,) section 2.2, on obtient :

U265 8) —£llyq

1

p—1
m} (Cy + Comy)Pt /’Y(ULE —&,Us, Uz, Uy )dadt

Qr
(€1 Comy ol o}

< Usps — 2l g + [

1
(A4 p)p!

(pour cette derniére inégalité , on a utilisé la remarque3.3.1 du chapitre précédent,

< 2Max{||U2,0||§o (mesf?),

et I'inégalité (0.1))

d'ou

1 1
[U2( 1) —€ll, o < (2)> Max {||U2,0|| (mes)?, (H (Cy + Cym?) @ || Uy 0“19}

N
=

ou g est teli + % = 1. Lorsquep — +oo on obtient :
|Use (1) £l < Maz {||U20|| o (C1 + Cle)} — m,

— Les mémes arguments permettent d’écrire les implications suivantes :



dt /(Ug,a —e)Pdz + | ©(Use)p(p — 1)(Use — )P~

Q
- )\ﬂ—/(UQ,E _6)p(U3,5 - 5) B Oé—|—m—|—/L U35
Q

EO\

d
= 2 WUse —ell, o +platm+p) [|Use =<l o

< pAr /(UQ,E —e)p(Use —e)P™" (car ¢ > 0)
Q
d
- % ||U3,5 - 6“279

(Am)*?
S (a+m+ p)rt

1Us. =2l o [(YV) avee & = Am(a+m + p)]

= [1Us(, 1) —2lpq

(Am)%P ,
< ||U3,570 — 5”279 + (& o+ M)p—lmg 1 ([]275 — 5)dxdt
Qr
Am)2P o, 1
< ; Q ( P — /U Usy [utiliser (2
oo (mesQ) + (ot mt i ()\+M) 10 + Usp [utiliser (2)]

Qr

=

Am)2P p=1
= 002 (t) = <l < 200 Vsl mesd, (20 (05 (Qf s+ Ung
T

mgo
= Uz (-, 1) —€ll o0 < Maz {||U3,0||oo,9’ ()\7?)(04+m+u)} -

donc a/ est démontré , il suffit de poser= max{my, my, ms}.

=



— Comme pour les estimations précédentes, on multiplie la derniere équation par

p(Uy. —e)P~! eton integre suf2. En tenant compte des hypotheses, on obtient :

d

dt
Q

(U, — )P da (1—W)Ap/(UQE—5)(U45—6)p_1dx

Q
+ap /U3e— 4 — )l tde
Q

+vp (Ure — &) (Use — )P tdx

On applique 'inégalité de Young et on obtlent :

d
— /(U47é5 —e)Pdr < (1-— 7r))\/ (Use — €)Pdx + a/ (Ui —e)Pdx

Q

+I//(U175 —elde+ (p—1)[(1 —m)A+ a+ V] /(U4,E —e)dx
Q Q
L'inégalité de Gronwall sous forme différentielle nous donne :

/(U4,E —e)Pdr < eP—1C1to mfcu((||U4,0||’;o 0 tCMPmesQ)

Q
oo C=[(1-m)+a+v],etdonc

p—1

[Usc(s8) = el < € T @) max { [Usoll e - M(Tmes) s |

et lorsquer — oo on obtient :
1Use (1) = el o < €77 maux{||U4,o||oo,Q , M} = F(T)

Lemme 2:

Il existe une constant#/; et une fonction?; non décroissante , indépendantes=delles



que

[ e nta <im0 =123
Qr
/ (Voo (U) () dzdt < Fi(T) T >0

QT
Preuve :

— PourV, (U;): On multiplie la premiére équation du systeme)(@ar ¢, (U, ) et
on integre suf

/ e — Apy(Ue)] 1 (U)dvdt =
Q

- / 7(U1,5 — &, U2,aa U3,aa U4,a)<101(U1,a) - (Ul € S)SOI(ULE)

Q

:\

Commeyp,(0) =0 etque 9o, (Th)

/ [jt U/ p1(s)ds

Q 0

=0 sur 0Qx(0,7),ilvient

dx+/|wl(U1,E)|2dx
Q

/7 Ule €, U257U367U45 ()01 Ula /UIS_ 901 Ule)
Q Q
< 0

L'intégration sur(0, 7') donne :

Ure(2,T)
/ / gol(s)dsdx—i—/|V<p1(U1,E)|2dxdt
Q 0 Qr
Ur,0,:(%)
g/ / ©,(s)dsdx
o 0
d'ou

/ Vo, (U ) dudt < / / o, (s)dsdx
Q Q 0

Rappelons que les constantgsont définies dans la remarque 3.3.1 page 39.



— Pour Vg,(Us.): Onmultiplie la deuxieme équation pas(Us, ) , on intégre

sur €, puis sur(0,7), en tenant compte de la non négativitee U, — ¢, et

des constantek, 1 on obtient :

Us,c
/ CZ/%( )ds dx+/|Vg02 Us,)|? da
Q 0
:/7(U1,g—6,U2,5,U3,5,U4,a)902(U25 (A+ 1) /Ula_ €)@y (Usye)
Q Q
Us,e(z,T)
= / / ©,(s)dsdz + / IV, (Use)” dudt
Q 0 Qr
= [ B0 =2 U U V) + O+ )T = 2 (T
Qr
Uz,0,c ()
+/ / ©y(s)dsdx
Q 0
— / IV, (Use)|” dudt
Qr
Uz,0,c ()
< / / (s)dsdaj—l—/ (U1 —,Uze,Us ., U e )po(Us )
Qr
Us,0,-(
/ / NE dsdx—l— Jmax. NE )/Ul,o(x)dx

Q
Pour cette derniére inégalité, on a utilisé les résultats des lemmes 0 etl. D’ou

I'’estimation uniforme

/|V<,02(U25 * dedt < //@2 Ydsdx + ani}]cw% )/Ul,o(x)dx
Q

— PourVys(Us,) : On procede exactement comme ci-dessus avec la troisiéme équa-

tion du systéme, ce qui donne la suite d’implications suivantes



/ [jt U] 903(5)‘13] d$+/|V¢3(U3,5)|2dx

0

/ AT (Use — &) — (a4 m + 1) (Use — )] 03 (Us..)
Q
U3,5(:I:,T)
— / / 3(s)dsdx + / |Vg03(U3,E)|2 dxdt
Q 0 Qr
Us 0, ()
< /)\W(UQ,E —e)p3(Usy) +/ / 3(s)dsdx
Q Q o

— / IV, (Us,)|” dudt

Qr
Us,0,c ()
g/ / eals)dsds + max @3(s /U10 )+ Uno ()] da
Q 0 Q
D’ou

/|V<p3 (Us,.)|? dedt < //<p3 dsdx—i— max. ©s(s )/[Ul,g(x)+U2,g(x)] dx

Q

PourVy,(Us.) : Comme précédemment, ona:

/[CZ 75904 )dS] dfv+/lw4 UL de

Q 0

_ / (1= D)\ Use — ) + a(Us — ) + (U — )] 4 (Un2)



U4,E (CE,T)

:>/ / g04(s)dsdx+/|Vg04(U4,5)|2 dxdt
0

0 Qr

Ui 0,c(T)
< / / w4(s)dsdx + N1 — ) /(UQ,E —&)pq(Usy)
Q 0 Qr

ta /(Ug,a — &)y (Uss) +v /(Ul,e — )y (Usye)

Qr Qr

D'ou

C4
/|Vg04(U4,E)|2 dxdté//g%(s)dsdx—i—T max  p,(s) x C
Q0

0<s<F(T)
Qr

AvecC = ¢(a, m, i, v) /[U1,o + Uz + Uspldx x mes(2).
Q

A présent nous allons démontrer un lemme qui servira a la fois a la démonstration de
I'existence d’une solution de (P), et a I'étude de son comportement asymptotique.

Lemme 3: Pour toutt > 0, il existe une constanigt) > 0 telle que
IV (Uie) (- D)ll5q < c(t)  pouri=1,2,3,4, >0

Autrement ditVo,(U; .)(.,t) € L*(Q2) pour toutt > 0 .
Preuve : La démonstration est la méme pour tous les{1,2,3,4}. On la donne

pouri = 1, et on commence par établir I'inégalité :



PL|[\3

||V()01(U1,6)('7 t) ;

({( ;f,o,ggol(s)ds) dx

+v%¢! (||U1,0,a||00) f (Ur e — £)?dzds
Qt/2.¢

+¢' ([[Uroello) (Co+ Co Ul

X f Ul \E€ - g, U2,aa U3,aa U4,e)dxd3
Qt/2.¢

Multiplions la premiére équation du probléme.XRar d,¢, (U, ) et intégrons sur

Q x (r,T) avect/2 < 7 < t; le premier membre donne :
t

//&:ULeat%(Ul,e) - A‘Pl(Ul,e)at%(Ul,e)

_ / / (O (UrL) + Vo, (Uh )V, (Uy.L)]

_ / / Lovrww.r+ L 2waw.r)

P (u) étant une primitive de/¢ (u), En égalisant avec le second membre on obtient :

/ / {@U W U} + L 190y (U (D)2

t
- / / /Y(Ul,e — &, U2,57 U3,E7 U4,5)8t901(U1,5)
T Q
1
(Ut — €)0ip1 (Ure) + 9 ||V801(U1,6(-a7'))||§,9

Pour majorer les termes du second membre, on utilisera le fait que

Oro(u) = ' (u)oy(v(u) etlinégalité -2akia®+b? :
_V(Ul,e - 5)8t901(U1,e) = —Q%V(Ul,e - 5)wl(U1,e)%at(7/)(U1,s))
1

< AU = P WO + 5 U



et

_/Y(UI,E — &, U2,57 U3,57 U4,5)at()01(U1,5) = =2

< P UL + 5 ()P

En remarquant  que ¢'(U1.)*(0:U1.)* = (0:(Un,))” et que[@b’(ULE)]Z = ¢1(U1,)

on obtient :
t
/ / @) + 1 IV, Ve (D)
T Q

< 3 IVl ), + // (U, — £)20,(Ur.)

1
+§7(U1,5 -, U2,aa U3,E) U4,5)290,1(U1,8) + (atz/)(Ul,fs))2

d’ou

IVor(Ure (5 )l < V1 (U ) 50

//{V Ula +7(U15 57U2,67U3,67U4,5)2}@Il(Ul,a)

t/2 Q
en intégrant surt(2, t) par rapport & on obtient :
t 2
5 IVer U D)0

t

< / / Ver(Ur el ) + 2 / (AU )+ 0 (U1

t/2 Q2.

t
< [Fa@ar+; [ (PO )
Qr Qt/2.¢



A présent, on utilise la majoration faite sV, (U, )|, o dans la preuve du lemme 2, le

faitque ¢ (s) >0, I'hypothése Hy) sury et||U1,g||Oo < ||Us.]l, pour écrire

UlOE

||VSOI(U1,€( ||29 \ / / 901 de.ZU
' / (AU~ <P + 7} (01,

dou

U1,0,c(2)

/ / o, (5)dsdz

0

(Wl [ PO =P

Qt/2,¢

+01 (U0l ) (Cr + Ca||Unplll,) / YU —€,Use,Us ., Uy )
Qt/2,¢

S

||V§01(U1,E(7t))||§,ﬂ <

Grace aux lemmes précédents, on peut majorer le second membre de cette inégalité in-
dépendamment de

Le lemme suivant nous servira a préciser la régularité de la solution obtenue :

Lemme 4 :

Il existe une constante M, etune fonction non décroissanteF’, indépen-

dantesde, 0 <e <1 tellesque:

/M el (z,t)dadt < My ,T>0 ,i=1,2,3

/| 0 (Un))e|” (2, t)dadt < Fo(T)  , T > 0.

Preuve : nous nous réfererons a l'article [AL] pour la démonstration de ce lemme.



4.2 Existence globale dans le cas non dégénéreé :

D’aprés le lemme 1, la solutiati. du probléme (P) est bornée par une constante sur son
intervalle d’existencé, T,,.x], on peut donc conclure qug,., = +oo, ce résultat découle
du fait que 'on a :

Si Thax < +00, alors lim U.(,t) =+c0.

t—Tmax



Chapter 5
Existence

5.1 Existence de la solution dans le cas dégénéré :

A l'aide des estimations établies sur les solutions approdtigesn va montrer I'existence
d’'un quadruplet de fonctions = (U, Us, Us, U,) solution du probléeme (P) au sens de la
définition 1, chapitre 2, i.e qui vérifie pour chague 1,2,3,4 etT > 0:
*U; € L*(Qr), V,(Us) € L*(Qr)
O,

* Pour chaque fonction test € C''(Qr) telleque 5
n

=0 suroQ2 x (0,7),on a
'égalité :

/ Uiz, Ty, T)da+ / Vo (Us) Vi, t)da dt = / (O0p.T; — f00) da dit+ / Uso(2)(z, 0)da
Q Qr Qr Q

La démonstration étantidentique pour chafuel, 2, 3, 4, on omettra de mentionner
l'indice afin d’alléger les notations.

D'aprés le lemme 2, la suiteo(U.)). est bornée dan&/ ' (Qr), et comme l'injection
(canonique) de7'(Qr) dansL?(Qr) est compacte, il existe une sous-suite(@del.))_,

encore notéép(U.)),. , qui converge :

-faiblement dans7'(Qr) )

-presque partout darigr > vers un élémenit’ € H'(Qr).

-fortement dansZ?(Qr)
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Vu la continuité dep~! , ona U. — ¢ (W) presque partout et donc au sens des

distributions (par le théoreme de Lebesgue).

Par ailleurs, grace au lemme 1 et au théoréme de Lebesgue, l&&yitest bornée
dansZ?(Q2), donc on peut en extraire une sous-suite encore ndfée , qui converge
faiblement vers un élémerif de L?(Q7), et donc au sens des distributions. Comme la
limite d’une suite dan®’(Qr) est unique, on conclut qu&’ = o '(IW) dans D'(Qr) ,
dansL?(Qr) (carU € L?(Qr) ) et donc presque partout dar@r. Ainsi, la fonction

o(U) =W € H'(Qr) est limite faible de la suitép(U.)), dansH'(Qr).

o,
on

Il s’ensuit que pour toute fonction test € C''(Qr) telleque =0 sur

00 x (0,T),ona:
/ Vo(U)Vi(x, 1) dedt —s / Vo (U)Vi(x, 1) dedt
Qr Qr

/Ug(at@/))dxdt — /U(aﬂ/))dxdt
Qr Qr

A présent montrons quE admet un représentant dans’(Qr) défini pour tout
T>t>0.

D’aprés le lemme 4 (Vi (U.)(., t)). est bornée dank?(2) , V¢ > 0. CommeU. est
bornée parV/ et queyp est croissante et continue , qlleest borné, la suitép(U.)(.,t)).
est bornée dank?(Q2). Ainsi, (p(U.)(.,t)). est bornée dang'(Q),Vt > 0.

Donc il existeV; € H'($2) limite faible de (¢(U.)(.,?)). dansH'(2) , et presque partout
dans(). Sion écritV, = V(.,t) ona

Vit >0: o(U)(.,t) — V(.,t) pour presque tout: € €2,

et commep~! est une fonction continue, on a :



Vit >0: U, t) — ¢ Y(V)(.,t) pour presque tout: € €.
Montrons que U. — ¢~ (V) dans D'(Q7).
Soit ¢ € C'(Qr), alors

Vi>0: U, 0)(,t) — o 1(V)(.,t)¥(.,t) presque partout daris
CommeU. et sont bornées par rapport &tz , et quel2 est borné on peut appliquer le
théoreme de Lebesgue et montrer que

(%) Vt>0: [Ulx, t)p(z,t)de — [ (V) (x, t)(x,t) da

Q Q

En appliquant le théoreme de Lebesgue a la fonction— [ U.(z,t)¢(z,t)dz  on

Q
T
obtient /

0
en particulier

dt - 0

S{(Ug(l‘,t)w(l',t) - (p_l(V)(l‘,t)w(x,t))dl‘

7/Ue($:t)7/)($,t) dx dt — 7/<P_1(V)(x,t)w(x,t) du dt

Cette convergence étant encore valable poue D(Qr) , cela signifie que
U.— ¢ (V) dans D'(Qr).
Comme par ailleurs U. — U dans D'(Qr),et U € L?*(Qr), on en déduit que
U=¢ (V) dans L*Qr),doncU admetun représentantdabyQr) définien
tout ¢ > 0.

Grace &*) , on conclut que/T > 0, pour une fonction) € C'(Q) ,ona:
/Ug(x,T)w(x,T) iz —> /U(x,T)w(x,T) iz

Q

Q
Enfin, pour voir que

/fz’(U1,a,U2,a,U3,a,U4,e)@/1($;t)d27dt—>/fi(UhU2,U3,U4)@/)(I;t)d95dt
Qr Qr



pour tout: = 1,2,3,4 , il suffit d’appliquer le théoreme de la convergence dominée de
Lebesgue a la suite de fonctio(d;(U, ., Uz, Us ., Us.)1)). Qui converge presque partout
vers la fonction f;(Uy, Uy, Us, Uy)y» (la convergence est préservée grace a la continuité de
la fonction f; ) et qui est dominée par une fonction appartenant'4Qr) , a savoir

¢ x 1 (la constante s’obtient en utilisant les hypothésgl, ), (H3) et (H,) faites sur les
seconds membres des équations qui définissent le probleme (P) et le fait guested

bornés.)



Chapter 6
Unicité

6.1 Unicité de la solution du probleme (P)

Supposons qu’il existe deux solutions faibles au probldime; (U, Us,Us, U,) et
V = (W1, V4, V3, Vy). Elles vérifient toutes deux I'égalité intégrale [eql] (de la Définition
1, section 2.3). En soustrayant ces deux égalités membre & membre, I'urié ptautre

pourV , on obtient :

/ [Us — Vi) (2, T)bs(z, T)d + / V (i) — (Vi) Vi, 1) et
Qr

Q

(eq V) = /at@/)z'- Ui = Vi] (z, t)dx — / [fi(U) = fi(V)] 4, (w, t)dzdt
Qr

Qr

pour toute fonction test, € C'(Qr) telle que % =0 sur 002 x (0,T) ety, > 0.
n

Introduisons la fonction
%’(Ui) - %’(Vi)
ni(x,t) = Ui=Vi
0 sinon

si Uy #V;

Puis, construisons la suité); .).>o de fonctions regulieres, uniformément bornées
dansL>(Qr) telle que :

7772,6 > €

Nie — 15
AV 772',5

=0
L*(Qr)
Pour la construction de cette suite, voir [ACP] et ses références.

et lim
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Pour toute €]0, 1], on introduit le probléeme adjoint non dégénéré suivant :

Opp; +m; Arp; =0 dans€ x (0,T)

a(,;f;i =0 dansoQ x (0,7) i=1..4
¢i(x7 T) = Xie dans ©

ou x;. = sign.(U; — V;)* est 'approximation réguliere de la fonctionign définie

1si >0
parsign(z) = 0si z=0
—1si =<0

Ce probleme admet une unique solution classigue vérifiant :

0 < ¢i,a(xat) < 1
f m(A%,E)Qdfrdt < K
Qr

ou K; estune constante indépendante d@/ir [M2] )

en prenant cette solution comme fonction test dans [eqU], on obtient

/ [Us — Vil (2, T)xo (&, T)dr — / V [oi(U) — (Vi) Vi (x, )l

Q Qr
Qr g
dou
/ (U: — Vi)* (&, Tl — / (u(T3) — s(Vi)] At (1) drdt
(9] Qr
- / [ (M) (Ui — Vi)dadt — /Q U) — F(V)] s (o, ) et
QT T

mais commey; (U;) — ¢;(V;) = n,(z,t)(U; — V;) on obtient :

Jwi= v e = [ = 0] @) [0 = Vi (0,080, (o, )dsds

Q Qr

- / Lfi(U) = fi(V)] 4, (z, t)dadt
Qr
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz , on peut déduire :



/ [m—,g - 77z'] (z,t) [Ui — Vi] (z,t) A, (2, t)dzdt

Qr

< [ @i=vipdsat [ (. = (a0, dsds
Qr Qr
et donc d’'apres les propriétés dg.

/ [771',5 —n;] (2, 0) [U; = Vi] (z, t)AY; (x,t)dxdt
Qr

< /(UZ- —V;-)Zda:dt/udazdt K
771',5
Qr Qr
Par ailleurs , commé¢; est localement lipschitzienne, on peut écrire :

4
J 1) = V)6 (o e < K[ 30— Vi o
Qr Qr =1

On obtient finalement :

2
NieM;

J W=V Do+ 10 = Vil |2 o

Q

4
gK/Z|U,»—Vi|dxdt
Qr =1

pour touts > 0, et lorsques tend vers zéro , il nous reste :

/(U Vi) ( K/Z|U V| dadt

Q
En procédant exactement de la méme fa(;on ngct sign.(U; — V;)~, on obtient

/(U Vi) ( K/Z|U Vi| dwdt

Q
De ces deux inégalités on tire



/Z|U Vi| (x, T)dx K/Z|U V| dxdt

q = 1
Cette inégalité étant valable pour talit> 0, Iappllcatlon du lemme de Gronwall nous

donne

4
/ZIUi—m(x,T)dxgo VT >0
Q =1

c’est-a-dire

ce qui termine la démonstration.



Chapter 7
Comportement asymptotique

Dans cette partie nous montrons le second théoreme énoncé dans le Chapitre2. Nous

aurons a considérer deux cas= 0 etv > 0.

Lorsquer > 0 :

Rappelons I'inégalité (0.1) du Lemme0, Chapitre4 :

/ [’)/(Ul,g — £, UQ,;;-, Ug,g, U4,5) + V(UI,E — 8)] dxdt < /Ul,o(fli) dx
Qr Q

Commey est continue et que la suité’; .). converge presque partout vérs ,on obtient
la méme inégalité pour, , a savoir

/[7(U1,U2,U3,U4)—|—Z/U1] dl‘dtg/ULo(fL’) dx

Qr Q

En particulier

/VUl(.ZU,t)dZ'dt < ||U170|| 1’OO,VT >0
Qr

Doncl; € LY(Q)-
Il existe alors une suite 7; — +oo telle que[ Uy (z, 7;)dzdt — 0 lorsque
Q
j — 400 (voir la fin du chapitre pour la justification de cette affirmation).
Pourtout jeN et t>7; ona:

0< /Ul(x,t)dx < /Ul(l‘,Tj)dl‘
)

Q
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( On obtient cette inégalité en intégrant la premiére équation du systéme approché (P
voir page 32- et en faisant tendreers 0 ).

Etdonc,quand j — +o0c et t— +oo oOnobtient:
Ui(., 1) ——100 0 dans L'(Q).

Le méme raisonnement en utilisant les inégalités (0.2) et (0.3) du Lemme0 conduit

au résultat suivant

Us(.,1),Us(., 1) ——100 0 dans L'(0Q).

Lorsquer =0

Dans ce cas on ne peut plus utiliser I'inégalité (0.1) pour conclure a I'appartenance

de U, a I'espacelL'(Q.,) . Nous rappelons le résultat du Lemme 3 démontré dans le

Chapitre 4 et valable powW ¢, (U;) :

Pourtoutt>-Oon a:
Ul,o(l')

VoWl < 5 [ [ wlodsds

Q 0

+K, / v (U,)?

Qt/2.¢

+K, / v(Uy, Uy, Us, Uy)
Qt/2.¢

Pour une fonction donnégdes deux varibles, ¢, posons :

t) = s [ ole 0y

Puis, multiplions la premiére équation du systemg (rr ¢! (U, .) et intégrons le résultat

sur) x (7,7 +t), il vient alors :



T+t

/ / U (Ur) + Vo, (U )V, (Ur)

T Q
T+t
=~ [ [0~ 2.0 U Ui 0h) + (00 = AT dd
T Q
dou
T+t T+t
//8#,01 Ulg dl‘dt—i-// Ulg (,01 U15)|VU15| dl‘dt 0
et donc

/gpl(Ul,E)(a:, T+ t)dr — ¢, (Ui ) (2, 7)dz < 0

Q
On en conclut que

0< ‘Pl(ULa)(T +1) < wl(Ul,E)(T)aVTat >0

et par conséquent, aprés passage a la limite, darmoyennep, (U;)  est une fonction
non-croissante en temps. L'inégalité de Poincaré-Wirtinger (voir [AL]) permet de conclure

a I'existence d’'une constanfé((2) telle que pour tout > 0 :

Maintenant, on utilise I'inégalité du lemme 3 rappelée plus haut aved®, a savoir :

1 (U) (1) — (U))@)) < K(Q) [V (U1) ()0

2,0

Ui,o(z
Vo T2, < / / o1 (s)dsdz

+K, / 7(U17U2,U3,U4)2
Qt/2.¢

De cette inégalité, on vojtVy, (Ui (., 1)) ||, o — 0 lorsquet — +oo, il s’ensuit que

H901(U1)(.,t) - <,01(U1)(15)H2’(2 — 0 lorsquet — +oo



Comme la fonction ¢ — ¢,(U;)(t) est non-croissante, qu’elle est continue et mi-

norée par 0, elle admet une limitez 0, et doncy, (U;)(.,t) converge verg dansL?(12) ,
et aussi dang!(Q).
Montrons que U, (.,t) — ¢ '(I) dans L'(Q) lorsquet — +oo.

On a, par le théoreme des accroissements finis :

[0t = 10| de = [0 00 oU)rt) = 1] do
Q Q
avecv, compris entré eto(U)(z, t), d'ou :

/‘Ul(:v,t)—q)l(l)‘ ir < c/|<p(U)(x,t)—l| iz
= clle@)(t) =g

la derniere quantité tendant vers O lorsque +oc.

Sionpose U; = 1(I) quiestune constante positive ou nulle, alors :
|U(.,t) = Uil o — 0, lorsque ¢ — +oo.

et le Théoreme 2.2 est completement démontre.

Remarque: Au cours de la démonstration de la convergencE,deers0 dansL! (Q2)
dans le cag > 0, nous avons affirmer I'existence d’'une suite numeérigug),, qui tend
vers+oo et pour laquellef, U, (z,7,)dz  tend vers O lorsque — +oo.

Posons f(t) = [, Ui(z,t)dz . Alors d'aprés le Lemme 0f € L'(0,+o0), donc
limy_ o0 fg g (t)dt =0 (reste d'une intégrale convergente).

Soit (7,). une suite de réels positifs telle quel,, — +oo  lorsque n —

+00 , alors d’apres le théoreme de la moyenne, pourioatN, il existe 7, €|7,, T, +1]



tel que
Tn+1
[ =)
etdonc lim, o f(7y) = lim, o an"“ f(t)dt =0 , ce qui achéve la démon-

stration.
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