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I ntroduction

I ntroduction

La théorie des Courbes Elliptiques est liée a la Géométrie Algébrique,
ala Théorie des Nombres, a I'Analyse Complexe selon Hartshorne [6] ,
Cassels[4] ; Shafarevich[21] , J-H-Silverman [23] .
Les Courbes Elliptiques sur les corps finis sont utilisées en Cryptographie,
en Cryptologie, en codage pour trouver des clés inviolables de messages, des
algorithmes de complexité, des certificats de sécurité .De nombreux
exemples sont mis ala disposition des chercheurs sur les sites Internet,
Dans ma thése de magister I'étude des Courbes Elliptiques est limitée aux
structures algébriques de Variétés et de groupes. Elle est répartie sur cing
chapitres : I- Eléments de Géométrie Algébrique, 11- Courbes Algébriques
planes, 111- Cubiques de Weierstrass Courbes Elliptiques, 1V- Groupe de
Mordell -Weil , et V- Courbes Elliptiques sur les corpsfinis.
Dans ce domaine des Courbes Elliptiques il y a encore les espaces
homogénes , les groupes de Chételet-Weil,de Schafarevich -Tate , de
Selmer , les réseaux complexes , les formes modulaires et les Courbes
Modulaires, les descentes , lesrangs, les conducteurs, lafonction L(E;s) de
Dirichlet-Hasse , la conjecture de Birch et Swinerton-Dyer que j'‘étudierai

aprés le magister.



Chapitre | Eléments de Géométrie Algébrique

Chapitrel : Eléments de Géométrie Algébrique.

1-Espaces affines |A"(K) sur un corps [21] et , [6].
Soit  un corps commutatif K algébriquement clos et un entier n /1
Définition 1 : un n- espace affine sur un corps K est I'ensemble des
n-uples déémentsa ducorpsK /A" (K)={a =(a, ..,a,), a T K |
a est un point de cet espace ;les éléments a sont les coordonnées du
point a.
L'espace affine /A"(K) contient des points particuliers :les zéros des
polyndmesf del'anneau K[ X1,X5......,Xn] anindéterminées
Définition 2: un sous ensemble X de I'espace affine 1A (K) est algébrique
Si ses points sont des zéros d'une famille de polyndmes de I'anneau
K[ XXz Xn ]

X={al IA"K),f@=0; i=1.t etfl K[XX,...X]}
Exemple
Dans 'espace affine /A% (x ) , le sous ensemble

X= {al 1A"(C),f,(a)=0,f,(x, y)=x*+y?- 4}  est un ensemble agébrique.

Alors X :{(t,w/(4-t2)),tT C }

Les propriétés des ensembles algébriques sont déterminées par la

Proposition 1.

Soit dans I'espace affine IA" (K) les ensembles algébriques {X}; . Alors:
1) laréunion de ces ensembles est un ensemble algébrique.

2) l'intersection d'une famille finie d'ensembles algébriques est un ensemble

algébrique.



Chapitre | Eléments de Géométrie Algébrique

3) I'ensemble vide et I'espace affine sont algébriques.
Preuve
1) Soient deux ensembles algébriques

Alors leur réunion X; U X; est I'ensemble des  zéros des polyndmes f;
et g ; cet ensemble est donc algébrique.
2)Soit une famille finie {X;.. Xg} densembles algébriques, aors

l'intersection vV X; est I'ensemble des zéros communs des polyndmes
17i.d

associes aux ensembles X;... Xy .
3) Le polyndme constant f=1+0x;+0xo+...+0x, | K[Xy,...,Xy], N'admet pas
de zéros, donc il lui correspond I'ensemble vide ;le polynéme

identiguement nul  f=0x;+0x,+...+0x, , admet tous les points de
l'espace affine |anykp  comme zéros ; donc l'espace affine 1A(K) est
algébrique.

o

Ces propriétés des ensembles algébriques sont semblables aux propriétés
desfermés d'une topologie.

Les ensembles algébriques d'un espace affine IA" (K) permettent de définir
unetopologie particuliere:

Définition 3 :la topologie de Zariski sur I'espace affine 1A" (K) est
constituée par les ensembles algébriques comme ensenbles fermés et leurs

compl émentaires comme des ouverts. Cette topologie n'est pas de Hausdor ff
(Exemple 1-1-1 Hartshorne).

Donc I'espace affine devient un espace  topologique avec la topologie de
Zariski.
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Définition 4 :un sous ensemble X d'un espace topologique IA" (K) est

irréductible sil n'est pas vide et Sil n'est pas la réunion X=X, E X, de deux

sous ensemblesfermés  non vides digjoints; I'ensemble vide est un ensemble
non irréductible.

Dans I'espace topologique IA" (K) il y ades ensembles particuliers,

2-Varietes Algébriques affines

Définition 5 : 1) une Variété Algébrique affine est un sous ensemble d'un
espace topologique IA" (K), ferméet irréductible.
2) une Variété Algébrique quasi affine d'un espace topologique IA" (K) est

un sous ensemble ouvert d'une Variété affine.

3) une sous Variété Algébrique affine  est une partie irréductible et
fermée X d'une Variété Algébrique affine delA" (K) .

A une Variété Algébrique affine X est associé son idéal ;
l'idéal d'une Variété Algébrique affine X dune Variété est I'ensemble des
polynémes f:

[(X)={ fI [X1,X2,....Xn] , f(8=0 pour tout al X}

Exemples

1)Soit un polynéme fI K[x,y] , irréductible , de degré d ; alors f engendre un
idéal premier dans I'anneau K[x,y], I'équation f(x,y)=0 définit une Courbe
algébrique affine de degré d.

2) un polynéme fl K[x\y,z] irréductible, de degré d définit une surface
algébrique affine.
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3)un polynéme fI K[Xy,Xs, .....,.X, ], n>3 irréductible, définit une hypersurface
algébrique affine.

En tant qu'espace topologique, une Variété Algébrique affine possede une
dimension.

Définition 6 : la dimension d'une Variété affine, ou quas affine X est

I'entier n maximal dans la chaine X;1 XoI X3l ...... I Xal ... | X de
sous ensembles fermés irréductibles Xg, X,, ... ... , Xa.
Exemples

1- /A" (K) pour n=1,2,3,.... est une Variété affine de dimension n;
2 - Ladimension de I'espace /A? est égalea?.

3)Variétés projectives Algebriques

On construit une Variété projective IP" (K). a partir d'une Variété affine et
d'une relation d'équivalence; Dans I'ensemble des (n+1)-uples ( X1,X, ..., Xn+1 )
dééments non tous nuls d'un corps K , nous considérons la relation R
binaire définie par la formule :

aRb s et seulement s a=1 bpour un certain élément non null  du corps K
(X0, Xgrees X )R (1 %] %0l X)) poOUr UN Elément A T K

Alors cette relation R satisfait les axiomes d'une relation d'éguivalence :

réflexive, symétrique et transitive; I'ensemble quotient implique la:

Définition 7 : I'ensemble quotient de I'espace affine IA "™ (K) - a0a par

cetterelation R est I'espace algébrique projectif 1P3(K):

IPY(K) = IA™* (K)-{(0,0....,0} / R.
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Chagueclasse d'équivalence est un ensemble de points de coordonnées
a=(a1,az, ...,an+1) -

[l en résulte la structure des classes::

d@, az ,..anm )= {(a,a,,.a,) (a,la,.la,),(a,ta,,.ta,),..}

Exemples
1) L'espace projectif IP* (IR) :
d@1) ={11),(-1-1,(33),(6,6)..(x;x) xT IR},
2) L'espace projectif IP* (IR) :
cl(0,1,0) ={(0,1,0),(0,- 1,0), (0, 2,0), (0,- 2,0),..};
cette classe joue le role de point a l'infini pour les Cubiques planes.
L'espace projectif peut donc étre représenté par I'ensemble des droites
passant par l'origine.
Les notions d'ensemble agébrique, de topologie de Zariski d'un espace

affine se prolongent aux espaces projectifs.

Définition 8 : un sous ensemble Y d'un espace projectif P (K) est
algébrique sil est I'ensemble Z(T) des zéros d'une famille T de polyndmes
homogenes de l'anneau K [xl, Xy yeeey xn+1] :

Ces notions permettent de définir des Variétés projectives et des Variétés

guasi projectives

Définition 9:1) une Variété Projective est un sous ensemble algébrique

fermé d'un espace projectif IPn (K) muni de latopologie de Zariski;
2)une Variété quas projective est un sous ensemble ouvert d'une

Variété Projective.

10



Chapitre | Eléments de Géométrie Algébrique

Exemple

L e polyndme homogene Cubique:

F(X,y,2)=y’z+3xyz -X>-4x°z+5Z° | K [x,y,z] définit une Variété Projective de
dimension un lorsque le polynéme f est irréductible ; la Variété est de
dimension O lorsque le polynéme f est réductible.

La construction d'un espace projectif IPn(K) a partir dun espace affine
IA "}(K) implique des formules de passage d'un espace & un autre .

(1) Déterminons les formules de passage de I'espace affine IA% au plan
projectif 1P,

Prenons une Cubique C d'équation affine:

2

f(xy) = y* +axy+ay- xX° - a,x* - a,X- a; @
le changement de variables

e X =X

Z Z 2

NI=<

X
& Z

transforme (1) en polyndéme en

e UPragygray- () aly)
_a4(%)- a6 (3)

Multiplions (3) par Z 3;
z3t(X,Y,2) =g (X,Y,Z) =Y?Z +aXYZ+aYZ?- X* -
- aZX-aXZ-aZ (4

Le polyndme g est homogene , de degré 3 , dans le plan projectif [P?
(2) Formules de passage de IPA(K) alA*(K)

Prenons une Cubique C, déguation homogéene (4) , dans leplan [P?
Le changement de variables

11
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X=x,Y=y ,z=1 (5)
transforme le polynéme homogene g en un polyndme affinef.

g, ¥, D) =y +axy- ay- X - a,x - ax-a = f(xy) (@

Application alafamillede CubiquesdeWeierstrass .

Btme y? +2(t- Yxy = x® - (t-1)°x® - 3mx- m 1 Q[x, ]
Ces Cubiques sont dans le plan affine 1A%( Q)

Avec les formules de passage (2) j'obtiens un polynébme homogene dans
le plan projectif IP ?

Etmb - Y2Z +2(t- DXYZ = X3- (t- D*X?*Z-3mXZ?- mzZ?;

4-Variétés Algébrique Abéliennes ([7] 3-21 ,4-10-2,6-10-13)

Nous étudions de nouveaux types de Variétés Algébriques.

Définition 10: 1)une Variété Abélienne est une Variété de groupe
compl éte projective.

2)Une Variété Algébrique est compléte si elle est de type fini sur un
corps algébriguement clos

3)une Variété de groupe est une Variété Algébrique X munie d'un
morphisme u: X2 —» X tel quel'applicationinverse u™* @ x® x*'

est un morphisme de cette Variéte .

Exemples

1) morphismeu devaleur u(a,b)=a+b pour ungroupe additif ;

2) morphisme u de vaeur u(ab) =ab pour ungroupe multiplicatif ;
3) Cubique de Weerdtrass;

C y’z+axyz- a,yz° = X +axz+axz? +az 1 IPYK]

12
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L'ensemble C(K) des points K-rationnels posséde une structure de groupe
abélien additif de type fini; il en résulte que C est une Variété Abélienne.
Sur la figure suivante , la somme de deux points P+Q est le point -R
symétrique de lintersection R dela sécante PQ et de la Cubique C.
Letracé de la Cubiqgue d'équationy?=x*-2x?-11x+12 avecle logicie
SW-Place.

A

| | | |
T T T 1
556 657

-R=P+Q

Oe =(0,0)=( ¥,¥) estle point alinfini;c'est I'dément neutre de I'addition

(P.Q —P+Q
Ce point est déterminé par ladirection de I'axe Oy.

5-Diviseurs d'une Cour be Algébrique plane ([7] 6-11)

Il'y a plusieurs manieres de définir un diviseur en Géométrie Algébrique.
Considérons une Courbe projective non singuliere dans le plan projectif
IP’[K]. Chaque ligne L coupe C en un nombre fini de points ; le nombre de

ces points comptés avec leurs multiplicités, est égal au degré de la Courbe C.

13



Chapitre | Eléments de Géométrie Algébrique

Définition 11 :1)un diviseur d 'une Courbe projective lisse X est une somme

formelle D = éiﬂ('?), oulesn; sontdesentiers rationnelset lesP, des

points de X.

2)le degré de ce diviseur est 'entier rationnel degD= a i N; .

Lorsgque L varie ,nous obtenons une famille de diviseurs de C.

L'ensemble Div (C) des diviseurs de C peut ére muni dune loi de groupe
abélien avec lesopérations:D= &;n(P), e D' = &;n,(R)

la somme D'+D=3§ , (n+n) (P) , le symétrique -D = éi(- r])(E’) et le
diviseur nul O= &;0(R)

Il existe plusieurs types de diviseurs.

Définition 12 1) un diviseur premier d'une Courbe projective C est de la
forme D=(P) , pour tout point P deC
2)un diviseur de Weil est un élément du groupe abélien libre Div C

engendré par lesdiviseurs premiers,
3) un diviseur effectif sur C est de la forme D= &,n (P) pour n; HO;

A)un diviseur principal est undiviseur (f) d'unefonction non nullefl K* .
Il existe une relation d'égquivalence dans le groupe Div(X)

Définition 13 :dans le groupe Div(X) des diviseurs d'une Variété X , deux
diviseurs D et D' sont linéairement équivalents si leur différence est un
diviseur principal : D-D'=(f)

L'ensemble Prin(C) des diviseurs principaux dune Courbe projective C
forme un sous groupe du groupe abélien Div(C)

Le groupe quotient Div(C)/Prin(C) = cl (C) et le groupe des classes des

divisaurs de C.

14



Chapitre | Eléments de Géométrie Algébrique

Proposition 2

Le degré d'un diviseur principal d'une Courbe Algébrique C non singuliére
est égal a 0.

Preuve :[7]. 6-10.

o

Exemple

Cubique de Weierstrass C non singuliére , son point a l'infini Oe et une
secante L qui coupe C entrois pointssimples P 1 P> P s.

Alors lasomme desdiviseurs destrois points est linéairement équivaente

a troisfoisle diviseur du point al'infini Og :(P)+(P2) +(Ps) » 3(Og).

15
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Chapitrell Courbes Algébriques Planes
Nous utilisons les références [2],[6],[20],[ 25],[29].

1- Degré d'une Courbe Algébrique plane.

Une Courbe Algébrique plane est I'ensemble des points P=(xy) qui
satisfont un polyndme g(xy) | K [xy] ; K étant un corps commutatif,
algébriguement clos ou non

C:oxy)=0,g9l K[xyl (1)

Tout polyndbme g(x,y) de degré nu 1 se met sousla forme

oixy) =g +g_,*....*9,*9, (2

les g 4= g4(X, y) sontdespolynémes homogenesenx,y dedegréd:
gy(xy) =ax +ax"ly+ax iy +. .. raxf g,y B

L'invariant "degré" implique une classification des Courbes Algébriques C
Pour n=1, les Courbes C sont des droites;

Pour n=2 , les Courbes C sont des coniques; ce sont des intersections d'un
cone par un plan (cercle , ellipse , parabole , hyperbole, un point, deux
droites).

Pour n=3 ,les Courbes C sont des Cubiques.

Pour n=4, les Courbes C sont des quartiques.

Pour n=5 ,les Courbes C sont des quintiques ;etc ......

Tout polynéme g(x,y) | K [xy] de degré n>1 peut étre irréductible
ou dégénére .

Ains , une Cubique Cirréductible a une équation g(x,y)=0

Une Cubigue C non irréductible est dégénérée sous deux formes
possibles : C=DD;D, = produit de troisdroites D; ou C=DL produit
d'une droite D et d'une conique L

16
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S
O

Ellipse:avec un plan sécant Cercle:avec un plan perpendiculaire al'axe SO
S

% |

~ @~

Un point avec plan passant par le Deux droites avec plan passant par une
sommet S aréte ST
S
S

.\

T

Hyperbole avec un plan coupant

. Parabole :avec un plan parallélea une
lesdeux partiesdu cone.

aréte ST.
17
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Courbes Algébriques planes

Figures 1-1
Point ordinaire et pointssinguliers.

Point derebroussement avec deux g
tangentes confondues.

Point singulier :
Un neeud S avec deux tangentes
distinctesa C.

18

Point ordinaire la tangente ne traver se pas
laCourbeC .

Point d'inflexion latangentetraversela
CourbeC .
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Désormais nous ne considérons que des Courbes Algébriques planes de
degré 3:les Cubiques planes
Une Cubique plane C peut admettre quatre types de points suivant la

position de latangente a C.

2-Pointssinguliers de Cubiques planes.
Définition 1 : 1) un point P d'une Courbe C est ordinaire si C admet en ce
point une tangente unigque, qui netraverse pas C dans un voisinage de P;

2)P est un point d'inflexion s C admet en P une tangente unique , qui

traverse C dans un voisinage de P;

Une Cubique C peut posséder des points singuliers ; points ou la

Courbe Cadmet deux tangentes

Définition 2 : 1) Un point singulier S d'une Cubique plane est un noeud
s laCourbe C admet deux tangentes distinctesen S.

2) Un point singulier S d'une Cubique plane C est un point
derebroussement si la Courbe C admet deux tangentes confondues en
cepoint S

Voir lesfigures 1-1

Lenombre s de points singuliers permet d'introduire l'invariant "genre"

d'une Courbe agébrique plane.

3-Genres de Courbes Algébriques
Définition 3 :Soit une Courbe Algébrique plane E de degré n qui possede S

points singuliers; alors son genre est égal a l'entier rationnel positif ou nul-

19
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g(C) _ (n—l)én—Z) 285>0

([7]- 7-2- page . 54 ; [21]- IV - Curves)

Ilen résulte que les genresdes droites et des coniques sont nuls
g(C) =0

Une Cubique admet S =0,1 point singulier,d'apres la formule g(C) , il en
résulte le genred'une Cubique plane.

Proposition 1

1) Une Cubique plane C singuliére a un genre g(C)=0.

2) Une Cubigue plane C nonsinguliere a un genre g(C)=1.

Preuve.

Pour S=1,laformule du genre impliquela valeur du genre
3-1)(3- 2

g(C)= EUF2 10

Pour S =0; nous obtenons lavaleur dugenre

g(C): w -0=1
2

o
Voici des petites valeurs de g calcul ées avec cette formule:
1)g = 0 pour les droites,les cercles, les coniques et les Cubiques singulieres,
les quartiques ayant 3 points singuliers ...
2)g =1 pour les Courbes Elliptiques, les quartiques ayant 2 points singuliers
etc ...
3)g =2 pour les quartiques ayant 1 point singulier , les quintiques ayant 4
points singuliers,, etc ...
4)Les Courbes hyperelliptiques sont les Courbes algébriques planes
d'éguation :

y? = f(T K[¥ , pour f(x) dedegrén = 3.

20
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Application ala famille de Cubiques E(t,m):

Bt y2 +2(t- Yxy = x%- (t- 1°x®- 3mx- m T Q[x ]
1)Cubique moo: Y - 2y =X - x> 1 Q[x ]

g(x y) =y - 2y - X° +X°

Détermination des points singuliers avec lesdérivées partielles
g,=-2y- 3x* +2x; g,=2y- 2x gx® d,.

g'e=-6x+2 9" y= -2 g'y=2 g, d
Le systeme admet le point S=(0,0) comme point singulier .

Donc la Cubique E(0,0) est singuliere; la dérivée y= %

prend la vaeur Yy'(0,0) =% donc c'est un point de rebroussement .

Le tracé de la Courbe C: y*- 2xy = X° - X°

L'intersection de C avec I'axe Ox:

y =0; x*- x* = x*(x- 1) = 0 ; une racine double X =x,=0 et une
racine simple x;=1 le point P, =(0,0) est double; le point P, =(1,0) est
smple

L'intersection de C avec I'axe OY

x=0; y?=0; racine doubley;=y,=0 .

Quelques pointsdela Cubique E(0,0)

X 0 % 1 2

y Yi=y>=0 | 085355 | 014645 | 2 | O | 2-48 | 2+48
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04 02 |0 02 04 06 08 1 12~14 16 18 2
05T X

2)Cubique E(1,1): y2 = x3723x? 1| Q[x)y] de lafamille E(t,m)

Dérivées partielles: du polyndme g(x,y)=x3-3x-1-y*;
g =3x%-3=0; g =-2y=0
X y
le systéme admet les solutions x= +1, y=0, lesdeux points singuliers
sont (-1,0) et (+1,0) nesont passur laCubique E(1,1) , donc pasde point

singulier. Le genre de cette Cubique est égal a 1.Donc E(1,1) est une
Courbe Elliptique .

Quelques points de la Cubique E(1,1):
x=0;y?=-1; pasdey réd, pas de point;

Lesracines d'un polynéme cubique u(X)=rox>+rix2+rox+rsl - Q(x) sont
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déterminées par le:

Théoreme : soit un polyndme cubique u(x) I  Q(X) de discriminant
dis(u).Alors:

1)le polyndme u(x) admet troisracinesréelles s est seulement s di(u)>0;
2)le polynbme u(X) admet une racine réelle et deux racines complexes
conjugues si et seulement si di(u)<O0;

o

Nous obtenons trois racines réelles avec le logiciel S'W-Place

X1=-0.34730, Xx,=-1.5321, x3=1.8794

y=0; x>-3x-1=0; pasde x réel , pasde point sur lacubique;

X=2; y?=1; y= %1, deux pointssimples (2,1) et (2,-1) .

Letracé delacubique E(1,1) avec le logicid S'W-Place

—

[ =

e
t

3)Cubique E(3,-2) : y2 +4xy=x>-4x2+6x+2 ; dela famille E(t,m)
Dérivées partielles du polyndme g(x,y) = y2 +4xy-x+4x2-6x-2 :
g ,=4y- 3x*+8x- 6=0; g,=2y+4x =0
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le systéme n'a pas de solutions réelles donc pas de points singuliers sur la
Cubique E(3,-2) ; songenreestégal al.

4) Cubique E24): y? +2xy = x®- x*-12x-12 1 Q[x Y]
Dérivées partielles du polyndme g(x,y)=y2+2xy-x>+x2+12x+12 :

g,=2y- 3x* +2x+12 = g,=2y+2x=0

le systéme n'a pas de solutions réelles donc pas de points singuliers sur la
cubique E(2,4); son genre est égal a1 ,c'est donc une Courbe Elliptique .

Le tracé de la cubique E(2,4) avec le logiciel S-W-Place

b 10 1T
e j T
( 3 D 1
10 5 n] / 5 10
-4

-5 T

-10 7T

15 T

=20 —
E
4145 T

4T Les points d'intersection de
35 T lacourbes avec I'axe OX

2+
25 T
Sk
15 1T
s
s T

L 1 I:l 1

< a5 Hj 1 -05 u} ns 1 15 2 a5 3 35 4 45 5

05 T
-1 +
-l15 T
2 =
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Chapitrelll Cubiques de Weierstrass Courbes Elliptiques

1-Cubiquesde Weier strass

Une Cubique algébrique plane C a une équation dela forme
C: dx® + d,x°y + doxy® + d,y® + d.x* + dgxy + d,y* + dgX

+dyy +d, T K[xy].
Cette Cubique dépend de 10 coefficients d; ,......,d;o1 K.
Dans l'ensemble de ces Cubiques il y a des Cubiques avec cing
coefficients : les Cubiques de Welerstrass
Définition 1 : une Cubique de Weierstrass est une Courbe Algébrique
plane Cde degré trois , d'équationdela forme:
E @ y+axy+ay=x+axX +ax+al Kxy] @)
Les cinqg coefficients a,, a,, &;, 8,, a5 sont des éléments d'un corps
commutatif K global , local, ou fini.
Les deux variables x,y sont des éléments d'une cl6ture algébrique du

corpskK.

Définition 2 :I'équation (1) est I'équation de Welerstrass dela Cubique C.
Ains , dans I'éguation de Weierstrass de la famille Etnm  les
coefficients ai sont égaux a:
a=2t-1) , a=-0t-2>, a, =0,

a =-3m e a; =-m

Définition 3 :Une Courbe Elliptique est une Cubique de Weierstrass non

singuliereirréductible d'équation de Welerstrass

E - yz+a1)(y+a3y:)(3’+a2X2+a4X+a6 I K[x;y]
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2-Changementsde variables dansles équations.
L'équation de Weierstrass :

E @ ytaxy+tay = X+ax+ax+al Kxy @
se transforme par des changements de variables convenables .Il y a deux
types de Cubiques de Weierstrass : celles qui sont singuliéres et celles
qui ne sont pas singuliéres.
Lorsgue le corps K est de caractéristique carac(K) ® 2, nous éliminons les

mondmes en Xy et eny par le changement de variables linéaire:

(xy) ® (X,3(Y-aX-a)); car(K)? 2 2
Nous obtenons I'équation d'une Cubique de Weierstrass :
E, : Y?=4X>+b,X?+20,X +by; €]
Avec lecalcul j'obtienslesvaleursdes invariantshby; :
b, = a’ + 4a,; b, =aa, +2a,; b, =al+4a; (4

Ces 3 coefficients by sont des polynémes "homogenes de degré 2i " dans
I'anneau Z [ a&y,8p,83,84,8 ] -

Pour carac(K) #2 , 3, nous éliminons le mondme en X* et le coefficient 4

danslaformule (3) avec le changement de variables linéaire .

-3b
Y) () (5)
Nous obtenons |'équation d'une Cubique de Weierstrass

E, : y°=x"-27c,x- 54c,; (6)
Cesdeux invariants ¢y sont des polyndémes homogenes de degré 2j dans

l'anneau  Z [b,,b,,b,] :

c, =b?- 24p, : Cc, = 36b,b, - b5 - 216b;; (7)
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Il existe d'autres model es de Cubiques de Weierstrass:
lemodéledeLegendre:  Ez:y? = x(x- I)(x- t) avect#0et1 Y&
le modéle de Deuring : Es @ y?+axy+y=x3% avec a®®3; Yo
le modelede Tate: E @ y+xy=x+ax+h Y10p
ou a et b sont des séries de puissances formelles en q=exp(2piz) : z est un
nombre du demi plan IH de Poincaré IH={x+iyl C;y > 0}:
a=-53,mqg"(1- g (11)
b=-21a,.qm(7n? +5m’)(1- q")*

la Cubique de Weier strass:
Ey 2 =x * +Ax+B. Y12b
Cette Cubique devient une Courbe Elliptique lorsque 4A%+27B%£0 .

3-Lesinvariantsdes Cubiques de Weier strass.

Les invariants des Cubiques de Welerstrass sont des fonctions des
coefficients des éguations, qui prennent des valeurs différentes et qui
permettent de classifier les Cubiques de Weierstrass.

Toute Cubique de Weierstrass E possede plusieurs invariants. un
discriminant, un invariant modulaire,un invariant différentiel,un conducteur,
un régulateur , une série de Dirichlet -Hasse-Well etc...

Définition 4 : le discriminant d'une Cubique de Weierstrass :

~

E : yl+axy+ay = X +ax’+ax+al K[xy]
est le polyndme "homogene de degré 12" égal a :
D(E) = 9b,b,b, - 8b% - 27b2 - b?b, 1 2Zz[b,,b,, b, b;]

pour carac (K) ¢ 2,3 et 4b, = b,b, - b}
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Définition 5 :l'invariant modulaire de la Cubique de Weierstrass E de
discriminant A(E) et de coefficient usuel c4(E) est I'dément du corps K

c,(E)’

égala: j(E)= DE)

Définition 6 :I'invariant différentiel dela Cubique de Weierstrass E est

'élément différentiel : gfEp = — X = & .
2ytaiX+tag  3x2+2apX+ay ? ary

E :y?+axy+ay=x’+ax +ax+a; =gy Kxyl;
différentielle dg(x,y) =g'xdx+g'ydy=0 du polynéme g(x,y) et les dérivées
partielles:

g,=ay- 3 -2ax-a & g¢,=2y+ax+a,
Exemples:
1) Cubique de Weierstrass: E:y 2 =x ® -27c4 x-54ce 5 Kfx ya
Les coefficients ¢, et cs de cette équation ne sont pas les invariant c4(E) et
cs(E).
Avec le cacul je trouve les invariants : b,=0 ; bs=-54c, ; be=-454cs
bg=-(27C4)? ,c4(E) =16+81c, ;
le discriminant est égal a: D(E) = 2°3° (¢ - ¢?)

12%¢c;

(c3-c2) y  3x%-27¢, "

i(E) =

2) Pour la Cubique E:y?>=x*+Ax+B 5 Kixyi ;cafKp ® 2,3
Lesinvariants: b, =0 , by =2A | b = 4B, bg = ?A2; ¢, = ?48A
Le discriminant: AYE» = ?16Y4A3 + 27B% ;

4128)° .

L "invariant modulaire; j(E)=
I(E) 4N+ !

L ‘invariant différentiel: w (E) :g—;‘ = 3)2A.
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3) La famillede Cubiques de Weierstrass
Bitmp: y2 +2(t- Yxy = x%- (t- 1)°x®- 3mx- m T Q[x ]
Les invariants:b,=0 ; b,=-23m ; bs=-22m ; bg=9? ,c,=2*3m ,cc=2°3*m
Le discriminant : AVt = 27.16mP¥4m? 1b .

¢’ _  @3m® _2°3m
D(t,m) 3°2°m?’(4m-1) 4m-1

L’invariant modulaire: j(E(t,m))=
4)La Courbe de Fermat
L es deux théor éme de Fer mat

1)Le petit théoréme de Fermat: la congruence a’¥ a mod p est satisfaite
pour tout nombre premier p et pour tout entier a inférieur ap.

2)Le grand théoreme de Fermat ,qui n'a été démontré qu'en 1994 par Wiles,
en utilisant lathéorie des Courbes Elliptiques .

L'équation diophantienne u"+Vv'=w" n'a pas de solutions non triviales pour
les entiers naturels n>3 : (u,v ,w)=(0,0,0), (1,0,2) ,(0,1,1)sont les seules
solution.

Pour n=2, I'équation ut+v2=w2 est |'équation de Pythagore ; elle admet une
infinité de solutions :u =t(a-b?) , u=2tab , w=t(a+b?) tI Z, aet b premiers
entre eux .

Pour n=3/|'équation u+v*=w® est transformé par le changement de
uv N 1

et y=——+=

u+yv 2u+v) 2

En I'équation de Weierstrass: E : y2-y=x>-7
Avec |e calcul nous obtenons les invariants

c(E)=0,D(E) = -3° N(E)=27 et w(E )=

variables x=

dx =ﬂ
2y -1 3x?

5) Cubique de Legendre:
y2 = xix?2 1V 2t = x3 2 Y1+ thx2 + tx 5 KBx,ya ,t ® 0,1 ;carlKp @ 2,2

Avec le calcul j'obtiens les invariants: b2 = 41+,
b=2, k=0 b=-t* c,=16(%-t+1) ¢, =-32(t- 2)(2t - 1)(t +1),
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Le discriminant; D(E) = 16 t*(1- t)?,

3 2 _ 3
L'invariant modulaire : ji(E) = G(E) _ @6 - t+1)
D(E) 16t2(1 - t)2
=256(t - 1) % 2(t° - t +1f,
L " invariant différentiel: W (E) X = dy

2y 3x%-2(t+1)% x+t

4-Classification des Cubiques deWelerstrasspar leursinvariants
D(E), et c,(E)

Pour une Cubique de Weierstrass E: y*=f(x) T K[x]
les discriminants ATEPde E et dis(f) du polyndme f(x) sont liés, 8114,612 ? 1a.

4-1)  Définition 7 le  discriminant du  polynéme

f(x) =(x-q)....(x-q,) de degrén x1 estlaforme quadratique:
dish= P (@ - a;)°

Lorsque le polyndme n'est pas unitaire, son discriminant peut étre calculé
avecla:

Proposition 1.

le discriminant d'un polyndme f(x)=dox" +d:x"* +..+d, 1 K[x,y] de
degré nx1 estégal a:

dis()=d §™*P @ - a,)°

o

Le discriminant peut étre calculé avec la théorie du résultant de deux
polyndmes
4-2) Définition 8 : soient deux polynémes d'un anneau 1R[X]

f(x)=dox " +d:x""* +...+dn de degré n>1 et
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g(X)=sx' +s1x "t +....+5 de degré t>1

leur résultant est égal au déterminant d'ordre n+t.

do d; d, 0 0 0 0 0
0 d, d, 0 0 0 0
Res(f,g)= 0 . . d, d, d, .. . . d,
So S, St o .. 0 0
0 Sy S, 0 0
0 S, 0 0 S, 0 0
0 . 0
0 0o ... 0 So S, . . . St

Ces résultants possedent plusieurs propriétés qui sont énoncées sans
démonstrations (consulter £113,/12,1ap

O

Proposition 2 :

Soient les deux polyndmes f(x) de degré n et g(x) de degré t ci-dessus
Alorsleur résultant est égal a:

n t
DRes(f,g)=dis"6.06(; - | ), q, = zérosdef, v, = zérosdeg,
OSt i=1j=1q| j i J

AReslig)=d0, 0@) = (-1 0. 1( )

o

Corollaire.
Res (f,g)=0 est nul s et seulement si les polynémes f et g ont un zéro
commun ¢; =1

o

31



Chapitre 111 Cubiqgues de Weierstrass-Courbes Elliptiques

Puisgu'un polynéme f(x) est différent de sa dérivée f(X); il existe un

résultant Res(f,f' ); ce résultant est lié au discriminant dis(f) de f.
Proposition 3 :

Soit un polynéme

f(X)=doX" +d1 X" +....+ds = do¥X?2S1P....... x?Snb dedegrén *1. Alors
le résultant Res(f,f') de f(x) et de sa dérivée est égal a:

n(n-1)

Res(f,f)=d30.1'@) = dy(- )

dis(f),avec dis(f)=discriminant du

polynome f(x)

o

Exemples de discriminants dis(f) ,[13,1]

1)pour f(x)=ax?+ bx + ¢ ,alors dis(f)=b ?-4ac;
2)pour f(X)=x*+ px + q; alorsdis(f)=-(4p *+27q ?)
3) pour f(x) =dox ®+d1x ?+d2x+ds,

2
aors dis(f) =18dod:d2d 5 +d2d3 -27d, d 2-ad} ds-4do dp ;

4)pour f(X)= Xxn_'ll ,dors dig()=(-1)*n"* avec A= —(”'1)2(”' 2)

n(n-1)

5) pour f(x)=x " +d, alorsdis(f)= (- 1) = .n"d "*

4-3 Cubiques de Weier strass singulieres.

Soit une Cubique de Weierstrass :

E:y?+axy+ay = X+axt+ax+a,l K[xy]

son discriminant  D(E), son invariant c4(E) et son point alinfini

Oe =( ¥,¥)=(0,10)

Proposition 4:
Soient les hypothéses ci-dessus.

Dlepoint O e est unpoint non singulier de la Cubique E.
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2)la Cubique est singuliere si et seulement si A(E)=0.
La Cubique possede un noeud s ¢4 (E)#0 €elle possede un point de
rebroussement si ¢, (E)=0.

Preuve de"Oe est un point non singulier de la Cubique "
Prenons I'équation de Weierstrass.

f(xy,2)=y?z+ aixyz+ asyz? -x % -a> x 2 z-as xz? -as z > 5 IP?VKP.
Lavaleur def au point Oe =(0,1,0) est égdlea:
f(OE )20;

Donc le point Og est sur la Cubique.
La dérivée partielle flz=y2 + axy + 2asyz - ax@ - 2a4xz - 3asZ prend la
valeur: f'Z(OE)=1;éO :

Donc ce point n'est pas singulier.

Preuve de" AYEP = 0" implique "la Cubique est singuliére".
Prenons une Cubique de Weierstrass.
E'y 2=x3® +Ax+ B =f(x) 5 KBx3

D'aprés les propriétés des résultants , Res(f,f' ) et le discriminant dis(f) sont

liés par une relation Res(f,f )=d,.dis(f) , do =constante > 0

Les discriminants A(E) et dis(f) satisfont la relation A(E)=c.dis(f) ,
c=constante positive,,

L'hypothése A(E)=0 implique dis(f)=0 et Res(f,f')zo.

Il en résulte que f(x) admet une racine double ou triple ; le Cubique admet un
point singulier .

Preuve de"c4( E) #0" implique" la Cubique admet un nceud ".
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Prenons une Cubique de Weierstrass :
E:y2=x3-27c4x-54cs = f(x) | K[X]

Cette Cubique E est singuliere : au point singulier S elle admet deux

tangentes distinctes.

Les pentes de ces tangentes sont égales ala dérivéey dey :

2 _
y':w = i(xZ_ 9C4)
2y 2y

Le polynéme g(X)=x2-9c,=0 admet deux zéros x= + 3(cs) “? si c,#0.

Il en résulte deux tangentes distinctes en S ; donc le point est un  neeud.
Preuve de" ¢, =0" implique" le point singulier est un point de rebroussement
deE"

Prenons la Cubique de Weierstrass ci -dessus et la dérivee y' = 2_3;()(2 - Gy)-

3x?2
2y

L'hypothese ¢,=0 implique :y' = , le polyndbme g(x)=x? admet une

racine double, donc la Cubique E admet deux tangentes confondues au point
singulier .C'est donc un point de rebroussement .

o

Cette proposition implique que la Cubique de Weierstrass E de discriminant

D(E) * O n'estpassinguliére: c'est donc une Courbe Elliptique.

4-4) CourbeElliptique
Proposition 5:

Soit une Cubique de Weierstrass E dediscriminant D(E)
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1) Cette Cubique est une Courbe Elliptique s et seulementsi D(E) * O
2)Une Courbe Elliptique E coupe I'axe réel Ox en trois point simples si et
seulementsi AYEPX0

3)Une Courbe Elliptique E coupe l'axe réel Ox en un seul point simple si et
seulement si AYE» 00

Preuve de" D(E)* 0' implique"E est une Courbe Elliptique"

Soit une Cubique de Weierstrass E dediscriminant D(E).

D'aprés la proposition ci-dessus ," D(E)=0" si et seulement s " la Cubique E
est singuliere”

Il en résulte : D(E): 0" S et seulement si " la Cubiqgue E n 'est pas

singuliere; donc E est une Courbe Elliptique .

Preuve de " A'E> x 0 implique "E est une Courbe Elliptique qui coupe I'axe
réel Ox en trois points distincts".

Prenons une Courbe Elliptique E d'équation

y2=f(x)=(x-€1 )(x-€2 )(x-e3 ) T K[x] (D)

Les discriminants D(E) de E et dis(f) de f(x) satisfont la relation
D(E) = c.dis(f) , c =constante positive 2

L'hypothése D(E) ¢ 0 impliquedis(f) f O.

"L'hypothese dis(f) > 0 et f(x) =polyndme Cubique " impliquent que f(x)
admet trois zéros réels e;,e,,63 Simples 3

(1) et (2) impliquent que la Courbe Elliptique E coupe I'axe réel Ox en trois
points simples: P=(g ,0),i=1,2,3, (4

Preuve de" AYEP 0 0" implique " la Courbe Elliptique E coupe I'axe réel Ox

en un seul point , qui est simple".
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L'hypothése " D(E) ¢ 0' et la relation D(E)=c dig(f), c 70 implique
dis(f) 00 .

Il en résulte que le polyndme Cubique f(x) T R[x| admet une racine réelle

et deux racines complexes conjuguées r +isi C. Il enrésulte le polynéme
f(X)=(x-€)(X-r-is)(x-r+is) , avec deux nombresréelsr et s.

Alorsdis(f)= [(e- 1 - is)(e- r +is)(2is) = |(e- r)? +¢?||- 4s?] 40
Donc la Courbe Elliptique E coupe I'axe réel Ox en un seul point P=(g0) ,
qui est simple.

O

Nous ne ferons pas la preuve des réciproques.

Les deux propositions (4) et (5) classifient les Cubiques de Weierstrass E

avec lesinvariants D(E) et c4(E)

Proposition 6

Soit les Cubiques de Weierstrass E, d'équation :
E:y2+ay Xy+agy=x°® +ap X2+ asx+as

avec leursdiscriminants AYEP et leur invariant c,(E).

Elles sont classifiées en quatre classes:

(We 1) classe des Cubiques de Welerstrass qui  ont un noeud, lorsque
AYEP =0 et cy(E) #0
(We2) classe des Cubiques de Welerstrass qui  ont un point de

rebroussement ; lorsque AYEP =0 et cu(E) =0
(We 3) classe des Courbes Elliptiques qui coupent I'axe réel Ox en trois

point simples, lorsque AYEP x0
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(We 4) classe des Courbes Elliptiques qui coupent I'axe réel Ox en un seul
point , qui est simple lorsque ATE> 00
Preuve : avec les deux propositions (4) et (5)
o
Application ala famille des Cubiques E(t,m) :
Et,mp  cy? +2Vt? 1bxy = x3 2Vt 2 1p2x2 2 3mx?m 5 ¥Bx,ya
Les invariants
b, =0, b, = ?2x3m bg = ?2?m, Cs = 2*3?m,  cg = 25°3%n
Le discriminant:  D(t,m) = 27.16m?(4m- 1)

-283m
(4m- 1)

L " invariant modulaire:  j(E(t,m)=
Etude de la famille E(t,m):

Cas 1. D(t,m) =0

Cea implique m =0 ou m=1/4, la famille E(t,0) est la famille des

Cubiques singuliéres avec un point de rebroussement

Cas 22 D(t,m)=0 et c,(t,m?* 0

Ceéla impligue m =:11 la famille E(t, %) est la famille des Cubiques
singuliéres avec un noeud

Cas 3 D(t,m) £ O implique 27.16m?(4m- 1) AO ;il en résulte

mf

Cela implique la famille E(t,m) des Courbes Elliptiques qui coupent
I'axe réel Ox en trois points smples

Cas 4. D(t,m) p O implique 27.16m*(4m- 1) &0 ; il en résulte

mé e m?t O,
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implique la famille E(t, m) des Courbes Elliptiques qui coupent I'axe réel

Ox en un seul point simple.

2) Cubique E(0,0) : y?- 2xy=x%- x> T Q[x,y]

Ses points singuliers ont été étudiés dans la page 17

Les invariants: b,=0, bs,=0, be=0, c,=0, c=0

L ' invariant modulaire: j(E(t, m)) =0

Le discriminant :  D(t,m) =0 et C, = 0;il en résuite que la

Cubique E(0,0) admet un point de rebroussement .
Letracé de la Courbe aveclelogicied S-W-place

L'intersection avec I'axe Ox
y =0 implique deux racines x=0 et x=1, donc deux points dintersection

(0,00 et (1,0).

L'intersection avec |'axe Oy
x=0 ,y?*=0, racine double y;=y,=0

2
Au point (0,0), la dérivée y=X "~ 2X*2y
2y - 2X

prend la valeur y'(0,0)=%

Tableau des coordonnées de quelques points

2 -1 3

<
N |-
1+
NiERL NP
N

2422 | pasdeyréel | 3+13
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3)Cubique E220: y2 +2xy = x> - x* - 6x- 2 1 Q[x Y]
Lesinvariants:

b,=0, b,=-22"3 b =-2° ¢ =23 c, = 2°3°
-2°3

7

Le discriminant : D(E(2,2)) = 23519 A0 , implique que la
Cubique est une Courbe Elliptique qui coupe I'axe Ox en trois points
simples,
Pour y=0 je trouve trois racines x;=-0.36333 et x,=3.1249 et x3=-17616 il
en résulte trois points simples :(-0.36333,0) , (3.1249,0) , (-17616,0)
Letracé de la Courbe avec le SW-place

L’ invariant modulaire: j(E(2,2))=

L'intersection avec I'axe Oy.
x=0 je trouve y? =-2 donc pas de points d'intersections avec I'axe Oy.
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Tableau des coordonnées de quelques points

X 0 -1 -2 -3 2 3 4
y |Pasdey PasdeyPasdey| -5.6458 et
red. | BEVB | 262 [T ey | Logaps | AEV22

-107

=127

-147

4) LaCubique E(- 1-2) : y?- 4xy = X* - 4x® +6x + 2

Les invariants :b,=0, b,=2°.3, b =2°, ¢,;=-2°. 3%, ¢s=2.431

Le discriminant :  D(t, m) = 27.16(- 2)°(4(- 2) - 1) = - 977.2%19<0,
- 283%(- 2)
(4(- 2)- 1)
négatif ; la Cubique E(-1,-2) est une Courbe Elliptique qui coupe I'Axe
Ox en un seul point (-0.27816,0)

Letracé de la Courbe E(-1,-2) avec le W-place

L'invariant modulaire;  j(E(t,m))= =-2°3 le discriminant est

L'intersection avec I'axe Ox: un seul point P simple ,calculé précédemment
P:(- 0.27816,0)
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Cubiques de Weierstrass-Courbes Elliptiques

L'intersection avec I'axe Oy

x=0je trouve y ? = + /2 deux points d'intersection (O,—«/ﬁ) et (0,+ «/5)

D'autre points

X -1 0

y |Pasdeyred.|-\/2| 2

S |-lls2 /2| /22 +4

)0 02505 0.751 12515 1752 22525 2753
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Chapitre- 1V - Groupes de MORDELL-WEIL desCourbes
Elliptiques .

I ntroduction

Poincaré a conjecturé que l'ensemble E(K) des points K-rationnels
dune Courbe Elliptiqgue E est un groupe abélien de type fini . En 1922,
Mordell a prouvé cette conjecture[13-3]-En 1925-1930 Weil a étendu
cette propriété aux Variétés Abéliennes.

Nous allons construire ce groupe abélien E(K).
1) Groupe additif abélien sur I'ensemble E(K).

1-1 Soit une Courbe Elliptique E d'éguation de Weierstrass:

V+axytagy=x +a X +axtas | K [xy] - (1)
Sur I'ensemble E(K) des points P=(x,y) qui satisfont I'équation (1) , nous
définissons une loi de groupe additif abélien d'éément neutre le point a
I'infini Oz avecla:
Proposition 1
L'ensemble E(K) des points K- rationnels d'une Courbe Elliptique E, admet
une structure de groupe additif abélien ,d'éément neutre le point a l'infini
Og, avec larégle géométrique:” Trois points colinéaires de E ont une
sommenulle" : " Py +P, +P; =Og ", (2)

et laloi de composition interne

fE(K) X E(K) _E(K), de valeur f(P,P,)= P1+P,=M
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symétrique du point Ps, delaformule (2) , par rapport a |'axe Ox .

Preuve
Vérifions les quatre axiomes d'un groupe abélien .

1Le point & l'infini Oz est déterminé par la direction de I'axe Oy ;c 'est un
point simple sur la Courbe E.
Avec la régle géométrique de trois points colinéaires de la Courbe E nous
obtenons larelation :
P+Og +Og = Og +P+Og =P . pour tout point P de E D

L'axiome de |'@lément neutre est verifie.
2) Lapardlele al'axe Oy passant par un point P de E coupe la Courbe en
trois points colinéaires de somme nulle :

P +R+Og =Og;
Il en résulte le symétrique de P qui est le point R=-P :
3) Toute sécante P;P, de la Courbe E est confondue avec la sécante P,P;.

L'axiome de commutativité est vérifié

(P1+P2)+P3= (P2+P1)+P3= OE ; (3)

Il en résulte larelation de commutativité
P1+P, = P,+ Py, pour tous points P, et P, delaCourbe E. (4)

4) Pour vérifier I'axiome d'associativité de la loi il ny a pas de propriété
géeométrique ; il faut calculer les sommes :
P1+P,=M; > M1+R=Ry, P+R=M, e P;+M,=R;.
Alors, nous obtenons |'égalité:
(P1tP)+R=P+ (P,+R) , ®)
qui vérifie I'axiome d'associativité :
(PL +P2)+R=P; +(P,+R)=P, +P; +R
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Définition 1: le groupe abélien E(K) est le groupe de Mordell-Weil de la
Courbe Elliptique E.
Pour montrer que ce groupe E(K) est de type fini nous utilisons des

fonctions hauteurs sur un groupe abélien ,[13-3] et [23].

1-2 Définition 2: une hauteur sur un groupe abélien additif A est une
fonction h:A —— IR" a valeurs réelles positives , qui satisfait les trois
axiomes:

(haut 1) a tout point P; de A on peut associer une constante ¢;(P;,A)= ¢
telle que .

h(P; +R)=2h(R)+c; , pour tout point Rde A;

(haut 2) il existe un entier naturel m>2 et une constante c;, tels que :
h(mR) > nmPh(R) —c, pour tout point Rde A ;

(haut 3) tout ensemble de points de A de hauteur bornée est fini :
l'ensemble {R1 A h(R) £ c,} estfini.

Cette fonction hauteur est utilisée pour démontrer qu'un groupe abélien A

tel que le groupe quotient A/mA est fini , est de type fini :

Proposition 2

Soit un groupe additif abélien A, un entier naturel m>2 tel que le groupe
guotient A/mA soit fini et une fonction hauteur : h: A — IR+. Alors
le groupe abélien A est detype fini .

Preuve :

Considérons un systéeme de représentants des classes de A/mA.
RiRz,sRs (1)

Construisons une suite infinie de points :P,Py,P,,...,P,,.... de A
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P=mP1+Ri1 , Pi=mP,+R;, , ..., P,..=mP, +Ri, , pour desindices i,n
compris entre 1 et s 2

Prenons une combinaison linéaire de (2) .

MP.1 =P - Ri; (3

appliquons a larelation (3) I'axiome (haut2) a gauche et I'axiome (haut 1) a
droite:

m2h(Puy )<2h(P; )+c; ;  (4)

Avec lesinégalités (4) pour t=1,2,......,n nous obtenons :

h(P. )< (2/m2) h(P)+(m? +...+m™ )cs , ca(C1,c2)  (5)

L'hypothése m>2 et (5) impliquent I'inégalité

h(P,)< u(n)h(P)+m? (1+m? )* avec lim u(n)=0 (6)

Il enrésulte que lahauteur h(P,) est bornée (7)

L'axiome (haut3) et (7) impliquent que I'ensemble de points {Pl, P...., Pn}
est fini ; (8)

Il en résulte que le groupe A est engendré par les points Ry,R;,....,Rs de
(1) et Py,Ps....,P; de(8):tout point P de A est une Z -combinaison linéaire.
P=niP; +...4+nRs+kiPy +...+k: Ps, (9) avecn et k | Z

Donc le groupe abélien A est de type fini .

o

L'algorithme décrit dans la preuve est semblable a I'dgorithme de
descente infinie de FERMAT . FERMAT autilise une telle descente
pour étudier certains problemes d'arithmétique.

A titre d'exemple , utilisons cette descente infinie de Fermat pour montrer

guele nombre /3 n'est pas rationnel.

Utilisons un raisonnement par |'absurde.
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Supposons que ce nombre est rationnel : J3 =ab D
a et b sont deux entiers rationnels premiers entre eux ; (2)
En élevant au carré les deux membres de (1) , nous obtenons I'équation

diophantienne:

& =3b?2 (3
Par unthéoreme dedivisibilité de Gauss; 3 divise a2 .
a=3y (4

(3) et (4) impliquent I'équation diophantienne b2 =3a,2 (5)

Le théoréme de divishilité de Gauss et (5) impliquent [I'égquation
diophantienne b=3b; (6)

Cet agorithme fournit 2 suites infinies d'entiers:

a3a ;& =3 ,...; & =& (7)

etb=3b;, ,b; =3b, , ..., b, =3bns1; ... (8)

Ce résultat est en contradiction avec I'hypothese a et b sont desentiers

rationnels premiers entre eux .

Donc lasupposition"+/3 est rationnel " est absurde.

Le nombre /3  nlest pas rationnel ; cest un nombre algébrique
irrationnel quadratique.

o

La proposition 1 sapplique aux groupes de Mordell-Weil E(K) des
Courbes Elliptiques .

1-3 Il existe plusieurs types de hauteurs sur les Courbes Elliptiques
Citons -en deux.

Définition 3 : la hauteur de Weil d'une Courbe Elliptique E est la fonction
hwE(Q) — IR+ devaleur hy (P) = log max {‘d,‘d} pour tout point
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P=(xy) deE ; x=a/b et hy (O)=0
Définition 4. la hauteur de Néron-Tate (hauteur canonique ) d'une Courbe

Elliptique E est la fonction :
U
h:E(K) —IR+

0
devaleur h (P)= oot IiFQ 4" h(2" P)

ou f est une fonction paire et hlafonction logarithmique .
Cette hauteur est indépendante de f .Elle possede des propriétés énoncées
dansla

Proposition 3
U
Soit une Courbe Elliptique E/K et la hauteur de Neron-Tate h . Alors:

1)pour touspoints P et Rde E(K) :

h (P+R)+ h (P-R)=2 h (P)+2 h (R);

c'est laloi du parallélogramme.
U U
2) h (mP)=n? h (P) pour tout entier m 3 2etP | E(K);
U
3) h induit une forme quadratique sur E
(.,.) 1 EYKagP x EYKgP . §*;
0P, Rx = hvp + Ro 2 e 2 Rvre ;  pour tous points
P,R 5 E(K)
U U
4) h(P)>0; h(P)=0si et seulement s P est un point de torsion mP = Og
Preuve

C'est un théoreme de Néron-Tate (Théoreme 9-3 ,[26])

o
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La structure Algébrique du groupe de Mordell-Weil E(K) dépend du groupe
detorsion T(E(K)) et des générateurs P;,P; ,....,P, dela proposition 2.

Proposition 4

Le groupe de Mordell-Weil E(K) d'une Courbe Elliptique E est isomorphe
aunproduitdirect : EK)» T(E)xZ

ou T(E)=groupe de torsion de E et Z = r copies du groupe additif
abélien infini Z.

Définition 5 : I'entier r=r(E) de Il'isomorphisme ci-dessus est le rang
arithmétique de la Courbe Elliptique E , c'est le nombre de points Py, ...,P
d'ordre infini et indépendants qui engendrent la partie E(K)-T(E) infinie.
Lerang r(E) est donc un entier naturel >0.

Le calcul de cet invariant ne sobtient pas avec une formule du type rang du

groupe des unités d'un corps de nombres algébriques .

2-Coordonnées des points -P, P;+P, et mP.

2-1 Le symétrique -P d'une Courbe Elliptique E sobtient avec I'équation de
laparaléle aOy passant par P=(xp,yp) €t l'équation de Weierstrass
Ery’+axy+ay=x"+ax2 +ax+as| Kxyl. (1)

Pour x=xp , cette équation du deuxiéme degré en y admet deux racines
yi=ye ety=y(-P) (2

Leur sommeest égal a:

Yityo=-aaXp-8s ; (3)
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257

=257

Il en résulte les coordonnéesde P :

X(-P)=xp Y(-P)=-yp—auxp - (4)

2-2 Soient deux points P=(x,y;) | E(K) etPyt £ P,
Alors la sécante P;P, coupe la Courbe E en un troisieme point Ps:
P1+P2+P3 :OE (5)

Equation de la sécante P;P,

Yi-Y
y=t(Xx—x ) +y; ,et t= "2 ()
X1'X2
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=257

-P3 =P1+P;

-5—
L'équation de Weierstrass (1) devient une équation cubique en x qui admet
trois racines simples x1,X2,X3, @)

Lasomme de cestroisracinesest égale a:

X1 +X 2 +X 3 =t2+ayt - ; (8)
Il en résulte les coordonnéesdu Ps
Xz=t2+aqt -a -X1 - X>

(9)

Yz = t(XatXa)
La somme P;+P,=M est le symétrique —Ps du point P; .Avec le calcul

j'obtiens les coordonnées du point M=P;+P;,

XM =t2+a1t-a.2-X1-X2 avec t= u (10)
Xy = X,

ym=-t>-284 2+ (8p-au 2+ 2X1+Xo) 48y -8+ (X1 +X2) Y1 ;
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2-3 Pour obtenir les coordonnées du point 2P =P+P j'utilise la tangente a la
Courbe E au point P
Equation de la tangente en P=(Xp,yp):
y=Y'(X-Xp)+ypavec
_3x2+2a,x+a, - ay
2y + a X + a,

(11)

Avec I'éguation de Welerstrass de E j'obtiens les coordonnées :
Xop=Yp© +ay'p-2Xp ;
V== Yo - 281Yp2 + (8, + 2,2+ 3Xp)Yp a8, - 85 + 2,Xp - Vi

3x2 + 2a,Xx + a, -,y
2y +a X+ a,
Lesreésultats (4) , (10) , et (12) sont rassemblés dans la

avec Yy'=

/(12)

Proposition 4
Soit une Courbe Elliptique E d'équation de Weierstrass
E:y2+apxy+agy=X+ax+asx+as | K[xy].
Dles coordonnées du symétrie -P d'un point P=(xp,yp) de E sont égales a:
X(-P)=Xp et y(-P)=-Yp-aiXp-as;
2)les coordonnées de la somme P;+P,=M de deux points P;#tP, sont
égalesa:

Xp= 13+ agt-a,-X1-Xo; avec t=(y1-y2)/ (X1-X2).

Y= 13- 281 Y2+ (B-a12+ 2X1+ Xo) t+ ay8p-ag+ a1 (X1-X2) Vi,
3) les coordonnées du point 2Psont égales a:
P=(xp,yp) , 2P=(Xop,Yop) avec Y'=((3+2ax+as-a1y)/(2y+aix+ag));
Xop=Y4(P)+ary'(P)-a2-2Xp,
yop=-y *(P)-2a1y" 2 (P)+(az-au2+ 3xp)y'(P)+ audz-as* 281%p-Yp

o
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2-4- pour tout point P d'une Courbe Elliptiqgue E le symbole mP signifie
mP=P + P +...+P, mfois P pour m > 0;

mP =(-P) + (-P) +...+ (-P) , -mfois (-P) pour m négatif

et 0.P=Og=( o, o ) pour m=0.

Dans (4) noustrouvons des formules pratiques mP pour une équation de

Weierstrass y2=x>+Ax+B.

Proposition 5:(Lemme 7-2,(4))

Soit une Courbe Elliptique E d'éguation de Weierstrass .
E:y2=x+Ax+B | Z[xy] , avec 4A%+27B%0

Soit un entier rationnel met un point MP= (X, Yim)

Alors |les coordonnées de mP sont des fractions rationnelles .

sz_n; et ymzq_m

3
Ym Ym
Les y ,, sont despolynomes satisfaisant les relations :

y..=-1,

Yo,=0;y,=1;y, =2y;y, =3x* +6AX* +12Bx - A® ¢
y , = 4y(x® + 5AX* + 20Bx® - 5A*X® + 4Ax - 8B% - A®
formules derecurrence:

Y om = %’m( Y me1¥Y mo1 - y|1212y 31+1)'

y 2m+1 = y m+2y 1?1 - y m-ly 1131+1) pOUf m 3 2

Les polyndbmes numérateurs satisfont les relations
fm = Xy riy m+1 ;et
AYU =Y medY o1 =Y med ey POUr M>1

o
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3-Groupe detorsion des Courbes Elliptiques
Dans I'Algebre Générale , un point de torsion dans un groupe G d'édlément

neutre e est un point gde G tel que mg=e pour un certain entier m.

Définition 5: le sous groupe de m-torsion d'une Courbe Elliptique E est
I'ensemble des points P de E :
E[m]={ Pl E; mP=0¢}

L 'ensemble des points P d'ordre fini est laréunion des points P de torsion .

Définition 6: le groupe de torsion d'une Courbe Elliptique E est I'ensemble
des points d'ordrefini.
T(E)={P I E; mP=0Og, mfini}

Tous les groupes de torsion T(E ) déterminés sont finis .La structure de ces

groupes dépend du corps de base de la Courbe Elliptique .

Proposition 6 (Théorémede Mazur , [14] )

Le groupe de torsion d'une Courbe Elliptique E/Q est un groupe abélien
additif fini isomorphe a I'un des 15 groupes abéliens additifs :

ZInZ pour 1<n<10 et n=12; Z/2ZXZ/2dZ pour 1<d<4

Preuve " dans[14] p 129-162)"

o

Pour I'équation de Weierstrass y2=x>+Ax+B ,il y a la

Proposition 7 (Théorémede L utz)

Soit une Courbe Elliptique de Weierstrass y2=x+Ax+B | Z[x,y] avec
AN+ 2782 #0,

Tout point de torsion P=(x,y) a des coordonnées entieres, x,yl Z,llya

deux caspossibles:
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Soit 2P=0g , soit y? divise 4A%+27B?
Pour une autre équation particuliere de Weierstrass il y ala
o
Proposition 8
Soit une Courbe Elliptique E d'éguation de Weierstrass
E:y2=x3+d 1 Q[xy]
Alors son groupe de torsion est de la forme :
T(E(Q)) » {Og}si dn'est ni uncarréni un cube;
»Z/2Z si d est un cube et d#1
» Z/3Z sid estuncarréet d#1
» Z/6Z si d=1 etd=-432

4-|SOMORPHISME DESCOURBES ELLIPTIQUES

Soit deux Courbes Elliptiques sur un corps K de carac(K) pt 2,3,

l'isomorphismede EetE' seprésentedansla:

Proposition 9 (d'apres[23])
Soit une Courbe Elliptique E d'équation de Weierstrass ;

A~

E : yY+axy+ay=x+ax+ax+a, 1 K[xy]
Soit le changement de variables
X=U2X+r et y=ulY+su2X+t, avec u,r,st1 K et u#0
Alors la transformée de la Courbe Elliptique E est une Courbe Elliptique E'
d'équation de Weierstrass:
E:Y2+a XY+asY=X3+axera X+as | K[XY].
Les coefficients et les invariants des Courbes Elliptiques isomorphes sont

liés par des relations que I'on obtient par le calcul avec les formules du
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changement de variables
Preuve :elle est obtenue par le calcul avec les formules du changement de

variables

o
Soit deux Courbes Elliptiques E,E' isomorphe, il y a des relations entre les

coefficients et leurs invariants que nous allons déterminer:

4-1 Relation entre les ceefficients & et a'i:

ua;= a, +2s

u®a; =a,-sa +3r- s’
u®aj =a, +ra, +2;

u*aj; =a,-sa,+2ra, - (rs+t)a, +3r®- 2st;

u® a; =a, +ra, - ta, +r’a, - rta, - t*; (Is-2)
Relations entre lesinvariants b, et b;;

u® by =b, +12r;

u*by =b, +rb, +6r?

u® by =b, +2rb, +r%b, +4r3;

u® by =b, +3rb, +3r°b, +r’b, +3r%; (Is-2)

Relations entre lesinvariantsc,, et C¢2i ;

u*ci=c, e u®c =c (Is-3)
Relation entre les discriminants  u™ D(EY) = D(E); (Is-4)
Relations entre les invariants modulaires:.  j(E') =j(E); (Is5)

Les points neutres sont dans |a méme classe du plan projectif 1P ? :

O = O =(0,10);
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4-31SOGENIES des COURBES ELLIPTIQUES

Définition 7 d'aprées SHIMURA [22]: soit deux Courbes Elliptiques E et
E' sur le méme corps K, d'ééments neutres respectifs O, et O, de
groupes de Mordell- Weil E(K) et E'(K).Une isogénie de E sur E' est un
homomor phisme

I : E(K) —E'(K)  qui satisfait les conditions :

1) 1 (Og) = O

2) 1 10

3) | estsurjectif;

4) lenoyau de | est un sous groupefini de E(K);

5 I (P+R)=1(P)+I (R) pour touspoints P et R du groupe E(K).

Par la théorie des morphismes de Variétés, les conditions (1),(2),(3) et (4)
sont équivalentes.
Une isogénie possede des invariants :un degré et une isogénie duale .

Définition 8:1) lorsqu'une Courbe Elliptique E est isogéne a une courbe E',
le noyau de cette isogénie est un sous groupe fini du groupe E(K) le degré
del'isogénie | est égal a I'ordre de ce noyau

2) l'isogénieduale d'uneisogéniededegréd:| :E(K)—E'(K)

est lemorphismedegroupes: | ' :E'(K) —>E(K)
qui satisfait les 2 composées : | | 'est la multiplication par d sur E'(K)
etl 'l estlamultiplication par d sur E(K).

A chague isogénie est associée une isogénie duale par la.

Proposition 10
Soit deux isogénies | : E(K) ® E{(K) e m : E{(K) ® E/(K)
1) lacomposée: m : E(K) ® E;(K) est une isogénie de Courbes
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Elliptiques;

2) les degrés des isogénies satisfont les relations:

deg( 1) = deg(l ) et deg( ) = deg( m) .
Preuve [30]
(@]

Proposition 11
Soit un entier rationnel m, premier a carac(K) d'un corps K , une Courbe

Elliptique E de groupe E(K) de Mordell-Weil . Alors, la multiplication:
t. : E(K)® E (K), devaleur
t (P) = mP  estuneisogéniededegrém °.
Preuve [ 23]

O]

L 'ensemble des Courbes Elliptiques isogenes a une courbe E est fini.

Définition 9 les Courbes Elliptiques isogenes a une courbe elliptique E ,
sur un corpsK, forment une classe disogéniedeE .

4-3 EXEMPLES deVelu [25]
Soit une Courbe Elliptique E d'éguation de Weierstrass:

E : y2+y=x3?2x2?210x?20 5 ¥Bx,ya
Invariants :discriminant AYEP = 211 et conducteur N(E)=11>
Le point L = (5;5) du groupe E( Q ) engendre un sous groupe F d'ordre 5:
F={L; 2L = (16,-61); 3L = (16;60); 4L = (5-6);5L = O.)}
Equations de l'isogénie :

E(Q) ® E(Q)=E(Q)F.
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110 | 121  12xd21  121°
Xx-5 (x-5?% x-16 (x- 16)*’
1212y +1) 110y +55 121°(2y +1)
(x- 5)° (x - 5)° (x - 16)°
132y + 726
(x - 16)°

X ® X+

y

Velu aobtenu I'égquation de la courbe isogene :
EC : y2+y=x3- x?- 7820x - 263580 ; AVEP = ?11°.
5-Réduction des Courbes Elliptiques
La réduction d'une Courbe Elliptique est basée sur la théorie des valuations
dun corps de nombres que l'on trouve dans les ouvrages de Théorie
Algébrique des Nombres.
Dans la suite , nous nous limitons a un bref exposé.
5-1 Valuations d'un cor ps de nombres.
Définition 10 : une valuation d'un corps K est une fonction
VK, IR
Qui satisfait lestrois axiomes::
(val 1) v(x) >0 pour tout élément x du corps; v(x)=0si et seulement s x=0;
(val 2) v(xy) = v(x).v(y) pour tousélémentsxetydeK ;
(val 3) il éxiste une constanteréelle positive c telle que v(x)<1 implique
v(x+1) <c.
Donc une valuation est un homomorphisme des groupes multiplicatifs K et
IR .
Exemples
1)K=corps IR des nombres réels ; v(x)= max{x,-x }; c'est la valeur absolue

d'un nombre réel x.
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L'axiome (val 3) est satisfait pour c=2
v(x) <l implique v(x+1) <2
2) Vauation p-adique du corps Q des nombres rationnels pour tout nombre
premier p:
Vp(p)=1/p et v,(g)=1 pour tout nombre premier g p.
L'axiome (val3) est satisfait pour c=1,
Vp(X) <1 implique vy(x+1) <1.
3) Valuation triviale d'un corps K.
Vv (x)=1 pour tout nombre x#0 deK et v(0)=0
5-2 Classification des valuations d'un cor ps
Elle dépend de la valeur de la constante ¢ de I'axiome (val 3)
Définition 11
Une valuation v: K ——>R" est archimédienne si elle satisfait la relation

v(X) 1<implique v(x+1) < 2 pour tout dément x de K.

Unevaluation v.K ———» IR+ est non archimédienne si elle satisfait la
relation:

v (X) <limpliquev(x+1) < 1 pour tout &ément x de K
Ainsi, lavaleur absolue v(x) =max {x,-X} est une valuation archimédienne :
les valuations p-adiques sont des valuations non archimédiennes
Il enrésulte lastructure de I'ensemble V(K) des valuations d' un corpsK :
V(K) =V¥ (K)E Vo (K),
Ou V¥ (K)= {valuation archimédienne de K }et Vo (K) ={ valuation non
archimédienne de K}
On démontre que

1) toute valuation archimeédienne est équivalente ala valeur absolue
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2) Toute vauation non archimédienne est équivalente a une

valuation p-adique .

Définition 12 :une valuation v:K — IR’ est discréte si I'image v(K)

est discréete ,alors v(K) est isomorphe a Z ou un sous groupe de Z

5-3 Reéduction d'une Courbe Elliptique.
Soit une Courbe Elliptique E d'éguation de Weierstrass :

E: y2+ayXy+agy=x"+apx?tax+ag | Q[xy] (1)
Pour tout nombre premier pintroduisons la réduction modulop :
n—»n, congru an mod p. 2

Alors la Courbe réduite E modulo p est une Cubique de Welerstrass :

E:y2+aixy+asy = X +ax2+ax+as EIIR[XY] (3
Ses invariants sont réduits modulo p
bai ,Ca , D(E), j(E), etc....  (4)

Il en résulte une classification des réductions

Définition 13 :Soit une Courbe Elliptique E , et sa réduction modulo un

nombre premier p.
1) laréduction est bonne si 1a Courbe réduite E est une Courbe Elliptique

2) la réduction est mauvaise si la Courbe réduite E et singuliere, elle est
multiplicative si elle admet un noeud ; elle est additive si elle admet un point
de rebroussement.

Autre vocabulaire :réduction stable (bonne ) , semi stable ( multiplicative )
et instable (additive).
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5-4 Application
Cubique E(5,8) de lafamille E(t,m) .
y2+8xy=x>-16x2-24x-8 1 Q[X,y]
Appliquons une réduction v, modulo p
Pour p=3, la Courbe réduite a pour équation :
E3(5,8) y2+2xy=x+2x2+1 1 1F[x,y]
Calcul desinvariants:
b,=0, b,=0, bs=1,b=0,D(E) = 0 et ¢,(E) =0
Il en résulte que la Courbe réduite Es et singuliere avec un point de
rebroussement.
Cette réduction v; est additive, donc instable
Pour p=7, la Courbe réduite a pour équation:
Er:y2+xy = x> +5x2+4x+61 IF[x,y]
Calcul desinvariants :
0,=0; by=1, bs=4, bs=4 , D(E, ) = 3;
donc la Courbe réduite modulo 7 est une Courbe Elliptique .
Cette réduction est bonne, donc elle est stable .
Pour p=11 , la Courbe réduite a pour équation :
Eu:y2+8xy = x> +6x2+9x + 31 IF[x,Y]
Calcul desinvariants :
0,=0; bi=7, be=1, be=7 , D(E,,) =1,¢,(E) = 8.
Il en résulte que cette réduction est bonne .

Ces réductions modulo un nombre premier p nous conduisent a I'étude des

Courbes Elliptiques sur les corpsfinis IF;a g=p" ééments.
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Chapitre V: Application alaCRYPTOLOGIE

Selon les spécidlistes, la cryptologie actuelle utilise la Théorie des Corps
finis et la Théorie des Courbes Elliptiques .C'est par les Corps gue nous
commengons ce chapitre.

1-Structure algébrique des cor psfinis

Un corps fini est un corps qui contient un nombre fini g d'ééments dont les
géments neutres O e 1 des  deux opérations " addition” et
multiplication".Ce nombre q est une puissance g=p" d'un nombre premier p.
Proposition 1

Tout corps fini 1Fy contient un sous corps premier fini IF,=2/pZ pour un

nombre premier p>2 et g=p"

Tout corps fini IFp possede une structure de IFp- espace vectoriel d'apres
I'algebre linéaire.

o

Proposition 2

Pour tout nombre premier p>2 et g=p", n>1, le corps fini IF, est un
|Fp- espace vectoriel de dimension n.

Tout élément x de | F, est une combinaison linéaire dunebasee; \e; ,...,6,,
delaforme: x=aie;+ae+...+a, €, , avecay,ay,.....a, danslF, .

o

D'apres I'Algebre des polyndmes ; tout corps fini IF, est le corps de
décomposition d'un polynémef(x) I 1F, [x] de degréq

F(x)= x%-x=x.g(x) avec g(x)=x**-1

Ce polyndme admet g racines x;=0, X3,...,X,=1=€.
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La nature de ces racines est déterminée par la dérivée f (x)=gx** -1, la
valeur f'(x)U 0 mod g, f'(x)=qxq'1—1 et f'(1)=q—1U Omod g implique queles
g racines Xi,Xa,...,Xn Sont smples.

Les nombres entiersal Z premiers al'entier rationnel g satisfont lafonction
arithmétique d'Euler .

2-Arithmétique : fonction d'Euler, congruences, théoreme des restes
Chinois

Définition 1:

la fonction arithmétiqgue d'Euler estla fonction] :Z — IN, devaleur

] (nN)=nombredesentiersa>0 premiers an etinférieursa n.
Tableau de petites valeurs | (n)

n |1/2|3(4|5 |6 (7|89 |10 |11 |12 |13 |14

J(nj1{1/2/2|4 |2 |6|4|/6 |4 |10 (4 |12 |6

Touteslesvaleurs| (n) peuvent étre calculées avec la:

Proposition 3

La fonction arithmétique ] d'Euler satisfait les propriétés:

1)j W=1;] (P)=p-1etj (P)=(p-1)p"" pour tout nombre premier p,
2) ] (2n)=] (n)pour tout entier impair n:

3)] (mn)=] (m).] (n)pour tousentiersmet npremiers entre eux,
4) | (n) est un entier pair pour tout entier n>1.

o

Cette fonction j d'Euler permet de déterminer les éléments inversibles d'un

corpsfinis I
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Proposition 4

Les ééments inversibles d'un corps fini IF;, g=p" , forment un groupe

multiplicatif cyclique IF o d'ordrej (q):

IF 4={g,¢%.....g) @=1)

o

La recherche d'un tel générateur g peut étre menée al'aide d'un algorithme
de puissance 3,2,....,d'= +1

Exemple :corps fini |/, pour =5

Alors| (g)=20.

Nous obtenons2'°=-1; 3'°=-1 6°=1 ,72=-1;

Il en résulte les deux générateurs g=2 et g=3de IF 4.

Les entiers a=6 et b=7 engendrent seulement des sous groupes du groupe
multiplicatif I .

Théorie des congruences

Dans une congruence linéaire de degre 1.

ax=bmod(q) (2)

lesentiersa et b sont premiers entre eux .

Les racines de cette congruence (1) dépendentdu pgcd desentiers a
et g:soit m=pgcd(a,g), alorsa=ma et g=mq' avec & et ' premiers entre eux.
Il 'y a deux cas possibles:

1) aest premier au moduleqaors ily a uneseule solution
2)pged(g,@)=m>1, alors max=b+mqt

a) simnedivise pasb , pas de solution,

b)s mdiviseb ; aorsil y am solution
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Exemple 1:

6x"¥ 5mod 11

6 et 11 sont premier entre eux , la table de multiplication dans | F;; implique
larelation 6.10=60 “ 5 mod 11. je trouve la solution x=10

Exemple2.

12x“ 8mod 20.

Alors pged(12,20)=4=d ,d=4 divise b=8 ,les racines sont x;=4 , X,=9 X3=14,
X4=19 mod 20.

Dans le cas de plusieurs congruences , nous pouvons utiliser un autre
résultat.

Propositions 5 (Théoreme desrestes chinois)

Soitt entiers my,my,....,m premiers entre eux deux a deux et le systeme de
t congruences linéaires.

xYa;modmy ,xYamodnm, ... XY amodm.

Alors, ce systeme admet une solution 'y de la forme

y=M0;8,+Mythao+....+ Mdd' mod M aec

M=my.mp.ms....m , M= % ,Midi¥ 1mod m ;i=1;2;3....t

Preuve dans des ouvrages de Théorie Analytique des Nombres (S.Lang,
L éonard Eugene Dickson, etc...)

o

Exemple:

systeme de trois congruences

XY 2mod3; x¥ 3mod 5 et x¥ 5mod 8.

Appliguons le théoréme des restes chinois
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Avec M=3.5.8=120

M1=5.8=40, M,=3.8 =24, M3=15

Midi¥ 1 mod m

Les congruences 40d;° 1mod3 , 24d,° 1mod5 , 15d3;° 1 mod 8

admettent les solutions d;=1 ,d,=4 et d3=5, lasolution du systeme est x=53.

Pour résoudre les congruences linéaires  ax“ b mod p .pour p premier il

est pratique d'utiliser la table de multiplication modulo p .

Exemple:
Table de multiplication dans|F; ; ab® c¢cmod 11

N 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 2 4 6 8 10 1 3 5 7 9
3 3 6 9 1 4 7 10 2 5 8
4 4 8 1 5 9 2 6 10 3 7
5 5 10 4 9 3 8 2 7 1 6
6 6 1 7 2 8 3 9 4 10 5
7 7 3 10 6 2 9 5 1 8 4
8 8 5 2 10 7 4 1 9 6 3
9 9 7 5 3 1 10 8 6 4 2
10 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
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3- Endomor phismes de Frobenius et Courbes Elliptiques sur un corps
fini.

Ce sont des automorphismes particuliers des corps finis

Définition 2:

L'endomorphisme de Frobenius d'un corps fini 1F,, pour g=p" et p premier

est I'application : Frob:IF,, devaleur frob(x)=x" .

Proposition 6

Les automor phismes d'un corps fini IFq , pour g=p" et p premier. forment un
groupe cycliqgue Aut(IFg) d'ordre n engendre par I'endomorphisme de
Frobenius:

Aut(IFg)={ frob ,frob?,....,frob"=1d}

Preuve

Les puissances de frob ont pour image :

Frob(x)=x" , frob2(x)=x" ,.... f rob”(x)=xpn=x.

o

3-2 Soit une Courbe Elliptique E sur un corpsfini I Fy:
E:y2+anXy+agy=x"+apx?+asx+as | |F[x,y], q=p" , p premier

Le nombre A, de points rationnels de |a courbe E peut étre calculé avec [7]
lorsque g=p premier :

Ap=card (Z/Z,)* =p-1 ou

Aj=card (Z/d1Z x Zld,Z) ,avecd; divised, et dydivisep-1

Lorsque g=p" et n>1, l'ordre du groupe E(IFg) a éé évaué par Ogg et
démontré par Hasse..

Proposition 7

Soit une Courbe Elliptique E sur un corps fini IF; a g=p" ééments, p

premier etn>1.
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Dl'ordre du groupe abélien E(IFQ) est égal a:
Aq=1+0-Tr(frob) ,ou Tr = trace du Frobenius,

2)cet ordre satisfait les inégalités.

1) 1+ q-2\/a <A<l+q+ 2\/6 :

o

L'invariant "groupe de torsion T(E/IF)"classifie ces Courbes Elliptiques en
deux classes:
1) Courbes Elliptiques ordinaires s :
T(E/NFy)» ZIgZ,
2)Courbes Elliptiques supersinguliers si T(E/IF,) est trivial;
Le discriminant de telles Courbes n'est pasnul:D( E)#0
Il existe dautres criteres pour  trouver les Courbes Elliptiques
supersingulieres[SILVERMAN]
Exemple:
Courbe Elliptique E d'équation de Weirstrass :
E : y2=x>-5x+4 IFx.y]
Calcul desinvariants:
b,=0 ,b,=-10, bs=16 , bg=-25, c,=240 et D ( E)=17:64
Pour p=3, alors D (E)=2 et c4=0, laCourbe E/IF; est supersinguliere
Pour p=7 , alors D (E)=3 et c,=2, laCourbe E/IF est ordinaire .

4-La"sciencedu secret " : laCRYPTOLOGIE

Les ouvrages traitant cette science sont nombreux ; nous en avons cité

guelque uns dans la bibliographie.
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Définition 3

La CRYPTOLOGIE est la science des échanges secrets d'information entre
deux individus A et B; elle est formée de deux parties.

1) la CRYPTOGRAPHIE , discipline qui traite les codages et I'écriture
secr ete des messages eéchanges .

2) la CRYPTANALYSE , discipline qui vise la pénétration des messages
secrets par le décodage illégal des codes d'émission de messages secrets

entredeux individus A et B

4-1- Notions de CRYPTOGRAPHIE

On peut les trouver dans les ouvrages "Cryptography ", (1981), par Konhen
A.G,"Applied Cryptography ",(1996), par Schneier B,"Cryptography ",
(1994) par N.Koiblitz , "Elementary Number Theory and its applications "
(1984) , par K.H.Rosen, etc....

Les procédes de codage sont basés sur l'arithmétique des corps finis .Le
secret est préservé par des clefs publiques et privées

Nousindiquons quelques systemes utilisés par les spécialistes

4-2 Systeme DIFFIE-HELLMAN (1976)

Cest un agorithme utilisé par deux individus A et B pour coder un
message confidentiel .

Pour trouver une clef mutuelle A et B choisissent un nombre premier p et
un générateur g du groupe multiplicatif IF", .

A prend au hasard un entier a dansl'intervalle[2,p-2],

Alorslenombre k ,=g°mod p est une clef publique pour A.

L'individu B prend au hasard unentier b dans[2,p-2]

Alorsle nombre ks=¢” modp est une clef publique pour B.

Laclef mutuelle est le nombre: kas=g™ mod p.
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Il faut ensuite mettre en ceuvre le codage du message , sa signature , sa

certification , etc,....

4-3 Systeme RSA (1978)

Il aétéinventé par trois auteurs :Rivest, Shamir et Adleman .

Pour coder un message , il faut choisir deux nombres premiers p et q
distincts.

La clef publique est le couple (N=pq , E) ; ou ,E est un entier dans
l'intervalle [3,N-2], premier au produit ] (N)=(p-1)(g-1).

Laclef privée est le nombre D=E™ mod(p-1)(g-1) , c'est un nombre secret .
La difficulté provient de la factorisation de I'entier N en un produit N=pq
de deux nombres lorsqu'on choisit un nombre N formé de plus de 10°
chiffres par exemple.

Plusieurs méthodes de factorisation ont été utilistes: méthode de Fermat,
méthode de Pollard, méthode de Lucas ; méhode de Lenstra, méthode
des Courbes Elliptiques ; etc.... Les cryptographes utilisent un "jargon"
spécia le message en clair a envoyer est le plaintext , le message chiffré
est un cryptogramme  ( cipher text en anglais), il est chiffré alaide
dune clef de chiffrement ( Public Key cryptographie en anglais ),
chiffrer ( cipher en anglais) ;un cryptosysteme est une paire d'algorithmes
(‘enciphering et deciphering )

Un message en clair peut étre condensé par une fonction de hachage : un
envoi de message secret peut étre accompagné d'une signature de I'émetteur
A et dun certificat de garantie.

Les autres expressions sacquierent a l'usage
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4-4- Cryptographie Elliptique

Elle est basée sur les invariants des Courbes Elliptiques sur un corps fini
IR, : groupe abélien de Mordell-Weil E(IFp),discriminant , points d'ordre fini
, groupe de torsion T(E/IF),...
Un émetteur A veut envoyer un message secret M a un récepteur B .l
choisit une Courbe Elliptique E d'équation de Weierstrass:
Eyz=x+ax+bl 1F, [x,y].
Les formules d'addition P,+P, et 2P deviennent :
P=(xi,yi), P1+P2 =M=(Xm,ym) , P1 #P>
Xm=t2+(2X1+X2)t-y1 ; t=(Y1-Y2)/(X1-X2),
Ym=-H( 2 +X2)t-yy,
Pour un point P=(xp,yr) de E/IF,alors -P=(Xp,-yp) ;
3x2+a

et yop=-y'p +3XpY'p-Yp.
2y

2P:(X2P;y2P) avec szzy'ZP-ZXp ,y':

A et B choisissent ensemble un point P=(xp,yp) sur la Courbe Elliptique
E/ IF, [x,y].Alors y2=x’ptaxptb. A choisit une clef ka inconnue de B , ka
est un entier modulo p puis il envoie aB les coordonnées du point ka ;B
choisit une clef kg inconnue de A ; kg est un entier modulo p; B envoie a
A les coordonnées du point kg P.

Chacun calcule les coordonnées du point KakgP.

Cependant la connaissance des coordonnées des points P et kakgP est
insuffisante pour trouver les clefs ka et kg.

Pour cela il faut utiliser I'algorithme du logarithme discret .

5-Exemples

5-1 Exemple (Jacques Serres, CERIST ,avril 2007 , Alger)

A et B choisissent la Courbe Elliptique E sur |Fy5.
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E:y2=x3+x+1 1 Fy7[X,y

lIs choisissent le point P=(0,1) sur E(1F;;)

lIs se munissent de la table de multiplication sur le corps fini 1F;7 pour
trouver les coordonnées des points 2P,3P,....,16P.

A choisit la clef secréte ky =3 et calcule 3P=(4,16) ; il envoie 3P=(4,16) aB

B choisit laclef secréte kg=5, calcule 5P=(16,4) et envoie 5P=(16,4) a A
Lacoincidence (4,16)-(16,4) est fortuite

A cacule 3(16,4)=(4,1) et B calcule 5(4,16)=(4,1)

Aucun d'eux ne sait que laclef commune est égale akaks=15

A et B peuvent caculer les coordonnées des points nP pour n=2,3,... pour
trouver (4,1)

5-2 Exemple (R.Candall et C.Pomerance ...2002)

Deux individus A et B veulent échanger un message secret par la méthode
des Courbes Elliptiques sur un corps fini IF, A choisit une Courbe
Elliptique E d'équation de Welerstrass :

Ey=x+ax+b | IF[xy] , f(X)=x>+ax+b

tel que E(IF,) soit d'ordre fr=A, etr ungrand nombre premier

A cherche un point P=(x,y) sur E(IF,) dordrer ; il prend au hasard une clef
privéeka | [2,r-2], il calcule les coordonnées du point kaP=(X1,y1)

Il calcule les nombres R¥ x mod r et s k'a(h(M)+Rka)mod r ; M est le
message aenvoyer aB , h est une fonction de hachage convenable .

A transmet le message M a B avec sa signature (R,s).

B connait I'éguation de Weierstrass de la Courbe E , le point P=(x,y) , le
nombre premier r et le point kaP=(X1,y1)

B calcule lesnombresw¥ s-1 modr , u¥ h(M) wmodr,
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WY R w mod r , les coordonnées du point u; P +ux(kaP)= (Xo,Yo) €t le
nombre v xo mod r
Lorsque v=R , adlors B accepte la signature du message regu, s nonil la
rejette .
Actuellement la tendance est de prendre des corps finis IF; a g =2' éléments
formeés des chiffresO et 1.
Exemple: IF g=2%, donc nombre de 8 chiffres
A=10011010 et b=01010101 alors a+b=10001111
6-Prespectives

Je compte approfondir lestechniques de la cryptographie; il y ales
Algorithmes de Diffie-Hellman ; les fonctions de Hachage , les fonctions
dauthentification des messages transmis par un utilisateur ; la vérification
de l'intégrité des messages ; la signature éectronique ; la certification des
clefs.

Plus tard j'aborderai le domaine de la cryptanalyse .1l faut étudier les
"stream ciphers " modernes qui opéerent par bloc de 64 bits ou moins pour
transformer des messages .

Il faut utiliser des méthodes de Theéorie de Nombres pour trouver des
générateurs de corps finis IF, et pour factoriser des grands entiers
(fractions continues ; théoréme de Fermat .,.......).D'autre méthodes sont
basées sur les Courbes Elliptiques sur les corps finis.
Signalons deux articles parus dans Lecture Notes in computer of Science
n°3494(May 2005) qui enrichissent le domaine dela cryptographie
1)"Pratical cryptograph in High Dimensional " ; par Marten Van Dyk-
Robert , Granger-Dan page- Kane Rubin-Alice Sherberg-Martyn Stam et
David Woodruff.
2)" A fast Cryptanalysis of the Isomorphisms of Polynomials with one

Secret Problem™; par Ludovic Perret.
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