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Résumé

L’objectif de ce travail est I’etudie de I'existence globale de solution pour un probleme parabolique
semi-linéaire li¢ au phénomene chimiotaxie-haptotaxie.

Notre premiere contribution est consacrée a I’étude de 'existence locale des solutions de systeme
de réaction-diffusion dans le cas chimiotaxie-haptotaxie, I'outil principal est le Théoremes 2.1. de A.
Yagi [20].

Nous nous intéressons ensuite a 1’étude de I'existence globale en temps pour un systeme d’hapto-
taxie. Pour cela, nous utilisons des techniques appropriées qui sont basées sur les semi groupes, les
injections de Sobolev et les estimations a priori.

Nous terminons le travail par ’étude de systeme chimiotaxie-haptotaxie en montrant que I’exis-
tence globale résulte par une technique usuelle basée sur la régularité maximale de Sobolev en sup-
posant que la norme en L! de donnée initiale uo est suffisamment petite.

Mots clefs :Existence locale et globale, équation parabolique, systemes de réaction diffusion,chimiotaxie-

haptotaxie.

Abstract

The objective of this work is to study the global existence of solutions to a semi-linear parabolic
problem system related to the chemotaxis-haptotaxis phenomenon.

Our first contribution is devoted to the study of the local existence of solutions of the reaction-
diffusion systems in the case of chemotaxis-haptotaxis, the main tool is the Theorem 2.1. from A.
Yagi cite 20.

We are then interested in the study of global existence in time for a haptotaxis system. For this,
we use appropriate techniques that are based on semi-groups, Sobolev injections and prior estimates.

We finish the work by studying chemotaxis-haptotaxis system by showing that the global existence
results from a usual technique based on the maximum regularity of Sobolev assuming that the norm
in L! of initial data ug is sufficiently small.

Key words :Local and global existence, parabolic équations, diffusion reaction systems,chemotaxis-

haptotaxis.
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Notations

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :
Q) : Ouvert de R?, (d > 1).
0%} : Frontiere de Q.
r = (x,,73,...,2,) : Un point de R<.
d; - Dérivée par rapport a t.
0y, = 0/0x; : Dérivée partielle par rapport a x.

V= (8%,8@, ...,axn) : Gradient par rapport a x.
po1tozt...tan

- Or{.0x5? ... 0xon
LP (Q) : Ensemble des fonctions de puissances p

D%y

ieme intégrable sur €.
WP (Q) : Espace de Sobolev construit sur L? (2) et s réel.

H® (Q) = W2 (Q).

Hy (Q) : {u € H*(Q); Opulyq =0}, 2 < s < 2.

| @] : La norme de X.

|| ®||zr() : désigne la norme des espace des espace LP(Q2) (p > 1).

|| ® || s () : désigne la norme des espace des espace H*(£2).

do : Mesure superficielle sur I'.

7 : Le vecteur normal extérieure & 95).

Onu : Dérivée normale.

2| : la mesure de Lebesgue du €.



Introduction générale

L’objet de ce mémoire est I’étude de quelques équations paraboliques non linéaires issues de la
biologie.

Le premier modele est proposé par M.A.J chaplin et al [1], ce dernier se focalise sur la migration
cellulaire due a ’haptotaxie ou encore a 'invasion-dégradation de la matrice extracellulaire par les
cellules tumorales.

Le deuxieme modele differe du précédent par I’ajout d’un terme supplémentaire de chimiotaxie
qui ajoute une difficulté supplémentaire au probleme. Ce modele a été traité au [11], [22] et [23] en
présence d’un terme de source logistique qui a I'avantage de faciliter I’étude de 'existence globale
sans avoir recours a des hypotheses restrictives sur les données initiales.

Le phénomene biologique décrit la migration des cellules tumorales.

Le phénomene se déroule selon un schéma de plusieurs étapes. Chaque étape est décrite par un
systeme d’équations de réaction-diffusion.

Décrivons brievement le modele d’invasion.

L’invasion du tissu sain par les cellules tumorales se déroulerait selon un schéma classique en
quatre étapes : 1. détachement des cellules de la masse tumorale, 2. adhérence des cellules a la
matrice extracellulaire (MEC), 3. dégradation de la MEC, 4. migration.

Le modele est gouverné par deux facteurs : haptotaxie; diffusion. Il est décrit par le modele



suivant [1]

( dif fusion haptotazie
du —~ = —
— = DAu — pV.(uVw)
dt
dispersion  mortalité production
dv ~ = =~ ~ =~ (1)
pri alNv — fv 4+ Au t>0, xe Q,
dégradation
dw —N—
— = —yvw
\ dt i

u = u(t,x) : densité de la cellule tumorale.

(%

v(t,x) : concentration de matrice dégradative d’enzyme (MDE).
w = w(t, ) : concentration de matrice extracellulaire (ECM).
Les solution :u;v;w dépendent des deux variables : x, et ¢, ¢ > 0,t :le temps. x € 0 ; € : domaine
borné régulier de R¢ (d = 2, 3).
D:; p;v; \;a; B - sont des constantes positives. Ces parametres sont caractérisés comme suit :
D; « :les coefficients de diffusion, p : caractérise le coefficient d’haptotataxie.
A @ coefficient de dégradation de fibronectine w, ( : le taux de mortalité.
v : caractérise le taux de production par une cellule endothéliale individuelle de MDE v.
Le deuxieme modele concernant 'invasion tumorale a été introduit par Chaplain et Lolas.
Les cellules cancéreuses se disputent 1'espace avec la MEC et aux échelles de temps considérées ;

en outre, la cinétique des cellules de type logistique doit étre prise en compte. Si, en outre, la capacité

de PECM & se renouveler spontanément est incluse, le modele Chaplain et Lolas [13] devient :
( dif fusion chimiotaxie haptotazxie
du A~ la s N la - N
i DAw — xV.(uVv) — pV. (uVw)
dispersion mortalité production
dv ~= =~ =~ (2)
pri alNv —  fv + Au t>0, xe Q,
dégradation
dw
— = —yow
Cat

u = u(t,x) : densité de la cellule tumorale.



v =(t,x) : concentration de matrice dégradative d’enzyme (MDE).

w = w(t, ) : concentration de matrice extracellulaire (ECM).

Les solution :u;v;w dépend de deux variables : x et t.

t : représente le temps avec t > 0. x € Q ;  : domaine borné de R2.

D:; p; x; a; B; A; v - sont des constantes positives. Ces parametres sont caractérisés comme suit :

D:; « :les coefficients de diffusion, 3 : le taux de mortalité, A : coefficient de dégradation de fibronectine.
p; X : caractérise les coefficients de chimiotaxie et haptotataxie, respectivement.

v : caractérise le taux de production par une cellule endothéliale individuelle de MDE v.

Nous allons maintenant présenter les différents chapitres de ce mémoire.

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques rappels généraux.

On commence le deuxiéme chapitre par une synthese des travaux de A. Yagi [26]. On termine ce
chapitre par un bref survey des travaux qui ont été précédemment publies afin de situer notre travail
par rapport a ces derniers.

Dans le troisieme chapitre, nous traitons I'existence locale d’une solution faible pour (2).

L’outil principal est 'un des Théoremes 4.1 de A. Yagi [20] qui est présenté au chapitre deux.

Le quatrieme chapitre correspond a I’étude d’existence globale du premier modele (1).

Dans ce dernier, nous montrons que la solution locale précédemment construite au troisieme
chapitre est en fait une solution globale pour (p;). Pour cela on transforme ’équation satisfaite par
u en une autre équation par la substitution de terme u par % ot ¢ = eb™. La multiplication de
nouvelle équation par le terme % et les injections de Sobolev assureront 1’existence globale.

Nous étudions dans le cinquieéme chapitre 'existence globale pour (2). En utilisant la régularité
maximale de Sobolev [18] avec les injections et nous concluons que lexistence globale résulte en

supposant I'hypothese |lug|| 1) suffisamment petite.



Chapitre 1

Rappels généraux

L’objectif de ce chapitre est de rappeler 'essentiel des notions et résultats utilisés tout au long
de ce travail, en premier lieu, nous rappelons quelques définitions et les inégalités sur les espaces de
Sobolev ainsi que les espaces L? (0,T; X). De plus, on trouvera dans ce chapitre un certain nombre
d’outils d’analyse tels que le théoreme de point fixe de Schauder, 'inégalité de Gronwall et autres
inégalités qui seront utilisées dans la suite. On terminera ce chapitre par un rappel sur les notions

des opérateurs sectoriels qui sont d’une grande importance dans notre travail.

1.1 Définition d’espace de Sobolev
Soit © : un ouvert borné quelconque de R? et p € [1,00] .
Définition 1.1. On définit l’espaces de Sobolev d’ordre m (m € N) que l'on note WP (Q) par
WmP(Q) ={u, ue L’ (), Due LP(Q), |al <m}.
On le munit de la norme

1/p
el = ( D ||Dau||zp(m) 1<p<oo,

laf<m

”u”WWOO(Q) = rangﬁ ||Dau||L°°(Q) )

laf
WP (§2) est un espace de Banach.
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Remarque 1.1. On posera

W2 Q) = H™ (@),

H™(Q) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

(4, 0) gm) = Z (D%, D*0) 2 -

la]<m
1.1.1 Les espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire

On commence d’introduire les espaces H* (]Rd) .

Définition 1.2. [’espace de Sobolev H® (Rd) peut étre défini grace a la transformée de Fourier pour

s>0:
H* (RY) = {u e L (RY), /R (L+ €Y ‘ﬁ(g‘)

est un espace de Hilbert muni de la norme :

([ iy

On peut alors caractériser les espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire H*(Q2) grace au produit

2
d§<oo},

ﬁ(f)rdé“);.

scalaire donné par :

D% (x) — D*u D% (z) — D*v
(e = (0 Dy + 30 [ [ ’ <y_>>y<’< )= D)

ous=Fk+0,k est un entier avec 0 tel que 0 < 0 < 1 et d est la dimension du domaine 2 C R%.La

norme induite est essentiellement l’analogue pour L? de la continuité au sens de Holder.
On passera maintenant d’introduire les espaces WP (2)

Définition 1.3. Soit Q un domaine ouvert de R"™. Pour tout réel s > 0 et pour tout p € [1,00),
nous voulons définir les espaces de Sobolev fractionnaires WP (Q). Les espaces fractionnaires de type
Sobolev sont également appelés espaces Aronszagn, Gagliardo ou Slobodeckij, du nom de ceux qui les
ont introduits, presque simultanément.

Nous commengons par fizer l’exposant fractionnaire s dans (0,1). Pour tout p € [1,00), nous

définissons WP () comme suit
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WW@D:{uemanﬂ%gl%%ﬂeLMme};
T —y|»

c’est-a-dire un espace de Banach intermédiaire entre LP (Q) et WP (), muni de la norme naturelle

1
U P ]
ullysa .(/|u|1”dac+//| Mﬂdd@.

Remarque 1.2. Une troisieme approche pour définir les espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire

consiste a utiliser la méthode d’interpolation complexe qu’on verra plus tard dans la section d’inter-

polation des espaces de Sobolev.

Théoreme 1.1. (Inégalité de Poincaré)
On suppose que €2 est un ouvert borné dans une direction. Alors il existe une constante C

(dépendante de 2, p) tel que
ull oy < CIIVUll oy » Y € W () (1 <p < o0). (1.1)

Théoreme 1.2. (Inégalité de Poincaré- Wirtinger)
Q est un ouvert conneze de classe C' ou a frontiére Lipschitzienne.

Alors il eziste une constante C' (dépendante de €, p) tel que
lu =l 1oy < CIVUll oy, Yu € WH(Q) (1 <p < o0), (1.2)
ou U = ﬁ fQ udx est la valeure moyenne de uw sur €.

Remarque 1.3. On peut montrer que si Q) est assez réqulier, avec 02 borné, alors la morme de

WP (Q) est équivalente a la norme
||U||Lp(s2) + Z ||Dau’||LP(Q)'
|a|=m
Plus précisément, on montre que pour tout multi-indice o avec 0 < |a| < m et tout € > 0

il existe une constante Cq(dépendant de Q,e, ) tel que

HDQUHLP <e Z HDIBUHL;D + Cq HUHLP(Q Yu € WP (Q). (1.3)
|8|=m

Démonstration. Voir Adams. O]
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Théoréme 1.3. Soit Q un ouvert borné de R (d < 3) a frontiére 0 réguliére.

Alors, pour tout uw € H?(Q), il existe une constante cq, telle que
u u 2
€ sy < c0 el gy (1+ Nl - (1)
Démonstration. On a la formule
A (e") =e" (\Vu|2 + Au),
alors

u 2
||eu||H2(Q) < ¢ ”euHL?(Q) + 2| Vue ||L2(Q) + H ((V“) + Au) euHLQ(Q)

u 2
< calle’] e (1 + [Vullzaq) + 2 [[Vull ) + HAU’”LZ(Q)) ;

de (1.5), pour d <3 H'(Q) C L*(Q), avec I'inégalité de Cauchy

IN

u u 2
Il < colle®llimey (14 ca lVulin + 2 1Vul oy + 180l 20 )

IN

22
u 2 2 2
calle ||L°°(Q L+ ([ Va3 ot 1+ I CU||L2(Q + 1+ [[Dullf, Q) )

on peut écrire

u u 2 2
Il < colle®llimey (14 190l @) + 1Aulaq )

2
< callell ey (1+ lliegey)
]
1.2 Injections de Sobolev
Théoréeme 1.4. Soit Q un ouvert borné de R%a frontiére 02 réguliere ou Q = R, R, ; soient
l<p<ooetd<s<oo. Alors
1 s 1 1 s
1)si. ———=>0, alors W*P(Q)C L' (Q) o —=—-——. 1.5
Wsi -5 @) L7(@) oi 2=~ (1)
1
(2) si - — 2 =0, alors W*P(Q)C L1 (Q) Vq € [p,+o0] . (1.6)
p
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1
(3) si —— 2 <0, alors WP (Q)C L>®(Q) . (1.7)

i

Dans le cas (3) : WP (Q) est une algébre de Banach

(i.e) : il existe une constante cq (dépendante de Q) telle que
||UU||WSaP(Q) < cq ||u||qup(Q) ||v||W87P(Q) Vu,v € WP (Q). (1.8)

De plus si sp > d, on a
W (Q) ¢ C (Q).

On peut conclure pour (5 =1,p= 2,% <0,d < 3)
[uv]l iy < ca llall gy 1Vl oy - Yu € H' (), Vo € H(Q). (1.9)

Remarque 1.4. Pour la preuve, il suffit remarquer en utilisant les inégalités (1.5),(1.7), avec q

satisfaisant ¢ = d—21d+6 :
vl < IVl [l + ull 2o, o IVVza@) + 1l 0l )
<

> Ca ||U||H1(Q) ||U||H6(Q) :

Théoréme 1.5. Soit Q un ouvert borné de Rea frontiere 0Q régulicre ou Q = R, R..
Sotent p,q tels que 1 < q < p < oo. Alors
(1) si 1<p<d, alors
WP (Q)NLY(Q) Cc L™ (Q),

avec l’estimation
a 1—a
ull 10y < Cogra lullirng 1l pogy » w € WHP(Q) N LI(Q). (1.10)

g<r< ddTpp, le parametre a est donné par

(2) si p=d, alors
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avec ['estimation

ull oy < Cparg lulliyragy el pafey » w € WH" () N L9 (R) .

q <r < oo, le parametre a donné par

1—a

S |

(3) si d<p<oo, alors
W (Q)N LY (Q) C L™ (Q).

avec l'estimation

ltll o0y < Cpar Nulliyrogey lull aty - w € WH(Q) N L (Q).

q <r < oo, le parameétre a donné par

Démonstration. Cf [20],[11].

Proposition 1.1. Soit Q un ouvert borné de R? a frontiére réqulicre.

Il existe une constante cq (dépendante de ) telle que pour tout u € H' (Q) :

ullZ2) < callVullz@llulli@ + callullLq).

et

lullZs@) < callVullZzglullzi@ + callullziq)-

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

Soit  un ouvert borné de R?(d = 2,3) a frontiere réguliere. Ve > 0. Il existe une constante cq

(dépendante de 2, €) telle que
[ullZ20) < €llVullizq) + cacllullZig) -

et

2 2
ullZs@) < €llVullzeg) + cae lullzi g

10

(1.15)

(1.16)
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Démonstration. 1%¢étape (dimension deux) : En utilisant I'inégalité d’interpolation (1.11), pour

(szZQ’nZQ,a:%,qzl),ontrouve

lullfz@) < callullm@llule

IN

call Vull L2 llull L) + callull 2@ llullL@)
on applique I'inégalité de Cauchy pour le terme col|u||r2()||©| L1(), on a
C?z 2
(HUHL2(Q ) (CQH“HLl Q)) —HU”L2 ?HUHLI(Qy (1.17)

on utilise (1.17) afin de trouver (1.13).
On applique ensuite I'inégalité de Cauchy pour le terme 2cq||Vu|| 2o l|ull 21 (),
(IVullr2)) - eallullir@)) < E||VU||2L2(Q) + %HUH%(Q), €>0, (1.18)
de (1.13), (1.18) on a, Ve > 0
ol < elVuliagy + (1+ 1) ciluls

Pour montrer la derniére inégalité (1.16), en utilisant I'inégalité d’interpolation (1.11), pour

(T:4,p:d:2,a: %,q: 1) , on trouve
1
[ullZa) < CQHuHHl ollull 2 q)
3 1
on applique Inégalité de Young(p = %, q= 10) pour le terme cQ||u||§Il(Q)||u||zl(Q), alors pour 0 < €

(1.19)

9
CQ||U||?11(Q)||U||L1 @ < ellulling) + coe
grace a (1.15), on a
HUH%Q(Q) < ||VU||2L2(Q) + 20?2”“”%1(9)- (1.20)

de les inégalités (1.19),(1.20), on a

2 2
lullZa) < €lVullieq) + cae lullz o

On utilise I'inégalité de Sobolev (1.11), avec (7’ =3,p=n=2,a= % q= 1) , on trouve

lullfs < callulingllulr@

IN

callVullZa o) lullr@) + callull L g llull oo

11
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compte tenu de (1.20), on a (1.14)

2°meétape (dimension trois) : En utilisant I'inégalité de Sobolev (1.11) , avecr =p =2,n=3,a =
10, q = 1, on trouve

1
||u||L2 < CQHUHHl ||U||21 )
pour montrer l'inégalité (1.15), on applique I'inégalité de Cauchy, on a l'existence de 0 < ¢q,
Ve > 0

2
C
ullZ20) < ZHVUH%%Q) + ?QHuHil

1 CQ
+ g llullza) + 5 lulie)
(r=4p=2d=3a=

Pour la derniere inégalité (1.16), en utilisant I'inégalité de Sobolev (1.11), avec remplacement
,a = %,q = 1) , on trouve

||u||L4 < CQHUHHl

1
llZ -

on applique Inégalité de Young

% qg= pour le terme CQ”UHHl

3 1
CQHUHip(Q)HUHil

»Mw
»Moa

[[u[| 21y, alors pour 0 < e

3 4Cq
% \UHH1 : E'u”Ll ()

27¢t
(IVullaqey + luliFa@) + S lultiq

@t ZCQHUHL1 (o> avec I'inégalité (1.21), d’ou le résultat

<

due(1.15), on a ||ul|

(1.21)
7 o = IVull7.

0
1.3 Lemmes techniques

1.3.1 Inégalité différentielle

1.3.1.1 Inégalité différentielle classique
Soient a (t), f(t) deux fonctions continues sur [0, 77, et soit u (t) une fonction positive dérivable
sur [0, 7] satisfaisant I’équation différentielle suivante

u'(t) + at)u(t) < f(1),
alors

¢
u(t) < e Joan)dr {u (0) +/ elo A £ (5) ds} pour t € [0, 7]
0
Démonstration. Cf [11].

(1.22)

12
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1.3.1.2 Inégalité de Gronwall

Proposition 1.2. i) Soit 1 (t) fonction continue positive sur [0,T]. Si

n () <o)n(t)+¢(t) ol ¢(t) et P (t) positives,

ou les deuz fonctions ¢ (t), 1 (t) sont sommables sur [0,T], alors

n(t) < eJo @(s)ds [7] (0) +/D Y (s) ds} pour t € [0,T]. (1.23)

ii) En particulier, si

n' < ¢.n dans [0,T] et n(0) =0,

donc

n=0.
iii) Dans les méme conditions sur [0,T], si
t
<KL [ on.
0
ou K et L sont des constantes positives, et ¢ (t) fonction positive, alors

n(t) < Kelhoo@ds poyrt ¢ [0,77. (1.24)

Démonstration. Cf [11]. O

1.3.2 Inégalités incontournables.
1.3.2.1 Inégalité de Cauchy

Soient a,b > 0, > 0, alors

2

b
bh<ea?+ —. 1.25
ab < ea +4€ ( )

13
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1.3.2.2 Inégalité de Young
Soient 1 < p,q < oo tels que 213 + é =1 alors

aP b
ab < — 4+ —.
p q

on peut écrire aussi pour a,b > 0, > 0
ab < ea’ + prbq.
erq
1.3.2.3 Inégalité de Holder

Soient 1 < p,q < oo tels que 1% + é = 1 alors

[ uvlde < ey ol
Q

1.3.2.4 Inégalité de Holder dans le cas général

1,1
,pngootelsquep—l+p_2+...+pn

n
/]ul unldz < T Naell e -
Q k=1

Soient 1 < py, ...

1.3.2.5 Inégalité de Minkowski

Pour p > 1,

Ju+ UHLP(Q) < HUHLP(Q) + HU”LP(Q)'

1.3.2.6 Inégalité d’interpolation dans les espaces LP

4=9) alors

Soient 1 < s <r <t < oo telsque%:%-i—

[l ey < llul

14

izletukELPk(Q).

0 —0 s
L5 (Q) HUHlLt(Q) , Yue L*(Q)n L'(Q).

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)
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1.3.2.7 Formule de Green

Soit O un ouvert borné de R? a frontiere 09 de classe C!, alors

/Auda: :/ Mo+ Yu e H2(Q), (131)
Q a0 OV
/ Vu.Vudr = / Auvdzx +/ a—vdcr Yue H*(Q) et ve H (Q), (1.32)
oa oV
ou ov 9 9
Auv — Avudr = o — Ludo. Yu € H (Q) etv € H* (). (1.33)
Q 80 ov ov

1.4 Espace des fonctions a valeurs vectorielles

Soit X un espace de Banach, on note par C ([0,7];X) l'espace des fonctions continues u :

[0,7] — X muni de la norme
”uHC(O,T;X) %gﬁ”“( Nx -
C ([0,7];X) est un espace de Banach.
On définit LP (0,7; X) lespace des fonctions ¢ — f (¢) mesurables de [0,7] — X (pour la

mesure dt) de norme pour 1 < p < 0o
1/p

[P / lu@Ed| <o

sip =00
[ ()| oo 0.17.3) = supess [Ju (B)]|x -
t€[0,T]

Théoréme 1.6. Soit X un espace de Banach, on note par C ([a,b]; X) Uespace des fonctions conti-

b b
/u t)dt g/ [ (£)]| . dit. (1.34)
a X a

Démonstration. Cf [20]. O

nues [ : [a,b] — X. Alors

15
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1.4.1 Semi-groupe

Définition 1.4. Soit X un espace de Banach ; on dit que la famille d’opérateurs linéaires (etA)t>0
de générateur infinitésimal est un semi-groupe (fortement continu) si :

1Yt >0, e e L(X),

2.60’4 = IdL(X),

3Vt s >0, et+9)A = gtdgsA

4¥z € X, lime!zs = z,

t—0
on ajoute que l’équation différentielle ¥’ = Az + f(t), x(0) = zg, avec f € L' ([0,T];X) et

xg € X, admet pour solution

t
z(t) = e May + / e~ 94 f (s)ds, 0 <t <T. (1.35)
0
Proposition 1.3. Soit (etA)t>Ole semi-groupe de chaleur dans €1, et soit N\ désigne la premiére
valeur propre non nulle de A = —a/A +b (a,b > 0) sur Q sous conditions de Neumann homogéne.

Alors, pour 1 < g <p < oo, Alors il existe une constante Cq,, ,(dépendant de 2, p, q), pour tout
ue L1(Q),

He_tAuHLp(Q) < Capyg (1 + t%(%‘%)) e M lull oy >0, (1.36)

on a aussi pour 0 < 6 < oo, pour tout u € L*(Q),
A
[A% [ gy < Cap (L4177 e 2 |l oy > 0. (1.37)

Démonstration. On se référe a [3], Proposition 12.5 page 252, pour 1 < ¢ < p < 00,

—tA a/\—
He ' UHLP(Q) = ”6( b)tuHLp(Q)
atA\
S ”6 H,C(LQ(Q%LP(Q)) ”uHLq(Q)
< Coo (143G2)) et
— Q,p,q +t b € ||u”L‘Z(Q) I t > 0
On revient a [26], formule (2.128) page 102, avec la précédente, pour 0 < < 0o
0 _—tA
A% U’HL2(Q)
< ||A%e 7 ~4
H c L(L2(2)) © L(L2(Q)) HUHL2(Q)
-0\ _M
< Cay (1 + (%) ) e~ 3t HuHLQ(Q) ,t>0.

16
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O

1.4.2 Espace de Holder pondéré

L’espace de Holder pondéré des fonctions réelles F%7((a,b]; X) définie sur un espace normé X
vérifie pour tout F () € F*?((a,b]; X), 0 < 0 < § < 1, les trois conditions suivantes :
i) Pour 0 < § < 1, le terme ¢! °F () a une limite quand ¢t — a.

ii) Pour 0 <o <d <1,o0na

(s =) "7 F (1) — F ()]

su < 0.
a§s<It)§b (t - 3)0 o
iii) Pour t — a,
wp B0 TIE@) = FD]
a<s<t<b (t - S)U

(s —a) "N F(t) — F(s))]

F(t ottanxy = Sup O F ()| + su 1.38
IF Oll s = 506 IF O]+ sup e (139)
1.5 Opérateur sectoriel
Définition 1.5. Soit X un espace de Banach muni de la norme ||.|. Soit A un opérateur linéaire,

fermé, a domaine dense dans X. On suppose que le spectre de A est contenu dans un domaine

sectoriel ouvert de telle sorte que
g(A)cY ={AeC, |aghl<w}, O<w<m, (1.39)

et on suppose que la résolvante p (A)vérifie pour A n’appatenant pas

M

o (1.40)

I =47 <

avec une constante M > 1.

Un opérateur A satisfaisant les propriétés précédentes est appelé opérateur sectoriel sur X .

Proposition 1.4. On définit A = —a/\ +b (a,b > 0) sur L* () avec condition de neumann O,u =

us

0, alors A un opérateur sectoriel sur L?(Q), d’angle w strictement inférieur a 5, avec la constante
~a+b
~ min{a;b}’

17
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Démonstration. On adopte les idées de A. Yagi [26] (Theorem 2.1 page 58, Theorem 2.4 page 61)

pour montrer cettee proposition.

En effet, pour Re (\) <0 (w < %) et u € D (Ajz2)) = Hy (Q), on a

min {a; b} [[ull3i i) < Re (Au,u) = Re (A) [ulpzq)
= Re (A=) u,u)

< |(A=4) U|L2(Q) |U|L2(Q) : (1.41)

D’autre part

A ‘u’iQ(Q) = (Au7u) - ((A - )‘) u>u>7

il s’ensuit que

2
Alulip@) < [(Aw w)[ + [(A = A) ul 2 [ul 2

2
< max {a; b} [lullf o) + [(A = A) ul o) ]2 - (1.42)

On combine (1.41) et (1.42), alors

2 max{a;b
’)\| ‘u’LQ(Q) S (min;l{a;b}% + 1) ‘<)\ - A) u|L2(Q) ‘U|L2(Q) ’
en posant v = (A — A)u, on aura

1 @
‘)‘l ‘()‘_A) U}LQ(Q) S #ﬁ;b}‘vllﬁ(g)a

donc pour Re (1) <0
a+b

—1
(A= 4) ‘L(LQ(Q)) = min {a; b} [\’

[]

Proposition 1.5. Soient A; les opérateurs sectoriels dans les espaces de banach X; avec des angles
w; tels que 0 < w; <, et des constantes M; qui vérifient la relation (1.40),i=1,--- n,

on définit l'opérateur

A 0 0 O
0 A 0 0
A= )
o 0 0 A,
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sur
( 3
U
U2 .
X= s up € X3 i =1, n. 0
U
\ " J

alors lopérateur de la matrice A satisfait (1.39) et (1.40) pour tout w telle que wa < w < T avec

une constante

M =M, + My+ ...+ M, ot wg = max {wy,wa, -+ , Wy} .
Par conséquent, A est un opérateur sectoriel de X avec un angle inférieur ou égal a w4.

Démonstration. soit wa <w < msi A ¢ > alors A € p(A), et la résolvante est écrite par

A—A)"! 0 0 0
0 A=A 0 0
()\ _ A)fl _ ' ( . 2) .
0 0 0 A—A4,)""

et on a 'estimation suivante

1A= € DINO=4)" o,
=1
M
S TN
Al

ou

M = M+ My + ...+ M, 0ot wg = max {wy,ws, - , Wy} .

1.6 Interpolation des espaces de Banach

Si le corps des scalaires est celui des nombres complexes, alors on peut utiliser les propriétés des

fonctions analytiques complexes pour définir un espace d’interpolation.

Définition 1.6. Soient deux espaces de Banach X etY . Notons H [’espace des fonctions f a valeurs
dans X +Y , analytiques sur la bande ouverte 0 < Re(z) < 1, continues et bornées sur la bande fermée
0 < Re(z) < 1, telles que

Vy e R, f(iy) € X et f(1+iy) €Y,

19
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et que les deux applications correspondantes, de R dans X et Y, soient continues et nulles a
I'infini.

On définit la norme

[[f[l5, = max {Sup I f)llx sup [[f(1+ iy)\ly} ,
yeR yeR
et on définit le sous-espace vectoriel de X + Y pour 0 <4 <1,
(X, Y], ={ f(0), f € H},
muni de la norme
Jull = inf f].

f(0)=u

1.6.1 Interpolation des espaces de Sobolev

Théoreme 1.7. Interpolation des espaces de Sobolev donnée par
[H* (Q), H (Q)], = HID9+02(Q)  0<h < 1. (1.43)

On définit
HY () ={ueH*(Q), du = 0sur 9Q },

etpour()g@gl(@;é%)

(L% (Q),H ()], = - ‘i (1.44)

Démonstration. Cf [26] Théoréme 1.35, Théoreme 16.7. O

Remarque 1.5. Soient 0 < sg < s1 < 00, alors
WerP (Q) Cc WHeP(Q) C LP (), (1.45)
Théoreme 1.8. Soit A un opérateur auto adjoint défini de X. Pour tout 0 < 0 < 1
(X, D (4)], =D (4%). (1.46)

Démonstration. Cf [26] Théoreme 16.1. O
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Chapitre 2

Rappels sur les systemes paraboliques

L’objectif de ce chapitre est de rappeler I'essentiel des notions et résultats utilisés tout a long de
ce travail a propos de 'existence et 1'unicité de solutions des problemes paraboliques semi-linéaires.
Il s’agit des résultats donnés dans A. Yagi [23. Chapitre 4].

On terminera cette partie par un bref survey sur les systemes paraboliques liés aux phénomenes

d’haptotaxie et chemotaxie afin de situer notre travail par rapport aux travaux publiés précédemment.

2.1 Probleme de cauchy

2.1.1 Existence locale

Soit X l'espace de Banach de norme [|-||, A est un opérateur sectoriel de X d’angle w inférieur

strictement a 7. On considere 'équation parabolique linéaire suivante

U AU = F(U),

(2.1)

On commence par une proposition qui nous aide a montrer la proposition principale suivante, qui

est une reformulation de [23. Théoreme 3.14].

Proposition 2.1. On considére [’équation parabolique suivante

U+ AU = F(t),
U(0) = Uy,

(2.2)
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Soit X lespace de Banach de norme |||, A est un opérateur sectoriel de X d’angle w inférieur

strictement a Z, F(t) € F*(]0,T]; X), alors il existe une unique solution
U € C((0,T];D(A)) n C([0,T]; X) N C*((0, TT]; X), (2.3)
avec l’estimsation
dU
1@+t — @) + 1AV @l < C Tl + IV @)l o), 0t < T,

de plus, U est donné par la formule
t
U(t) =e Uy + /6_(t_s)AF(s)ds, 0<t<T. (2.4)
0

Démonstration. Soit Uoperateur A,, (n = 1,2, ...) approximation de Yosida définie par [26, (2, 80)]

de A qui est le générateur de semi-groupe e~*", on considere la fonction
t
Un () = et4n Ty + / =94 P(g)ds, 0 <t <T. (2.5)
0
et vérifie I’équation dd% + AU, = F(t),0 <t <T, donc pour 'arbitraire 0 < e < T
t
U, () = Un(e) + / (F(s) - AU,]ds, e <t <T. (2.6)
De (2.5) on a 'égalité pour 0 <t < T :
t
AU, (1) = Ape Uy + /Ane_(t_S)A” [F(s) — F(t)]ds + (1 — e ") F(t),
0
de [26, (2.133)], pour 0 <t < T
t
AL (O < CEH Ul + C e [ (6= 97 070 s+ €O ] s

0
< CrM U] + O F s

C' est indépendante de n, en utilisant [26, (2.133)], et de méme argument de la preuve du [26.lemmel.3, chap.1],

on passe a la limite, pour 0 <t < T :
t
AU (t) = Ae™" Uy + /Ae_(t_S)A [F(s) — F(t)]ds + (1 — e ™) F(t).

0
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En utilisant la convergence dominé de Lebesgue pour (2.6),
¢
U(t) = Ue) + / (F(s)— AU|ds, e <t<T.
e
On peut conclure la différentiabilité de U (t) sur ¢ < ¢ < T, et comme ¢ est arbitraire donc on est le
cas sur 0 < t < T Il est facile a partir de (2.5) de voir que U est continu méme a t = 0 et satisfait a
la condition initiale. Il est également facile de vérifier que U satisfait (2.4). Nous avons donc vérifié
que U(t) est une solution dans (2.3).
Pour montrer 'unicité de la solution en posant V' une deuxieme solution de (2.2), pour 0 < & <

t<T,
t

V(t) =e 94V () + / e AR dr.

£

En laissant ¢ — 0, nous concluons que V' (t) = U(t) pour chaque 0 <t < T. O

Théoreme 2.1. Soit X un espace de Banach muni de la norme || - ||, on considére I’équation
d’évolution (2.1) avec A est un opérateur sectoriel de X satisfaisant (1.39),(1.40) d’angle w inférieur
strictement a 7.

F fonction de D(A") vers X, et satisfaisant pour U,V € D(A"), 0 < § < n <1 la condition de

Lipschitz de la forme

IF@U) = FW)II < o(|A°U] + [[AVIDIIA"W - V)]

+(lAU|| + AV ) [|[ AT = V)], (2.7)

ot ¢ est une fonction continue croissante. Alors pour Uy € D(A°), le probléme (2.1) admet une

unique solution locale U vérifiant
U € C((0, Tu,]; D(A)) N C([0, Ty, J; D(A%)) N CH(0, T )5 X). (2.8)
De plus, elle satisfait pour tout t €0, Ty,] l'estimation
IA°TU®)] < Cu,

ot Cy,, Ty, > 0 dépendent uniquement des normes || A°Up||.

23



Chapitre 2 Rappels sur les systemes paraboliques

Démonstration. Pour chaque S € (0,77, on considere I'espace de Banach suivant :

E(S) = {U € C((0, Ty, J; D(A)) N C([0, Ty, [y D(A%)); sup 77 | AU < OO},

0<t<S

LECR A

9

On considere le sous-ensemble K (S) dans F (S) de toutes les fonctions

O |ATU (1)]| < Cy, 0<t< 8, (2.9)
|A°U (1)]| < Cay 0<t <8, (2.10)
Etape 1.
On définie I'application @ : K(S) — E(5)
VoU=o(V).

On vérifie que application ® est dans K (S) pour tout U € K(S5), on a
[FU @) < ¢(Co) (C1t° 7 +1), 0<t<S, (2.11)

pour la puissance 6 telle que 6 < 6 < 1,onapour 0 <t <T:
t
|A° {@U} (1)]| < ||A% e || ||A°To|| +/HA"e‘(t‘S)AH IF(U (s))] ds,
0

de (2.9),(2.10) on voit que

70| A% {oU} ()|

t
< Ags||A°Us]| + Agtp(Ca)t?™ / (t—s)"" (C1s" " +1)ds
0

< Ay ||AUo|| + Agw(Co) [C1B(1— 60,14+ 6 —n)t" "+ B(1—6,1)t'°]. (2.12)
B(p, q) la fonction beta, avec A¢ est donné par

Ae = sup t* ||A5UH for 0 < ¢ <1,
0<t<T
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si S est tres petit, alors ®(U) satisfait (2.9) et (2.10), on prend § =n and § = 4, on a

Cl > AT]*5HA6U0|

Y

)

02 > AOHA(SUQ

pour 0 < s <t < S, en utilisant les propriété de semi-groupe
t s
{QU} (t) = e~ 94711y, + /e_(S_T)AF(U (7))dr 4 e~ (=94 / e~ CDAR(U (1))dr,
s 0

alors
t

{oU} (1) = {@U} (5) = [e" " = 1] {@U} (s) + /6_(’”)’4 [1E(U ()] dr,

s

de (2.11) et (2.12) (§ =n+ o < 1), on obtient que

A" [{@U} () = {@U} ()]

IN

e 1] e v @y )]+ [ e A 1 )l

¢
< CguoAy(t — s)"s‘sf"*?7 +Ai_, /(t — 7')”7(7"5*1 + 1)dr,
avecd —1=(n+o—-1)+(d —0o—mn),on a

t t

/ (t— 1)1 < / (t —7)7(r — s)To oy

= B(l=nn+o)(r -5,
on obtient
|AT [{@U} (1) = {@U} (s)]]| < Covp(T — )87, (2.13)

en particulier on a ®U € C(]0, S]; D (A")), d’autre part

t

|14° [{2U} (1) — {2U} (5)]]| < Canlt — )°5~ + Con / (t — )75 dr,

s
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onad—1=(0+0c—1)—o0,alors

t t
/(t — 7)< /(t — 7)1 — 5)to sy
= B(1-60+0)(t—s)s7,
donc,
[{®U} (5) — {@U} (s)|| < Cap,(t — ) 177, 0<s<t<8S. (2.14)

D’apres le théoréme e '4Uj est continue pour ¢ = 0 pour la norme de X. On ajoute, de (2.11),

pour t — 0,

t t

A‘s/e_(t_s)AF(U (1))dr C/(t —5) (s 4+ 1)ds

0 0

IN

< CA(H 70y 0.

On conclut que, ®U € C([0, S]; D (A?)).

I'application ® est dans K (S) pour tout U € K(S), pour Irs valeurs de S > 0 tres petite.
Etape 2.

On verifie que ® esi une application contractif de E(S). Soit U,V € K(S). pour § < # < 1, on

peut écrire
t

AT{oU} (t) — {2V} ()] < /Aee(”“ [E(U (5)) = F(V (s))] ds,

de (2.9), (2.10), et (2.11) on a

1970 || AP [{oU} (1) — {oV} (1)]]|

< Agp (2C5) 10 5/ —5)7% x {|A"[U (s) = V (s)]]| + (2C1s°7" + 1) HA5 U (s) — V(s)]H} ds

< CA(Cr+1)p (20)877° /(t = 8) (8" + 1)ds |U = Vs

0
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on remplace dans cette estimation § = n et § = 9, on conclut que
|PU — @V | 55y < C(Cr+ 1) (2C2) S |U = V| s

d’ott le résultat, pour S > 0 est tres petit.

Etape 3.

Soit S > 0 suffisamment petit de telle sorte que 'application ® de K(.S) sur lui-méme et est
une contraction par rapport a la norme de E(S). Par les arguments des étapes 1 et 2, S =Ty, > 0
peut étre déterminée par les deux normes HA5 UOH seulement. avec le théoreme de point fixe pour les
projections de contraction, le Proposition 2.1, il existe une fonction unique de U € K(Ty,) tel que

U = ®U. A partir de maintenant, U signifie cette fonction. De toute évidence,
t
U(t)=e Uy + / e CHAR(U (s))ds, 0 <t < Tyo. (2.15)
0

on vérifie que

F(U) € F((0,Tyo); X), 0 <o <B<1—. (2.16)

de (2.7), pour t — 0,
N FU ()| < Cuo(t 07"+ t179) — 0.

de (2.11), (2.13), et (2.14), il en résulte que
IEU @) = FU ()lxs) < [FEQUL () = FEOUL ()l x(s)
< Cpo(t — )78+ (57T 4+ 1)(t — 8) 771577,

Par conséquent,

s FU () — F(U (s))]]
(t—s)7

< Cost™ + (81_5_77 + 81_6)(t — )7 0<s <t < Ty,

Par conséquent, (2.16) est vérifié.nous savons maintenant que F(U) € F%7((0, Ty); X). Compte
tenu de (2.15), nous pouvons appliquer la proposition 2.1 & conclure que U appartient a 1'Espace
(2.8).

Etape 4.

On vérifie enfin I'unicité de solution. Soit V' (¢) toute autre solution de (2.2) sur I'intervalle [0, Ty, |

qui appartient a l'espace (2.9). Par définition,
LAV @) + ]| AV ()] < Cv, 0 <t < Ty,
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on a l'estimation

0 ATV (1)]| < Oy, 0 <t < Ty,

avec la formule
t

xaw:etﬁ@+/£“SMFW@»@,ogtgﬂh
0
avec (2.16),

Wﬂ—U@ﬁi/KWﬂﬂFW@»—FW@ﬂM&Ogtgﬂh

Nous pouvons alors répéter les mémes arguments de 1’étape 2, on déduit que
1—
10 = Vilxs) < CpyS' 7 IU = Vil 0< 5 < T,

Cela signifie que, si S > 0 est suffisamment petit, alors U(t) = V(¢) pour 0 < ¢t < S. Soit

~

S = sup {S,U(t) = V(t) pour 0 < t < S}, et supposons que S < Ty, - alors, on a U(g) =V(S) .
Nous répétons la méme procédure avec le temps initial S et la valeur initiale U (g’ ) = V(g’ ) pour

obtenir U(gY +1) = V(Sl t) pour t > 0 suffisamment petit, on conclut que U(t) = V(t) pour tout

0<t< Ty, O

2.1.2 Existence globale

Ce paragraphe est une reformulation de du [23. Corollaire 4.1 page 185] .

Théoreme 2.2. Sous les hypothéses du théoréme 2.1.1, nous supposons que toute solution locale U

de (2.1) soit dans l’espace de fonctions
U € C((0,Ty}; D(A) N C([0,Ty]; D (A°)) N CH((0, Ty]; X),

et satisfait [’estimation

|A°U (1) < Cu,, 0<t < Ty, (2.17)

avec une constante Cy, indépendante de Ty, alors (2.1) posséde une unique solution globale définie

sur [0,T) pour tout T > 0 donné.

Démonstration. Cf [23. Corollaire 4.1 page 185] . O
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2.2 Les travaux précédemment publiés

Les problemes PDE dans cette partie sont des systéme chimiotaxie-haptotaxie avec terme de
prolifération pu (1 —u — w).

Cette partie est consacrée a I'existence globale des solutions des travaux [L1], [15], [L9], [22] et [23].

2.2.1 Le modele d’haptotaxie avec terme de prolifération

Nous présentons dans cette partie les travaux de G. Litcan, C. Morales-Rodrigo [15] et A.
Marciniak-Czochra, M. Ptashnyk [19] concernant le modele d’haptotaxie, en prenant en considération

le terme de prolifération avec le coefficient correspondant p > 0.

2.2.1.1 Travail de G. Litcan, C. Morales-Rodrigo [15]
Owu = DAu — V. (x(w)uVw) + pu (1 —u —w),
O = alNv — v + Aug(v), t>0, ze Q
(2.18)

dw = —yww,

Ou =0, 0w =0, duwg = 0 in 09,
u(0,.) = up,v(0,.) = vy, w(0,.) = wy on Q.

\

Les constantes D, 8, c, u > 0, A\, > 0 sont positives.

x € CHR), x, X sont globalement Lipschitz, y > 0, g € C*(R), g est globalement Lipschitz,
g=0.

Soit Popérateur A = —A+1 sur LP (Q) , et on definit pour 0 < 6 < 1 T'espace X! = D (A”) muni
de la norme ||. || xs. Nous signalons que X = D (A) et X0 = L7 (Q).

2.2.1.1.1 Etude d’Existence locale Soit § € ] % + 2%, 1 [, p € ]3,6[. Supposons que les données

initiales satisfassent
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Yo = (g, vy, wo) € X3 x W (Q) x X2, alors il existe T'(||yolly) tel que le probleme (2.18) possede

une solution unique

w e C0,T); W2 (2)) N C([0,T]; X2) N C*(J0,T]; X2),
v e C(0,T); W2 (2)) N ([0, T]; X°) 1 C*(]0, T X2),
w e C([0,T]; W= (Q)) 1 C1(J0, T]; W= ().

2.2.1.1.2 Etude d’Existence Globale ) C R? est un domaine borné de frontiére réguliere
99Q. Supposons que les données initiales satisfassent yo = (uo, vo, wo) € W4 (Q) x W= (Q) x X7,

56}%+%71[<p>3,qz %),pourte]o,ﬂ, on a
[u(®)lwra@) < c(L+t) e, [Jot)|lxs < c.

Démonstration. Cf [15]. O

2.2.1.2 Travail de A. Marcniaak-Czochra et M. Ptashny [19]
Ou = DAu—V.(x(w)uVw) + pu (1l —u—w),
o = alAv — v + Auw, t>0, ze Q,
(2.19)

dw = —yww,

Ou =0, 0w =0, duwg = 0 in 09},
u(0,.) = up,v(0,.) = vy, w(0,.) = wy on S

Les constantes D, 8, c, u > 0, A,y > 0 sont positives.

x € C(R,), x est localement Lipschitz, y > 0.

Définition 2.1. Le triplet (u,v,w) est appelé une solution faible du modéle (2.19), si u,v,w €

L*(0,T; H (Q)),u,v € L=(]0, T[ x Q), ug, v, wy € L2(J0, T[ x Q), de plus
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T T T
/ /utgpldxdt:/ /DVU.V¢1+/ /X(U)uVU.thl
0o Ja 0o Ja 0 Jo

T
—I—/ / pu (1 —u — w) prdedt,
0o Ja

T T T
/ /vtwgdmdt:/ /ONU.V@Q—/ /51)902
0o Ja 0o Ja o Ja
T
+/ /)\uvg@dxdt,
o Ja

T T
/ /wtgogdxdt: —/ /fywvgpgdxdt,
0o Jo 0 Jo

pour tout o1 € L2(0,T; H' (Q)), p2 € L*(0,T59), p3 € L=(]0,T[ x Q).

2.2.1.2.1 Etude d’Existence Locale ) C R? (d = 2,3) est un domaine borné de frontiere
réguliere 0€). Supposons que les données initiales satisfassent ug,vg,wg € L (), Vg, Vwy €

L1(Q) (¢ > d),Vug € L? (), alors la solution faible du probleme (2.19) est unique. De plus,
v e L¥0, T: W (Q), w e LU0, T: W™ ().

2.2.1.2.2 Etude d’Existence Globale

Théoreme 2.3. Pour des conditions initiales positives et bornées et un état positif et la fonction

continue x, les solutions du probléeme (2.19) sont uniformément bornés.

Démonstration. Cf [19].
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O

2.2.2 Le modele de haptotaxie-chemotaxie avec terme de prolifération

Nous passons maintenant dans cette partie aux travaux de X. Cao [11], Y. Tao [22], Y. Tao, M.
Wang [23] et Y. Tao, M. Winkler [21], concernant le modele de chimiotaxie-haptotaxie, en prenant

en considération le terme de prolifération avec le coefficient correspondant p > 0.

2.2.2.1 Travail de X. Cao [11]
' Ou = DAu — xV.(uVv) — pV.(uVw) + pu (1 — u — w),
o = alNv — Bv + Au, t>0, xe Q,
(2.20)

dw = —yww,

Ou =0, 0w =0, duwg = 0 in 01},
u(0,.) = up,v(0,.) = vy, w(0,.) = wy on .

Les constantes D, x, p, a, > 0, v, A > 0 sont des constantes positives données.
2.2.2.1.1 Etude d’Existence Globale Supposons que les données initiales satisfassent

0 <wug, 0<myg, 0< vy,
NeC** 0<o<1, (2.21)
U, Mo, vy € C*17 (ﬁ) .
Q) C R? est un domaine borné de frontiere réguliere 9€2, on suppose qu’il existe 8y > 0 tel que
Oy > %, alors pour toute donnée toute donnée initiale (2.21), le probleme (2.20) possede une solution

classique unique qui est globale en temps et bornée dans |0, co[ x €.

Démonstration. Cf [11]. O
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2.2.2.2 Travail de Y. Tao [22]

(

O = DAu — xV.(uVv) — pV.(uVw) + pu (1 — u — w),

o = alAv — pu + Au, t>0, ze Q,

(2.22)
dw = —yww,

Ou =0, 0w =0, duwg = 0 in 09,
u(0,.) = up,v(0,.) = vy, w(0,.) = wy on Q.

Les constantes D, x, p, a, > 0, v, A > 0 sont positives. Qr = 0,7 x Q.

Supposons que les données initiales satisfassent

OS“O) Ogm[)a OSUO>
0N eC o=1

uy, my € C?1° (ﬁ) v € C3 (ﬁ) )

2.2.2.2.1 Etude d’Existence Locale 2 C R? est un domaine borné de frontiere réguliere 02,
il existe une solution unique (u,v,w) € C*2:2+7 (Qr) de systeme (2.22), T > 0 qui dépend de

|| (U07 Vo, wO) ||C2+o’(§).

2.2.2.2.2 Etude d’Existence Globale () C R? est un domaine borné de frontiére réguliere 92

et 1 > 0. Alors, il existe une solution globale unique (u,v,w) € C*+2:2*7 (Q_.) de systeme (2.22) .

Démonstration. Cf [22]. O
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2.2.2.3 Travail de Y. Tao et M. Wang [23]

(

O = DAu — xV.(uVv) — pV.(uVw) + pu (1 — u — w),

o = alAv — pu + Au, t>0, ze Q,

(2.23)
dw = —yww,

Ou =0, 0w =0, duwg = 0 in 09,
u(0,.) = up,v(0,.) = vy, w(0,.) = wy on Q.

Les constantes D, x, p, a, u > 0, v, A > 0 sont positives.

Supposons que les données initiales satisfassent

OSUO, 0§m070§w0§17
NelC*™ 0<o<l,

Ug, Mo, Vg € C?te (ﬁ) .

2.2.2.3.1 Etude d’Existence locale Q C R? (d = 1,2,3) est un domaine borné de frontiere
réguliere 99, il existe une solution unique (u,v,w) € C**2:2+7 (Q7) de systeme (2.24), T > 0 qui

dépend de H (Uo, Vo, U}o) ”02+a (ﬁ)

2.2.2.3.2 Etude d’Existence Globale Supposons que d = 1,2, 3, si f est petite, il existe une

solution globale unique (u,v,w) € C**2:2+7 () de systeme (2.24).

Démonstration. Cf [23]. O
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2.2.2.4 Travail de Y. Tao, M. Winkler [24]

(

O = DAu — xV.(uVv) — pV.(uVw) + pu (1 — u — w),

o =~"Av—v+ f(u), t>0, ze Q,

(2.24)
Ow = —ywv +nu (1 —u —w),

Ou =0, dw =0, duwg = 0 in 09,
u(0,.) = up,v(0,.) = vy, w(0,.) = wy on Q.

Les constantes D, x, p, i, v, > 0 sont positives.

Supposons que les données initiales satisfassent

0 < wup, 0 <mg, 0 < wy,
NeC* 0<o<1,
Ug, Mo, Vg € C2+a (ﬁ) .

ot f € C'([0,+00[,R,) est une fonction donnée satisfaisant pour s > 0

f(s) < Kp(s+1)", f(0) >0,

) g pour d =1
avec une certaine constante 0 < Ky, 9, et 6 <

d+6
2(;;2) pour d > 2.

2.2.2.4.1 Etude d’Existence locale ) C R? (d > 1) est un domaine borné de frontiere régulicre

0. Alors il existe une constante Ty, > 0 pour que le systeme (2.24) possede une solution unique

(u,v,w) € C*? Q... ) -

2.2.2.4.2 Etude d’Existence Globale Supposons que 2 C R? est un domaine convexe borné

avec une frontiere réguliere, si % est petite, si pnmax {HUOH L9) 1} < p. Alors le systéme admet

une solution classique globale (u, v, w) et pour tout ¢ > 0, il existe une certaine C' > 0,
u(t) < C.

Démonstration. Cf [21]. O
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Etude d’Existence Locale

Dans ce chapitre, nous traitons l’existence locale pour le modele d’invasion.

L’outil principal est le Théoremes 2.1. de A. Yagi [20].

3.1 Position de probleme

On étudie le probleme suivant introduit par [13], et contrairement au modele précédent, il y a

absence du terme de source logistique :

Owu = DAu — pV.(uVw ) — xV.(uVv),

o = alAv — v + Au, t>0, xe Q,

(3.1)
ow = —yww,

Ou =0, 0w =0, G,wg = 0 in 09,
u(0,.) = up,v(0,.) = vy, w(0,.) = wy on €.

\

Soit Q C R? (d = 2,3) un domaine borné de frontiere réguliere 99 et les données initiales ug, vo, wy
sont, supposées étre positives et 0, désigne la dérivée par rapport a la normale externe de 0€2. La
fonction u(t, x) est la densité de population des individus biologiques a la position x € € et au temps

t € [0, 400, v(t, x) est la concentration de substance chimique produite par les individus tandis que
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w = w(t, ) est la concentration de la matrice extracellulaire (MEC). Les coefficients D, p, x, v, A\, a, 8
sont des données positives.

Tout au long de ce document, § désigne une constante donnée vérifiant 4 < § < 2 (d = 2,3).

3.2 Existence locale

On définit pour s > 0, H*(Q) l'espace fractionnaire de Sobolev dans € de classe C®muni de la

norme ||.||gs(q), tel que pour < s <3

Hy(Q)={ue H(Q), Ogu = 0sur 09 },

et pour s < 3, Hy (Q) = H*(Q).
Théoréme 3.1. Soit § un exposant donné satisfaisant g <0 <2 (d=2,3) et on suppose que
(o, vo, wo) € HE () x HN™ () x HE (). Alors il existe Ty, > 0 tel que le probleme (3.1) admette
une seule solution

u € C(]Oa TUO] ) H]2V (Q)) N C([OaTUo] 7H;SV (Q>> N Cl(]ovTUo] ) L2 (Q)>7

v € C(J0, Ty,] s Hy () N C([0, Ty ) s Hy™ (2)) N CH(0, T s H' (),

w € C([0, T s Hy () N CH(J0, T 5 Hy (2)). (3-2)

De plus, pour tout t €]0,Ty,] la solution satisfait les estimations

(@) |5 ) + [0 go+1() + [lw)][r20) < Cuy,s (3.3)
ot Cyy, Ty, > 0 dépendent uniquement des normes ||uol| sy + [[vol| s+ + [[wol m2()-

Démonstration. 19°étape : Propretés basique de I’opérateur A

Dans cette partie, nous étudierons les propriétés des opérateurs A, ou nous allons commencer par
prouver que A est sectoriel et ensuite nous calculons le domaine D(A) et le domaine fractionnaire
D(A%) (0 <6 < 1).

Dans tout le travail on adopte la notation suivante

Ug
K=<Uy= Vg ;OSUOEH%(Q),OSUOEH§+1(Q),O<w0€H§,(Q) ,
Wo
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On réécrit notre probleme sous la forme du probleme de Cauchy semi-linéaire abstrait suivant

WU AU = F(U),
U(0) = Uy,

ou U definie sur

X=U=| v |;uel?Q), ve H;(Q), we H' (Q)

et A l'opérateur défini comme suit

Al 0 0
A = 0 Ay, 0
0 0 As
—DA+1 0 0
— 0 —aA+8 0 |, (3.4)
0 0 ¥

Pour prouver que A est sectoriel dans X, nous nous référons a la Proposition 1.5. qui assure

que les opérateurs A;, Ay sont sectoriels dans L? (Q), H' (Q) avec les constantes M; = ﬁ,

My = migzrf_ 5 respectivement. Nous pouvons le prouver pour Az par un calcul direct, avec un angle

strictement inférieur a %

De plus, comme A est un opérateur matriciel diagonal, nous avons
A=A =diag{(A—A) (A= A) T (A=)}

Maintenant, nous notons par o (A) le spectre de A et p(A) sa complémentaire. Si A\ ¢ o (A) C
Yo={reC, larg\| <wa < 3} (Re(A) <0) a partir de Proposition 1.6., nous avons

1

IO = A7 < O = A0 gz + 1O = A2) ™ Ly + A=

o M+ My
Al

38



Chapitre 3 Etude d’Existence Locale

Nous considérons l'opérateur A; = —DA+1 sur Ly(2) avec les conditions de Neumann homogenes

sur 99, alors D(A;) =H% () et selon Théoreme 1.7., on a

H?(Q), 0<0<3

D(A]) = . (35)
HY (), §<0<1,
avec équivalence de norme
051 ||uHH29(Q) < HA?UHLz(Q) < cq ||U||H29(Q) SECAS D(A?)- (3.6)
Nous considérons aussi l'opérateur Ay = —a/A + 8 sur H' () avec la condition de Neumann

homogene sur 99, alors D(As) = {v € H% (), Ave H' (Q2)}. Notez que, comme € est de classe

C3, ceci implique queD(Ay) = H3, (), et selon Théoreme 1.8., on a

D(A3) = [H' (), Hy (9)], , 0<0<1,

0

selon Théoreme 1.7.,
H¥1(Q), 0<0 <2

D(AY) = v (3.7)
HYT(Q), t<0<1,
avec équivalence des normes
651 ||UHH29+1(Q) S HAguHﬂl(Q) S CQ ||u||H29+1(Q) S D(Ag)v (38)

cq > 0 étant déterminé par €. Nous prenons aussi 'opérateur Az = v in H () dans les conditions
limites de Neumann sur 952, comme il s’agit d’un opérateur auto-adjoint défini et positif sur Hz (£2),

selon Théoreme 1.8., on a
D(A3) = [HY (), HY (Q)],, 0<6 <1,
grace au Théoréme 1.7, nous avons [Hy (), HY ()], = H% (Q2), donc
D(AS) = H3 (Q) 0<0 < 1. (3.9)

Compte tenu de la Proposition 1.8., opérateur A est sectoriel de X de domaine

D(A) = v | s u€EeHN(Q), veHY(Q), we HY(Q) o,
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De plus A? = diag { A9, A, A%} de (3.4),(3.5),(3.6),(3.7),(3.9), alors

( )
Uu
1
DAY = U= v | ;ue H?(Q), ve H'(Q), we H%(Q) ,0<9<1,
w
\ Vs
/ 3\
Uu
1 3
DAY = {U=| v | ;ueH?(Q), ve HY¥(Q), we HY (Q) ’Z<9<Z’
w
\ Vs
¢ )
Uu
3
DAY = {U=| v | ;uecHY(Q), ve H¥(Q), we HY (Q) g <0<l
w
\ Vs

2tmegtape : Construction de solution locale
Apres I’étude de I'opérateur A, on doit passer a I’'étude de deuxieme membre qui est défini avec

g
2

la fonction non-linéaire de D(A2) (£ < < 6 < 2) sur X par

— pV.(uVw ) — xV.(uVv ) + u

FU) = Au
—y(w —1)v
Uuq (5)
SoientU,VED(A%)(%<5<9§2),telsqueU: vy |,V =] vy, |,ona
w1y Wa

[FU) = FWV)llx < plV-(wiVwr —ueVws )2 + [ur — w2
XV (u1Vor —uaVos )2 + AMlur — uall g

+7 [[(w1 + oy — (w2 + Dva| y2q » (3.10)
de (1.9), on a

[V (w1 Vwr — usVws )| 2o

IN

[(w1 = u2) Vet + uz (Vwr — Vs )| q)

IN

lwil| 2oy lur — wall gsq) + [lwr — wal| go oy 1wzl ysq) » (3.11)
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de méme
[V. (w1Vor = uaVos )| 120
< il g lun = w2llgs oy + llor =2l , o lluells ) » (3.12)
de (1.8), on a
[(w1 + v = (w2 + 1w ga(q)
< cqlvr = U2||H2(Q) [|wy + 1||H6+1(Q) + caljw — w2||H6+1(Q) ||U2||H2(Q) ; (3.13)
d’apres (1.5), on a
lur = uall 2y + AMur — vl i) < (L4 A) lur — uallgsq) - (3.14)

On substitue (3.11),(3.12),(3.13),(3.14) dans (3.10), alors il existe une constante positive cq,

pourtoutg<5<0§2,

[FU) = F(V)|[x < cq <HU2”H6(Q) + il o1y + 1wl 2oy + llwallgaq) + 1)

x (Il = wallgogey + o1 = vall sy + llor = wall gy )

on peut écrire pour g <o<0<2:
IF) -~ FV)llx <o |0, + VI 5+@nv—wwﬁy
D(AZ) D(A2)

donc, on peut appliquer le Théoreme 2.1. pour achever la prouve. O]

3.3 Positivité des solutions locales

Dans toute la suite on supposera que € est un ouvert régulier et borné de R (d = 2,3). Avant
d’établir le théoreme d’existence globale en temps, on commencera de prouver les résultats préliminaires

suivants.
Proposition 3.1. Pour z € Q,t > 0, si ug > 0, alors
u(t,x) > 0. (3.15)
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Démonstration. Soit H(s) la fonction de troncature définie sur R par

3% sis <0,
H(s) =
0 si s> 0.

On note 9(t) = [, H(u(t, z))dz, on écrit

V() = (H'(u), uw)
= H'(u), DAu— pV.(uVw) — xV. (uVv). (3.16)

En observant que H'(s) =s si s <0et H'(s) =0 sis > 0eton H'(s) € H(Q) pour s € H'(Q),

on obtient
( H'(u), DAu) = —D/QV(H’(u)).Vudw = —DHV(H’(u))H%z(Q). (3.17)
81)0 ov . .-
De plus, en supposant 5 0 sur 0f), on aura W 0 sur 0f) et par suite en utilisant
v v

I'observation précédente et grace a l'inégalité de Holder, donc

( H'(u),—V. (uvw))

_ /Q w9 (H'(u)). Vedz

< [[Vwlls@lIVH (W)l 2@ H ()] 2@, (3.18)

de méme

( H'(u),—v.(uvv))

< Ivollzs@ IV H @) 2@ 1 H ()| 249,

d’apres le Théoreme 3.1., on a

[VollLa) + VWl za@) < cup, (3.19)

42



Chapitre 3 Etude d’Existence Locale

onreprend (3.18), (3.19) En utilisant I'inégalité de sobolev (1.11) pourd =2, (r =4,p=2,a = 1,q =

avec celle de young, on trouve

oo |H (Wlay < enupllH ()l grey | H' (W)l 20

D
< SIVEH @I + cvollH ()72, (3.20)

de méme type, en utilisant 'inégalité de sobolev (1.10) pour d = 3, (r =4 p=2a= %, q= 2) , on

trouve

3 1
ol H' (Wlse) < ool H (W)l o) ll1H (@) 2 0 (3.21)

D
< SIVIH @)z 0) + coolH ()20,
on substitue (3.17),(3.18),(3.19),(3.20),(3.21) dans (3.16), on a
Y(t) < coytb(t),

d’apres 1”inégalité de Gronwall on a 1(t) < ¥(0)exp (tcy,) . Comme 1(0) = 0 alors ¢ (t) = 0 d’ou
u > 0. OJ

Proposition 3.2. Pour x € Q,t >0, si vy, ug > 0, alors
v(t,x) > 0. (3.22)
Démonstration. On pose ¢(t) = [ H(v)dx tels que
Q
vH'(v) >0, H'(v) <0, (3.23)

en utilisant la troisieme équation de systeme (3.1), de (3.15),(3.23)

V'(t) = [ H'(v)vde
/

= a / H'(0)Av + A / wH'(v) — / vH'(v)dx

Q Q

= —a [ |[VH' ) dz+ X | uH'(v)de — 8 | vH'(v)dz,
/ [rroee]
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Chapitre 3 Etude d’Existence Locale

on a donc
Y'(t) <0,

d’apres 'inégalité de Gronwall on a ¥ (t) < 1(0). Comme 1(0) = 0 alors ¢(t) = 0 d’ou v > 0. O

44



Chapitre 4

Etude d’existence globale pour le modele

d’haptotaxie

Ce chapitre est consacré a 1’étude de I'existence globale de systeme haptotaxie sans terme source,
nous montrons que la solution locale construite précédemment est en fait une solution globale. L’outil
principal est le Théoreme 2.1. donné dans chapitre 2, ce qui nous permet de montrer par absurde
I’existence globale en temps de la solution qu’avec seulement des estimations de la norme HA‘SU (t) H ,

pour 0 <t < Ty, ou A est 'opérateur associé a (3.4) et § est un exposant fixé approprié.

4.1 Etude du modele d’haptotaxie

Nous traitons dans ce chapitre le modele introduit par Anderson et Chaplain [1] :

(

Owu=DAu— pV.(uVw),

o = all\v — Pu + Au, t>0, ze Q,
(4.1)

dw = —yww,

du =0, dov =0, dwyg = 0 in 01,
u(0,.) = up,v(0,.) = vy, w(0,.) = wy on .
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Soit Q C R? (d = 2, 3) un domaine borné de frontiere réguliere 99 et les données initiales ug, vo, wy
sont supposés étre positifs. Les coefficients D, p, x, v, A\, a, f sont données des constantes positives.

Dans toute la suite, § désigne une constante donnée vérifiant ¢ < § < 2 (d = 2,3).

4.2 Estimation a priori

Dans ce qui suit, nous supposons que € est un domaine régulier et borné de R%(d = 2;3), Nous
prouverons ’existence globale dans 'espace (3.2) .

Selon le Théoreme 2.1. on utilisera ’absurde pour voir qu’il suffit de montrer 'existece d’une
fonction croissante continue ¢(.) qui satisfait I’estimation ||A%U|| < exp (c(||A%U0||) (1+Ty)), 0 <

t < Ty. Pour cela, nous devons partager la preuve en trois étapes.

Proposition 4.1. Sous les hypothéses du Théoreme 3.1, il existe une fonction croissante continue

c(.) vérifiant Uestimation suivante pour tout 0 <t < Ty :

[
[A2U]] = [lullgs@) + vllas @) + [wllm2e
< exp (c([lvoll g5 () + [Jwoll a2 (e) + lluoll wa)) (1 + Tv))
[
< exp (c([[A2Uol]) (1 + Ty)). (4.2)

Démonstration. 1%°étape : En intégrant la premiere équation de (4.1) sur  en appliquant la formule

/ Oyudx
Q

= /V. [DVu — puVw | dz
Q

de Green

= / (DVu — puVw ) .vdo,
o0

on a Vu.r = 0 sur 9. De plus, en supposant Vwy.v = 0 sur O on obtient Vw.v = 0. Comme
u,w > 0, donc :

[ullzre) = lluollz ). (4.3)
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Ensuite, nous pouvons facilement prouver pour tout t > 0 :
w(t, x) = wo(x)e” Js yo(ra)dr
de plus, si ug vy > 0, on observe de (3.15), (3.22) que u,v > 0, alors
[l L) < [lwollz<(o)- (4.4)

La deuxiéme équation de (4.1) s’écrit vy = —Asv + Au on Ay = —al + 3, de (1.35) pour

0<t<Ty,
t

v (t) = e M2y + A / e~ =942y (s,
0

par conséquent

t
”UHL2(Q) < He_tAZUOHLQ(Q) + )\/ He‘(t—s)A2u||L2(Q) ds,
0

+o0o

les inégalités de semi-groupes (1.36) et (1.37), en utilisant la formule p =T (z) = [ s*le #ds
0

(Re(z) € R%), nous avons pour tous ¢ > 0 :

t

A\ (s
CQ|’UOHL2(Q)+CQ)\/(1+(t—$) 4)6 A (t )HUOHLl(Q)dS
0
_ _dmd oy
< callvoll 2y + AT+ X T T L) [uoll 11 g - (4.5)

IN

”UHm(m

2¢meétape : On montre que la norme de U dans X est bornée, nous employons un changement

de variable de la forme u — %, ol

@ =eb", (4.6)

La premiere équation de (4.1) s’écrit sous la forme
u u o1
o= . (9(4)) - u(2), (4.7
¥ ¥ 12
De plus, ¢ est satisfait la formule ¢, = —32pwv, en multipliant I'équation (4.7) par 2?“ et intégrant

sur €2, on obtient

d U

2
— - 2d:)3+2D/ ’V l das:ﬁ/ Oy2 wodz, 4.8
i e o[V do=% [y (4.9

Q Q Q
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ensuite, nous appliquons 'inégalité de Holder pour (4.8)

d 2
dt dm—l—?D/ '

u
T < %||90w||L°°(Q)||;||%4(Q)||U”L2(Q)7

compte tenu de (4. . . nous pouvons conclure que W o) < || Wol|peo(qyeD ML @)
p de (4.6),(4.4),(4.5), p lure que [[pw||pea) < [[wollze(@ye 1!

d
)dx + 2D
dt T+ / ‘

- ||w oo U
(IIvo||L2<m + HUOHLz(m)HonLoo(meD” ol | = |7

Par conséquent

nous appliquons les inégalités (1.16), (1.20) (1.15),

d
d D
dt T+ / ‘

DHV(@)”LQ +H—HL1 ) Cllwoll 12y ol 1y ool 2 gy

d
Q Q

S CHwO||H2(Q)7||UOHL1(Q)7||U0||L2(Q) / gp(
Q

comme 1 < o,
2
v(

)

“
v
)da,

on applique I'inégalité de Gronwall,

t
/@(E)deSefoc'”O'H2<m’“0”L1<m’”0'L2<n>ds/ o (wo) ( 0 )2d,
¥
0 0

grace a 1 < ¢ < e%”“’o”m"(ﬂ), pour 0 <t < Ty,
[l 2@ (1) < eClllwollzoe () Hluoll L2y Hivoll L2 (o)) 1+ Ty) (4.9)
Il reste a prouver ’estimation dans ’espace X pour les deux autres composantes de la solution

v,w de (4.1). Multipliant la deuxieme équation de (4.1) par Asv et intégrant sur 2, on prend en

compte (4.9), pour 0 <t < Ty

t t
/O lollpy < callvollZpay + o / el s

< callvoll 1) + caTv sup [l (4.10)
0<t<

<Ty
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Ensuite, on traite I’équation correspondante w, nous savons que pour  C R¢ (d = 2,3), alors
| woe™ Jo WHHQ @ < CQHwOH%{Q(Q) lle~ Jo “’”H%IQ(Q). En utilisant les mémes arguments que dans (1.4), pour
0<t<Ty

t 2 ,
il < enltlle (1+ [ Holle ) o5 e

on fait appel a (4.9), (4.10), pour 0 < ¢t < Ty

w2y < eIl Flwolluz oy +luoll2@)1+T0), (4.11)

3°meétape : La présente étape est consacrée a I'estimation de la solution dans l’espace D(Ag), en

utilisant (4.1), (1.34), (1.36)[avec un exposant 4 < §' < § avec une constante cq > 0, tel que

5
|4
L2()
t
) )
—tAy 2 2 ,—(t—s)A;

< ”6 HL(L2(Q)) HAl uo‘ L2(Q) +/HA16 L(L2(Q)) Iv. (qu)||L2(Q) ds

0

t

S8 Mg,

< cq I\uollmm)+/m(1+(t—s) 2)e 2 ) lull o g 10l ey ds, (4.12)

0
par les mémes arguments que dans [26. 2.119, page 98], de (3.6), on a

6/

>
Al u

||UHH6’(Q) < Co
L2(9)

2
< 5/2((3552/) Sm( )H ||L2 HA2 ‘

L2(2)

1_57’ ) 5
< cogse ||u||L2(§2) : HAquLZ(Q) ’

de (4.9),(4.11) en appliquant l'inégalité de Young, pour tout 0 < ¢

||w||H2(Q) ||u||H5'(Q)

!

< eclllvoll g gy Fliwoll 2 ) +luoll L2 (o)) 1+ T0) | H ) HA ’
L2(

£2(9)
o
< el gy Hlwol 2 oy Hlroll 2 ) (1+T) ’

[
‘Afu

L2(Q)

, (4.13)

)
< 605(HUOHHl(Q)+||w0HHQ(Q)+Hu0”L2(Q))(1+TU) + e Aliu
L2(Q)
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par conséquent, en regroupant (4.11),(4.12) et (4.13), on a
+o00

g 355/ 5. AL
sup AquLQ(Q) < cq ||u0||H5(Q) + cqe (14 Ty) o= /(1 +(t—s)"2)e 3 (t-5) 7
0<t<Ty
0
ecq +0foo(1+(t—s)_%)e_/\71(t_s>ds Aé
+ sup QU‘ ,
’ oze<ry I @)
o O s s Ap\1—29 S\ 1 .
soit et = [ s7ze” 2 ds = (3)' =T (1 — 5) , il s’ensuit que
0
ltll oy < eIl ol Hiollas)H) o < ¢ < Ty, (4.14)

Par une technique similaire, grace a (4.14), pour tout 0 <t < Ty

||U||H1+6(Q)

t
1
< [voll grss ) + /\CQ/ HA226_(t_5)A2 ) [ell s ) A
0

L(L2(Q

t

EETNP VP
Hu”H5(§2)>)‘CQ/(1 +(t—s)"2)e” 395
0

< lvoll gr+s(y + (0<stu<pT
ULy

< efllvoll g1+ gy Hllwoll g2 o) +lluoll g6 o)) (A+Tw) (4.15)

Enfin nous utilisons (4.11), (4.14), (4.15) , pour 0 < t < Ty,

[ull sy + [0l zrissq) + 1wl 2o

< exp (e([|voll o) + [[woll a2y + [luollmo ) (1 + Tv)).

4.3 Existence globale de la solution

Nous prouverons maintenant le résultat suivant.
Théoreme 4.6. Pour tout Uy = (ug, vp, wg) € K, il existe une solution globale unique de (4.1)

dans I'espace de fonction :
u € C(J0, +00[; Hy (2)) N C([0, +o00[; Hy (2)) N C1]0, +00[; L* (),
v € C(0,+oo[; H () N C([0, +-00[; Hy™ () N C(J0, +00[; H' (),
w € C([0,+oo; Hy (2)) N C(J0, +o00[; HY ().
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Démonstration. En utilisant les estimations a priori (4.2), nous allons construire une solution globale
a (4.1).

Pour Uy € K, nous savons qu'il existe une unique solution locale sur l'intervalle [0, Ty, ].

Par absurde, Supposons que [t1, Ty] est intervalle maximal pour I'existence de la solution locale
V' du probléme (4.1) avec la valeur initiale U(t;) = U, € K

(avec Ty — 1 = t; < Ty, ou 0 < 11 < Ty est arbitraire). D’autre part le Théoréme 3.2. nous per-
met de construire nouvelle solution a l'intervalle [¢1,¢; + 72| (pour une valeur 75 > 0) qui ne depend
que de borne superieur deHAgV(t) H L’estimation (4.2) assure pour toute solution locale V' I'estima-
A%V(t) < exp (C(HA%UlH) (1+1v)), t1 <t < Ty, qui nous permet de dire que 75 dépend de
exp (c(||A2UL|) (1 +Ty)) (de (3.3), ||A2U;| < CI 5 donc 7y est indépendant de 7). Si on prend

|[AZUo|
T1 < To, alors nous obtenons t; + 7 = Ty — 11 + 70 > Ty, ce qui contredit 'hypothese d’intervalle

tion ‘

maximal.
Cet argument est significatif pour tout temps fini 7y, > 0. Alors, nous concluons I’existence globale
de la solution. Pour toute valeur initiale Uy € K, il existe une solution globale unique pour (4.1) avec

U(t) € K,0 <t < oo, dans I'espace :

U € C(]0, +00[; D(A)) N C([0, +o0f; D(A%)) N CL((]0, +o00]; X).
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Chapitre 5

Etude de ’existence globale pour le

modele d’haptotaxie-chemotaxie

Dans ce présent chapitre, nous montrons que la solution locale précédemment construite pour le
systeme chimiotaxie-haptotaxie sans terme source est en fait une solution globale.

On a déja vu au chapitre 2 que ce type de modele est traité au [11], [22] et [23] en présence du
terme source qui facilite I’étude d’existence globale sous I’hypothese f petite.

Par contre dans notre travail, on prend le coefficient du terme de source logistique pu = 0, ce qui
nous oblige a mettre I'hypothese |[ug||z1(q) suffisamment petite pour établir une estimation a priori

en vue d’obtenir une solution globale.
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5.1 Etude d’un modele haptotaxie-chemotaxie

Nous traitons maintenant le modele introduit par [13], décrivant a la fois le phénomene d’invasion

et de chimiotaxie :

Owu = DAu — pV.(uVw ) — xV.(uVwv),
o = allv — v + Au, t>0, ze Q,
dw = —yww,

Ou =0, 0w =0, duwg = 0 in 01},
u(0,.) = up,v(0,.) = vy, w(0,.) = wy on Q.

\

Nous supposerons que @ C R? un domaine borné de frontiere réguliere 9Q et les données initiales
ug, Vo, Wy sont supposées étre positives. Les coefficients D, p, x, 7, A, «, B sont des constantes positives

données.

5.2 Estimation a priori

Nous prouverons l'existence globale. Compte tenu du Théoreme 2.1. on utilisera 1’absurde pour
voir qu'il suffit de montrer I'existece d’une fonction croissante continue F(.) qui satisfait I’estimation
HA%UH < F(t+ HA%UoH), 0 <t < Ty. Pour prouver cette derniére, nous devons partager la preuve

en quatre étapes.

Proposition 5.1. Sous les hypothéses du Théoreme 3.2., et en supposant que la masse initiale vérifie

pour une certaine constante positive cq > 0 linégalité

luo|| 1) < —2

(@) rea

alors il existe une fonction croissante continue F, telle que pour tout 0 <t < Ty

5
[A2U] = |lullgs) + vl ao+) + lwllz2@)
< F(Ty + lluollzs@) + [[vollgs+r ) + llwol#2@)
)
< F(Ty +[|[A2U). (5.2)
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Remarque 5.1. La constante cq de cette proposition précédente est obtenue par ['inégalité de Sobolev

(1.11) et la régularité mazimale de Sobolev (Cf [18. Théoréme 9.1, chapitre 1V]).

Démonstration. 1*°étape :

En intégrant la premiere équation de (5.1) sur Q en appliquant la formule de Green

/ Oyudx
Q

= / V.[DVu — puVw — xuVv]dzx
Q

— / (DVu — puVw — xuVv) ndo,
o0

on a Vu.n = vu.n = 0 sur 9. De plus, en supposant Vwo.ﬁ = 0 sur 02 on obtient Vw.n = 0.
Comme u,w > 0, donc :

ullzr ) = [Juollzr () (5.3)

Ensuite, nous pouvons facilement prouver 1’égalité suivante pour tout ¢ > 0 :
w(t,z) = wo(x)e” Js yo(ra)dr (5.4)
de plus, si ug vy > 0, on observe de (3.15), (3.22) que uv > 0, alors

|wl[zee@) < [lwollze()- (5.5)

2tmeétape :

On montre dans cette étape I'existence globale pour 1'espaces C([0, 00[; X). En multipliant la

premiere équation de (5.1) par u et on intégre sur €2, on a

d

ul]?* + D||vul|* = —B/ uQAwd:c—X/ u? Avde, 5.6
sl + D= =% | s/ (56)

de (54) ,ona
t t
Aw = (Awg —Q'wao/ vou(r, $)d7—7w0/ Av(r,x)dr
0 0
t
+w0(7/ vo(r, x)dT)Q)e—vfo U(T,fﬂ)d’r’
0
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avec la deuxieme équation de (5.1), nous avons
¢
Aw = (Awy— 27Vw0/ Vu(T, 2)dT — Zwe(v — vp)
0
t ¢ .
—i—gwo/ (Au — Bo)dr + wo(y/ vo(r, z)dr)?)e " Jo vra)dr,
0 0

grace a -y fo T,x)dTe” v Jo v(rm)dr < e, en abandonnant certains termes négatifs, avec la deuxieme

équation de (5.1), nous obtenons que

Aw > (Awy — Zwov) e hoviraydr 27Vw0V6_7f5”(7’x)dT — Bl

«

on revient a (5.6), on a

st [t + Dl VullZizq)

< g/ w?((—Dwg + lwov)e_Vf(f”(T’m)dT + 27Vw0Ve_7f0t o(m)dr) gy
+Bpe / wou?d X/ u?Avdx
0
< / u? (| Awy| +g-wov)dx+7p/ u? | Awol dx
0 Q
+2p7/ u|Vu.Vw0|dac+ﬂp2;;l/ wmﬂd:v—%/ u?* Avdz,
Q Q Q

donc

llulliz ) + 2Dl VullZaq)

< )\(27+1)/ 2(| Awo| + (W +gv> wo)da
Q
—{—4)\7/ u\Vu.Vwoldx—l—X/ u? Avda. (5.7)
o) Q

On applique 'inégalité de Holder pour (5.7)

/ w?(|Awo| + <’Bpe + U) wo)dx

Q
671
< Nl (1 Awslrz@) + ool (2 + vl ), (5.8)
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d’apres les inégalités de Holder avec cauchy, on a

4,)7/ u|Vuvwg|dr < D|[Vul2aq + B uvuolaa,
Q

< DHVUH%Q(Q) + %vao”%‘l(mnu“%‘l(ﬂ)a (5.9)
en utilisant les mémes arguments que (5.9) et comme Ay = —a/\ + 3, on a
X/ wNAvdr = —g/UQAgvdx + X?B/u%dx
Q Q Q
< Xl s 1420l sy + L llullZay 0]l 2 (5.10)

nous substituons les inégalités (5.8),(5.9), (5.10) dans (5.7), on a

dillulliz ) + DlIvulZa)

IN

(ellvuliiay + ecluollZs ey ) (1 Awollzze) + BlVewolaa + 2ol

e 1 3
ol (B + Zvllzee ) + ()7 lullfa + Sl As0llsq. (5.11)

Une application des résultats standards sur la régularité maximale de Sobolev pour la deuxieme

équation de (5.1), fournit ¢ > 0 (Cf [18. Théoreme 9.1, chapitre IV]), nous obtenons

1 t t
JAR o]0y + / | Ase][Es oy < cn ( / el s + !\szo\!%sm)) , (5.12)

D
2

on utilise (1.14), (4.5), en prenant € = %, en integrant l'inégalité (5.11) sur [0, ¢],

t
Il + % | 170l
X 3 ! 2
= ((&)2"‘1)09/ [uollzr @ | Vull 720 ds
0

t
+/0 C(HUOH?ﬁ(Q) + ||w0\|§{2(9) + ||A2UOH?£3(Q))d5-
3
En supposant que la donnée initiale vérifie £ — ((£)2 + 1)colluol|r2 () = 0, pour 0 < t < Ty,
2 D X\ ' 2
[ullz20) () + 5 ((2)2 + Dealluoll 1 (o ; | Vul[72q)ds
< (Ty + De(lluollgr o) + lwollzz@) + 1 42v0ll7s(0))- (5.13)
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3tmeétape :
On commence par montrer que la norme [|[Vvl[sq, est bornée. En intégrant la norme HuH%J(Q)

sur [0,¢], et de (1.11),(5.13), on a

t t
/ luls@ds < calluolloo / 19ul2s 085 + calluollorey sup lulZa (5)
0 0 0<s<Tys

< (Ty + De(lluollgr o) + lwollzz) + 1 A2v0l75(0),

on remplace dans (5.12), et de (3.8), pour 0 <t < Ty
170[lza) < (Tt + De(lluollza) + llwolli o) + [ Azvollzs))- (5.14)

Maintenant de (5.1), (1.35), pour 0 <t < Ty,

t
Abu(t) = Afe~ty, / AF e~ =941 47 (uVw ) + X V.(uV)] ds,

0

de (1.36), (1.37), avec le parametre 2 < <2, on a

1
HAfu‘ < He_tAle:(m(Q))

L2()
¢
+ / HAI§ e~ (t=s)A
0

en appliquant 1'inégalité de Holder (5’ e ) 7

p 6Vl e gy + X [0V e ) s,

£(L2(Q),L8(%)) (

£(L2(),L8(Q))

/HA .

X (P ”uHLE’(Q) ||Vw||L3(Q) +X ||U||Ls’(§z) ||VU||L3(Q)> ds,

< [le= ) HAl to

o S 1 g

1
8

on choisit 22 < ¢ < 2, d’apres (1.5), on peut écrire Hs(Q) c L8 (Q),H (Q) C L3 (Q) , on
aboutit a 'estimation
t

_5_1(g_ ,71 s)
< IIUO\IHi<Q>+/Cﬂ(1+(t—S) e T gy )

1
|41
L2(Q)
0

(192010 + 190 sy + 1) s

o7



Chapitre 5 Etude d’Existence Globale pour le modele d’haptotaxie-chemotaxie

Et par conséquent, en utilisant (4.10), (4.11), en tenant compte (5.13),(5.14) , pour tout 0 <t <
Ty

t

_5_1g_ Mg
||u||H21£(Q) < ||u0||H21I(Q) +/CQ(1 F(t—5) 525 () ||u||H5(Q)
0
¢ (lluoll s ) + lvoll 2@ + llwolla2(y) (1 +T5) ds, (5.15)
par les mémes arguments que dans [26. 2.119, page 98], de (3.6) , on a

1
(U+T2) lullpy gy < co (L+T2) ATl

L2(Q)

2

4
< 25cgsin (%) (14 17) ||u||L2 HA%u‘ ’

—

Q)

(S

< 5cqsin () (1+T2) (1+7T2)°

Y

)" s
L2(%)

de (5.13) en appliquant I'inégalité de Young, pour tout 0 < e, (5.15) devient

1
su AgUH < cq ||w
OStSI;"U 1 LQ(Q) = tq ” OHH(;(Q)
+o0
216 ~iLe)\ —M(-s)
teae (T+T2)" [ (14 (1 —s) 5 2@ e FE0)gs
0
e f (1 ()3 736 270 = F -9y .
+ su Agu‘ 7
: OétépTU ! L2(Q)

A1s

+oo
soit g7 = CQ(/\l)li%i%(Zi&)F (1 -2 é (2 — f)) =cq of 58— ds, il s’ensuit que

6
sup lull,3 o) < < (1+T5)" ¢ (luoll s ) + lvollzz) + llwollr2) - (5.16)

0<t<Tys
La deuxiéme équation de (4.1) s’écrit vy, = —Ayv + Au ou Ay = —a/\ + (3, de (1.35) pour

OStSTUv
t

A (1) = Age 24y + /Aze_(t_s)A2 Aulds, 0 <t <Typ,

0
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de méme maniere, avec (1.25), (1.37),

||A2U||L2(Q)

ds

IA

¢

—tA 3 —(t-s)A

[le=]] [ Azvo[ 20 +>‘/HA§€ : . ||uHH%(Q)
0

t

3. _ M s
ca ||“0”H2<9>+(05;3U ”uHHzl;(Q))/CQ<1+(t—S) $)e= 3 (=9 gs,
- 0

IN

d’ou d’apres (5.16) , pour 0 <t < Ty :
6
9[22y + 1wl 20y < (L +T5)" ¢ (luoll sy + llvoll o) + llwollmze)) - (5.17)

4*meétape :
On répete les procédures des étapes 2, 3.

De (5.1),(1.25) et (1.37), alors il existe une constantes cq(dépendante de €2), on a

|45

t
) )
—tAq 2 2 7(1578)141
iy <1 Ny [0 + [ e
0

L(L2())
X (HUHH‘S(Q) HwHHQ(Q) + HUHHé(Q) ”UHH2(Q)> ds,
grace a l'injection continue (1.5) avec (s =2p=2,d=2,q= f’)  Hi (Q) c LY (Q),

s _M(t=s)

2 ||U||H6(Q)

£l )
< cq HAfUOHL%Q) + cq /(1 +(t—s) 2)e
0

% (lell gy + 102 ) s

L2(9)

nous substituons (4.11), (5.17), pour 0 <t < Ty

t

L6 Mg
sy < loolley + [ (1 (0= 9) 540l
0

6
C (HUOHHJ(Q) + HUQHHz(Q) + Hw0”H2(Q)) (1 + Tg) dS, (518)
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par les mémes arguments que dans [26. 2.119, page 98], de (3.6), on a

6/

[ull oy < ca||Afu
L2(Q)
262 . & -5 217
< et in ()l - [ Afa]|

T
ST .

de (5.13) en appliquant I'inégalité de Young, pour tout 0 < ¢

/

6 6 1-9 T2
(4T Nl < o (1+72)° lullzge-[afe]
< o (14 T2)° (1 +Tp) 7 || Adu :
>~ ) U U 1 £2(9)
o\ B8 :
< oo (14 T2) +5HA1U‘ . (5.19)
par conséquent, en regroupant (5.18) et (5.19),
At ol
su U < cql|lu
0§t§%U Yl ~ aluo @)
+o0o
766" A
_'_CQ,E (1 4 Tg) 5—o/ /(1 + (t _ 5)_3)6771(”5)&9
0
ecq +fw(1+(t—s)7%)67%(t7$)ds 5
+—2 su A2u‘ ,
2 OStSI:’}U ! L2(Q)
o1 T 5 as A \1_2 5\ .
soit €7 = ¢q 6f s72e” 2 ds = cq(%) 2l (1 — 5) , il s’ensuit que pour tout 0 <t < Ty
75-0'
[l oy < (1+T3) = ¢ (luoll sy + llvoll a2y + lwollm2(ey) - (5.20)

De (5.1),(1.35), on a

s 5 s A
Av () = AZe 2 + /A22 e~ =942 [y ds, 0 <t < Ty,

0
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de méme maniere, avec (1.25), (1.37),

HUHH1+5(Q)

) ||u||H5(Q) ds

t
1
< ol resey + Aen [ e
0

t

1 Mg
< lollrosin + (510 ullgo)en (14 (2= 5) e s
SUSLU
0

d’apres (5.20), on a pour 0 <t < Ty :
.

[0l javs gy < (L+T5) = ¢ (Hu0||H5(Q) + [[voll gravsqy + Hw0||H2(ﬂ)) ~ (5.21)

Finalement, nous utilisons (4.11),(5.20) et (5.21); alors pour 0 < ¢ < Ty, il existe une fonction

croissante continue I satisfait I’estimation (5.2) . O

5.3 Existence globale de la solution

Nous pouvons maintenant montrer le résultat suivant.
Théoréme 4.6. Pour tout Uy = (ug, v, wp) € K, il existe une solution globale unique de (5.1)

dans I'espace de fonction :

u € C(J0,+oo[; Hy (2)) N C([0, +00[; HY, (2)) N C']0, +o0[; L* (Q)),
v € C(J0,+o0[; H () N C([0, +oo[; HY™ (2)) N C(]0, +oo[; H' (),
w € C([0,+oo[; H (2)) N C*(J0, +00[; Hy ().

Démonstration. En utilisant les estimations a priori (5.2), nous allons construire une solution globale
a (5.1).

Pour Uy € K, nous savons qu’il existe une unique une solution locale sur un intervalle [0, Ty, ].

Par absurde, Supposons que [t1, Ty] est intervalle maximal pour 'existence de la solution locale
V' du probléme (5.1) avec la valeur initiale U(t;) = U; € K

(avec Ty — 1 =ty < Ty, ou 0 < 7y < Ty est arbitraire). D’autre part le Théoreme 3.2. nous per-
met de construire nouvelle solution a l'intervalle [¢1,¢; + 72| (pour une valeur 75 > 0) qui ne depend

que de borne superieur de AgV(t)

‘. L’estimation (5.2) assure pour toute solution locale V' la
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formuleHAgV(t)H < F(||AsUy|| + Ty)), t1 < t < Ty, qui nous permet de dire que 7> dépend de
F(|A2UL| + Tv)) (de (3.3), ||A2Uy|| < Cy, donc 7 est indépendant de 71). Si on prend 7, < 7,
alors nous obtenons t; + 7 =Ty — 71 + 7 > Ty, ce qui contredit ’hypothese d’intervalle maximal.

Cet argument est significatif pour tout temps fini 7y, > 0. Alors, nous concluons ’existence globale
de la solution. Pour toute valeur initiale Uy € K, il existe une solution globale unique pour (5.1) avec

U(t) € K,0 <t < oo, dans I'espace :

s
2

U € C(]0, +oo[; D(A)) N C([0, +o00[; D(A2)) N C*((]0, +o0[; X).
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