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Résumé

L’objectif de ce travail est l’ètudie de l’existence globale de solution pour un problème parabolique

semi-linéaire lié au phénomène chimiotaxie-haptotaxie.

Notre première contribution est consacrée à l’étude de l’existence locale des solutions de système

de réaction-diffusion dans le cas chimiotaxie-haptotaxie, l’outil principal est le Théorèmes 2.1. de A.

Yagi [26].

Nous nous intéressons ensuite à l’étude de l’existence globale en temps pour un système d’hapto-

taxie. Pour cela, nous utilisons des techniques appropriées qui sont basées sur les semi groupes, les

injections de Sobolev et les estimations a priori.

Nous terminons le travail par l’étude de système chimiotaxie-haptotaxie en montrant que l’exis-

tence globale résulte par une technique usuelle basée sur la régularité maximale de Sobolev en sup-

posant que la norme en L1 de donnée initiale u0 est suffisamment petite.

Mots clefs :Existence locale et globale, équation parabolique, systèmes de réaction diffusion,chimiotaxie-

haptotaxie.

Abstract

The objective of this work is to study the global existence of solutions to a semi-linear parabolic

problem system related to the chemotaxis-haptotaxis phenomenon.

Our first contribution is devoted to the study of the local existence of solutions of the reaction-

diffusion systems in the case of chemotaxis-haptotaxis, the main tool is the Theorem 2.1. from A.

Yagi cite 20.

We are then interested in the study of global existence in time for a haptotaxis system. For this,

we use appropriate techniques that are based on semi-groups, Sobolev injections and prior estimates.

We finish the work by studying chemotaxis-haptotaxis system by showing that the global existence

results from a usual technique based on the maximum regularity of Sobolev assuming that the norm

in L1 of initial data u0 is sufficiently small.

Key words :Local and global existence, parabolic équations, diffusion reaction systems,chemotaxis-

haptotaxis.
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1.3.1 Inégalité différentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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3.3 Positivité des solutions locales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4 Etude d’existence globale pour le modèle d’haptotaxie 45
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Notations

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :

Ω : Ouvert de Rd, (d ≥ 1).

∂Ω : Frontière de Ω.

x = (x1 , x2, ..., xn) : Un point de Rd.

dt : Dérivée par rapport à t.

∂xi = ∂/∂xi : Dérivée partielle par rapport à x.

∇ =
(
∂x1

, ∂x2 , ..., ∂xn
)

: Gradient par rapport à x.

Dαu =
∂α1+α2+...+αn

∂xα1
1 .∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

.

Lp (Ω) : Ensemble des fonctions de puissances pième intégrable sur Ω.

W s,p (Ω) : Espace de Sobolev construit sur Lp (Ω) et s réel.

Hs (Ω) = W s,2 (Ω) .

Hs
N (Ω) : {u ∈ Hs (Ω) ; ∂nu|∂Ω = 0} , 3

2
< s ≤ 2.

‖ • ‖ : La norme de X.

‖ • ‖Lp(Ω) : désigne la norme des espace des espace Lp(Ω) (p ≥ 1) .

‖ • ‖Hs(Ω) : désigne la norme des espace des espace Hs(Ω).

dσ : Mesure superficielle sur Γ.

−→n : Le vecteur normal extérieure à ∂Ω.

∂nu : Dérivée normale.

|Ω| : la mesure de Lebesgue du Ω.
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Introduction générale

L’objet de ce mémoire est l’étude de quelques équations paraboliques non linéaires issues de la

biologie.

Le premier modèle est proposé par M.A.J chaplin et al [1], ce dernier se focalise sur la migration

cellulaire due à l’haptotaxie ou encore à l’invasion-dégradation de la matrice extracellulaire par les

cellules tumorales.

Le deuxième modèle diffère du précédent par l’ajout d’un terme supplémentaire de chimiotaxie

qui ajoute une difficulté supplémentaire au problème. Ce modèle a été traité au [11], [22] et [23] en

présence d’un terme de source logistique qui a l’avantage de faciliter l’étude de l’existence globale

sans avoir recours à des hypothèses restrictives sur les données initiales.

Le phénomène biologique décrit la migration des cellules tumorales.

Le phénomène se déroule selon un schéma de plusieurs étapes. Chaque étape est décrite par un

système d’équations de réaction-diffusion.

Décrivons brièvement le modèle d’invasion.

L’invasion du tissu sain par les cellules tumorales se déroulerait selon un schéma classique en

quatre étapes : 1. détachement des cellules de la masse tumorale, 2. adhérence des cellules à la

matrice extracellulaire (MEC), 3. dégradation de la MEC, 4. migration.

Le modèle est gouverné par deux facteurs : haptotaxie ; diffusion. Il est décrit par le modèle
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suivant [1]



du

dt
=

diffusion︷ ︸︸ ︷
D4u −

haptotaxie︷ ︸︸ ︷
ρO. (uOw)

dv

dt
=

dispersion︷︸︸︷
α4v −

mortalité︷︸︸︷
βv +

production︷︸︸︷
λu t > 0, x ∈ Ω,

dw

dt
=

dégradation︷ ︸︸ ︷
−γvw

(1)

u = u(t, x) : densité de la cellule tumorale.

v = v(t, x) : concentration de matrice dégradative d’enzyme (MDE).

w = w(t, x) : concentration de matrice extracellulaire (ECM).

Les solution :u; v;w dépendent des deux variables : x, et t, t ≥ 0, t :le temps. x ∈ Ω ; Ω : domaine

borné régulier de Rd (d = 2, 3).

D; ρ; γ;λ;α; β : sont des constantes positives. Ces paramètres sont caractérisés comme suit :

D;α :les coefficients de diffusion, ρ : caractérise le coefficient d’haptotataxie.

λ : coefficient de dégradation de fibronectine w, β : le taux de mortalité.

γ : caractérise le taux de production par une cellule endothéliale individuelle de MDE v.

Le deuxième modèle concernant l’invasion tumorale a été introduit par Chaplain et Lolas.

Les cellules cancéreuses se disputent l’espace avec la MEC et aux échelles de temps considérées ;

en outre, la cinétique des cellules de type logistique doit être prise en compte. Si, en outre, la capacité

de l’ECM à se renouveler spontanément est incluse, le modèle Chaplain et Lolas [13] devient :



du

dt
=

diffusion︷ ︸︸ ︷
D4u −

chimiotaxie︷ ︸︸ ︷
χO. (uOv)−

haptotaxie︷ ︸︸ ︷
ρO. (uOw)

dv

dt
=

dispersion︷︸︸︷
α4v −

mortalité︷︸︸︷
βv +

production︷︸︸︷
λu t > 0, x ∈ Ω,

dw

dt
=

dégradation︷ ︸︸ ︷
−γvw

(2)

u = u(t, x) : densité de la cellule tumorale.



v = v(t, x) : concentration de matrice dégradative d’enzyme (MDE).

w = w(t, x) : concentration de matrice extracellulaire (ECM).

Les solution :u; v;w dépend de deux variables : x et t.

t : représente le temps avec t ≥ 0. x ∈ Ω ; Ω : domaine borné de R2.

D; ρ;χ;α; β;λ; γ : sont des constantes positives. Ces paramètres sont caractérisés comme suit :

D;α :les coefficients de diffusion, β : le taux de mortalité, λ : coefficient de dégradation de fibronectine.

ρ;χ : caractérise les coefficients de chimiotaxie et haptotataxie, respectivement.

γ : caractérise le taux de production par une cellule endothéliale individuelle de MDE v.

Nous allons maintenant présenter les différents chapitres de ce mémoire.

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques rappels généraux.

On commence le deuxième chapitre par une synthèse des travaux de A. Yagi [26]. On termine ce

chapitre par un bref survey des travaux qui ont été précédemment publies afin de situer notre travail

par rapport a ces derniers.

Dans le troisième chapitre, nous traitons l’existence locale d’une solution faible pour (2).

L’outil principal est l’un des Théorèmes 4.1 de A. Yagi [26] qui est présenté au chapitre deux.

Le quatrième chapitre correspond à l’étude d’existence globale du premier modèle (1).

Dans ce dernier, nous montrons que la solution locale précédemment construite au troisième

chapitre est en fait une solution globale pour (℘1). Pour cela on transforme l’équation satisfaite par

u en une autre équation par la substitution de terme u par u
ϕ

où ϕ = e
ρ
D
w. La multiplication de

nouvelle équation par le terme u
ϕ

et les injections de Sobolev assureront l’existence globale.

Nous étudions dans le cinquième chapitre l’existence globale pour (2). En utilisant la régularité

maximale de Sobolev [18] avec les injections et nous concluons que l’existence globale résulte en

supposant l’hypothèse ‖u0‖L1(Ω) suffisamment petite.



Chapitre 1

Rappels généraux

L’objectif de ce chapitre est de rappeler l’essentiel des notions et résultats utilisés tout au long

de ce travail, en premier lieu, nous rappelons quelques définitions et les inégalités sur les espaces de

Sobolev ainsi que les espaces Lp (0, T ;X). De plus, on trouvera dans ce chapitre un certain nombre

d’outils d’analyse tels que le théorème de point fixe de Schauder, l’inégalité de Gronwall et autres

inégalités qui seront utilisées dans la suite. On terminera ce chapitre par un rappel sur les notions

des opérateurs sectoriels qui sont d’une grande importance dans notre travail.

1.1 Définition d’espace de Sobolev

Soit Ω : un ouvert borné quelconque de Rd et p ∈ [1,∞] .

Définition 1.1. On définit l’espaces de Sobolev d’ordre m (m ∈ N) que l’on note Wm,p (Ω) par

Wm,p (Ω) = {u, u ∈ Lp (Ω) , Dαu ∈ Lp (Ω) , |α| ≤ m} .

On le munit de la norme

‖u‖Wm,p(Ω) =

( ∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)

)1/p

, 1 ≤ p <∞ ,

‖u‖Wm,∞(Ω) = max
|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω) ;

Wm,p (Ω) est un espace de Banach.

5



Chapitre 1 Rappels généraux

Remarque 1.1. On posera

Wm,2 (Ω) = Hm (Ω) ,

Hm (Ω) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω) .

1.1.1 Les espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire

On commence d’introduire les espaces Hs
(
Rd
)
.

Définition 1.2. l’espace de Sobolev Hs
(
Rd
)

peut être défini grâce à la transformée de Fourier pour

s ≥ 0 :

Hs
(
Rd
)

=

{
u ∈ L2

(
Rd
)
,

∫
Rd

(
1 + |ξ|2

)s ∣∣∣∧u (ξ)
∣∣∣2 dξ <∞} ,

est un espace de Hilbert muni de la norme :(∫
Rd

(
1 + |ξ|2

)s ∣∣∣∧u (ξ)
∣∣∣2 dξ) 1

2

.

On peut alors caractériser les espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire Hs(Ω) grâce au produit

scalaire donné par :

(u, v)Hs(Ω) = (u, v)Hk(Ω) +
∑
|α|=k

∫
Ω

∫
Ω

(Dαu (x)−Dαu (y)) (Dαv (x)−Dαv (y))

|x− y|d+2θ
dxdy,

où s = k + θ, k est un entier avec θ tel que 0 < θ < 1 et d est la dimension du domaine Ω ⊂ Rd.La

norme induite est essentiellement l’analogue pour L2 de la continuité au sens de Holder.

On passera maintenant d’introduire les espaces W s,p (Ω)

Définition 1.3. Soit Ω un domaine ouvert de Rn. Pour tout réel s > 0 et pour tout p ∈ [1,∞),

nous voulons définir les espaces de Sobolev fractionnaires W s,p (Ω). Les espaces fractionnaires de type

Sobolev sont également appelés espaces Aronszajn, Gagliardo ou Slobodeckij, du nom de ceux qui les

ont introduits, presque simultanément.

Nous commençons par fixer l’exposant fractionnaire s dans (0, 1). Pour tout p ∈ [1,∞), nous

définissons W s,p (Ω) comme suit

6



Chapitre 1 Rappels généraux

W s,p (Ω) :=

{
u ∈ Lp (Ω) :

|u (x)− u (y)|
|x− y|

n
p

+s
∈ Lp (Ω× Ω)

}
;

c’est-à-dire un espace de Banach intermédiaire entre Lp (Ω) et W 1,p (Ω), muni de la norme naturelle

‖u‖W s,p(Ω) :=

(∫
Ω

|u|p dx+

∫
Ω

∫
Ω

|u (x)− u (y)|p

|x− y|n+sp dxdy

) 1
p

.

Remarque 1.2. Une troisième approche pour définir les espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire

consiste à utiliser la méthode d’interpolation complexe qu’on verra plus tard dans la section d’inter-

polation des espaces de Sobolev.

Théorème 1.1. (Inégalité de Poincaré)

On suppose que Ω est un ouvert borné dans une direction. Alors il existe une constante C

(dépendante de Ω, p) tel que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) , ∀u ∈ W
1,p
0 (Ω) (1 ≤ p <∞). (1.1)

Théorème 1.2. (Inégalité de Poincaré-Wirtinger)

Ω est un ouvert connexe de classe C1 ou à frontière Lipschitzienne.

Alors il existe une constante C (dépendante de Ω, p) tel que

‖u− u‖Lp(Ω) ≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) , ∀u ∈ W
1,p (Ω) (1 ≤ p ≤ ∞), (1.2)

où u = 1
|Ω|

∫
Ω
udx est la valeure moyenne de u sur Ω.

Remarque 1.3. On peut montrer que si Ω est assez régulier, avec ∂Ω borné, alors la norme de

Wm,p (Ω) est équivalente à la norme

‖u‖Lp(Ω) +
∑
|α|=m

‖Dαu‖Lp(Ω) .

Plus précisément, on montre que pour tout multi-indice α avec 0 < |α| < m et tout ε > 0

il existe une constante CΩ(dépendant de Ω, ε, α) tel que

‖Dαu‖Lp(Ω) ≤ ε
∑
|β|=m

∥∥Dβu
∥∥
Lp(Ω)

+ CΩ ‖u‖Lp(Ω) , ∀u ∈ W
m,p (Ω) . (1.3)

Démonstration. Voir Adams.
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Chapitre 1 Rappels généraux

Théorème 1.3. Soit Ω un ouvert borné de Rd (d ≤ 3) à frontière ∂Ω régulière.

Alors, pour tout u ∈ H2 (Ω) , il existe une constante cΩ, telle que

‖eu‖H2(Ω) ≤ cΩ ‖eu‖L∞(Ω)

(
1 + ‖u‖H2(Ω)

)2

. (1.4)

Démonstration. On a la formule

4 (eu) = eu
(
|∇u|2 +4u

)
,

alors

‖eu‖H2(Ω) ≤ cΩ ‖eu‖L2(Ω) + 2 ‖∇ueu‖L2(Ω) +
∥∥((∇u)2 +4u

)
eu
∥∥
L2(Ω)

≤ cΩ ‖eu‖L∞(Ω)

(
1 + ‖∇u‖2

L4(Ω) + 2 ‖∇u‖L2(Ω) + ‖4u‖L2(Ω)

)
,

de (1.5) , pour d ≤ 3 H1 (Ω) ⊂ L4 (Ω) , avec l’inégalité de Cauchy

‖eu‖H2(Ω) ≤ cΩ ‖eu‖L∞(Ω)

(
1 + cΩ ‖∇u‖2

H1(Ω) + 2 ‖∇u‖L2(Ω) + ‖4u‖L2(Ω)

)
≤ cΩ ‖eu‖L∞(Ω)

(
1 + ‖∇u‖2

H1(Ω) +
22

4
+ ‖∇u‖2

L2(Ω) + 1 + ‖4u‖2
L2(Ω)

)
,

on peut écrire

‖eu‖H2(Ω) ≤ cΩ ‖eu‖L∞(Ω)

(
1 + ‖∇u‖2

H1(Ω) + ‖4u‖2
L2(Ω)

)
≤ cΩ ‖eu‖L∞(Ω)

(
1 + ‖u‖H2(Ω)

)2

.

1.2 Injections de Sobolev

Théorème 1.4. Soit Ω un ouvert borné de Rdà frontière ∂Ω régulière ou Ω = R, R+ ; soient

1 < p <∞ et 0 ≤ s <∞. Alors

(1) si
1

p
− s

d
> 0, alors W s,p (Ω) ⊂ Lq (Ω) où

1

q
=

1

p
− s

d
. (1.5)

(2) si
1

p
− s

d
= 0, alors W s,p (Ω) ⊂ Lq (Ω) ∀q ∈ [p,+∞[ . (1.6)

8
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(3) si
1

p
− s

d
< 0, alors W s,p (Ω) ⊂ L∞ (Ω) . (1.7)

Dans le cas (3) : W s,p (Ω) est une algèbre de Banach

(i.e) : il existe une constante cΩ (dépendante de Ω) telle que

‖uv‖W s,p(Ω) ≤ cΩ ‖u‖W s,p(Ω) ‖v‖W s,p(Ω) ,∀u, v ∈ W
s,p (Ω) . (1.8)

De plus si sp > d, on a

W s,p (Ω) ⊂ C
(
Ω
)
.

On peut conclure pour
(
s = 1, p = 2, d

2
< δ, d ≤ 3

)
‖uv‖H1(Ω) ≤ cΩ ‖u‖H1(Ω) ‖v‖Hδ(Ω) ,∀u ∈ H

1 (Ω) ,∀v ∈ Hδ (Ω) . (1.9)

Remarque 1.4. Pour la preuve, il suffit remarquer en utilisant les inégalités (1.5) , (1.7) , avec q

satisfaisant q = 2d
d−1+δ

:

‖uv‖H1(Ω) ≤ ‖∇u‖L2(Ω) ‖v‖L∞(Ω) + ‖u‖
L

2q
q−2 (Ω)

‖∇v‖Lq(Ω) + ‖u‖L2(Ω) ‖v‖L∞(Ω)

≤ cΩ ‖u‖H1(Ω) ‖v‖Hδ(Ω) .

Théorème 1.5. Soit Ω un ouvert borné de Rdà frontière ∂Ω régulière ou Ω = R, R+.

Soient p, q tels que 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞. Alors

(1) si 1 ≤ p < d, alors

W 1,p (Ω) ∩ Lq (Ω) ⊂ Lr (Ω) ,

avec l’estimation

‖u‖Lr(Ω) ≤ Cp,q,r,Ω ‖u‖aW 1,p(Ω) ‖u‖
1−a
Lq(Ω) , u ∈ W 1,p (Ω) ∩ Lq (Ω) . (1.10)

q ≤ r ≤ dp
d−p , le paramètre a est donné par

1

r
= a

(
1

p
− 1

d

)
+

1− a
q

,

(2) si p = d, alors

W 1,d (Ω) ∩ Lq (Ω) ⊂ Lr (Ω) ,

9
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avec l’estimation

‖u‖Lr(Ω) ≤ Cp,q,r,Ω ‖u‖aW 1,d(Ω) ‖u‖
1−a
Lq(Ω) , u ∈ W 1,n (Ω) ∩ Lq (Ω) . (1.11)

q ≤ r <∞, le paramètre a donné par

1

r
=

1− a
q

,

(3) si d < p ≤ ∞, alors

W 1,p (Ω) ∩ Lq (Ω) ⊂ Lr (Ω) .

avec l’estimation

‖u‖Lr(Ω) ≤ Cp,q,r,Ω ‖u‖aW 1,p(Ω) ‖u‖
1−a
Lq(Ω) , u ∈ W 1,p (Ω) ∩ Lq (Ω) . (1.12)

q ≤ r ≤ ∞, le paramètre a donné par

1

r
= a

(
1

p
− 1

d

)
+

1− a
q

,

Démonstration. Cf [26], [11].

Proposition 1.1. Soit Ω un ouvert borné de R2 à frontière régulière.

Il existe une constante cΩ (dépendante de Ω) telle que pour tout u ∈ H1 (Ω) :

‖u‖2
L2(Ω) ≤ cΩ‖∇u‖L2(Ω)‖u‖L1(Ω) + c2

Ω‖u‖2
L1(Ω), (1.13)

et

‖u‖3
L3(Ω) ≤ cΩ‖∇u‖2

L2(Ω)‖u‖L1(Ω) + cΩ‖u‖3
L1(Ω). (1.14)

Soit Ω un ouvert borné de Rd (d = 2, 3) à frontière régulière. ∀ε > 0. Il existe une constante cΩ,ε

(dépendante de Ω, ε) telle que

‖u‖2
L2(Ω) ≤ ε‖∇u‖2

L2(Ω) + cΩ,ε‖u‖2
L1(Ω) , (1.15)

et

‖u‖2
L4(Ω) ≤ ε ‖∇u‖2

L2(Ω) + cΩ,ε ‖u‖2
L1(Ω) . (1.16)

10
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Démonstration. 1èreétape (dimension deux) : En utilisant l’inégalité d’interpolation (1.11) , pour(
r = p = 2, n = 2, a = 1

2
, q = 1

)
, on trouve

‖u‖2
L2(Ω) ≤ cΩ‖u‖H1(Ω)‖u‖L1(Ω)

≤ cΩ‖∇u‖L2(Ω)‖u‖L1(Ω) + cΩ‖u‖L2(Ω)‖u‖L1(Ω),

on applique l’inégalité de Cauchy pour le terme cΩ‖u‖L2(Ω)‖u‖L1(Ω), on a(
‖u‖L2(Ω)

)
.
(
cΩ‖u‖L1(Ω)

)
≤ 1

2
‖u‖2

L2(Ω) +
c2

Ω

2
‖u‖2

L1(Ω), (1.17)

on utilise (1.17) afin de trouver (1.13).

On applique ensuite l’inégalité de Cauchy pour le terme 2cΩ‖∇u‖L2(Ω)‖u‖L1(Ω),(
‖∇u‖L2(Ω)

)
.
(
2cΩ‖u‖L1(Ω)

)
≤ ε‖∇u‖2

L2(Ω) +
c2

Ω

ε
‖u‖2

L1(Ω), ε > 0, (1.18)

de (1.13) , (1.18) on a, ∀ε > 0

‖u‖2
L2(Ω) ≤ ε‖∇u‖2

L2(Ω) +

(
1 +

1

ε

)
c2

Ω‖u‖2
L1(Ω).

Pour montrer la dernière inégalité (1.16) , en utilisant l’inégalité d’interpolation (1.11) , pour(
r = 4, p = d = 2, a = 9

10
, q = 1

)
, on trouve

‖u‖2
L4(Ω) ≤ cΩ‖u‖

9
5

H1(Ω)‖u‖
1
5

L1(Ω),

on applique Inégalité de Young
(
p = 10

9
, q = 10

)
pour le terme cΩ‖u‖

3
2

H1(Ω)‖u‖
1
2

L1(Ω), alors pour 0 < ε

cΩ‖u‖
9
5

H1(Ω)‖u‖
1
5

L1(Ω) ≤ ε‖u‖2
H1(Ω) + cΩ,ε‖u‖2

L1(Ω) (1.19)

grâce à (1.15) , on a

‖u‖2
L2(Ω) ≤ ‖∇u‖2

L2(Ω) + 2c2
Ω‖u‖2

L1(Ω). (1.20)

de les inégalités (1.19) , (1.20) , on a

‖u‖2
L4(Ω) ≤ ε ‖∇u‖2

L2(Ω) + cΩ,ε ‖u‖2
L1(Ω) .

On utilise l’inégalité de Sobolev (1.11) , avec
(
r = 3, p = n = 2, a = 1

3
, q = 1

)
, on trouve

‖u‖3
L3(Ω) ≤ cΩ‖u‖2

H1(Ω)‖u‖L1(Ω)

≤ cΩ‖∇u‖2
L2(Ω)‖u‖L1(Ω) + cΩ‖u‖2

L2(Ω)‖u‖L1(Ω),

11
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compte tenu de (1.20) , on a (1.14) .

2èmeétape (dimension trois) : En utilisant l’inégalité de Sobolev (1.11) , avec r = p = 2, n = 3, a =

9
10
, q = 1, on trouve

‖u‖2
L2(Ω) ≤ cΩ‖u‖

9
5

H1(Ω)‖u‖
1
5

L1(Ω),

pour montrer l’inégalité (1.15) , on applique l’inégalité de Cauchy, on a l’existence de 0 < cΩ,

∀ε > 0

‖u‖2
L2(Ω) ≤

ε

4
‖∇u‖2

L2(Ω) +
c2

Ω

ε
‖u‖2

L1(Ω) +
1

2
‖u‖2

L2(Ω) +
cΩ

2
‖u‖2

L1(Ω).

Pour la dernière inégalité (1.16) , en utilisant l’inégalité de Sobolev (1.11) , avec remplacement(
r = 4, p = 2, d = 3, a = 3

4
, q = 1

)
, on trouve

‖u‖2
L4(Ω) ≤ cΩ‖u‖

3
2

H1(Ω)‖u‖
1
2

L1(Ω),

on applique Inégalité de Young
(
p = 4

3
, q = 4

)
pour le terme cΩ‖u‖

3
2

H1(Ω)‖u‖
1
2

L1(Ω), alors pour 0 < ε

cΩ‖u‖
3
2

H1(Ω)‖u‖
1
2

L1(Ω) =

(
ε

3
4 2

3
4

3
3
4

‖u‖
3
2

H1(Ω)

)
.

(
3

3
4 cΩ

2
3
4 ε

3
4

‖u‖
1
2

L1(Ω)

)

≤ ε

2

(
‖∇u‖2

L2(Ω) + ‖u‖2
L2(Ω)

)
+

27c4
Ω

8ε3
‖u‖2

L1(Ω), (1.21)

due(1.15) , on a ‖u‖2
L2(Ω) ≤ ‖∇u‖2

L2(Ω) + 2c2
Ω‖u‖2

L1(Ω), avec l’inégalité (1.21), d’où le résultat.

1.3 Lemmes techniques

1.3.1 Inégalité différentielle

1.3.1.1 Inégalité différentielle classique

Soient a (t) , f(t) deux fonctions continues sur [0, T ] , et soit u (t) une fonction positive dérivable

sur [0, T ] satisfaisant l’équation différentielle suivante :

u′(t) + a(t)u(t) ≤ f(t),

alors

u (t) ≤ e−
∫ t
0 a(τ)dτ

[
u (0) +

∫ t

0

e
∫ s
0 a(τ)dτf (s) ds

]
pour t ∈ [0, T ] . (1.22)

Démonstration. Cf [11].
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1.3.1.2 Inégalité de Gronwall

Proposition 1.2. i) Soit η (t) fonction continue positive sur [0, T ] . Si

η′ (t) ≤ φ (t) η (t) + ψ (t) où φ (t) et ψ (t) positives,

où les deux fonctions φ (t) , ψ (t) sont sommables sur [0, T ] , alors

η (t) ≤ e
∫ t
0 φ(s)ds

[
η (0) +

∫ t

0

ψ (s) ds

]
pour t ∈ [0, T ] . (1.23)

ii) En particulier, si

η′ ≤ φ.η dans [0, T ] et η (0) = 0,

donc

η ≡ 0.

iii) Dans les même conditions sur [0, T ] , si

η (t) ≤ K + L

∫ t

0

φ (t) η (t) ,

où K et L sont des constantes positives, et φ (t) fonction positive, alors

η (t) ≤ KeL
∫ t
0 φ(s)ds pour t ∈ [0, T ] . (1.24)

Démonstration. Cf [11].

1.3.2 Inégalités incontournables.

1.3.2.1 Inégalité de Cauchy

Soient a, b > 0, ε > 0, alors

ab ≤ εa2 +
b2

4ε
. (1.25)

13
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1.3.2.2 Inégalité de Young

Soient 1 < p, q <∞ tels que 1
p

+ 1
q

= 1 alors

ab ≤ ap

p
+
bq

q
. (1.26)

on peut écrire aussi pour a, b > 0, ε > 0

ab ≤ εap +
p
q
p

ε
q
p q
bq.

1.3.2.3 Inégalité de Hölder

Soient 1 ≤ p, q ≤ ∞ tels que 1
p

+ 1
q

= 1 alors

∫
Ω

|uv| dx ≤ ‖u‖Lp(Ω) ‖v‖Lq(Ω) . (1.27)

1.3.2.4 Inégalité de Hölder dans le cas général

Soient 1 ≤ p1, . . . , pn ≤ ∞ tels que 1
p1

+ 1
p2

+ · · ·+ 1
pn

= 1 et uk ∈ Lpk (Ω) .

∫
Ω

|u1 . . . un| dx ≤
n∏
k=1

‖uk‖Lpk (Ω) . (1.28)

1.3.2.5 Inégalité de Minkowski

Pour p ≥ 1,

‖u+ v‖Lp(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω) + ‖v‖Lp(Ω) . (1.29)

1.3.2.6 Inégalité d’interpolation dans les espaces Lp

Soient 1 ≤ s ≤ r ≤ t ≤ ∞ tels que 1
r

= θ
s

+ (1−θ)
t

alors

‖u‖Lr(Ω) ≤ ‖u‖
θ
Ls(Ω) ‖u‖

1−θ
Lt(Ω) , ∀u ∈ L

s(Ω) ∩ Lt(Ω). (1.30)

14
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1.3.2.7 Formule de Green

Soit Ω un ouvert borné de Rd à frontière ∂Ω de classe C1, alors∫
Ω

4udx =

∫
∂Ω

∂u

∂ν
dσ ; ∀u ∈ H2 (Ω) , (1.31)

∫
Ω

∇u.∇υdx = −
∫

Ω

4uυdx+

∫
∂Ω

∂u

∂ν
υdσ ; ∀u ∈ H2 (Ω) et υ ∈ H1 (Ω) , (1.32)

∫
Ω

4uυ −4υudx =

∫
∂Ω

∂u

∂ν
υ − ∂υ

∂ν
udσ. ∀u ∈ H2 (Ω) etυ ∈ H2 (Ω) . (1.33)

1.4 Espace des fonctions à valeurs vectorielles

Soit X un espace de Banach, on note par C ([0, T ] ;X) l’espace des fonctions continues u :

[0, T ] 7−→ X muni de la norme

‖u‖C(0,T ;X) = Max
0≤t≤T

‖u (t)‖X .

C ([0, T ] ;X) est un espace de Banach.

On définit Lp (0, T ;X) l’espace des fonctions t −→ f (t) mesurables de [0, T ] −→ X (pour la

mesure dt) de norme pour 1 ≤ p <∞

‖u‖Lp(0,T ;X) =

 T∫
0

‖u (t)‖pX dt

1/p

<∞ ,

si p =∞

‖u (t)‖L∞(0,T ;X) = supess
t∈[0,T ]

‖u (t)‖X .

Théorème 1.6. Soit X un espace de Banach, on note par C ([a, b] ;X) l’espace des fonctions conti-

nues f : [a, b] 7−→ X. Alors ∥∥∥∥∫ b

a

u (t) dt

∥∥∥∥
X

≤
∫ b

a

‖u (t)‖X dt. (1.34)

Démonstration. Cf [26].
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1.4.1 Semi-groupe

Définition 1.4. Soit X un espace de Banach ; on dit que la famille d’opérateurs linéaires
(
etA
)
t≥0

de générateur infinitésimal est un semi-groupe (fortement continu) si :

1.∀t ≥ 0, etA ∈ L (X) ,

2.e0A = IdL(X),

3.∀t, s ≥ 0, e(t+s)A = etAesA,

4.∀x ∈ X, lim
t→0

etAx = x,

on ajoute que l’équation différentielle x′ = Ax + f (t) , x (0) = x0, avec f ∈ L1 ([0, T ] ;X) et

x0 ∈ X, admet pour solution

x (t) = e−tAx0 +

t∫
0

e−(t−s)Af (s) ds, 0 ≤ t ≤ T. (1.35)

Proposition 1.3. Soit
(
etA
)
t≥0

le semi-groupe de chaleur dans Ω, et soit λ1 désigne la première

valeur propre non nulle de A = −a4+ b (a, b > 0) sur Ω sous conditions de Neumann homogène.

Alors, pour 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, Alors il existe une constante CΩ,p,q(dépendant de Ω, p, q), pour tout

u ∈ Lq (Ω) ,

∥∥e−tAu∥∥
Lp(Ω)

≤ CΩ,p,q

(
1 + t

d
2( 1

p
− 1
q )
)
e−λ1t ‖u‖Lq(Ω) , t > 0, (1.36)

on a aussi pour 0 < θ <∞, pour tout u ∈ L2 (Ω) ,∥∥Aθe−tAu∥∥
L2(Ω)

≤ CΩ,θ

(
1 + t−θ

)
e−

λ1
2
t ‖u‖L2(Ω) , t > 0. (1.37)

Démonstration. On se référe à [3], Proposition 12.5 page 252, pour 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞,∥∥e−tAu∥∥
Lp(Ω)

=
∥∥e(a4−b)tu

∥∥
Lp(Ω)

≤
∥∥eat4∥∥L(Lq(Ω),Lp(Ω))

‖u‖Lq(Ω)

≤ CΩ,p,q

(
1 + t

d
2( 1

p
− 1
q )
)
e−λ1t ‖u‖Lq(Ω) , t > 0.

On revient à [26], formule (2.128) page 102, avec la précédente, pour 0 < θ <∞∥∥Aθe−tAu∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥∥Aθe− tA2 ∥∥∥

L(L2(Ω))

∥∥∥e− tA2 ∥∥∥
L(L2(Ω))

‖u‖L2(Ω)

≤ CΩ,θ

(
1 +

(
t
2

)−θ)
e−

λ1
2
t ‖u‖L2(Ω) , t > 0.
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1.4.2 Espace de Hölder pondéré

L’espace de Holder pondéré des fonctions réelles F δ,σ((a, b];X) définie sur un espace normé X

vérifie pour tout F (t) ∈ F δ,σ((a, b];X), 0 < σ < δ ≤ 1, les trois conditions suivantes :

i) Pour 0 < δ < 1 , le terme t1−δF (t) a une limite quand t→ a.

ii) Pour 0 < σ < δ ≤ 1, on a

sup
a≤s<t≤b

(s− a)1−δ+σ ‖F (t))− F (s))‖
(t− s)σ

≤ ∞.

iii) Pour t→ a,

sup
a≤s<t≤b

(s− a)1−δ+σ ‖F (t))− F (s))‖
(t− s)σ

→ 0.

‖F (t)‖Fδ,σ((a,b];X) = sup
a≤t≤b

t1−δ ‖F (t)‖+ sup
a≤s<t≤b

(s− a)1−δ+σ ‖F (t)− F (s))‖
(t− s)σ

. (1.38)

1.5 Opérateur sectoriel

Définition 1.5. Soit X un espace de Banach muni de la norme ‖.‖. Soit A un opérateur linéaire,

fermé, à domaine dense dans X. On suppose que le spectre de A est contenu dans un domaine

sectoriel ouvert de telle sorte que

σ (A) ⊂
∑

ω
= {λ ∈ C, |arg λ| < ω} , 0 < ω ≤ π, (1.39)

et on suppose que la résolvante ρ (A)vérifie pour λ n’appatenant pas
∑

ω∥∥(λ− A)−1
∥∥ ≤ M

|λ|
, (1.40)

avec une constante M ≥ 1.

Un opérateur A satisfaisant les propriétés précédentes est appelé opérateur sectoriel sur X.

Proposition 1.4. On définit A = −a4+ b (a, b > 0) sur L2 (Ω) avec condition de neumann ∂νu =

0, alors A un opérateur sectoriel sur L2 (Ω), d’angle ω strictement inférieur à π
2
, avec la constante

M =
a+ b

min {a; b}
.
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Démonstration. On adopte les idées de A. Yagi [26] (Theorem 2.1 page 58, Theorem 2.4 page 61)

pour montrer cettee proposition.

En effet, pour <e (λ) ≤ 0
(
ω < π

2

)
et u ∈ D

(
A|L2(Ω)

)
= H2

N (Ω), on a

min {a; b} ‖u‖2
H1(Ω) ≤ <e (Au, u)−<e (λ) |u|L2(Ω)

= <e ((A− λ)u, u)

≤ |(λ− A)u|L2(Ω) |u|L2(Ω) . (1.41)

D’autre part

λ |u|2L2(Ω) = (Au, u)− ((A− λ)u, u),

il s’ensuit que

|λ| |u|2L2(Ω) ≤ |(Au, u)|+ |(λ− A)u|L2(Ω) |u|L2(Ω)

≤ max {a; b} ‖u‖2
H1(Ω) + |(λ− A)u|L2(Ω) |u|L2(Ω) . (1.42)

On combine (1.41) et (1.42) , alors

|λ| |u|2L2(Ω) ≤
(

max{a;b}
min{a;b} + 1

)
|(λ− A)u|L2(Ω) |u|L2(Ω) ,

en posant v = (λ− A)u, on aura

|λ|
∣∣(λ− A)−1 v

∣∣
L2(Ω)

≤ a+b
min{a;b} |v|L2(Ω) ,

donc pour <e (λ) ≤ 0 ∣∣(λ− A)−1
∣∣
L(L2(Ω))

≤ a+ b

min {a; b} |λ|
.

Proposition 1.5. Soient Ai les opérateurs sectoriels dans les espaces de banach Xi avec des angles

ωi tels que 0 ≤ ωi < π, et des constantes Mi qui vérifient la relation (1.40) , i = 1, · · · , n,

on définit l’opérateur

A =


A1 0 0 0

0 A2 0 0
...

. . . . . .
...

0 0 0 An

 ,
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sur

X =




u1

u2

...

un

 , ui ∈ Xi; i = 1, · · · , n.


,

alors l’opérateur de la matrice A satisfait (1.39) et (1.40) pour tout ω telle que ωA < ω ≤ π avec

une constante

M = M1 +M2 + ...+Mn, où ωA = max {ω1, ω2, · · · , ωn} .

Par conséquent, A est un opérateur sectoriel de X avec un angle inférieur ou égal à ωA.

Démonstration. soit ωA < ω ≤ π,si λ /∈
∑

ω alors λ ∈ ρ (A), et la résolvante est écrite par

(λ− A)−1 =


(λ− A1)−1 0 0 0

0 (λ− A2)−1 0 0
...

. . . . . .
...

0 0 0 (λ− An)−1


et on a l’estimation suivante∥∥(λ− A)−1

∥∥
L(X)

≤
n∑
i=1

∥∥(λ− Ai)−1
∥∥
L(Xi)

≤ M

|λ|
,

où

M = M1 +M2 + ...+Mn, où ωA = max {ω1, ω2, · · · , ωn} .

1.6 Interpolation des espaces de Banach

Si le corps des scalaires est celui des nombres complexes, alors on peut utiliser les propriétés des

fonctions analytiques complexes pour définir un espace d’interpolation.

Définition 1.6. Soient deux espaces de Banach X et Y . Notons H l’espace des fonctions f à valeurs

dans X+Y , analytiques sur la bande ouverte 0 < Re(z) < 1, continues et bornées sur la bande fermée

0 ≤ Re(z) ≤ 1, telles que

∀y ∈ R, f(iy) ∈ X et f(1 + iy) ∈ Y,
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et que les deux applications correspondantes, de R dans X et Y , soient continues et nulles à

l’infini.

On définit la norme

‖f‖H = max

{
sup
y∈R
‖ f(iy)‖X , sup

y∈R
‖f(1 + iy)‖Y

}
,

et on définit le sous-espace vectoriel de X + Y pour 0 ≤ θ ≤ 1,

[X, Y ]θ = { f(θ), f ∈ H} ,

muni de la norme

‖u‖ = inf
f(θ)=u

‖f‖ .

1.6.1 Interpolation des espaces de Sobolev

Théorème 1.7. Interpolation des espaces de Sobolev donnée par

[Hs1 (Ω) , Hs2 (Ω)]θ = H(1−θ)s1+θs2 (Ω) , 0 ≤ θ ≤ 1. (1.43)

On définit

H2
N (Ω) =

{
u ∈ H2 (Ω) , ∂νu = 0 sur ∂Ω

}
,

et pour 0 ≤ θ ≤ 1
(
θ 6= 3

4

)
[
L2 (Ω) , H2

N (Ω)
]
θ

=

 H2θ (Ω) , 0 ≤ θ < 3
4
,

H2θ
N (Ω) , 3

4
< θ ≤ 1.

(1.44)

Démonstration. Cf [26] Théorème 1.35, Théorème 16.7.

Remarque 1.5. Soient 0 < s0 < s1 <∞, alors

W s1,p (Ω) ⊂ W s0,p (Ω) ⊂ Lp (Ω) , (1.45)

Théorème 1.8. Soit A un opérateur auto adjoint défini de X. Pour tout 0 < θ < 1

[X,D (A)]θ = D
(
Aθ
)
. (1.46)

Démonstration. Cf [26] Théorème 16.1.
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Chapitre 2

Rappels sur les systèmes paraboliques

L’objectif de ce chapitre est de rappeler l’essentiel des notions et résultats utilisés tout à long de

ce travail à propos de l’existence et l’unicité de solutions des problèmes paraboliques semi-linéaires.

Il s’agit des résultats donnés dans A. Yagi [23. Chapitre 4].

On terminera cette partie par un bref survey sur les systèmes paraboliques liés aux phénomènes

d’haptotaxie et chemotaxie afin de situer notre travail par rapport aux travaux publiés précédemment.

2.1 Problème de cauchy

2.1.1 Existence locale

Soit X l’espace de Banach de norme ‖·‖, A est un opérateur sectoriel de X d’angle ω inférieur

strictement à π
2
. On considère l’équation parabolique linéaire suivante

 dU
dt

+ AU = F (U),

U(0) = U0.
(2.1)

On commence par une proposition qui nous aide à montrer la proposition principale suivante, qui

est une reformulation de [23. Théorème 3.14].

Proposition 2.1. On considère l’équation parabolique suivante dU
dt

+ AU = F (t),

U(0) = U0,
(2.2)
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Soit X l’espace de Banach de norme ‖·‖, A est un opérateur sectoriel de X d’angle ω inférieur

strictement à π
2
, F (t) ∈ F δ,σ(]0, T ] ;X), alors il existe une unique solution

U ∈ C((0, T ];D(A)) ∩ C([0, T ];X) ∩ C1((0, T ];X), (2.3)

avec l’estimsation

‖U (t)‖+ t

∥∥∥∥dUdt (t)

∥∥∥∥+ t ‖AU (t)‖ ≤ C (‖U0‖+ ‖U (t)‖F δ,σ) , 0 ≤ t ≤ T,

de plus, U est donné par la formule

U (t) = e−tAU0 +

t∫
0

e−(t−s)AF (s)ds, 0 ≤ t ≤ T. (2.4)

Démonstration. Soit l’operateur An (n = 1, 2, ...) l’approximation de Yosida définie par [26, (2, 80)]

de A qui est le générateur de semi-groupe e−tAn , on considère la fonction

Un (t) = e−tAnU0 +

t∫
0

e−(t−s)AnF (s)ds, 0 ≤ t ≤ T. (2.5)

et vérifie l’équation dUn
dt

+ AnUn = F (t), 0 ≤ t ≤ T, donc pour l’arbitraire 0 < ε ≤ T

Un (t) = Un(ε) +

t∫
ε

[F (s)− AnUn] ds, ε ≤ t ≤ T. (2.6)

De (2.5) on a l’égalité pour 0 ≤ t ≤ T :

AnUn (t) = Ane
−tAnU0 +

t∫
0

Ane
−(t−s)An [F (s)− F (t)] ds+ (1− e−tAn)F (t),

de [26, (2.133)], pour 0 ≤ t ≤ T

‖AnUn (t)‖ ≤ Ct−1 ‖U0‖+ C ‖F‖Fδ,σ
t∫

0

(t− s)σ−1 sδ−σ−1ds+ Ctδ−1 ‖F‖Fδ,σ

≤ Ct−1 ‖U0‖+ Ctδ−1 ‖F‖Fδ,σ ,

C est indépendante de n, en utilisant [26, (2.133)] , et de même argument de la preuve du [26.lemme1.3, chap.1],

on passe à la limite, pour 0 ≤ t ≤ T :

AU (t) = Ae−tAU0 +

t∫
0

Ae−(t−s)A [F (s)− F (t)] ds+ (1− e−tA)F (t).
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En utilisant la convergence dominé de Lebesgue pour (2.6) ,

U (t) = U(ε) +

t∫
ε

[F (s)− AU ] ds, ε ≤ t ≤ T.

On peut conclure la différentiabilité de U (t) sur ε ≤ t ≤ T, et comme ε est arbitraire donc on est le

cas sur 0 < t ≤ T. Il est facile à partir de (2.5) de voir que U est continu même à t = 0 et satisfait à

la condition initiale. Il est également facile de vérifier que U satisfait (2.4). Nous avons donc vérifié

que U(t) est une solution dans (2.3).

Pour montrer l’unicité de la solution en posant V une deuxieme solution de (2.2), pour 0 < ε <

t ≤ T ,

V (t) = e−(t−ε)AV (ε) +

t∫
ε

e−(t−τ)AF (τ)dτ.

En laissant ε→ 0, nous concluons que V (t) = U(t) pour chaque 0 < t ≤ T.

Théorème 2.1. Soit X un espace de Banach muni de la norme ‖ · ‖, on considère l’équation

d’évolution (2.1) avec A est un opérateur sectoriel de X satisfaisant (1.39) , (1.40) d’angle ω inférieur

strictement à π
2
.

F fonction de D(Aη) vers X, et satisfaisant pour U, V ∈ D(Aη), 0 < δ ≤ η < 1 la condition de

Lipschitz de la forme

‖F (U)− F (V )‖ ≤ φ(
∥∥AδU∥∥+

∥∥AδV ∥∥)[‖Aη(U − V )‖

+(‖AηU‖+ ‖AηV ‖)
∥∥Aδ(U − V )

∥∥], (2.7)

où φ est une fonction continue croissante. Alors pour U0 ∈ D(Aδ), le problème (2.1) admet une

unique solution locale U vérifiant

U ∈ C((0, TU0 ];D(A)) ∩ C([0, TU0 ];D(Aδ)) ∩ C1((0, TU0 ];X). (2.8)

De plus, elle satisfait pour tout t ∈]0, TU0 ] l’estimation

‖AδU(t)‖ ≤ CU0 ,

où CU0 , TU0 > 0 dépendent uniquement des normes ‖AδU0‖.
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Démonstration. Pour chaque S ∈ (0, T ], on considère l’espace de Banach suivant :

E (S) =

{
U ∈ C((0, TU0 ];D(A)) ∩ C([0, TU0 ];D(Aδ)); sup

0<t≤S
tη−δ ‖AηU‖ <∞

}
,

‖U‖E(S) = sup
0<t≤S

tη−δ ‖AηU (t)‖+ sup
0<t≤S

∥∥AδU (t)
∥∥ ,

On considère le sous-ensemble K(S) dans E (S) de toutes les fonctions

tη−δ ‖AηU (t)‖ ≤ C1, 0 < t ≤ S, (2.9)

∥∥AδU (t)
∥∥ ≤ C2, 0 < t ≤ S, (2.10)

Etape 1.

On définie l’application Φ : K(S)→ E (S)

V → U = Φ (V ) .

On vérifie que l’application Φ est dans K(S) pour tout U ∈ K(S), on a

‖F (U (t))‖ ≤ ψ(C2)
(
C1t

δ−η + 1
)
, 0 < t ≤ S, (2.11)

pour la puissance θ telle que δ ≤ θ < 1, on a pour 0 ≤ t ≤ T :

∥∥Aθ {ΦU} (t)
∥∥ ≤ ∥∥Aθ−δe−tA∥∥∥∥AδU0

∥∥+

t∫
0

∥∥Aθe−(t−s)A∥∥ ‖F (U (s))‖ ds,

de (2.9) , (2.10) on voit que

tθ−δ
∥∥Aθ {ΦU} (t)

∥∥

≤ Aθ−δ
∥∥AδU0

∥∥+ Aθψ(C2)tθ−δ
t∫

0

(t− s)−θ
(
C1s

δ−η + 1
)
ds

≤ Aθ−δ
∥∥AδU0

∥∥+ Aθψ(C2)
[
C1B (1− θ, 1 + δ − η) t1−η +B (1− θ, 1) t1−δ

]
. (2.12)

B(p, q) la fonction beta, avec Aξ est donné par

Aξ = sup
0<t≤T

tξ
∥∥AξU∥∥ for 0 ≤ ξ ≤ 1,
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si S est très petit, alors Φ(U) satisfait (2.9) et (2.10), on prend θ = η and θ = δ, on a

C1 > Aη−δ
∥∥AδU0

∥∥ ,
C2 > A0

∥∥AδU0

∥∥ ,
pour 0 < s < t ≤ S, en utilisant les propriété de semi-groupe

{ΦU} (t) = e−(t−s)Ae−tAU0 +

t∫
s

e−(s−τ)AF (U (τ))dτ + e−(t−s)A

s∫
0

e−(s−τ)AF (U (τ))dτ,

alors

{ΦU} (t)− {ΦU} (s) =
[
e−(t−s)A − 1

]
{ΦU} (s) +

t∫
s

e−(t−τ)A ‖F (U (τ))‖ dτ,

de (2.11) et (2.12) (θ = η + σ < 1), on obtient que

‖Aη [{ΦU} (t)− {ΦU} (s)]‖

≤
∥∥[e−(t−s)A − 1

]
A−σ

∥∥∥∥Aη+σ {ΦU} (s)
∥∥+

t∫
s

∥∥Aηe−(t−τ)A
∥∥ ‖F (U (τ))‖ dτ

≤ CG,U0Aη(t− s)σsδ−σ−η + A1−σ

t∫
s

(t− τ)−η(τ δ−1 + 1)dτ,

avec δ − 1 = (η + σ − 1) + (δ − σ − η), on a

t∫
s

(t− τ)−ητ δ−1 ≤
t∫

s

(t− τ)−η(τ − s)η+σ−1sδ−σ−ηdτ

= B(1− η, η + σ)(τ − s)σsδ−σ−η,

on obtient

‖Aη [{ΦU} (t)− {ΦU} (s)]‖ ≤ CG,U0(τ − s)σsδ−σ−η, (2.13)

en particulier on a ΦU ∈ C(]0, S] ;D (Aη)), d’autre part

∥∥Aδ [{ΦU} (t)− {ΦU} (s)]
∥∥ ≤ CG,U0(t− s)σs−σ + CG,U0

t∫
s

(t− τ)−δτ δ−1dτ,
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on a δ − 1 = (δ + σ − 1)− σ, alors

t∫
s

(t− τ)−ητ δ−1 ≤
t∫

s

(t− τ)−δ(τ − s)δ+σ−1s−σdτ

= B(1− δ, δ + σ)(t− s)σs−σ,

donc,

‖{ΦU} (s)− {ΦU} (s)‖ ≤ CG,U0(t− s)1+σ−ηs−σ, 0 < s < t ≤ S. (2.14)

D’après le théorème e−tAU0 est continue pour t = 0 pour la norme de X. On ajoute, de (2.11),

pour t→ 0, ∥∥∥∥∥∥Aδ
t∫

0

e−(t−s)AF (U (τ))dτ

∥∥∥∥∥∥ ≤ C

t∫
0

(t− s)−δ(sδ−η + 1)ds

≤ CAδ(t1−η+1−δ)→ 0.

On conclut que, ΦU ∈ C([0, S] ;D
(
Aδ
)
).

l’application Φ est dans K(S) pour tout U ∈ K(S), pour lrs valeurs de S > 0 très petite.

Etape 2.

On verifie que Φ esi une application contractif de E(S). Soit U, V ∈ K(S). pour δ ≤ θ < 1, on

peut écrire

Aθ [{ΦU} (t)− {ΦV } (s)] ≤
t∫

0

Aθe−(t−s)A [F (U (s))− F (V (s))] ds,

de (2.9), (2.10), et (2.11) on a

tθ−δ
∥∥Aθ [{ΦU} (t)− {ΦV } (t)]

∥∥

≤ Aθϕ (2C2) tθ−δ
t∫

0

(t− s)−θ ×
{
‖Aη [U (s)− V (s)]‖+ (2C1s

δ−η + 1)
∥∥Aδ [U (s)− V (s)]

∥∥} ds
≤ CAθ(C1 + 1)ϕ (2C2) tθ−δ

t∫
0

(t− s)−θ(sδ−η + 1)ds ‖U − V ‖E(S) ,
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on remplace dans cette estimation θ = η et θ = δ, on conclut que

‖ΦU − ΦV ‖E(S) ≤ C(C1 + 1)ϕ (2C2)S1−η ‖U − V ‖E(S) ,

d’où le résultat, pour S > 0 est très petit.

Etape 3.

Soit S > 0 suffisamment petit de telle sorte que l’application Φ de K(S) sur lui-même et est

une contraction par rapport à la norme de E(S). Par les arguments des étapes 1 et 2, S = TU0 > 0

peut être déterminée par les deux normes
∥∥AδU0

∥∥ seulement. avec le théorème de point fixe pour les

projections de contraction, le Proposition 2.1, il existe une fonction unique de U ∈ K(TU0) tel que

U = ΦU . A partir de maintenant, U signifie cette fonction. De toute évidence,

U (t) = e−tAU0 +

t∫
0

e−(t−s)AF (U (s))ds, 0 ≤ t ≤ TU0. (2.15)

on vérifie que

F (U) ∈ Fβ,σ((0, TU0];X), 0 < σ < β ≤ 1− η. (2.16)

de (2.7), pour t→ 0,

t1−δ ‖F (U (t))‖ ≤ CU0(t1−δ−η + t1−δ)→ 0.

de (2.11), (2.13), et (2.14), il en résulte que

‖F (U (t))− F (U (s))‖X(S) ≤ ‖F ({ΦU} (t))− F ({ΦU} (s))‖X(S)

≤ CU0(t− s)σsδ−σ−η + (s−η + 1)(t− s)1+σ−ηs−σ.

Par conséquent,

s1−δ+σ ‖F (U (t))− F (U (s))‖
(t− s)σ

≤ CU0s
1−η + (s1−δ−η + s1−δ)(t− s)1−η, 0 < s < t ≤ TU0 .

Par conséquent, (2.16) est vérifié.nous savons maintenant que F (U) ∈ F δ,σ((0, TU0];X). Compte

tenu de (2.15), nous pouvons appliquer la proposition 2.1 à conclure que U appartient à l’Espace

(2.8).

Etape 4.

On vérifie enfin l’unicité de solution. Soit V (t) toute autre solution de (2.2) sur l’intervalle [0, TU0 ]

qui appartient à l’espace (2.9). Par définition,

t ‖AV (t)‖+
∥∥AδV (t)

∥∥ ≤ CV , 0 < t ≤ TU0 .
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on a l’estimation

tη−δ ‖AηV (t)‖ ≤ CV , 0 < t ≤ TU0 .

avec la formule

V (t) = e−tAV0 +

t∫
0

e−(t−s)AF (V (s))ds, 0 ≤ t ≤ TU0 .

avec (2.16),

V (t)− U(t) =

t∫
0

e−(t−s)A [F (V (s))− F (U(s))] ds, 0 ≤ t ≤ TU0 .

Nous pouvons alors répéter les mêmes arguments de l’étape 2, on déduit que

‖U − V ‖X(S) ≤ C v
U,U
S1−η ‖U − V ‖X(S) , 0 < S ≤ TU0 .

Cela signifie que, si S > 0 est suffisamment petit, alors U(t) = V (t) pour 0 ≤ t ≤ S. Soit
∼
S = sup {S, U(t) = V (t) pour 0 ≤ t ≤ S}, et supposons que

∼
S < TU0 . alors, on a U(

∼
S) = V (

∼
S) .

Nous répétons la même procédure avec le temps initial
∼
S et la valeur initiale U(

∼
S) = V (

∼
S) pour

obtenir U(
∼
S + t) = V (

∼
S + t) pour t > 0 suffisamment petit, on conclut que U(t) = V (t) pour tout

0 ≤ t ≤ TU0 .

2.1.2 Existence globale

Ce paragraphe est une reformulation de du [23. Corollaire 4.1 page 185] .

Théorème 2.2. Sous les hypothèses du théorème 2.1.1, nous supposons que toute solution locale U

de (2.1) soit dans l’espace de fonctions

U ∈ C((0, TU ];D(A)) ∩ C([0, TU ];D
(
Aδ
)
) ∩ C1((0, TU ];X),

et satisfait l’estimation ∥∥AδU (t)
∥∥ ≤ CU0 , 0 < t ≤ TU , (2.17)

avec une constante CU0 indépendante de TU , alors (2.1) possède une unique solution globale définie

sur [0, T ] pour tout T > 0 donné.

Démonstration. Cf [23. Corollaire 4.1 page 185] .
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2.2 Les travaux précédemment publiés

Les problèmes PDE dans cette partie sont des système chimiotaxie-haptotaxie avec terme de

prolifération µu (1− u− w).

Cette partie est consacrée à l’existence globale des solutions des travaux [11], [15], [19], [22] et [23].

2.2.1 Le modèle d’haptotaxie avec terme de prolifération

Nous présentons dans cette partie les travaux de G. Litcan, C. Morales-Rodrigo [15] et A.

Marciniak-Czochra, M. Ptashnyk [19] concernant le modèle d’haptotaxie, en prenant en considération

le terme de prolifération avec le coefficient correspondant µ > 0.

2.2.1.1 Travail de G. Litcan, C. Morales-Rodrigo [15]



∂tu = D4u−∇.(χ(w)u∇w) + µu (1− u− w) ,

∂tv = α4v − βv + λug(v), t > 0, x ∈ Ω

∂tw = −γwv,

 ∂nu = 0, ∂nv = 0, ∂nw0 = 0 in ∂Ω,

u (0, .) = u0 , v (0, .) = v0, w (0, .) = w0 on Ω.

(2.18)

Les constantes D, β, α, µ > 0, λ, γ ≥ 0 sont positives.

χ ∈ C1(R), χ, χ′ sont globalement Lipschitz, χ ≥ 0, g ∈ C1(R), g est globalement Lipschitz,

g ≥ 0.

Soit l’opérateur A = −4+ 1 sur Lp (Ω) , et on definit pour 0 ≤ θ ≤ 1 l’espace Xθ
p = D

(
Aθ
)

muni

de la norme ‖.‖Xθ
p
. Nous signalons que X1

p = D (A) et X0
p = Lp (Ω).

2.2.1.1.1 Etude d’Existence locale Soit δ ∈
]

1
2

+ 3
2p
, 1
[
, p ∈ ]3, 6[ . Supposons que les données

initiales satisfassent
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y0 = (u0, v0, w0) ∈ X
1
2
2 ×W 1,∞ (Ω)×Xδ

p , alors il existe T (‖y0‖Y ) tel que le problème (2.18) possède

une solution unique

u ∈ C(]0, T ] ;W 2,p (Ω)) ∩ C([0, T ] ;X
1
2
2 ) ∩ C1(]0, T ] ;X

1
2
2 ),

v ∈ C(]0, T ] ;W 2,p (Ω)) ∩ C([0, T ] ;Xδ
p) ∩ C1(]0, T ] ;Xδ

p),

w ∈ C([0, T ] ;W 1,∞ (Ω)) ∩ C1(]0, T ] ;W 1,∞ (Ω)).

2.2.1.1.2 Etude d’Existence Globale Ω ⊂ R3 est un domaine borné de frontière régulière

∂Ω. Supposons que les données initiales satisfassent y0 = (u0, v0, w0) ∈ W 1,q (Ω) ×W 1,∞ (Ω) × Xδ
p ,

δ ∈
]

1
2

+ 3
2p
, 1
[ (
p > 3, q ≥ 3p

p+3

)
, pour t ∈ ]0, T [, on a

‖u(t)‖W 1,q(Ω) ≤ c (1 + t) ect, ‖v(t)‖Xδ
p
≤ c.

Démonstration. Cf [15].

2.2.1.2 Travail de A. Marcniaak-Czochra et M. Ptashny [19]



∂tu = D4u−∇.(χ(w)u∇w) + µu (1− u− w) ,

∂tv = α4v − βv + λuw, t > 0, x ∈ Ω,

∂tw = −γwv,

 ∂nu = 0, ∂nv = 0, ∂nw0 = 0 in ∂Ω,

u (0, .) = u0 , v (0, .) = v0, w (0, .) = w0 on Ω.

(2.19)

Les constantes D, β, α, µ > 0, λ, γ ≥ 0 sont positives.

χ ∈ C(R+), χ est localement Lipschitz, χ ≥ 0.

Définition 2.1. Le triplet (u, v, w) est appelé une solution faible du modèle (2.19), si u, v, w ∈

L2(0, T ;H1 (Ω)), u, v ∈ L∞(]0, T [× Ω), ut, vt, wt ∈ L2(]0, T [× Ω), de plus
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∫ T

0

∫
Ω

utϕ1dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

DOu.Oϕ1 +

∫ T

0

∫
Ω

χ(v)u∇v.Oϕ1

+

∫ T

0

∫
Ω

µu (1− u− w)ϕ1dxdt,

∫ T

0

∫
Ω

vtϕ2dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

αOv.Oϕ2 −
∫ T

0

∫
Ω

βvϕ2

+

∫ T

0

∫
Ω

λuvϕ2dxdt,

∫ T

0

∫
Ω

wtϕ3dxdt = −
∫ T

0

∫
Ω

γwvϕ3dxdt,

pour tout ϕ1 ∈ L2(0, T ;H1 (Ω)), ϕ2 ∈ L2(0, T ; Ω), ϕ3 ∈ L∞(]0, T [× Ω).

2.2.1.2.1 Etude d’Existence Locale Ω ⊂ Rd (d = 2, 3) est un domaine borné de frontière

régulière ∂Ω. Supposons que les données initiales satisfassent u0, v0, w0 ∈ L∞ (Ω) , Ov0,Ow0 ∈

Lq (Ω) (q ≥ d) ,Ou0 ∈ L2 (Ω) , alors la solution faible du problème (2.19) est unique. De plus,

v ∈ L∞(0, T ;W 1,q (Ω)), w ∈ Lq(0, T ;W 1,q (Ω)).

2.2.1.2.2 Etude d’Existence Globale

Théorème 2.3. Pour des conditions initiales positives et bornées et un état positif et la fonction

continue χ, les solutions du problème (2.19) sont uniformément bornés.

Démonstration. Cf [19].
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2.2.2 Le modèle de haptotaxie-chemotaxie avec terme de prolifération

Nous passons maintenant dans cette partie aux travaux de X. Cao [11], Y. Tao [22], Y. Tao, M.

Wang [23] et Y. Tao, M. Winkler [24], concernant le modèle de chimiotaxie-haptotaxie, en prenant

en considération le terme de prolifération avec le coefficient correspondant µ > 0.

2.2.2.1 Travail de X. Cao [11]



∂tu = D4u− χ∇.(u∇v)− ρ∇.(u∇w) + µu (1− u− w) ,

∂tv = α4v − βv + λu, t > 0, x ∈ Ω,

∂tw = −γwv,

 ∂nu = 0, ∂nv = 0, ∂nw0 = 0 in ∂Ω,

u (0, .) = u0 , v (0, .) = v0, w (0, .) = w0 on Ω.

(2.20)

Les constantes D,χ, ρ, α, µ > 0, γ, λ ≥ 0 sont des constantes positives données.

2.2.2.1.1 Etude d’Existence Globale Supposons que les données initiales satisfassent


0 ≤ u0, 0 ≤ m0, 0 < v0,

∂Ω ∈ C2+σ, 0 < σ < 1,

u0,m0, v0 ∈ C2+σ
(
Ω
)
.

(2.21)

Ω ⊂ R2 est un domaine borné de frontière régulière ∂Ω, on suppose qu’il existe θ0 > 0 tel que

θ0 >
χ
µ
, alors pour toute donnée toute donnée initiale (2.21), le problème (2.20) possède une solution

classique unique qui est globale en temps et bornée dans ]0,∞[× Ω.

Démonstration. Cf [11].
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2.2.2.2 Travail de Y. Tao [22]



∂tu = D4u− χ∇.(u∇v)− ρ∇.(u∇w) + µu (1− u− w) ,

∂tv = α4v − βv + λu, t > 0, x ∈ Ω,

∂tw = −γwv,

 ∂nu = 0, ∂nv = 0, ∂nw0 = 0 in ∂Ω,

u (0, .) = u0 , v (0, .) = v0, w (0, .) = w0 on Ω.

(2.22)

Les constantes D,χ, ρ, α, µ > 0, γ, λ ≥ 0 sont positives. ΩT = ]0, T [× Ω.

Supposons que les données initiales satisfassent


0 ≤ u0, 0 ≤ m0, 0 ≤ v0,

∂Ω ∈ C2+σ, σ = 1
5
,

u0,m0 ∈ C2+σ
(
Ω
)
, v0 ∈ C3

(
Ω
)
.

2.2.2.2.1 Etude d’Existence Locale Ω ⊂ R2 est un domaine borné de frontière régulière ∂Ω,

il existe une solution unique (u, v, w) ∈ C1+σ
2
,2+σ (ΩT ) de système (2.22), T > 0 qui dépend de

‖ (u0, v0, w0) ‖C2+σ(Ω).

2.2.2.2.2 Etude d’Existence Globale Ω ⊂ R2 est un domaine borné de frontière régulière ∂Ω

et µ > 0. Alors, il existe une solution globale unique (u, v, w) ∈ C1+σ
2
,2+σ (Ω∞) de système (2.22) .

Démonstration. Cf [22].
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2.2.2.3 Travail de Y. Tao et M. Wang [23]



∂tu = D4u− χ∇.(u∇v)− ρ∇.(u∇w) + µu (1− u− w) ,

∂tv = α4v − βv + λu, t > 0, x ∈ Ω,

∂tw = −γwv,

 ∂nu = 0, ∂nv = 0, ∂nw0 = 0 in ∂Ω,

u (0, .) = u0 , v (0, .) = v0, w (0, .) = w0 on Ω.

(2.23)

Les constantes D,χ, ρ, α, µ > 0, γ, λ ≥ 0 sont positives.

Supposons que les données initiales satisfassent


0 ≤ u0, 0 ≤ m0, 0 ≤ w0 ≤ 1,

∂Ω ∈ C2+σ, 0 < σ < 1,

u0,m0, v0 ∈ C2+σ
(
Ω
)
.

2.2.2.3.1 Etude d’Existence locale Ω ⊂ Rd (d = 1, 2, 3) est un domaine borné de frontière

régulière ∂Ω, il existe une solution unique (u, v, w) ∈ C1+σ
2
,2+σ (ΩT ) de système (2.24), T > 0 qui

dépend de ‖ (u0, v0, w0) ‖C2+σ(Ω).

2.2.2.3.2 Etude d’Existence Globale Supposons que d = 1, 2, 3, si χ
µ

est petite, il existe une

solution globale unique (u, v, w) ∈ C1+σ
2
,2+σ (Ω∞) de système (2.24) .

Démonstration. Cf [23].
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2.2.2.4 Travail de Y. Tao, M. Winkler [24]



∂tu = D4u− χ∇.(u∇v)− ρ∇.(u∇w) + µu (1− u− w) ,

∂tv = 4v − v + f(u), t > 0, x ∈ Ω,

∂tw = −γwv + ηu (1− u− w) ,

 ∂nu = 0, ∂nv = 0, ∂nw0 = 0 in ∂Ω,

u (0, .) = u0 , v (0, .) = v0, w (0, .) = w0 on Ω.

(2.24)

Les constantes D,χ, ρ, µ, γ, η > 0 sont positives.

Supposons que les données initiales satisfassent


0 ≤ u0, 0 ≤ m0, 0 ≤ w0,

∂Ω ∈ C2+σ, 0 < σ < 1,

u0,m0, v0 ∈ C2+σ
(
Ω
)
.

où f ∈ C1 ([0,+∞[ ,R+) est une fonction donnée satisfaisant pour s ≥ 0

f(s) ≤ Kf (s+ 1)δ , f(0) ≥ 0,

avec une certaine constante 0 < Kf , δ, et δ <

 3
2

pour d = 1

d+6
2(d+2)

pour d ≥ 2.

2.2.2.4.1 Etude d’Existence locale Ω ⊂ Rd (d ≥ 1) est un domaine borné de frontière régulière

∂Ω. Alors il existe une constante Tmax > 0 pour que le système (2.24) possède une solution unique

(u, v, w) ∈ C1,2 (ΩTmax) .

2.2.2.4.2 Etude d’Existence Globale Supposons que Ω ⊂ Rd est un domaine convexe borné

avec une frontière régulière, si χ
µ

est petite, si ρηmax
{
‖u0‖L1(Ω) , 1

}
< µ. Alors le système admet

une solution classique globale (u, v, w) et pour tout t > 0, il existe une certaine C > 0,

u (t) ≤ C.

Démonstration. Cf [24].
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Chapitre 3

Etude d’Existence Locale

Dans ce chapitre, nous traitons l’existence locale pour le modèle d’invasion.

L’outil principal est le Théorèmes 2.1. de A. Yagi [26].

3.1 Position de problème

On étudie le problème suivant introduit par [13], et contrairement au modèle précédent, il y a

absence du terme de source logistique :



∂tu = D4u− ρ∇.(u∇w )− χ∇.(u∇v),

∂tv = α4v − βv + λu, t > 0, x ∈ Ω,

∂tw = −γwv,

 ∂nu = 0, ∂nv = 0, ∂nw0 = 0 in ∂Ω,

u (0, .) = u0 , v (0, .) = v0, w (0, .) = w0 on Ω.

(3.1)

Soit Ω ⊂ Rd (d = 2, 3) un domaine borné de frontière régulière ∂Ω et les données initiales u0, v0, w0

sont supposées être positives et ∂n désigne la dérivée par rapport à la normale externe de ∂Ω. La

fonction u(t, x) est la densité de population des individus biologiques à la position x ∈ Ω et au temps

t ∈ [0,+∞[, v(t, x) est la concentration de substance chimique produite par les individus tandis que
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w = w(t, x) est la concentration de la matrice extracellulaire (MEC). Les coefficients D, ρ, χ, γ, λ, α, β

sont des données positives.

Tout au long de ce document, δ désigne une constante donnée vérifiant d
2
< δ < 2 (d = 2, 3).

3.2 Existence locale

On définit pour s > 0, Hs(Ω) l’espace fractionnaire de Sobolev dans Ω de classe C3muni de la

norme ‖.‖Hs(Ω), tel que pour 3
2
< s ≤ 3

Hs
N (Ω) = {u ∈ Hs (Ω) , ∂−→n u = 0 sur ∂Ω } ,

et pour s < 3
2
, Hs

N (Ω) = Hs (Ω).

Théorème 3.1. Soit δ un exposant donné satisfaisant d
2
< δ < 2 (d = 2, 3) et on suppose que

(u0, v0, w0) ∈ Hδ
N (Ω)×H1+δ

N (Ω)×H2
N (Ω) . Alors il existe TU0 > 0 tel que le problème (3.1) admette

une seule solution

u ∈ C(]0, TU0 ] ;H2
N (Ω)) ∩ C([0, TU0 ] ;Hδ

N (Ω)) ∩ C1(]0, TU0 ] ;L2 (Ω)),

v ∈ C(]0, TU0 ] ;H3
N (Ω)) ∩ C([0, TU0 ] ;H1+δ

N (Ω)) ∩ C1(]0, TU0 ] ;H1 (Ω)),

w ∈ C([0, TU0 ] ;H2
N (Ω)) ∩ C1(]0, TU0 ] ;H2

N (Ω)). (3.2)

De plus, pour tout t ∈]0, TU0 ] la solution satisfait les estimations

‖u(t)‖Hδ(Ω) + ‖v(t)‖Hδ+1(Ω) + ‖w(t)‖H2(Ω) ≤ CU0 , (3.3)

où CU0 , TU0 > 0 dépendent uniquement des normes ‖u0‖Hδ(Ω) + ‖v0‖Hδ+1(Ω) + ‖w0‖H2(Ω).

Démonstration. 1èreétape : Propretés basique de l’opérateur A

Dans cette partie, nous étudierons les propriétés des opérateurs A, où nous allons commencer par

prouver que A est sectoriel et ensuite nous calculons le domaine D(A) et le domaine fractionnaire

D(Aθ)(0 < θ < 1).

Dans tout le travail on adopte la notation suivante

K =

U0 =


u0

v0

w0

 ; 0 ≤ u0 ∈ Hδ
N (Ω) , 0 ≤ v0 ∈ Hδ+1

N (Ω) , 0 < w0 ∈ H2
N (Ω)

 ,

37



Chapitre 3 Etude d’Existence Locale

On réécrit notre problème sous la forme du problème de Cauchy semi-linéaire abstrait suivant dU
dt

+ AU = F (U),

U(0) = U0,

où U definie sur

X =

U =


u

v

w

 ; u ∈ L2 (Ω) , v ∈ H2
N (Ω) , w ∈ H1 (Ω)

 ,

et A l’opérateur défini comme suit

A =


A1 0 0

0 A2 0

0 0 A3



=


−D4+ 1 0 0

0 −α4+ β 0

0 0 γ

 , (3.4)

Pour prouver que A est sectoriel dans X, nous nous référons à la Proposition 1.5. qui assure

que les opérateurs A1, A2 sont sectoriels dans L2 (Ω) , H1 (Ω) avec les constantes M1 = 1+D
min{1;D} ,

M2 = α+β
min{α;β} respectivement. Nous pouvons le prouver pour A3 par un calcul direct, avec un angle

strictement inférieur à π
2
.

De plus, comme A est un opérateur matriciel diagonal, nous avons

(λ− A)−1 = diag
{

(λ− A1)−1 , (λ− A2)−1 , (λ− γ)−1} .
Maintenant, nous notons par σ (A) le spectre de A et ρ (A) sa complémentaire. Si λ /∈ σ (A) ⊂∑
ω =

{
λ ∈ C, |arg λ| < ωA <

π
2

}
(Re (λ) ≤ 0) à partir de Proposition 1.6., nous avons

∥∥(λ− A)−1
∥∥ ≤ ∥∥(λ− A1)−1

∥∥
L(L2(Ω))

+
∥∥(λ− A2)−1

∥∥
L(H1(Ω))

+
1

|λ− γ|

≤ M1 +M2

|λ|
.
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Nous considérons l’opérateur A1 = −D4+1 sur L2(Ω) avec les conditions de Neumann homogènes

sur ∂Ω, alors D(A1) =H2
N (Ω) et selon Théorème 1.7., on a

D(Aθ1) =

 H2θ (Ω) , 0 ≤ θ < 3
4
,

H2θ
N (Ω) , 3

4
< θ ≤ 1,

(3.5)

avec équivalence de norme

c−1
Ω ‖u‖H2θ(Ω) ≤

∥∥Aθ1u∥∥L2(Ω)
≤ cΩ ‖u‖H2θ(Ω) , u ∈ D(Aθ1). (3.6)

Nous considérons aussi l’opérateur A2 = −α4 + β sur H1 (Ω) avec la condition de Neumann

homogène sur ∂Ω, alors D(A2) = {v ∈ H2
N (Ω) , 4v ∈ H1 (Ω)} . Notez que, comme Ω est de classe

C3, ceci implique queD(A2) = H3
N (Ω), et selon Théorème 1.8., on a

D(Aθ2) =
[
H1 (Ω) , H3

N (Ω)
]
θ
, 0 ≤ θ ≤ 1,

selon Théorème 1.7.,

D(Aθ2) =

 H2θ+1 (Ω) , 0 ≤ θ < 1
4
,

H2θ+1
N (Ω) , 1

4
< θ ≤ 1,

(3.7)

avec équivalence des normes

c−1
Ω ‖u‖H2θ+1(Ω) ≤

∥∥Aθ2u∥∥H1(Ω)
≤ cΩ ‖u‖H2θ+1(Ω) , u ∈ D(Aθ2), (3.8)

cΩ > 0 étant déterminé par Ω. Nous prenons aussi l’opérateur A3 = γ in H2
N (Ω) dans les conditions

limites de Neumann sur ∂Ω, comme il s’agit d’un opérateur auto-adjoint défini et positif sur H2
N (Ω) ,

selon Théorème 1.8., on a

D(Aθ3) =
[
H2
N (Ω) , H2

N (Ω)
]
θ
, 0 ≤ θ ≤ 1,

grâce au Théorème 1.7., nous avons [H2
N (Ω) , H2

N (Ω)]θ = H2
N (Ω) , donc

D(Aθ3) = H2
N (Ω) 0 ≤ θ ≤ 1. (3.9)

Compte tenu de la Proposition 1.8., l’opérateur A est sectoriel de X de domaine

D(A) =




u

v

w

 ; u ∈ H2
N (Ω) , v ∈ H2

N (Ω) , w ∈ H3
N (Ω)

 ,
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De plus Aθ = diag
{
Aθ1, A

θ
2, A

θ
3

}
de (3.4) , (3.5) , (3.6) , (3.7) , (3.9) , alors

D(Aθ) =

U =


u

v

w

 ; u ∈ H2θ (Ω) , v ∈ H2θ+1 (Ω) , w ∈ H2
N (Ω)

 , 0 < θ <
1

4
,

D(Aθ) =

U =


u

v

w

 ; u ∈ H2θ (Ω) , v ∈ H2θ+1
N (Ω) , w ∈ H2

N (Ω)

 ,
1

4
< θ <

3

4
,

D(Aθ) =

U =


u

v

w

 ; u ∈ H2θ
N (Ω) , v ∈ H2θ+1

N (Ω) , w ∈ H2
N (Ω)

 ,
3

4
< θ ≤ 1.

2èmeétape : Construction de solution locale

Après l’étude de l’opérateur A, on doit passer à l’étude de deuxième membre qui est défini avec

la fonction non-linéaire de D(A
δ
2 )
(
d
2
< δ < θ ≤ 2

)
sur X par

F (U) =


− ρO. (uOw )− χO. (uOv ) + u

λu

−γ(w − 1)v

 .

Soient U, V ∈ D(A
θ
2 )
(
d
2
< δ < θ ≤ 2

)
, tels que U =


u1

v1

w1

 , V =


u2

v2

w2

, on a

‖F (U)− F (V )‖X ≤ ρ ‖O. (u1Ow1 − u2Ow2 )‖L2(Ω) + ‖u1 − u2‖L2(Ω)

χ ‖O. (u1Ov1 − u2Ov2 )‖L2(Ω) + λ ‖u1 − u2‖H1(Ω)

+γ ‖(w1 + 1)v1 − (w2 + 1)v2‖H2(Ω) , (3.10)

de (1.9) , on a

‖O. (u1Ow1 − u2Ow2 )‖L2(Ω)

≤ ‖(u1 − u2)Ow1 + u2 (Ow1 − Ow2 )‖H1(Ω)

≤ ‖w1‖H2(Ω) ‖u1 − u2‖Hδ(Ω) + ‖w1 − w2‖H2(Ω) ‖u2‖Hδ(Ω) , (3.11)
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de même

‖O. (u1Ov1 − u2Ov2 )‖L2(Ω)

≤ ‖v1‖
H2(Ω)

‖u1 − u2‖Hδ(Ω) + ‖v1 − v2‖
H2(Ω)

‖u2‖Hδ(Ω) , (3.12)

de (1.8) , on a

‖(w1 + 1)v1 − (w2 + 1)v2‖H2(Ω)

≤ cΩ ‖v1 − v2‖H2(Ω) ‖w1 + 1‖Hδ+1(Ω) + cΩ ‖w1 − w2‖Hδ+1(Ω) ‖v2‖H2(Ω) , (3.13)

d’après (1.5) , on a

‖u1 − u2‖L2(Ω) + λ ‖u1 − u2‖H1(Ω) ≤ (1 + λ) ‖u1 − u2‖Hδ(Ω) . (3.14)

On substitue (3.11) , (3.12) , (3.13) , (3.14) dans (3.10) , alors il existe une constante positive cΩ,

pour tout d
2
< δ < θ ≤ 2,

‖F (U)− F (V )‖X ≤ cΩ

(
‖u2‖Hδ(Ω) + ‖v1‖Hδ+1(Ω) + ‖w1‖H2(Ω) + ‖w2‖H2(Ω) + 1

)

×
(
‖u1 − u2‖Hθ(Ω) + ‖v1 − v2‖Hθ+1(Ω) + ‖w1 − w2‖H2(Ω)

)
,

on peut écrire pour d
2
< δ < θ ≤ 2 :

‖F (U)− F (V )‖X ≤ cΩ

[
‖U‖

D(A
δ
2 )

+ ‖V ‖
D(A

δ
2 )

+ 1

]
‖U − V ‖

D(A
θ
2 )
,

donc, on peut appliquer le Théorème 2.1. pour achever la prouve.

3.3 Positivité des solutions locales

Dans toute la suite on supposera que Ω est un ouvert régulier et borné de Rd (d = 2, 3) . Avant

d’établir le théorème d’existence globale en temps, on commencera de prouver les résultats préliminaires

suivants.

Proposition 3.1. Pour x ∈ Ω, t ≥ 0, si u0 ≥ 0, alors

u (t, x) ≥ 0. (3.15)
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Démonstration. Soit H(s) la fonction de troncature définie sur R par

H(s) =

 1
2
s2 si s < 0,

0 si s ≥ 0.

On note ψ(t) =
∫

Ω
H(u(t, x))dx, on écrit

ψ′(t) = ( H ′(u), ut)

= H ′(u), D4u− ρO. (uOw)− χO. (uOv) . (3.16)

En observant que H ′(s) = s si s < 0 et H ′(s) = 0 si s ≥ 0 et on H ′(s) ∈ H1(Ω) pour s ∈ H1(Ω),

on obtient

( H ′(u), D4u) = −D
∫

Ω

O(H ′(u)).Oudx = −D‖O(H ′(u))‖2
L2(Ω). (3.17)

De plus, en supposant
∂v0

∂ν
= 0 sur ∂Ω, on aura

∂v

∂ν
= 0 sur ∂Ω et par suite en utilisant

l’observation précédente et grâce à l’inégalité de Hölder, donc

( H ′(u),−O. (uOw))

=

∫
Ω

uO(H ′(u)).Owdx

≤ ‖Ow‖L4(Ω)‖O(H ′(u))‖L2(Ω)‖H ′(u)‖L4(Ω), (3.18)

de même

( H ′(u),−O. (uOv))

≤ ‖Ov‖L4(Ω)‖O(H ′(u))‖L2(Ω)‖H ′(u)‖L4(Ω),

d’après le Théorème 3.1., on a

‖Ov‖L4(Ω) + ‖Ow‖L4(Ω) ≤ cU0 , (3.19)
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on reprend (3.18) , (3.19) En utilisant l’inégalité de sobolev (1.11) pour d = 2,
(
r = 4, p = 2, a = 1

2
, q = 2

)
,

avec celle de young, on trouve

cU0‖H ′(u)‖2
L4(Ω) ≤ cT,U0‖H ′(u)‖H1(Ω)‖H ′(u)‖L2(Ω)

≤ D

2
‖O(H ′(u))‖2 + cU0‖H ′(u)‖2

L2(Ω), (3.20)

de même type, en utilisant l’inégalité de sobolev (1.10) pour d = 3,
(
r = 4, p = 2, a = 3

4
, q = 2

)
, on

trouve

cU0‖H ′(u)‖2
L4(Ω) ≤ cU0‖H ′(u)‖

3
4

H1(Ω)‖H
′(u)‖

1
4

L2(Ω) (3.21)

≤ D

2
‖O(H ′(u))‖2

L2(Ω) + cU0‖H ′(u)‖2
L2(Ω),

on substitue (3.17) , (3.18) , (3.19) , (3.20) , (3.21) dans (3.16) , on a

ψ′(t) ≤ cU0ψ(t),

d’après l”inégalité de Gronwall on a ψ(t) ≤ ψ(0) exp (tcU0) . Comme ψ(0) = 0 alors ψ(t) = 0 d’où

u ≥ 0.

Proposition 3.2. Pour x ∈ Ω, t ≥ 0, si v0, u0 ≥ 0, alors

v (t, x) ≥ 0. (3.22)

Démonstration. On pose ψ(t) =
∫
Ω

H(v)dx tels que

vH ′(v) ≥ 0, H ′(v) ≤ 0, (3.23)

en utilisant la troisième équation de système (3.1) , de (3.15) , (3.23)

ψ′(t) =

∫
Ω

H ′(v)vtdx

= α

∫
Ω

H ′(v)4v + λ

∫
Ω

uH ′(v)− β
∫
Ω

vH ′(v)dx

= −α
∫
Ω

|OH ′(v)|2 dx+ λ

∫
Ω

uH ′(v)dx− β
∫
Ω

vH ′(v)dx,
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on a donc

ψ′(t) ≤ 0,

d’après l’inégalité de Gronwall on a ψ(t) ≤ ψ(0). Comme ψ(0) = 0 alors ψ(t) = 0 d’où v ≥ 0.
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Chapitre 4

Etude d’existence globale pour le modèle

d’haptotaxie

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence globale de système haptotaxie sans terme source,

nous montrons que la solution locale construite précédemment est en fait une solution globale. L’outil

principal est le Théorème 2.1. donné dans chapitre 2, ce qui nous permet de montrer par absurde

l’existence globale en temps de la solution qu’avec seulement des estimations de la norme
∥∥AδU (t)

∥∥ ,
pour 0 ≤ t ≤ TU , où A est l’opérateur associé à (3.4) et δ est un exposant fixé approprié.

4.1 Etude du modèle d’haptotaxie

Nous traitons dans ce chapitre le modèle introduit par Anderson et Chaplain [1] :

∂tu = D4u− ρ∇.(u∇w ),

∂tv = α4v − βv + λu, t > 0, x ∈ Ω,

∂tw = −γwv,

 ∂νu = 0, ∂νv = 0, ∂νw0 = 0 in ∂Ω,

u (0, .) = u0 , v (0, .) = v0, w (0, .) = w0 on Ω.

(4.1)
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Soit Ω ⊂ Rd (d = 2, 3) un domaine borné de frontière régulière ∂Ω et les données initiales u0, v0, w0

sont supposés être positifs. Les coefficients D, ρ, χ, γ, λ, α, β sont données des constantes positives.

Dans toute la suite, δ désigne une constante donnée vérifiant d
2
< δ < 2 (d = 2, 3).

4.2 Estimation a priori

Dans ce qui suit, nous supposons que Ω est un domaine régulier et borné de Rd(d = 2; 3), Nous

prouverons l’existence globale dans l’espace (3.2) .

Selon le Théorème 2.1. on utilisera l’absurde pour voir qu’il suffit de montrer l’existece d’une

fonction croissante continue c(.) qui satisfait l’estimation ‖A δ
2U‖ ≤ exp (c(‖A δ

2U0‖) (1 + TU)), 0 ≤

t ≤ TU . Pour cela, nous devons partager la preuve en trois étapes.

Proposition 4.1. Sous les hypothèses du Théorème 3.1, il existe une fonction croissante continue

c(.) vérifiant l’estimation suivante pour tout 0 ≤ t ≤ TU :

‖A
δ
2U‖ = ‖u‖Hδ(Ω) + ‖v‖Hδ+1(Ω) + ‖w‖H2(Ω)

≤ exp (c(‖v0‖H1+δ(Ω) + ‖w0‖H2(Ω) + ‖u0‖Hδ(Ω)) (1 + TU))

≤ exp (c(‖A
δ
2U0‖) (1 + TU)). (4.2)

Démonstration. 1èreétape : En intégrant la première équation de (4.1) sur Ω en appliquant la formule

de Green ∫
Ω

∂tudx

=

∫
Ω

O. [DOu− ρu∇w ] dx

=

∫
∂Ω

(DOu− ρu∇w ) .
→
νdσ,

on a Ou.
→
ν = 0 sur ∂Ω. De plus, en supposant Ow0.

→
ν = 0 sur ∂Ω on obtient Ow.

→
ν = 0. Comme

u,w ≥ 0, donc :

‖u‖L1(Ω) = ‖u0‖L1(Ω). (4.3)
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Ensuite, nous pouvons facilement prouver pour tout t ≥ 0 :

w(t, x) = w0(x)e−
∫ t
0 γv(τ,x)dτ ,

de plus, si u0,v0 ≥ 0, on observe de (3.15) , (3.22) que u,v ≥ 0, alors

‖w‖L∞(Ω) ≤ ‖w0‖L∞(Ω). (4.4)

La deuxième équation de (4.1) s’écrit vt = −A2v + λu où A2 = −α4 + β, de (1.35) pour

0 ≤ t ≤ TU ,

v (t) = e−tA2v0 + λ

t∫
0

e−(t−s)A2u ds,

par conséquent

‖v‖L2(Ω) ≤
∥∥e−tA2v0

∥∥
L2(Ω)

+ λ

t∫
0

∥∥e−(t−s)A2u
∥∥
L2(Ω)

ds,

les inégalités de semi-groupes (1.36) et (1.37), en utilisant la formule µ−zΓ (z) =
+∞∫
0

sz−1e−µsds(
Re(z) ∈ R∗+

)
, nous avons pour tous t ≥ 0 :

‖v‖L2(Ω) ≤ cΩ ‖v0‖L2(Ω) + cΩλ

t∫
0

(
1 + (t− s)−

d
4

)
e−λ1(t−s)‖u0‖L1(Ω)ds

≤ cΩ ‖v0‖L2(Ω) + cΩλ(λ−1
1 + λ1

− 4−d
4 Γ(4−d

4
))‖u0‖L1(Ω) . (4.5)

2èmeétape : On montre que la norme de U dans X est bornée, nous employons un changement

de variable de la forme u→ u
ϕ
, où

ϕ = e
ρ
D
w. (4.6)

La première équation de (4.1) s’écrit sous la forme

ϕ(
u

ϕ
)t = DO.

(
ϕO(

u

ϕ
)

)
− u(

ϕt
ϕ

). (4.7)

De plus, ϕ est satisfait la formule ϕt = −γρ
D
ϕwv, en multipliant l’équation (4.7) par 2u

ϕ
et intégrant

sur Ω, on obtient

d

dt

∫
Ω

ϕ(
u

ϕ
)2dx+ 2D

∫
Ω

ϕ

∣∣∣∣O(
u

ϕ
)

∣∣∣∣2 dx = γρ
D

∫
Ω

(
u

ϕ
)2ϕwvdx, (4.8)
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ensuite, nous appliquons l’inégalité de Hölder pour (4.8)

d

dt

∫
Ω

ϕ(
u

ϕ
)2dx+ 2D

∫
Ω

ϕ

∣∣∣∣O(
u

ϕ
)

∣∣∣∣2 dx ≤ γρ
D
‖ϕw‖L∞(Ω)‖

u

ϕ
‖2
L4(Ω)‖v‖L2(Ω),

compte tenu de (4.6),(4.4) , (4.5) , nous pouvons conclure que ‖ϕw‖L∞(Ω) ≤ ‖w0‖L∞(Ω)e
ρ
D
‖w0‖L∞(Ω) .

Par conséquent

d

dt

∫
Ω

ϕ(
u

ϕ
)2dx+ 2D

∫
Ω

ϕ

∣∣∣∣O(
u

ϕ
)

∣∣∣∣2 dx
≤ (‖v0‖L2(Ω) + ‖u0‖L2(Ω))‖w0‖L∞(Ω)e

ρ
D
‖w0‖L∞(Ω)‖u

ϕ
‖2
L4(Ω),

nous appliquons les inégalités (1.16) , (1.20) (1.15) ,

d

dt

∫
Ω

ϕ(
u

ϕ
)2dx+D

∫
Ω

ϕ

∣∣∣∣O(
u

ϕ
)

∣∣∣∣2 dx
≤ D

2
‖O(

u

ϕ
)‖2
L2(Ω) + ‖u

ϕ
‖2
L1(Ω)c‖w0‖H2(Ω),‖u0‖L1(Ω),‖v0‖L2(Ω)

,

comme 1 ≤ ϕ,

d

dt

∫
Ω

ϕ(
u

ϕ
)2dx+ D

2

∫
Ω

ϕ

∣∣∣∣O(
u

ϕ
)

∣∣∣∣2 dx
≤ c‖w0‖H2(Ω),‖u0‖L1(Ω),‖v0‖L2(Ω)

∫
Ω

ϕ(
u

ϕ
)2dx,

on applique l’inégalité de Gronwall,∫
Ω

ϕ(
u

ϕ
)2dx ≤ e

∫ t
0 c‖w0‖H2(Ω)

,‖u0‖L1(Ω)
,‖v0‖L2(Ω)

ds
∫
Ω

ϕ (w0) (
u0

ϕ (w0)
)2dx,

grâce à 1 ≤ ϕ ≤ e
ρ
D
‖w0‖L∞(Ω) , pour 0 ≤ t ≤ TU ,

‖u‖L2(Ω) (t) ≤ ec(‖w0‖L∞(Ω)+‖u0‖L2(Ω)+‖v0‖L2(Ω))(1+TU ). (4.9)

Il reste à prouver l’estimation dans l’espace X pour les deux autres composantes de la solution

v, w de (4.1) . Multipliant la deuxième équation de (4.1) par A2v et intégrant sur Ω, on prend en

compte (4.9), pour 0 ≤ t ≤ TU∫ t

0

‖v‖2
H2(Ω) ≤ cΩ‖v0‖2

H1(Ω) + cΩ

∫ t

0

‖u‖2
L2(Ω)ds

≤ cΩ‖v0‖2
H1(Ω) + cΩTU sup

0≤t≤TU
‖u‖2

L2(Ω). (4.10)
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Ensuite, on traite l’équation correspondante w, nous savons que pour Ω ⊂ Rd (d = 2, 3), alors

‖w0e
−
∫ t
0 γv‖2

H2(Ω) ≤ cΩ‖w0‖2
H2(Ω)‖e−

∫ t
0 γv‖2

H2(Ω). En utilisant les mêmes arguments que dans (1.4), pour

0 ≤ t ≤ TU

‖w‖2
H2(Ω) ≤ cΩ‖w0‖2

H2(Ω)

(
1 +

∫ t

0

‖v‖H2(Ω)

)2

‖e−
∫ t
0 γv‖2

L∞(Ω),

on fait appel à (4.9) , (4.10), pour 0 ≤ t ≤ TU

‖w‖H2(Ω) ≤ ec(‖v0‖H1(Ω)+‖w0‖H2(Ω)+‖u0‖L2(Ω))(1+TU ). (4.11)

3èmeétape : La présente étape est consacrée à l’estimation de la solution dans l’espace D(A
δ
2 ), en

utilisant (4.1), (1.34) , (1.36)[avec un exposant d
2
< δ′ < δ avec une constante cΩ > 0, tel que∥∥∥A δ

2
1 u
∥∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥e−tA1

∥∥
L(L2(Ω))

∥∥∥A δ
2
1 u0

∥∥∥
L2(Ω)

+

t∫
0

∥∥∥A δ
2
1 e
−(t−s)A1

∥∥∥
L(L2(Ω))

‖O. (uOw)‖L2(Ω) ds

≤ cΩ ‖u0‖Hδ(Ω) +

t∫
0

cΩ(1 + (t− s)−
δ
2 )e−

λ1
2

(t−s) ‖u‖Hδ′ (Ω) ‖w‖H2(Ω) ds, (4.12)

par les mêmes arguments que dans [26. 2.119, page 98], de (3.6) , on a

‖u‖Hδ′ (Ω) ≤ cΩ

∥∥∥∥A δ′
2

1 u

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ 2δ2cΩ
δ′(δ−δ′) sin

(
πδ′

δ

)
‖u‖1− δ

′
δ

L2(Ω) .
∥∥∥A δ

2
1 u
∥∥∥ δ′δ
L2(Ω)

≤ cΩ,δ,δ′ ‖u‖
1− δ

′
δ

L2(Ω) .
∥∥∥A δ

2
1 u
∥∥∥ δ′δ
L2(Ω)

,

de (4.9) , (4.11) en appliquant l’inégalité de Young, pour tout 0 < ε

‖w‖H2(Ω) ‖u‖Hδ′ (Ω)

≤ ec(‖v0‖H1(Ω)+‖w0‖H2(Ω)+‖u0‖L2(Ω))(1+TU ) ‖u‖1− δ
′
δ

L2(Ω) .
∥∥∥A δ

2
1 u
∥∥∥ δ′δ
L2(Ω)

≤ ec(‖v0‖H1(Ω)+‖w0‖H2(Ω)+‖u0‖L2(Ω))(1+TU )
∥∥∥A δ

2
1 u
∥∥∥ δ′δ
L2(Ω)

≤ ecε(‖v0‖H1(Ω)+‖w0‖H2(Ω)+‖u0‖L2(Ω))(1+TU ) + ε
∥∥∥A δ

2
1 u
∥∥∥
L2(Ω)

, (4.13)
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par conséquent, en regroupant (4.11) , (4.12) et (4.13) , on a

sup
0≤t≤TU

∥∥∥A δ
2
1 u
∥∥∥
L2(Ω)

≤ cΩ ‖u0‖Hδ(Ω) + cΩ,ε (1 + TU)
3δ−δ′
δ−δ′

+∞∫
0

(1 + (t− s)−
δ
2 )e−

λ1
2

(t−s)ds

+
εcΩ

+∞∫
0

(1+(t−s)−
δ
2 )e−

λ1
2 (t−s)ds

2
sup

0≤t≤TU

∥∥∥A δ
2
1 u
∥∥∥
L2(Ω)

,

soit ε−1 =
+∞∫
0

s−
δ
2 e−

λ1s
2 ds = (λ1

2
)1− δ

2 Γ
(
1− δ

2

)
, il s’ensuit que

‖u‖Hδ(Ω) ≤ ec(‖v0‖H1(Ω)+‖w0‖H2(Ω)+‖u0‖Hδ(Ω)
)(1+TU ), 0 ≤ t ≤ TU . (4.14)

Par une technique similaire, grâce à (4.14) , pour tout 0 ≤ t ≤ TU

‖v‖H1+δ(Ω)

≤ ‖v0‖H1+δ(Ω) + λcΩ

t∫
0

∥∥∥A 1
2
2 e
−(t−s)A2

∥∥∥
L(L2(Ω))

‖u‖Hδ(Ω) ds

≤ ‖v0‖H1+δ(Ω) + ( sup
0≤t≤TU

‖u‖Hδ(Ω))λcΩ

t∫
0

(1 + (t− s)−
1
2 )e−

λ1
2

(t−s)ds

≤ ec(‖v0‖H1+δ(Ω)
+‖w0‖H2(Ω)+‖u0‖Hδ(Ω)

)(1+TU ). (4.15)

Enfin nous utilisons (4.11) , (4.14) , (4.15) , pour 0 ≤ t ≤ TU ,

‖u‖Hδ(Ω) + ‖v‖H1+δ(Ω) + ‖w‖H2(Ω)

≤ exp (c(‖v0‖H1+δ(Ω) + ‖w0‖H2(Ω) + ‖u0‖Hδ(Ω)) (1 + TU)).

4.3 Existence globale de la solution

Nous prouverons maintenant le résultat suivant.

Théorème 4.6. Pour tout U0 = (u0, v0, w0) ∈ K, il existe une solution globale unique de (4.1)

dans l’espace de fonction :

u ∈ C(]0,+∞[ ;H2
N (Ω)) ∩ C([0,+∞[ ;Hδ

N (Ω)) ∩ C1 ]0,+∞[ ;L2 (Ω)),

v ∈ C(]0,+∞[ ;H3
N (Ω)) ∩ C([0,+∞[ ;H1+δ

N (Ω)) ∩ C1(]0,+∞[ ;H1 (Ω)),

w ∈ C([0,+∞[ ;H2
N (Ω)) ∩ C1(]0,+∞[ ;H2

N (Ω)).
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Démonstration. En utilisant les estimations a priori (4.2), nous allons construire une solution globale

à (4.1).

Pour U0 ∈ K, nous savons qu’il existe une unique solution locale sur l’intervalle [0, TU0 ].

Par absurde, Supposons que [t1, TV ] est l’intervalle maximal pour l’existence de la solution locale

V du problème (4.1) avec la valeur initiale U(t1) = U1 ∈ K

(avec TV − τ1 = t1 < TU0 où 0 < τ1 < TV est arbitraire). D’autre part le Théorème 3.2. nous per-

met de construire nouvelle solution à l’intervalle [t1, t1 + τ2] (pour une valeur τ2 > 0) qui ne depend

que de borne superieur de
∥∥∥A δ

2V (t)
∥∥∥. L’estimation (4.2) assure pour toute solution locale V l’estima-

tion
∥∥∥A δ

2V (t)
∥∥∥ ≤ exp (c(‖A δ

2U1‖) (1 + TV )), t1 ≤ t ≤ TV , qui nous permet de dire que τ2 dépend de

exp (c(‖A δ
2U1‖) (1 + TV )) (de (3.3) , ‖A δ

2U1‖ ≤ C
‖A

δ
2U0‖

donc τ2 est indépendant de τ1). Si on prend

τ1 < τ2, alors nous obtenons t1 + τ2 = TV − τ1 + τ2 > TV , ce qui contredit l’hypothèse d’intervalle

maximal.

Cet argument est significatif pour tout temps fini TV > 0. Alors, nous concluons l’existence globale

de la solution. Pour toute valeur initiale U0 ∈ K, il existe une solution globale unique pour (4.1) avec

U(t) ∈ K, 0 ≤ t <∞, dans l’espace :

U ∈ C(]0,+∞[;D(A)) ∩ C([0,+∞[;D(A
δ
2 )) ∩ C1((]0,+∞[;X).
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Chapitre 5

Etude de l’existence globale pour le

modèle d’haptotaxie-chemotaxie

Dans ce présent chapitre, nous montrons que la solution locale précédemment construite pour le

système chimiotaxie-haptotaxie sans terme source est en fait une solution globale.

On a déja vu au chapitre 2 que ce type de modèle est traité au [11], [22] et [23] en présence du

terme source qui facilite l’étude d’existence globale sous l’hypothèse χ
µ

petite.

Par contre dans notre travail, on prend le coefficient du terme de source logistique µ = 0, ce qui

nous oblige à mettre l’hypothèse ‖u0‖L1(Ω) suffisamment petite pour établir une estimation a priori

en vue d’obtenir une solution globale.
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5.1 Etude d’un modèle haptotaxie-chemotaxie

Nous traitons maintenant le modèle introduit par [13], décrivant à la fois le phénomène d’invasion

et de chimiotaxie :

∂tu = D4u− ρ∇.(u∇w )− χ∇.(u∇v),

∂tv = α4v − βv + λu, t > 0, x ∈ Ω,

∂tw = −γwv,

 ∂nu = 0, ∂nv = 0, ∂nw0 = 0 in ∂Ω,

u (0, .) = u0 , v (0, .) = v0, w (0, .) = w0 on Ω.

(5.1)

Nous supposerons que Ω ⊂ R2 un domaine borné de frontière régulière ∂Ω et les données initiales

u0, v0, w0 sont supposées être positives. Les coefficients D, ρ, χ, γ, λ, α, β sont des constantes positives

données.

5.2 Estimation a priori

Nous prouverons l’existence globale. Compte tenu du Théorème 2.1. on utilisera l’absurde pour

voir qu’il suffit de montrer l’existece d’une fonction croissante continue F (.) qui satisfait l’estimation

‖A δ
2U‖ ≤ F (t + ‖A δ

2U0‖), 0 ≤ t ≤ TU . Pour prouver cette dernière, nous devons partager la preuve

en quatre étapes.

Proposition 5.1. Sous les hypothèses du Théorème 3.2., et en supposant que la masse initiale vérifie

pour une certaine constante positive cΩ > 0 l’inégalité

‖u0‖L1(Ω) ≤ D

(
(χ
α

) 3
2 +1)cΩ

,

alors il existe une fonction croissante continue F, telle que pour tout 0 ≤ t ≤ TU

‖A
δ
2U‖ = ‖u‖Hδ(Ω) + ‖v‖Hδ+1(Ω) + ‖w‖H2(Ω)

≤ F (TU + ‖u0‖Hδ(Ω) + ‖v0‖Hδ+1(Ω) + ‖w0‖H2(Ω))

≤ F (TU + ‖A
δ
2U0‖). (5.2)
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Remarque 5.1. La constante cΩ de cette proposition précédente est obtenue par l’inégalité de Sobolev

(1.11) et la régularité maximale de Sobolev (Cf [18. Théorème 9.1, chapitre IV]).

Démonstration. 1èreétape :

En intégrant la première équation de (5.1) sur Ω en appliquant la formule de Green∫
Ω

∂tudx

=

∫
Ω

O. [DOu− ρu∇w − χu∇v] dx

=

∫
∂Ω

(DOu− ρu∇w − χu∇v) .
→
ndσ,

on a Ou.
→
n = Ov.

→
n = 0 sur ∂Ω. De plus, en supposant Ow0.

→
n = 0 sur ∂Ω on obtient Ow.

→
n = 0.

Comme u,w ≥ 0, donc :

‖u‖L1(Ω) = ‖u0‖L1(Ω). (5.3)

Ensuite, nous pouvons facilement prouver l’égalité suivante pour tout t ≥ 0 :

w(t, x) = w0(x)e−
∫ t
0 γv(τ,x)dτ , (5.4)

de plus, si u0,v0 ≥ 0, on observe de (3.15) , (3.22) que u,v ≥ 0, alors

‖w‖L∞(Ω) ≤ ‖w0‖L∞(Ω). (5.5)

2èmeétape :

On montre dans cette étape l’existence globale pour l’espaces C([0,∞[ ;X). En multipliant la

première équation de (5.1) par u et on intégre sur Ω, on a

d

2dt
‖u‖2 +D‖Ou‖2 = −ρ

2

∫
Ω

u24wdx− χ

2

∫
Ω

u24vdx, (5.6)

de (5.4) , on a

4w = (4w0 − 2γOw0

∫ t

0

Ov(τ, x)dτ − γw0

∫ t

0

4v(τ, x)dτ

+w0(γ

∫ t

0

Ov(τ, x)dτ)2)e−γ
∫ t
0 v(τ,x)dτ ,
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avec la deuxième équation de (5.1), nous avons

4w = (4w0 − 2γOw0

∫ t

0

Ov(τ, x)dτ − γ
α
w0(v − v0)

+ γ
α
w0

∫ t

0

(λu− βv)dτ + w0(γ

∫ t

0

Ov(τ, x)dτ)2)e−γ
∫ t
0 v(τ,x)dτ ,

grâce à γ
∫ t

0
v(τ, x)dτe−γ

∫ t
0 v(τ,x)dτ ≤ e, en abandonnant certains termes négatifs, avec la deuxième

équation de (5.1), nous obtenons que

4w ≥
(
4w0 − γ

α
w0v

)
e−γ

∫ t
0 v(τ,x)dτ + 2γOw0Oe

−γ
∫ t
0 v(τ,x)dτ − βe−1

α
w0.

on revient à (5.6), on a

d
2dt
‖u‖2

L2(Ω) +D‖Ou‖2
L2(Ω)

≤ ρ
2

∫
Ω

u2((−4w0 + γ
δ
w0v)e−γ

∫ t
0 v(τ,x)dτ + 2γOw0Oe

−γ
∫ t
0 v(τ,x)dτ )dx

+βρe−1

2α

∫
Ω

w0u
2dx− χ

2

∫
Ω

u24vdx

≤ ρ
2

∫
Ω

u2(|4w0|+ γ
α
w0v)dx+ γρ

∫
Ω

u2 |4w0| dx

+2ργ

∫
Ω

u |Ou.Ow0| dx+ βρe−1

2α

∫
Ω

w0u
2dx− χ

2

∫
Ω

u24vdx,

donc

d
dt
‖u‖2

L2(Ω) + 2D‖Ou‖2
L2(Ω)

≤ λ (2γ + 1)

∫
Ω

u2(|4w0|+
(
βλe−1

2α
+ γ

α
v
)
w0)dx

+4λγ

∫
Ω

u |Ou.Ow0| dx+ χ

∫
Ω

u24vdx. (5.7)

On applique l’inégalité de Hölder pour (5.7)∫
Ω

u2(|4w0|+
(
βρe−1

2α
+ γ

α
v
)
w0)dx

≤ ‖u‖2
L4(Ω)(‖4w0‖L2(Ω) + ‖w0‖L∞(Ω)

(
βρe−1

2α
+ γ

α
‖v‖L2(Ω)

)
), (5.8)
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d’après les inégalités de Hölder avec cauchy, on a

4ργ

∫
Ω

u |Ou.Ow0| dx ≤ D‖Ou‖2
L2(Ω) + ργ

D
‖uOw0‖2

L2(Ω)

≤ D‖Ou‖2
L2(Ω) + ργ

D
‖Ow0‖2

L4(Ω)‖u‖2
L4(Ω), (5.9)

en utilisant les mêmes arguments que (5.9) et comme A2 = −α4+ β, on a

χ

∫
Ω

u24vdx = −χ
α

∫
Ω

u2A2vdx+ χβ
α

∫
Ω

u2vdx

≤ χ
α
‖u‖2

L3(Ω)‖A2v‖L3(Ω) + χβ
α
‖u‖2

L4(Ω)‖v‖L2(Ω), (5.10)

nous substituons les inégalités (5.8) , (5.9) , (5.10) dans (5.7), on a

d
dt
‖u‖2

L2(Ω) +D‖Ou‖2
L2(Ω)

≤
(
ε‖Ou‖2

L2(Ω) + cε‖u0‖2
L1(Ω)

)
(‖4w0‖L2(Ω) + ργ

D
‖Ow0‖2

L4(Ω) + χβ
α
‖v‖L2(Ω)

+‖w0‖L∞(Ω)

(
ρβe−1

2α
+ γ

α
‖v‖L2(Ω)

)
) +

(
χ
α

) 3
2 ‖u‖3

L3(Ω) + 1
2
‖A2v‖3

L3(Ω). (5.11)

Une application des résultats standards sur la régularité maximale de Sobolev pour la deuxième

équation de (5.1), fournit cΩ > 0 (Cf [18. Théorème 9.1, chapitre IV]), nous obtenons

‖A
1
2
2 v‖3

L3(Ω) +

∫ t

0

‖A2v‖3
L3(Ω)ds ≤ cΩ

(∫ t

0

‖u‖3
L3(Ω)ds+ ‖A2v0‖3

L3(Ω)

)
, (5.12)

on utilise (1.14) , (4.5) , en prenant ε = D
2
, en intègrant l’inégalité (5.11) sur [0, t],

‖u‖2
L2(Ω) + D

2

∫ t

0

‖Ou‖2
L2(Ω)ds

≤ (
(
χ
α

) 3
2 + 1)cΩ

∫ t

0

‖u0‖L1(Ω)‖Ou‖2
L2(Ω)ds

+

∫ t

0

c(‖u0‖3
L1(Ω) + ‖w0‖2

H2(Ω) + ‖A2v0‖3
L3(Ω))ds.

En supposant que la donnée initiale vérifie D
2
− (
(
χ
α

) 3
2 + 1)cΩ‖u0‖L1(Ω) ≥ 0, pour 0 ≤ t ≤ TU ,

‖u‖2
L2(Ω)(t) +

(
D

2
− (
(
χ
α

) 3
2 + 1)cΩ‖u0‖L1(Ω)

)∫ t

0

‖Ou‖2
L2(Ω)ds

≤ (TU + 1)c(‖u0‖3
L1(Ω) + ‖w0‖2

H2(Ω) + ‖A2v0‖3
L3(Ω)). (5.13)
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3èmeétape :

On commence par montrer que la norme ‖∇v‖L3(Ω) est bornée. En intégrant la norme ‖u‖3
L3(Ω)

sur [0, t] , et de (1.11) , (5.13) , on a∫ t

0

‖u‖3
L3(Ω)ds ≤ cΩ‖u0‖L1(Ω)

∫ t

0

‖Ou‖2
L2(Ω)ds+ cΩ‖u0‖L1(Ω) sup

0≤s≤TU
‖u‖2

L2(Ω)(s)

≤ (TU + 1)c(‖u0‖3
L1(Ω) + ‖w0‖2

H2(Ω) + ‖A2v0‖3
L3(Ω)),

on remplace dans (5.12) , et de (3.8) , pour 0 ≤ t ≤ TU

‖Ov‖L3(Ω) ≤ (TU + 1)c(‖u0‖3
L1(Ω) + ‖w0‖2

H2(Ω) + ‖A2v0‖3
L3(Ω)). (5.14)

Maintenant de (5.1) , (1.35) , pour 0 ≤ t ≤ TU ,

A
1
8
1 u (t) = A

1
8
1 e
−tA1u0 −

t∫
0

A
1
8
1 e
−(t−s)A1 [ρ∇.(u∇w ) + χ∇.(u∇v)] ds,

de (1.36) , (1.37) , avec le paramètre 8
7
< ξ < 2, on a∥∥∥A 1

8
1 u
∥∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥e−tA1

∥∥
L(L2(Ω))

∥∥∥A 1
8
1 u0

∥∥∥
L2(Ω)

+

t∫
0

∥∥∥A 5
8
1 e
−(t−s)A1

∥∥∥
L(L2(Ω),Lξ(Ω))

(
ρ ‖u∇w‖Lξ(Ω) + χ ‖u∇v‖Lξ(Ω)

)
ds,

en appliquant l’inégalité de Hölder
(
ξ′ = 3ξ

3−ξ , 3
)
,

∥∥∥A 1
8
1 u
∥∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥e−tA1

∥∥
L(L2(Ω))

∥∥∥A 1
8
1 u0

∥∥∥
L2(Ω)

+

t∫
0

∥∥∥A 5
8
1 e
−(t−s)A1

∥∥∥
L(L2(Ω),Lξ(Ω))

×
(
ρ ‖u‖Lξ′ (Ω) ‖∇w‖L3(Ω) + χ ‖u‖Lξ′ (Ω) ‖∇v‖L3(Ω)

)
ds,

on choisit 24
13
< ξ′ ≤ 5

2
, d’après (1.5) , on peut écrire H

1
5 (Ω) ⊂ Lξ

′
(Ω) , H1 (Ω) ⊂ L3 (Ω) , on

aboutit à l’estimation

∥∥∥A 1
8
1 u
∥∥∥
L2(Ω)

≤ ‖u0‖H 1
4 (Ω)

+

t∫
0

cΩ(1 + (t− s)−
5
8
− 1

2ξ
(2−ξ))e−

λ1
2

(t−s) ‖u‖
H

1
5 (Ω)(

‖∇w‖H1(Ω) + ‖∇v‖L3(Ω) + 1
)
ds.
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Et par conséquent, en utilisant (4.10) , (4.11) , en tenant compte (5.13) , (5.14) , pour tout 0 ≤ t ≤

TU

‖u‖
H

1
4 (Ω)
≤ ‖u0‖H 1

4 (Ω)
+

t∫
0

cΩ(1 + (t− s)−
5
8
− 1

2ξ
(2−ξ))e−

λ1
2

(t−s) ‖u‖
H

1
5 (Ω)

c
(
‖u0‖Hδ(Ω) + ‖v0‖H2(Ω) + ‖w0‖H2(Ω)

) (
1 + T 2

U

)
ds, (5.15)

par les mêmes arguments que dans [26. 2.119, page 98], de (3.6) , on a

(
1 + T 2

U

)
‖u‖

H
1
5 (Ω)

≤ cΩ

(
1 + T 2

U

) ∥∥∥A 1
10
1 u
∥∥∥
L2(Ω)

≤ 25cΩ sin
(
π4
5

) (
1 + T 2

U

)
‖u‖

1
5

L2(Ω) .
∥∥∥A 1

8
1 u
∥∥∥ 4

5

L2(Ω)

≤ 25cΩ sin
(
π4
5

) (
1 + T 2

U

) (
1 + T 2

U

) 1
5 .
∥∥∥A 1

8
1 u
∥∥∥ 4

5

L2(Ω)
,

de (5.13) en appliquant l’inégalité de Young, pour tout 0 < ε, (5.15) devient

sup
0≤t≤TU

∥∥∥A 1
8
1 u
∥∥∥
L2(Ω)

≤ cΩ ‖u0‖Hδ(Ω)

+cΩ,ε

(
1 + T 2

U

)6

+∞∫
0

(1 + (t− s)−
5
8
− 1

2ξ
(2−ξ))e−

λ1
2

(t−s)ds

+
εcΩ

+∞∫
0

(1+(t−s)−
5
8−

1
2ξ

(2−ξ)
)e−

λ1
2 (t−s)ds

2
sup

0≤t≤TU

∥∥∥A 1
8
1 u
∥∥∥
L2(Ω)

,

soit ε−1 = cΩ(λ1

2
)1− 5

8
− 1

2ξ
(2−ξ)Γ

(
1− 5

8
− 1

2ξ
(2− ξ)

)
= cΩ

+∞∫
0

s−
5
8
− 1

2ξ
(2−ξ)e−

λ1s
2 ds, il s’ensuit que

sup
0≤t≤TU

‖u‖
H

1
4 (Ω)
≤
(
1 + T 2

U

)6
c
(
‖u0‖Hδ(Ω) + ‖v0‖H2(Ω) + ‖w0‖H2(Ω)

)
. (5.16)

La deuxième équation de (4.1) s’écrit vt = −A2v + λu où A2 = −α4 + β, de (1.35) pour

0 ≤ t ≤ TU ,

A2v (t) = A2e
−tA2v0 +

t∫
0

A2e
−(t−s)A2 [λu] ds, 0 ≤ t ≤ TU ,

58



Chapitre 5 Etude d’Existence Globale pour le modèle d’haptotaxie-chemotaxie

de même manière, avec (1.25) , (1.37) ,

‖A2v‖L2(Ω)

≤
∥∥e−tA2

∥∥ ‖A2v0‖L2(Ω) + λ

t∫
0

∥∥∥A 3
8
2 e
−(t−s)A2

∥∥∥
L(L2(Ω))

‖u‖
H

1
4 (Ω)

ds

≤ cΩ ‖v0‖H2(Ω) + ( sup
0≤t≤TU

‖u‖
H

1
4 (Ω)

)

t∫
0

cΩ(1 + (t− s)−
3
8 )e−

λ1
2

(t−s)ds,

d’où d’après (5.16) , pour 0 ≤ t ≤ TU :

‖v‖H2(Ω) + ‖w‖H2(Ω) ≤
(
1 + T 2

U

)6
c
(
‖u0‖Hδ(Ω) + ‖v0‖H2(Ω) + ‖w0‖H2(Ω)

)
. (5.17)

4èmeétape :

On répète les procédures des étapes 2, 3.

De (5.1) , (1.25) et (1.37) , alors il existe une constantes cΩ(dépendante de Ω), on a

∥∥∥A δ
2
1 u
∥∥∥
L2(Ω)

≤
∥∥e−tA1

∥∥
L(L2(Ω))

∥∥∥A δ
2
1 u0

∥∥∥
L2(Ω)

+

t∫
0

∥∥∥A δ
2
1 e
−(t−s)A1

∥∥∥
L(L2(Ω))

×
(
‖u‖Hδ(Ω) ‖w‖H2(Ω) + ‖u‖Hδ(Ω) ‖v‖H2(Ω)

)
ds,

grâce à l’injection continue (1.5) avec
(
s = 1

4
, p = 2, d = 2, q = ξ′

)
, H

1
4 (Ω) ⊂ Lξ

′
(Ω),

∥∥∥A δ
2
1 u
∥∥∥
L2(Ω)

≤ cΩ

∥∥∥A δ
2
1 u0

∥∥∥
L2(Ω)

+ cΩ

t∫
0

(1 + (t− s)−
δ
2 )e−

λ1(t−s)
2 ‖u‖Hδ(Ω)

×
(
‖w‖H2(Ω) + ‖v‖H2(Ω)

)
ds,

nous substituons (4.11) , (5.17), pour 0 ≤ t ≤ TU

‖u‖Hδ(Ω) ≤ ‖u0‖Hδ(Ω) +

t∫
0

(1 + (t− s)−
δ
2 )e−

λ1
2

(t−s) ‖u‖Hδ(Ω)

c
(
‖u0‖Hδ(Ω) + ‖v0‖H2(Ω) + ‖w0‖H2(Ω)

) (
1 + T 2

U

)6
ds, (5.18)
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par les mêmes arguments que dans [26. 2.119, page 98], de (3.6) , on a

‖u‖Hδ′ (Ω) ≤ cΩ

∥∥∥∥A δ′
2

1 u

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ 2δ2cΩ
δ′(δ−δ′) sin

(
πδ′

δ

)
‖u‖1− δ

′
δ

L2(Ω) .
∥∥∥A δ

2
1 u
∥∥∥ δ′δ
L2(Ω)

≤ cΩ,δ,δ′ ‖u‖
1− δ

′
δ

L2(Ω) .
∥∥∥A δ

2
1 u
∥∥∥ δ′δ
L2(Ω)

,

de (5.13) en appliquant l’inégalité de Young, pour tout 0 < ε

(
1 + T 2

U

)6 ‖u‖Hδ′ (Ω) ≤ cΩ

(
1 + T 2

U

)6 ‖u‖1− δ
′
δ

L2(Ω) .
∥∥∥A δ

2
1 u
∥∥∥ δ′δ
L2(Ω)

≤ cΩ

(
1 + T 2

U

)6
(1 + TU)1− δ

′
δ

∥∥∥A δ
2
1 u
∥∥∥ δ′δ
L2(Ω)

≤ cΩ,ε

(
1 + T 2

U

) 7δ−δ′
δ−δ′ + ε

∥∥∥A δ
2
1 u
∥∥∥
L2(Ω)

, (5.19)

par conséquent, en regroupant (5.18) et (5.19) ,

sup
0≤t≤TU

∥∥∥A δ
2
1 u
∥∥∥
L2(Ω)

≤ cΩ ‖u0‖Hδ(Ω)

+cΩ,ε

(
1 + T 2

U

) 7δ−δ′
δ−δ′

+∞∫
0

(1 + (t− s)−
δ
2 )e−

λ1
2

(t−s)ds

+
εcΩ

+∞∫
0

(1+(t−s)−
δ
2 )e−

λ1
2 (t−s)ds

2
sup

0≤t≤TU

∥∥∥A δ
2
1 u
∥∥∥
L2(Ω)

,

soit ε−1 = cΩ

+∞∫
0

s−
δ
2 e−

λ1s
2 ds = cΩ(λ1

2
)1− δ

2 Γ
(
1− δ

2

)
, il s’ensuit que pour tout 0 ≤ t ≤ TU

‖u‖Hδ(Ω) ≤
(
1 + T 2

U

) 7δ−δ′
δ−δ′ c

(
‖u0‖Hδ(Ω) + ‖v0‖H2(Ω) + ‖w0‖H2(Ω)

)
. (5.20)

De (5.1) , (1.35) , on a

A
δ
2
2 v (t) = A

δ
2
2 e
−tA2v0 +

t∫
0

A
δ
2
2 e
−(t−s)A2 [αu] ds, 0 ≤ t ≤ TU ,
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de même manière, avec (1.25) , (1.37) ,

‖v‖H1+δ(Ω)

≤ ‖v0‖H1+δ(Ω) + λcΩ

t∫
0

∥∥∥A 1
2
2 e
−(t−s)A2

∥∥∥
L(L2(Ω))

‖u‖Hδ(Ω) ds

≤ ‖v0‖H1+δ(Ω) + ( sup
0≤t≤TU

‖u‖Hδ(Ω))λcΩ

t∫
0

(1 + (t− s)−
1
2 )e−

λ1
2

(t−s)ds,

d’après (5.20) , on a pour 0 ≤ t ≤ TU :

‖v‖H1+δ(Ω) ≤
(
1 + T 2

U

) 7δ−δ′
δ−δ′ c

(
‖u0‖Hδ(Ω) + ‖v0‖H1+δ(Ω) + ‖w0‖H2(Ω)

)
. (5.21)

Finalement, nous utilisons (4.11) , (5.20) et (5.21) ; alors pour 0 ≤ t ≤ TU , il existe une fonction

croissante continue F satisfait l’estimation (5.2) .

5.3 Existence globale de la solution

Nous pouvons maintenant montrer le résultat suivant.

Théorème 4.6. Pour tout U0 = (u0, v0, w0) ∈ K, il existe une solution globale unique de (5.1)

dans l’espace de fonction :

u ∈ C(]0,+∞[ ;H2
N (Ω)) ∩ C([0,+∞[ ;Hδ

N (Ω)) ∩ C1 ]0,+∞[ ;L2 (Ω)),

v ∈ C(]0,+∞[ ;H3
N (Ω)) ∩ C([0,+∞[ ;H1+δ

N (Ω)) ∩ C1(]0,+∞[ ;H1 (Ω)),

w ∈ C([0,+∞[ ;H2
N (Ω)) ∩ C1(]0,+∞[ ;H2

N (Ω)).

Démonstration. En utilisant les estimations a priori (5.2), nous allons construire une solution globale

à (5.1).

Pour U0 ∈ K, nous savons qu’il existe une unique une solution locale sur un intervalle [0, TU0 ].

Par absurde, Supposons que [t1, TV ] est l’intervalle maximal pour l’existence de la solution locale

V du problème (5.1) avec la valeur initiale U(t1) = U1 ∈ K

(avec TV − τ1 = t1 < TU0 où 0 < τ1 < TV est arbitraire). D’autre part le Théorème 3.2. nous per-

met de construire nouvelle solution à l’intervalle [t1, t1 + τ2] (pour une valeur τ2 > 0) qui ne depend

que de borne superieur de
∥∥∥A δ

2V (t)
∥∥∥. L’estimation (5.2) assure pour toute solution locale V la
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formule
∥∥∥A δ

2V (t)
∥∥∥ ≤ F (‖A δ

2U1‖+ TV )), t1 ≤ t ≤ TV , qui nous permet de dire que τ2 dépend de

F (‖A δ
2U1‖+ TV )) (de (3.3) , ‖A δ

2U1‖ ≤ CU0 donc τ2 est indépendant de τ1). Si on prend τ1 < τ2,

alors nous obtenons t1 + τ2 = TV − τ1 + τ2 > TV , ce qui contredit l’hypothèse d’intervalle maximal.

Cet argument est significatif pour tout temps fini TV > 0. Alors, nous concluons l’existence globale

de la solution. Pour toute valeur initiale U0 ∈ K, il existe une solution globale unique pour (5.1) avec

U(t) ∈ K, 0 ≤ t <∞, dans l’espace :

U ∈ C(]0,+∞[;D(A)) ∩ C([0,+∞[;D(A
δ
2 )) ∩ C1((]0,+∞[;X).
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