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Résumé : 

 
 
On  étudie  la déformation du milieu élastique dans le cas de l’inclusion de la fissure  d’un disque 
rigide. Les deux frontières  sont délimitées par des supports rigides dont le contact est lisse. 
 En utilisant la méthode de transformation intégrale de Hankel, on réduit  les trois conditions mixtes 
aux systèmes des équations intégrales triples. Moyennant la formule de Gegenbauer et la somme 
intégrale représentée par la fonction de Bessel, on obtient des systèmes d’équations algébriques 
linéaires infinis pour déterminer la fonction inconnue. 
L’expression analytique du déplacement, de la contrainte et du facteur d’intensité de contrainte sont 
discutés, représentés et illustrés graphiquement. 
 

Mots-Clés : Plaque élastique, Disque rigide, Fissure circulaire, Equations intégrales triples,  

Facteur d’intensité de contrainte. 
 

Abstract: 

 

We study the axisymmetric deformation of an elastic layer due to the indentation of a penny-shaped 

crack by a disc-shaped rigid inclusion in its middle plane. The two surfaces of the thick layer are 

supposed to be smoothly clamped. Using the Hankel integral transforms method, we reduce the 

three-part mixed boundary value problem to a system of triple integral equations. With the help of 

the Gegenbauer formula and some integral representations of the Bessel function, we get an infinite 

system of algebraic equations for determining the unknown function. The expression of the stress 

intensity factors is given analytically. Some quantities of physical interest are shown graphically 

followed by a discussion of the effect of the radii of the inclusion and the crack as well as the 

thickness medium on the layer deformation.  

 

Key Words:  Elastic layer, Disc rigid inclusion, Penny-shaped crack, Triple integral           

                             equations, Stress intensity factor. 
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Introduction générale : 

 

          Ces dernières années, des efforts considérables ont été consacrés à l’étude des fissures dans 

des solides. Elle se développe activement grâce à la mécanique des milieux continus. L’analyse du 

champ de contraintes et de déplacements d’une fissure d’un solide élastique est un problème 

classique de l’élasticité tridimensionnelle. C’est également un problème d’intérêt fondamental pour 

l’étude de la propagation des fissures dans les matériaux. 

        On dit qu’un problème est axisymétrique si la forme du corps élastique admet une symétrie de 

révolution autour de l’axe vertical et si le chargement et les conditions limites du problème étudié le 

sont aussi. Dans ce cas, la solution à obtenir est axisymétrique, c'est-à-dire indépendante de l’angle 

polaire.  

        Le problème de détermination du champ de contrainte autour d’une fissure dans un milieu 

élastique infini a été discuté pour la première fois par Senddon [26] qui a donné la solution 

analytique des problèmes axisymétriques par la méthode de transformation intégrale de Hankel. 

Une grande partie des études postérieures des problèmes concernés par les fissures circulaires ont 

été basés sur le travail de Senddon et la méthode de Lebedev et Ufliand[15 ], ont étudié le problème 

de déformation axisymétrique d’une couche élastique ayant une fissure circulaire dans le cas d’un 

encastrement lisse des frontières. Les contraintes et les déplacements sont exprimés à l’aide des 

fonctions harmoniques de Neuber-papkovitch. 

 Le problème est alors ramené à la résolution d’une équation intégrale de Fredholm ayant un noyau 

continue et symétrique. Tsai et Fu [9] ont donné un schéma numérique, basé sur la méthode de 

Kobayashi-Tranter qui utilise le développement de Bessle-Fourier de fonction inconnue, pour 

résoudre les équations intégrales duales d’un problème mixte des conditions aux limites. 

        Dans notre travail, on considère un problème de déformation du milieu élastique dans le cas de 

l’inclusion de la fissure  d’un disque rigide. Les deux frontières  sont délimitées par des supports 

rigides dont le contact est lisse.  

        Le cas où les deux frontières sont libres de charges présentées par Makoto Sakamoto [20] 

propose des méthodes différentes de solutions pour résoudre les problèmes des fissures. Il a utilisé 

quelque relation d’intégrales et les formules de Gegenbauer, transformation intégrale de Hankel. Par 

développement la fonction inconnue de série de Fourier cosinus, il réduit le système d’équations 

intégrales triple à un système d’équations algébriques infini.    

        Le plan de ce mémoire s’articule autour de trois chapitres : dans le premier chapitre on expose 

un ensemble de rappels mathématiques utilisés dans notre étude du problème,  les fonctions de 

Bessel ainsi que leurs propriétés, transformation de Hankel, et les équations intégrales. 
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       Dans le deuxième chapitre : On donne  quelques rappels sur l’élasticité linéaire, et des notions 

fondamentales sur la mécanique de la rupture. 

       Le troisième chapitre représentant le noyau du mémoire, on étudie  la déformation du milieu 

élastique dans le cas de l’inclusion de la fissure  d’un disque rigide.      

      Finalement, on termine ce mémoire par une conclusion générale qui illustre les  principaux 

résultats obtenus à travers cette étude, et une perspective sur les méthodes de résolutions 

développées dans le sujet proposé. 
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déplacements et des contraintes dans le demi-espace.                                                          
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Chapitre 1. Rappels Mathématiques 
 

1. 1. Fonction de Bessel    
 
Introduction : 
 
Les fonctions de Bessel sont les solutions de l’équation différentielle de Bessel, que l’on rencontre 

souvent  en physique, notamment dans les problèmes d’ondes stationnaires, et dans la résolution de 

l’équation de Schrödinger, en mécanique quantique pour la diffusion par un centre de forces. 

 
1. 1. 1. L’équation différentielle de Bessel :                   

  L’équation de Bessel E   est l’équation linéaire homogène du second ordre : 

0)(''' 222  yxxyyx  ,           R                                                                                       (1.1.1)                   

Les solutions de cette équation sont appelées fonctions de Bessel d’ordre   . 

 

1. 1. 2. Résolution de l’équation de Bessel : 

On Cherche une solution de  (1.1.1) sous la forme :   







0

)(
k

k
k xaxxy 

                 00 a                                                                                (1.1.2) 

 

  On suppose que  ≥ 0 puisque les équations E   et E -   sont identiques. 

En portant cette expression dans (1.1.1) on aura :  

       




 kkkk

k
k xxxkxkka 22

0

1   = 0. 

On remarque aussi que :  








0

2

k

k
k xa  = 








2
2

k

k
k xa   ce qui donne :          

   



  k

k
k

xak
0

22)( +







2
2

k

k
k xa  = 0. 

   Par identification des coefficients de kx    on trouve : 

                ( 22   ) a0 = 0                             (k = 0),                                                                  (1.1.3)                   

            )1( 22   a1  = 0                            (k = 1)                                                                   (1.1.4)                    

          et 

           )( 22  k ak  + ak-2 = 0                   (k ≥ 2),                                                                 (1.1.5)                    

 comme  00 a , on a de  l’équation (1.1.3)      .    
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On suppose que    d’après (1.1.4) on a (2  +1) a1 = 0   donc  a1 = 0  puisque    est arbitraire 

ainsi (1.1.5) donne. 

ak =
)2(

2




kk

ak                                                                                                                               (1.1.6)                   

implique a2k+1  = 0. 

Les coefficients a2k  s’obtiennent de  (1.1.6) comme suit :  

)22(2
0

2 



a

a           ;        
)24)(22(4.2)24(4

02
4  







aa
a   

      
)26)(24)(22(6.4.2)26(6

04
6  








aa

a  

et d’une manière générale : 

))....(2)(1(!2

)1(

)22).......(24)(22(2....4.2

)1(
2

00
2  








kk

a

kk

a
a

k

kk

k . 

Afin d’obtenir une solution compacte on pose  
)1(2

1
0  
a    ainsi la solution particulière 

correspondante est 

  







 


 k

k

k x

kk
xy 2

0

)
2

(
)1(!

)1(
)(  

où )1(  k est la fonction gamma définie comme suit :  





0

1)( dxext xt             xR    t > 0,  

cette fonction possède des propriétés : 

)1()1()(  ttt   

)1(  =1  

)(n = (n-1) !     pour  nN* 

  )
2

1
( ,     


)(lim

0
t

t
     

1. 1. 3. Définition : 

On appelle fonction de Bessel de premier espèce d’ordre   la fonction J   définie par :             

    


 





 


 k

k

k x

kk
xJ 2

0

)
2

(
)1(!

)1(
)(           R                                                                          (1.1.7) 
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Remarque : 

 

                 1/ On retrouve la même expression si on remplaçant   par -   ( N ). 

               2/ L’expression   (1.1.7)  vérifie aussi l’équation de Bessel  si    = - n    (nN). 

 

1. 1. 4. Relation entre Jn   et  J-n       (nN) 

         

         nk

k

k

n

x

nkk
xJ 




  


 2

0

)
2

(
)1(!

)1(
)(     

En posant   k – n  = m  on a  

     
nm

m

mn

n

x

mmn
xJ 







  


 2

0

)
2

(
)1()!(

)1(
)(  = 

nm

m

m
n x

nmm





 


 2

0

)
2

(
)1(!

)1(
)1(  

   )(xJ n  = )()1( xJ n
n  

                 

1. 1. 5. Formule de récurrence pour les fonctions de Bessel de première espèce 

 Théorème : 

 La fonction de Bessel de  première espèce  J   vérifie les formules d u récurrence suivante :  

      )()( 1
1

1 xJxxJx
dx

d





 


                                                                                                   (1.1.8) 

     )()( 1 xJxxJx
dx

d


  



                                                                                                   (1.1.9) 

    0)()(
1

)( 11 


  xJxJ
x

xJ
dx

d



                                                                               (1.1.10) 

   0)()()( 1   xJxJ
x

xJ
dx

d



                                                                                        (1.1.11) 

   0)()()( 1   xJxJ
x

xJ
dx

d



                                                                                        (1.1.12) 

 
2

)()(
)( 11 xJxJ

xJ
dx

d  
 

                                                                                                  (1.1.13) 

 0)()(
2

)( 11   xJxJ
x

xJ 


                                                                                                (1.1.14) 
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Démonstration : 

1)       










 













0

12
12

1
1

1

)1(2!

)1(
)(

k

k
k

k

x
kk

x
dx

d
xJx

dx

d 








 

                                    











0

12

122

)2(!2

)1(2)1(

k
k

kk

kk

xk








 

                                     












0

2

2
1

)1(!2

)1(

k
k

kk

kk

x
x






 

                                      = )(1 xJx 
 

 

 2)   










 










0

2
2 )1(2!

)1(
)(

k

k
k

k

x
kk

x
dx

d
xJx

dx

d 








 

                                    










 








0
2

2

)2(!2

)1(

k
k

kk

kk

x

dx

d





 

                                     =










1
2

12

)1(!2

2)1(

k
k

kk

kk

kx

  

On pose   k = p+1  (p = 0, 1, 2,…….) on  obtient :  

 )(xJx
dx

d


 = 










0
22

121

)2()!1(2

)1(2)1(

p
p

pp

pp

xp

  

                        =  












0

12

12

)2()!(2

)1(

p
p

pp

pp

x
x




  

                         = )(1 xJx 
 


. 

Les  relations  (1.1.8) et  (1.1.9) peuvent s’écrire.                 

 
1x )()()1()( 1

11 xJxxJxxJ 





  
   

 )()()( 1
1 xJxxJxxJx 
  







  . 

On divise la première relation sur 
1x  on obtient :  

  0)()(
1

)( 11 


  xJxJ
x

xJ 


 ,   

et  on  multiplie la deuxième  par  x   on obtient : 

 0)()()( 111   xJxJ
x

xJ 


 

On remplace dans  (1.1.10)     par  1  on obtient : 
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0)()()( 1   xJxJ
x

xJ 


.  

Par  addition, les relations   (1.1.12) et (1.1.9)  on trouve :  

2

)()(
)( 1 xJxJ

xJ  
 

   

Par différence, les relations   (1.1.12) et (1.1.9) conduisent à la formule :  

0)()(
2

)( 11   xJxJ
x

xJ 


 . 

En particulier faisant 0   on  a  

2

)()(
)( 11

0

xJxJ
xJ


  .    

 Et comme )()( 11 xJxJ  ,  on obtient   )()( 10 xJxJ   

  

1.1. 6. Fonction  de Bessel d’indice demi-entier : 

On pose 
2

1
 p     où  p est un entier, les fonctions de Bessel dont l’indice est de cette forme 

se relient aux fonctions trigonométriques.  

D’après  la définition (1.1.3) on a : 

 2

1
2

02

1 )
2

(
)1

2

1
(!

)1(
)(











k

k

k x

kk
xJ    =   k

k k

k

x
kk

x 2

0 2

2

1

)(
)1

2

1
(!

)1(
)

2
(

2



 

  .                  

 On remarque que :  

    )1
2

1
(  k  = )

2

1
()

2

1
( kk   

                      = )
2

1
(

2

1
).........1

2

1
)(

2

1
(  kk  

                      =  
2

1
...........

2

12
.

2

12  kk  

                     = 
!2

)!12(
12 k

k
k




 . 

Il vient :  

   )(
2

1 xJ k

k

k

x
k

x 2

0

2

1

)(
)!12(

)1(2
)

2
( 



 




 = 12

0

2

1

)(
)!12(

)1(
)

2
( 







 k

k

k

x
kx 

 

   )(
2

1 xJ x
x

sin
2


.  
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 Envisageant maintenant la fonction :  )(
2

1 xJ     

Compte tenu de (1.1.8), on  peut écrire :   

)(
2

12

1

xJx   = 
















x

dx

d
xJx

dx

d
sin

2
)(

2

1
2

1


= xcos

2


                                                      

  )(
2

1 xJ   = x
x

cos
2


.        

 On conclue maintenant  )(
2

3 xJ  .   

En utilisant la formule (1.1.9) on a   

)(
2

3
2

1

xJx


= 










)(

2

1
2

1

xJx
dx

d )
sin

(
2

x

x

dx

d


 , 

d’où  

 )(
2

3 xJ  = )cos
sin

(
2

x
x

x

x



. 

De la même manière, en ayant recours à (1.1.8) on peut écrire  

  )(
2

3 xJ


 = )
cos

sin(
2

x

x
x

x



 

 De proche en proche, en utilisant alternativement les formules  (1.1.8) et (1.1.9), on calcule   

 )(
2

5 xJ         ,    )(
2

5 xJ   ,  … 

1. 1. 7. Fonction génératrice des fonctions de Bessel d’indice entier :   

Envisageant la fonction  

)
1

(
2 t

t
x

e


=  2

xt

e t

x

e 2



 

 et en la développant suivant les puissances de t, elle se présente comme le produit des deux séries 

absolument convergentes  

  2

xt

e = 1+
2

tx
 + 

2

22

2!2

1 xt
 + ….. 

 t

x

e 2



 = 1- 
t

x

2
 + 

2

2

22

1

!2

1

t

x
+……. 

et  le coefficient de  nt   dans leur produit  s’écrit 

      221 )
2

(
!2

1
)

2
(

)!2(

1
)

2
(

)!1(

1
)

2
(

!

1 xx

n

x

n

x

n
nnn 





 ..........  
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                 =  












 ......
)!2(!2

1
)

2
(

)!1(!1

1
)

2
(

!

1
)

2
( 42

n

x

n

x

n

x n  

                  = 
















.........

)3(!2

1
)

2
(

)2(!1

1
)

2
(

)1(

1
)

2
( 42

n

x

n

x

n

x n  = )(xJn . 

 Dans ces conditions,  il apparaît que l’on a :  

)
1

(
2 t

t
x

e


= 




n

n

n
n txJ )(       (n entier),                                                                                          (1.1.15) 

  la série qui figure au membre de droite étant absolument convergente. 

  La fonction       
)

1
(

2 t
t

x

e


   est la fonction génératrice des fonctions de Bessel d’indice entier. 

 On note que si dans (1.1.15) on change t par -
t

1
 on obtient :  









n

n

n
n

t
t

x

t
xJe )

1
)((

)
1

(
2

 

               





n

n

n
n

n txJ )()1(  

En comparant les deux développements précédents, il vient : 

)()1()( xJxJ n
n

n  .     

On pose dans (1.1.15), 
iet  ,  d’où  sin2

1
i

t
t  , on obtient : 







n

n

in
n

ix exJe  )(sin
 , 

relation qui constitue le développement en série  de Fourier de   
sinixe . 

On regroupe dans la série les termes en     )(xJn   et )(xJ n , compte tenu de  la relation                       

         )(xJn    =   n)1( )(xJ n  ,   

 on obtient  

 
sinixe  =     innin

n
ii eexJeexJxJ   )1()(............)()( 10        

                =   .....2cos)(......2cos)(2)( 220   pxJxJxJ p  

                                 +  ....)12sin()(......sin)(2 121    pxJxJi p . 

En identifiant les parties réelles et imaginaires des deux membres, on trouve les développements de 

Fourier 
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   )sincos( x   = 





1

20 2cos)(2)(
p

p pxJxJ                                                                                (1.1.16) 

    )cossin( x = 



 

0
12 )12sin()(2

p
p pxJ                                                                                   (1.1.17) 

on remplace      par  


2
,   on obtient : 

)coscos( x  = 





1

20 2cos)()1(2)(
p

p
p pxJxJ                                                                           (1.1.18)

)sinsin( x = 



 

0
12 )12sin()()1(2

p
p

p pxJ                                                                                   (1.1.19) 

1. 1. 8. Représentation intégrale de  nJ  

 On considère  la relation   (1.1.16). On multiplie ses deux membres par   )cos( n  ) et on intègre de 

0  à   ,   cette opération étant légitime en raison de la continuité de  )sincos( x . 

 On  obtient :        

  





1

02

0

00
)2cos()cos()(2)()cos()sincos(cos

p
p dpnxJdxJndxn





     

Toutes les intégrales qui figurent au membre de droite sont nulles, sauf celle qui correspond à       

2p = n  si n est positif et pair.  

  Ainsi,  pour n pair  

 )()(cos)(2)sincos(cos
0

2

0

xJdnxJdxn nn 


  . 

 On note que pour  n  impair 

  



0

0)sincos(cos dxn .   

En définitif, pour  n positif  pair  

   



 0

)sincos(cos
1

)( dxnxJ n  

 En travaillant sur la relation (1.1.19), il vient, après multiplication par  )sin( n  et intégration   

  de 0  à  ,  si n est positif impair                                                                                                                            

)()sinsin()sin(
0

xJdxn n


 ,   
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  et si n pair : 

 0)sinsin()sin(
0




 dxn . 

Finalement pour n positif impair :   





 0

)sinsin()sin(
1

)( dxnxJ n
. 

En combinant les résultats précédents, il vient  n  étant un entier positif quelconque  ou nul  

  




dxnxnxJ n  
0

)sinsin()sin()sincos()cos(
1

)(  

  



 0

)sincos(
1

)( dxnxJ n           

 On note  que cette écriture résulte pour tout entier  n,                                                                                             

       )(xJn  1, 

    et que,  comme le montre un calcul simple,  

   







 


dexJ xni
n

)sin(

2

1
)( . 

1. 1. 9. Fonction de Bessel de deuxième espèce : 

   On considère la fonction   

   
)sin(

)()()cos(
)(


 


xJxJ

xY 
 . 

  Si    n’est pas un nombre entier cette fonction est une solution particulière de l’équation de  

Bessel.         

  Si l’on fait tendre   vers un nombre entier  n, cette fonction est  indéterminée, la règle       

   de l’Hôpital permet de lever cette indétermination et conduit à :   

             
 

 
n

n

xJxJ

xY




























)sin(

)()()cos(

)(  

                 )cos(

)()(
)cos()()sin(













n

xJxJ
nxJn

nn
n





 








 , 
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soit    

     
n

n xJxJ
xY






















 

)(
)1(

)(1
)( . 

a/  Définition : 

 La fonction de Bessel de deuxième espèce  nY   est donnée par :  

 )(xYn   =  
n

lim )(xY  = 

1

n

n JxJ























)1(

)(
 

b/  Quelques propriétés  de  nY  :  

         1) )()1()( xYxY n
n

n   

         2) Les formules du récurrence du théorème (1.1.5) sont aussi valables pour nY  

         3) nY  donnée  par         

            )(xYn =

1

 















 










1

0 0

2 )1()1()
2

(
)!(!

)1(
)

2
(

!

)1(

2
ln)(2

n

k k

k
nk

n nkk
x

knk

x

k

knx
xJ   

                      où    
)(

)(
)(

'

x

x
x




        



n

k k
n

1

1
)1(   

                  







 




n

k
n

n
k1

)ln(
1

lim = 0.57781566 

                         )1(   constante d’Euler. 

    En particulier    

    )(0 xY   = 

1

 














n

k

k
k

k
x

k

x
xJ

0

2
20 )1()

2
(

)!(

)1(

2
ln)(2  , 

    les fonctions nJ  et    nY     sont linéairement indépendantes 
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1. 1. 10. Formule d’addition 

Soit un triangle quelconque   ABC telle que,   AB = a,   AC = b et  BC = r                                                           

  et  les angles     ,     sont indiqués sur le triangle    ABC    de la figure ci- contre :  

                                                                                                                                           

                                                                                                                           C                                                      

                                                                                                               b                       r                       

                                                                                                    A                                     B 

                                                                                                                            a                                                     

cos222 abbar                                                                                                    

 sinsin
r

b
         

  





m

m

im
mm ebJaJrJ  )()()(0   

   





1

000 )cos()()(2)()()(
m

mm mbJaJbJaJrJ                                                   

 

1.1.11. Développements  asymptotiques des fonctions de Bessel : 

Les expressions asymptotiques de ces fonctions, pour les grandes valeurs de x sont :  

 



  )

2
)

2

1
(sin()()

2
)

2

1
(cos()()

2
()( 2

1 


nxxVnxxU
x

xJ nnn                                  (1.1.20) 

et 





  )

2
)

2

1
(cos()()

2
)

2

1
(sin()()

2
()( 2

1 


nxxVnxxU
x

xY nnn ,                                   (1.1.21) 

où 

......
2!4

)494)(254)(94)(14(

2!2

)94)(14(
1

412

2222

26

22








x

nnnn

x

nn
U n  

et 

......
2!3

)254)(94)(14(

2!1

)14(
39

222

3

2








x

nnn

x

n
Vn  
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1. 2. Transformation de Hankel  

 

1. 2. 1. Définition : 

On appelle transformation de Hankel d’ordre   n  de )(rf  la fonction  )(nF donnée par : 

         )(nF =  


0

)()( drrJrrf n                                                                                                (1. 2.1) 

 Et notée par     )(rfHn  =  )(nF  

 La transformation inverse correspondante   est :  

          )(1 nn FH    =  )(rf  = 


0

)()(  drJF nn

                                                                            
(1. 2.2) 

Exemples : 

 

                   1)   
22

1
0

1
)exp(

a
arrH





  

                   2)   )()( 10 


aJ
a

raHH                   où H  est la fonction de Heaviside  

                   3)   )
4

exp(
)2(

)(
2

1 aa
raHrH

n

n
n

n

 
 

 

1. 2. 2. Propriété de la transformation de Hankel  

 

   Théorème  1 : 

  

      si    )(rfHn    =   )(nF          alors :  

           )(arfHn     = 
2

1

a
)(

a
Fn



                                                                                              
(1. 2.3) 

Théorème 2 : (relation de Perceval)  

 

 si   )(rfHn    =  )(nF    et    )(rgHn    =  )(nG      alors :  

             
 


0 0

)()()()(  dGFdrrgrrf nn

                                                                                  
(1. 2.4) 
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 Théorème 3 : (Dérivé)  

 

 si      )(rfHn   =   )(nF       alors    

         )(' rfHn    =   )()1()()1(
2 11 

  nn FnFn
n                                                                 

(1. 2.5) 

 

Théorème 4 :  

 

    Si   )(rfHn   =  )(nF    alors   

    )()(
)(

)( 2
2

2'
''  nn Frf

r

n

r

rf
rfH 










                                                                    
         

  
(1. 2.6) 

  

  Les démonstrations des théorèmes 1, 2, 3 et 4 sont développées dans la référence  [5]     

 

 1. 2. 3. Exemple :   

 Déterminer la solution du problème de condition thermique (cas axisymétrique) pour un demi-

espace z ≥ 0  si la température de la surface  plane  z = 0  est f(z)  

 Le modèle mathématique  

  






















 )(),(

0
1

),(

0

2

2

2

2

rfzru
z

u

r

u

rr

u
zru

z

     

  La transformation appropriée est de Hankel d’ordre  0  

  ),(0 zruH   = ),( zU    et   ),(0 zruH    = UU 2''    ………….. (1) 

FU
z


0    ,  



0

0 )()( drrJrrfF   …………………… (2) 

La solution  est   zz BeAeU     =  zAe   

 D’après (2)    A   =   F   C’est -a – dire     U   =   zFe   

 Le modèle mathématique finalement :  

 



0

)()(),(   drJeFzru z  

 

 

17 



1. 3.  Equations intégrales  

1. 3. 1 Equation intégrale de Volterra 

 

1. 3. 1.1 Notions fondamentales : 

Une équation, a une inconnue )(x , de la forme  

  )(x  =  
x

dtttxKxf
0

)(),()(   ,                                                                                     (1. 3. 1) 

 où   )(xf , ),( txK  sont des fonctions connues et   un paramètre numérique, et )(x est appelée 

équation intégrale linéaire  de Volterra de seconde espèce.  La fonction  ),( txK est le noyau de 

l’équation de  Volterra. 

 Si  f  = 0,   l’équation  (1.3.1)  s’écrit 

 )(x  =      
x

dtttxK
0

)(),(                                                                                                    (1. 3. 2) 

 et s’appelle équation  homogène  de  Volterra de seconde espèce.     

 Une équation, a un inconnu )(x , de la forme  )()(),(
0

xfdtttxK
x

                           (1. 3. 3) 

 est appelée équation  intégrale de Volterra de première espèce.   

 

1.3. 1.2 Liaison entre les équations différentielles linéaires  est les équations             

            intégrales de Volterra 

 La résolution de l’équation différentielle linéaire :  

 )()(........)(
1

1

1 xFyxa
dx

d
xa

dx

yd
nn

n

n

n

 



                                                                     (1. 3. 4) 

  à  cœfficients continus )(xai    (i = 1, 2,3,…... n) avec les conditions initiales  

              1
)1(

10 )0(,......)0(',)0( 
  n

n cycycy ,    

peut être ramenée à la résolution d’une équation   de  Volterra de seconde espèce.    

 On illustre notre affirmation sur l’exemple de l’équation différentielle du second ordre. 

)()()( 212

2

xFyxa
dx

dy
xa

dx

yd
   ,                                                                                           (1. 3. 5) 

10 )0(',)0( cycy   .                                                                                                              (1. 3. 6) 

 On pose )(
2

2

x
dx

yd
 .                                                                                                                (1. 3. 7) 
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 D’où,  vu les conditions  initiales  (1. 3. 6), on obtient successivement :  

  
x

cdtt
dx

dy

0

1)(  ,      
x

cxcdtttxy
0

01 )()()(                                           (1. 3. 8) 

 

On a  utilisé la formule :  

   



x

x

n

n

x

x

x

x

x

x

dzzfzx
n

dxxfdxdx
00 0 0

)()(
)!1(

1
)(........ 1

  

. 

Compte tenu de (1. 3. 7) et (1. 3. 8) on met l’équation différentielle (1. 3. 5) sous la forme   

  
x x

xFxacxxacttxxaxacdttxax
0 0

20212111 )()()()())(()()()()(   

 où  

     )()()()()())(()()( 202111

0

21 xacxxacxacxFdtttxxaxax
x

   .                   (1. 3. 9)  

 On pose 

              ))(()(),( 21 txxaxatxK                                                                              (1. 3. 10) 

                 )(xf = )()()()( 202111 xacxxacxacxF                                                        (1. 3. 11) 

On ramène l’équation (1. 3. 9)  à la forme suivante :  

  

)(x  =  
x

dtttxKxf
0

)(),()(                                                                                       (1. 3. 12) 

 i.e.  on obtient une équation intégrale de Volterra de seconde espèce. 

 L’unicité de la solution de (1. 3. 12)  résulte de l’existence et de l’unicité de la solution du 

problème  de Cauchy  (1. 3. 5) et (1. 3. 6) pour l’équation différentielle linéaire à coefficients 

continus dans un voisinage du point   x  = 0.    

Inversement, en résolvant l’équation  (1. 3. 12)   avec  K   et f   définis par les formules  

 (1. 3. 10)  et (1. 3. 11), puis portant  )(x  obtenue  dans la dernière équation (1.3.8), on obtient la 

solution de (1. 3. 5) vérifiant les conditions initiales (1. 3. 6). 

 

Exemple : Former l’équation intégrale correspondante à l’équation différentielle :  

                                 y’’  + x y’  + y  = 0     

        et aux conditions initiales          ,1)0( y       0)0(' y  
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 Solution :       On pose   
2

2

dx

yd  = )(x .                                                                                  (1. 3. 13) 

  Alors     ,)()0(')(
00

dttytdt
dx

dy xx

  
   

1)()(
0

 
x

dtttxy  .                     (1. 3. 14) 

On porte (1. 3. 13) et (1. 3. 14) dans l’équation différentielle donnée, il vient :  

  
x x

dtttxdttxx
0 0

01)()()()(    

où  

 )(x = -1- .)()2(
0
 
x

dtttx   

 

1. 3. 1.3. Méthode des approximations successives : 

 

Soit l’équation intégrale de Volterra de seconde espèce : 

)(x  =  
x

dtttxKxf
0

)(),()(   .                                                                            

On suppose que )(xf est continue dans  [0,  a ] et que le noyau ),( txK  et aussi continu  pour    

  0 ≤ x ≤a ,    0 ≤   t  ≤ x     

On cherche la solution sous la forme d’une série :  

.......)()()()( 2
2

10  xxxx 
 

  Pour les fonctions  )(xn  on obtient les formules           

                )(xn  =  
x

n dtxtxKxf
0

1 )(),()(   

où         )(0 x  =  f(x)  

Sous les hypothèses  faites sur  )(xf et ),( txK , la suite   { )(xn } converge  pour    n   vers la 

solution  )(x   de l’équation intégrale  (1. 3. 1). 

 

Exemple : Résoudre l’équation intégrale          

                                         
x

dttytxxy
0

)()(1)(   

       par la méthode des approximations successives en posant 1)(0 xy . 
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Solution : Du moment  que 1)(0 xy , on a :  

                  2
1)(1)(

2

0

1

x
dttxxy

x

   

               !42
1)

2
1)((1)(

42

0

2

2

xx
dt

t
txxy

x

   

                           …………. 

              )!2(
)1(.......

!42
1)(

242

n

xxx
xy

n
n

n 
                 

 

                           )( xy n

n            +∞
  xxy cos)( 

 
 

 

 

1. 3. 2. Equation intégrale de Fredholm 

 

 1. 3. 2.1 Notions fondamentales :  

 On appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espèce l’équation donnée par :  

)(x  = 
b

a

dtttxKxf )(),()(  ,                                                                     (1. 3. 22) 

  où )(x  est une fonction inconnue  )(xf et ),( txK sont des fonctions données, ),( txK est 

appelé le noyau  de l’équation  intégrale  et   paramètre réel.    

   Si  f   =  0  l’équation (1. 3. 22) est dite équation intégrale de Fredholm de première espèce.  

1. 3. 2.2 Méthode d’approximation successive :  

On cherche la solution approximative comme suit :  

  )( xn   =   
b

a

n dtxtxKxf )(),()( 1  où )(0 x  =  f(x)  

 Remarque : 

  La suite itérative   )(xn  converge vers  )(x   si    |   | ≤  M        

 où        
2

1

K
M      et     

2

1

2

2
)),(( 








  

b

a

b

a

dttxKdxK  
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1. 3. 3. Equations intégrales multiples  

 

1. 3. 3.1. Définition : 

 On appelle équation intégrale multiple d’ordre n   l’équation  

 
b

a

m xfdttAtxKxA )()(),()(             mIx  

 où   m  = 1,2,…….. n   et  mI   forment une partition  de   [a,  b]. 

Les équations duales, triples, correspondantes à   n = 2, 3, respectivement.  

 

 1. 3. 3. 2. Remarque :  

 Ces équations interviennent dans  la résolution des problèmes  aux conditions mixtes.  
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Déformations longitudinales : 

0L

L
x


                                                                                                                            (2.1.21) 

et transversales : 

     
0d

d
                                                                                                                       (2.1.22) 

Le coefficient de Poisson  est le rapport de ces deux déformations : 

     
x


                                                                                                                       (2.1.23) 

 

ν est compris entre 0.1 et 0.5 (0.3 pour les métaux et 0.15 pour les bétons). 

  

2. I.5.3. Module d’élasticité de cisaillement «G » : 

 

        Pour des matériaux ayant un comportement linéaire il existe par définition une relation linéaire 

entre le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations.  

Pour un matériau isotrope on peut montrer qu’il suffit de deux coefficients pour  caractériser cette 

loi qui s’écrit : 
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                                                                                          (2.1.24) 

                                                                                                  

 E est appelée le module de Young ou module d’élasticité et ν le coefficient de Poisson. 

 

La relation entre les contraintes de cisaillement et la distorsion angulaire est souvent écrite en 

utilisant le module de cisaillement G défini de la façon suivante: 
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      2xy xyG                                                                                                                     (2.1.25) 

avec  

              
)1(2 


E

G                                                                                                                 (2.1.26) 

2. 1.6. Les équations d’élasticité : 

2. 1.6.1. La loi de Hooke : 

 2.1.6.1.1 Relation de Young : 

A partir de la définition de E et de ν, la relation contrainte déformation s’écrit: 

 

               
1 1

1
2

3

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
E

 
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 
    


                                                 (2.1.27)                   

 

 Elle s’écrit dans un repère quelconque sous la forme de l’équation de Young: 

       1ij kk ij ijE                                                                                                    (2.1.28)                   

2.1.6.1.2 Relation de Lamé :   

S'écrit: 

              2ij kk ij ijG                                                                                                 (2.1.29)                   

2.1.6.1.3  Relations entre les modules  

 2 1

E
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      premier coefficient de Lamé=Module de Coulomb                                 (2.1.30)     
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    deuxième coefficient de Lamé                                                               (2.1.31) 
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        module d’Young ou module d’élasticité                                              (2.1.32) 
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3 1 2 3

E
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   module de rigidité à la dilatation uniforme                                        (2.1.33) 

 2 G





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             coefficient de Poisson                                                                            (2.1.34) 
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2.1.6.2. L’équation de Lamé : 

L’équation de Lamé d’élasticité linéaire isotrope en termes de champ de déplacement et  	est	une	

masse volumique: 
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                                                    (2.1.35)                    

     2. 1.7. Techniques de résolution :  

 

1) Choix du système de coordonnées 

         On peut résoudre les problèmes d’élasticité dans n’importe quel système de coordonnées.  

Mais les conditions aux limites peuvent avoir une forme plus ou moins compliquée suivant ce 

choix. On est généralement guidé par la forme du corps élastique étudié. On choisit de préférence 

un système de coordonnées qui facilite l’écriture des conditions aux limites. Pour les problèmes 

axisymétriques, on choisit toujours un système de coordonnées dont l’une des coordonnées est 

l’angle θ autour de l’axe d’axisymétrie.  

 

2) Choix de la formulation 

         Dans certains problèmes, on peut faire des hypothèses à priori sur la solution recherchée. 

Selon que ces hypothèses  portent sur les contraintes ou sur les déformations, on choisit la 

formulation correspondante. 

 

2. 1.7.1. Techniques de résolution analytique : 

 

2. 1.7.1.1  Approche en déplacement : 

Le processus de résolution avec l’approche en déplacement est : 

 postuler la forme du champ de déplacement ; 

  vérifier les conditions limites en déplacements ; 

 vérifier les équations dites de Lamé-Navier ; 

 calculer les déformations, puis les contraintes ; 

 vérifier les conditions limites en contrainte ; 

Cette approche en déplacement est utilisée pour résoudre le problème du cylindre sous pression. 

34 



2. 1.7.1.2  Approche en contrainte 

Le processus de résolution avec l’approche en contrainte est: 

 postuler un champ de contrainte ; 

 vérifier les conditions aux d’équilibre en volume ; 

 vérifier les conditions aux limites en contrainte ; 

 vérifier les équations dites de Beltrami-Michell ; 

  calculer les déformations, puis les déplacements à partir des contraintes ; 

  vérifier les conditions aux limites en déplacement ; 

2. 1.7.2. Techniques de résolution numériques 

 Les techniques analytiques sont vite dépassées lorsque le problème devient un peu complexe, il 

faut alors recourir à des approches numériques. On distingue trois grandes familles d’approches 

numériques pour la mécanique des milieux continus : 

 

 les éléments finis ; 

 les différences finies ; 

 les éléments de frontière ; 

   

     La première approche a le mérite d’être applicable quelle que soit la géométrie du milieu. Elle 

est donc utilisée pour tous les problèmes de mécaniques faisant intervenir des géométries 

complexes (crash voiture, écoulement sanguin, étude vibratoire de fusée, designe de puce 

électronique contre l’échauffement excessif, ...). Les codes industriels les plus connus sont : Samcef 

(le seul européen), Abaqus, Nastran et Ansys. 

 La méthode des différences finies nécessite des domaines de formes simples. Elle est 

particulièrement utilisée en météorologie (l’atmosphère a une forme simple) et pour l’étude 

d’écoulement.  

 Enfin, la méthode des éléments frontières permet la prise en compte simple d’un milieu infini ou 

semi-infini (mais ce milieu doit être linéaire). 
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Chapitre 3.  Problème axisymétrique d’une inclusion rigide 

         dans une plaque élastique épaisse et fissurée 

  

Introduction :    

       On dit qu’un problème est axisymétrique si la forme du corps élastique admet un symétrique 

autour de l’axe vertical et si le chargement et les conditions aux limites sont aussi de symétrique.  

       Dans ce cas, la solution est axisymétrique. Si l’on utilise un système de coordonnées 

cylindriques ou sphériques autour de l’axe de symétrie axiale, les dérivées des fonctions suivantes 

l’angle polaire θ sont nulles. On est donc ramené à un problème à deux variables  ,r z  Pour 

résoudre ce type de problème, on peut utiliser la formulation en contraintes ou la formulation au 

déplacement. 

L’approche des déplacements a été utilisée dans la résolution du problème proposé puisque on a 

transformé le problème à celui de recherche des déplacements.    

 

3.1. Description du problème : 

Soit une plaque élastique d’épaisseur  2h comportant  une fissure circulaire de rayon  b, 

  dans le plan  z = 0. On étudie  la déformation du milieu élastique dans le cas de l’inclusion de la 

fissure  d’un disque rigide de rayon  a  subissant une dilatation axiale est égale à  . 

  Les deux frontières du domaine   z  =  ± h sont délimitées par des supports rigides dont le contact 

est lisse, c'est-à-dire la contrainte tangentielle ainsi que le déplacement axiale  sont égaux à zéro, 

(Figure 3.1). 

                                                                                                                                                                                   

                                                                                       z 
                                                                                                               Supports rigides et lisses 
 
                                                                      Plaque     élastique 
  r 
     2h 
                                                                                 2a Disque rigide                             
                                                                                2b 
 
 

 Figure 3.1.  Plaque élastique comportant  une fissure circulaire contenant un disque rigide. 
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On étudie l’état de déformation de ce milieu, ce qui se ramène au calcule des déplacements, des 

contraintes dans la plaque ainsi que les coefficients d’intensité de contrainte au bord de la fissure et 

le coefficient du singularité le long de l’inclusion rigide.   

 

3.2. Conditions aux limites du problème : 

   Le problème présente une  symétrie par rapport au plan médian, on peut donc  limiter notre étude 

à la demi-plaque supérieure.  

Les conditions aux limites élastiques du problème de déformation de la plaque supérieure peuvent 

être décrites par les équations suivantes : 
ሺݑ௭ሻ௭ୀ଴  =	,ߝ                                                                  		0 ൑ ൑ ݎ ܽ		                                             (3.1) 

ሺߪ௭ሻ௭ୀ଴  = 0,                                                                    ܽ ൏ ൏ ݎ ܾ                                               (3.2)                   

ሺݑ௭ሻ௭ୀ଴  = 0,                                                                   ܾ ൏ ൏ ݎ ൅∞                                            (3.3)                   

ሺݑ௭ሻ௭ୀ௛  = 0,                                                                  	0 ൑ ൑ ݎ ൅∞                                           (3.4)                    

ሺ߬௭௥ሻ௭ୀ଴  =	ሺ߬௭௥ሻ௭ୀ௛  = 0,                                               0 ൑ ൑ ݎ ൅∞                                           (3.5) 

 

3.3. Système d’équilibre du problème : 

Dans cette étude, on utilise le système des coordonnées cylindriques (r,ݖ). Les composantes du 

vecteur de déplacement suivant les axes r et z sont  ݑ௥ et ݑ௭ , alors celles des contraintes sont 

données par 	߬௥௭  , ߪ௭  et  ߪ௥ . 

Le système d’équilibre en déplacement dans un milieu élastique sans torsion est 
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La résolution du système d’équilibre s’obtient à l’aide de deux fonctions harmoniques 
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F
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 )1(2)21(2                                                                                       (3.8) 
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où
 

  F et K sont des fonctions auxiliaires,  

  G : module de cisaillement  et     

    : Coefficient de  poisson   

En portant ces expressions dans le système d’équilibre, on obtient : 

0))(
1

(
2










z

K

r

F

r
                                                                                                         (3.10) 
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où     
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On choisie les fonctions  F et K  tel que 
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On pose  
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Cette fonction est alors harmonique en tenant compte de   (3.13) et (3.12)  on trouve   
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La solution générale de l’équation (3.14) est donnée par :  

  zF                                                                                                                                 (3.15) 

où     est harmonique, puisque    
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Finalement la relation  (3.15) permet d’exprimer les déplacements  a l’aide de deux fonctions 

harmoniques   0
 
et 3 .   

   
r

z
r

Gu r 






 302


                                                                                                          (3.18) 
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     (3.19) 

La loi de Hooke, donne les relations entre les contraintes et les déplacements comme suit: 
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(3.22) 

En substituant les relations  (3.20), (3.21) et (3.22) dans les équations (3.18) et (3.19) on retrouve 

les contraintes comme suit:  
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3.4. Résolution du problème :  

L’équation harmonique satisfaite par φ0 et φ3 est : 

0
1

2

2

2

2













zrrr


                                                                                                     (3.26) 

Pour résoudre cette équation on utilise la transformation  de Hankel   (1. 2.1). 
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 Donc on peut écrire l’équation   (3.26) sous la forme :  

0),(),( 2//  zz   

La solution de cette équation est donc  

)()()()(),( zshBzchAz    

La transformation inverse de Hankel   de      est :  
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 Donc les fonctions  harmoniques 0 ,  3   données  comme  suit : 
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(3.28) 

Dans les équations (3.27) et (3.28)  on a quatre fonctions  inconnues A (  ), B ( ), C ( ) et D( ).   

On  détermine   A (  ), B (  ), C ( )  en fonction de  D ( )  puis   0 , 3 . 

D’après les conditions aux limites (3.4)  on  a        
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ce  qui donne :
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donc            

   
  )()()43()()()()()(  ChshhhchhchBhshA   

                                             0)()()43()(   Dhchhhsh                                                  (3.29)  

et d’après les conditions aux limites (3.5)  on  a       
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après la simplification, on obtient :    
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                                                   0)()()21()(   DhChhsh                                       (3.30)   
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ce  qui donne  
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après la simplification, on trouve  

 0)()21()(2   DB  

   )()21()(  DB  .                                                                                               (3.31)   

D’après les formules (3.29), (3.30)    et (3.31)  on obtient :   
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Les formules   (3.30), (3.31)  et (3.32)  donnent  
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En remplaçant   )(A   ,  )(B  et  )(C   dans les équations (3.27) et  (3.28)    on trouve :  

 




 drJDzsh

hsh

hshh
zchzr )()()(

21

)(2

)2()21(2
)(),( 0

0
20 










 








 
                             (3.34)   
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

 drJDzchzsh
hsh

hch
zr )()()()(

)(

)(
),( 0

0

3 













  .                                                             (3.35)  

Maintenant par substitution  de ),(0 zr   et  ),(3 zr              

dans les equations (3.18) et (3.23) on obtient les équations intégrales suivantes   

       





0

0 1
)()(


 G

drJD                                                                0 ≤   r  ≤ a                        (3.36) 

      0)()()( 0

0




 drJDf                                                           a  <   r  <  b                         (3.37)        

       



0

0 0)()(  drJD                                                                          r ≥ b                             (3.38)                    

      où                    
)(2

)2(2
)(

2 hsh

hshh
f


 

                                                                                    (3.39) 

D’après les équations (3.36), (3.37) et (3.38) et les conditions limites (3.1), (3.3) et (3.2) on a
 

       


 
0

00 )()()(  drJDu zz                                                0 ≤   r  ≤ a                            (3.40)                   

       0)()()()( 0

0

0  


  drJDfzz                                       a  <   r  <  b                           (3.41) 

       


 
0

00 0)()()(  drJDu zz                                                        r ≥ b                               (3.42)                   

           où 
G

 


1
   

   
Pour résoudre les équations intégrales on utilise la méthode suivante. 

 1/  on vérifie les deux équations (3.40) et (3.42),  

 on prend                                                                            c       ߩ       d 

 2ܿ ൌ ܾ െ ܽ                                                                                                                                  (3.43) 

2݀ ൌ ܾ ൅ ܽ                                                                                  q                                               (3.44) 

q2   =  c2  + d2  - 2cd cos (  )                                                                                                        (3.45)                   




dqJFD )()()( 1

0
                                                                                                               (3.46) 

  où   c,  d,   q, et     sont indiqués sur le triangle de la figure ci- contre  

et   F est une fonction auxiliaire inconnue et   ૙ ൑ ߩ ൑        ߨ
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sachant que : 

 
 


0 01

)(
)()(

q

rqH
drJqJ                                                                                              (3.47) 

    où            ܪሺݍ െ ሻݔሺܪ       ,la fonction de Heaviside		ሻݎ ൌ ቄ
ݔ					,1 ൒ 0
ݔ					,0 ൏ 0 

en substituant l’expression (3.46) dans  l’équation (3.40), on obtient  

 


 



0

1

0

00 )()()()( dqJFdrJu zz  









0

0

)(
)()( d

q

rqH
Fu zz .                                                                                                   (3.48) 

Or, ܪሺݍ െ ሻݎ ൌ ൜
ݍ					,1 ൒ ݎ
ݍ					,0 ൏    ݎ

et comme,          ݀ െ ܿ ൑ ݍ ൑ ݀ ൅ ܿ 

  donc                        ܽ ൑ ݍ ൑ ܾ  

ce qui implique, ܪሺݍ െ ሻݎ ൌ ൜
ݎ															,1 ൑ ܽ ൑ ݍ
ݍ															,0 ൏ ܾ ൏             ݎ

 par suite (3.48) donne  







0

0 )()( dF
q

u zz ݎ                                    ൑ ܽ ൑    (3.49)                                                               ݍ

0)( 0 zzu ݍ                                                      ൏ ܾ ൏  (3.50)                                                              ݎ

donc :    

ሺݑ௭ሻ௭ୀ଴ ൌ ቄ
ݎ								,ݓ ൑ ܽ
ݎ								,0 ൐ ܾ   ,                  quelque soit la fonction F,                                               (3.51) 

 où  ݓ est  constante.    

2/  En déterminant   F afin que la constante ݓ  soit égale à  ߝ.  

Soit  )cos()(
0






n

n nF
q


                                                                                                      (3.52) 

où  n  coefficient inconnu.  

En remplaçant (3.52) dans (3.49)  on aura                                   





 







00
0 )cos()( dnu

n
nzz   =  0  ⟹     ݓ = 


 w

0

 
 

n   quelconque    si  ݊ ൒ 1 ,   ainsi les équations (3.40) et (3.42) sont satisfaites.  

Or  l’ équation (3.40)  donne  ݓ ൌ 	ߝ ⟹	

 0  .                                                                   (3.53) 
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3/ En calculant n ,  ݊ ൒ 1  à partir de l’équation  (3.41), en utilisant la formule de Gegenbaure     

 





1

000 )cos()()(2)()()(
m

mm mdJcJcJdJqJ                                                       

              





1

0 )cos()()()2(
m

mmm mdJcJ  , 

sachant que     )()( 10 qqJqJ 






 

 on trouve :  

 


 



1

01 )cos()()()2()(
m

mmm mdJcJqqJ 


                                                                  (3.54) 

ce qui donne  de  (3.46) et (3.52) 

 





0 0

11

0

)cos()(
1

)()()(
n

n dnqqJdqJFD





  

          






 











0 00

0 )cos()cos()()()2(
1

n m
mmmn dnmcJdJ









                                   (3.56) 

or, 



0

)cos()cos( dnm  = ቐ
݉																														ߨ ൌ ݊ ൌ 0
గ

ଶ
																							݉ ൌ ݊	,			݊ ് 0

0																																						݉ ് ݊
  

car   
 
00

2

2
)2cos(1(

2

1
)(cos dndn . 

Ainsi,  )()(
0

 n
n

nMD 




                                                                                                        (3.57) 

où   )()()( dJcJM nnn 






                                                                                                   (3.58) 

par suite l’équation  (3.41) donne :   

   







0 0

0 0)()()(
n

nn drJMf  ࢇ                                       ,  ൏ ݎ ൏ ܾ                                   (3.59) 

comme     )()( 01 rrJrrJ
r

 



,  la dernière équation s’écrit sous la forme :  

  










0 0

1 0)()()(
n

nn drrJMf
r

                                                                                          (3.60) 
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ce qui implique :  

   






0 0

1 )()()(
n

nn drrJMf   = െષ                                       ࢇ ൏ ݎ ൏ ܾ ,                                (3.61)       

   où         ષ constante quelconque. 

On prend   

r2   =  c2  + d2  - 2cd cos ( ),                  ૙ ൑ ߠ ൑  ߨ

par la formule de  Gegenbaure   (3.54) on a   

 


 



1

01 )cos()()()2()(
m

mmm mdJcJrrJ 


                                                                   (3.62) 

donc d’après les formules (3.61) et  (3.62)  on trouve :  

 dmMMf
n m

mmnn 



















0 0

0

0

)cos()()2()()(  = ષ,                                                          (3.63) 

le système trigonométrique est linéairement indépendant,  

ce qui implique   

 m
n

mnn dMMf 0
0 0

)()()(   






,   

donc :     

m
n

mnn dMMfa 0
0 0

)()()(   






                                                                                            (3.64) 

où   nn
n

n aa 


 
 .    

 par suite,  )()(
0

 n
n

nMaD 




                                                                                               (3.65) 

 or,   




  000 a  

   donc   



0a

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3.5. Détermination du facteur d’intensité et facteur de singularité de            

         contrainte :   

La contrainte normale ሺߪ௭ሻ௭ୀ଴  sur la surface   a < r < b  de la fissure peut être exprimée comme 

suit.   

En substituant l’expression (3.65) dans  l’équation (3.41), on obtient :  

  drJMaf
n

nnzz )()()( 0
00

0 






 
 
 

ce qui implique   

 drJMfa n
n

nzz )()()()(
1

0
0 0

0  






 



 
.
  

 

D’après  (3.39) on a :  

    1)(lim 





f                                                                                                                  (3.66) 

et  par la formule asymptotique de la fonction de Bessel (1.1.20)  on trouve :  












 )

2
)

2

1
(sin(

8

)14(
)

2
)

2

1
(cos()

2
()(

2
2

1 





 nd
d

n
nd

d
dJ n                                     (3.67) 












 )

2
)

2

1
(sin(

8

)14(
)

2
)

2

1
(cos()

2
()(

2
2

1 





 nc
c

n
nc

c
cJ n                                        (3.68) 

en substituant les formules  (3.67) et (3.68) dans l’équation (3.58) on obtient :  

 

 )cos()1()sin()( bbaaM n
n                                                                                (3.69) 

     où             
cd

 1
  

Donc :
 
 








 
 0 0

00 )()()1)(()(
1

n
nzz drJMf   

                   +    drJbbaaM
n

n
n )())cos()1()sin(()( 0

0 0








  

                          n
n

n

n
n ab

br

brH
aa

ra

raH 



















0
22

0
22

)1(
)(

)(

)(

)( 
                                                   (3. 70)
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Le facteur d’intensité et le facteur de singularité de contrainte du problème fissuré sont définis par  

  )(2lim)( 0 brbK
br

zzI 


 



                                                                              (3.71) 

  )(2lim)( 0 rabS
ar

zz 


 



                                                                                  (3.72) 

En substituant la formule  (3.70) dans les équations (3.71) et (3.72) on obtient :  







0

)1(
n

n
n

I abK   







0n

naabS 
                      

 où       ߟ		 ൌ 	 ఉ√గ
௔బ

                                                                                                 

 

3.6. Résultats numériques et discussion  

 

D’après (3.66) et (3.69) on trouve  

2
)()()(


 T

MMf mn   

 où  T est constante  

ce qui implique la convergence de l’intégrale   


0

)()()(  dMMf mn .              

On calcule les coefficients    na   d’après  le système  algébrique  (3.64). 

  On a a
a

b

b

h
h         on pose   

b

h
 ,  

b

a
   et

a

  , 

on fait un changement de variable   par   où   
a

   

d’après   (3.39) et (3.58) on trouve  

)(2

)2(2
)(

2 











sh

sh
f


  































 





 )1
1

(
2

1
)1

1
(

2

1
)( nnn JJM

 

 

 

 
50 



Soit  21
nmnmnm AAA     où   dMMfdMMfA mnmnnm 




00

)()()()()()(    et 


0

0

1 )()()(


 dMMfA mnnm          et       



0

)()()(2



 dMMfA mnnm  

 on calcule  1
nmA  par la méthode de Simpson.  

 )
2

)12(
(

3

2
)(

3
)(

6

1

0

0
1

1

000
0

01 











p

k

p

k
nm p

k
g

pp

k
g

p
g

p
A





 

  où     )()()()(  mn MMfg 
 .  

Et pour   2
nmA  on prend l’approximation   de  f,    Mn     et   Mm        au voisinage    de + ∞. 

  D’après  les formules (3.69), (3.66) on trouve,  

  *22112
222

)(sin)sin()cos()1()1()(cos)1(
))(1(

4
)( nm

mnmn Mg 











  









 et 

  



0

)(*2



 dMA nmnm , 

après simplification, on obtient, 

2
nmA    = 











 

)2()(cos
)1(

1)1(4 002

0
22 









Si

mn

        














 ))1(()1(
2

1
))1(()1(

2

1
)1(sin(

2
))1(sin(

21

1))1()1((4 000

0

0

0
22























CiCi

mn

 

                    + 










)2(sin

1

1

4
00

2

0
2







Si  

  où  dt
t

t
xSi

x




)sin(

)(    et    



x

dt
t

t
xCi

)cos(
)(  
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On peut écrire le système  (3.64) sous la forme :   







0

0
n

mnmn Aa         

 Pour    0  = 1000    ,    p =  5000   ,  1
b

h
       

 

Les coefficients ܽ௡    sont :  

 

n   =  0.25   = 0.5   = 0.75 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 

5.132018958 
7.626507864 
4.622073954 
2.750055280 
1.642690164 
0.9836023620 
0.5895529828 
0.3534897272 
0.2119975619 
0.1271681102 
0.07621727066 
0.04578601351 
0.02726773172 
0.01652835903 
0.009464543598 
0.006031414475 
0.002738810656 
0.002292878100 
-0.0001821584077 

 

2.058702146 
2.146074042 
0.7418747626 
0.2430552336 
0.08005793862 
0.02653208386 
0.008802667771 
0.002927483813 
0.0009078729723 
0.0003024434586 
-0.0001072176816 
-0.00002622618830 

1.075444722 
0.6101111339 
0.09357667740 
0.01308095828 
0.001843009281 
0.0002445325983 
-0.00002453906052 
-0.00004420669220 

 

Table 3.1. Coefficients ܽ௡ 
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            Fig3.2. Distribution de déplacement normal (uz) z = 0, (  = 0.5).
 
 

 

La figure (3.2) montre la distribution radiale du déplacement normale pour (  = 0.5) avec la 

variation de   h/b. Pour toutes les valeurs de   h/b la pente de (uz) z = 0 tend ver l’infini.   
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Fig 3.3- Distribution de déplacement normal (uz) z = 0, (h/b=1). 

 

La figure (3.3) montre la distribution radiale du déplacement normale pour (h/b=1) avec la variation 

de  .  (uz) z = 0 est devient nulle au bord de la fissure et devient large aux bord de l’inclusion.  
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Fig 3.4- Distribution radial de la contrainte normale (z), (  = 0.5) 

La figure (3.4) montre la distribution radiale de la contrainte normale pour (  = 0.5) avec la 

variation de   r/b.   

On remarque que la contrainte (z) devient nulle pour r/b < 0.2  et  r/b > 1.5,  

et pour 0.2 ≤  r/b ≤  1.5  la contrainte normale est inversement proportionnelle au rapport z/h.          
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Fig 3.5- Distribution radiale de la contrainte normale (z) z=0, (  = 0.5)  

La figure (3.5) montre la distribution radiale de la contrainte normale pour (  = 0.5) avec la 

variation de   r/b. 

  Pour les valeurs de h/b, la contrainte normale devient nulle pour   r > b et r < b/2. 
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Fig 3.6- Distribution radiale de la contrainte normale (z) z=0  (h/b=1) 

La figure (3.6) montre la distribution radiale de la contrainte normale pour (h/b = 1) avec la 

variation de   r/b. la pente de (z) z = 0 est approchée à l’infinie comme r → a+ et  r → b-. 
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Fig 3.7- variation de S et KI (h/b = 1) 

La figure (3.7) montre la distribution de S et KI avec la variation de     

 Quand  augmente on a la décroissance puis la croissance du facteur S.  

 Quand   augmente le facteur KI augmente aussi  
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Fig 3.8- variation de S et KI (  = 0.5) 

La figure (3.8) montre la distribution de S et KI avec la variation de h/b. 

Si h/b augmente le facteur d’intensité KI aussi puis se stabilise.  Et le facteur singulier S diminue 

puis se stabilise.   

 

 

3.7. Conclusion: 

      

           Dans ce chapitre, on a présenté une étude correspondante à la déformation d’un milieu 

élastique dans le cas de l’inclusion de la fissure d’un disque rigide.  

          La résolution de l’équation d’équilibre du problème est donnée par la méthode de  la 

transformation de Hankel et son inverse. 

         Etant donné le problème aux valeurs limites et mixtes, sa solution, en tenant compte des 

conditions limites, est définie en trois intervalles  (   0 ≤   r ≤ a),  (a  <   r  <  b) et (r ≥ b) à l’aide de 

trois équations intégrales appelées équations intégrales triples. 

         En utilisant des développements en sérier de cosinus, les solutions des équations intégrales 
triples correspondantes s’obtiennent par la résolution d’un système algébrique infini. 
          Les champs de contraintes et de déplacement et le facteur d’intensité sont déterminés 

analytiquement. 

 

 

 

56 

 



Conclusion générale: 

 

 On a étudié le problème de déformation du milieu élastique dans le cas de l’inclusion de la fissure 

dans un disque rigide. Les deux frontières  sont délimitées par des plaques rigides dont le contact est 

lisse.  La résolution basée sur une procédure analytique sur l’utilisation de la méthode de la 

transformation intégrale de Hankel a été développée et utilisée quelle que soit l’épaisseur de la 

couche. 

 La présence d’une fissure dans une plaque produit une concentration de contrainte localisée au 

bord de la fissure.  

La solution analytique a été obtenue par la résolution d’un système algébrique infini.  

La convergence du système infini est réalisée à partir des  19 premiers termes de la série. 

 Le déplacement normal (uz) z = 0   pour   = 0.5 fixé et h/b  variable est décroissant et devient infini 

pour a < r < b. 

Alors que  pour h/b = 1 avec la variation de  a le déplacement  (uz) z = 0   devient nul aux bords de la 

fissure et suffisamment grand aux bords de l’inclusion.      

 La contrainte normale (z) pour   = 0.5 en variant r/b devient nulle dans les cas  r/b < 0.2 et 

 r/b >1.5.   Pour les valeurs 0.2 < r/b < 1.5  (z)  est inversement proportionnelle au rapport z/h.  

Alors que  (z) est nulle pour r > b et r < b/2 dans le cas   =  0.5  en variant h/b. 

 La contrainte normale (z)z=0    si h/b = 1 tend vers l’infinie lorsque  r → a+ et  r → b-.   

 Si h/b = 1 le facteur d’intensité de contrainte est croissant alors que le facteur de singularité n’est 

pas monotone. 

En variant h/b, si h/b augmente le facteur d’intensité KI augmente aussi puis se stabilise à une 

valeur constante.  Alors que  le facteur de  singularité S diminue puis se stabilise à une valeur 

constante. 
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Perspectives : 

 La méthode analytique développée dans ce mémoire peut être appliquée pour la résolution 

d'une classe intéressante des problèmes de recherche.  

  On visage d'étudier des problèmes de déformation d’une plaque encastrée dans deux 

milieux infinis ayant les mêmes modules de Cisaillement et coefficient de poisson dans le 

cas d’une adhésion parfaite. 

  Le problème se ramène à un système de trois équations triples.  

 

 

 

                                                               G2, υ2    
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                                                      -h  
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