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Résumé :

On étudie la déformation du milieu élastique dans le cas de I’inclusion de la fissure d’un disque
rigide. Les deux frontiéres sont délimitées par des supports rigides dont le contact est lisse.

En utilisant la méthode de transformation intégrale de Hankel, on réduit les trois conditions mixtes
aux systemes des équations intégrales triples. Moyennant la formule de Gegenbauer et la somme
intégrale représentée par la fonction de Bessel, on obtient des systémes d’équations algébriques
linéaires infinis pour déterminer la fonction inconnue.

L’expression analytique du déplacement, de la contrainte et du facteur d’intensité de contrainte sont
discutés, représentés et illustrés graphiquement.

Mots-Clés : Plaque élastique, Disque rigide, Fissure circulaire, Equations intégrales triples,

Facteur d’intensité de contrainte.

Abstract:

We study the axisymmetric deformation of an elastic layer due to the indentation of a penny-shaped
crack by a disc-shaped rigid inclusion in its middle plane. The two surfaces of the thick layer are
supposed to be smoothly clamped. Using the Hankel integral transforms method, we reduce the
three-part mixed boundary value problem to a system of triple integral equations. With the help of
the Gegenbauer formula and some integral representations of the Bessel function, we get an infinite
system of algebraic equations for determining the unknown function. The expression of the stress
intensity factors is given analytically. Some quantities of physical interest are shown graphically
followed by a discussion of the effect of the radii of the inclusion and the crack as well as the

thickness medium on the layer deformation.

Key Words: Elastic layer, Disc rigid inclusion, Penny-shaped crack, Triple integral

equations, Stress intensity factor.



Introduction générale :

Ces derniéres années, des efforts considérables ont été consacrés a 1’étude des fissures dans
des solides. Elle se développe activement grace a la mécanique des milieux continus. L’analyse du
champ de contraintes et de déplacements d’une fissure d’un solide élastique est un probléme
classique de 1I’¢lasticité tridimensionnelle. C’est également un probleéme d’intérét fondamental pour
1I’étude de la propagation des fissures dans les matériaux.

On dit qu’un probléme est axisymétrique si la forme du corps élastique admet une symétrie de
révolution autour de 1’axe vertical et si le chargement et les conditions limites du probléeme étudi¢ le
sont aussi. Dans ce cas, la solution a obtenir est axisymétrique, c'est-a-dire indépendante de 1’angle
polaire.

Le probléme de détermination du champ de contrainte autour d’une fissure dans un milieu
¢lastique infini a été discuté pour la premiere fois par Senddon [26] qui a donné la solution
analytique des problémes axisymétriques par la méthode de transformation intégrale de Hankel.
Une grande partie des études postérieures des problémes concernés par les fissures circulaires ont
¢été basés sur le travail de Senddon et la méthode de Lebedev et Ufliand[15 ], ont étudié le probléme
de déformation axisymétrique d’une couche élastique ayant une fissure circulaire dans le cas d’un
encastrement lisse des frontiéres. Les contraintes et les déplacements sont exprimés a 1’aide des
fonctions harmoniques de Neuber-papkovitch.

Le probléme est alors ramené a la résolution d’une équation intégrale de Fredholm ayant un noyau
continue et symétrique. Tsai et Fu [9] ont donné un schéma numérique, basé sur la méthode de
Kobayashi-Tranter qui utilise le développement de Bessle-Fourier de fonction inconnue, pour
résoudre les équations intégrales duales d’un probléme mixte des conditions aux limites.

Dans notre travail, on considére un probléme de déformation du milieu élastique dans le cas de
I’inclusion de la fissure d’un disque rigide. Les deux fronti¢res sont délimitées par des supports
rigides dont le contact est lisse.

Le cas ou les deux frontieres sont libres de charges présentées par Makoto Sakamoto [20]
propose des méthodes différentes de solutions pour résoudre les problémes des fissures. Il a utilisé
quelque relation d’intégrales et les formules de Gegenbauer, transformation intégrale de Hankel. Par
développement la fonction inconnue de série de Fourier cosinus, il réduit le systéme d’équations
intégrales triple a un systéme d’équations algébriques infini.

Le plan de ce mémoire s’articule autour de trois chapitres : dans le premier chapitre on expose
un ensemble de rappels mathématiques utilisés dans notre étude du probleme, les fonctions de

Bessel ainsi que leurs propriétés, transformation de Hankel, et les équations intégrales.
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Dans le deuxiéme chapitre : On donne quelques rappels sur 1’¢élasticité linéaire, et des notions
fondamentales sur la mécanique de la rupture.

Le troisieme chapitre représentant le noyau du mémoire, on étudie la déformation du milieu
¢lastique dans le cas de I’inclusion de la fissure d’un disque rigide.

Finalement, on termine ce mémoire par une conclusion générale qui illustre les principaux
résultats obtenus a travers cette étude, et une perspective sur les méthodes de résolutions

développées dans le sujet proposé.

Etude bibliographique

Makoto Sakamoto 2003 [21] : Le probléme de déformation ¢élastique dans le cas axisymétrique
d’une couche élastique et épaisse ayant une fissure centrale circulaire a été étudié. Deux cas ont été
envisagés, le premier cas correspond a une surface libre de charges alors que le second considere le
cas d’un encastrement lisse. En tenant compte des conditions mixtes, le probléme a été formulé sous
forme d’un systéme d’équations intégrales duales. Contrairement a 1’approche classique, ces
derniéres équations sont directement réduites, a 1’aide de la formule de Gegenbauer, a un systeme
d’équations algébriques linéaires et infini. Le facteur d’intensité de contrainte a été évalué et donné
explicitement en fonction des coefficients du systeme. Des résultats numériques ont été obtenus,
sont donnés aussi les conclusions sur 1’effet de I’épaisseur de la couche élastique et des conditions

aux limites sur les déplacements et les contraintes calculées.

A. P.S. Selvadurai 1984 [23] : Il examine le probléme du marquage symétrique d’une fissure en
angle noyée par une inclusion mince et lisse, en forme de disque circulaire rigide. L’analyse du
probléme conduit a un systéme d’équations intégrales triples. Il utilise le développement de Bessel-
Fourier de fonction inconnue que I’on résoudre par approximations. On obtient une expression du
facteur d’intensité de contrainte aux fronticres de la fissure sous la forme d’une série comportant le

rapport du rayon de I’inclusion rigide circulaire au rayon de la fissure.

M. Sakamoto, T. Hara, T. Shibuya and T. Koizumi.1990 [20]: Etudi¢ la déformation du milieu
¢lastique dans le cas de I’inclusion de la fissure d’un disque rigide. Les deux fronti¢res sont libres
de charges. Il Propose des méthodes différentes de solutions pour résoudre les problémes des

fissures. Utilise quelque relations d’intégrales et les formules de Gegenbauer. Par développement de
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la fonction inconnue en série de Fourier cosinus, il réduit le systéme d’équations intégrales triples a

un systéme d’équations algébriques infini.

T. Shibuya, T. Koizumi and I. nakahara.1974 [24]: Traite un probléme de contact ¢élastique pour
un demi plan entaillé par un poingon rigide annulaire plat. Ce qui représente un mixte de valeurs
aux limites a trois parties. Si la distribution de la pression sur la région de contact est supposée
connue, le probléme de contact sera ramené a la résolution d’un systeme infini d’équations
simultanées. Des résultats numériques sont ¢galement donnés en illustration des distributions des

déplacements et des contraintes dans le demi-espace.



Chapitre 1. Rappels Mathématiques

1.1. Fonction de Bessel
Introduction :

Les fonctions de Bessel sont les solutions de 1’équation différentielle de Bessel, que 1’on rencontre
souvent en physique, notamment dans les problémes d’ondes stationnaires, et dans la résolution de

I’équation de Schrodinger, en mécanique quantique pour la diffusion par un centre de forces.

1. 1. 1. L’équation différentielle de Bessel :

L’¢quation de Bessel Ey est 1’équation linéaire homogene du second ordre :
X2y xy' (X2 —v?)y =0, v €R (1.1.1)

Les solutions de cette équation sont appelées fonctions de Bessel d’ordre .

1. 1. 2. Résolution de I’équation de Bessel :

On Cherche une solution de (1.1.1) sous la forme :

0

y(x)=x“> ax* a, #0 (1.1.2)

k=0

On suppose que > 0 puisque les équations E et E -y, sont identiques.

En portant cette expression dans (1.1.1) on aura :

> a, [k + o)k + o = 1)+ (K + o)) 4 Xk 2k ] =,
k=0

On remarque aussi que :

0 0

kK+a+2 — k+a 1 .
> a, X = > a,_,x""* cequi donne:
k=0 k=2

i((k+0{)2—V2)ika+a+i ak72Xk+a =0.
k=0 k=2

Par identification des coefficients de X kta on trouve :

(a>-v*)ay=0 (k=0), (1.1.3)
(1+a) -v)a; =0 k=1) (1.1.4)
et
(k+a) -v¥)ax +a=0 (k>2), (1.1.5)

comme a, #0,onade I’équation (1.1.3) o ==2v.

5



On suppose que o =v d’aprés (1.1.4)ona (2y +1)a; =0 donc a; =0 puisque v est arbitraire

ainsi (1.1.5) donne.

a'k—2

=2 1.1.6

k(k +2v) ( )
implique a1 = 0.
Les coefficients ay, s’obtiennent de (1.1.6) comme suit :

_ T4 . a = -4, _ 4,
2202+ 2v) ’ Y44 +2v) 242+ 2v)(4+2v)
a = -4, _ -8,
©T6(6+2V)  2.4.6(2+2v)(4+2v)(6+2V)
et d’une manicre générale :
. (-D'a, _ (-D'a,
K24 2KQA2V)A+2V) Rk +2v) 2K+ V)24V (k1)
Afin d’obtenir une solution compacte on pose a, = - ainsi la solution particuliére
2"T(1+v)
correspondante est
S (D X

Yoo = ;k‘1‘(k+v+1) 2)
ou I'(k + v +1) est la fonction gamma définie comme suit :
I'(t)= jxt“e‘xdx xeR t>0,

0
cette fonction possede des propriétés :
r=t-nre-1
ra =1
'(n)=(n-1)! pour neN*
r(%) =r, lim [ (t) = o0
1. 1. 3. Définition :
On appelle fonction de Bessel de premier espece d’ordre 4 la fonction J,, définie par :
1 X\ 2k
J,(0= Z i) (> Vv eR (1.1.7)

k'F(k+v+1) 2



Remarque :

1/ On retrouve la méme expression si on remplagant y par-y (v g N).

2/ L’expression (1.1.7) vérifie aussi I’équation de Bessel si y =-n (neN).

1. 1. 4. Relation entre J, et J_, (neN)

S 2
B 00= k;k'r(k— 1)(2)

Enposant k—n =m ona

J_n(X) i ( 1) /X 2m+n _( ) Z ( 1) X)2m+n

= (n+m)!T(m+ 1) 2 momI(m+n+1) 2

‘]—n(X) = (_l)n ‘]n(x)

1. 1. 5. Formule de récurrence pour les fonctions de Bessel de premiére espece
Théoréme :

La fonction de Bessel de premicre espece Jy vérifie les formules d u récurrence suivante :

d 1 v+l

&[XV*JH](X)]:x J (%) (1.1.8)
d -V -v

&[x 3,00]==x"3,, (%) (1.1.9)
L1001 3,,00-3,00 =0 (1.1.10)
j—X[Jv(x)]—ng(xHle(x):O (1111
s—X[JV(x)]+§Jv(x)—JV_1(x)=o (1.1.12)
j_x[‘]v(x)]: Jv_l(X);JM(X) (1.1.13)
JV+I(X)—27VJV(X)+JV_1(X)=0 (1.1.14)



Démonstration :

d v+l d v+l < (_l)k 2k+v+1
— X" (X)) |=—]| X E X
D dx[ o )] dx{ k¥ Tk +v+1)

B i (=D 2(k +v +1)x2+
= 22T (K +v+2)

v+1i (_l)k X2k+v
ST (K +v +1)

_ XV+1JV (X)

d -y d -y < (_1)k 2K+
—|X"J, (X)|[=—] X Y
2) dx[ 2 )] dx{ gkzzz“vr(kwﬂ)x

_i i (_l)k X2k+v
dx| & 2%KIT(K+v+2)

© (—l)k 2kX2k—1
M KIT (K +v +1)

=X

Onpose k=p+l (p=0,1,2,....... ) on obtient :

0 (_1)p+12(p+1)x2p+1
S 22P(p+ DIT(p+v+2)

S oo)-

N 0 (_1) p XZ p+v+l
= —X
pz_;) 2P )T (p+Vv+2)

= X_V‘]v+1 (X) .

Les relations (1.1.8) et (1.1.9) peuvent s’€crire.
X1 3,00+ +DX',, (0 =X, (%)
X3 ()=, ()= X", (%).

On divise la premiére relation sur X"*" on obtient :

3.0+ 0-3,00=0,
X

et on multiplie la deuxiéme par X' on obtient :
, 14
‘]v+1 (X) _;‘]vﬂ (X) + ‘]v+l (X) =0

On remplace dans (1.1.10) v par y—1 on obtient :
8



B0+ 3,0-3,,(0)=0.

Par addition, les relations (1.1.12) et (1.1.9) on trouve :

J, (0-J,,(%)
2

Par différence, les relations (1.1.12) et (1.1.9) conduisent a la formule :

J ()=

1.400-213,(0+3,,(0=0 .

En particulier faisant y=( on a

Jé(x):w,

Et comme J_,(X)==J,(X), on obtient Jo(X) =—J,(X)

1.1. 6. Fonction de Bessel d’indice demi-entier :

Onpose y = p + l ou p est un entier, les fonctions de Bessel dont 1’indice est de cette forme
2

se relient aux fonctions trigonométriques.

D’aprés la définition (1.1.3)ona:

0

1 _1\k
,00-3 0y - UZ S
> kﬂ>|<!r(|<+§+1)2 0™ Tkt +)

On remarque que :

1 =1 1
F(E+k+1) (E+k)l“(§+k)

~ Lodak-n el
(2+k)(2+k | 2F(2)
= 2kl 2kl L
2 2
_ Ck+D)!V7
22k+1 7
Il vient :
x e 2Dk = (D
J (X)= X 2 X K 2k+1
(=0 §2k+1)'f ~u )§(2k+1)'f()
J,(X)= —sin X
2 X



Envisageant maintenant la fonction : J_1(X)
2

Compte tenu de (1.1.8), on peut écrire :
! 1
x2J 1(x) =92 _dyj2. :\F
_E() dx{xﬂi(x)}_dx{\/;smx ;cosx
J_l(X) - \/zcos X
2 X

On conclue maintenant J 3 (x) .
2

En utilisant la formule (1.1.9) on a

1

x23,(0=_91,7 =—\Fd sinx,
%() dx{x J‘(X)} 7Z'C|X( X )

2

d’ou
2 sinX
‘]3(X) = ,|—(——=cosX).
5 XX
De la méme maniére, en ayant recours a (1.1.8) on peut écrire

J5(X) = \F(—sinx—cosx)
- x X

De proche en proche, en utilisant alternativement les formules (1.1.8) et (1.1.9), on calcule

1, 35,

1. 1. 7. Fonction génératrice des fonctions de Bessel d’indice entier :
Envisageant la fonction

X . 1 xt — X
2 g2 g 2t

et en la développant suivant les puissances de t, elle se présente comme le produit des deux séries

absolument convergentes

2. 2
e 2 Xy LU
2 21 22
- X
e 2t X 11 x*
gy e

et le coefficientde t" dans leur produit s’écrit
1 X, 1 X ns 1 X 1 X
—O) )" ()"
n 2 (n+DH! 2 (n+2)!'2° 212

)

10



X[ 1 X, X |
-G nl (2) 1'(n+1)' (2) AMn+2)0" }

_ Xl X X, 1 _
=G F(n+1) ()I'F(n+2) (2) A3 } 3 (0.

Dans ces conditions, il apparait que I’on a :

( ,,) N=+400
= >J3,00t"  (nentier), (1.1.15)

N=—c0

la série qui figure au membre de droite étant absolument convergente.
- t,,)

La fonction e? ' estlafonction génératrice des fonctions de Bessel d’indice entier.

On note que si dans (1.1.15) on change t par —% on obtient :

X(l n=-+o0

Z J (X)(——)
- niw(—l)”Jn(x)t”

En comparant les deux développements précédents, il vient :

3,0 =(-D"J_,(x).
i 1 ..
On pose dans (1.1.15), t=e"’, dou t—E=2I sind, on obtient :

N=+o0

|Xsm9 _ Z\] (X)e—lng ’

n=—w
relation qui constitue le développement en série de Fourier de ghsn?
On regroupe dans la série les termes en J.(X) et J_n (X) , compte tenu de la relation
3,0 = )"0,
on obtient

"’ _ 3,00+3,(0e” e )+.........3, (0" —()"e ™|

3, () +2[3,(X) €08 20 + ... + 3, (X) 08 2O +.....|

+2i[3,(%)sinG +.....J,,, (X)sin2p+1)8 +.....
En identifiant les parties réelles et imaginaires des deux membres, on trouve les développements de

Fourier
11



cos(xsin@) = J,(x)+23 3, (X)cos2pd (1.1.16)

p=1

sin(xcos @)= 2)_J,.,,(X)sin2p+1)0 (1.1.17)

p=0
onremplace & par Z_g, on obtient :
2
cos(Xcosd) = J () +2) (1) J,,(X)cos2pé (1.1.18)
p=1

sin(xsin @) = 25:(—1) PJ

p=0

(X)sin(2p +1)6 (1.1.19)

2p+l

1. 1. 8. Représentation intégrale de J n
On considere la relation (1.1.16). On multiplie ses deux membres par cos(né) ) et on intégre de
0 a =, cette opération étant 1égitime en raison de la continuité de cos(Xxsin ).

On obtient :
jo” cosn@ cos(xsin )d6 = [cos(nB)J,(x)d0 + 2" sz(x)jo” cos(N@)cos(2pO)do
0 p=1

Toutes les intégrales qui figurent au membre de droite sont nulles, sauf celle qui correspond a
2p =n sin est positif et pair.
Ainsi, pour n pair

T

J.cos nécos(xsin #)dO = 2Jn(x)J.cosz(n6?)d¢9 =, (X).
0 0

On note que pour n impair

T

Icosn@cos(x sind)dd=0.
0

En définitif, pour n positif pair

J,(X) =%J.cos néd cos(xsin )d 4

0

En travaillant sur la relation (1.1.19), il vient, aprés multiplication par sin(né) et intégration

de 0 a7l , sin est positif impair

a

J-sin( n@)sin( xsin 6)d6 = 3 (X),
0

12



et si n pair :

Isin(n@)sin(Xsin 6)do =0.

0

Finalement pour n positif impair :
J.(x) = 1—jsin( né)sin( xsin 6)do .
4 0

En combinant les résultats précédents, il vient n étant un entier positif quelconque ou nul

J (x) = %]E[cos( n@) cos( xsin @) + sin(n@)sin( xsin O) 46

0

J.(%) =ijcos(n.9— xsin 0)d 6

4 0
On note que cette écriture résulte pour tout entier n,

| 30| <1,

et que, comme le montre un calcul simple,
1 T i(nd—xsin 6)
J,(0)==—e do .
2 7

1. 1. 9. Fonction de Bessel de deuxiéme espéce :
On considére la fonction

cos(vr)Jd, (X)—=J_, (X)
sin( vz ) .

Y, () =

Si y n’est pas un nombre entier cette fonction est une solution particuliére de 1’équation de
Bessel.

Si I’on fait tendre y, vers un nombre entier n, cette fonction est indéterminée, la régle

de I’Hopital permet de lever cette indétermination et conduit a :

2 eos( vz )3, (x) - h(xj
ov ,

=N

Y, (X) =

881/ [sin( vz )]V:n
a,x)| A (x)
ov

—rzsinQ1zr)J (X) +cosQr)

‘v:n
9

v=n

mrcos(ir)

13



soit

D"

J
1,001 S0

a., (X)}
ov |

a/ Définition :

La fonction de Bessel de deuxiéme espece Yn est donnée par :

=

Y, (0 = lim Yv(x)=l[M_ 53_}
v—n | ov ov

v=n

b/ Quelques propriétés de Y,

1) Y—n (X) = (_l)nYn (X)
2) Les formules du récurrence du théoréme (1.1.5) sont aussi valables pour Y,

3) Y, donnée par

Y(x)——{za (x)l Z(” k- ( )Zk"—i D" ( )[z//(k+1)+gy(k+n+1)]}

: _r® R <R |
o y=p v =3

_ hm{z": li _ m(n)} —0.57781566

k=1

w (1) = —y constante d’Euler.

En particulier

Y00 = {2Jo(x>1n§—i% o w(k+l)},

les fonctions J , et Y, sont linéairement indépendantes

14



1. 1. 10. Formule d’addition
Soit un triangle quelconque ABC telle que, AB=a, AC=bet BC=r

et lesangles &, w sontindiqués sur le triangle ABC de la figure ci- contre :

r=+/a>+b’ —2abcosd
sint//:EsinQ
r
m=+o0

Jo(ary= > 3, (2a)Jd  (Ab)e™’

3,020 =3,(2a)J (A0)+2)_J,,(4a)J,, (Ab) cosé)

o0
m=l1

1.1.11. Développements asymptotiques des fonctions de Bessel :

Les expressions asymptotiques de ces fonctions, pour les grandes valeurs de x sont :

J,(X) = (%)Z[U S(X)cos(X—(n+ %)%) -V, (X)sin(x—(n+ %)%)} (1.1.20)
et
Y (X) = (i)Z[Un(x)sin(x—(n + 57y v (0 cos(x—(n +l)1)}, (1.1.21)
7 22 22
ou
U o1 407 D@’ —9) @n® -dn’ —9)(dn’ ~25)4n’ —49)
" 206X mxt T
et

Vo~ (4n*=1) (4n* —1)(4n* —9)(4n> - 25) N
" R3x 3100 x3

15



1.2. Transformation de Hankel

1. 2. 1. Définition :

On appelle transformation de Hankel d’ordre n de f(r) la fonction F,(p)donnée par :
F.(p)= [rf ()3, (rp)dr (1.2.1)
0

Et notée par Hn[f (r)] = F,(p)

La transformation inverse correspondante est :
HRM] = (1) = [oF.(03,(rp)dp (1.22)
0
Exemples :
I
Jpi+at

2) H[H@-n]= Ly (ap) ou H est la fonction de Heaviside
p

1) H O[r" exp(—ar)]=

3) Hn[r”H(a—r)]z (2§)n+1 exp(_4—/;)

1. 2. 2. Propriété de la transformation de Hankel

Théoréme 1 :

si H[f(M] = F (o) alors :
Hlf@n] - L & (1.2.3)
a’ a
Théoréme 2 : (relation de Perceval)
si [TO] = Fp) et H[90)] = 6,(0) alors:

[rfng(ndr = [ oF,(0)G, (p)dp (1.2.4)
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Théoréme 3 : (Dérivé)

si Hn[f(r)] = F.(p) alors

Hn[f(r)] - Z—'Ii][(n—l)FM(p)—(n+1)Fn_1(p)] (1.2.5)

Théoréme 4 :

Si H[f(N] = F,(p) alors

H, f"(r)+@—% f(r)}—pzﬁ(p) (1.2.6)

Les démonstrations des théorémes 1, 2, 3 et 4 sont développées dans la référence [5]

1. 2. 3. Exemple :
Déterminer la solution du probleme de condition thermique (cas axisymétrique) pour un demi-
espace z> 0 si la température de la surface plane z=0 est f(z)

Le mod¢le mathématique

o’u 1ou &%
AU(F,Z)=— 4 —— 4 —— =
r.2) or* ror oz’

u(r,z),., = f(r

La transformation appropriée est de Hankel d’ordre 0

0

H[ur,2)] =U(p,2) et H,[au(r,z)] =U —=p°U ... (1)

=0

Ul ,=F , F=[rf(3,(rp)dr ..o @)

La solution est U=Ae¥ +Be&” = Ae

Daprés (2) A = F Cest-a—dire U = Fe™™

Le mod¢le mathématique finalement :

u(r.2) = [ AF(p)e " I(rp)dp

17



1.3. Equations intégrales

1. 3. 1 Equation intégrale de Volterra

1. 3. 1.1 Notions fondamentales :

Une équation, a une inconnue ¢(X) , de la forme

o(X) = f(x)+/1'|x.K(x,t)go(t)dt , (1.3.1)

ou f(x), K(x,t) sont des fonctions connues et A un paramétre numérique, et @(X) est appelée

équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espeéce. La fonction K (X,t)est le noyau de

I’équation de Volterra.

Si f =0, I’équation (1.3.1) s’écrit

P(X) = zjK(x,t)(p(t)dt (1.3.2)
0
et s’appelle équation homogéne de Volterra de seconde espece.
X
Une équation, a un inconnu @(X) , de la forme J- K(x,t)p(t)dt = f(x) (1.3.3)
0
est appelée équation intégrale de Volterra de premiére espece.
1.3. 1.2 Liaison entre les équations différentielles linéaires est les équations
intégrales de Volterra
La résolution de 1’équation différentielle linéaire :
n n-1

1Y a0y ta. (x)y = F(x) (1.3. 4)

dx " dx "

a ccefficients continus a;(X) (1=1,2,3,...... n) avec les conditions initiales

y(0)=C,,¥'(0) =y Y (0) = C,

peut étre ramenée a la résolution d’une équation de Volterra de seconde espece.

On illustre notre affirmation sur I’exemple de I’équation différentielle du second ordre.

d’ d

dXg/Jral(x)d—i+a2(x)y=F(x) ) (1.3.5)

y(0)=c,,y'(0)=c, . (1.3.6)

2
On pose d y:(D(X). (1.3.7)
dx’
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D’ou, vu les conditions initiales (1. 3. 6), on obtient successivement :

dy _

— _j(p(t)dt +c,, Y=
0

O T <

(X -te(t)dt +c,(x)+c, (1.3.8)

On a utilisé la formule :

fdxjx.dx ........ jf(x)dx =m1—1)!f(x—z)”‘f(z)dz .

Compte tenu de (1. 3. 7) et (1. 3. 8) on met I’équation différentielle (1. 3. 5) sous la forme

P(X) + jal (e (t)dt +c,a, (x) + jaz(x)(x —Do(t) +¢,xa, (x) +cya, (X) = F(x)

ou
p(x) + f[a1 (X)+a,(X)(x -t pt)dt = F(x) = ¢,a,(x) - ¢,xa, (X) — ¢,a,(X)- (1.3.9)
On pose
K (x,t) = —[a,(X) +a, (x)(x - )] (1.3.10)
f(x)= F(x)—c,a,(x)—c,xa,(X)—c,a,(X) (1.3.11)

On rameéne 1’équation (1. 3. 9) a la forme suivante :

p(X) = f(x)+ﬂiK(X,t)¢(t)dt (1.3.12)

1.e. on obtient une équation intégrale de Volterra de seconde espece.
L’unicité de la solution de (1. 3. 12) résulte de I’existence et de 1’unicité de la solution du

probléme de Cauchy (1. 3.5) et (1. 3. 6) pour I’équation différentielle linéaire a coefficients

continus dans un voisinage du point x = 0.
Inversement, en résolvant I’équation (1.3.12) avec K et f définis par les formules

(1.3.10) et(1.3.11), puis portant ¢(X) obtenue dans la derniere équation (1.3.8), on obtient la

solution de (1. 3. 5) vérifiant les conditions initiales (1. 3. 6).

Exemple : Former I’équation intégrale correspondante a I’équation différentielle :

y’ txy +y =0
et aux conditions initiales y(0) =1, y'(0)=0

19



X2

Solution :  On pose ‘;2 Y =¢(X). (1.3.13)

(X — e (t)dt +1. (1.3. 14)

S Ty <

Alors Y [o)dt+y'(0) = [ptydt, Y=
dx ¢ 0
On porte (1. 3. 13) et (1. 3. 14) dans 1’équation différentielle donnée, il vient :
P (X) +IX¢(t)dt + j(x ~Dpt)dt+1=0
0 0

ou

p(X)=-1- j(zx ~ ) (t)dt.

1. 3. 1.3. Méthode des approximations successives :

Soit I’équation intégrale de Volterra de seconde espece :
P(X) = f(x)+ ZJ‘K(x,t)(p(t)dt .
0

On suppose que f(x) est continue dans [0, a] et que le noyau K (x,t) et aussi continu pour
0<x<a, 0 t<x

On cherche la solution sous la forme d’une série :
P(X)=@,(X)+ Ap (X)) + 220, (X) + .......

Pour les fonctions ¢, (X) on obtient les formules
0.(X) = £ () + 2 [ K (X, )p,  (x)dt
0

ou 9, (x) = f(x)
Sous les hypothéses faites sur f(x)etK (x,t),lasuite {¢p (x)} converge pour n— co vers la

solution @(x) de I’équation intégrale (1. 3. 1).

Exemple : Résoudre 1’équation intégrale
y(x)=1-[(x-ty(t)dt
0

par la méthode des approximations successives en posant 'y , (X) = 1 .
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Solution : Dumoment quey,(x) =1 ,ona:

X X2
Y1(X)=1_J;(X_t)dt:1—7
¢ t2 x* x*
X)=1- X —-—t)(1-—)dt =1 - —+ —
Y, (x) {( (1= =) T
X2 X4 XZFI
=1- —+ —— ... -1
Yo (X) 2 " 41 =D (2n)!

y,(x) —> Yy(X) = cos X
n——— +oo

1. 3. 2. Equation intégrale de Fredholm

1. 3. 2.1 Notions fondamentales :

On appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espéce I’équation donnée par :
b
PO = f(x)+ A [ K (x,)e (t)dt , (1.3.22)

ou @(X) estune fonction inconnue f(x)et K (x,t) sont des fonctions données, K (x,t) est

appelé le noyau de I’équation intégrale et A paramétre réel.

Si f = 0 I’équation (1. 3. 22) est dite équation intégrale de Fredholm de premiére espece.

1. 3. 2.2 Méthode d’approximation successive :

On cherche la solution approximative comme suit :
b
P, (x) = F () + 2[K (X, e,  (x)d oug,(x) = fx
a

Remarque :

La suite itérative ¢, (X) converge vers ¢(X) si | A [|< M

1
b b 5
on M zﬁ et ||K||2=Ddxj(|<(x,t))2dt}
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1. 3. 3. Equations intégrales multiples

1. 3. 3.1. Définition :

On appelle équation intégrale multiple d’ordre n 1’équation
b
A) + [ K, G A = (%) xel,

ou m=1,2,........ n et |, formentune partition de [a, b].

Les équations duales, triples, correspondantes a n = 2, 3, respectivement.

1. 3. 3. 2. Remarque :

Ces ¢équations interviennent dans la résolution des problémes aux conditions mixtes.
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Chapitre 2. Rappels Elasticité lin¢aire, Mécanique de la rupture
2. 1. Rappel d’élasticité linéaire :

Introduction :

Un corps ne pouvant résister a la sollicitation appliquée qu’en se déformant, I’analyse de la rigidité
des structures en terme de force et d’allongement ne permet pas de distinguer la contribution de la
géométrie de celle intrinséque du matériau.
Pour ce faire, il faut définir en tout point de la structure un état mécanique local indépendant de sa
géométrie. La caractérisation de cet état local en termes de contrainte et de déformation. La relation
entre ces grandeurs et leurs dérivées temporelles définissant la loi de comportement macroscopique.
L’¢tude du comportement mécanique des matériaux a pour but de connaitre leur réponse a une
sollicitation donnée. Les variables mises en jeu dans ce domaine sont:

a) le tenseur des contraintes.

b) le tenseur des déformations.
2. 1. 1. Contraintes :

2. 1. 1. 1. Définition :

M of A= : i

N\

g

Figure 2.1.1. Représentation de vecteur contrainte.

On considére une piéce soumise a un chargement quelconque figure 2.1.1. on considére la face
ABCD de surface dS. Sur cette face il s’exerce un effortdf . Le vecteur contrainte C qui
s’exerce en M sur la facette ABCD est défini de la fagon suivante :

- df

C=§ginoa (2.1.1)
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2. 1. 2. Tenseur des contraintes :

Il est important de pouvoir disposer d’un outil pour caractériser complétement 1’état des
contraintes existantes en un point donné. Cet outil est le tenseur des contraintes.
On considére une piece soumise a un chargement complexe et on isole un petit polyedre
comportant n facettes. Si les contraintes sont connues sur (n-1) facettes, en écrivant I’équilibre de
cet élément, il est facile de déterminer la contrainte existante sur la facette numéro n. Le polyédre
comportant le moins de facettes est le tétraedre (n = 4).
Pour pouvoir déterminer, en un point, la contrainte sur une facette quelconque il suffit donc de
connaitre les contraintes, en ce point, sur 3 facettes. Pour faciliter les calculs on considére les trois
facettes ayant pour normales X, y, z. Sur ces facettes les composantes des contraintes ont les valeurs

indiquées sur la figure 2.1.2.

1
M « A
" 4

-2 - o
yd ‘\l - /| )

Fa

/ Tay Ty’

.ln/_\‘ )
> (T\

Figure 2.1.2. Représentation des composantes du tenseur des contraintes.

Pour calculer la contrainte C(c,,C,,C,) relative a la facette ABC qui a pour normale fi(n,,n,,n,) il

suffit:
1) d’isoler le tétra¢dre représenté sur la figure 2.1.3.

11) d’écrire I’équilibre.

Figure 2.1.3. Equilibre d’un tétraedre.
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On obtient:

O-X yx TZX nX CX
w Oy Ty |lNn, |=]C, (2.1.2)
z-XZ TyZ JZ nZ CZ
A partir de I’équation (1.1.2) on définit le tenseur des contraintes[2] :
Oy yX X
[Z]=|7y o, 7, (2.1.3)
Ty Tyz o,

2. 1. 3. Déformation

Sous I'action d'un chargement, tous les corps subissent un changement de forme, de position et
d'orientation entre un état initial avant ’application de la charge et un état final consécutif a son
application. Les déformations caractérisent le changement de forme local en tout point du matériau,

indépendamment de sa nature et de ses caractéristiques de résistance.

2.1.3. 1. Etat local de déformation :

La transformation géométrique qui décrit le passage d'un petit ¢lément de matiere de 1'état initial a
I'état final se décompose en translation, rotation et déformation, cette derniére étant seule
responsable du changement de forme du petit élément. Translation et rotation sont des mouvements
de corps rigides qui traduisent les changements de position et d'orientation. Du point de vue de 1'état

final, rotation et déformation ne sont pas commutatives.

Déformation

o
Tramslation ROV

Rotation

-
Deformation

Figure 2.1.4. Transformation géométrique de passage entre 1'état initial et 1'état final.
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2. 1. 3. 2. Les petites déformations :
La plupart des structures étant constitu€ées de matériaux cristallins peu déformables travaillant
en régime ¢€lastique, I'approximation des petites déformations est largement suffisante. Elle offre de

plus l'avantage du principe de superposition.

/ Lrn \
Dt - Final
= L
a1 aVu / \-/ﬂ

f?

Figure 2.1.5. Trajectoire d'une particule et affinité tangente.

On considere pour simplifier une structure plane qui se déforme dans son plan et on représente
sur la structure initiale deux segments perpendiculaires AB et AC ayant pour longueurs respectives

dx et dy.

Y Structure Initiale ——
'S > Sy \
Co g / \*__ \
[ 73 )
A B — __

; Structure Déformée
- X

Figure 2.1.6. Déformation de deux vecteurs perpendiculaires.

Sous I’action d’efforts extérieurs cette structure se déforme et les points A, B, C deviennent

les points A’,B’etC’. Pour caractériser la déformation de la structure au point A, il suffit de

connaitre I’allongement des segments AB, AC et la variation de I’angle droit BAC .

Si le point A a pour déplacementﬁ(u,v, W) , le point B a pour déplacement:

5§{U+a—udx v+@dx W+@dx} (2.1.4)
OX OX OX
et le point C :
ﬁ{u +a—udy v+@dy w+@dy} (2.1.5)
oy oy oy
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On raméne le point A"au point A ce qui revient a éliminer la translation.

Figure 2.1.7. Déformation de AB et AC.

L’allongement relatif d’un vecteur initialement orienté dans la direction x est appelée¢, .

11 vaut par définition:

_AB'

& o= 2.1.6
* = AB (2.1.6)
En petites déformations on fait I’hypothése suivante:
sxzﬁza—u (2.1.7)
AB  0Ox
De la méme fagon on fait I’hypothése que:
A 14
g il N 2.1.8)
AC oy
La variation de ’angle droit est définie par 2 ¢,
ngyzz_BrACrza_%Q (2.1.9)
2 oy oX

On peut alors définir la matrice E'(2.1.10) et démontrer assez simplement que c’est un tenseur. E’

est appelé le tenseur des déformations :

X yX x
[E'l=|e&, & &y (2.1.10)
&y &y &
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Avec

ou 1(ou ov
gX:— 0 =— —+—
ox | ¥ 2loy ox
ov l(au GWJ
E =— XZ:_ D
Yooy 2\ 0z  ox
oW 1{ov ow
&,=—|&,=—| —+—
oz | " 2\oz oy

2. 1. 4. Equation d’équilibre :

a) Coordonnées cylindriques :

(2.1.11)

Pour déterminer les équations d’équilibre en coordonnées cylindriques, on considére un

¢lément infinitésimal autour du voisinage du point M de volume rd@drdz comme indiqué sur la

figure (2.1.8). On suppose qu’il n’est soumis a aucune force de volume.

ox

cviindrnique

Figure 2.1.8. Isolement d’un élément de volume en coordonnées cylindriques.
Les équations d’équilibre en coordonnées cylindriques s’écrivent :

aO-rr 1 ao—rﬁ aGrz Oy — Oy
— + +

or r 060 0z r

00, +laaaa +5062 +2O-r9

or r o0 0z r

oo,, 100, 0o, o,
+— + +—==0
or r 060 0z r

=0

=0
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b) Coordonnées cartésiennes :

Les équations d’équilibre dans I’¢lément de volume en coordonnées cartésiennes, en négligeant les

forces du volume s’écrivent :

XX + ZX — 0
OX oy 0z
oo, . do,, N oo, _ 0 (2.1.13)
OX oy oz

do,, Ooyz 0o,
+ + =
OX oy 0z

Les équations (2.1.13) s’écrivent sous forme indicielle comme suit :
oy ;=0 (2.1.14)
Lorsque I’on considérera les forces de volume on écrira :

o+ f=0 (2.1.15)
2. 1.5. Les modules élastiques :

2.1.5.1. Le module d’élasticité E :
On considére une barre d’acier doux de longueur initiale Ly et dont la section initiale Sy est

constante sur la longueur Ly. On soumet cette barre a une sollicitation de traction en lui appliquant a

:

chaque extrémité un effort F:

le

:

Figure 2.1.9. Représentation simplifiée d’une machine d’essai de traction.
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On peut enregistrer a I’aide de comparateurs 1’allongement AL de 1’éprouvette en fonction de
I’intensit¢ de Deffort F. AL est appelé D’allongement absolu. Pour pouvoir comparer les
caractéristiques mécaniques des matériaux, celles-ci doivent étre établies indépendamment des
sections Sy et longueurs Ly des éprouvettes.
Ainsi, on reporte sur un graphique :

e en abscisse : I’allongement relatif

AL

2.1.16
BT ( )

€ est sans unité puisque c’est le rapport de deux longueurs, en ordonnée : la contrainte o est

I’effort par unité de surface en N/mm?, ou MPa.

= 2.1.17
s ( )

On obtient alors la « courbe contrainte - déformation » du matériau de 1’essai qui a 1’allure suivante

=61
===
Striction

Rupture

0 tan'a= E By = %

Figure 2.1.10. Courbe contrainte — déformation.
Analyse de la courbe contrainte - déformation - Loi de Hooke.

Partie OA : la déformation est proportionnelle a I’effort exercé (ou que 1’allongement relatif est
proportionnel & la contrainte). Dans cette zone, si on décharge 1’éprouvette, elle revient a sa
longueur initiale. On dit que le matériau a dans cette phase un comportement élastique linéaire.

Ceci se traduit par la loi de Hooke :

F AL

 _Ex2E 2.1.18

S * L ( )
ou o=Ex¢ (2.1.19)
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E est le module d’Young, ou module d’¢lasticité longitudinal (Ex) du matériau et caractérise la
rigidité du matériau est s’exprime en MPa.
Le point A marque la fin de la zone élastique de la courbe. La contrainte correspondante est appelée

la limite élasticité.

=
o, == 2.1.20
=g ( )

1) Partie AD : au-dela du point A, on rentre dans le domaine des grandes déformations, le
domaine plastique, ou les allongements ne sont plus proportionnels aux efforts. A ce
stade, si on décharge 1’éprouvette, celle-ci ne retrouve pas sa longueur initiale, on
constate un allongement résiduel, c'est-a-dire une déformation permanente.

2) Entre A et B : I’éprouvette s’allonge alors que l’intensit¢ de la charge ne varie
pratiquement pas, cette partie de la courbe est appelée « palier plastique ».
3) Au-dela de B : on observe un allongement important pour une faible augmentation de la

contrainte. La courbe se releve jusqu’a un maximum C qui correspond a la limite de ruptureo,. A

ce stade, on observe une diminution de la section de la barre dans la zone ou va se produire la
rupture, c’est le phénomene de striction. Puis la rupture intervient (point D).
2. 1.5.2. Coefficient de Poisson « v » :
Lors d’un essai de traction ou de compression sur une poutre, celle-ci subit une
déformation longitudinale &, respectivement un allongement ou un raccourcissement, mais

aussi une déformation latérale ¢ | perpendiculairement a la direction de 1’effort, respectivement

une contraction ou une dilatation.

X X

AF 4 Poutre avant

l.__.1 déformation
— = B
4 Ll [ I

le

— = Poutre avant — A
déformation
Y- =
-F -F

Cas de la traction Cas de la compression
Allongement longitudinal ;: AL> 0 Rétrécissement longitudinal ; AL < ()
Contraction latérale : Ad<0 Dilatation latérale ; Ad> 0

Figure 2.1.11. Essai de traction ou de compression.
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Déformations longitudinales :

e = AL
X LO
et transversales :

Ad
8L:d—
0

Le coefficient de Poisson v est le rapport de ces deux déformations :

v est compris entre 0.1 et 0.5 (0.3 pour les métaux et 0.15 pour les bétons).

2. 1.5.3. Module d’élasticité de cisaillement «G » :

(2.1.21)

(2.1.22)

(2.1.23)

Pour des matériaux ayant un comportement linéaire il existe par définition une relation linéaire

entre le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations.

Pour un matériau isotrope on peut montrer qu’il suffit de deux coefficients pour caractériser cette

loi qui s’écrit :

. :é(ax (o, +5,))
1
g, =E(ay—v(ax+az))
, :é(az_v(axmy))
1+v
Ly
xz = E Xz
1+v
gyz =?Tyz

E est appelée le module de Young ou module d’¢lasticité et v le coefficient de Poisson.

(2.1.24)

La relation entre les contraintes de cisaillement et la distorsion angulaire est souvent écrite en

utilisant le module de cisaillement G défini de la fagon suivante:



., =2G¢

Xy Xy
avece

G= E
2(1+v)

2. 1.6. Les équations d’élasticité :
2.1.6.1. La loi de Hooke :
2.1.6.1.1 Relation de Young :

A partir de la définition de E' et de v, la relation contrainte déformation s’écrit:

Clev 0o g 0 0 1 0 0
c=l0 0 O=e=l0 g 0:%0 v 0
0 0 0 0 0 & [0 0 -v

Elle s’écrit dans un repére quelconque sous la forme de I’équation de Young:

E's; = —vo,0; + (1+ v)aij
2.1.6.1.2 Relation de Lamé :
S'écrit:

o = /lgkké‘ij + 2G,9ij

2.1.6.1.3 Relations entre les modules

G= E premier coefficient de Lamé=Module de Coulomb
2(1+v)
vE . . ,
A=———— deuxiéme coefficient de Lamé

(1+v)(1-2v)

G(31+2G) e
E=———~ module d’Young ou module d’¢lasticité
A+G
E 2 N o .
K= =A+=G module de rigidité a la dilatation uniforme
3(1-2v) 3
A . :
V=——"—— coefficient de Poisson
2(1+G)
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(2.1.26)

(2.1.27)

(2.1.28)

(2.1.29)

(2.1.30)

(2.1.31)

(2.1.32)

(2.1.33)

(2.1.34)



2.1.6.2. L’équation de Lamé :

L’équation de Lamé d’¢élasticité linéaire isotrope en termes de champ de déplacement et p’ est une

masse volumique:

d’d
dt?
d’d
dt?

(A+G)Grad (Divii)+GAl + p'X = p'

(A+G)Rot(Rotd)+(1+2G)Al +p'X = p' (2.1.35)

da
dt?

1
1-2v

Grad (Divd )+ Al +

@RS

X =2
G

2.1.7. Techniques de résolution :

1) Choix du systéme de coordonnées

On peut résoudre les problémes d’¢lasticité dans n’importe quel systtme de coordonnées.
Mais les conditions aux limites peuvent avoir une forme plus ou moins compliquée suivant ce
choix. On est généralement guidé par la forme du corps élastique étudié. On choisit de préférence
un systéme de coordonnées qui facilite I’écriture des conditions aux limites. Pour les problémes
axisymétriques, on choisit toujours un systéme de coordonnées dont I'une des coordonnées est

I’angle 0 autour de I’axe d’axisymétrie.

2) Choix de la formulation
Dans certains problémes, on peut faire des hypothéses a priori sur la solution recherchée.
Selon que ces hypothéses portent sur les contraintes ou sur les déformations, on choisit la

formulation correspondante.

2. 1.7.1. Techniques de résolution analytique :

2.1.7.1.1 Approche en déplacement :

Le processus de résolution avec I’approche en déplacement est :

¢ postuler la forme du champ de déplacement ;

X/
°

vérifier les conditions limites en déplacements ;

¢ vérifier les équations dites de Lamé-Navier ;

L)

R/
A X4

calculer les déformations, puis les contraintes ;

X/
L X4

vérifier les conditions limites en contrainte ;
Cette approche en déplacement est utilisée pour résoudre le probléme du cylindre sous pression.
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2.1.7.1.2 Approche en contrainte
Le processus de résolution avec I’approche en contrainte est:
¢ postuler un champ de contrainte ;

*

¢ vérifier les conditions aux d’équilibre en volume ;

>

L)

» vérifier les conditions aux limites en contrainte ;

L)

¢ vérifier les équations dites de Beltrami-Michell ;

*,

*,

*0

» calculer les déformations, puis les déplacements a partir des contraintes ;

*

¢ vérifier les conditions aux limites en déplacement ;

*,

2. 1.7.2. Techniques de résolution numériques
Les techniques analytiques sont vite dépassées lorsque le probléme devient un peu complexe, il
faut alors recourir a des approches numériques. On distingue trois grandes familles d’approches

numériques pour la mécanique des milieux continus :

= Jes éléments finis ;
= |es différences finies ;

= Jes éléments de frontiére ;

La premiere approche a le mérite d’€tre applicable quelle que soit la géométrie du milieu. Elle
est donc utilisée pour tous les problémes de mécaniques faisant intervenir des géométries
complexes (crash voiture, écoulement sanguin, étude vibratoire de fusée, designe de puce
¢lectronique contre 1’échauffement excessif, ...). Les codes industriels les plus connus sont : Samcef
(le seul européen), Abaqus, Nastran et Ansys.

La méthode des différences finies nécessite des domaines de formes simples. Elle est
particulicrement utilisée en météorologie (1I’atmosphere a une forme simple) et pour I’étude
d’écoulement.

Enfin, la méthode des ¢léments frontieres permet la prise en compte simple d’un milieu infini ou

semi-infini (mais ce milieu doit étre linéaire).
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2.2. Mécanique de la rupture

Introduction :

La mécanique de la rupture a pour objet I’étude des fissures macroscopiques, la détermination des
champs de contraintes et de déformations correspondants et [’établissement des données
expérimentales permettant de déterminer la cinétique de propagation des défauts et leur taille
critique au dela de laquelle, pour une sollicitation donnée.

Les mécanismes de rupture locale sont la rupture fragile et la rupture ductile. La rupture est
caractérisée (au moins localement) par la séparation irréversible (généralement les liaisons
chimiques rompues ne se rétablissent pas par suite de la présence inévitable de polluant) d’un

milieu continu de part et d’autre d’une surface génératrice S.

La coupure ainsi crée est appelée fissure 2.2.1.

_— —

C’est une surface de discontinuité pour le champ de déplacement. Le saut [u]= Uu®—u- estle

déplacement d’ouverture de la fissure.

c@;@ _ r ”" »

Figure 2.2.1. Fissure.

On distingue trois modes de rupture :

e Mode I : mode d’ouverture de la fissure, ou les déplacements aux lévres de la fissure sont
perpendiculaires a la direction de propagation.

e Mode II : mode de cisaillement dans le plan, ou les déplacements aux levres de la fissure
sont paralleles a la direction de propagation.

e Mode III : mode de cisaillement hors du plan, ou les déplacements aux lévres de la fissure

sont paralleles au fond de la fissure, cf. figure 2. 2.2.
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> x Mode 11l

X
X Mode I: < .,_,_-"" glissament
. Ouverture - « perpendiculaire
& ¢ puplan

¥ Mede 11:

; x Olissement
L4
. dans le plan

Figure 2.2.2. Modes de fissuration.

Lors du chargement d’une piece fissurée, on distingue deux phases:

» La phase d’ouverture pendant laquelle, la fissure immobile s’ouvre, les lévres s’écartant sans
changement géométrique de la surface S. Cette phase se poursuit jusqu’a un chargement
critique autorisant la fissure a se propager en s’agrandissant. A ce chargement critique

correspond la condition d’amorcage.

» La phase de propagation au dela du chargement critique d’amorgage, la fissure s’agrandit
(avance) soit dans le plan tangent a S soit dans d’autres directions (branchements), c’est la
phase de propagation qui pourra étre contrdlée (propagation dite stable) ou non (propagation
dite instable conduisant a la rupture brutale ou catastrophique).

Xq M
r

g é X1

fissure

Figure 2.2.3. Ouverture et propagation d’une fissure.

2. 2.1. Facteur d’intensité de contrainte

On les appelle facteurs d’intensité de contrainte Ky, Ky et Ky respectivement en mode I, mode II et
mode III. L’intensité de la singularit¢é du champ des contraintes a la pointe de la fissure est
proportionnelle a la discontinuité du déplacement des levres de la fissure.

On les appelle aussi les facteurs de discontinuité des déplacements, caractérisent a la fois la
géométrie du détail et de la fissure, et la nature des sollicitations, évaluation du facteur d’intensité
de contrainte K en fonction du rayon du noyau r. K est le produit d’une contrainte par la racine

carrée d’une longueur [K]=[o ] [L] 12 et se mesure en MPa.m"?ou Nm™?,
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Si I’on connait leurs valeurs, ils permettent de déterminer complétement les champs de contrainte
au déplacement dans la structure fissurée, considérée comme ¢élastique inversement, si ’on connait

les expressions des composantes non nulles des contraintes et des déplacements.

En mode I, L’expression générale de Kjest de la forme K, = yo /7w a .

Quelques valeurs de K;

4444 0 111ttt o
P 2
= 1 2a . 2a
: :1 12 oo + X '. -
K, 1.1207a K:=JP— z : K, =a —Cos[:.-'a/_'-‘b]
Ta -

Figure 2.2.4. Fissure circulaire de rayon a.

2. 2.2. Condition d’amorcage

La fissure progresse si I'énergie nécessaire pour faire avancer la fissure [pour rompre les
liaisons atomiques, pour créer de la surface libre (tension superficielle)] est inférieure a I'énergie
¢lastique de relaxation (I'avancement de la fissure libere de la matiere qui se détend). Cela
correspond en fait a un facteur d'intensité de contrainte critique K, appelé ténacité dont I’unité de
mesure est MPa.m"?,

Le critére de rupture, condition d’amorcage de la propagation de la fissure en mode d’ouverture

s’écrit alors sous la forme simple: K = K .
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Chapitre 3. Probleme axisymétrique d’une inclusion rigide

dans une plaque ¢lastique épaisse et fissurée

Introduction :
On dit qu’un probléme est axisymétrique si la forme du corps ¢€lastique admet un symétrique
autour de I’axe vertical et si le chargement et les conditions aux limites sont aussi de symétrique.
Dans ce cas, la solution est axisymétrique. Si I’on utilise un systéme de coordonnées

cylindriques ou sphériques autour de I’axe de symétrie axiale, les dérivées des fonctions suivantes

I’angle polaire 6 sont nulles. On est donc ramené a un probléme a deux Variables(r,z) Pour

résoudre ce type de probléme, on peut utiliser la formulation en contraintes ou la formulation au
déplacement.
L’approche des déplacements a été utilisée dans la résolution du probléme proposé puisque on a

transformé le probléme a celui de recherche des déplacements.

3.1. Description du probléme :
Soit une plaque €lastique d’épaisseur 2h comportant une fissure circulaire de rayon b,

dans le plan z = 0. On étudie la déformation du milieu élastique dans le cas de I’inclusion de la
fissure d’un disque rigide de rayon a subissant une dilatation axiale est égale a .

Les deux frontieres du domaine z = =+ h sont délimitées par des supports rigides dont le contact
est lisse, c'est-a-dire la contrainte tangentielle ainsi que le déplacement axiale sont égaux a zéro,

(Figure 3.1).

Supports rigides et lisses

Figure 3.1. Plaque ¢lastique comportant une fissure circulaire contenant un disque rigide.
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On étudie 1’état de déformation de ce milieu, ce qui se ramene au calcule des déplacements, des
contraintes dans la plaque ainsi que les coefficients d’intensité de contrainte au bord de la fissure et

le coefficient du singularité le long de I’inclusion rigide.

3.2. Conditions aux limites du probleme :

Le probléme présente une symétrie par rapport au plan médian, on peut donc limiter notre étude
a la demi-plaque supérieure.
Les conditions aux limites ¢lastiques du probleme de déformation de la plaque supérieure peuvent

étre décrites par les équations suivantes :

(Uz)z=0 =&, 0<r<a (3.1)
(02)2=0 =0, a<r<bhb (3.2)
(Uz)z=0 =0, b<r<+o (3.3)
(Uz)z=n =0, 0<r<+ow (3.4)
(Tzr)z=0 = (Tzr)z=n =0, 0<7r<+ow (3.5)

3.3. Systéme d’équilibre du probléme :

Dans cette étude, on utilise le systéme des coordonnées cylindriques (r,z). Les composantes du
vecteur de déplacement suivant les axes r et z sont wu, et u, , alors celles des contraintes sont
données par ,, , 0, et g, .

Le systeme d’équilibre en déplacement dans un milieu élastique sans torsion est

[ 2(1-v) 3%y, L Loy U, u, 1 2, _ o)
1-2v “or* r*or r*’ 027 2(1-v)oreoz '
{
o’u, 10ou, 2(1-v)o’u, 1 0 ,0u, u
=+ — + =+ — +—/)=0 (3.7)
L or ror 1-2v oz 1-2voz or r
La résolution du systéme d’équilibre s’obtient a I’aide de deux fonctions harmoniques
oF oK
2Gu, =-(1-2v)—-2(1-v)— 3.8
( )ar ( )ar (3.8)
oF 10
2Gu, =-(1-2v)—+2(1-v)——(rK 3.9
( )az ( )r ar( ) 3.9)
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ou
F et K sont des fonctions auxiliaires,
G : module de cisaillement et
v : Coefficient de poisson

En portant ces expressions dans le systéme d’équilibre, on obtient :

1. oF oK
A=+ 5= 10
oOF 10
ou
2 2
P I

or* ror 0z°

On choisie les fonctions F et K tel que

oF oK
—+—=0. (3.12)
or oz
On pose
oF 10
2 =——-——(rK 3.13
v 0z rar( ) G-13)

Cette fonction est alors harmonique en tenant compte de (3.13) et (3.12) on trouve

2
OV 0P 12
0z 0z r oz

0°F 10, oF
= +——(r—)=AF 3.14
0z ror ( 0z ) 3149
La solution générale de 1’équation (3.14) est donnée par :
F=zy+¢ (3.15)

ou ¢ est harmonique, puisque

oy Oy oy
A(Zy) =ZAy +ywAzZ + 2grad d — ) =2—
(zy) Yty grad z grad v (ar 27 77
Par suite, on aura
oF oK oF
2Gu, =—-(1-2v)—-2(1-v)—=— 3.16
c=—(1-2v) or (I-v) o o (3.16)
oF oF
2Gu, =—-(1-2v)—+2(1-v)|—=-2 3.17
.= )ar ( )[ p W} (3.17)
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Finalement la relation (3.15) permet d’exprimer les déplacements a 1’aide de deux fonctions

harmoniques @, et @;.

o op
26U, = ——L+z7—2 3.18
or or ( )

op op
2Gu, =22+ 723 _(3-4y ) 3.19
: =5, = ( )P3 (3.19)

La loi de Hooke, donne les relations entre les contraintes et les déplacements comme suit:

o =28 |-yl (3:20)
2v—-1| or r 0z |
o, =28 [ ol U (3:21)
2v—-1| 0z or rj
Y YL T (3.22)
0z or

En substituant les relations (3.20), (3.21) et (3.22) dans les équations (3.18) et (3.19) on retrouve

les contraintes comme suit:

0? 0? 0
o, = a:”;) ny a:”; —2(1—v)% (3.23)
2 2
7" 8624020 i aar(p; _2Vaa% G.24)
82§00 82¢3 op
= orer oroz (1=2v) or (3:25)

3.4. Résolution du probléme :

L’équation harmonique satisfaite par @g et @3 est :

2 2
grf + :—aaf + ‘ng’ -0 (3.26)

Pour résoudre cette équation on utilise la transformation de Hankel (1.2.1).

H,{f()}= TrJ L(Ar) f(r)dr

avec J, (Ar) lafonction de Bessel d’ordre n
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0 62¢7 62 0
J;raz—zJo(lr)dr o [ro, 2)3,(ar)dr

0

- () =4 (2,2
Z

J,(Ar)dr = —2%¢ (2
e =S (andr = —27 (4. 2)

Donc on peut écrire I’équation (3.26) sous la forme :
" (A,2) - 229 (A,2) =0
La solution de cette équation est donc

$(A,z) = A(A)ch (Az) + B(A)sh (4z2)

w82¢) 1_8¢
{(

La transformation inverse de Hankel de ¢@ est:

p(r.2) = [ 26 (2)3,(20)dA

00

p(r,z) = I[/lA(/l)ch(/iz) + AB(A)sh(A2)])3,(Ar)dA

0

Donc les fonctions harmoniques ¢,, ¢, données comme suit :

0

0o (r,2) = [[A(4)ch (42) + B(4)sh (42)]3,(Ar)d A (3.27)

0

o0

o,(r.2) = [[C(2)sh(22) + D(A)ch (22) ]I, (Ar)dA (3.28)

0

Dans les équations (3.27) et (3.28) on a quatre fonctions inconnues A ( 1), B (A1), C (A)et D(A).
On détermine A( 4),B (4 ),C(A) enfonctionde D (A) puis ¢@,, ¢;.

D’apres les conditions aux limites (3.4) on a

= J¢ op

=0 0 3 _ _

Uz‘z:h = . + z . (3 4v e, a 0

ce qui donne :

% ,1[A(/1)sh(/12)+ B(A)ch(4z2) + z(C(A)ch(Az) + D(A)sh(Az)) o d/1| iy
! - (3-4v)[C(A)sh(42) + D(A)eh(42)] o (AN} =
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donc

AA(A)sh(Ah) + AB(A)ch(Ah) + [Ahch(Ah) — (3 — 4v)sh(Ah)]C(A)

+[Ahsh(Ah) — (3 — 4v)ch(Ah)|D(4) =0

et d’apres les conditions aux limites (3.5) on a

z-zr z=h :0 —

donc

+(1-2v)[C(A)s

0

0'p, , ,0°9,
ozor 0zo0r

h(4z) + D(A)ch(4z)]

apres la simplification, on obtient :
AA(A)sh(Ah) + AB(A)ch(Ah) + [Ahch(Ah) — (1-2v)sh(Ah)]C(2)
+[Ahsh(Ah) — (1 -2v)C(Ah)|D(A) =0

et pour Tzr‘z:o =0

ona
2 2
000, ;9705 (|- gy
ozor ozor

ce qui donne

O ey 8

apres la simplification, on trouve

~A’B(A)+ A(1-2v)D(A) =0

AB(A)=(1-2v)D(A).

D’apres les formules

_ —ch(4h)

0,
0

o¢
— (1 -2 73
( V)ar

T{— 22[A(A)sh(Az) + B(A)ch(Az) + z(C(A)ch(Az) + D(4)sh(1z))]

z=0

— 2[A(2)sh(Az) + B(L)ch(Az) + z(C(A)ch(Az) + D(A)sh(4z))]
+(1-2v)[C(A)sh(Az) + D(A)ch(Az)]

(3.29), (3.30) et (3.31) on obtient :

C(A) = D(A) .

sh(2h)

Les formules (3.30), (3.31) et (3.32) donnent

1

MAD =

En remplacant A(4) , B(1) et C(A) dans les équations (3.27) et (3.28) on trouve :

Js

@, (r,z) = T{ch(ﬂz)[

24h — (1-2v)sh(2.4h)

[2h — (1= 2v)ch(Ah).sh(Ah)]D(2) .

122V hia)

22sh*(2h)

A
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3

}Jl(zr)d;q =0

=0

}J L(AndA|,_,=0

}D(ﬂ)\lo(ﬂr)dﬂ

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)



o,(r,7) = H% sh(Az) + ch(/lz)}D(/’t)Jo(lr)d/I : (3.35)

Maintenant par substitution de ¢,(r,z) et ¢,(r,2)

dans les equations (3.18) et (3.23) on obtient les équations intégrales suivantes

ID(&)JO(M)M - %‘9 0< r<a (3.36)
Tﬂf (A)D(A)J, (Ar)dA =0 a<r<b (3.37)
T D(A)J,(Ar)dA =0 r>b (3.38)
oul f(4)= %‘;f—m (3.39)

D’aprés les équations (3.36), (3.37) et (3.38) et les conditions limites (3.1), (3.3) et (3.2) on a

u,),, = yT D(A)J,(Ar)dA = ¢ 0< r<a (3.40)
(©,),0 =T/1f (AD(A)J,(Ar)dA =0 a<r<b (3.41)
u,), = T D(A)J, (Ar)dA =0 r>b (3.42)
ol y=1=Y
G

Pour résoudre les équations intégrales on utilise la méthode suivante.

1/ on vérifie les deux équations (3.40) et (3.42),

on prend c/ p d

2c=b—a (3.43)

2d=b+a q (3.44)

q =c¢ +d* -2cdcos(p) (3.45)

D(2) = [F(p)J, (Za)dp (3.46)
0

ou ¢, d, g,et p sontindiqués sur le triangle de la figure ci- contre

et F estune fonction auxiliaire inconnueet 0 <p <m
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sachant que :
[73,)3, (ar)da = @ (3.47)

1, x=0

ol H(q — ) la fonction de Heaviside,  H(x) = { o 2

en substituant I’expression (3.46) dans 1’équation (3.40), on obtient

(U)o = 7] 3,(ANdA[ F(p)J, (A0)dp

T H(-r
U)oy =yIF(p)%dp- (3.48)
0
(L, gq=r
Or,H(q—r)—{Ol g<r
et comme, d—c<q<d+c
donc a<qg<b

1, r<a<gq

ce qui implique, H(q — 1) = {0 q<b<r

par suite (3.48) donne

(U)o =§IF(p)dp r<a<gq (3.49)
0
(U,),o=0 q<b<r (3.50)
donc :
<
(Uy)z=0 = {‘g’ : S Z , quelque soit la fonction F, (3.51)

ou w est constante.

2/ En déterminant F afin que la constante w soit égale a ¢.

Soit %F(p) = Zan cos(np) (3.52)
n=0

ou ¢, coefficient inconnu.

En remplagant (3.52) dans (3.49) on aura

T

S w
U)o =7 D [eostpdp = yag =w = @y =
n=0 0

o, quelconque si n =1, ainsiles équations (3.40) et (3.42) sont satisfaites.

Or I’ équation (3.40) donne w = ¢ = «, 3 . (3.53)
Y
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3/ En calculanter,, n > 1 a partir de I’équation (3.41), en utilisant la formule de Gegenbaure

J,(Aq) = J,(Ad)J, (Ac) + zi J_(Ac)d, (Ad)cos(mp)

m=1

=3 2= 81n) 3 (A0, (20 cos(mp),

sachant que i\]o(/lq) =-qJ,(4q)
oA
on trouve :
< 0
02, (4) = =22 (2= 8y ) = [30.(40)3,, (20)Jeos(mp) (3.54)
m=1

ce qui donne de (3.46) et (3.52)

D(A) = [ F(p)3, (a)dp =3, [ 3, (e cos(np)dp

:—lZan 2(2—50m)£Jm(/Id)Jm(ic)_[cos(mp)cos(np)dp (3.56)
T n=0 m=0 82“ 0
- T m=n=20
or, J.cos(mp)cos(np)dp = % m=n, n#*0
0 0 m#n
f 17 T
*(np)dp =—| (1+cos(2np)dp == .
car !cos (np)dp 2!( cos2np)dp =
Ainsi, D(A)=->_a,M,(4) (3.57)
n=0
. 0
ou M, (A) :a[\]n(ﬂc)\]n(ﬂd)] (3.58)
par suite I’équation (3.41) donne :
Zanj/if (DM, (41)J,(ArdA =0, a<r<b (3.59)

n=0 0

comme 82 [rd, (Ar)]= Ard, (Ar), la derniére équation s’écrit sous la forme :
r

gian [ F(OM, ()13, (Anda =0 (3.60)

0
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ce qui implique :
Zanj. f(HM, (D)rd, (Ar)dA = —-Q a<r<b, (3.61)
n=0 0
ou Q constante quelconque.

On prend

¥ = ¢ +d* -2cdcos(8), 0<6<nm

par la formule de Gegenbaure (3.54) ona
rJ,(Ar) == (2= 6,, )a%[J L (A0)J,, (Ad)]cos(mo) (3.62)
m=1

donc d’apres les formules (3.61) et (3.62) on trouve :

ian j f(AM, (/1){

n=0 m=0

Q- m)Mm(l)cos(mO)}d/i -0, (3.63)

le systéme trigonométrique est linéairement indépendant,

ce qui implique

Za j f(OM, (DM, (A)dA =Q4,,,

donc :
Ya, [ f(OM, (M ()2 =5, (3.64)
n=0 0
ou an=05n = a, =Qa, .
Q
par suite, D(A) = —QZ a,M (1) (3.65)
n=0

& &
o, a,=—= a,=Qa, = —
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3.5. Détermination du facteur d’intensité et facteur de singularité de
contrainte :

La contrainte normale (0,),-, sur lasurface a<r<b de la fissure peut €tre exprimée comme
suit.

En substituant I’expression (3.65) dans 1’équation (3.41), on obtient :
(0,),00 = —QT Af (ﬂ)i a,M_ J,(ArydAa
0 -0
ce qui implique
_EI(JZ ),0 = ganz f(D)AM (4)J,(Ar)da .
D’apres (3.39)on a:

lim f(1)=1 (3.66)

A — +o

et par la formule asymptotique de la fonction de Bessel (1.1.20) on trouve :

2 % l;r_(4n2—1). B 1.z

Jn(/ld)~(—/1d) {cos(ld—(n+—2)—2) e sin( Ad (n+—2)—2)} (3.67)
N 2% 1.z, (4n*-=1) . .z

J. (Ac) = (_ﬂc) {cos(/lc —(n +—2)—2 ) iy sin(Ac —(n+ —2)—2 )} (3.68)

en substituant les formules (3.67) et (3.68) dans I’équation (3.58) on obtient :

IM (1) ~ Blasin(4a) - (—1)"bcos(Ab)] (3.69)
‘ o
ol [ = Jod
Donc :

—(0' ), = Zj(f(i) 1AM, (1)J, (Ar)dA

n=0 ¢

+ i? [AM, (1) + B(asin(4a) — (—1)"beos(Ab)) 1, (Ar)dA

H(a r) H(r b)

bﬁZ(—l) a,
V@ V (3. 70)
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Le facteur d’intensité et le facteur de singularité de contrainte du probléme fissuré sont définis par

K, =-2L(,),., lim /27b(r - b) (3.71)
g r—
s=2(c,),,lim /27zb(a - r) (3.72)
ol r—a

En substituant la formule (3.70) dans les équations (3.71) et (3.72) on obtient :

K, =nb) (-D"a,
n=0

S =np+ab ) a, ou n =£<
n=0

3.6. Résultats numériques et discussion

D’apres (3.66) et (3.69) on trouve
T
[f (DM, (DM, (2)|< PE

ou T est constante

ce qui implique la convergence de I’intégrale _[ f(A)M ()M (1)dA .

0

On calcule les coefficients a, d’apres le systéme algébrique (3.64).

Onaih:ﬁﬂga on pose ;{:D, gzi et1 = £,
b a b b a
on fait un changement de variable 2 par 4 ou A = £
a

d’apres  (3.39) et (3.58) on trouve

2Zu+sh(2ify)

2,]2 /’L/

0 1.1 1.1
M, () = a_/i{J“{_(Z_l)ﬂ}”{_(Z+l)4}
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Soit A, = AL, + A2 ou Ay =[T(M, (M, (wdu=[F(AM (DM, (A2 et
0 0

A = [FM (DM (DAZ et AL = [ F(OM (DM, (1)d2

oncalcule A, parla méthode de Simpson.
A A, & 22,8 (2k+1)A
Ary =—=9(4) + 9( + ), 9C——)
6p =" Z 3p 2,007 p
o g(4d)= f(l)Mn(i)Mm(i) :
Etpour A’ on prend ’approximation de f, M, et M, auvoisinage de + .
D’aprés les formules (3.69), (3.66) on trouve,

4

A) ~
= -0

et

{(—1)n+m cos? (?) e s enml cos(%) sin(4) + ¢ sin® (4)} _

Ar =M ()d2,

2o

apres simplification, on obtient,

A2 = 4(_1Zn+m 1 {icos o )+S|(2ﬂ}
7 SA-¢| 4 g g
AHED"+ (D) g 4 G A 1 Ay 1 Ay
= 1_42[2 (5( -<)) o7 Sln(§(1+§) (1 C)Cl(g(l 4))+2(1+§)C'(§(1+§))

JrizL Lsin2 Ay —SI(24,)
- 1-¢| 4,

ol Si(X) = jm(t) ot Ci(x)z—]o%(t)dt

X
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On peut écrire le systéeme (3.64) sous la forme :

Zw: a,A, =0
n=0

Pour

2, =1000 |

om

Les coefficients a,, sont :

h

=5000 , y=—=1
p x=y

n ¢ =0.25 ¢ =05 ¢ =075

1 5.132018958 2.058702146 1.075444722

2 17.626507864 2.146074042 0.6101111339

3 | 4.622073954 0.7418747626 0.09357667740

4 12.750055280 0.2430552336 0.01308095828

5 1.642690164 0.08005793862 0.001843009281

6 |0.9836023620 0.02653208386 0.0002445325983

7 | 0.5895529828 0.008802667771 -0.00002453906052
8 10.3534897272 0.002927483813 -0.00004420669220
9 10.2119975619 0.0009078729723

10 [ 0.1271681102 0.0003024434586

11 | 0.07621727066 -0.0001072176816

12 1 0.04578601351 -0.00002622618830

13 | 0.02726773172

14 | 0.01652835903

15 | 0.009464543598

16 | 0.006031414475

17 | 0.002738810656

18 |0.002292878100

19 | -0.0001821584077

Table 3.1. Coefficients a,,
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Fig3.2. Distribution de déplacement normal (u,) ,—¢, ({ = 0.5).

La figure (3.2) montre la distribution radiale du déplacement normale pour ({ = 0.5) avec la

variation de h/b. Pour toutes les valeurs de h/b la pente de (u,) .- tend ver I’infini.

(-

Fig 3.3- Distribution de déplacement normal (u,) .-, (h/b=1).

La figure (3.3) montre la distribution radiale du déplacement normale pour (h/b=1) avec la variation

de ¢ . (uy) .= est devient nulle au bord de la fissure et devient large aux bord de I’inclusion.
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Fig 3.4- Distribution radial de la contrainte normale (c,), ({ =0.5)

La figure (3.4) montre la distribution radiale de la contrainte normale pour ({ = 0.5) avec la
variation de 1/b.
On remarque que la contrainte (o) devient nulle pour r/b <0.2 et r/b> 1.5,

et pour 0.2 < r/b < 1.5 la contrainte normale est inversement proportionnelle au rapport z/h.

(60

Fig 3.5- Distribution radiale de la contrainte normale (G,) ,—, ({ = 0.5)

La figure (3.5) montre la distribution radiale de la contrainte normale pour (§ = 0.5) avec la
variation de 1/b.

Pour les valeurs de h/b, la contrainte normale devient nulle pour r>b etr <b/2.
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(6,)2=0

Fig 3.6- Distribution radiale de la contrainte normale (c,) ,-9 (h/b=1)
La figure (3.6) montre la distribution radiale de la contrainte normale pour (h/b = 1) avec la

variation de 1/b. la pente de (G,) , - ¢ est approchée a I’infinie commer —a et r > b’

% ¢
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Fig 3.7- variation de S et K; (h/b=1)

La figure (3.7) montre la distribution de S et K; avec la variation de &
Quand & augmente on a la décroissance puis la croissance du facteur S.

Quand ¢ augmente le facteur K; augmente aussi
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Fig 3.8- variationde S et K; ({ =0.5)

La figure (3.8) montre la distribution de S et K; avec la variation de h/b.
Si h/b augmente le facteur d’intensité K; aussi puis se stabilise. Et le facteur singulier S diminue

puis se stabilise.

3.7. Conclusion:

Dans ce chapitre, on a présenté une étude correspondante a la déformation d’un milieu
¢lastique dans le cas de I’inclusion de la fissure d’un disque rigide.
La résolution de 1’équation d’équilibre du probléme est donnée par la méthode de la
transformation de Hankel et son inverse.
Etant donné le probléme aux valeurs limites et mixtes, sa solution, en tenant compte des
conditions limites, est définie en trois intervalles ( 0< r<a), (a < r < b)et(r>b)al’aide de
trois équations intégrales appelées équations intégrales triples.

En utilisant des développements en sérier de cosinus, les solutions des équations intégrales
triples correspondantes s’obtiennent par la résolution d’un systéme algébrique infini.
Les champs de contraintes et de déplacement et le facteur d’intensité sont déterminés

analytiquement.
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Conclusion générale:

On a ¢étudié le probléme de déformation du milieu élastique dans le cas de I’inclusion de la fissure
dans un disque rigide. Les deux frontiéres sont délimitées par des plaques rigides dont le contact est
lisse. La résolution basée sur une procédure analytique sur ’utilisation de la méthode de la
transformation intégrale de Hankel a ét¢ développée et utilisée quelle que soit 1’épaisseur de la
couche.

La présence d’une fissure dans une plaque produit une concentration de contrainte localisée au
bord de la fissure.

La solution analytique a été obtenue par la résolution d’un systéme algébrique infini.
La convergence du systéme infini est réalisée a partir des 19 premiers termes de la série.

Le déplacement normal (u;) ,=¢ pour ¢ =0.5 fixé et h/b variable est décroissant et devient infini
poura<r<b.

Alors que pour h/b =1 avec la variation de a le déplacement (u,),-o devient nul aux bords de la

fissure et suffisamment grand aux bords de 1’inclusion.

La contrainte normale (,) pour § = 0.5 en variant r/b devient nulle dans les cas 1/b <0.2 et

r/b>1.5. Pour les valeurs 0.2 <1/b < 1.5 (o,) est inversement proportionnelle au rapport z/h.
Alors que (o) est nulle pourr>betr<b/2 dans le cas { = 0.5 en variant h/b.

La contrainte normale (c,),—9 si h/b =1 tend vers I’infinie lorsque r — aetr-b.

Si h/b =1 le facteur d’intensité de contrainte est croissant alors que le facteur de singularité n’est
pas monotone.

En variant h/b, si h/b augmente le facteur d’intensité K; augmente aussi puis se stabilise a une
valeur constante. Alors que le facteur de singularité S diminue puis se stabilise a une valeur

constante.
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Perspectives :
= La méthode analytique développée dans ce mémoire peut étre appliquée pour la résolution
d'une classe intéressante des problémes de recherche.
= On visage d'étudier des problémes de déformation d’une plaque encastrée dans deux
milieux infinis ayant les mémes modules de Cisaillement et coefficient de poisson dans le
cas d’une adhésion parfaite.

= Le probléme se ramene a un systeme de trois équations triples.

G29 V2

Gz, 02 Disque rigide
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