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Introduction générale

Les ingénieurs se heurtent quotidiennement à des problèmes technologiques de com-
plexité grandissante, qui surgissent dans des secteurs très divers, comme dans le

traitement des images, la conception de systèmes mécaniques, la recherche opération-
nelle et l’électronique. Le problème à résoudre peut fréquemment être exprimé sous la
forme générale d’un problème d’optimisation, dans lequel on définit une fonction objectif,
que l’on cherche à minimiser (ou à maximiser). La définition du problème d’optimisation
est souvent complétée par la donnée de contraintes : tous les paramètres (ou variables
de décision) de la solution proposée doivent respecter ces contraintes, faute de quoi la
solution n’est pas réalisable.

Il existe de nombreuses méthodes d’optimisation “classiques” pour résoudre de tels
problèmes, applicables lorsque certaines conditions mathématiques sont satisfaites : ainsi,
la programmation linéaire traite efficacement le cas où la fonction objectif, ainsi que
les contraintes, s’expriment linéairement en fonction des variables de décision. Malheu-
reusement, les situations rencontrées en pratique comportent souvent une ou plusieurs
complications, qui mettent en défaut ces méthodes : par exemple, la fonction objectif
peut être non linéaire, ou encore, le problème peut exiger la considération simultanée de
plusieurs objectifs contradictoires.

La difficulté principale de problèmes à plusieurs objectif est liées à la présence de
conflits entre ces divers objectifs pouvant être linéaires ou non [37, 43, 54, 31, 63, 77].
En effet, les solutions optimales pour un objectif donné ne correspondent généralement
pas à celles des autres objectifs pris indépendamment. De ce fait, il n’existe, la plupart
du temps aucun point de l’espace de recherche où tous les critères sont optimales simul-
tanément, on parle dans ce cas de problème d’optimisation multiobjectif qui définit un
ensemble de solutions acceptables assurant un compromis entre les objectifs considérés,
appelées solutions de compromis ou solutions efficients.

Dans de nombreuses situations pratiques, il est nécessaire d’utiliser des variables
discrètes dans la modélisation du problème. En effet, dans la majorité des applications
concrètes de programmation mathématique, la présence des variables entières est inévi-
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table, on parle alors d’optimisation discrète ou programmation en nombres entiers. De
ce fait, la programmation mathématique multiobjectif en nombre entiers représente le
cadre général de notre travail dans cette thèse.

Dans le cadre de la programmation mathématique multiobjectif, nous nous sommes
particulièrement intéressés au cas où chaque fonction objectif est le produit de deux fonc-
tions affines et que l’ensemble réalisable est non convexe. Le problème, noté MOIIQP ,
consiste à déterminer toutes les solutions efficaces d’un problème multiobjectif quadra-
tique indéfinie à variables entières. Un algorithme basé sur la technique de Branch & Cut
a été présentée pour résoudre ce type de problème. La méthode a été conçu à l’aide de
la technique Branch & Bound pour la programmation en nombres entiers, de la coupe
efficace [30] et de la technique du simplexe modifié pour la résolution des problèmes
de maximisation quadratique indéfinie mono-objectif [93]. Ce travail a fait l’objet d’une
première publication dans la revue "International Optimization Methods and Software"
[40].

Une recherche bibliographique nous a permis de conclure que la résolution du pro-
blèmeMOIIQP n’avait pas reçu autant d’attention que les problèmes linéaires multiob-
jectif discrêt et jusqu’à ce jour, il n’existe pas d’article résolvant le problème (MOIIQP )
mis à part l’article [9] où le problème est résolu en utilisant une approche de coupe plane.

L’ensemble efficient d’un problème multiobjectif peut être généralement très vaste
et même infini dans le cas continu. Dans certaines situations, les décideurs n’ont pas
besoin de toutes les solutions efficaces d’un problème de programmation multiobjectif
mais uniquement de solutions efficaces qui réalisent l’optimum d’un objectif différent
d’autre objectifs déjà fixés. Ceci nous mène vers la recherche de la solution optimale d’un
critère sur l’ensemble des solutions efficients comme outil pour mesurer les préférences
des décideurs et distinguer parmi les nombreuses solutions efficaces.

Ce problème est en principe très difficile à résoudre, ceci est dû principalement à la
non-convexité de son ensemble réalisable et le problème appartient alors à la classe des
problèmes d’optimisation globale ou non convexe. Cependant, nous nous sommes rendus
compte que les publications traitant de l’optimisation d’un critère linéaire sur l’ensemble
des points efficaces d’un problème multiobjectif sont relativement peu nombreuses et
quasi-inexistantes pour le cas d’un critère non linéaire. Cet état de choses, bien que
source de difficultés potentielles, nous a d’avantage motivé pour explorer cette classe de
problèmes.

La plupart des méthodes développées dans la littérature traite le cas (Linéaire -
Linéaire) c’est à dire optimiser un critère linéaire sur l’ensemble efficient d’un problème
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multiobjectif linéaire discret MOILP [74], [5], [56], [25].
Très peu de travaux récents ont traité des cas plus généraux, à savoir le cas (Fraction-

naire - Linéaire) qui consiste à optimiser un critère fractionnaire sur l’ensemble efficient
d’un problème MOILP [64], le cas (Linéaire - Fractionnaire) qui optimise un critère li-
néaire sur un ensemble efficient d’un problème multiobjectif fractionnaire linéaire discrêt
MOILFP [99], le cas (Fractionnaire - Fractionnaire) optimisant un critère fractionnaire
linéaire sur l’ensemble efficient MOILFP [100], et le cas (Linéaire - Quadratique) qui,
quant à lui, optimise un critère linéaire sur l’ensemble efficient d’un problème multiob-
jectif quadratique convexe [14].

Notre deuxième contribution consiste à mettre au point une nouvelle méthode exacte
qui maximise une fonction quadratique indéfinie sur l’ensemble efficient d’un problème
multiobjectif linéaire en nombres entiers MOILP , évitant le passage systématique par
toutes les solutions efficaces du problème multiobjectif MOILP , ce travail a fait l’objet
d’une publication dans la revue internationale "Optimization" [71]. Une extension de
cette méthode a été réalisée pour permettre de résoudre les problèmes d’optimisation
d’un critère fractionnaire linéaire sur l’ensemble efficient d’un problème MOILP , objet
d’une autre publication sur la revue "Annals of Operations Research" [41].

Les deux méthodes développées sont basées sur le principe de Branch & Cut. Le
processus de stérilisation est renforcé par des coupes ainsi que par un test d’efficacité
permettant d’éviter un grand nombre de solutions réalisables non efficaces. Un étude
expérimentale des deux approches est rapportée pour évaluer les performances des mé-
thodes proposées.

La thèse est organisée de la façon suivante :

• Le chapitre 1 intitulé "L’optimisation non linéaire", expose l’essentiel de l’optimisa-
tion non linéaire nécessaire à la compréhension du reste de cette thèse. On présente
en particulier l’optimisation quadratique indéfinie et l’optimisation fractionnaire
linéaire, nous présentons les principales approches de résolution proposées dans la
littérature pour ces différents problèmes.

• Le chapitre 2 intitulé "L’optimisation multiobjectif" expose le cadre générale de
notre travail, nous présentons pour cela l’essentiel des définitions et résultats reliés
à l’optimisation multiobjectif et nous parlerons de quelques travaux récents exis-
tant en littérature traitant les problèmes de l’optimisation multiobjectif linéaire
discrête.

• Le chapitre 3 expose notre contribution et présente une méthode de résolution
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des programmes d’optimisation multiobjectif quadratiques indéfinies en nombres
entiers MOIIQP . Une étude comparative est rapportée pour évaluer les perfor-
mances de la méthode proposée avec celle proposée par Arora [9].

• Le chapitre 4 intitulé "Optimisation d’un critère sur l’ensemble efficient" aborde
la problématique de l’optimisation d’un critère sur l’ensemble efficient d’un pro-
blème multiobjectif linéaire discrêt et nous détaillons quelques méthodes de ré-
solution pour le cas (Linéaire-Linéaire) et une méthode de résolution pour le cas
(Fractionnaire-Linéaire).

• Dans le chapitre 5, deux méthodes exactes sont proposées ; une pour résoudre le
problème d’optimisation d’un critère quadratique indéfini sur l’ensemble efficient
d’un problème multiobjectif linéaire discrêt MOILP et l’autre pour résoudre le
problème d’optimisation d’un critère fractionnaire linéaire sur l’ensemble efficient
d’un problème MOILP. Les deux méthodes ont été programmées à l’aide du logiciel
Matlab afin d’évaluer leurs performances.

• Enfin, le mémoire s’achèvera par une conclusion générale et quelques perspectives
de recherche.
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Chapitre 1

L’optimisation non linéaire

1.1 Introduction
Les problèmes de la programmation linéaire se posent lorsque l’on cherche à optimi-

ser (maximiser ou minimiser) une fonction linéaire de plusieurs variables, étant donnée
que celles-ci doivent vérifier un certain nombre d’équations et/ou d’inéquations appe-
lées contraintes. La forme exacte de ces contraintes peut différer d’un problème à un
autre, cependant, tout programme linéaire peut être transformé sous la forme standard
suivante :

(LP )


optimiser Z(x) = ctx

sc

Ax = b

x ≥ 0

où c et x sont deux n-vecteurs réels, A est une m× n−matrice réelle et b un m-vecteur
réel.

L’ensemble des contraintes x ∈ S = {x ∈ Rn|Ax = b, x ≥ 0} représente l’ensemble
des solutions réalisables de (LP ).

Si les variables sont astreintes à ne prendre que des valeurs entières, on parle de
programme linéaire en nombres entiers (ILP ), et si les variables ne peuvent prendre
que les valeurs 0 ou 1, le programme est linéaire à variables bivalentes. Il existe aussi
des problèmes dans lesquels une partie seulement des variables ne peut prendre que des
valeurs entières ; on parle alors, de programme linéaire mixte.

Les éléments de base de la programmation linéaire ont fait l’objet d’une littérature
abondante aussi riche que diversifiée. On retiendra essentiellement les ouvrages spécia-
lisés suivants : [62, 73, 78, 87, 94, 91].
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L’optimisation non linéaire

Il existe des algorithmes polynômiaux efficaces pour résoudre un programme linéaire
comme ceux dits de points intérieurs initiés par Karmarkar [57] en 1984 et l’algorithme
du simplexe introduit en 1947 par G.B.Dantzig [34].

En termes de complexité des algorithmes, l’algorithme du simplexe est théoriquement
exponentiel alors qu’il se comporte dans la pratique comme un algorithme polynômial.
Il se repose sur le fait qu’une solution optimale d’un programme linéaire peut être prise
parmi les sommets du polyèdre de Rn déterminé par Ax ≤ b.

Un programme non linéaire est beaucoup plus difficile à résoudre, et la théorie du
simplexe ne peut être utilisée. Une solution optimale d’un programme linéaire lorsqu’elle
existe est un point extrême de l’ensemble des solutions réalisables (polyèdre des solutions
réalisables). Par contre, une solution optimale d’un problème non linéaire peut être un
point intérieur ou sur la frontière de l’ensemble des solutions réalisables mais pas néces-
sairement un point extrême.

Nous illustrons la difficulté de la recherche de la solution optimale dans le cas non
linéaire par l’exemple suivant :

Exemple : Considérons l’exemple suivant dont l’illustration graphique est donnée à
la figure 1.1, où l’on peut voir que la solution optimale est strictement intérieure.



min (x1 − 3)2 + (x2 − 3)2

sc

x1 ≤ 4
2x2 ≤ 12
3x1 + 2x2 ≤ 18
x1, x2 ≥ 0

14



L’optimisation non linéaire

Figure 1.1 – Solution intérieure

Dans ce cas, il apparaît alors comme évident que la recherche de la solution optimale
est plus difficile que dans le cas linéaire, puisqu’elle doit se faire tout le long du polygone
des contraintes, et non seulement en quelques points particuliers. De plus, si la solution
cherchée est entière, la complexité est encore augmentée.

Les cas les plus fréquents de la programmation non linéaire sont la programmation
fractionnaire et la programmation quadratique dont nous allons détailler dans ce qui
suit, les différents outils pour résoudre ces types de programmes.

1.2 Généralité sur les matrices
Définition 1.2.1 Soit A une matrice carrée d’ordre n, symétrique.

• A est dite définie positive, si xtAx > 0, ∀x ∈ Rn, x 6= 0.

• A est dite définie négative, si xtAx < 0, ∀x ∈ Rn, x 6= 0.

• A est dite semi-définie positive, si xtAx ≥ 0, ∀x ∈ Rn et ∃x ∈ Rn tel que xtAx = 0,
x 6= 0.

• A est dite semi-définie négative, si xtAx ≤ 0, ∀x ∈ Rn et ∃x ∈ Rn tel que xtAx = 0,
x 6= 0.

• A est dite indéfinie, si xtAx peut prendre un signe ou l’autre selon la valeur de x.

15



L’optimisation non linéaire

Notons que xtAx = ∑n
i=1

∑n
j=1 aijxixj est appelé forme quadratique.

Définition 1.2.2 On appelle mineur principal d’ordre j de A, noté ∇j(A), le détermi-
nant de la sous-matrice de A obtenue en supprimant les (n − j) dernières lignes et les
(n− j) dernière colonnes de A.

Les mineurs principaux de A sont :∇1(A) = a11,∇2(A) =

∣∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣, ...,∇n(A) = det(A)

Définition 1.2.3 Soit λ ∈ R, λ est appelée valeur propre de A si det(A− λI) = 0.

Propriété 1.2.1 Soit A une matrice carrée d’ordre n, symétrique.

• A est définie positive si et seulement si (−A) est définie négatives.

• A est définie positive si et seulement si tous les mineurs principaux de A sont
strictement positifs. i.e, ∇j(A) > 0 ∀j = 1, n.

• A est définie positive si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont stric-
tement positives.

• A est définie négative si et seulement si ∀j = 1, n, (−1)j∇j(A) > 0.

• A est définie négative si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont stric-
tement négatives.

• A est semi-définie positive si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont
positives ou nulles.

• A est semi-définie négative si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont
négatives ou nulles.

1.3 La convexité en optimisation

Définition 1.3.1 (Ensemble convexe) On dit que l’ensemble S est convexe si et seule-
ment si :

∀x, y ∈ S et ∀λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ S

D’un point de vue géométrique, un convexe est donc un ensemble qui, lorsqu’il contient
deux points, contient nécessairement le segment les reliant.
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Définition 1.3.2 (Combinaison linéaire convexe) Un vecteur y ∈ S est une com-
binaison linéaire convexe des points {x1, ..., xp} s’il existent des coefficients réels λi ;
i ∈ {1, ..., p}, tels que :

y =
p∑
i=1

λixi, avec λi ≥ 0 , ∀i ∈ {1, ..., p} et
p∑
i=1

λi = 1.

Définition 1.3.3 (Enveloppe convexe) L’enveloppe convexe d’un ensemble S ⊂ Rn ;
est l’ensemble des points de Rn qui s’écrivent comme combinaisons convexes des points
de S. Elle est notée par :

conv(S) = {x ∈ Rn/x =
p∑
i=1

λixi, xi ∈ S, λi ≥ 0 i ∈ {1, ..., p} et
p∑
i=1

λi = 1}

C’est le plus petit ensemble convexe contenant S.

• L’ensemble {x ∈ Rn/a′x = b} représente un hyperplan de Rn ;

• L’ensemble {x ∈ Rn/a′x ≤ b} représente un demi-espace fermé de Rn dont l’hy-
perplan correspondant constitue la frontière.

Définition 1.3.4 (Polyèdre) • Un polyèdre S est l’intersection d’un nombre fini
de demi-espaces fermés et/ou d’hyperplans.

• Un polyèdre est un ensemble convexe fermé.

• Un polyèdre S est borné s’il existe une valeur β finie et positive telle que :

|xj| ≤ β ∀j ∈ {1, ..., n} et ∀x ∈ S.

• Un polytope est un polyèdre borné et non vide.

Définition 1.3.5 (Point extrême) Soit S un convexe non vide de Rn. x est dit point
extrême ou sommet de S si :

x = λx1 + (1− λ)x2 ∀x1, x2 ∈ S et λ ∈ ]0, 1[ alors x = x1 = x2.

Définition 1.3.6 (Fonction convexe) La fonction f : S → R est dite convexe sur
l’ensemble S non vide de Rn si et seulement si :

∀x, y ∈ S et ∀λ ∈ [0, 1] on a f(x+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)
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Définition 1.3.7 (Fonction concave) La fonction f : S → R est dite concave sur
l’ensemble S non vide de Rn si et seulement si :

∀x, y ∈ S et ∀λ ∈ [0, 1] on a f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y)

• Les cas stricts correspondent aux mêmes définitions avec des inégalités strictes
pour 0 < λ < 1 et x 6= y.

• La fonction f est convexe (resp. strictement concave)⇔ (−f) est concave (resp.strictement
convexe).

Définition 1.3.8 (Épigraphe) On appelle épigraphe de f noté épi(f) le sous ensemble
de Rn+1 défini par :

épi(f) = {(x, y) ∈ S × R/y ≥ f(x)}

Définition 1.3.9 (Hypographe) On appelle hypographe de f noté hyp(f) le sous en-
semble de Rn+1 défini par :

hyp(f) = {(x, y) ∈ S × R/y ≤ f(x)}

Théorème 1.3.1 1. f est convexe si et seulement si épi(f) est convexe.

2. f est concave si et seulement si hyp(f) est convexe.

Lemme 1.3.1 Si f est une fonction convexe alors l’ensemble niveau L(f, α) = {x ∈ S :
f(x) ≤ α} est convexe pour tout α ∈ R.

Définition 1.3.10 Soit S ⊆ Rn, S 6= ∅. L’ensemble Vε(x) = {x ∈ S : ‖x− x̄‖ < ε} est
appelé voisinage de x̄ ∈ S, où ε > 0 et ‖.‖ désigne la norme euclidienne de Rn.

Définition 1.3.11 On dit que x̄ appartient à l’intérieur de S, noté int(S), s’il existe
ε > 0 tel que Vε(x̄) ⊂ S.

Théorème 1.3.2 Soit f : S ⊂ Rn → R une fonction convexe sur S ensemble convexe
non vide. Alors f est continue sur l’intérieur de S.
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1.3.1 Fonctions convexes généralisées

Les fonctions convexes généralisées jouent un rôle très important dans la théorie de
l’optimisation. Soit une fonction f : S ⊂ Rn → R avec S un convexe non vide de Rn.

Définition 1.3.12 (Fonction quasiconvexe) La fonction f est dite quasiconvexe sur
S si et seulement si :

∀x, y ∈ S et ∀λ ∈ [0, 1] on a f(λx+ (1− λ)y) ≤ max{f(x), f(y)}

f est quasiconvexe sur S est ainsi équivalente à :

∀x, y ∈ S et ∀λ ∈ [0, 1] , f(x) ≤ f(y)⇒ f(λx+ (1− λ)y) ≤ f(y)

Définition 1.3.13 (Fonction quasiconcave) La fonction f est dite quasiconcave sur
S si et seulement si :

∀x, y ∈ S et ∀λ ∈ [0, 1] on a f(λx+ (1− λ)y) ≥ min{f(x), f(y)}

La fonction f est quasiconcave ⇔ (−f) est quasiconvexe.
Une fonction qui est à la fois quasiconvexe et quasiconcave est dite quasimonotone

ou quasilinéaire.
Les fonctions quasiconvexes, quasiconcaves et quasilinéaires sont caractérisées par la

convexité de leurs ensembles niveaux.

Remarque 1.3.1 Une fonction convexe sur S convexe est quasiconvexe.

Définition 1.3.14 (Fonction strictement quasiconvexe) La fonction f est stricte-
ment quasiconvexe sur S si :

∀x, y ∈ S avec f(x) 6= f(y)∀λ ∈ ]0, 1[ on a f(λx+ (1− λ)y) < max{f(x), f(y)}

f strictement quasiconcave si (−f) est strictement quasiconvexe.

Définition 1.3.15 (Fonction differentiable) Soit S un ensemble non vide de Rn et
f : S → R. f est dite differentiable en x̄ ∈ int(S) s’il existe un vecteur gradient noté
∇f(x̄) et une fonction α : Rn → R tels que :

f(x) = f(x̄) +∇Tf(x̄)(x− x̄) + ‖x− x̄‖α(x̄;x− x̄); ∀x ∈ S

où lim
x→x̄

α(x̄;x− x̄) = 0 et ∇f(x̄) =
(
δf(x̄)
δx1

, ...,
δf(x̄)
δxn

)t
.
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Définition 1.3.16 (Fonction pseudoconvexe) Soit f une fonction differentiable sur
S un ouvert non vide de Rn. f est pseudoconvexe sur S si :

∀x, y ∈ S, (y − x)T∇f(x) ≥ 0⇒ f(y) ≥ f(x)

Définition 1.3.17 (Fonction pseudoconcave) Soit f une fonction differentiable sur
S un ouvert non vide de Rn. f est pseudoconcave sur S si :

∀x, y ∈ S, (y − x)T∇f(x) ≤ 0⇒ f(y) ≤ f(x)

Théorème 1.3.3 Soit f : S → R differentiable et pseudoconvexe sur S un convexe
ouvert non vide de Rn. Alors, f est à la fois quasiconvexe et strictement quasiconvexe.

Proposition 1.3.1 1. Si f est convexe alors f est quasiconvexe. Si de plus f est
differentiable alors elle est pseudoconvexe.

2. Si f est concave alors f est quasiconcave. Si de plus f est differentiable alors elle
est pseudoconcave.

1.4 Conditions d’optimalité
Considérons le problème de minimisation (Pm) suivant :

(Pm)


min f(x)
sc

x ∈ S = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0}

Définition 1.4.1 (Minimum global) Une solution admissible x̄ est dite minimum
global si et seulement si f(x̄) ≤ f(x), ∀x ∈ S.

Définition 1.4.2 (Minimum local) Une solution admissible x̄ est dite minimum local
si et seulement si il existe un voisinage Vε(x) de x tel que f(x̄) ≤ f(x), ∀x ∈ S ∩ Vε(x).

Tout minimum global est évidemment un minimum local.

En général, on est beaucoup plus intéressé par la recherche de minima globaux (car
ils sont les seuls à garantir que la valeur de leur fonction objectif ne peut être améliorée),
mais ceux-ci sont malheureusement également beaucoup plus difficiles à calculer. Cepen-
dant, à l’aide de la notion de convexité, de quasiconvexité et de peudoconvexité, nous
allons décrire une classe de problèmes pour laquelle la situation est bien plus favorable.
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Théorème 1.4.1 (Condition nécessaire d’optimalité) Soit f : S ⊂ Rn → R est
une fonction convexe sur S un ensemble convexe non vide. Si x est un minimum local
(maximum local) alors il est un minimum global pour le problème (Pm).

Théorème 1.4.2 Si f : S ⊂ Rn → R est une fonction convexe et differentiable sur S
convexe non vide et x̄ ∈ S tel que ∇f(x̄) = 0, alors x̄ est un minimum global de f sur
S.

Théorème 1.4.3 Soit f : S → R une fonction quasiconcave et continue sur S polyèdre
borné, alors au moins une solution optimale x̄, est un point extrême de S.

Les fonctions strictement quasiconvexes et strictement quasiconcaves, sont parti-
culièrement importantes dans la programmation non linéaire, car elles assurent qu’un
minimum local et un maximum local sur un ensemble convexe soit, respectivement, un
minimum global et un maximum global.

Théorème 1.4.4 Soit f : S → R strictement quasiconvexe sur S et S un convexe non
vide de Rn. Si x est un minimum local alors x est un minimum global.

Les fonctions pseudoconvexes partagent, la propriété importante du théorème 1.4.2,
avec les fonctions convexes.

Théorème 1.4.5 Si f : S ⊂ Rn → R est une fonction pseudoconvexe et differentiable
sur S convexe non vide et x̄ ∈ S tel que ∇f(x̄) = 0, alors x̄ est un minimum global de
f sur S.

1.4.1 Conditions de Kuhn-Tucker

Considérons le problème de minimisation (P ) :

(P )



min f(x)
sc

hi(x) = 0, i = 1, ...,m1;
gj(x) ≤ 0, j = 1, ...,m2;
x ≥ 0.

On suppose que f et hi, i = 1, ...,m1 et gj, j = 1, ...,m2, sont differentiables sur un
domaine de Rn.

Définition 1.4.3 • Une contrainte gj(x) ≤ 0 est dite active (ou saturée) en x∗ si
gj(x∗) = 0 et elle est dite inactive si gj(x∗) < 0.
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• Une contrainte hi(x) = 0 est dite active (ou saturée) en x∗ si elle est vérifiée en
x∗, c-à-d hi(x∗) = 0.

• L’ensemble des indices des contraintes actives en x∗ est noté I(x∗).

Définition 1.4.4 On appelle Lagrangien associé au problème (P ) la fonction définie
par :

L(x, λ, µ) = f(x) +
m1∑
i=1

λihi(x) +
m2∑
j=1

µjgi(x); λ ∈ Rm1 , µ ∈ Rm2 ;µ ≥ 0

Les λi pour i = 1, ...,m1 et µj pour j = 1, ...,m2 sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Définition 1.4.5 (Contraintes qualifiées) Les contraintes du problème (P ) sont dites
qualifiées au point x∗ si hi et gj sont differentiables au point x∗ et si les gradients des
contraintes actives en x∗ sont linéairement indépendants.

Le point x∗ est dit dans ce cas point régulier.

Théorème 1.4.6 (CN d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker) Soit x∗ ∈ S un point
réalisable du problème (P ). Supposons f , gj et hi sont differentiables en x∗ et les
contraintes sont qualifiées au point x∗. Si x∗ est un minimum local de f sur S alors
il existe λ∗ ∈ Rm1 et µ∗ ∈ Rm2 tels que :

∇L(x∗, λ∗, µ∗) = 0;
hi(x∗) = 0, i = 1, ...,m1;
µ∗jgj(x∗) = 0, j = 1, ...,m2;
gj(x∗) ≤ 0, j = 1, ...,m2;
µ∗j ≥ 0, j = 1, ...,m2, x

∗ ≥ 0 .

(KT)

Si de plus le problème (P ) est convexe, alors les conditions de KKT sont suffisantes pour
que x∗ soit un minimum global de f .

1.5 La programmation fractionnaire linéaire
Les programmes fractionnaires consistent à optimiser un objectif mis sous la forme

d’un rapport de deux fonctions linéaires ou non, soumis à un ensemble de contraintes.
Différentes versions de ce modèle, en variables entières, en mixtes, en continues ou en
variables bivalentes ont plusieurs applications à savoir l’ingénierie, l’optimisation com-
binatoire, la programmation stochastique, l’informatique et l’économie (voir travaux de
Stancu-Minasian [88, 89, 90] et Schaible [80, 81, 82, 83]).
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Nous nous intéressons dans notre travail au problème de la programmation fraction-
naire linéaire (LFP ). La forme particulière de ce programme a fait que de nombreux
auteurs ont élaboré des méthodes de résolution spécifiques qui se sont avérées plus effi-
caces que l’application directe de méthodes générales de la programmation non linéaire.
Trois grandes stratégies de résolution émergent dans la littérature : la résolution directe,
la résolution par paramétrisation et la résolution d’un problème équivalent à objectif
simplifié que nous allons présentées brièvement dans ce chapitre.

Le problème de programmation fractionnaire linéaire, ou encore hyperbolique, peut
se formuler comme suit :

(LFP )


max f(x) = pTx+ α

qTx+ β
sc.

x ∈ S.

(1.1)

où α et β sont des réels, p et q sont des vecteurs de Rn. S = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0},
avec A une (m× n)−matrice réelle et b un vecteur de Rm.

On suppose que

• L’ensemble S est borné non vide.

• qTx+ β > 0 ∀x ∈ S.

• ∃x ∈ S : pTx+ α > 0.

Si les variables sont astreintes à ne prendre que des valeurs entières, le programme
est noté (ILFP ) et il est appelé programme fractionnaire linéaire en nombres entiers ou
encore programme hyperbolique discret.

Lemme 1.5.1 [29] La fonction f(x) = pTx+ α

qTx+ β
est à la fois pseudoconvexe et pseudo-

concave sur S.

1.5.1 Résultats théoriques

D’après ce lemme 1.5.1, les sous-section 1.3.1 et 1.4, on peut cité quelques consé-
quences pour le problème de programmation linéaire fractionnaire :

• Puisque f est à la fois pseudoconvexe et pseudoconcave sur S donc, d’après le
théorème 1.4.2, elle est aussi quasiconvexe, strictement quasiconvexe, quasiconcave
et strictement quasiconcave sur S.
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• Puisque f est à la fois quasiconvexe et quasiconcave donc elle est quasilinéaire.

• Puisque la fonction objectif f est strictement quasiconvexe et strictement quasi-
concave sur S alors, d’après le théorème 1.4.4, un minimum (maximum) local est
aussi un minimum (maximum) global sur S respectivement.

• Puisque f est quasiconvexe et quasiconcave et si f est continue sur S alors, d’après
le théorème 1.4.3, au moins une solution optimale du problème (PLF ) est atteinte
en un point extrême de S.

• Puisque f est pseudoconvexe et pseudoconcave sur S donc, d’après le théorème
1.4.5, si ∇f(x) = 0, alors x est un minimum (maximum) global de f sur S.

1.5.2 Applications des problèmes fractionnaires

Plusieurs applications des programmes mathématiques fractionnaires ont déjà été
décrites dans la littérature [37, 82, 83]. Comme domaines d’applications des problèmes
fractionnaires soumis à un ensemble de contraintes, nous pouvons citer par exemple :

• Le domaine des finances où il est souvent question d’optimiser un rapport de deux
fonctions telles que [dette/capitaux propres], [rendement/employé], [coût effec-
tif/coût standard], [bénéfice/coût], [inventaire/ventes], [risque des actifs/capital].

• Le domaine de l’économie offre un large éventail d’applications. En effet, la me-
sure de l’efficacité des systèmes étudiées s’exprime sous forme de rapports entre les
critères techniques et/ou économiques. Par exemple, [rendement/risque], [rende-
ment/investissement], [coût/temps], [dette/capitaux propres], [inventaire/ventes].

• Le domaine de la santé comme la planification dans un hôpital [coût/patient],
[inférmière/patient], [docteur/patient]...etc

• Les processus de décision de Markov peuvent également mener à la maximisation
du rapport de la moyenne et l’écart type.

• Dans la théorie de l’information, la capacité d’un canal de transmission peut être
définie comme étant le taux maximal de transmission sur toutes les probabilités.

• Programmation stochastique : Dans un programme linéaire, en supposant que les
composantes de l’objectif sont non constantes, indépendantes et varient suivant une
loi de probabilité donnée. La programmation stochastique se propose de maximiser
la probabilité pour que la valeur de l’objectif soit supérieure à une valeur donnée.
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Lorsque les composantes des fonctions objectifs considérées comme des variables
aléatoires, suivant une loi de Gauss. Bereanu [21] a montré que le programme
stochastique est équivalent à un programme déterministe fractionnaire linéaire
convexe en variables continues.

1.5.3 Méthodes de résolution

Résolution directe :

Cette section traite des méthodes qui résolvent le programme fractionnaire sous sa
forme originale, c’est-à-dire sans modifier ni l’objectif ni l’ensemble des contraintes. Cette
approche est utilisée pour résoudre les programmes hyperboliques tant qu’en variables
continues qu’en variables entières (en particulier en 0–1).

Résolution d’un programme hyperbolique continu :

Plusieurs approches furent élaborées [37, 22, 50, 23] pour la recherche d’une solution
optimale d’un programme hyperbolique en variables continues. Parmi les plus récentes,
celle de A. Cambini et al. [23]. Les grandes lignes de cette méthode sont présentées
ci-dessous :

La méthode de Cambini et Martein [23] : Rappelons le programme hyperbolique
continu (LFP ) :

(LFP )


max f(x) = pTx+ α

qTx+ β
sc.

x ∈ S = {x ∈ Rn|Ax ≤ b; x ≥ 0}.

(1.2)

où α et β sont des réels, p et x des vecteurs de Rn, q un vecteur non nul de Rn, A une
matrice réelle d’ordre m×n et b un vecteur de Rm. L’ensemble S est supposé borné non
vide et qTx+ β > 0 sur S.

Définition 1.5.1 Un point réalisable x̄ est une solution niveau optimale pour le pro-
blème (LFP ) si x̄ est une solution optimale pour le programme linéaire suivant :

(LFPx̄)


max(pTx+ α)
sc.

x ∈ S et qx = qx̄.

(1.3)

Si de plus x̄ est un point extrême de S, x̄ est dit solution niveau optimale de base.
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L’algorithme de (Cambini et al.) [23], génère une séquence finie de solutions niveau
optimales dont la première x0 est une solution optimale du programme linéaire :


min(qTx+ β)
sc.

x ∈ S.
(1.4)

• Si x0 est unique, alors elle est aussi une solution niveau optimale de base pour
(LFP ).

• Sinon, résoudre le programme linéaire (LFPx0) pour obtenir une solution niveau
optimale de base.

Théorème 1.5.1 [66] Le point x0 de S est une solution optimale du problème linéaire
fractionnaire (LFP ) si et seulement si le vecteur gradient réduit γ̄ = β̄.p̄ − ᾱ.q̄ est tel
que γ̄j ≤ 0 pour tout indice hors base j ∈ N .

Algorithme 1 : Cambini et Martein

Étape 1 : Trouver une solution niveau optimale x1.

• Si une telle solution n’existe pas, alors maxx∈S f(x) = +∞

• sinon, poser k = 1 et aller à l’Étape 2.

Étape 2 : • Si J = {j|q̄j > 0} = ∅, terminer xk est une solution optimale du
problème (LFP ) ;

• Sinon, soit s tel que p̄
q̄

= maxj∈J
(
p̄j
q̄j

)
;

– Si γs > 0, aller à l’Étape 3 ;
– Sinon, terminer ; xk est une solution optimale de (LFP ).

Étape 3 : La variable hors base xs entre dans la base en moyennant une opération
pivot,

poser k = k + 1 et aller à l’Étape 2.

Si une telle opération n’est pas possible, maxx∈S f(x) = p̄s
q̄s

; terminer.
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Résolution d’un programme hyperbolique discrêt

De nombreux auteurs ont résolu le problème de la programmation fractionnaire li-
néaire en nombres entiers par la méthode directe en utilisant différents algorithmes tels
par exemple les techniques de séparation et évaluation progressive [1, 7, 26, 2] et les
coupes planes, comme celle de D. Granot et al. [49].

Méthode Granot et al.[49] L’algorithme de Granot et al. s’applique directement au
programme (ILFP) suivant :

(ILFP )


max f(x) = pTx+ α

qTx+ β
sc.

x ∈ S = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0}. xn entier

(1.5)

où α et β sont des réels, p et x des vecteurs de Rn, q un vecteur non nul de Rn, A
une matrice réelle d’ordre m×n et b un vecteur de Rm. L’ensemble S est supposé borné
non vide et qTx+ β > 0 sur S.

Dans cette méthode, la structure originale des contraintes est maintenue et les itéra-
tions sont réalisées dans un tableau du simplexe augmenté qui comprend m et 3 lignes
supplémentaires. Les m premières lignes correspondent aux contraintes d’origine, les
lignes (m + 1), (m + 2) correspondent au numérateur et dénominateur de la fonction
objectif fractionnaire du problème (ILFP ) et la ligne (m+ 3) correspond au vecteur du
gradient réduit γ̄j de la fonction objectif où γ̄ = β̄.p̄j − ᾱ.q̄j, ∀j ∈ {1, ...,m}.

A chaque itération de l’algorithme, les (m + 2) lignes sont modifiées à travers les
opérations ordinaires de pivot, par contre la dernière ligne est modifiée selon la formule
du gradient réduit citée ci-dessus.

Une fois les valeurs du gradient réduit pour les variables hors base calculées, on teste :

• Si γ̄j ≤ 0, pour tout indice hors base j , alors la solution obtenue est une solution
optimale du problème (ILFP )

• Sinon, il existe un indice s, s ∈ N (N étant l’ensemble des indices hors base) pour
lequel γ̄s > 0. Soit µr tel que :

µr = min{ b̄i
Āsi
|Āsi > 0}

alors la ligne r est comme ligne pivot pour générer une coupe de la forme suivante :

v +
∑
j∈N
bĀrj
Āsr
c.xj = b b̄i

Āsr
c, v ≥ 0
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Cette coupe est rajoutée au tableau du simplexe pour servir comme ligne pivot, avec
la colonne s comme colonne pivot. Sachant que la valeur du pivot dans ce cas est de
1, les nouveaux coefficients obtenus après l’exécution des opérations pivot usuelles sont
tous des nombres entiers.

Méthode par paramétrisation

A l’inverse de la résolution directe, on construit un problème à objectif simplifié, com-
binaison linéaire du numérateur et du dénominateur par l’intermédiaire d’un paramètre,
tout en gardant inchangé l’ensemble des contraintes [72].

Une séquence de résolutions de ce type de problème fournit une solution du pro-
gramme fractionnaire. Cette méthode a été utilisée pour les différents programmes frac-
tionnaires linéaires et non linéaires, en variables continues comme en variables discrètes,
sur des domaines bornés.

Afin de simplifier l’objectif du programme mathématique fractionnaire, un paramètre
est introduit permettant par exemple de ramener un programme hyperbolique en un pro-
gramme paramétré linéaire, tout en gardant l’ensemble des contraintes inchangé. Ainsi
le programme obtenu peut être résolu paramétriquement, une séquence de résolutions
de tels programmes à objectif simplifié engendre une suite de solutions convergeant vers
une solution optimale du programme fractionnaire initial.

Appliquons l’algorithme de Dinkelbach [37] directement sur le programme hyperbo-
lique . Le programme paramétré (Qλ) associé consiste à simplifier l’objectif en combi-
nant linéairement le numérateur et le dénominateur par l’intermédiaire d’un paramètre,
λ ∈ R. Dans le cas d’un programme hyperbolique, (Qλ) est un programme linéaire dont
l’objectif est fonction du paramètre λ, et il est défini comme suit :

(Qλ)


max v(λ) = (p− λq)Tx+ (α− λβ)
sc.

x ∈ S = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0}.
(1.6)

En notant, λ∗ la valeur optimale de (LFP ), le résultat fondamental liant le programme
fractionnaire au programme paramétré associé est donné par :

Proposition 1.5.1 [37] Toute solution optimale de (Qλ∗) est une solution optimale de
(LFP ).

En tant que fonction de la variable λ, la valeur optimale v(λ) du programme paramétré
vérifie quelques propriétés [37] que nous résumons ci-après :
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Proposition 1.5.2 La fonction λ→ v(λ) est continue, strictement décroissante, convexe.
v(0) > 0 et v(λ) tend vers −∞ quand λ tend vers +∞.
Si de plus le programme est hyperbolique, alors v est linéaire par morceaux.

En particulier, l’équation v(λ) = 0 admet une solution unique λ∗, plus précisément :

Proposition 1.5.3 [37]

• v(λ) = 0⇔ λ = λ∗

• v(λ) > 0⇔ λ < λ∗

• v(λ) < 0⇔ λ > λ∗

Ainsi la résolution du programme fractionnaire (LFP ) revient à trouver la racine de
l’équation non linéaire à une seule variable, v(λ) = 0.

Pour ce faire, un catalogue d’algorithmes de la littérature est présenté dans Nagih et
al. [72] . Il inclut des algorithmes de résolution itératifs (Newton, interpolation linéaire)
et dichotomiques (recherche dichotomique, recherche dichotomique modifiée et interpo-
lation convexe) ainsi qu’un algorithme ε-approchant.

Résolution d’un programme équivalent à objectif non fractionnaire

Un changement de variables permet lui aussi de simplifier l’objectif, mais en trans-
portant la difficulté sur l’ensemble des contraintes [72]. Par exemple, un programme frac-
tionnaire concave-convexe est transformé en un programme concave, et un programme
hyperbolique en un programme à objectif linéaire, avec des contraintes additionnelles.
La transformation du programme linéaire fractionnaire en un programme équivalent à
objectif non fractionnaire est obtenu par un changement de variables. A l’inverse de
l’approche paramétrée, ce changement de variables induit l’ajout d’une contrainte et
d’une variable. Plus précisément, cette transformation, proposée par Charnes et al. [27]
s’applique au programme hyperbolique (LFP ) en variables continues et s’effectue en
introduisant deux nouvelles variables :

y = 1
qx+ β

x et t = 1
qx+ β

pour obtenir un programme linéaire équivalent :
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max = pTy + αt

sc.

Ay − βt ≤ 0
qTy + βt = 1
y, t ≥ 0.

(1.7)

Cette notion d’équivalence est précisée par :

Proposition 1.5.4 [27] Si (y∗; t∗) est une solution optimale de (LFP ), alors t∗ > 0 et
x∗ = y∗

t∗
est une solution optimale de (LFP ).

1.6 La programmation quadratique
Les programmes quadratiques sont parmi les programmes non linéaires les plus

proches de la programmation linéaires, ils représentent une transition naturelle de la
théorie de la programmation linéaire vers la théorie de la programmation non linéaire,
cependant, il existent des différences importantes entre les solutions des problèmes de
programmation linéaire et celles des problèmes de programmation quadratique. Une
solution optimale d’un programme linéaire lorsqu’elle existe est un point extrême de
l’ensemble des solutions réalisables (polyèdre des solutions réalisables). Par contre une
solution optimale d’un problème quadratique peut être un point intérieur ou sur la fron-
tière de l’ensemble des solutions réalisables mais pas nécessairement un point extrême.

La programmation quadratique est une classe importante de programmation mathé-
matique, de part sa vague utilisation dans différents domaines comme les probabilités
[98], la production efficace [39], la sélection de portefeuille [65] ...

Le problème de la programmation quadratique (QP ) consiste à déterminer un élé-
ment x∗ optimisant la fonction 1

2x
tGx + gtx sur un domaine réalisable S défini par le

système de contraintes linéaires. Il a donc la forme suivante :

(QP )


optimiser

1
2x

tGx+ gtx

sc

S = {x ∈ Rn/Ax ≤ b, x ≥ 0}

où G est une matrice réelle symétrique d’ordre n×n, g et x deux vecteurs de Rn, A une
matrice réelle d’ordre m×n et b un vecteur de Rm. L’ensemble S est supposé borné non
vide.
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Lorsque la matrice G possède certaines propriétés, la fonction f peut prendre un
nom particulier. En effet, lorsque G est semi-définie (positive ou négative) le problème
est appelé programme quadratique semi-défini, sinon le problème est dit programme qua-
dratique indéfini.

Si de plus, les variables sont astreintes à ne prendre que des valeurs entières, le pro-
gramme (QP ) est appelé programme quadratique en nombres entiers.

C’est le cas d’une fonction quadratique indéfinie que nous allons nous intéresser et
exploiter dans notre thèse.

1.6.1 La programmation quadratique indéfinie

Un problème de programmation quadratique indéfini est un programme dont la fonc-
tion objectif quadratique n’est ni convexe ni concave, c’est à dire que la matrice G n’est
plus définie positive ou définie négative. Dans ce cas le problème (IQP ) devient plus
difficile à résoudre puisque l’optimum local ne sera pas forcement un optimum global.

Nous nous intéresserons dans cette thèse à l’optimisation d’un critère quadratique
indéfini qui peut être écrit sous forme d’un produit de deux fonctions linéaires positives.

Ainsi, notre problème, noté (IQP ), peut être écrit sous la forme suivante :

(IQP )


max f(x) = (ptx+ α)(qtx+ β)
sc

X = {x ∈ Rn/Ax ≤ b, x ≥ 0}

On suppose que les facteurs (ptx + α) et (qtx + β) > 0 ∀x ∈ X , p, q ∈ Rn et α, β ∈ R.
L’ensemble X est supposé borné non vide.

Théorème 1.6.1 [93] La fonction f(x) = (ptx+α)(qtx+β) est strictement quasiconcave
sur X convexe.

1.6.2 Résultats théoriques

Les programmes quadratiques quasiconcaves partagent quelques propriétés impor-
tantes avec les programmes de programmation linéaire.

Comme la fonction f(x) est quasiconcave, les contraintes sont linéaire alors, D’après
les théorèmes 1.4.3, 1.4.4, des conséquences pour un problème de programmation qua-
dratique IQP peuvent être cités :
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• Puisque la fonction f est strictement quasiconcave sur X alors d’après le théorème
1.4.4 maximum local du problème (IQP ) est un maximum global.

• Puisque f est quasiconcave et continue sur X alors, d’après le théorème 1.4.3, une
solution optimale du problème (IQP ) est atteinte en un point extrême de X .

1.6.3 Applications des problèmes quadratiques indéfinis

Une application pour ce type de programme peut être trouvée dans la théorie mi-
croéconomique [32], [53] ; étant donné un consommateur rationnel souhaitant maximiser
son utilité de consommer deux produits soumis à une contrainte budgétaire, la fonction
d’utilité étant le produit des quantités des deux produits consommés, il est claire que la
consommation est limitée par les niveaux de production des produits et par conséquent
il est utile d’inclure des contraintes linéaires supplémentaires relatives aux ressources et
aux capacités.

1.6.4 Méthode de Résolution

De nombreuses méthodes exactes ont été proposées pour la résolution des problèmes
modélisés sous forme de (IQP ), nous pouvons citer en particulier les méthodes proposées
par K. Swarup[93], S.D. Sharma[84], C.R. Bector et M. Dahl [11], et P. Anand [8].

Dans un autre travail, Swarup [93] a montré que la fonction quadratique indéfinie
est explicitement quasiconcave et que, par conséquent, un minimum local se situe en un
point extrême de l’ensemble réalisable et a fourni une méthode similaire à la méthode du
simplexe pour trouver un minimum local. Bector et Dahl [11] ont également présenté une
technique similaire à la méthode du simplexe pour résoudre le problème IQP . Erenguc et
Benson [46] ont proposé un algorithme pour trouver le minimum global d’une fonction
quadratique indéfinie sur des entiers contenus dans un ensemble convexe compact en
transformant le problème en un problème équivalent avec une fonction objectif séparable.
Li et al.[61] ont proposé un algorithme basé sur la relaxation lagrangienne alors que Sun
et al. [92] ont proposé une relaxation convexe et une décomposition lagrangienne pour
résoudre les problèmes de programmation quadratique indéfini en nombres entiers .

On considère le problème (IQP ) suivant :

(IQP )


max f(x) = (ptx+ α)(qtx+ β) = f1(x).f2(x)
sc

X = {x ∈ Rn/Ax ≤ b, x ≥ 0}
(1.8)
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Où f1(x) = (ptx + α) > 0 et f2(x) = (qtx + β) > 0 ∀x ∈ X , p, q ∈ Rn et α, β ∈ R,
L’ensemble X est supposé borné non vide.

La fonction f étant explicite quasi-concave dans X , le maximum de f sera pris à un
sommet de X et le maximum local atteint sera le maximum global [93]. Par conséquent,
la technique du simplexe [12] peut être appliquée pour obtenir une solution optimale du
problème 1.8.

La méthode Simplexe [35] fournit un algorithme systématique qui consiste à passer
d’une solution réalisable de base correspondant à un sommet du polyèdre X vers une
autre solution de base de telle sorte que la fonction objectif soit meilleure. Cette pro-
cédure est alors répétée jusqu’à obtention d’une solution qui soit optimale pour notre
problème. Si la fonction objectif est améliorée à chaque itération, donc on ne peut jamais
passer par un même sommet deux fois. Étant donné que le nombre de sommets est fini,
le procédé atteint le point optimale en un nombre fini d’étapes.

La méthode proposée pour résoudre le problème (IQP ) [93] est une méthode exacte-
ment semblable à la technique du simplexe utilisé pour la programmation linéaire. Les
différentes itérations de la méthode sont réalisées dans un tableau du simplexe augmenté
qui comprend m+3 lignes. Les m premières lignes correspondent aux contraintes d’ori-
gine, les lignes m+1 et m+2 correspondent aux deux facteurs f1(x), f2(x) de la fonction
objectif quadratique du problème (IQP ) et la ligne m+3 correspond au vecteur de la
direction de croissance de la fonction f(x), noté γj, calculés pour les variables hors base
dont la formule sera donnée dans ce qui suit.

La méthode variante du simplexe pour la résolution des programmes qua-
dratique indéfinie

Soit xB une solution réalisable de base pour le problème (1.8) avec une matrice de
base correspondante B tel que :

xB = B−1b.

I et N représentent, respectivement, l’ensemble des indices de variables de base et l’en-
semble des indices de variables hors bases correspondant à xB tel que :

I = {i|ai ∈ B},
N = {j|aj 6∈ B}.
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Soit f(xB) = f1(xB)f2(xB) tel que

f1(xB) = pTBxB + α = pBB
−1b+ α,

f2(xB) = qTBxB + β = qBB
−1b+ β.

aussi, on suppose que pour cette solution de base réalisable

z
(1)
j = pTBB

−1aj

z
(2)
j = qTBB

−1aj,

sont connus pour chaque colonne aj, j ∈ N .

Comme dans [51], si la solution réalisable de base est notée x̂B alors x̂B = B̂−1b, où

B̂ = (b̂1, . . . , b̂m)

est la nouvelle matrice inversible obtenue à partir de B en supprimant bk et en le rem-
plaçant par aj.

Les colonnes de la nouvelle matrice B̂ sont données par :

b̂i = bi, i 6= k

b̂k = aj, j ∈ N

et les valeurs des nouvelles variables de base en fonction des variables originaux et
de yij sont,

x̂Bi
= xBi

− xBk

yij
ykj

, i 6= k

x̂Bk
= xBk

ykj
,

où

aj =
m∑
1
yijbi.

Par conséquent, la nouvelle valeur de la fonction objectif est f(x̂B) = f1(x̂B)f2(x̂B),
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où
f1(x̂B) = pBx̂B + α

=
m∑
i=1
i 6=k

pBi
x̂Bi

+ pBk
x̂Bk

+ α

=
m∑
i=1
i 6=k

pBi
(xBi
− xBk

yij
ykj

) + xBk

ykj
pBj

+ α

=
m∑
i=1

pBi
(xBi
− xBk

yij
ykj

) + xBk

ykj
pBj

+ α

=
m∑
i=1

pBi
xBi

+ α− xBk

ykj

m∑
i=1

pBi
yij + xBk

ykj
pBj

= pBxB + α + xBk

ykj
pBj
− xBk

ykj
z

(1)
j

= f1(xB) + xBk

ykj
(pBj
− z(1)

j )

= f1(xB) + µj(pj − z(1)
j ),

(1.9)

avec µj = xBk

ykj
= min

{
xBi

yij
| yij > 0, i ∈ I

}
, j ∈ N .

D’une manière similaire, on peut montrer que

f2(x̂B) = f2(xB) + µj(qj − z(2)
j ). (1.10)

Par conséquent, en utilisant (1.9-1.10), on obtient

f(x̂B) = (pBx̂B + α)(qBx̂B + β)
= [f1(xB) + µj(pj − z(1)

j )][f2(xB) + µj(qj − z(2)
j )]

= f1(xB)f2(xB) + µj[f2(xB)(pj − z(1)
j ) + f1(xB)(qj − z(2)

j ) + µj(pj − z(1)
j )(qj − z(2)

j )]
= f(xB) + µj[f2(xB)(pj − z(1)

j ) + f1(xB)(qj − z(2)
j ) + µj(pj − z(1)

j )(qj − z(2)
j )],

avec µj est strictement positif dans le cas de non dégénérescence.
Notons les composantes du vecteur croissance γ by

γj = [f2(xB)(pj − z(1)
j ) + f1(xB)(qj − z(2)

j ) + µj(pj − z(1)
j )(qj − z(2)

j )].

Par conséquent,
f(x̂B)− f(xB) = µjγj. (1.11)

Soit une solution de base réalisable xB = B−1b pour un problème quadratique indé-
fini, la valeur de la fonction objectif de cette solution étant (pBxB + α)(qBxB + β). Si
pour une colonne aj, j ∈ N pour laquelle γj > 0, et au moins un yij > 0, i = 1, 2, . . . ,m,
alors il est possible d’obtenir une nouvelle solution réalisable de base en remplaçant
l’une des colonne de B par aj, et la nouvelle valeur de la fonction objectif f(x̂B) satisfait
f(x̂B) > f(xB) i la dégénérescence n’est pas présente. Ainsi, nous pouvons passer d’une
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base à l’autre tant qu’il existera des aj hors base, avec la condition γj > 0 et à chaque
étape, la fonction objectif est améliorée.

Par conséquent, ce processus ne se terminera que lorsque γj ≤ 0 pour chaque colonne
aj, j ∈ N .

Le théorème suivant [93] donne une condition nécessaire et suffisante d’optimalité
pour le problème (1.8).

Théorème 1.6.2 Une solution de base réalisable xB de Xl est optimale pour le problème
(1.8) si et seulement si γj ≤ 0 pour tout j ∈ N .

1.7 Conclusion
Dans ce chapitre, nous nous somme intéressés aux problèmes de l’optimisation non

linéaire à savoir l’optimisation fractionnaire linéaire, et l’optimisation quadratique, nous
avons parcouru toute la richesse et la variété des travaux consacrés aux programmes
fractionnaire linéaire et quadratique. Ce petit tour d’horizon nous a incité à étudier et
détailler d’avantage ces types de problèmes que nous utiliserons à la suite de cette thèse
dans le cadre d’une étude et de résolution d’un problème de l’optimisation d’un critère
quadratique et d’un critère fractionnaire linéaire sur l’ensemble efficient d’un problème
multiobjectif linéaire discret.

36



Chapitre 2

Généralité sur l’optimisation
multiobjectif

Dans ce chapitre, nous présentons l’optimisation mathématique multiobjectif qui sera
le cadre de travail de cette thèse. Nous rappelons les notions fondamentales en

décision multiobjectif, les terminologies usuelles, les principaux résultats ainsi que les
approches de base de la programmation mathématique multiobjectif.

2.1 Introduction
La principale difficulté que l’on rencontre en optimisation monobjectif vient du fait

que modéliser un problème sous la forme d’une équation unique peut être une tâche
difficile. Avoir comme but de se ramener à une seule fonction objectif peut aussi biaiser la
modélisation. L’optimisation multiobjectif autorise ces degrés de liberté qui manquaient
en optimisation monobjectif.

La plupart des problèmes d’optimisation réels sont alors décrits à l’aide de plusieurs
objectifs ou critères qui sont souvent contradictoires ou conflictuels et qui doivent être
optimisés simultanément.

Il n’existe généralement pas de solution qui optimise tous les critères en même temps,
le concept de solution optimale devient alors plus difficile à définir , il faut donc trouver
un compromis. Dans ce cas, la solution optimale cherchée n’est plus un point unique,
mais un ensemble de compromis. Résoudre un problème comprenant plusieurs critères,
consiste donc à calculer le meilleur ensemble de solutions compromis : le front Pareto.

Les premiers travaux dans ce domaine sont dûs à Koopmans [59] en 1951 qui donna
une condition nécessaire et suffisante d’efficacité d’une solution suivis par les travaux
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de Kuhn et Tucker [60] la même année qui formulèrent un problème de maximisation
vectorielle. Depuis, ce domaine a connu un développement fulgurant, traitant aussi bien
du domaine de la programmation multiobjectif linéaire [91] et non-linéaire [68], [69], [45],
[28] que des problèmes multiobjectifs booléen ou en nombres entiers [95].

2.2 Notions fondamentales

2.2.1 Position du problème

On définie un problème multiobjectif comme un problème de décision qui consiste
à optimiser (maximiser ou minimiser) simultanément r fonctions réelles notées fk, k =
1, ...r, appelées critères, souvent contradictoires, sur un ensemble de solutions S.

Ce problème peut être formulé mathématiquement comme :

(MOP )

 ”opt”[f1(x), f2(x), ... , fr(x)]
x ∈ S

Le symbole " " signifie qu’il n’est généralement pas possible de trouver dans S une
solution qui optimise simultanément les r critères.

Dans tous ce qui suit, on considère que toutes les fonctions objectifs sont à "Maxi-
miser".

• Chaque solution est caractérisée par un vecteur x = (x1, x2, ..., xn) représentant le
vecteur de décision avec xi, i = 1, ..., n, des variables de décision et n le nombre de
ces variables,

• f(x) = (f1(x), f2(x) , ..., fr(x)) est le vecteur de r critères fk, k = 1, ..., r et r le
nombre de critères.

• L’ensemble S est un sous-ensemble de Rn décrit implicitement par des contraintes
d’égalités et/ou d’inégalités.

• L’ensemble Rn qui contient S est dit espace de décision .

• L’ensemble Rr qui contient F = f(S) est dit espace des critères.

2.2.2 La relation de dominance

Lors de résolution d’un problème multiobjectif, toute solution admissible (x ∈ S),
ne constitue pas évidemment un bon compromis à considérer ; pour qu’elle le soit, on
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impose généralement une propriété, basée sur une relation d’ordre partiel et appelée
dominance.

Définition 2.2.1 (Dominance) Soient deux vecteurs critères f(x), f(y) ∈ F . On dit
que f(x) domine f(y) si et seulement si f(x) ≥ f(y) et f(x) 6= f(y)
i.e.

fi(x) ≥ fi(y) ∀ i = {1, ..., r} et ∃ i ∈ {1, ..., r} tel que fi(x) > fi(y).

Si f(x) domine f(y), alors f(x) est au moins aussi bon que f(y) sur tous les critères
et meilleur que lui sur au moins un critère.

2.2.3 Optimalité de Pareto

Définition 2.2.2 (Efficacité) Une solution x̄ ∈ S est dite solution efficace (ou Pareto
optimale) si et seulement s’il n’existe pas de solution x ∈ S telle que fi(x) domine fi(x̄)
∀ i ∈ {1, ..., r}.

Un point est efficace si son image par f est un vecteur critère non dominé. Une
définition équivalente de l’efficacité est :

Définition 2.2.3 Une solution x̄ ∈ S est dite solution efficace si et seulement s’il
n’existe pas de solution x ∈ S telle que

fi(x) ≥ fi(x̄), ∀ i ∈ {1, ..., r} et ∃ j ∈ {1, ..., r} avec fj(x) > fj(x̄).

A partir d’un point efficace, il est impossible d’augmenter la valeur d’un des critères
sans diminuer la valeur d’au moins un autre critère.

Définition 2.2.4 Une solution x̄ ∈ S est dite solution faiblement efficace si et seulement
s’il n’existe pas de solution x ∈ S telle que :

fi(x) > fi(x̄), ∀ i ∈ {1, ..., r}.

Il est clair qu’une solution efficace est faiblement efficace, mais l’inverse est faux.

Définition 2.2.5 (Ensemble Pareto optimal) L’ensemble Pareto optimal de S (ou
l’ensemble efficients), est défini par l’ensemble X :

X = {x ∈ S| @x′ ∈ S, f(x′) domine f(x)}.
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Définition 2.2.6 (Frontière Pareto de F ) Soit F l’image dans l’espace des critères
de l’ensemble réalisable S. La frontière Pareto SND de F est définie par :

SND = {y ∈ F | @y′ ∈ F, y′ > y}.

Elle est aussi définie comme l’image de l’ensemble Pareto optimal dans l’espace F .
Un exemple de surface de Pareto en dimension 2 est montré à la figure 2.1.

Figure 2.1 – La Frontière Pareto

Dans cet exemple, le problème considéré est un problème de maximisation avec deux
critères.

Deux points particuliers apparaissent clairement : le point idéal et le point Nadir, ces
deux points sont calculés à partir de la frontière Pareto. Le point idéal (resp. le point
Nadir) domine (resp. est dominé par) tous les autres points de la surface de Pareto.
Bien que ces points ne soient pas forcément compris dans la zone réalisable, ils servent
comme point de référence permettant de discuter de l’interêt des solutions trouvées. Les
coordonnées de ces points sont définies comme suit :

Définition 2.2.7 (Point Idéal) Les coordonnées du point idéal (ZI) correspondent aux
meilleurs valeurs de chaque objectif des points du front Pareto. Les coordonnées de ce
point correspondent aussi aux valeurs obtenues en optimisant chaque fonction objectif
séparément :

ZI
i = max{yi | y ∈ SND(F )}.

Définition 2.2.8 (Point Nadir) Les coordonnées du point Nadir (Znad) correspondent
aux pires valeurs de chaque objectif des points du front Pareto.

Znad
i = min{yi | y ∈ SND(F )}.
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La figure 2.1 nous indique aussi que la frontière Pareto peut avoir des propriétés
particulières quant à sa forme. La principale caractéristique utilisée pour comparer les
formes de ces courbes est la convexité.

La convexité est le premier indicateur de la difficulté du problème. En effet, certaines
méthodes sont dans l’incapacité de résoudre des problèmes non convexes de manière opti-
male. Mais il existe d’autres indicateurs tout aussi importants, notamment la continuité,
la nature des variables de décision (entières ou réelles),...

2.2.4 Détection graphique de l’efficacité

Une version "graphique" de l’optimalité au sens de Pareto utilise le théorème du
contact.

Définition 2.2.9 Soit V ⊂ Rr, V 6= ∅. V est un cône si α.v ∈ V pour tous scalaire
α ≥ 0 et tout v ∈ V .

Définition 2.2.10 (Cône non négatif) Un cône non négatif est défini dans Rr par
C+ = {x|f(x) ∈ Rr et f(x) ≥ 0}.

Définition 2.2.11 (Théorème du contact) Un vecteur x est optimal au sens de Pa-
reto pour un problème d’optimisation multiobjectif donné si (C+ + x) ∩ F = {x}.

L’utilisation de ce théorème est illustré par la figure 2.2

Figure 2.2 – Le théorème du contact
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2.2.5 Caractérisation des solutions efficaces

Nous présentons quelques caractérisations qui permettent de tester l’efficacité d’une
solution réalisable d’un problème d’optimisation multiobjectif.

Théorème 2.2.1 (Wendell[96]) Soit x∗ ∈ S un vecteur décision donné et x̂ un vecteur
quelconque de S. Le vecteur x∗ est Pareto optimal pour le problème multiobjectif (MOP )
si et seulement x∗ est une solution optimale du problème auxiliaire suivant : min∑r

i=1 fi(x)
s.c. x ∈ S avec fi(x) ≤ fi(x̂), ∀i ∈ {1, ..., r}.

(2.1)

Théorème 2.2.2 (Benson [15]) Soit x∗ une solution réalisable arbitraire donnée et
soit le problème unicritère suivant : max Θ∑r

i=1 εi

s.c. x ∈ S avec fi(x) + εi = fi(x∗), avec εi ≥ 0 ∀i ∈ {1, ..., r}.
(2.2)

Le vecteur x∗ est Pareto optimal pour (mop) si et seulement si la valeur optimale de la
fonction objectif Θ est nulle dans le problème 2.2.

Si pour un point x̂, la valeur de Θ est différente de zéro alors x̂ est Pareto optimal.

Définition 2.2.12 Soit S ∈ Rn → R et x̄ ∈ S. Alors :
L≥f(x̄) = {x ∈ S : f(x) ≥ f(x̄)} est appelé ensemble niveau (level set) de x̄ pour f .
L=f(x̄) = {x ∈ S : f(x) = f(x̄)} est appelé courbe niveau (level curve) de x̄ pour f .

Théorème 2.2.3 (Ehrgott [44]) Soit x̄ ∈ S est Pareto optimale pour le problème
multiobjectif (MOP ) si et seulement si :

r⋂
i=1

L≥fi(x̄) =
r⋂
i=1

L=fi(x̄) (2.3)

2.3 Choix de la méthode d’aide à la décision
Dans la résolution d’un problème multiobjectif menant à la détermination d’un en-

semble de solutions Pareto, il est nécessaire de faire intervenir l’humain à travers un
décideur, pour le choix final de la solution à garder. Ainsi, avant de se lancer dans la
résolution d’un problème multiobjectif, il faut se poser la question du type de méthodes
d’optimisation à utiliser. Elles peuvent être classées suivant trois catégories qui diffèrent
selon les préférences du décideur pour la construction de sa fonction d’utilité.

Nous pouvons trouver les familles suivantes [38] :
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• Les méthodes d’optimisation à priori : dans ce cas, le compromis que l’on désire
faire entre les critères a été défini avant l’exécution de la méthode. Ainsi une
seule exécution permettra d’obtenir la solution recherchée. Cette approche est donc
rapide, mais il faut cependant prendre en compte le temps de modélisation du
compromis et la possibilité pour le décideur de ne pas être satisfait de la solution
trouvée et de relancer la recherche avec un autre compromis.

• Les méthodes d’optimisation progressives : ici, le décideur intervient dans le proces-
sus de recherche de solutions en répondant à différentes questions afin d’orienter la
recherche. Cette approche permet donc de bien prendre en compte les préférences
du décideur, mais nécessite sa présence tout au long du processus de recherche.

• Les méthodes d’optimisation à posteriori : Dans cette troisième famille de mé-
thodes, on cherche à fournir au décideur un ensemble de bonnes solutions bien
réparties. Il peut ensuite, au regard de l’ensemble des solutions, sélectionner celle
qui lui semble la plus appropriée. Ainsi, il n’est plus nécessaire de modéliser les
préférences du décideur (ce qui peut s’avérer être très difficile), mais il faut en
contre-partie fournir un ensemble de solutions bien réparties, ce qui peut égale-
ment être difficile et requérir un temps de calcul important (mais ne nécessite pas
la présence du décideur).

On peut trouver des méthodes d’optimisation multiobjectif qui n’entrent pas exclu-
sivement dans une famille. On peut utiliser, par exemple, une méthode à priori en lui
fournissant des préférences choisies aléatoirement.

Nous nous placerons dans le cadre de cette troisième famille de méthodes où la
modélisation des préférences n’est pas requise et où le procédé d’optimisation doit être
puissant afin de fournir l’ensemble de solutions Pareto optimales ou à défaut une très
bonne approximation de la frontière Pareto.

Dans ce type de méthode, deux phases importantes sont à considérer : la phase de
recherche de l’ensemble des solutions Pareto optimales, que nous appellerons de façon
abusive, résolution du problème d’optimisation et la phase de choix parmi ces solutions,
qui relève de l’aide à la décision. Cette deuxième phase ne sera pas traitée dans notre
travail.
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2.4 Programmation linéaire multiobjectif en nombre
entiers MOILP

La programmation linéaire est l’une des plus importantes techniques d’optimisation
utilisées en recherche opérationnelle. Ses développements théoriques ont été suggérés et
accélérés par un grand nombre d’applications pratiques, dans le domaine de l’économie,
de la gestion et autres.

En pratique, très souvent, la présence de variables discrètes (ou entières) est inévi-
table dans la modélisation en optimisation et ces variables modifient considérablement
la structure mathématique du problème. Il en résulte que des méthodes spécifiques à
cette situation sont nécessaires.

Ce chapitre a pour objectif principal de présenter le contexte de l’optimisation li-
néaire multiobjectif discrète et de présenter quelques méthodes exactes permettant de
caractériser totalement ou partiellement l’ensemble de solutions efficaces du problème.

2.4.1 Formulation du problème

Un problème de la programmation linéaire multiobjectif en nombres entiers est défini
comme suit :

(P )



max Z1(x) = c1x

max Z2(x) = c2x
...
max Zr(x) = crx

sc

x ∈ S = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0}
x vecteur entier

où r ≥ 2, ci ∈ Rn pour tout i = {1, ..., r} ; A est une m×n-matrice et b un m-vecteur
à coefficients entiers.

La solution du problème de programmation multiobjectif linéaire à variables entières
(P ) consiste à trouver toutes les solutions efficaces au sens de la définition suivante :

Définition 2.4.1 Un point x0 ∈ S est efficace ou Pareto optimale pour (P ) si et
seulement si il n’existe pas un autre point x1 ∈ S tel que Zi(x1) ≥ Zi(x0) pour tout
i ∈ {1, ..., r} et Zi(x1) > Zi(x0) pour au moins un i ∈ {1, ..., r}.
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2.4.2 Solutions supportées et non supportées

Considérons le problème (PR) relaxation continue du problème (P) :

(PR)



max Z1(x) = c1x

max Z2(x) = c2x
...
max Zr(x) = crx

sc

x ∈ S

Le théorème suivant s’applique à un programme avec objectifs linéaires et domaine
réalisable convexe.

Théorème 2.4.1 (Geoffrion[47]) Soit le problème unicritère linéaire suivant :

(Pλ)


max∑r

i=1 λiZi(x)
sc

x ∈ S et λi ∈ Λ, ∀i ∈ {1, ..., r}
(2.4)

La solution x∗ est efficace pour le problème (PR) si et seulement si x∗ est une solution
optimale du problème paramétrique (Pλ) où Λ = {λi : ∑r

i=1 λi = 1 etλi > 0,∀i ∈
{1, ..., r}}

D’après ce théorème, l’ensemble efficient du problème (PR) sans les contraintes d’inté-
grité est bien caractérisé par les solutions du problème paramétrique (Pλ). Ces solutions
se trouvent sur la frontière de S, elles sont appelées solutions supportées.

Différemment du cas continu, la difficulté principale rencontrée lorsqu’on traite les
problèmes multiobjectif à variables discrètes est l’existence de solutions efficaces pour
(P ) qui ne sont pas optimales pour (Pλ) et ce en raison de la non-convexité du domaine
réalisable, ces solutions efficaces sont dites solutions non supportées (le front Pareto de
(P ) est l’union de l’ensemble des solutions supportées et de l’ensemble des solutions non
supportées de (P )).

La nature des problèmes de programmation linéaire en variables continues et les pro-
blèmes de programmation linéaire en variables discrètes est différente. Contrairement à
la programmation linéaire continue où on s’intéresse seulement aux solutions sommets
du polyèdre, les solutions optimales du problème discret peuvent se trouver à l’intérieur
du polyèdre et par conséquent la recherche d’une solution optimale d’un problème de
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la programmation en nombres entiers est souvent NP-difficile et peut être même NP-
complet [85].

Il faut noter cependant que, si un problème d’optimisation combinatoire est facile à
résoudre, il n’est pas de même pour sa version multiobjectif.

2.4.3 Quelques méthodes de résolution d’un problème MOILP

Plusieurs chercheurs, citons en particulier, Steuer et Choo [91], Klein et Hannan [58],
Crema et Sylva [33], Gupta et Malhotra [48], Abbas et Moulaï [3], Abbas et Chaabane
[4], motivés par de nombreuses stratégies, se sont intéressés à caractériser totalement ou
partiellement l’ensemble des solutions efficaces du problème de programmation linéaire
multiobjectif en nombres entiers. Dans cette partie, quelques méthodes de résolution des
problèmes MOILP sont exposées.

Méthode de D.Klein & E.Hannan :

La technique proposée par D.Klein & E.Hannan [58] peut être utilisée aussi bien
pour identifier l’ensemble de toutes les solutions efficaces que pour en caractériser une
partie seulement. Elle consiste à résoudre progressivement une séquence de programmes
linéaires unicritère en nombres entiers avec des contraintes ajoutées à chaque étape. Les
contraintes supplémentaires éliminent les solutions efficaces déjà trouvées, et font en
sorte que les nouvelles solutions générées soient efficaces.

Algorithme 1 : Klein & Hannan

Etape1 : Résoudre le problème (P1) définit comme suit :

(P1) : max{Zi = cix, x ∈ D = {x ∈ Rn| Ax ≤ b, x ≥ 0, x entier}}

(L’indice i est pris arbitrairement dans 1, ..., r)

Si la solution optimale de (P1), notée x1, est unique, alors elle est efficace pour
(P ).

Sinon , déterminer toutes les solutions alternatives et à x1 et par comparaison
deux à deux des vecteurs critères associés, garder uniquement celles qui sont
efficaces pour construire l’ensemble Eff(P1) des solutions efficaces générées
à l’étape 1.
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Étape générale j : A l’étape j, on résout le problème (Pj) qui est définit comme suit :

(Pj)



maxZi = cix

sc

x ∈ D⋂q
l=1

(⋃r
i=1
i 6=s

cix ≥ ciyl + fi

)

Avec fi ≥ 1 entier, yl (l = 1, ..., q) les points efficaces obtenus jusqu’à l’étape j−1.
Si Eff(Pj) est l’ensemble des solutions efficaces obtenues à l’étape j et Y j l’en-
semble des points efficaces accumulés à la fin de l’étape j, alors Y j = Y j−1 ∪
Eff(Y j) pour j ≥ 2 avec Y 1 = Eff(P1).

Étape finale n : La procédure s’arrête lorsque le problème (Pn) est irréalisable.

Si à chaque étape j, fi = 1 ; ∀i = {1, ..., r} ; i 6= s, la procédure trouve l’ensemble de
toutes les solutions efficaces du problème (P ). Cependant, si pour certaines valeurs de
i, fi > 1 seulement un sous ensemble de solutions efficaces sera généré.

Méthode de M.Abbas et M.Moulaï

Cette méthode a été proposée par M. Abbas & M. Moulai [3] pour la détermination
de toutes les solutions efficaces du problème de programmation linéaire multiobjectif en
nombres entiers. Elle peut être vue comme une alternative à celle de Gupta & Malhotra
[48] (première procédure) , où les auteurs ont proposé un autre test d’arrêt permettant
à l’algorithme de fournir toutes les solutions efficaces.

On considère le problème :

(P1) : max{Z1 = c1x, x ∈ D = {x ∈ Rn| Ax ≤ b, x ≥ 0, x entier}}

dont le problème relaxé est :

(P1) : max{Z1 = c1x, x ∈ S = {x ∈ Rn| Ax ≤ b, x ≥ 0}

avec S = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0}.

Pour les besoins de la description de la méthode, on définit les paramètres suivants
pour k ≤ 1 :
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• Sk = {x ∈ Rnk |Akx ≤ bk, Ak ∈ Rmk×nk , bk ∈ Rmk x ≥ 0} comme étant la région
courante tronquée de S obtenue par application de la coupe :∑

j∈Nk−1\{jk−1}

xj ≥ 1.

et éventuellement des coupes successives de Gomory, avec jk−1 un indice hors base
quelconque.

• xk : la kième solution optimale entière du problème (P1) obtenue sur Sk.

• Bk : une base de Sk.

• Nk : ensemble des indices des variables hors base hors base de xk.

• Âk = (ABk
)−1Ak.

• Ĉk = (Ck)− πkAk avec πk = (CBk
)(ABk

)−1.

• Γk = {j ∈ Nk|(ĉ1
k)j < 0 et (ĉik)j > 0 pour au moins un critère i, i = 2, r}.

• Ωk = {j ∈ Nk|(ĉ1
k)j = 0}.

• Ψk = {j ∈ Nk|(ĉ1
k)j < 0 et (ĉik)j < 0 pour au moins un critère i, i = 2, r}.

Définition 2.4.2 Une arrête Ejk , jk ∈ Nk incidente à xk est définie comme étant l’en-
semble :

X ∈ Rnk |


xi = xki − θjk â

jk
lig(i)k

i ∈ Bk

xjk = θjk
xl = 0 ∀l ∈ Nk\jk

 (2.5)

où 0 ≤ θjk ≤ θ = mini∈Bk

 xki
âjklig(i)k

|âjklig(i)k
> 0

 .

Les points entiers se trouvant sur l’arête Ejk sont identifiés de telle sorte que θjk soit
entier et θjk × â

jk
lig(i)k

entier ∀i ∈ Bk.

Remarque 2.4.1 Si x0, solution optimale du problème (P1), n’est pas unique alors il
existe une autre solution x1 6= x0 tel que Z1(x1) = Z1(x0). On dit alors que x1 est une
solution optimale alternative de x0.
La relation précédente permet de déterminer ces solutions alternatives.
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On note par nbjk le nombre de solutions entières se trouvant sur l’arête Ejk y compris
xk.

Notons par SND(P ) l’ensemble des solutions potentiellement non dominées générées
jusqu’à l’étape k, k ≥ 1.

Algorithme 2 : Abbas & Moulai

Étape 1 : Résoudre le problème (P1) définit par :

(P1) : max{Z1 = c1, x ∈ D = {x ∈ Rn| Ax ≤ b, x ≥ 0, x entier}}

et trouver la solution optimale entière x1 sur S1. Construire l’ensemble Ω1.

Étape 2 : Tester l’ensemble Ω1.

Cas 1 : Ω = ∅, alors x1 est l’unique solution optimale sur S1.
Soit (z1

1 , z
2
1 , ..., z

r
1) le vecteur critère correspondant, il est enregistré dans SND(P )

comme étant le premier r-uplet non dominé.
Tronquez le point x1 par la coupe de Dantzig :∑

j∈N1

xj ≥ 1.

et par application de la méthode dual de simplexe et des coupes successives
de Gomory si nécessaire, on obtient une solution entière, soit x2 dans la région
tronquée S2. Mettre à jour SND(P ).

Cas 2 : Si Ω 6= ∅, alors choisir un indice quelconque j1 ∈ Ω1 et calculer le nombre
θ de l’opération pivot.

si θ ≥ 1, alors déterminer toute les solutions entières alternatives à x1, yq1,
q = 2, nbj1 , le long de l’arête Ej1 et mettre à jour SND(P ).

Comme les solutions alternatives ont la même valeur de z1 que celle de
x1, le premier point potentiellement non dominé est choisit comme le r-
uplet ayant la plus grande valeur de z2, sinon choisir celui qui a la plus
grande valeur de z3 et ainsi de suite jusqu’à l’obtention du premier r-uplet
potentiellement non dominé.
Tronquer l’arrête Ej1 par la coupe :∑

j∈N1\{j1}
xj ≥ 1.
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L’algorithme dual du simplexe et des coupes successives de Gomory éven-
tuelles, permettant d’obtenir une solution entière x2 dans la région tron-
quée S2. Mettre à jour SND(P ).

Si pour tous j1 ∈ Ω1, on a θ < 1, alors choisir un indice quelconque j1 ∈ Ω1

et appliquer la coupe : ∑j∈N1\{j1} xj ≥ 1.
De la même manière (appliquer la méthode dual du simplexe et des coupes
de Gomory éventuelles), on obtient une solution entière x2 dans la région
tronquée S2. Mettre à jour SND(P ).

Étape k : (k ≥ 3) Choisir un indice jk−1 ∈ Γk−1, déterminer toutes les solutions
entières yqk−1, q = 2, nbjk−1 alternatives à xk−1 se trouvant sur l’arête Ejk−1 , lors-
qu’elles existent et mettre à jour l’ensemble SND(P ).
Tronquer l’arrête Ejk−1 par la coupe :

∑
j∈Nk−1\{jk−1}

xj ≥ 1.

et chercher de nouveau une solution entière dans la région tronquée Sk, soit xk.
Mettre à jour l’ensemble SND(P ).
Après application de la méthode duale du simplexe et éventuellement, des coupes
successives de Gomory, la solution optimale entière obtenue sur la région Sk sera
xk. Ceci marque le début de l’étape k + 1.

Étape finale : Le processus se termine quand l’impossibilité de l’opération pivot de la
méthode dual du simplexe apparaît, indiquant que la région courante ne contient
aucun point entier et que l’ensemble des solutions efficaces est complètement dé-
terminé.

Méthode de M.Abbas et D.Chaabane

M. Abbas et D. Chaabane ont proposé dans [4] la méthode de détermination des
solutions efficaces dans l’espace des variables discrètes , cette méthode est une forme
améliorée de la méthode de Gupta et Malhotra où le test d’arrêt est corrigé pour déter-
miner toutes les solutions efficaces du problème (P ) sans n’en manquer aucune.
Cette méthode utilise les mêmes paramètres que ceux définis dans la méthode précé-
dente.
Notons par SND(P ) l’ensemble des solutions potentiellement non dominées générées
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jusqu’à l’étape k ; k ≥ 1.

Algorithme 3 : Abbas & Chaabane

Étape 1 : Résoudre le problème (P1).
Soit x1 la solution optimale entière x1 et (Z1

1 , Z
2
1 , ..., Z

r
1) le vecteur critère corres-

pondant. Construire l’ensemble Ω1.

Si Ω1 = ∅, alors la solution optimale est unique SND(P ) := {(Z1
1 , Z

2
1 , ..., Z

r
1)}.

Aller à l’étape 2.

Sinon , la solution optimale peut ne pas être unique. Pour chaque j ∈ Ω1, calculer
θ.

Si ∀j ∈ Ω1, on a θ < 1, alors il n’y a pas de solution alternative à x1 le long
de l’arête Ej, j ∈ Ω1.
SND(P ) := {(Z1

1 , Z
2
1 , ..., Z

r
1)}. Aller à l’étape 2.

Sinon ,
tant que il existe au moins un j ∈ Ω1, tel que θ ≥ 1, faire :

• Explorer l’arête Ej,
• Évaluer en chacune des solutions entières trouvées les r critères,
• Mettre à jour SND(P ).

Choisir arbitrairement un j ∈ Ω1, initialiser k à 1 et aller à l’étape 2.2 .

Étape 2 : (k = 1)

Étape 2.1 : construire l’ensemble Ψk.

Si Ψk = ∅, alors aller à l’étape 2.2 (la coupe devient une coupe de Dantzig :∑
j∈N xj ≥ 1).

Sinon , poser ψ = Ψk. Aller à l’étape (a).

Étape (a) : Choisir un indice jk ∈ ψ et calculer le nombre θ.
Si θ < 1, alors il n’y a aucune solution entière sur l’arête Ejk .

ψ := ψ\{jk}.
Si ψ = ∅, alors choisir un jk ∈ Ψk et aller à l’étape 2.2.
Sinon , aller à l’étape (a).

Sinon , déterminer les solutions entières sur Ejk et évaluer en chacune
d’elles les r critères.
Mettre à jours l’ensemble SND(P ). Aller à l’étape 2.2.

51



Généralité sur l’optimisation multiobjectif

Étape 2.2 : Utiliser la coupe ∑j∈Nk\{jk} xj ≥ 1. pour réduire le domaine de re-
cherche et par application des méthodes duales du simplexe et les coupe de
Gomory si nécessaire, on obtient xk+1 comme étant la solution optimale du
problème augmenté.
Mettre à jour SND(P ), k := k + 1 et aller à l’étape 2.1.

Test d’arrêt : La procédure prend fin quand l’opération pivot est impossible, le pro-
blème est devenu non réalisable dans la nouvelle région tronquée.

Remarque 2.4.2 Aussi bien dans l’algorithme Abbas & Moulai que dans l’algo-
rithme Abbas & Chaabane, on visent à énumérer l’ensemble de toutes les solutions
réalisables du problème étudié. De plus, pour la recherche des solutions entières, ces deux
algorithmes utilisent les coupes fractionnaires de Gomory qui convergent très lentement.

Méthode A. Sylva et J. Crema

La méthode développée par Crema et Sylva [33] est une variante de celle de Klein et
Hannan étudiée précédemment. Son principe repose sur la résolution d’une succession
de programmes linéaires en nombres entiers optimisant à chaque étape une combinaison
positive des critères. Un ensemble de contraintes est rajouté à chaque fois assurant la dé-
tection d’une nouvelle solution efficace. A la fin, la méthode fournit l’ensemble de toutes
les solutions non dominées du problème de programmation linéaire discrète à objectifs
multiples.
Les auteurs considèrent que les données du problème (P ) sont entières, aussi bien la
matrice des contraintes A, le vecteur second membre b que les coefficients cij de tous les
critères.

Algorithme 4 : Sylva & Crema

Etape1 : Après avoir fixer le vecteur poids (λ1, λ2, ..., λr) à des valeurs strictement
positives, la première étape consiste à résoudre le problème (P1) définit comme
suit :

(P1) : max{
r∑
i=1

λic
ix, x ∈ D = {x ∈ Rn| Ax ≤ b, x ≥ 0, x entier}}

Si (P1), n’admet pas de solution, alors (P ) l’est aussi.
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Sinon , Une solution x1 est trouvée et elle est efficace.

Ensuite, une suite de programmes linéaires en nombres entiers augmentés par
certaines contraintes sont résolus progressivement.

Après k étapes du processus :

Si (Pk), n’admet pas de solution, alors l’algorithme s’arrête.

Sinon , une nouvelle solution efficace xk est trouvée et le nouveau problème (Pk+1)
est définit à partir de (Pk) en éliminant toutes les solutions vérifiant cix ≤
cixk, ∀i = 1, ..., r ceci peut être traduit par le rajout de contraintes suivantes :


Cix ≥ (Cixk + fi)yki −Mi(1− yki ) i = 1, ..., r∑r
i=1 yi

k = 1.
yki ≥ 0 i = 1, ..., r.

où −Mi est un minorant pour toute valeur réalisable de la ième fonction
objectif et fi ≥ 1 ; entier, représente la plus petite augmentation possible du
ième critère.

Étape générale k : A l’étape k, on résout le problème (Pk) qui est définit comme suit :

(Pk)



max∑r
i=1 λic

ix

sc

x ∈ D
Cix ≥ (Cixj + fi)yji −Mi(1− yji ), i = 1, r; j = 1, k − 1∑r
i=1 y

j
i = 1, i = 1, r, j = 1, k − 1

yji ∈ {0, 1}, i = 1, r, j = 1, k − 1.

Étape finale n : La procédure s’arrête lorsque le problème (Pn) est irréalisable.

Pour fi = 1, ∀i = 1, ..., r, la méthode génère toutes les solutions non dominées. Lorsque
fi > 1 ; elle prend une valeur permettant d’atteindre la valeur minimale souhaitait par
le décideur pour le ième critère. Dans ce cas, seul un sous ensemble de solutions non
dominées est trouvé.
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2.5 Conclusion
Nous avons présenté dans ce chapitre les principaux concepts de l’optimisation mul-

tiobjectif tels que la modélisation d’un problème multiobjectif, la notion de la dominance
de Pareto et la structure de la surface de compromis. Une classification des méthodes
de résolution a été introduite.

Nous avons, par la suite, présenté les problèmes de la programmation multiobjectif en
nombre entiers sous contraintes linéaires qui représente le cadre général de notre travail.
Les définitions et les concepts de base sont présentés ainsi que les principaux résultats
nécessaires à la résolution d’un problèmeMOILP . Nous avons décrit quelques méthodes
exactes de résolution de MOILP . Ces méthodes sont passées en revue et les avantages
et les inconvénients de chacune sont mentionnées.

Pour le reste de cette thèse, nous nous sommes astreints à cerner le cadre de notre
étude à l’optimisation "à posteriori" (cherchant à générer l’ensemble du front Pareto) à
l’aide de méthodes exactes.
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Chapitre 3

Une méthode de résolution des
problèmes d’optimisation
multiobjectif quadratique indéfinie
en nombres entiers MOIIQP

Dans ce chapitre on présente une méthode de résolution des problèmes d’optimisa-
tion multiobjectif quadratique indéfinie en nombres entiers. L’algorithme proposé

pour ce type de problèmes multiobjectif non linéaire permet d’obtenir l’ensemble de
toutes les solutions efficaces du problème en utilisant le principe de Branch & Cut. À
chaque nœud de l’arborescence, un problème quadratique indéfinie mono-objectif, ob-
tenu en considérant une seule fonction objectif et en éliminant la contrainte d’intégrité,
est résolu en utilisant la méthode du simplexe modifié. Des règles de saturation et des
tests permettent soit de saturer un nœud de l’arborescence, soit de brancher le nœud
en sous-problèmes ou d’ajouter une coupe. Après une présentation de l’algorithme, un
exemple et une expérimentation numériques seront présentés.

3.1 Introduction

La programmation multiobjectif est un domaine de recherche bien connu en optimi-
sation et en recherche opérationnelle. Dans de nombreuses situations, les modèles de la
vie réelle ne sont pas représentés par des fonctions linéaires et les chercheurs ont com-
mencé à se concentrer sur les problèmes de la programmation multiobjectif non linéaire
[69, 70, 13].
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De plus, un travail considérable a été fait sur les problèmes de la programmation en
nombres entiers. Ces problèmes sont de grande importance dans le monde des affaires
et de l’industrie, où des solutions fractionnaires sont souvent irréalistes car les unités ne
sont pas divisibles.

La principale difficulté pour résoudre le problème de programmation quadratique
indéfinie IQP réside dans la non convexité de la fonction objectif. Le produit de deux
fonctions affines n’est pas convexe en général, alors qu’il est quasi-concave [93], donc, si
le problème IQP a une solution optimale, alors il a une solution maximale extrême.

Un algorithme de type simplexe est donné dans [12, 52, 84, 93] et une technique
présentée dans [71] résout le problème d’optimisation quadratique indéfinie dans le cas
d’objectif unique. Malgré ses applications potentielles dans la théorie microéconomique
[53] et le modèle de contrôle prédictif [10], une recherche bibliographique nous a permis
de conclure que la résolution du cas à objectifs multiples, le MOIIQP , n’a pas reçu
l’attention qu’il mérite, et que la littérature sur ce sujet est rare ([9]), alors qu’il existe un
besoin croissant de nouveaux algorithmes capables de calculer rapidement des solutions
efficaces.

Ce chapitre est consacré au problème de la programmation multiobjectif quadratique
indéfinie en nombres entiers MOIIQP . Nous considérons le problème de la maximi-
sation, sous des contraintes linéaires, d’un nombre r de fonctions objectives, chacune
d’elles représentant le type spécial de fonction quadratique, appelée indéfinie, qui peut
être écrit comme un produit de deux fonctions affines strictement positives, les variables
de décision prenant des valeurs entières.

La méthodologie proposée dans ce chapitre utilise un processus de Branch & Bound
renforcé par une coupe efficace, de sorte que toutes les solutions efficaces du problème
MOIIQP soient générées sans calculer l’ensemble des solutions réalisables entières.

3.2 Notations et définitions
Mathématiquement, le problème MOIIQP peut être formulé comme suit :

(MOIIQP )



max f 1(x) = (p1x+ α1)(q1x+ β1)
max f 2(x) = (p2x+ α2)(q2x+ β2)
...

max f r(x) = (prx+ αr)(qrx+ βr)
s.c.

x ∈ D = X ∩ Zn,

(3.1)
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avec Z est l’ensemble des entiers, r ≥ 2, A ∈ Zm×n, b ∈ Zm, pi = (pi1, pi2, . . . , pin) ∈
Z1×n, qi = (qi1, qi2, . . . , qin) ∈ Z1×n, αi, βi ∈ R ; i ∈ {1, 2, ..., r} et X = {x ∈ Rn/Ax ≤
b, x ≥ 0}.

Dans ce qui suit, on suppose que X est un polyhèdre convexe fermé, borné et non
vide, pi(x)+αi et qi(x)+βi sont positifs pour tout i ∈ {1, .., r}, et finalement on suppose
que l’ensemble D est non vide.

Définition 3.2.1 Une solution réalisable x ∈ D est dite solution efficace pour le pro-
blèmeMOIIQP si et seulement s’il n’existe pas de solution y ∈ D telle que f i(y) ≥ f i(x)
pour tout i ∈ {1, ..., r} et fk(y) > fk(x) pour au moins un indice k ∈ {1, ..., r}. Sinon,
x est dite non efficace et son vecteur critère f(x) est dominé par le vecteur critère f(y),
où f(x) = (f i(x))i=1,...,r.

Pour générer toutes les solutions efficaces du problème principal 3.1, la méthode
proposée est basée sur la résolution, à chaque étape, d’un problème de programmation
quadratique indéfinie IQPl (l ∈ N) défini par :

(IQPl)


max f 1(x) = (p1x+ α1)(q1x+ β1)
s.c.

x ∈ Xl,
(3.2)

où p1, q1 ∈ Z1×n, α1, β1 ∈ R, X0 = X et Xl est un sous ensemble de l’ensemble original
X à explorer au nœud l de l’arborescence. Notons que à la place de f 1, et d’une façon
similaire, on peut considérer le problème (IQPl) avec une autre fonction f i pour n’im-
porte quel indice i, i ∈ {2, . . . , r}.

Problème de la programmation quadratique indéfinie La recherche d’une solu-
tion optimale du problème quadratique indéfinie nécessite l’introduction des notations
suivantes :

• xB est une solution réalisable de base du problème (3.2) correspondante à la matrice
de base B tel que xB = B−1b.

• I est l’ensemble des indices des variables de base correspondante à xB.

• N est l’ensemble des indices des variables hors-base correspondante à xB.

De plus,
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• f(xB) = f1(xB)f2(xB) tel que,

f1(xB) = pTBxB + α = pTBB
−1b+ α

f2(xB) = qTBxB + β = qBTB−1b+ β.

• Aussi, on assume que, à cette solution réalisable de base, on a

z
(1)
j = pTBB

−1aj

z
(2)
j = qTBB

−1aj,

définies pour chaque colonne aj =
m∑
i=1

yijbi, j ∈ N .

Si la nouvelle solution réalisable de base est notée x̂B, alors x̂B = B̂−1b, la nouvelle
valeur de la fonction objectif est

f(x̂B)− f(xB) = µjγj. (3.3)

avec
µj = (xB)k

ykj
= min

{
(xB)i
yij
| yij > 0, i ∈ I

}
, j ∈ N

γj = f2(xB)(pj − z(1)
j ) + f1(xB)(qj − z(2)

j ) + µj(pj − z
(1)
j )(qj − z(2)

j ),

µj est strictement positif dans le cas non dégénéré.
Le théorème suivant [71] nous donne la condition d’optimalité du problème (3.2).

Théorème 3.2.1 [71] Étant donnée une solution réalisable xB = B−1b du problème
(3.2), tel que γj ≤ 0 pour chaque colonne aj dans A non dans B, alors xB est une
solution réalisable de base optimale.

Afin de décrire notre procédure pour générer des solutions efficaces du programme
(MOIIQP ), les notations suivantes sont utilisées tout au long de ce chapitre :

• x∗(l) est la première solution entière obtenue en résolvant le problème 3.2 en utili-
sant, éventuellement, le processus de branchement bien connu dans les techniques
de Branch&Bound.

• Il désigne l’ensemble d’indices des variables de base correspondante à x∗(l).

• Nl désigne l’ensemble d’indices des variables hors base correspondante à x∗(l).

• γij est la jième composante du vecteur de la direction de croissance γi pour chaque
fonction objectif f i, i ∈ {1, 2, ..., r} défini dans le dernier tableau du simplexe.
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3.2.1 La coupe efficace

Notons que notre approche est basée sur la méthode de Branch&Cut, de sorte que, à
chaque étape l de l’algorithme une coupe efficace [30] est ajouté au domaine initial pour
supprimer des solutions non efficaces pour le problème multiobjectif (MOIIQP ).

Avant de déterminer l’expression mathématique de cette coupe efficace, il faut d’abord
définir les ensembles suivants à la solution entière x∗(l) :

Hl =
{
j ∈ Nl|∃i ∈ {2, ..., r} , γij > 0

}
∪
{
j ∈ Nl|γij = 0,∀i ∈ {1, ..., r}

}
(3.4)

et la coupe

∑
j∈Hl

xj ≥ 1 (3.5)

est efficace. Alors, l’ensemble

Xl+1 =

x ∈ Xl| ∑
j∈Hl

xj ≥ 1

 . (3.6)

3.3 Développement de la méthode

Dans cette section, nous présentons notre méthode pour générer toute les solutions
efficaces d’un problème d’optimisation multiobjectif quadratique indéfinie en nombres
entiers (3.1). Pour ce, on donne une description détaillée de la méthode, puis la formu-
lation de l’algorithme et enfin des résultats théoriques permettant de prouver l’efficacité
et la finitude de l’algorithme.

3.3.1 Description de la méthode

Soit XE l’ensemble de toutes les solutions efficaces du problème (3.1) initialisé à
l’ensemble vide.

La méthode consiste à résoudre le problème 3.2 à chaque étape de l’algorithme.
Chaque programme (3.2) correspond à un nœud l dans une arborescence structurée.

Un nœud l est sondé si :

• le programme correspondant IQPl est irréalisable.

• l’ensemble Hl est vide.
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On résout le problème IQPl à l’étape l de l’algorithme. Initialement, pour résoudre
le programme IQP0 en utilise la méthode décrite dans [93] qui est une variante de la
méthode du simplexe, sinon pour les autres problèmes IQPl, l 6= 0 on utilise la méthode
dual du simplexe. r lignes sont ajoutés au tableau du simplexe pour mettre à jour les
vecteurs de la direction de croissance, notés γi, i ∈ {1, ..., r}, des r fonctions objectif f i

en respectant la base correspondante.

Si une solution entière x∗(l) est retrouvée au nœud l, elle est comparée aux solutions
entières de l’ensemble XE afin de le mettre à jour. On établie la coupe (5.6) et on l’ajoute
au tableau du simplexe courant, ce qui permet d’éliminer la solution x∗(l) ainsi que des
solutions non efficaces du problème (3.1) et de déterminer une nouvelle solution entière.
Toutefois, si aucune amélioration des critères ne peut être apportée sur le domaine
restant (Hl = ∅), le nœud l sera stérilisé.

Dans le cas où la solution optimale du problème 3.2 est non entière, on note xj la
composante non entière de x∗(l) telle que xj = e où e est un nombre fractionnaire. Le
nœud l sera alors séparé en deux autres nœuds qui lui sont imposées par les contraintes
additionnelles xj ≤ bec et xj ≥ dee où bec indique la partie entière du nombre réel e .

Dans chaque nœud, le programme quadratique obtenu doit être résolu jusqu’à ob-
tention d’une solution entière si elle existe.

La méthode se termine quand tous les nœuds crées sont sondés. L’ensemble des
solutions entières efficaces du problème (3.1) est alors XE.

L’algorithm générant l’ensemble efficient du problème (3.1) est présenté dans ce qui
suit.
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3.3.2 Formulation de l’algorithme

Algorithm 1 Résolution du problème multiobjectif quadratique indéfini en
nombres entiers
Étape 1 : Initialisation
l = 0, X0 = X , XE = ∅

Étape 2 : Étape générale
Tant qu’il existe un nœud non encore sondé dans l’arborescence, choisir un nœud non
sondé et résoudre le programme quadratique indéfini correspondant (3.2) en utilisant la
technique détaillé dans [93].

• Si IQPl n’est pas réalisable, le nœud l correspondant est sondé ;

• Sinon, soit x∗(l) une solution optimale du problème IQPl ;

1. Si x∗(l) est entière, aller à l’étape 2a.

2. Sinon, aller à l’étape 2b.

Étape 2a : Mise à jour de l’ensemble XE.

• Si le vecteur f(x∗(l)) est non dominé par le vecteur f(x) pour tout x ∈ XE alors
XE = XE ∪ {x∗(l)}.

• Si il existe une solution x ∈ XE telle que f(x∗(l)) domine f(x) alors XE = XE \
{x} ∪ {x∗(l)}.
Déterminer les ensembles Nl, Hl ;

1. Si Hl = ∅ alors le nœud l est sondé ; aller à l’étape 2 ;

2. Sinon, ajouter la coupe ∑
j∈Hl

xj ≥ 1 au problème IQPl et aller à l’étape 2, un

nouveau nœud est créé, l = l + 1.

Étape 2b : Processus de Branchement
Choisir une composante non entière de la solution x∗(l) , noté (x∗(l))j et diviser l’ensemble
réalisable Xl en deux sous-ensembles (Xl1 et Xl2) (l1 > l+1, l2 > l+1, l1 6= l2) en ajoutant
à Xl les contraintes de branchement xj ≤ b(x∗(l))jc et xj ≥ d(x∗(l))je respectivement et
aller à l’étape 2.
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3.3.3 Résultats théoriques

Dans ce qui suit, nous donnons les résultats théoriques justifiant la finitude de notre
algorithme.

Théorème 3.3.1 Supposons que Hl 6= ∅ à la solution entière courante x∗(l). Si x est
une solution entière efficace sur le domaine Xl \

{
x∗(l)

}
, alors x ∈ Xl+1.

Preuve 3.3.1 Soit x une solution entière sur l’ensemble Xl \
{
x∗(l)

}
tel que x /∈ Xl+1,

alors x /∈ {x ∈ Xl|
∑
j∈Hl

xj ≥ 1} ce qui implique x ∈ {x ∈ Xl|
∑

j∈Nl\Hl

xj ≥ 1}.

Par conséquent, nous obtiendrons les inégalités suivantes :∑
j∈Hl

xj < 1∑
j∈Nl\Hl

xj ≥ 1.

Il en résulte que xj = 0 pour tout j ∈ Hl et xj ≥ 1 pour au moins un indice j ∈ Nl \Hl.

En utilisant le tableau de simplexe à la solution x∗(l), la valeur mise à jour de chaque
objectifs f i, i ∈ {1, ..., r} est écrite par rapport aux indices de bases j ∈ Il et des indices
hors base j ∈ Nl. Ainsi, on aura les égalités suivantes pour tout les critères :

f i(x)− f i(x∗l ) = f̂ i1f̂
i
2 − f i1f i2

= [f i1 + µj(pij − z
i(1)
j )][f i2 + µj(qij − z

i(2)
j )]− f i1f i2

= µj[f i2(pij − z
i(1)
j ) + f i1(qij − z

i(2)
j ) + µj(pij − z

i(1)
j )(qij − z

i(2)
j )]

= µjγ
i
j.

Comme µj > 0 et les composantes du vecteur de direction de croissance γ1
j ≤ 0 pour

tout j ∈ Nl \ Hl et est strictement inférieur à zéro pour au moins un indice j, alors
f i(x) ≤ f i(x∗(l)) pour tout critère f i i ∈ {1, ..., r}, avec f i(x) < f i(x∗(l)) pour au moins
un critère i ∈ {1, ..., r}.

Par conséquent, le vecteur de critère (f 1(x), . . ., f r(x)) est dominé par (f 1(x∗(l), . . .,
f r(x∗(l))) et x n’est pas efficace.

corrolaire 3.3.1 La contrainte ∑
j∈Hl

xj ≥ 1 définie une coupe efficace.

Preuve 3.3.2 Il est clair que ∑
j∈Hl

xj ≥ 1 est une contrainte efficace valide par le théo-
rème ci-dessus, puisque toutes les solutions efficaces entières dans le domaine actuel
Xl vérifient cette contrainte. De plus, la solution entière courante x∗(l) ne satisfait pas
cette contrainte, puisque xj = 0 pour tout j ∈ Hl. Alors, on peut dire que la contrainte∑
j∈Hl

xj ≥ 1 est une coupe efficace.
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Proposition 3.3.1 Si Hl = ∅ à la solution entière courante x∗(l), alors Xl \
{
x∗(l)

}
est

un domaine exploré.

Preuve 3.3.3 Hl = ∅ signifie que x∗(l) est une solution optimale entière pour tous les
critères, par conséquent x∗(l) est un point idéal dans le domaine Xl et Xl \

{
x∗(l)

}
ne

contient pas de solutions efficaces.

Théorème 3.3.2 L’algorithme proposé génère toute les solutions efficaces entières du
programme (MOIIQP ) en un nombre fini d’itérations, si de telles solutions existent.

Preuve 3.3.4 Comme D, l’ensemble des solutions entières réalisables du problèmeMOILP ,
est un ensemble fini borné contenu dans X , la cardinalité de l’ensemble efficace XE est
aussi un nombre fini . À chaque fois qu’une solution optimale entière x∗(l) est trouvée,
la coupe efficace est ajoutée. Ainsi, selon le théorème et corollaire ci-dessus, au moins la
solution x∗(l) est éliminée lorsque l’on étudie un sous-problème (IQPk), k > l, mais au-
cune solution efficace entière n’est omise. Dans le cas où il n’y a pas de solution entière
optimale dans l’ensemble de décision X , le sous-arbre enraciné au nœud l est exploré et
tous les nœuds sont explorés après un nombre fini d’étapes.

3.4 Exemple Illustratif

Pour montrer l’utilisation de l’algorithme, on considère l’exemple suivant :

MOIIQP



max f 1(x) = (x1 + 2x2 + 1)(−x2 + 10)
max f 2(x) = (3x1 + x2 + 2)(2x1 + x2 + 2)
max f 3(x) = (x1 + 3x2 + 2)(2x1 + 3x2 + 2)
s.c.

3x1 + 4x2 ≤ 24
2x1 + x2 ≤ 10

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 et entiers.

Initialization : Soit XE = ∅, l = 0. Le programme IQP0 est résolu. La première
solution optimale est x∗(0) = (16/5, 18/5), la solution n’est pas entière et les résultats
sont résumés dans la Table 3.1.
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Table 3.1 – La première solution optimale
B1 x3 x4 RHS
x1 -1/5 4/5 16/5
x2 2/5 -3/5 18/5
µj 9 4
p1
j − z

1(1)
j -3/5 2/5 f 1

1=57/5
q1
j − z

1(2)
j 2/5 -3/5 f 1

2=32/5
γ1
j -36/25 -131/25

p2
j − z

2(1)
j 1/5 -9/5 f 2

1=76/5
q2
j − z

2(2)
j 0 -1 f 2

2=12
γ2
j 12/5 -148/5

p3
j − z

3(1)
j -1 1 f 3

1=16
q3
j − z

3(2)
j -4/5 1/5 f 3

2=96/9
γ3
j -124/5 116/5

Comme la solution n’est pas entière, le processus de branchement est déclenché et deux
nœuds N1, N2, correspondants aux deux contraintes suivantes, seront créer :

N1 : x1 ≤ 3.
N2 : x1 ≥ 4.

N1 : la contrainte x1 ≤ 3 est ajoutée au problème IQP0 ; on obtient le problème IQP1

avec une solution optimale x∗(1) = (3, 15
4 ) donnée par la Table 3.2.
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Table 3.2 – Solution optimale continue au nœud N1.
B2 x3 x5 RHS
x1 0 1 3
x2 1/4 -3/4 15/4
x4 -1/4 -5/4 1/4
µj 15 3
p1
j − z

1(1)
j -1/2 1/2 f 1

1 = 23/2
q1
j − z

1(2)
j 1/4 -3/4 f 1

2 = 25/4
γ1
j -17/8 -91/16

p2
j − z

2(1)
j -1/4 -9/4 f 2

1 = 59/4
q2
j − z

2(2)
j -1/4 -5/4 f 2

2 = 47/4
γ2
j -91/16 -583/16

p3
j − z

3(1)
j -3/4 5/4 f 3

1 = 65/4
q3
j − z

3(2)
j -3/4 1/4 f 3

2 = 77/4
γ3
j -291/16 465/16

le processus de branchement est encore déclenché avec comme contraintes :

N3 : x2 ≤ 3.
N4 : x2 ≥ 4.

N3 : la contrainte x2 ≤ 3 est ajoutées au problème IQP1, on obtient le problème IQP2

avec une solution optimale entière x∗(2) = (3, 3), donnée dans la Table 3.3, f(x∗(2)) =
(70, 154, 238). XE = {(3, 3)}, H2 = ∅. Le nœud correspondant est sondé.
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Table 3.3 – Solution entière efficace au nœud N3.
B3 x5 x6 RHS
x1 0 1 3
x2 1 0 3
x4 -1 -2 3
x3 -4 -3 1
µj 3 3
p1
j − z

1(1)
j -1 -2 f 1

1 = 10
q1
j − z

1(2)
j 0 1 f 1

2 = 7
γ1
j -10 -7

p2
j − z

2(1)
j -3 -1 f 2

1 = 14
q2
j − z

2(2)
j -2 -1 f 2

2 = 11
γ2
j -22 -43

p3
j − z

3(1)
j -1 -3 f 3

1 = 14
q3
j − z

3(2)
j -2 -3 f 3

2 = 17
γ3
j -66 -39

N4 : la contrainte x2 ≥ 4 est ajouté aux contraintes du problème IQP1, on obtient un
nouveau problème IQP3 et le tableau suivant 3.4 indicant que la solution x∗(3) = (8

3 , 4)
est optimale.
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Table 3.4 – Solution optimale continue au nœud N4.
B4 x3 x6 RHS
x1 1/3 4/3 8/3
x2 0 -1 4
x4 -2/3 -5/3 2/3
x5 -1/3 -4/3 1/3
µ 8 2
p1
j − z

1(1)
j -1/3 -2/3 f 1

1 = 35/3
q1
j − z

1(2)
j 0 -1 f 1

2 = 6
γ1
j -2 -9

p2
j − z

2(1)
j -1 -3 f 2

1 = 14
q2
j − z

2(2)
j -2/3 -5/3 f 2

2 = 34/3
γ2
j -46/3 -142/3

p3
j − z

3(1)
j -1/3 5/3 f 3

1 = 50/3
q3
j − z

3(2)
j -2/3 1/3 f 3

2 = 58/3
γ3
j -142/9 350/9

Le processus de branchement est appliqué.

N5 : x1 ≤ 2.

N6 : x1 ≥ 3.

N5 : l’inéquation x1 ≤ 2 est ajouté à IQP3, on obtient un nouveau problème IQP4, une
solution optimale entière est alors obtenue x∗(4) = (2, 4), comme le montre le tableau 3.5,
avec f(x∗(4)) = (66, 120, 288). L’ensemble XE est donc mis à jour, XE = {(3, 3), (2, 4)},
H4 = {6}.
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Table 3.5 – Solution entière efficace au nœud N5.

B5 x7 x6 RHS
x1 1 0 2
x2 0 -1 4
x4 -2 1 2
x5 -1 0 1
x3 -3 4 2
µj 2 1/2
p1
j − z

1(1)
j 2 -1 f 1

1 = 11
q1
j − z

1(2)
j -1 0 f 1

2 = 6
γ1
j -6 0

p2
j − z

2(1)
j 1 -3 f 2

1 = 12
q2
j − z

2(2)
j 1 -2 f 2

2 = 10
γ2
j -42 -45/2

p3
j − z

3(1)
j 3 -1 f 3

1 = 16
q3
j − z

3(2)
j 3 -2 f 3

2 = 18
γ3
j -46 213/2

On réduit l’ensemble réalisable du problème IQP4 en utilisant la coupe efficace x6 ≥
1, on obtient un nouveau problème quadratique IQP5 ; la Table 3.6 donne sa solution
optimale x∗(5) = (4

3 , 5) qui est non entière.
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Table 3.6 – Solution continue au nœud N6.
B6 x3 x8 RHS
x1 1/3 4/3 4/3
x2 0 -1 5
x4 -2/3 -5/3 7/3
x5 -1/3 -4/3 5/3
x7 -1/3 -4/3 2/3
x6 0 -1 1
µj 4 1
p1
j − z

1(1)
j -1/3 2/3 f 1

1 = 37/3
q1
j − z

1(2)
j 0 -1 f 1

2 = 5
γ1
j -5/3 -29/3

p2
j − z

2(1)
j -1 -3 f 2

1 = 11
q2
j − z

2(2)
j -2/3 -5/3 f 2

2 = 29/3
γ2
j -43/3 -127/3

p3
j − z

3(1)
j -1/3 5/3 f 3

1 = 55/3
q3
j − z

3(2)
j -2/3 1/3 f 3

1 = 59/3
γ3
j -161/9 355/9

Le processus de branchement est appliqué.

N7 : x1 ≤ 1.
N8 : x1 ≥ 2.

N7 : La contrainte x1 ≤ 1 ajoutée au programme IQP5 donne un nouveau probleme
IQP6 avec une solution optimale entière x∗(6) = (1, 5) comme le montre la Table 3.7
avec f(x∗(6)) = (60, 90, 342). Mise à jour : XE = {(3, 3), (2, 4), (1, 5)} , H6 = {8}.
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Table 3.7 – Solution entière efficace au nœud N7.
B7 x9 x8 RHS
x1 1 0 1
x2 0 -1 5
x4 -2 1 3
x5 -1 0 2
x7 -1 0 1
x6 0 -1 1
x3 -3 4 1
µj 4 1
p1
j − z

1(1)
j 2 -1 f 1

1 = 12
q1
j − z

1(2)
j -1 0 f 1

2 = 5
γ1
j -5 -5/2

p2
j − z

2(1)
j 1 -3 f 2

1 = 10
q2
j − z

2(2)
j 1 -2 f 2

2 = 9
γ2
j -41 77/4

p3
j − z

3(1)
j 3 -1 f 3

1 = 18
q3
j − z

3(2)
j 3 -2 f 3

2 = 19
γ3
j -53 453/4

On applique la coupe x8 ≥ 1 et on utilise la méthode duale du simplexe pour résoudre
le problème IQP7.
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Table 3.8 – Solution entière efficace au nœud N8.
B8 x3 x10 RHS
x1 1/3 4/3 0
x2 0 -1 6
x4 -2/3 -5/3 4
x5 -1/3 -4/3 3
x7 -1/3 -4/3 2
x6 0 -1 2
x9 -1/3 -4/3 1
x8 0 -1 1
µj 0 0
p1
j − z

1(1)
j -1/3 2/3 f 1

1 = 13
q1
j − z

1(2)
j 0 -1 f 1

2 = 4
γ1
j -4/3 -31/3

p2
j − z

2(1)
j -1 -3 f 2

1 = 8
q2
j − z

2(2)
j -2/3 -5/3 f 2

2 = 8
γ2
j -40/3 -112/3

p3
j − z

3(1)
j -1/3 5/3 f 3

1 = 20
q3
j − z

3(2)
j -2/3 1/3 f 3

2 = 20
γ3
j -20 40

La solution optimale est entière x∗(7) = (0, 6), f(x∗(7)) = (52, 16, 400) et est donnée par la
Table 3.8. Comme la solution est efficace, on mis à jour XE = {(3, 3), (2, 4), (1, 5), (0, 6)},
H7 = {10}. La coupe efficace x10 ≥ 1 ajoutée au problème IQP7 donne le problème IQP8

qui est irréalisable, le nœud est alors sondé.

N8 : la contrainte x1 ≥ 2 ajoutée à IQP5 permet d’obtenir le problème infaisable
IQP9, le nœud est sondé.
N6 : la contrainte x1 ≥ 3 ajoutée à IQP3 permet d’obtenir aussi un problème IQP10

infaisable, le nœud est alors sondé.
N2 : on ajoute la contrainte x1 ≥ 4 au problème IQP0, on obtient le problème IQP11,
sa solution optimale x∗(11) = (4, 2), donnée dans la Table 3.9, est entière. f(x∗(11)) =
(72, 192, 192).
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Table 3.9 – Solution entière efficace au nœud N9.
B9 x5 x4 RHS
x1 -1 0 4
x2 2 1 2
x3 -5 -4 4
µj 1 2
p1
j − z

1(1)
j -2 -3 f 1

1 = 9
q1
j − z

1(2)
j 1 2 f 1

2 = 8
γ1
j -12 -11

p2
j − z

2(1)
j -1 1 f 2

1 = 16
q2
j − z

2(2)
j -1 0 f 2

2 = 12
γ2
j 12 -26

p3
j − z

3(1)
j -3 5 f 3

1 = 12
q3
j − z

3(2)
j -3 -4 f 3

2 = 16
γ3
j -108 -66

Mise à jour de l’ensemble XE = {(3, 3), (2, 4), (1, 5), (0, 6), (4, 2)}, H11 = {5}.

En ajoutant la coupe efficace x5 ≥ 1 au problème IQP11, on obtient aura la Table
5.3.6. La solution optimale du problème obtenu (IQP12) est x∗(12) = (5, 0), elle est en-
tière, f(x∗(12)) = (60, 204, 84). Mise à jour : XE = {(3, 3), (2, 4), (1, 5), (0, 6), (4, 2), (5, 0)}
et H12 = {6},
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Table 3.10 – Solution entière efficace au nœud N12.
B10 x6 x4 RHS
x1 -1 0 5
x2 2 1 0
x3 -5 -4 9
x5 -1 0 1
µj 0 0
p1
j − z

1(1)
j -2 -3 f 1

1 = 6
q1
j − z

1(2)
j 1 2 f 1

2 = 10
γ1
j -18 -14

p2
j − z

2(1)
j -1 1 f 2

1 = 17
q2
j − z

2(2)
j -1 0 f 2

2 = 12
γ2
j 12 -29

p3
j − z

3(1)
j -3 -5 f 3

1 = 7
q3
j − z

3(2)
j -3 -4 f 3

2 = 12
γ3
j -88 -57

la coupe x6 ≥ 1 ajoutée à IQP12 rend le problème IQP13 infaisable, le nœud est alors
sondé.

L’algorithme s’arrête puisque tous les nœuds crées sont sondés et l’ensemble de toutes
les solutions entières efficaces du problème MOIIQP est

XE = {(3, 3), (2, 4), (1, 5), (0, 6), (4, 2), (5, 0)}

Pour résumer l’approche proposé à travers cet exemple, nous présentons une arbo-
rescence qui représente les états des nœuds pendant le processus.
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N0 x∗(0) = ( 16
5 , 18

5 )

N1x∗(1) = (3,
15
4

)

N3x∗(2) = (3, 3) ∈ XE

H2 = ∅

N4 x∗(3) = ( 8
3 , 4)

N5x∗(4) = (2, 4) ∈ XE

H4 = {6}

N6x∗(5) = ( 4
3 , 5)

N7x∗(6) = (1, 5) ∈ XE

H6 = {8}

N8x∗(7) = (0, 6) ∈ XE

H7 = {10}

N9

Infaisable

N10

Infaisable

N11

Infaisable

N2 x∗(11) = (4, 2) ∈ XE

H11 = {5}

N12 x∗(12) = (5, 0) ∈ XE

H12 = {6}

N13 Infaisable
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Figure 3.1 – Arborescence représentant les états des nœuds en utilisant l’algorithme
Branch & Cut.
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3.5 Expérimentation et résultats

Dans cette section, nous donnons quelques résultat relatifs à notre méthode qui a
était mis en œuvre sous le language de programmation Matlab et testé sur des instances
générées aléatoirement suivant une loi uniforme à l’aide de la fonction predefine en
Matlab Randi ([vmin, vmax], n,m) qui renvoie une n × m-matrice à coefficient entiers
indépendamment uniformément distribuées dans l’intervalle [vmin, vmax].

[vmin, vmax] est fixé à [1, 100] pour les coefficients de la matrice A, il varie dans l’in-
tervalle [1, ∑

i∈{1,...,n}
Ami ] pour second membre b, si ∑

i∈{1,...,n}
Ami ≤ 100, et dans l’intervalle

[100, ∑
i∈{1,...,n}

Ami ] si ∑
i∈{1,...,n}

Ami > 100. Pour les vecteurs pi, qi et les scalaires αi, βi

sont générés dans [1, 100] afin d’assurer la condition de stricte positivité des facteurs
(pix + αi) et (qix + βi) pour i ∈ {1, ..., r}. Pour chaque instance (n,m, r) (n est le
nombre de variables, m le nombre de contraintes, et r le nombre d’objectifs), une série
de 10 problèmes a été résolues.

L’application à été déployée sur une machine équipé d’un processus IntelCore i3
CPU, 2.53GHZ et 2Go de mémoire.

Les performances obtenues de l’algorithme sont résumées dans la Table 3.11 où la
moyenne du temps de calcul CPU (en secondes) et le nombre moyen des solutions effi-
caces trouvés sont rapportés. Aussi les valeurs minimale et maximale de chaque mesure
sont indiquées entre parenthèses.
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Table 3.11 – Résultats de calculs
n m r CPU (secondes) Nbre de solutions efficaces

Moyenne [Min ;Max] Moyenne [Min ;Max]
10 5 5 13,03 [1,54 ; 38,05] 17,65 [4 ; 46]
10 10 5 10,94 [2,43 ; 9,15] 16,25 [4 ; 34]
10 10 10 7,14 [3,18 ; 7,23] 19,24 [3 ; 46]
15 10 5 13,63 [10,83 ; 27,2] 24,80 [8 ; 54]
15 10 10 31,93 [9,7 ;189,83] 48,2 [24 ; 128]
15 15 5 35,15 [5,61 ;78,47] 53 [20 ; 157]
15 15 10 23,64 [23 ;24,43] 37,5 [26 ; 75]
15 15 15 39,55 [7,73 ;130,94] 72,7 [4 ; 205]
20 10 10 48,32 [6,25 ;165,23] 78,23 [3 ; 190]
20 20 20 59,32 [3,88 ;146,22] 98,2 [15 ; 208]
30 30 30 62,45 [5,13 ; 187,33] 201,3 [4 ; 243]
80 60 5 278,28 [42,04 ; 532,05] 68,32 [19 ; 212]
80 60 10 527,64 [24,73 ; 1421,31] 73,25 [14 ; 217]
80 60 20 1252,64 [254,12 ; 2154,25] 97,08 [26 ; 165]
100 80 5 1164,55 [168,88 ; 2371,25] 74,60 [5 ; 120]
100 80 10 1737,49 [307,7 ;3011,83] 82,32 [27 ; 149]
100 80 20 2845,15 [594,39 ;4178,32] 101 [24 ; 228]
140 100 5 2476,69 [721 ;4632,48] 98,76 [13 ; 205]
140 100 10 3268,91 [1724,07 ;5282,46] 89,13 [20 ;190]
140 100 20 3712,32 [1746,25 ;6215,83] 120,34 [29 ; 250]

3.5.1 Discution des résultats

À travers ce tableau, on peut constater que l’algorithme proposé est efficace, en
termes du temps d’execution CPU, pour les petites et moyennes dimensions.

Cependant, pour les problèmes à grande dimensions, il devient irréaliste de générer
l’ensemble efficace dans un temps raisonnable. Cela est dû à divers facteurs tels que :

• l’exactitude de la méthode,

• la non-linéarité des fonctions objectifs,

• le nombre important de critères et
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• l’environnement discret du domaine de recherche.

La méthode proposée peut être utilisée pour des variables bornées et elle a été ap-
pliquée pour résoudre l’exemple de R. Arora et S. R. Arora dans [9].

Les résultats obtenus par notre algorithme et celui d’Arora sont rapportés dans le
tableau 3.12.

Table 3.12 – Comparaison avec la méthode d’Arora [9]
Solutions Efficaces Vecteurs non dominés (f 1, f 2, f 3)

Notre méthode Méthode d’Arora
(3,0,0,0) (180, 165, 108) (180, 165, 108)
(2,0,1,0) (165, 169, 110) —
(2,0,2,0) (156, 180, 117) —
(2,0,1,1) (144, 165, 143) —
(2,0,2,1) (130, 170, 150) (130, 170, 150)
(3,1,1,0) (170, 180, 104) —
(3,1,2,0) (165, 196, 105) (165, 196, 105)
(3,1,0,1) (160, 168, 130) —
(3,1,1,1) (154, 182, 135) —
(4,2,1,0) (171, 187, 90) (171, 187, 90)
(4,2,0,1) (162, 176, 120) —

Il est montré que 7 solutions efficaces sur 11 ont été ignorées dans [9]. Notre algo-
rithme a donc trouvé plus de solutions efficaces que l’algorithme d’Arora.

3.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle méthode exacte qui résout les

problèmes d’optimisation multiobjectif quadratique indéfini en nombres entiers 3.1. Le
problème quadratique 3.2 est résolu en utilisant une variante de la méthode du simplexe
et la solution entière est générée en utilisant le branchement bien connu dans la méthode
de Branch & Bound. La coupe efficace proposée exploite tous les critères de la table
simplexe, et seules les parties du domaine des solutions réalisables contenant des solutions
efficaces sont explorées. L’utilisation de la coupe efficace 5.6 élimine un grand nombre
de solutions réalisables et non efficaces. L’ensemble de toutes les solutions efficaces du
problème MOIIQP est obtenu en un nombre fini d’itérations, si de telles solutions
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existent. Cependant, afin de rendre l’algorithme plus puissant, nous suggérons, pour
les travaux de recherche futurs, d’utiliser l’optimisation parallèle pour les problèmes à
grande échelle.
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Chapitre 4

Optimisation d’un critère sur
l’ensemble efficient

4.1 Introduction
Dans certaines situations pratiques, l’énumération de tout l’ensemble efficient d’un

problème multiobjectif n’est pas toujours recommandée car il peut s’avérer que cet en-
semble efficient soit très grand et il devient impossible pour le décideur de choisir le
meilleur compromis en termes de ses préférences. L’optimisation d’un critère, qui ex-
prime les préférences du décideur, sur l’ensemble efficient constitue, dès lors, un sujet de
recherche essentiel dans ce domaine.

Ce problème est en principe difficile à résoudre, ceci est dû principalement à la non-
convexité de son ensemble réalisable.

Ce type de problème a été étudié la première fois dans le cas continue en 1972 par
Philip [76] et depuis plusieurs chercheurs, citons en particulier : Benson [16], [17], [18],
[19], [20], Isermann [55], Yamamoto [97], Ecker et Song [42], Sayin [79], motivés par de
nombreuses applications, se sont intéressés à l’optimisation d’une fonction sur l’ensemble
efficient d’un problème multiobjectif linéaire.

Contrairement au cas continu qui a été largement étudié par de nombreux auteurs,
le cas discret n’a pas vu autant de développement semblable et on ne trouve que très
peu d’articles dédiés au problème à variables entières.

La première méthode pour l’optimisation d’un critère linéaire sur l’ensemble efficace
discret fut proposée en 1992 par Nguyen [74], cette méthode consiste à calculer une
borne supérieure de la valeur optimale de la fonction objectif. En 2006, un algorithme
évitant l’énumération explicite de tous les points efficaces dans l’espace des variables de
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décision, est proposé par Abbas et al. [5], où différents types de coupes sont imposées de
telle manière que l’amélioration de la valeur optimale de la fonction objectif soit garantie
à chaque itération. En 2008, Jorge [56] développe un algorithme basé sur l’analyse d’un
ordre approprié de problèmes linéaires en nombres entiers pour éliminer successivement
les solutions moins bonnes sur le critère principal. Récemment, en 2010, Chaabane et
al. [25] proposèrent une méthode de résolution dans l’espace des critères dans laquelle la
valeur de la fonction objectif principal est améliorée en optimisant une somme pondérée
des critères à chaque itération. Tous ces travaux traitent le cas (Linéaire-Linéaire) c’est
à dire optimiser un critère linéaire sur l’ensemble efficient d’un problème multiobjectif
linéaire discret MOILP . Très peu d’articles récent ont traité des cas plus généraux, à
savoir le cas (Fractionnaire-Linéaire) qui consiste à optimiser un critère fractionnaire sur
l’ensemble efficient d’un problème MOILP [6], le cas (Linéaire-Fractionnaire) qui opti-
mise un critère linéaire sur un ensemble efficient d’un problème MOILFP [99], le cas
(Fractionnaire-Fractionnaire) optimisant un critère fractionnaire linéaire sur l’ensemble
efficient d’un problème MOILFP [100], le cas (Linéaire- Quadratique) qui, quand à lui,
optimise un critère linéaire sur l’ensemble efficient d’un problème multiobjectif quadra-
tique convexe [14] et plus récemment encore, le cas (Fractionnaire-Linéaire) qui optimise
une fonction fractionnaire linéaire sur l’ensemble efficient d’un problème MOILP [64].

4.2 Formulation du problème

Le problème d’optimisation d’une fonction, supposée connue, sur l’ensemble efficient
d’un problème multiobjectif linéaire peut être formulé d’une manière générale par :

(PE)


max φ(x)
sc.

x ∈ X

où φ est une fonction continue de Rn dans R, et X représente l’ensemble efficient du
problème multiobjectif suivant :

(MOP )


max f(x)
sc.

x ∈ S = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0}

avec x ∈ Rn, b ∈ Rm, A ∈ Rm×n, f(x) = (f 1(x), f 2(x), ..., f r(x)), r ≥ 2 est le nombre de
critères du problème multiobjectif. L’ensemble S est supposé borné non vide.
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Le reste de ce chapitre sera entièrement consacré à la description de quelques mé-
thodes existantes pour l’optimisation d’une fonction sur l’ensemble efficient d’un pro-
blème multiobjectif dans le cas discret qui est le cadre de nos travaux.

4.3 Méthodes de résolution de (PE) dans le cas dis-
cret

4.3.1 Le cas (Linéaire-Linéaire)

Comme nous l’avons signalé précédemment, le cas discret n’a pas été aussi bien déve-
loppé que le cas continu. La plupart de ces articles traitent le cas (Linéaire-Linéaire) c’est
à dire optimiser un critère linéaire sur un ensemble efficace d’un problème multiobjectif
linéaire discret (MOILP ), qui se formule par :

(PE)


max φ(x) = dx

sc.

x ∈ X

où d ∈ Rn et X représente l’ensemble efficient du problème multiobjectif linéaire à
variables entières suivant :

(MOILP )


max Zi(x) = cix, i ∈ {1, ..., r}
sc.

x ∈ D

où D = S ∩ Zn, S = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0} un polyèdre borné. A ∈ Rm×n, b ∈ Rm,
ci ∈ Rn. D supposé non vide.

On définie (PR) le problème relaxé suivant :

(PR)


max φ(x) = dx

sc.

x ∈ D.

avec D = S ∩ Zn, S = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0}.

Théorème 4.3.1 (Caractérisation d’une solution efficace [43]) Soit x∗ une solu-
tion quelconque de D. x∗ est efficace pour le problème (MOILP ) si et seulement si la
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valeur optimale de la fonction objectif θ est nulle dans le programme de programmation
linéaire mixte suivant :

EK(x∗)


max θ = ∑i=r

i=1 ψi

sc.

Cx− Iψ = Cx∗.

x ∈ D;ψi ∈ R+,∀i ∈ {1, ..., r}

où C est la matrice d’ordre r × n dont la ième ligne correspond à ci, i ∈ {1, ..., r} ; I est
la matrice identité d’ordre r et ψ = (ψi)i∈{1,...,r}.

Cette caractérisation des solutions efficaces servira comme test d’efficacité dans les
algorithmes qui suivent.

La méthode de Jorge

Jorge a proposé dans [56] un algorithme qui fournit une solution optimale du pro-
blème (PE) en un nombre fini d’itérations, sans avoir à déterminer toutes les solutions
efficaces du problème MOILP .

La procédure commence à résoudre le problème relaxé (PR). Évidemment, seulement
dans un nombre réduit de cas spéciaux la solution optimale de (PR) fournit une solution
optimale de (PE) . Donc, si ce n’était pas le cas, une nouvelle solution efficace qui domine
la précédente est alors obtenue. Ensuite, dans chaque itération, le critère principal est
optimisé sur le domaine restreint par des contraintes en nombres entiers qui sont inclues
progressivement pour éliminer les solutions dominées par la solution efficace courante,
afin de fournir une solution non dominée par les solutions détectées antérieurement jus-
qu’à ce qu’une solution optimale soit finalement trouvée.

Algorithme 1 : Jorge

Étape 0 : (Initialisation) Poser φinf = −∞, φsup = +∞, l = 1 et résoudre le pro-
blème relaxé (PR).

Si (PR) est irréalisable, Stop. (PE) est aussi irréalisable.

Sinon , soit xl une solution optimale de (PR).

Étape 1 : Si xl est efficace (test d’efficacité 4.3.1), Stop. xopt = xl est une solution
optimale de (PE) et φopt = dxl.
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Sinon , poser φsup = dxl et aller à l’étape 2.

Étape 2 : Trouver x̂l ∈ X dont le vecteur critère domine Cxl et soit x̃l une solution
optimale du problème (Tl) suivant :

max{dx\Cx = Cx̂l, x ∈ X}.

Dans l’espace des critères, plusieurs solutions efficaces peuvent avoir le même vec-
teur critères, pour cela le problème (Tl) est résolus pour optimiser le critère prin-
cipal sur toutes les solutions équivalentes à x̂l.

Si dx̃l > φinf , poser φinf = dx̃l et xopt = x̃l.
Si φinf = φsup, Stop. xopt est une solution optimale de (PE).

Étape 3 : Résoudre le problème (Rl) suivant :

max{dx|x ∈ X − ∪ls=1Ds}, où Ds{x ∈ Zn|Cx̃s ≥ Cx}.

avec x̃1, x̃2,..., x̃l sont les solution optimales des problèmes (T1), (T2),...,(Tl) res-
pectivement

Si (Rl) est irréalisable, Stop. xopt est une solution optimale du problème (PE).
Sinon , soit xl+1 une solution optimale de (Rl).

Si dxl+1 ≤ φinf , Stop. xopt est une solution optimale de (PE).
Sinon , poser l = l + 1 et aller à l’étape 1.

Proposition 4.3.1 [56] Soit xl+1 une solution optimale du problème (Rl) telle que
φ(xl+1) > maxs∈1,...,l{φ(x̃s)}. Si xl+1 ∈ ∇ alors xl+1 est une solution optimale de (PE).

Proposition 4.3.2 [56] Soient x̃1, ..., x̃l ∈ X , si (Rl) est irréalisable, alors l’ensemble
de toutes les solutions non dominées est SND(MOP ) = Cx̃1, ..., Cx̃l.

La méthode de Chaabane et al.

Les auteurs dans [25] introduisent une nouvelle méthode exacte pour la résolution
du problème (PE) dans l’espace des critères en un nombre fini d’itérations. Dans cette
méthode, la valeur de la fonction objectif φ est améliorée à chaque itération en optimisant
une somme pondérée des critères.

Dans cette méthode tous les coefficients de A, b, C et d sont supposés entiers.

Algorithme 2 : Chaabane et al.
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Étape 1 : Résoudre le problème relaxé (PR), soit x∗ la solution obtenue.

Si x∗ est efficace, Stop. x∗ est une solution optimale pour (PE).

Sinon , aller à l’étape 2.

Étape 2 : Poser k = 1, H0 = D, D = ∅. Résoudre le problème (P 0
λ ) suivant :

(P 0
λ )


max Zλ(x) = ∑p

i=1 λiZi(x)
sc.

x ∈ H0.

Sa solution x0 étant efficace. On pose xopt = x0, φopt = dx0 et X = X ∪ x0. Aller
à l’étape 3.

Étape 3 : Poser k = k + 1 et résoudre le problème suivant :

(P k
λ )


max Zλ(x) = ∑p

i=1 λiZi(x)
sc.

x ∈ Dk.

où Dk = Hk ∩ {x ∈ D|dx ≥ dxopt + 1} et

Hk = Hk−1 ∩


x ∈ D
Zi(x) ≥ (Zi(xopt) + 1)yki −Mi(1− yki ); i ∈ {1, ..., r}
avec ∑r

i=1 y
k
i = 1; yki ∈ {0, 1}; i ∈ {1, ..., r}


où −Mi est une borne inférieure de la ième fonction objectif dans S.

yki est une variable binaire associée à chaque critère et définie par :

yki =

 1 si Zi est strictement amélioré par rapport à Zi(xopt)
0 sinon

La contrainte ∑r
i=1 y

k
i ≥ 1 signifie qu’au moins un des critère est amélioré.

La contrainte supplémentaire dx ≥ dxopt + 1 permet de se déplacer vers une autre
solution meilleure sur φ si elle existe.

Si Dk = ∅, aller à l’étape 6.

Sinon , soit xk la solution optimale de (P k
λ ).

Si xk est efficace, alors X = X ∪ xk, xopt = xk, φopt = dxopt et aller à l’étape
3.
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Sinon aller à l’étape 4.

Étape 4 : On explore toutes les arêtes Ejk incidentes à xk. Soit Jk = {j ∈ Nk|Zλ,j−cj =
0}.

Si Jk 6= ∅, alors poser γ = Jk et aller à l’étape 4.1.

Sinon Aller à l’étape 5.

Étape 4.1 Si γ = ∅ alors, soit jk ∈ Jk. aller à l’étape 5.
Sinon prendre jk ∈ Jk et calculer θ0

jk
(voir définition 2.4.2 formule 2.5).

Si θ0
jk

= 0, poser γ = γ\jk et aller à l’étape 4.1.
Sinon θ0

jk
≥ 1, aller à l’étape 4.2.

Étape 4.2 Si il existe une solution efficace entière x′k sur l’arête Ejk telle que
dx′k > φopt, poser X = X ∪{x′k}, xopt = x′k et φopt = dxopt. Aller à l’étape
3.

Sinon poser γ = γ\{jk}. Aller à l’étape 4.1.

Étape 5 : Soit k = k+ 1, rajouter la coupe de Dantzig à (P k
λ ) et appliquer la méthode

dual du simplexe pour obtenir une nouvelle solution optimale xk.

Si xk et efficace et dxk > φopt, on pose X = X ∪ {xk}, xopt = xk et φopt = dxopt.
Aller à l’étape 3.

Sinon , aller à l’étape 4.

Étape 6 (étape finale) : La solution optimale de (PE) est donc xopt, sa valeur objec-
tif correspondante est φopt. Le sous ensemble efficient obtenues qui améliorent la
fonction φ est X .

4.3.2 Le cas (Fractionnaire-Linéaire)

Les deux méthodes présentées ci-dessus optimisent une fonction linéaire sur l’en-
semble efficace d’un problème multiobjectif linéaire discrêt. Dans ce qui suit on présen-
tera une méthode d’un cas plus général, proposée par Mahdi et Chaabane [64], et qui
s’agit de l’optimisation d’une fonction fractionnaire linéaire sur l’ensemble efficace d’un
problème multiobjectif linéaire discrêt, qui est l’objet d’une de nos contributions qui sera
présentée dans le chapitre suivant.
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Le problème de maximisation d’une fonction fractionnaire linéaire sur l’ensemble
efficient d’un problème MOILP est définit comme suit :

(ILFP )E


max f(x) = pTx+ α

qTx+ β
sc.

x ∈ XE.

(4.1)

où p, q sont des vecteurs de Rn, α, β ∈ R. On suppose que le facteur qTx + β est
positif pour tout x ∈ X . XE représente l’ensembles des solutions efficaces du problème
(MOILP ) suivant : .

(MOILP )


maxZi(x) = Cx

sc.

x ∈ D = X ∩ Zn.
(4.2)

Z est l’ensemble des entiers, r ≥ 2, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, C = (c1, c2, ..., cr)T , où ci ∈ Rn.
X = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0}. D un ensemble non vide.

La méthode de Mahdi et Chaabane

Les auteurs dans [64] proposent un algorithme exact d’optimisation d’une fonction
fractionnaire linéaire sur l’ensemble efficace d’un problème de programmation linéaire à
objectifs multiples (MOILP ) sans avoir à énumérer toutes les solutions efficaces. Dans
cette méthode, des contraintes sont ajoutées d’une manière itérative pour éliminer les
points non intéressants et réduire progressivement la région admissible. À chaque itéra-
tion, une solution entière est trouvée pour laquelle une nouvelle direction qui améliore
la fonction objectif est définie. L’algorithme est présenté comme suit :

Algorithme 3 : Mahdi et Chaabane

Initialisation : • Trouver le minimum de chaque objectif Zi(x), ∀i = 1, ..., r, en
résolvant le problème −Mi = min{cix|x ∈ D}, si cij ≥ 0, j = 1, ..., n, sinon
Mi = 0 ;

• On pose fopt = −∞ avec fopt représente la valeur optimale du critère princi-
pale f(x), k = 0, Fin=Faux.

Tant que Fin=Faux faire
Résoudre le problème relaxé
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(ILFP )kR = (ILFP )R = max{f(x) = px+ α

qx+ β
|x ∈ D} ;

Si (ILFP )R est irréalisable, alors (ILFP )E n’admet pas de solution, Fin=Vrai ;

Sinon , soit xk une solution optimale du problème (ILFP )kR.
Test d’efficacité : Résoudre le problème

Teff (xk)


max θ = ∑i=r

i=1 ψi

sc.

Cx− Iψ = Cxk.

x ∈ D;ψi ∈ R+, ∀i ∈ {1, ..., r}

où I est une matrice identité d’ordre r et ψ = (ψi)i=1,...,r.

Si xk ∈ XE, alors xopt = xk et fopt = f(xk). Fin=vrai.
Sinon , soit x̂k une solution optimale du problème Teff (xk).

Résoudre le problème (FTk) = max{f(x) = px+ α

qx+ β
|Cx = Cx̂k, x ∈ D}.

Soit x̄k une solution optimale du problème (FTk), Si f(x̄k) > fopt, alors
xopt = x̄k et fopt = f(x̄k) ; k=k+1.
Résoudre le problème (FPk) = max{f(x)|x ∈ Dk = D \ ⋃k−1

s=0 Ds}. Ds =
{x ∈ Zn|Cx ≤ Cx̄s}.
Si (FPk) est infaisable alors Fin=vrai ;
Sinon Soit xk une solution optimale pour le problème (FPk).

Si xk ∈ X , alors xopt = x̄k et fopt = f(x̄k). Fin=vrai.
Sinon Soit x̂k soit une solution optimale du problème (Teff (xk)).
Soit Jk = {j ∈ Nk|γj = 0} ;
Tant que J 6= ∅ faire
Soit x̂k une solution optimale du problème (FPk).

Sélectionner jk ∈ Jk ; θ∗Jk
= int

(
min{ x

ki

yk,ijk
}; yk,ijk > 0

)
;

Explorer l’arête Ejk : recherche des solutions alternatives entières
correspondantes à θjk , θjk ∈ {1, ..., θ∗jk} commençant de θ∗jk à 1.
Si une telle solution existe, alors on la note x̃,
xopt = x̃ et fopt = f(x̃) ; Fin=vrai.

Fin Tant que.

Fin Tant que.

87



Optimisation d’un critère sur l’ensemble efficient

4.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques méthodes de résolution du problème

d’optimisation d’un critère donné sur l’ensemble des solutions efficaces d’un problème
multiobjectif où les variables de décision sont entières. Nous avons pris en considération
le cas où la fonction principale est linéaire ou fractionnaire linéaire et vu la pauvreté
de la littérature relatant le problème dans le cas non linéaire, ceci, nous a d’avantage
motivé pour explorer cette classe de problème en mettant au point une nouvelle méthode
exacte de résolution d’un problème d’optimisation d’un critère fractionnaire linéaire sur
un ensemble efficace d’un problème multiobjectif linéaire en nombres entiers que nous
allons présentée dans le chapitre suivant.

88



Chapitre 5

Méthodes d’optimisation d’un
critère non linéaire sur l’ensemble
efficient d’un problème multiobjectif
linéaire discrêt

Dans ce chapitre, deux méthodes exactes sont proposées ; une pour résoudre le pro-
blème d’optimisation d’un critère quadratique indéfini sur l’ensemble efficient d’un

problème multiobjectif linéaire discrêt MOILP et l’autre pour résoudre le problème
d’optimisation d’un critère fractionnaire linéaire sur l’ensemble efficient d’un problème
MOILP. En effet, nous avons développé les deux méthodes en utilisant le principe de
Branch & Cut et en se basant sur la résolution d’un programme non linéaire à variables
continues pour permettre de retrouver une solution optimale entière aux problèmes sans
avoir à énumérer toutes les solutions efficaces du problème multiobjectif MOILP .

5.1 Introduction

Le problème sous considération est un problème de maximisation d’un critère non
linéaire notée f(x) sur l’ensemble efficient XE dit aussi ensemble Pareto optimal d’un
problème de maximisation multiobjectif linéaire à variables entières MOILP . Ce pro-
blème est en principe très difficile à résoudre [75], ceci est dû principalement à la non
convexité de son ensemble réalisable, ajouter à cela la forme implicite du critère princi-
pale qui est non linéaire.

Pour ce, nous avons pris en considération deux fonctions différentes non linéaires :
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• La fonction quadratique indéfinie écrite sous forme d’un produit de deux fonctions
linéaires positives qui est une fonction quasi-concave, le critère principale f(x)
s’écrit alors sous la forme f(x) = (pTx+ α)(qTx+ β).

• La fonction fractionnaire linéaire qui s’écrit sous la forme d’un rapport de deux
fonctions linéaires et qui est une fonction quasi-linéaire, le critère f(x) s’écrit sous

la forme f(x) = pTx+ α

qTx+ β
.

A notre connaissance, et comparant au cas linéaire, résoudre les problèmes sous consi-
dération n’a pas reçu beaucoup d’attention malgré leur importance et leurs applications
dans la vie réelle.

La première méthode pour l’optimisation d’un critère linéaire sur l’ensemble efficace
discret fut proposée en 1992 par Nguyen [74], cette méthode consiste à calculer une
borne supérieure de la valeur optimale de la fonction objectif. En 2006, un algorithme
évitant l’énumération explicite de tous les points efficaces dans l’espace des variables de
décision, est proposé par Abbas et al. [5] où différents types de coupes sont imposées de
telle manière que l’amélioration de la valeur optimale de la fonction objectif soit garantie
à chaque itération. En 2008, Jorge [56] développe un algorithme basé sur l’analyse d’un
ordre approprié de problèmes linéaires en nombres entiers pour éliminer successivement
les solutions moins bonnes sur le critère principal. Très récemment, en 2010, Chaabane
et Pirlot [25] proposèrent une méthode de résolution dans l’espace des critères dans
laquelle la valeur de la fonction objectif principale est améliorée en optimisant une somme
pondérée des critères à chaque itération.

Des travaux récents traitant des cas plus généraux ont été proposés. Zerdani et
Moulaï [99] ont optimisé une fonction linéaire sur l’ensemble efficient d’un problème
multiobjectif fractionnaire discrêt en utilisant le test d’efficacité de Ehrgott [44]. En
2004, Belkeziz et Metrane [14] optimisent un critère linéaire sur l’ensemble efficient d’un
problème multiobjectif quadratique convexe ; les auteurs ramenent ainsi le problème de
la minimisation d’une fonction linéaire sur l’ensemble des points efficients à la résolution
d’un problème de programmation fractionnaire. Récemment Mahdi et Chaabane [64]
ont optimisé une fonction fractionnaire linéaire sur l’ensemble efficient d’un problème
MOILP en utilisant la technique des coupes planes semblable à la méthode donnée par
Chaabane et Pirlot dans [25].

La première section de ce chapitre, traite le cas où le critère principale à optimiser est
une fonction quadratique indéfinie et la deuxième sera consacrée au cas d’une fonction
fractionnaire linéaire.
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5.2 Optimisation d’une fonction quadratique indéfi-
nie sur l’ensemble efficient d’un problème mul-
tiobjectif linéaire discrêt

5.2.1 Définitions et notations

Le problème de programmation multiobjectif linéaire discrêt (MOILP ) est formulé
comme suit :

(MOILP )


maxZi(x) = cix i ∈ {1, ..., r}
sc.

x ∈ D = X ∩ Zn.
(5.1)

Z est l’ensemble des entiers, r ≥ 2, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, C = (c1, c2, ..., cr)T , où ci ∈ Rn

est un vecteur ligne. X = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0}. Dans tout ce qui suit, on suppose
que X est un polyèdre convexe, borné, fermé et non vide. D un ensemble non vide.

Une solution efficace du problème (MOILP ) qui maximise une fonction d’utilité
quadratique indéfinie f du décideur, qui n’est pas nécessairement une combinaison des
fonctions objectives du problème (MOILP ), peut être obtenu en résolvant le programme
suivant :

(IQP )E


max f(x) = (pTx+ α)(qTx+ β)
sc.

x ∈ XE ⊂ D.
(5.2)

où p, q sont des vecteur de Rn, α, β ∈ R et XE représente l’ensembles des solutions
efficaces du problème (MOILP ). On suppose que les facteurs pTx + α et qTx + β sont
positifs pour tout x ∈ X .

Une application de cette classe de fonctions quadratiques peut être trouvé dans la
théorie microéconomique [53] et les modèles prédictifs de contrôle [10].

Malgré son importance dans les applications réelles, une recherche bibliographique
nous a permis de conclure que la résolution du problème IQPE n’a pas encore été étudiée
et que le cas non linéaire [75, 14] n’a pas reçu beaucoup d’attention comme il se doit,
comparé au cas linéaire [16, 97].

La stratégie adoptée pour générer une solution optimale entière du problème principal
(QP )E est basée sur la résolution d’une séquence de problèmes quadratique indéfini
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continus (QP )l, à chaque étape l, l ≥ 0, définie par :

(IQP )l


max f(x) = (pTx+ α)(qTx+ β)
sc.

x ∈ Xl.
(5.3)

X0 = X et Xl est un sous ensemble de l’ensemble original X à explorer dans l’étape l.

La recherche d’une solution optimale du problème (IQPl) nécessite l’introduction des
notations suivantes :

• xB est une solution réalisable de base du problème (5.3) correspondante à la matrice
de base B tel que xB = B−1b.

• I est l’ensemble des indices des variables de base correspondante à xB.

• N est l’ensemble des indices des variables hors-base correspondante à xB.

De plus,

• f(xB) = f1(xB)f2(xB) tel que,

f1(xB) = pTBxB + α = pTBB
−1b+ α

f2(xB) = qTBxB + β = qBTB−1b+ β.

• Aussi, on assume que, à cette solution réalisable de base, on a

z
(1)
j = pTBB

−1aj

z
(2)
j = qTBB

−1aj,

définies pour chaque colonne aj =
m∑
i=1

yijbi, j ∈ N .

Si la nouvelle solution réalisable de base est notée x̂B, alors x̂B = B̂−1b, la nouvelle
valeur de la fonction objectif est

f(x̂B)− f(xB) = µjγj. (5.4)

avec
µj = (xB)k

ykj
= min

{
(xB)i
yij
| yij > 0, i ∈ I

}
, j ∈ N

γj = f2(xB)(pj − z(1)
j ) + f1(xB)(qj − z(2)

j ) + µj(pj − z
(1)
j )(qj − z(2)

j ),

Le théorème suivant nous donne la condition d’optimalité du problème (3.2).
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Théorème 5.2.1 Étant donnée une solution réalisable xB = B−1b du problème (3.2),
tel que γj ≤ 0 pour chaque colonne aj dans A non dans B, alors xB est une solution
réalisable de base optimale.

5.2.2 La coupe efficace

Afin de décrire notre procédure pour générer des solutions efficaces du programme
(IQP )E, on utilise les notations suivantes :

• x∗(l) est la première solution entière obtenue en résolvant le problème 3.2 en utili-
sant, éventuellement, le processus de branchement bien connu dans les techniques
de Branch & Bound.

• Il désigne l’ensemble d’indices des variables de base correspondante à x∗(l).

• Nl désigne l’ensemble d’indices des variables hors base correspondante à x∗(l).

• cij est la jième composante du vecteur gradient ci pour chaque fonction objectif Zi,
i ∈ {1, 2, ..., r} défini dans le dernier tableau du simplex.

Notons que notre approche est basée sur la méthode de Branch&Cut, de sorte que, à
chaque étape l de l’algorithme une coupe efficace [30] est ajouté au domaine initial pour
supprimer des solutions non efficaces pour le problème multiobjectif (MOILP ).

Avant de déterminer l’expression mathématique de cette coupe efficace, il faut d’abord
définir l’ensemble suivant à la solution entière x∗(l) :

Hl =
{
j ∈ Nl|∃i ∈ {1, ..., r} , cij > 0

}
∪
{
j ∈ Nl|cij = 0,∀i ∈ {1, ..., r}

}
(5.5)

et la coupe

∑
j∈Hl

xj ≥ 1 (5.6)

est efficace. Therefore, l’ensemble

Xl+1 =

x ∈ Xl| ∑
j∈Hl

xj ≥ 1

 . (5.7)
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5.2.3 Test d’efficacité

Étant donnée x∗(l) une solution optimale entière du problème (IQP )l, On peut testé
son efficacité en résolvant le programme linéaire mixte suivant ([43]) :

EK(x∗(l))



max θ =
r∑
i=1

ψi

sc.

Cx− Iψ = Cx∗(l).

x ∈ D;
ψi ∈ R+, ∀i ∈ {1, ..., r},

(5.8)

avec C = (c1, c2, ..., cr)T est une matrice d’ordre (r × n), I est une matrice d’identité
d’ordre r et ψ = (ψi)i∈{1,...,r}.

Un point x∗(l) est efficace si et seulement si la valeur optimale de la fonction objectif
θ en EK(x∗(l)) est nulle (voir [54]).

Si la solution x∗(l) n’est pas efficace, la solution optimale x̂(l) obtenue en résolvant le
programme EK(x∗(l)) est efficace.

Théorème 5.2.2 [43] Si la valeur optimale de la fonction objectif θ du programme
EK(x∗(l)) est non nulle, atteinte à une solution entière x̂(l), alors x̂(l) est efficace.

5.2.4 Développement de la méthode

Description de la méthode

Soit fopt la valeur optimale de la fonction objectif du problème (IQP )E initialisé à
−∞ auquel aucune solution entière efficace ne lui correspond encore (xopt inconnu au
début). Initialement, pour résoudre le programme (IQP0), seule la méthode de Swarup
[93] est requise. Nous commençons par la résolution d’un problème (IQPl) défini par
programme 5.3 en utilisant la version variante du simplexe méthode à l’étape l de l’al-
gorithme (éventuellement la méthode dual du simplexe). Ensuite, pour mettre à jour le
vecteur gradient réduit ci, i ∈ {1, ..., r}, r lignes sont ajoutées au tableau du simple et
les coûts réduits sont calculés par rapport à la base correspondante.

Le nœud l est saturé si le programme 5.3 correspondant est irréalisable.
Dès qu’une solution entière x∗(l) est trouvée au nœud l, son efficacité est testée en

résolvant le programme linéaire mixte 5.8. Ici, la valeur de fopt peut éventuellement être
améliorée et mise à jour.

Si x∗(l), avec la valeur critère correspondante f(x∗(l)), est efficace, alors le nœud l est
sondé. De plus, si fopt < f(x∗(l)), alors nous mettons à jour xopt = x∗(l) et fopt = f(x∗(l)).
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Si la solution entière x∗(l) n’est pas efficace, une solution optimale x̂(l) obtenue par
la résolution du programme EK(x∗(l)) est efficace. Donc xopt = x̂(l), avec une valeur
de la fonction objectif correspondante fopt = f(x̂(l)) si cette solution est meilleure que
la solution entière efficace précédente déjà trouvée. Donc, une nouvelle coupe [30] et
ajoutée à la table du simplexe courante, ce qui nous permet d’éviter des solutions non
efficace du problème 5.2 et de déterminer une nouvelle solution entière. Cependant, si
aucune amélioration des critères ne peut être faits le long du domaine restant (Hl = ∅),
le nœud l est saturé.

Si la solution optimale x∗(l) du programme (IQPl) n’est pas entière, soit x∗(l)j une
composante non entière de x∗(l). Le nœud l de l’arborescence est alors séparé en deux
nœuds qui lui sont imposées par les contraintes additionnelles xj ≤ bx∗(l)j c et xj ≤
dx∗(l)j e où bx

∗(l)
j c indique la partie entière inférieure du nombre réel x∗(l)j et dx∗(l)j e indique

la partie entière supérieure du nombre réel x∗(l)j . Dans chaque nœud, le programme
quadratique indéfini obtenu doit être résolu jusqu’à obtention d’une solution entière si
elle existe.

La méthode se termine quand tous les nœuds crées serons sondés. La solution entière
optimale du problème (IQP )E est alors xopt qui correspond à fopt.

Formulation de l’algorithme

L’algorithm générant une solution optimale pour le problème 5.2 est présenté comme
suit :

Algorithme 1 : L’optimisation quadratique indéfinie sur l’ensemble efficace

Étape 1 : Initialisation l = 0, X0 = X , fopt = −∞

Étape 2 : Étape Générale Tant qu’il existe un nœud non encore sondé dans l’arbo-
rescence, choisir le nœud l non encore sondé et résoudre le programme quadratique
correspondant (IQPl) en utilisant la version modifiée de la méthode de simplexe
[93], ou la méthode dual du simplexe.

• Si (IQPl) est infaisable, alors le nœud correspondant l est sondé ;

• Sinon, soit x∗(l) une solution optimale du problème (IQPl) ;

1. Si fopt ≥ f(x∗(l)), alors le nœud l est sondé et aller à l’étape 2 ;
2. Sinon, tester l’intégrité de la solution x∗(l).
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(a) Si x∗(l) est entière, aller à l’étape 2a.
(b) Sinon, aller à l’étape 2b.

Étape 2a : Résoudre le problème (5.8) au point entier x∗(l).

• Si x∗(l) est efficace, le nœud l est sondé. Mettre à jour fopt, si nécessaire,
et aller à l’étape 2 ;

• Sinon, soit x̂(l) une solution optimale du problème EK(x∗(l)). Mettre à
jour fopt, si nécessaire, et déterminer les ensembles Nl, Hl ;
1. Si Hl = ∅, alors le nœud l est sondé et aller à l’étape 2 ;
2. Sinon, ajouter la coupe efficace (5.6) au problème (IQPl), l = l + 1

et aller à l’étape 2.

Étape 2b : Processus de Branchement Puisque parmi les valeurs x∗(l) il existe
au moins une composante dont la valeur est non entière, choisir une d’entre
elles, notée x∗(l)j , et partitioner l’ensemble réalisable Xl en deux sous ensembles
(Xl1 et Xl2) (l1 > l + 1, l2 > l + 1, l1 6= l2) en ajoutant à Xl les nouvelles
contraintes de branchement xj 6 bx∗(l)j c et xj > dx∗(l)j e respectivement et
passer à l’Étape 2.

Résultats fondamentaux

Les résultats théoriques suivants sont établis afin de justifier les différentes étapes de
l’algorithme proposé :

Théorème 5.2.3 Supposons que Hl = ∅ à la solution entière non efficace x∗(l) obtenue
au nœud l. Si x est une solution entière efficace dans le domaine Xl \ {x∗(l)}, alors
x ∈ Xl+1.

Preuve 5.2.1 Soit x une solution entière dans l’ensemble Xl \
{
x∗(l)

}
tel que x /∈ Xl+1,

alors x /∈
{
x ∈ Xl|

∑
j∈Hl

xj ≥ 1
}
, ce qui implique x ∈

{
x ∈ Xl|

∑
j∈Nl\Hl

xj ≥ 1
}
.

Par conséquent, les inégalités suivantes sont satisfaites :
∑
j∈Hl

xj < 1,∑
j∈Nl\Hl

xj ≥ 1.
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Il en résulte que xj = 0 pour tout j ∈ Hl et xj ≥ 1 pour au moins un indice
j ∈ Nl \Hl.

Dans la table du simplexe correspondante à la solution entière optimale x∗(l), la valeur
mise à jour de chaque fonction objectif Zi est écrite en fonction des indices de base j ∈ Il
et des indices hors base j ∈ Nl. Ainsi, l’égalité suivante est valable pour tous les critères
i ∈ {1, ..., r} :

Zi(x) = cix =
∑
j∈Il

cijxj +
∑
j∈Nl

cijxj, où
∑
j∈Il

cijxj = Zi(x∗(l)).

Alors, on peut écrire :

Zi(x)− Zi(x∗(l)) = ∑
j∈Nl

cijxj

= ∑
j∈Hl

cijxj + ∑
j∈Nl\Hl

cijxj

= ∑
j∈Nl\Hl

cijxj.

Donc, Zi(x) ≤ Zi(x∗(l)) pour tout i ∈ {1, ..., r}, avec Zi(x) < Zi(x∗(l)) pour au moins
un critère i ∈ {1, ..., r} since cij ≤ 0 pour tout j ∈ Nl \Hl et pour au moins un indice j,
il est strictement inférieure à zéro. Par conséquent, le vecteur critère (Z1(x),. . .,Zr(x))
est dominé par le vecteur critère ((Z1(x∗(l)),. . .,Zr(x∗(l))) et x n’est pas efficace.

corrolaire 5.2.1 La contrainte ∑
j∈Hl

xj ≥ 1 définie une coupe efficace.

Preuve 5.2.2 Il est clair que ∑
j∈Hl

xj ≥ 1 est une contrainte efficace valide par le théo-
rème ci-dessus, puisque toutes les solutions efficaces entières dans le domaine actuel Xl
vérifient cette contrainte. De plus, la solution entière actuelle x∗(l) ne satisfait pas cette
contrainte, puisque xj = 0 pour tout j ∈ Hl. En conclusion, on peut dire que la contrainte∑
j∈Hl

xj ≥ 1 est une coupe efficace.

Proposition 5.2.1 Si Hl = ∅ à la solution entière actuelle x∗(l), alors Xl \
{
x∗(l)

}
est

un domaine exploré.

Preuve 5.2.3 Hl = ∅ cela veut dire que x∗(l) est une solution optimale entière pour tous
les critères, hence x∗(l) est un point idéal dans le domaine Xl et Xl \

{
x∗(l)

}
ne contient

pas de solutions efficaces.

Théorème 5.2.4 L’algorithme converge vers une solution optimale pour le problème
QPE, si une telle solution existe, en un nombre fini d’itérations.
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Preuve 5.2.4 Comme D, l’ensemble des solutions entières réalisables pour le problème
MOILP , est un ensemble fini borné contenu dans X , la cardinalité de l’ensemble efficace
XE est aussi un nombre fini . À chaque fois qu’une solution optimale entière x∗(l) est
trouvée, la coupe efficace est ajoutée si x∗(l) /∈ XE ou si aucune amélioration de la valeur
fopt n’est possible. Ainsi, selon le théorème et le corollaire ci-dessus, au moins la solution
x∗(l) est éliminée lorsque on étudie un sous-problème (Pk), k > l, mais aucune solution
efficace entière n’est omise.

Dans le cas où, l’ensemble de décision Xl ne contient aucune solution entière opti-
male, le sous-arbre enraciné au nœud l est exploré et tous les autres nœuds sont explorés
après un npmbre fini d’étapes.

5.2.5 Exemple illustratif

Pour montrer l’utilisation de l’algorithme, on considère le problème suivant :

(QPE)


max φ(x) = (2x1 + x2 + 1)(x1 + x2 + 2)
s.c.

x ∈ XE,

où XE représente l’ensemble des solutions entières efficaces du problème MOILP

définie par

(MOILP )



max Z1 = 3x1 + x2

max Z2 = −2x1 − x2

s.c.

2x1 + x2 ≤ 6
x1 − x2 ≤ 2

x2 ≤ 4
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0
x1, x2 entiers.

Initialization : Soit φopt = −∞, l = 0. Le programme (P0) est résolue. La première
solution optimale est x∗(0) = (1, 4), qui est entière, est donnée par la Table 5.1 et on a
f(x∗(0)) = 49.
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Table 5.1 – La première solution optimale entière
B0 x3 x5 RHS
x1 1/2 -1/2 1
x2 0 1 4
x4 -1/2 3/2 5
pj − z(1)

j −1 0 f1= 7
qj − z(2)

j −1/2 −1/2 f2=7
µj 2 10/3
γj -19/2 -7/2
c̄1 -3/2 1/2
c̄2 1 0

En testant l’efficacité de la solution, on obtient une solution optimale du problème
EK(x∗(0)), x̂0 = (2, 1), qui est, selon le théorème (4.3.1), une solution entière efficace du
problème MOILP . Mise à jour : xopt = x̂(0) = (2, 1), fopt = f(x̂0) = 30, et H0 = {3, 5}.

On applique la coupe efficace x3 +x5 ≥ 1 et en utilisant la méthode dual du simplexe
on obtient la solution non entière x∗(1) = (3

2 , 3), f(x∗(1)) = 91/2 donnée par la Table
5.2 :

Table 5.2 –

B1 x3 x6 RHS
x1 1 -1/2 3/2
x2 -1 1 3
x4 -2 3/2 7/2
x5 1 -1 1
pj − z(1)

j −1 0 f1= 7
qj − z(2)

j 0 −1/2 f2=13/2
µj 1 7/3
γj -13/2 -7/2
c̄1 -2 1/2
c̄2 1 0

Comme la solution n’est pas entière, le processus de branchement génère deux nœuds
N2, N3 correspondant aux contraintes suivantes :

N2 : x1 ≤ 1.
N3 : x1 ≥ 2.
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N2 : la contrainte x1 ≤ 1 est ajoutée à la Table 5.2 pour avoir la Table 5.3 avec une
solution optimale x∗(2) = (1, 7

2) et f(x∗(2)) = 169/4.

Table 5.3 –

B2 x6 x7 RHS
x1 0 1 1
x2 1/2 -1 7/2
x4 1/2 -2 9/2
x5 -1/2 1 1/2
x3 -1/2 -1 1/2
pj − z(1)

j −1/2 −1 f1= 13/2
qj − z(2)

j −1/2 0 f2=13/2
µj 7 1/2
γj -19/4 -13/2
c̄1 -1/2 -2
c̄2 1/2 1

le processus de branchement est encore déclenché et nous avons les contraintes :

N4 : x2 ≤ 3.

N5 : x2 ≥ 4.

N4 : la contrainte x2 ≤ 3 est ajoutée à la Table 5.3 pour obtenir la Table 5.4 avec
une solution entière optimale x∗(4) = (1, 3), f(x∗(4)) = 36 mais x∗(4) n’est pas efficaces.
Donc, une solution efficace entière est générée par le test d’efficacité est x̂(4) = (2, 1)
avec f(x̂(4)) = 30, H4 = {6, 7}.
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Table 5.4 –
B4 x7 x8 RHS
x1 1 0 1
x2 0 1 3
x4 -1 1 4
x5 0 -1 1
x3 -2 -1 1
x6 -2 -2 1
pj − z(1)

j −2 −1 f1= 6
qj − z(2)

j −1 −1 f2=6
µj 1 3
γj -16 -9
c̄1 -3 -1
c̄2 2 1

La Table 5.2.5 est obtenu en ajoutant la coupe efficace x7 +x8 ≥ 1 à la Table 5.4. On
obtient la solution optimale entière x∗(6) = (1, 2), qui est efficace et f(x∗(6)) = 25 < fopt,
le nœud est sondé. Une solution entière efficace x̂(6) = (2, 0) est générée par le test
d’efficacité avec f(x̂(6)) = 20.

B6 x7 x9 RHS
x1 1 0 1
x2 -1 1 2
x4 -2 1 3
x5 1 -1 2
x3 -1 -1 2
x6 0 -2 3
x8 1 -1 1
pj − z(1)

j −1 −1 f1= 5
qj − z(2)

j 0 −1 f2=5
µj 1 2
γj -5 -8
c̄1 -2 -1
c̄2 1 1

N5 : la contrainte x2 ≥ 4 est ajoutée à la Table 5.3, on obtient la Table 5.5 suivante
indicant que x∗(5) = (1

2 , 4) est une solution optimale avec f(x∗(5)) = 39 :
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Table 5.5 –
B5 x6 x8 RHS
x1 1/2 1 1/2
x2 0 -1 4
x4 -1/2 -2 11/2
x5 0 1 0
x3 -1 -1 1
x7 -1/2 -1 1/2
pj − z(1)

j −1 −1 f1= 6
qj − z(2)

j −1/2 0 f2=13/2
µj 1 0
γj -9 -13/2
c̄1 -3/2 -2
c̄2 1 1

Le processus de branchement est appliqué.

N7 : x1 ≤ 0.

N8 : x1 ≥ 1.

N7 : la contrainte x1 ≤ 0 est ajoutée à la Table 5.5. On obtient une solution entière
optimale x∗(7) = (0, 4), avec f(x∗(7)) = 30. Comme cette solution est non efficace et
f(x∗(7)) = fopt, e nœud est sondé.
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Table 5.6 –
B7 x5 x9 RHS
x1 0 1 0
x2 1 0 4
x4 1 -1 6
x6 -2 -2 1
x3 -1 -2 2
x7 0 -1 1
x8 1 0 0
pj − z(1)

j −1 −2 f1= 5
qj − z(2)

j −1 −1 f2=6
µj 0 0
γj -11 -17
c̄1 -1 -3
c̄2 1 2

N8 : la contrainte x1 ≥ 1 est ajoutée à la Table 5.5, le nœud est sondé avec un dual
non réalisable.

N3 : la contrainte x1 ≥ 2 ajoutée à la Table 5.1 permet d’obtenir la Table 5.7 avec
une solution entière efficace x∗(3) = (2, 2) et f(x∗(3)) = 42 > fopt. Une mise à jour est
alors faite fopt = 42, xopt = x∗(3) = (2, 2) et le nœud courant est donc sondé.

Table 5.7 – Une solution efficace entière du problème QPE
B3 x3 x7 RHS
x1 0 -1 2
x2 1 2 2
x4 1 3 2
x5 -1 -2 2
x6 -2 -2 1
pj − z(1)

j −1 0 f1= 7
qj − z(2)

j −1 −1 f2=6
µj 2 2/3
γj -11 -7
c̄1 -1 1
c̄2 1 0
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L’algorithme s’arrête, puisque tous les nœuds créés sont sondés. La solution optimale
du problème (IQPE) est xopt = (2, 2) est la valeur optimale de l’objectif quadratique
indéfini est fopt = 42.

Pour cet exemple, l’ensemble de toutes les solutions efficaces XE du problème mul-
tiobjectif (5.1) est : XE = {(2, 2), (2, 1), (2, 0), (1, 1), (1, 0), (0, 1), (0, 0)} . Cependant, l’al-
gorithme proposée maximise la fonction quadratique indéfinie f sur l’ensemble XE sans
avoir à énumérer toutes ces solutions mais seulement la solution efficace xopt = (2, 2).

Pour résumer l’approche proposée à travers cet exemple, nous présentons l’arbores-
cence suivante qui représente les états des nœud durant le processus.

N0
x∗(0) = (1, 4), f(x∗(0)) = 49

x̂(0) = (2, 1), f(x̂(0)) = 30

N1 x∗(1) = (1.5, 3), f = (x∗(1)) = 45, 5

N2x∗(2) = (1, 3.5), f(x∗(2)) = 42.25 N3 x∗(3) = (2, 2) ∈ XE , f(x∗(2)) = 42 = fopt

N4x∗(4) = (1, 3) /∈ XE ; f(x∗(4)) = 36

x̂(4) = (2, 1), f(x̂(4)) = 30

N5 x∗(5) = (0.5, 4), f(x∗(5)) = 39

N6x∗(6) = (1, 2), f(x∗(6)) = 25

x̂(6) = (2, 0), f(x̂(6)) = 20

N7
x∗(7) = (0, 4) /∈ XE ,

f(x∗(7)) = 30
N8 Infeasible

2x1 + 2x2 ≤ 9

x1 ≤ b1.5c

x2 ≤ b3.5c

x1 ≥ d1.5e

x1 + x2 ≤ 3 x1 ≤ b0.5c x1 ≥ d0.5e

x2 ≥ d3.5e

Figure 5.1 – Arborescence représentant les états des nœuds en utilisant l’algorithme
Branch & Cut.

5.2.6 Expérimentation et résultats

La méthode décrite dans la section 5.2.4 a été mise en œuvre dans l’environnement
MATLAB et testée sur des problèmes QPE and MOILP générés aléatoirement.

Les données sont générées aléatoirement par une distribution uniforme discrète dans
l’intervalle [−20, 20] pour les coefficients de la matrice des contraintes A, [0, 20] pour
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le coefficients du second membre b et pour les coefficients de la matrice des fonctions
objectifs C du problème MOILP . Les vecteurs p, q et les scalaires α, β sont générés de
la même manière que C pour assurer la condition de positivité requise pour (pTx + α)
et (qTx+ β). Pour chaque instance (n,m, r) (n est le nombre de variables, m le nombre
de contraintes et r le nombre de critères), une série de 10 problèmes a été résolue. Des
expérimentations informatiques ont été effectuées sur un ordinateur 2,53 GHZ DELL,
un processeur Intel Core (TM) i3 et 2 Go de mémoire. Les performances obtenues de
l’algorithme sont résumées dans le tableau 5.8, où la moyenne, le nombre maximal de
temps de calcul (en secondes) et le nombre d’itérations de la méthode du simplexe
nécessaires sont donnés.

Table 5.8 – Résultats de l’expérimentation
n m r CPU (secondes) Itérations

Moyenne Max Moyenne Max
10 5 5 0,746 1,611 333,25 718
10 10 5 1,149 3,950 468,625 2000
10 10 10 1,122 2,264 383,5 755
15 10 5 13,632 25,625 2042 4099
15 10 10 33,496 214,786 4899,375 27198
15 15 5 13,184 35,879 1843,625 4101
15 15 10 11,056 20,928 2110,25 4255
15 15 15 9,6621 18,6405 1945 3976
20 10 10 27,823 110,254 3639 12124
20 15 10 15,779 40,889 8729,875 17965
20 20 10 14,391 36,0528 7692,125 15980
20 20 15 42,536 109,345 11302,25 20687
20 20 20 13,066 30,554 7725,375 14869
30 30 30 81,449 170,634 38384,625 78183

Discution des résultats

Comme on peut le constater, l’algorithme proposé est efficace pour les petites et
moyennes dimensions en termes de temps d’exécution (cpu (seconde)).

Pour les problèmes à grande échelle, le nombre de solutions efficaces peut être très
élevé, de sorte qu’il devient irréaliste d’utiliser la méthode naïve qui consiste à énumérer
explicitement toutes les solutions efficaces en nombres entiers du problème MOILP et
de choisir celle qui maximise la fonction quadratique indéfinie f (voir Table 5.9). La
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dernière colonne du tableau ρ indique le rapport entre le nombre de solutions efficaces
répertoriées et le nombre de solutions efficaces du problème (MOILP ).

Table 5.9 – Comparison de notre méthode avec la méthode naive (MOILP) pour l’ins-
tance (15,10,5).

CPU(s) ρ

Notre méthode Méthode naive (MOILP)
2,400 49,715 0,0046
49,542 63,035 0,0044
31,372 75,638 0,0030
1,627 65,844 0,0052
11,137 78,355 0,0050
8,780 68,917 0,0026
6,831 53,966 0,0029
7,333 77,932 0,0067
2,386 43,059 0,0044
2,995 61,936 0,0021

Moyenne 12,340 63,8399 0,0041
Max 49,542 78,355 0,0068
Min 1,627 43,059 0,0021

Cependant, la méthode étant exacte, on s’attendait à ce que le problème devienne
difficile en raison de :

• la non linéarité de la fonction de préférence,

• du nombre très grand des itérations de la méthode du simplexe,

• du nombre très grand de critères et

• de l’environnement discret du domaine de recherche.

Dans la section suivante, nous présentant une nouvelle méthode qui maximise une
fonction fractionnaire linéaire sur l’ensemble efficient d’un problème MOILP . La mé-
thode proposée est une adaptation de la méthode présentée précédemment avec l’ajout
d’une nouvelle coupe, en plus de la coupe efficace [30], qui nous permettra d’éliminer
des solutions qui ne sont pas optimaux pour notre problème.
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5.3 Optimisation d’une fonction fractionnaire linéaire
sur l’ensemble efficient d’un problème multiob-
jectif linéaire discrêt

5.3.1 Définitions et notations

Le problème de programmation multiobjectif linéaire discrêt (MOILP ) est formulé
comme suit :

(MOILP )


maxZi(x) = cix i ∈ {1, ..., r}
sc.

x ∈ D = X ∩ Zn.
(5.9)

Z est l’ensemble des entiers, r ≥ 2, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, C = (c1, c2, ..., cr)T , où ci ∈ Rn

est un vecteur ligne. X = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, x ≥ 0}. Dans tout ce qui suit, on suppose
que X est un polyhèdre convexe, borné, fermé et non vide. D un ensemble non vide.

L’ensemble efficient du programme (MOILP ) peut être de cardinalité très grande,
il devient alors difficile pour le décideur (DM) de choisir la meilleure solution efficace
qui correspond à ses préférences.

Une solution efficace du problème (MOILP ) qui maximise une fonction d’utilité
fractionnaire linéaire f du décideur, qui n’est pas nécessairement une combinaison des
fonctions objectives du problème (MOILP ), peut être obtenu en résolvant le programme
suivant :

(ILFP )E


max f(x) = pTx+ α

qTx+ β
sc.

x ∈ XE ⊂ D.

(5.10)

où p, q sont des vecteur de Rn, α, β ∈ R et XE représente l’ensembles des solutions
efficaces du problème (MOILP ). On suppose que le facteur qTx + β est positif pour
tout x ∈ X .

Comme application à notre problème, nous considérons le problème de flux de coûts
minimal multiobjectif linéaire sur un réseau donné [31, 63, 77]. Soit G = (V,E) un
graphe connexe orienté, V = {v1, v2, ..., vm} l’ensemble de ses sommets et E l’ensembles
de ses arcs. Pour chaque sommet vi, i ∈ {1, 2...,m} est attribué un réel bi tel que
m∑
i=1

bi = 0. De plus, chaque arc (i, j) a capacité uij ≥ 0 et r coûts unitaires de transport
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ckij, (k = 1, 2, ..., r).
Le problème du flux de coûts minimum multiobjectif linéaire est formulé comme suit :

min zk =
∑

(i,j)∈E
ckijxij k = 1, . . . , r

s.c.∑
(i,j)∈E

xij −
∑

(j,i)∈E
xji = bi, i = 1, . . . ,m

0 ≤ xij ≤ uij

(5.11)

Comme la rentabilité est un indice d’efficacité de l’opération exprimé en fraction, il peut
être écrit comme suit :

ψ(x) =

∑
(i,j)∈E

pijxij + α

∑
(i,j)∈E

qijxij + β

où pour chaque arc (i, j) ∈ E ; pij représente le gain unitaire et qij le coût unitaire,
α représente un gain fixe et β un coût fixe. Le décideur peut considérer psi comme
fonction utilitaire à optimiser sur l’ensemble des efficace du problème (5.11).

La stratégie adoptée pour générer une solution optimale entière du problème principal
(ILFP )E est basée sur la résolution d’une séquence de problèmes fractionnaires linéaires
continus (LFP )l, à chaque étape l, l ≥ 0, définie par :

(LFP )l


max f(x) = pTx+ α

qTx+ β
sc.

x ∈ Xl.

(5.12)

X0 = X et Xl+1 est un sous ensemble de l’ensemble original X à explorer dans l’étape l.

Au long de ce manuscrit, nous utiliserons les notations suivantes :

• On note xopt la meilleure solution efficace de problème 5.10 trouvée jusqu’à l’étape
l et fopt la valeur du critère f correspondante.

• Soit x∗(l) la solution optimale du problème 5.12 correspondante à la base Bl, ob-
tenue au nœud l de l’arborescence.

• Les sous ensembles Il et Nl représentent l’ensemble des indices des variables de
base et les variables hors base, respectivement, de x∗(l) tel que :

Il = {i|ai ∈ Bl},
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Nl = {i|ai /∈ Bl},

où ai est la ième colonne de la matrice A.

• Notons γ̄j la jème composante du vecteur de la direction de croissance γ̄ de la
fonction principale f défini, à chaque étape l, par la relation suivante :

γ̄j = f 2(pj − z̄1
j )− f 1(pj − z̄2

j ) (5.13)

où :

– z̄1
j = pBl

B−1
l aj ; z̄2

j = qBl
B−1
l aj et aj est la jème colonne de la matrice A.

– f 1 = pTx∗(l) + α et f 2 = qTx∗(l) + β.

– f = f 1/f 2.

– Le bar signifie que les valeurs sont mises à jour.

Le théorème suivant [67], donne une condition nécessaire et suffisante d’optimalité
d’une solution pour le problème (LFP )l :

Théorème 5.3.1 [67] Une solution réalisable de base x∗ est optimale pour le problème
5.12, si et seulement si le vecteur γ̄ est tel que γ̄j ≥ 0 pour tout j ∈ Nl

5.3.2 Les coupes utilisées

Soit x∗(l) une solution optimale entière du problème (LFP )l, obtenue en utilisant
éventuellement le processus de branchement Branch & Bound et soit c̄ij la jème compo-
sante du vecteur gradient réduit c̄i = ci − Zi, i ∈ {1, 2, ..., r}, au niveau du dernier
tableau de simplexe, de la fonction Zi du problème (MOILP ).
Notre méthode, basée sur le principe de Branch & Cut, utilise ces informations pour
construire une coupe efficace en mesure de supprimer des solutions entières qui ne sont
pas efficaces pour le problème multiobjectif (MOILP ). Pour ce, nous définissons l’en-
semble suivant en x∗(l) :

Hl = {j ∈ Nl |3 i ∈ {1, ..., r}; c̄ij > 0} ∪ {j ∈ Nl | c̄ij = 0, ∀i ∈ {1, ..., r}} (5.14)

et la coupe efficace [30] est :

∑
j∈Hl

xj ≥ 1. (5.15)
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Une deuxième coupe est construite pour éliminer des solutions moins bonnes que
celles déjà trouvées, elle est donné par l’inégalité suivante :

f(x) ≥ fopt. (5.16)

On peut définir alors les sous-ensembles suivant au nœud l :

X 1
l+1 = {x ∈ Xl |

∑
j∈Hl

xj ≥ 1},

X 2
l+1 = {x ∈ Xl | f(x) ≥ fopt}

et
Xl+1 = X 1

l+1 ∪ X 2
l+1

5.3.3 Test d’efficacité

Étant donnée x∗(l) une solution optimale entière du problème (LFP )l, On peut testé
son efficacité en résolvant le programme linéaire mixte suivant ([43]) :

EK(x∗(l))



max θ =
r∑
i=1

ψi

st.

Cx− Iψ = Cx∗(l).

x ∈ D;
ψi ∈ R+,∀i ∈ {1, ..., r},

(5.17)

avec C = (c1, c2, ..., cr)T est une matrice d’ordre (r × n), I est une matrice d’identité
d’ordre r et ψ = (ψi)i∈{1,...,r}.

Un point x∗(l) est efficace si et seulement si la valeur optimale de la fonction objectif
θ en EK(x∗(l)) est nulle (voir [54]). Sinon, le programme EK(x∗(l)) peut être utilisé pour
générer une solution efficace dans le cas où x∗(l) ne l’ai pas.

5.3.4 Développement de la méthode

Dans cette section, nous développons un algorithme basé sur le principe de Branch
and Cut pour générer une solution optimale entière du problème (ILFP )E sans avoir à
énumérer explicitement toutes les solutions entières efficaces du problème (MOILP ). Le
processus de Branch and Bound, renforcés par des coupes et des tests d’efficacité, nous
permettent de sonder des nœuds de l’arborescence, ainsi, un grand nombre de solutions
réalisables et non efficaces peuvent être évitées.
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Description de la méthode

Chaque programme (LFP )l correspond à un nœud dans une arborescence structurée.
Un nœud l de l’arborescence est sondé si :

• la solution x∗(l) du problème 5.12 est une solution entière et efficace (x∗(l) ∈ X ),

• x∗(l) n’est pas efficace et l’ensemble Hl = ∅, ce qui veut dire qu’on ne pourra plus
avoir de solutions efficaces dans le domaine courent,

• la valeur de fopt obtenue est supérieure ou égal à la valeur de la fonction f en ce
nœud,

• le programme 5.12 est infaisable.

Si la solution optimale x∗(l) du programme 5.12 est non entière, nous imposons alors des
restrictions d’intégrité sur les variables du programme jusqu’à obtention d’une solution
entière. Pour le faire, on suppose x∗(l)j une composante fractionnaire de x∗(l), le nœud l de
l’arborescence est alors séparé en deux nœuds qui lui sont imposées par les contraintes
additionnelles xj ≤ bx∗(l)j c et xj ≥ dx∗(l)j e, où xj ≤ bx∗(l)j c indique la partie entière
inférieure du nombre réel x∗(l)j et xj ≥ dx∗(l)j e sa partie entière supérieure.

En présence d’une solution entière, la solution est testée pour son efficacité en ré-
solvant le programme 5.17, dans le but d’améliorer et de mettre à jour la valeur de la
fonction objectif fopt, si cette solution est meilleure que les solutions entières efficaces
déjà trouvées.

Si la solution n’est pas efficace, la coupe 5.15 est alors rajoutée et aussi la coupe 5.16
si fopt a été mis à jour, et le nouveau programme obtenu sera résolu.

La méthode se termine lorsque tous les nœuds crées sont sondés. La solution optimale
du problème 5.10 est xopt correspondante à la meilleure valeur fopt trouvée.

Formulation de l’algorithme

Les étapes de l’algorithme qui génère une solution optimale pour le problème 5.10
est décrit dans ce qui suit :

Algorithme 2 : L’optimisation Fractionnaire Linéaire sur l’Ensemble Ef-
ficace Discrêt

Étape 1 (Initialisation) : On initialise la valeur optimale de f , fopt = −∞ ; la solu-
tion xopt inconnue ; l = 0 et X0 = X .
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Étape 2 (Étape générale) : Tant qu’il existe un nœud non encore sondé dans l’ar-
borescence, choisir un nœud l non sondé et résoudre le programme fractionnaire
linéaire correspondant (LFP )l en utilisant la méthode dual du simplexe et une
méthode de résolution des problème fractionnaire linéaire ([24, 67]).

• Si (LFP )l n’est pas réalisable, alors le nœud correspondant est sondé ;

• Sinon, soit x∗(l) sa solution optimale obtenue ;

1. Si fopt ≥ f(x∗(l)), alors le nœud l est sondé. Aller à l’étape 2 ;
2. Sinon, tester l’intégrité de la solution x∗(l).

(a) Si x∗(l) est entière, aller à l’étape 2a.
(b) Sinon, aller à l’étape 2b.

Étape 2a (Test d’efficacité) : Résoudre le programme 5.17 au point x∗(l).

• Si x∗(l) est efficace, le nœud l est sondé. Mettre à jour la valeur de fopt si
nécessaire, et aller à l’étape 2.

• Sinon, soit x̄(l) une solution optimale du programme EK(x∗(l)). Mettre à
jour la valeur de fopt si nécessaire, et aller à l’étape 2c.

Étape 2b (Processus de branchement) : Parmi les composantes de la solu-
tion x∗(l), il y’a au moins une valeur non entière, choisir une d’entre elle x∗(l)j

et diviser l’ensemble Xl en deux sous ensembles Xl1 et Xl2 en ajoutant les
contraintes xj ≤ bx∗(l)j c et la coupe 5.16, si c’est nécessaire, pour obtenir le
programme (LFPl1) et xj ≥ dx∗(l)j e et la coupe 5.16, si c’est nécessaire, pour
obtenir le programme (LFPl2) tel que l1 = l+ 1 et l2 = l1 + 1. Aller à l’étape
2.

Étape 2c (Coupe efficace) : Déterminer les ensembles Nl et Hl ;

1. Si Hl = ∅ alors le nœud l est sondé. Aller à l’étape 2 ;
2. Sinon, ajouter la coupe 5.15 au problème (LFP )l et si nécessaire, ajouter

la coupe 5.16 ; l = l + 1. Aller à l’étape 2.

Résultats fondamentaux

Les résultats théoriques suivants justifient les différentes étapes de l’algorithme pro-
posé.
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Théorème 5.3.2 Supposons que Hl 6= ∅ au point entier non efficace courant x∗(l). Si
x 6= x∗(l) est une solution entière efficace dans le domaine Xl r {x∗(l)}, alors x ∈ Xl+1.

Preuve 5.3.1 Soit x une solution entière efficace dans le domaine Xl r {x∗(l)} tel que
x /∈ Xl+1, alors x /∈ X 1

l+1 et x /∈ X 2
l+1.

• Si x /∈ X 1
l+1, alors x /∈ {x ∈ Xl/

∑
j∈Hl

xj ≥ 1} ce qui implique x ∈ {x ∈ Xl/
∑

j∈NlrHl

xj ≥

1}.

Par conséquent, on aura les inégalités suivantes :
∑
j∈Hl

xj < 1 et
∑

j∈NlrHl

xj ≥ 1. Il

s’ensuit que xj = 0 pour tout indice j ∈ Hl, et xj ≥ 1 pour au moins un indice
j ∈ Nl rHl.

En utilisant le tableau de simplexe en x∗(l), l’égalité suivante est vérifiée pour tout
critère i ∈ {1, ..., r} :

Zi(x) = cix = cix∗(l) +
∑
j∈Nl

cijxj

= cix∗(l) +
∑
j∈Hl

cijxj +
∑

j∈Nl\Hl

cijxj

= cix∗(l) +
∑

j∈Nl\Hl

cijxj

Donc, Zi(x) ≤ Zi(x∗(l)) pour tout critère i ∈ {1, ..., r}, avec Zi(x) < Zi(x∗(l)) pour
au moins un critère puisque cij ≤ 0 pour tout j ∈ Nl\Hl.

Par conséquent, Zi(x) est dominé par Zi(x∗(l)) et x est non efficace.

• Si x /∈ X 2
l+1, f(x) < fopt. Ainsi, x n’est pas optimale.

Corollaire 5.3.1 La contrainte
∑
j∈Hl

xj ≥ 1 définie une coupe efficace.

Preuve 5.3.2 Il est clair que
∑
j∈Hl

xj ≥ 1 est une contrainte valide efficace par le théo-

rème theorem 5.3.2, puisque toute solution entière efficace dans le domaine courant Xl
vérifie cette contrainte. Par ailleurs, la solution entière courante x∗(l) ne satisfait pas
cette contrainte puisque xj = 0 pour tout j ∈ Hl. Donc, on peut dire que la contrainte∑
j∈Hl

xj ≥ 1 est une coupe efficace.

Proposition 5.3.1 Si Hl = ∅ à la solution entière courante x∗(l), alors Xl r {x∗(l)} est
un domaine exploré.
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Preuve 5.3.3 Hl = ∅ signifie que x∗(l) est une solution optimale entière pour chaque
critère. Par conséquent x∗(l) est un point ideal dans le domaine Xl et Xl r {x∗(l)} ne
contient aucune solution efficace.

Théorème 5.3.3 L’algorithme converge vers une solution optimale du programme (ILFP )E,
si une telle solution existe, en un nombre fini d’itérations.

Preuve 5.3.4 Comme D, l’ensemble des solutions réalisables entières du problème (MOILP ),
est un ensemble fini et borné contenu dans X , la cardinalité de l’ensemble efficient XE
est aussi fini. À chaque fois qu’une solution optimale entière x∗(l) est atteinte, la coupe
efficace est ajoutée si x∗(l) /∈ XE. D’autre part, si Hl = ∅, la solution correspondante x∗(l)

constitue un point ideal local et le nœud actuel peut être sondé car aucun critère ne peut
être amélioré et aucune amélioration de la valeur fopt ne sera possible. Ainsi, selon le
théorème et le corollaire ci-dessus, au moins la solution x∗(l) est éliminée lorsqu’on étudie
un sous-problème (LFP )k, k > l, mais aucune solution efficace entière n’est omise.

5.3.5 Exemple illustratif

Pour illustrer l’utilisation de l’algorithme, considérons le problème suivant :

(ILFP )E


max f(x) = −x1 − x2 + 2x3 + 3x4 − 15

x2 + x3 + x4 + 1
s.c

x ∈ XE

où XE représente l’ensemble efficace entier du problème (MOILP ) définie par :

(MOILP )



max Z1 = x1 + x2 − x3 − 2x4

max Z2 = x1 − 3x2 − x3 + x4

max Z3 = 2x2 + 2x3 + 2x4

max Z4 = −x2 + 2x3 + 2x4

s.t.

3x1 − 2x2 + x3 + x4 ≤ 3
x2 + 3x3 + 4x4 ≤ 4
x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 5

2x2 + x3 ≤ 6
xi ≥ 0, entiers ∀i ∈ {1, ..., 4}

Initialisation : Soit fopt = −∞, l = 0.
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Le programme (LFP )0 est résolu. La première solution optimale obtenue est x∗(0) =
(0, 14

5 ,
2
5 , 0). La solution n’est pas entière et f(x∗(0)) = −85

21 . Les résultats de la résolution
sont résumés dans le tableau 5.3.5 :

B1 x1 x4 x6 x8 RHS
x7 1 1/5 -1/5 -2/5 9/5
x3 0 8/5 2/5 -1/5 2/5
x2 0 -4/5 -1/5 3/5 14/5
x5 3 -11/5 -4/5 7/5 41/5
pj − z̄1

j -1 -1 -1 1 f1 = −17
qj − z̄2

j 0 1/5 -1/5 -2/5 f2 = 21/5
γ̄j -21/5 -4/5 -38/5 -13/5
c̄1 1 2/5 3/5 -4/5
c̄2 1 1/5 -1/5 8/5
c̄3 0 2/5 -2/5 -4/5
c̄4 0 -2 -1 1

Table 5.10 – La première solution optimale

Comme cette solution n’est pas entière, le processus de branchement est déclenché
et deux nœuds sont créés, N1 et N2, qui correspondent aux contraintes suivantes :

N1 : x2 ≤ b14
5 c.

N2 : x2 ≥ d14
5 e.

N1 : la contrainte x2 ≤ b14
5 c est ajoutée au tableau 5.3.5 pour obtenir le tableau 5.3.5

avec une solution optimale x∗(1) = (0, 2, 2
3 , 0) et f(x∗(1)) = −47

11 .
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B2 x1 x4 x6 x9 RHS
x7 1 -1/3 -1/3 -2/3 7/3
x3 0 4/3 1/3 -1/3 2/3
x2 0 0 0 1 2
x5 3 -1/3 -1/3 7/3 19/3
x8 0 -4/3 -1/3 -5/3 4/3
pj − z̄1

j -1 1/3 -2/3 5/3 f1 = −47/3
qj − z̄2

j 0 -1/3 -1/3 -5/3 f2 = 11/3
γ̄j -11/3 -4 -23/3 -13/3
c̄1 1 -2/3 1/3 -4/3
c̄2 1 7/3 1/3 8/3
c̄3 0 -2/3 -2/3 -4/3
c̄4 0 -2/3 -2/3 5/3

Table 5.11 –

N2 : la contrainte x2 ≥ d14
5 e est ajoutée au tableau 5.3.5 pour avoir le tableau 5.3.5

avec une solution optimale x∗(2) = (0, 3, 0, 1
4) et f(x∗(2)) = −69

17 .

B3 x1 x6 x8 x9 RHS
x7 1 -1/4 -1/4 1/4 7/4
x3 0 0 1 2 0
x2 0 0 0 -1 3
x5 3 -1/4 -1/4 -11/4 35/4
x4 0 1/4 -3/4 -5/4 1/4
pj − z̄1

j -1 -3/4 1/4 -5/4 f1 = −69/4
qj − z̄2

j 0 -1/4 -1/4 1/4 f2 = 17/4
γ̄j -17/4 -15/2 -13/4 -1
c̄1 1 1/2 -1/2 1/2
c̄2 1 -1/4 7/4 1/4
c̄3 0 -1/2 -1/2 1/2
c̄4 0 -1/2 -1/2 -5/2

Table 5.12 –

Comme f(x∗(2)) > f(x∗(1)), nous explorons le nœud N2 en premier. La solution x∗(2)
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n’est pas entière, le processus de branchement est encore déclenché avec les contraintes
suivantes :

N3 : x4 ≤ b1
4c.

N4 : x4 ≥ d1
4e.

N3 : la contrainte x4 ≤ b1
4c est ajoutée au tableau 5.3.5 et on obtient le tableau 5.3.5

avec une solution optimale x∗(3) = (0, 3, 0, 0) et f(x∗(3)) = −9
2 .

B4 x1 x8 x9 x10 RHS
x7 1 -1 -1 -1 2
x3 0 1 2 0 0
x2 0 0 -1 0 3
x5 3 -1 -4 -1 9
x4 0 0 0 1 0
x6 0 -3 -5 -4 1
pj − z̄1

j -1 -2 -5 -3 f1 = −18
qj − z̄2

j 0 -1 -1 -1 f2 = 4
γ̄j -4 -26 -38 -30
c̄1 1 1 3 2
c̄2 1 1 -1 -1
c̄3 0 -2 -2 -2
c̄4 0 -2 -5 -2

Table 5.13 –

N4 : la contrainte x4 ≥ d1
4e est ajoutée au Tableau 5.3.5 et le programme obtenu

devient irréalisable, le nœud est alors sondé.

Comme la solution optimale x∗(3) = (0, 3, 0, 0) est entière, On teste son efficacité. La
solution n’est pas efficace. Une solution entière efficace est générée par le test d’efficacité
est x̂(3) = (2, 3, 0, 0) avec f(x̂(3)) = −5. Mettre à jour fopt = −5, xopt = (2, 3, 0, 0).
H3 = {1, 8, 9, 10}.

Appliquer la coupe efficace x1 +x8 +x9 +x10 ≥ 1 et la coupe f(x) ≥ −5 pour obtenir
la solution optimale x∗(5) = (1, 3, 0, 0), f(x∗(5)) = −19

4 . Les résultats sont donnés dans le
tableau suivant 5.3.5 :
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B5 x8 x9 x10 x11 RHS
x7 -2 -2 -2 1 1
x3 1 2 0 0 0
x2 0 -1 0 0 3
x5 -4 -7 -4 3 6
x4 0 0 1 0 0
x6 -3 -5 -4 0 1
x1 1 1 1 -1 1
x12 6 9 7 1 1
pj − z̄1

j -1 -4 -2 -1 f1 = −19
qj − z̄2

j -1 -1 -1 0 f2 = 4
γ̄j -23 -35 -27 -4
c̄1 0 2 1 1
c̄2 0 -2 -2 1
c̄3 -2 -2 -2 0
c̄4 -2 -5 -2 0

Table 5.14 –

La solution x∗(5) est entière mais non efficace. Une solution efficace entière est générée
par le test d’efficacité est x̂(5) = (2, 3, 0, 0) avec f(x̂(5)) = −5 = fopt et H5 = {9, 10, 11}.

Appliquer la coupe x9 + x10 + x11 ≥ 1 et utiliser le dual du simplex pour obtenir la
solution entière efficace x∗(6) = (2, 3, 0, 0), f(x∗(6)) = −5 donnée par le tableau 5.3.5. Le
nœud courant est sondé.
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B6 x8 x9 x10 x13 RHS
x7 -2 -3 -3 1 0
x3 1 2 0 0 0
x2 0 -1 0 0 3
x5 -4 -10 -7 3 3
x4 0 0 1 0 0
x6 -3 -5 -4 0 1
x1 1 2 2 -1 2
x12 6 8 6 1 0
x11 0 1 1 -1 1
x14 6 8 6 1 0
pj − z̄1

j -1 -3 -1 -1 f1 = −20
qj − z̄2

j -1 -1 -1 0 f2 = 4
γ̄j -24 -32 -24 -4
c̄1 0 1 0 1
c̄2 0 -3 -3 1
c̄3 -2 -2 -2 0
c̄4 -2 -5 -2 0

Table 5.15 –

N1 : La solution x∗(1) = (0, 2, 2
3 , 0) est non entière, le processus de branchement génère

deux nœuds N7, N8 :

N7 : x3 ≤ b2
3c, f(x) ≥ −5.

N8 : x3 ≥ d2
3e, f(x) ≥ −5 .

N7 : La contrainte x3 ≤ b2
3c est ajoutée au tableau 5.3.5, on obtient le tableau 5.3.5

avec une solution optimale x∗(7) = (0, 2, 0, 1
2) et f(x∗(7)) = −31

7 .
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B7 x1 x6 x9 x10 RHS
x7 1 -1/4 -3/4 -1/4 5/2
x3 0 0 0 1 0
x2 0 0 1 0 2
x5 3 -1/4 9/4 -1/4 13/2
x8 0 0 -2 -1 2
x4 0 1/4 -1/4 -3/4 1/2
x11 1 2 2 1 2
pj − z̄1

j -1 -3/4 7/4 1/4 f1 = −31/2
qj − z̄2

j 0 -1/4 -3/4 -1/4 f2 = 7/2
γ̄j -7/2 -13/2 -11/2 -3
c̄1 1 1/2 -3/2 -1/2
c̄2 1 -1/4 13/4 7/4
c̄3 0 -1/2 -3/2 -1/2
c̄4 0 -1/2 -3/2 -1/2

Table 5.16 –

N8 : La contrainte x3 ≥ d2
3e est ajoutée à la table 5.3.5 et on obtient après résolution

le tableau 5.3.5 avec une solution optimale entière x∗(8) = (0, 1, 1, 0) et f(x∗(8)) = −14
3 .
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B8 x1 x6 x9 x10 RHS
x7 1 -3 -1 -2 3
x3 0 0 0 -1 1
x2 0 4 1 3 1
x5 3 9 2 7 4
x8 0 -8 -2 -5 3
x9 0 -4 -1 -3 1
x11 1 8 4 3 1
pj − z̄1

j -1 -7 1 5 f1 = −14
qj − z̄2

j 0 -3 -1 -2 f2 = 3
γ̄j -3 -21 -11 -13
c̄1 1 -6 -1 -4
c̄2 1 13 3 8
c̄3 0 -6 -2 -4
c̄4 0 6 1 5

Table 5.17 –

Comme f(x∗(7)) > f(x∗(8)), on explore le nœud N7. La solution x∗(7) est non entière,
le processus de branchement est déclenché :

N9 : x4 ≤ b1
2c.

N10 : x4 ≥ d1
2e.

N9 : La contrainte x4 ≤ b1
2c ajoutée à la table 5.3.5 rend le problème irréalisable, le

nœud est alors sondé.

N10 : La contrainte x4 ≥ d1
2e ajoutée à la table 5.3.5 rend le problème irréalisable

aussi, le nœud est sondé.

N8 : La solution x∗(8) = (0, 1, 1, 0) est entière mais pas efficace, la solution efficace
générée par le test d’efficacité est x̂(8) = (1, 1, 1, 0) avec f(x̂(8)) = −5 = fopt. Une
autre solution optimale du problème (LFPE) est donc xopt = (1, 1, 1, 0) et fopt = −5.
H8 = {1, 4, 6, 10}.

Appliquer la coupe efficace x1 + x4 + x6 + x10 ≥ 1 pour obtenir une solution entière
optimale x∗(11) = (1, 1, 1, 0), f(x∗(11)) = −5 (table 5.3.5) qui est efficace, le nœud est
alors sondé.
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B9 x4 x6 x10 x12 RHS
x7 -4 -2 -3 1 2
x3 0 0 -1 0 1
x2 4 1 3 0 1
x5 6 -1 4 3 1
x8 -8 -2 -5 0 3
x9 -4 -1 -3 0 1
x11 7 3 4 1 0
x1 1 1 1 -1 1
x13 7 3 4 1 0
pj − z̄1

j 8 2 6 -1 f1 = −15
qj − z̄2

j -3 -1 -2 0 f2 = 3
γ̄j -21 -9 -12 -3
c̄1 -7 -2 -5 1
c̄2 12 2 7 1
c̄3 -6 -2 -4 0
c̄4 6 1 5 0

Table 5.18 –

L’algorithme s’arrête puisque tous les nœuds crées sont sondés et les solutions opti-
males du problème (ILFP )E sont donc xopt1 = (2, 3, 0, 0) et xopt2 = (1, 1, 1, 0) avec une
valeur optimale de la fonction fractionnaire linéaire fopt = −5.

Pour résumer l’approche proposé à travers cet exemple, nous présentons une arbo-
rescence qui représente les états des nœuds pendant le processus.
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N0 x∗(0) = (0, 14
5 , 2

5 , 0)

N1x∗(1) = (0, 2, 2
3 , 0) N2 x∗(2) = (0, 3, 0, 1

4 )

N3
x∗(3) = (0, 3, 0, 0) /∈ XE ,

x̂(3) = (2, 3, 0, 0), fopt = −5
N4 Infaisable

N5 x∗(5) = (1, 3, 0, 0) /∈ XE , x̂(5) = (2, 3, 0, 0)

N6 x∗(6) = (2, 3, 0, 0) ∈ XE , Optimale

N7x∗(7) = (0, 2, 0, 1
2 ) N8

x∗(8) = (0, 1, 1, 0) /∈ XE

x̂(8) = (1, 1, 1, 0), fopt = −5

N11Infaisable

N9 Infaisable N10Infaisable

x2 ≤ b 14
5 c x2 ≥ d 14

5 e

x4 ≤ b 1
4 c x4 ≥ d 1

4 e

x1 + x8 + x9 + x10 ≥ 1, f(x) ≥ −5

x1 + x4 + x6 + x10 ≥ 1

x3 ≤ b 2
3 c, f(x) ≥ −5x3 ≥ d 2

3 e, f(x) ≥ −5

x4 ≤ b 1
2 c x4 ≥ d 1

2 e

x9 + x10 + x11 ≥ 1

Figure 5.2 – Arborescence représentant les états des nœuds en utilisant l’algorithme
Branch & Cut.

5.3.6 Expérimentation et résultats

La méthode décrite dans la section 5.3.4 a été implémentée dans l’environnement
MATLAB et générée aléatoirement pour les problèmes (ILFP )E et (MOILP ). Les
données sont générées de manière aléatoire à partir d’une distribution uniforme discrète
dans l’intervalle [1, 30] pour les coefficients des contraintes A, [50, 100] pour le second
membre b et [-10, 10] pour les coefficients de la matrice C des fonctions objectives du
problème (MOILP ). Les vecteurs p et le scalaire α sont générés de la même manière que
la matrice C, néanmoins le scalaire β et le vecteur q sont générés tels que (qtx+ β) > 0
pour toute solution possible x ∈ X . Pour chaque instance (n,m, r) (n est le nombre
de variables, m le nombre de contraintes et r le nombre d’objectifs), une série de 10
problèmes a été résolue.

Les expériences de calcul ont été effectuées sur un MacBook Pro, une mémoire Intel
Core i7 de 2,7 GHz et une mémoire de 4 Go.

La performance obtenue de l’algorithme est résumée dans le tableau 5.3.6 où le temps
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moyen CPU (en secondes), le nombre moyen de nœuds requis, le nombre moyen de
coupes efficaces sont rapportés. De plus, le minimum et le maximum de chaque mesure
sont indiqués entre parenthèses. La dernière colonne ρ du tableau indique le rapport
entre le nombre moyen de solutions efficaces répertoriées et le nombre moyen de toutes
solutions efficaces du problème (MOILP ).

Table 5.19 – Résultats de l’expérimentation
r n×m CPU N bre de N bre de coupes ρ

(secondes) Nœux efficaces
3 25× 20 8.105 [2.574; 19.853] 571.4 [91; 1167] 57.2 [8; 126] 0.190 [0.035; 1]

25× 25 6.266 [1.611; 19.222] 334.9 [5; 1195] 29.5 [2; 84] 0.077 [0; 0.181]
30× 20 5.865[1.8; 15.276] 382.8 [4; 847] 36.8 [1; 102] 0.113 [0.022; 0.666]
30× 25 8.320 [3.821; 17.585] 630[165; 1295] 48.8 [5; 90] 0,091 [0, 0312; 0, 187]
35× 20 12.898 [3.213; 23.368] 835.1 [147; 1705] 59.3 [4; 109] 0.0594 [0; 0.1]
35× 25 8.902 [4.235; 16.101] 712.1 [315; 1369] 47.7 [14; 106] 0.046 [0.013; 0.08]
40× 25 16,989 [1, 847; 45, 343] 1038,7 [1; 2921] 63,4 [0; 189] 0,066 [0, 028; 0, 173]

5 25× 20 2.689 [1.406; 4.213] 116.3 [1; 359] 10.9 [0; 35] 0.030 [0.005; 0.125]
25× 25 2.673 [1.536; 5.279] 93.5 [17; 254] 6.2 [0; 21] 0.022 [0.006; 0.060]
30× 20 3.744 [1.581; 10.822] 263.1 [3; 862] 10.5 [0; 30] 0.015 [0.003; 0.056]
30× 25 4.852[1.505; 15.010] 187.204 [3; 586] 21.4[0; 83] 0.017 [0.004; 0.053]
35× 20 8.756 [4.301; 18.541] 1943.3 [278; 14556] 45.9 [13; 176] 0.020 [0.008; 0.032]
35× 25 3.450 [1.616; 6.336] 118.2 [4; 362] 9.2 [0; 49] 0.006 [0; 0.013]
40× 25 13,912 [1, 718; 67, 265] 727,2 [5; 3224] 47,4 [0; 227] 0,011 [0, 004; 0, 04]

7 25× 20 2.848 [1.478; 8.137] 75.9 [3; 293] 5.7 [0; 30] 0.009 [0.002; 0.017]
25× 25 1.926 [1.525; 3.175] 45.4 [3; 179] 2.2 [0; 10] 0.008 [0; 0.029]
30× 20 3.320 [1.443; 9.298] 174.9 [1; 613] 10.5 [0; 52] 0.009 [0.001; 0.031]
30× 25 2,522 [1, 505; 5, 636] 91,8 [3; 400] 3.4[0; 17] 0,007 [0, 001; 0, 014]
35× 20 4,804 [1, 607; 14, 229] 285,5 [7; 680] 17.1 [0; 69] 0,006 [0, 001; 0, 015]
35× 25 3,567 [1, 664; 10, 267] 166,9 [3; 674] 6.3 [0; 31] 0,006 [0, 001; 0, 022]
40× 25 4,777[1, 815; 11, 892] 209,3 [9; 667] 13,3 [0; 53] 0,005 [0, 001; 0, 014]

Discution des résultats

Notons que pour un grand nombre d’objectifs, nous appliquons moins de coupes
efficaces en conséquence ; nous avons moins de nœuds.

On peut également voir que les coupes efficaces éliminent un grand nombre de solu-
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tions efficaces car la moyenne du rapport entre le nombre de solutions efficaces réperto-
riées sur le nombre de toutes les solutions efficaces du problème (MOILP ) ne dépasse
pas 0, 9% pour 8 objectifs, 3% pour 5 objectifs et 19% pour 3 objectifs (voir tableau 5.3.6).

Les coupes 5.15 et 5.16 nous évitent de visiter un grand nombre de solutions efficaces
du problème (MOILP ), ainsi la solution optimale de notre problème principal (ILFP )E
est atteinte en un temps très réduit.

Dans le tableau 5.3.6, nous présentons une comparaison avec la méthode de Mahdi &
Chaabane [64]. Nous remarquons que dans les problèmes à grande taille, notre méthode
donne des résultats nettement meilleurs du point de vue temps de calcul.

5.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons développé un nouvel algorithme pour résoudre le pro-

blème de l’optimisation d’une fonction fractionnaire linéaire sur l’ensemble efficace d’un
problème de programmation linéaire multiobjectif en évitant le passage systématique par
toutes les solutions efficaces. En effet, le processus de Branch & Bound renforcé par des
coupes et des tests nous ont permis de saturer un nombre considérable de nœuds dans
l’arborescence. Ainsi, plusieurs solutions réalisables entières non efficace ou efficaces non
optimales ont été évitées.
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r n×m CPU(secondes)
Méthode Notre méthode
Mahdi & Chaabane

3 5× 5 0,21 [0, 01; 0, 16] 0.51 [0, 42; 1, 15]
10× 5 0,44 [0, 02; 1, 6] 0,55 [0, 31; 0, 86]
15× 5 0,7 [0, 08; 1, 72] 1,16[0, 35; 2, 57]
20× 5 1,23[0, 2; 5, 23] 1,48 [0, 79; 3, 22]
20× 10 1,45 [0, 24; 5, 12] 1,82 [0, 38; 4, 23]
30× 10 8,98 [0, 87; 19, 31] 8,54 [1, 57; 31, 43]
35× 15 7,45 [1, 78; 17, 34] 5,58 [1, 84; 22, 88]
40× 15 10,82 [0, 22; 38, 27] 3,64 [1.50; 6, 81]
50× 15 45,48 [2, 02; 210] 19,89 [1.52; 118, 10]
60× 20 78,37 [5, 98; 272] 10,97 [1.68; 43, 96]
70× 20 76,82 [19, 6; 286] 35,70[3, 69; 104, 92]
80× 20 89 [16, 14; 350, 45] 55,41 [2, 33; 195, 54]
20× 70 24,65 [0, 44; 134, 29] 4,65 [1, 58; 20, 24]
20× 80 23,59 [0, 46; 105, 61] 4,67 [1, 57; 11, 04]

5 5× 5 0,31 [0, 03; 3, 18] 1,91 [1, 37; 5, 45]
10× 5 1,24 [0, 12; 4, 16] 1,51[1, 37; 1, 63]
15× 5 3,17 [0, 18; 5, 36] 2,68 [1, 43; 11, 01]
20× 5 3,92 [0, 2; 6, 23] 4,46 [1, 43; 12, 34]
20× 10 4,14 [1, 24; 5, 82] 1,87 [1, 43; 2, 51]
30× 10 7,38[1, 17; 21, 31] 2,63[1, 62; 4, 31]
40× 15 10,45 [3, 78; 17, 34] 1,94[1, 39; 2, 52]
50× 15 23,2 [4, 22; 58, 27] 2,32 [1, 51; 5, 06]
60× 20 89,17 [5, 45; 232] 5,68 [1, 64; 22, 47]
70× 20 95, 25[20, 6; 256] 24,74 [1, 78; 160, 09]
80× 20 98,43 [17, 14; 350, 45] 17,59 [1, 83; 87, 9]
20× 70 20,85 [0, 41; 145, 77] 2,47 [1, 65; 5, 16]
20× 80 20,91 [0, 57; 150, 12] 2,44 [1, 82; 3, 27]

8 5× 5 0,57[0, 13; 11, 54] 1,41 [1, 32; 1, 53]
10× 5 1,25 [0, 11; 25] 1,44 [1, 29; 1, 69]
10× 5 1,24 [0, 12; 4, 16] 1,51[1, 37; 1, 63]
15× 5 5,56 [1, 18; 45, 32] 2,18 [1, 4; 5, 5]
20× 5 5,02[0, 2; 5, 23] 1,76 [1, 4; 2, 84]
20× 10 10,5 [1, 35; 81] 1,63 [1, 48; 1, 97]
30× 10 14,5[3, 18; 89, 2] 2,27 [1, 53; 4, 31]
40× 15 20,69 [2, 57; 93, 27] 1,92 [1, 49; 2, 51]
50× 15 37,32 [5, 18; 143, 21] 2,17 [1, 54; 3, 62]
60× 20 71,25 [7, 33; 228, 04] 2,03[1, 68; 3]
70× 20 96,82 [19, 64; 286] 2,16[1, 53; 3, 44]
80× 20 101,02 [16, 14; 364, 15] 7,37 [1, 349; 31, 49]
20× 70 13,48 [0, 53; 101, 13] 3,21 [1, 57; 9, 64]
20× 80 10,03 [0, 63; 59, 75] 2,41 [1, 67; 4, 10]

Table 5.20 – Comparaison avec la méthode Mahdi & Chaabane [64]126



Conclusion générale

Dans ce présent travail, nous avons passé en revu dans les premiers chapitres, les
concepts fondamentaux de la programmation non linéaire et la programmation multiob-
jectif en nombres entiers qui constitue le sujet central de cette thèse. C’est ainsi que
nous nous sommes focalisé sur la mise en oeuvre de trois méthodes exactes.

Nous avons déployées, dans une première étape, une méthode pour résoudre les
problèmes de la programmation multiobjectif quadratique indéfinie en nombres entiers
MOIIQP . Une expérience est établie mettant en exergue les résultats obtenus sur des
instances générées aléatoirement et un exemple illustratif est développé montrant le
déroulement de l’algorithme. Une étude comparative est rapportée pour évaluer les per-
formances de notre méthode avec celle proposée par Arora [9]. Notre algorithme a trouvé
plus de solutions efficaces que l’algorithme d’Arora.

Nous avons aussi abordés le problème de l’optimisation d’un critère sur l’ensemble
efficient d’un problème multiobjectif qui s’inscrit dans l’optique de l’optimisation glo-
bale, elle concerne la recherche de la meilleure solution parmi les solutions efficaces d’un
problème d’optimisation multiobjectif linéaire en nombres entiers MOILP . Nous avons
pu maximiser une fonction quadratique indéfinie sur l’ensemble efficient d’un problème
MOILP (le cas (Quadratique indéfinie-Linéaire)), Ceci a été possible grâce au principe
Branch & Bound renforcé par une coupe efficace et des tests permettant ainsi de ré-
duire l’espace de recherche. De la même manière, et en ajoutant une deuxième coupe,
nous avons réussi à mettre au point une deuxième méthode qui permet de maximiser
une fonction fractionnaire linéaire sur l’ensemble efficient d’un problème MOILP (le
cas (Fractionnaire-Linéaire)). L’étude expérimentale a montré que notre méthode pour
le cas (Fractionnaire-Linéaire) est meilleure que celle proposée par Mahdi et Chaabane
[64] en considérant les mêmes conditions de programmation. Dans le cas (Quadratique
indéfinie-Linéaire), une comparaison avec la méthode naïve a été faite en l’absence de
telle méthode dans la littérature.
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Conclusion générale

Parmi les travaux qui peuvent présenter des perspectives et qu’on souhaite aborder
pour l’avenir on y trouve :

• La généralisation de la première méthode proposée pour la résolution d’un pro-
blème d’optimisation multiobjectif quadratique semi-définie positive en nombre
entiers MOIQP .

• La généralisation de la méthode proposée pour la résolution du problème de l’op-
timisation d’un critère sur l’ensemble efficient d’un MOILP au cas de l’optimi-
sation d’un critère quadratique semi-défini sur l’ensemble efficient d’un problème
multiobjectif.

• L’utilisation de l’optimisation parallèle pour la résolution des problèmes traités
dans cette thèse à grande échelle.
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