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Notations

R, C Corps des réels, complexes
Rn, Cn Espace euclidien réel, complexe
z (z1, z2, · · · , zn) complexe conjugué de z = (z1, z2, · · · , zn) ∈ Cn

rg le rang
Tr La trace
⊕ Somme directe
δij Symbole de Kronecker
⊔

Réunion disjointe
Indique la �n d'une démonstration

∧r Espace vectoriel des r−formes multilinéaires alternées
∧ Produit extérieur
/∑

Sommation sur les multi-indices
∂D Bord de D

d La di�érentielle
∂ La composante holomorphe de d.

∂ La composante anti-holomorphe de d.
B̃ Noyau de Martinelli-Bochner
BD, B∂D p.54
B Noyau de Bochner-Martinelli-Koppelman
BD, B∂D p.56
Lw

D, Rw
∂D p.62

Ωq p.63

5



Introduction

En théorie des fonctions de plusieurs variables complexes, la résolution de l'équation non
homogène de Cauchy-Riemann ∂u = f , f étant une (0, q)− forme, joue un rôle fondamental.

Les conditions nécessaires d'existence d'une solution de cette équation sont au nombre de
deux.

1. ∂f = 0 ( au sens des distributions )

2. La propriété de pseudo-convexité du domaine considéré.

Plusieurs méthodes ont été mises en oeuvre pour résoudre cette équation avec les meilleures
estimations possibles.

En 1970, G.M.Henkin, d'une part, I.Lieb et H.Grauert, d'autre part, �rent l'observation
fondamentale qu'une extension aux cas des formes di�érentielles de la formule de Cauchy-
Fantappié-Leray, dite de représentation intégrale, pour les fonctions holomorphes permettait
de construire une solution explicite de l'équation ∂u = f.

Cette solution explicite de l'équation ∂u = f a marqué un tournant dans le développement
des fonctions de plusieurs variables en permettant d'aborder à plusieurs variables les problèmes
d'analyse �ne qu'on ne savait traiter jusqu'alors qu'à une variable.

G.M.Henkin, H.Grauert et I.Lieb ont montré que lorsque Ω ⊂ Cn est strictement pseudo-
convexe et que f est une forme de type (0, q) à coe�cients bornés telle que ∂f = 0, l'équation
∂u = f admet une solution bornée dans Ω.

En 1980, dans l'article [20] � Approximation on pseudoconvex domains � Bedford et For-
naess ont posé la question suivante :
Soit Ω un domaine borné pseudo-convexe à frontière C∞ contenu dans Cn.

6



Supposons qu'on ait Ω =
⋂
j

Ωj avec Ωj+1 ⊂ Ωj et que pour tout j, Ωj soit pseudo-convexe

à frontière C∞. Pour toute forme f de type (0, 1) avec ∂f = 0 dans Ωj, existe-t-il u tel que
∂u = f dans Ωj et ‖u‖Ωj

≤ C ‖f‖Ω

C étant indépendant de j est ‖.‖Ω la norme dans L∞ (Ω) .

La réponse à la question précédente est négative, puisque dans la même année N.Sibony

[20] a construit un domaine pseudo-convexe régulier où l'équation ∂u = f n'admet pas de
solution bornée pour f bornée.

Le problème des estimations L∞ pour l'équation ∂u = f lorsque Ω est pseudo− convexe à
frontière réelle analytique demeure ouvert.

Un outil essentiel de l'analyse complexe est la construction d'opérateurs à noyaux résolvant
pour résoudre l'équation de Cauchy-Riemann ∂u = f lorsque ∂f = 0, avec des bonnes sections
du �bré de Leray.

En 1987, A.G.Sergeev [21] a étudié le problème des estimations L∞ dans le domaine pseudo-
convexe (Tube du futur) dé�nie par :

τ+ =
{
z ∈ Cn+1; (Imz0)

2 > (Imz1)
2 + (Imz2)

2 + · · ·+ (Imzn)2 , Imz0 > 0
}

où le bord ∂τ+ est la réunion de l'hypersurface lisse M dé�nie par

M =
{
v = ξ + iη ∈ Cn+1, η2 = 0, η0 > 0

}

et du
Rn+1 =

{
ξ + iη ∈ Cn+1, η = 0

}

A.G.Sergeev a construit un noyau de type Cauchy − Fantappié sur τ+ qui lui a permis
d'obtenir une solution explicite de l'équation ∂u = f véri�ant l'estimation angulaire au point
x0 + iy0 ∈M :

|u(z)| < C. ‖f‖L∞

|y − y0|
n−1

2

Notons que Polyakov [22] en 1985 a obtenu des estimations similaires dans des domaines
tubulaires de même nature.
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En 1935 Elie Cartan [14] a donné une classi�cation complète des domaines bornés symé-
triques de Cn, et il a montré que tous les domaines bornés symétriques de Cn étaient isomorphes
à des domaines cerclés.

A la �n des années soixante M.Koecher à mis en évidence une bijection entre les domaines
de Cartan et un objet algébrique appelé Système Triple de Jordan Hermitien positif ; ainsi si
D est un domaine symétrique borné cerclé irréductible alors D est la boule unité de la norme
spectrale du système triple de Jordan hermitien positif associé, en sorte que D est convexe donc
pseudo-convexe.

En 1977 dans l'article [5] Algebraic characterization of symetric complex Banach manifolds
W.Kaub montre que le Système Triple de Jordan su�t à caractériser complètement D.

Le tableau suivant résume la classi�cation de E.Cartan

Type Ip,q E = Mp,q(C) Q(x)y = xy∗x

Type IIn E = An(C) Q(x)y = −xyx

Type IIIn E = Sn(C) Q(x)y = xyx

Type IVn E = Cn Q(x)y = q(x, y)x− q(x)y

Type V E = M1,2(OC) Q(x)y = x. (y∗x)

Type V I E = H3(OC) Q(x)y =
1

2
(x ◦ (x ◦ y)− x2 ◦ y)

En 1998 [7] [8] M.S.Hachaichi à étudié le problème des estimations L∞ dans la boule unité
de la norme spectrale du système triple de Jordan hermitien positif du type Ip,q (p = q = n)

dé�nie par :
Dn = {z ∈ Mn(C) : In − zz∗ dé�nie positive}

Il a construit un noyau de type Henkin-Ramirez canonique qui lui a permis d'obtenir une
solution explicite de l'équation ∂u = f où f est une (0, 1)−forme, ∂−fermée dans Dn, qui
véri�e l'estimation :

‖u‖L∞ [dist(z, ∂D)]2n2−2 ≤ C ‖f‖L∞

où C est une constante qui ne dépend que de n.

Nous nous proposons en premier lieu de dé�nir la boule de Lie, comme le domaine symétrique
borné, cerclé irréductible de la série IVn (n > 2) associé au système triple de Jordan hermitien
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positif Cn muni du triple produit

{xyz} = q(x, y)z + q(z, y)x− q(x, z)y

avec

q(x, y) = 2
n∑

i=1

xiyi

et
q(x) =

n∑
i=1

x2
i

et à déterminer son bord de manière explicite.

En deuxiéme lieu, on établira des formules de représentation intégrale selon une technique
de Henkin− Leiterer pour résoudre l'équation de Cauchy-Riemann dans la boule de Lie.

Notons que G.Roos dans [16] a dé�ni la boule de Lie à l'aide du théorème de Druzkowski ;
il a aussi établi des formules d'homotopie pour ∂ de type canonique avec la technique des
courants.

Notre travail est organisé de la manière suivante :

La première partie intitulée � Géométrie de la boule de Lie � est constituée de :

� Chapitre 1 : consacré à l'étude du Système Triple de Jordan Hermitien positif.

� Chapitre 2 : consacré à la construction de la boule de Lie réalisé comme la boule unité
pour la norme spectrale du Système Triple de Jordan Hermitien positif de la série IVn et
l'étude de la géométrie de son bord.

La deuxième partie � Représentation Intégrale � est composée de :

� Chapitre 3 : consacré à la théorie de la géométrie di�érentielle et à quelques techniques
de cette théorie.

� Chapitres 4 et 5 : consacrés aux formules de représentation intégrales des (0, q)−formes

di�érentielles de classe C1 et à la résolution de l'équation de Cauchy −Riemann dans la
boule de Lie.
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Première partie

Géométrie de la boule de Lie
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Chapitre 1

Système triple de Jordan hermitien positif

H.Cartan [5] présentant les travaux de E.Cartan , s'exprimait ainsi :

�� On se place dans Cn, ou plus généralement dans un espace vectoriel E sur

C, de dimension finie, et l'on considère un domaine borné D dans E (domaine

= ouvert connexe).

Les automorphismes holomorphes D → D forment un groupe, noté G(D), dont les

propriétés générales ont été étudiées par H.Cartan (1931-1935). Sur G(D) on

considère la topologie de le convergence compacte.... : il existe sur G(D)

une structure de variété analytique réelle, compatible avec la topologie, qui

fait de G(D) un groupe de Lie réel...

L'algèbre de Lie g(D) du groupe G(D) se concrétise comme suit : c'est

l'algèbre de Lie des champs de vecteurs holomorphes D → E qui proviennent

des sous-groupes à un paramètre de G(D)....

Partant de ces résultats, et de sa familiarité avec les groupes de Lie et les

espaces riemanniens symétriques, E.Cartan a réussi, en 1935 , à donner une

classification complète des domaines bornés symétriques... Si D est

symétrique, on montre que G(D) opère transitivement dans D (autrement dit, D

est � homogène �), et D est alors isomorphe à un domaine cerclé borné ;

réciproquement, si un domaine borné D est cerclé et homogène, il est

symétrique. D'autre part, un domaine borné homogène est un domaine
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d'holomorphie ( c'est le domaine total d'existence d'une fonction holomorphe

bornée), et comme un domaine d'holomorphie cerclé est étoilé (par rapport à

l'origine 0), on conclut que tout domaine cerclé homogène est étoilé, donc

contractile, et en fait homéomorphe à une boule ouverte de E.

E.Cartan a de plus montré que tout domaine borné symétrique est un produit de

domaines bornés, symétriques irréductibles... , et surtout il a donné une

classification complète des domaines bornés symétriques irréductibles, en

exhibant pour chaque classe de domaines isomorphes un modèle (qui est cerclé).

Il y a quatre grandes classes... Et il y a en outre deux domaines

exceptionnels, de dimension 16 et 27 respectivement, dont les groupes

d'automorphismes sont les groupes de Lie exceptionnels E 6 et E7.

L'espace vectoriel complexifié g(D)⊗R C s'identifie à un C-espace vectoriel

de champs de vecteurs holomorphes...

Pour ξ ∈ E, posons

Yξ = 1
2
(Xξ − iXiξ) , Zξ = 1

2
(Xξ + iXiξ)

ce sont deux éléments de l'algèbre de Lie complexifiée. On a

Yξ(0) = ξ , Zξ(0) = 0

et, pour tout λ ∈ C :

Yλξ = λYξ , Zλξ = λZξ

( Yξ est une fonction C-linéaire de ξ, Zξ est une fonction C-antiliniéaire de

ξ ).

Les Yξ forment une algèbre de Lie abélienne : [Yξ, Yη] = 0, et de même pour les

Zξ. Le fait que les Yξ forment une algèbre de Lie abélienne a une conséquence

importante : il existe dans un voisinage de 0 une carte locale dans laquelle
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les champs Yξ sont constants : Yξ(x) = ξ pour tout x...., pour chaque ξ ∈ E,

Z (ξ, x, y) la fonction C-bilinéaire symétrique de x et y telle que

Z (ξ, x, x) = Zξ (x) ; Z est ainsi une application R-trilinéaire E × E × E → E

qui est de plus C-antilinéaire en la première variable ξ, et C-linéaire en

chacune des deux autres variables, avec en outre Z (ξ, x, y) = Z (ξ, y, x) .

Dans la carte locale en question, on a

Xξ(x) = ξ + Z (ξ, x, x)

D'après le � théorème de Poincaré �, il existe dans un voisinage V de 0, une

f holomorphe V → E telle que f(0) = 0, df = ω ; on a f ′(0) = idE, donc f définit

un changement de carte au voisinage de 0....

Il se produit alors un miracle : cette carte locale f : V → E se prolonge

d'elle-même en une application holomorphe D → E, qui est un isomorphisme de D

sur un domaine cerclé borné D′. La démonstration de ce fait est très

sophistiquée, mais le résultat est fort simple. Ainsi D est isomorphe à un

domaine cerclé borné ( fait que E.Cartan avait constaté à la fin de sa

cla ssification, sans en donner d'explication ) ; on pourra donc supposer

désormais que D est un domaine cerclé borné...Par ailleurs D, comme domaine

homogène, est nécessairement un domaine d'holomorphie....

La fonction trilinéaire Z : E × E × E → E attachée à D est très précieuse, et

elle caractérise D ��
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1.1 Introduction

Soit D un ouvert borné de Cn. On dit que :

� D est symétrique : si pour tout z ∈ D, il existe une transformation biholomorphe involutive
ψ ∈ Aut (D), dont z est un point �xe isolé.

� D est cerclé : s'il contient l'origine et s'il est stable par les transformations du type
z → eitz, t ∈ R.

Les domaines symétriques bornés, cerclés, irréductibles d'un espace vectoriel complexe de
dimension �nie, on été classi�és par E.Cartan en quatre domaines classiques
[Ip,q (1 ≤ p ≤ q) ; IIn (n ≥ 5) ; IIIn (n ≥ 2) ; IVn (n ≥ 3)] et deux domaines exceptionnels
[V et V I dans C16 et C27 respectivement] .

A la �n des années soixante M.Koecher à mis en évidence une bijection entre les domaines
de Cartan et un objet algébrique appéle Système Triple de Jordan hermitien positif.

1.2 Dé�nitions et Notations

Le corps de base est le corps C.

Dé�nition 1.2.1 : Une forme hermitienne sur un espace vectoriel complexe V est une appli-
cation q : V × V → C telle que :

i. Linéarité en la première variable : q(x + x′, y) = q(x, y) + q(x′, y)

q(λx, y) = λq(x, y) pour tous x, x′, y ∈ V et λ ∈ C

ii. Antilinéarité en la seconde variable q(x, y + y′) = q(x, y) + q(x, y′)

q(x, λy) = λq(x, y) pour tous x, y, y′ ∈ V et λ ∈ C

iii. q(x, y) = q(y, x) pour tous x, y ∈ V

Dé�nition 1.2.2 On dit qu'une forme hermitienne q sur V est :

� Non dégénerée : si pour tout x ∈ V : q(x, y) = 0 ⇔ x = 0 pour tout y ∈ V
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� Positive : si q(x, x) ≥ 0 pour tout x ∈ V.

� Dé�nie positive : si q(x, x) > 0 pour tout x ∈ V, x 6= 0.

Dé�nition 1.2.3 Un produit scalaire hermitien sur un espace vectoriel complexe est une forme
hermitienne dé�nie positive sur cet espace.

Dé�nition 1.2.4 Un espace hermitien est un espace vectoriel complexe de dimension �ni muni
d'un produit scalaire hermitien.

1.3 Système Triple de Jordan Hermitien ( STJH )

Un système triple de Jordan hermitien est un espace vectoriel V de dimension �nie sur C,
muni d'un triple produit {} : V × V × V −→ V

(x, y, z) 7−→ {xyz}

1. C-bilinéaire et symétrique en (x, z)

2. C-antilinéaire en y.

3. Véri�ant l'identité de Jordan :

{xy {uvz}} − {uv {xyz}} = {{xyu} vz} − {u {vxy} z} (J)

On introduit les opérateurs D(x, y) : V −→ V et Q(x, y) : V −→ V pour x, y ∈ V telle que

{xyz} = D(x, y)z = Q(x, z)y (1.1)

avec

D : V × V −→ EndCV et Q : V × V −→ EndCV

(x, y) 7−→ D(x, y) (x, z) 7−→ Q(x, z)

La forme Q est bilinéaire symétrique ; on note aussi par Q sa forme quadratique associée.
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Pour tout x, y et z de V, on a les relations suivantes :

Q(x, x) = 2Q(x) (1.2)

Q(x, z) = Q(x + z)−Q(x)−Q(z) (1.3)

{xyx} = 2Q(x)y (1.4)

D(Q(x)y, y) = D(x, y)2 − 2Q(x)Q(y) (1.5)

Proposition 1.3.1 Soit V un espace vectoriel de dimension �nie sur C muni d'un triple produit
qui satisfait 1. et 2. de la dé�nition, alors les identités (J1) et (J2) impliquent (J) avec

(J1) : D(x, y)Q(x) = Q(x)D(y, x)

(J2) : D(Q(x)y, y) = D(x,Q(y)x)

Dé�nition 1.3.1 Un sous-système de V est un sous espace vectoriel J tel que

{JJJ} ⊂ J

1.4 Algèbre de Jordan

Soit (V, {}) un système triple de Jordan hermitien, pour chaque y ∈ V , on note par V (y)

l'espace vectoriel V sur C muni d'une application bilinéaire symétrique ◦y dé�nie par :

x ◦y z =
1

2
{xyz}

On note par xz le produit x ◦y z et par x(p,y) (x, y ∈ V, p ∈ N∗) la puissance p− ième de x

dans V (y).

Dans ce cas, on a

x2 = Q(x)y (1.6)

x(p,y) =

(
1

2
D(x, y)

)p−1

x (1.7)
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Dé�nition 1.4.1 Une algèbre de Jordan sur C, est un espace vectoriel A sur C muni d'une
application bilinéaire symétrique qui satisfait l'identité :

x(x2z) = x2(xz) (x, z ∈ V )

1.5 Polynôme générique minimal

Pour tout y ∈ V, on note par rgV (y) le rang de l'algèbre de Jordan V (y) qui est le maximum de
la dimension de sous espace

〈
x, x(2,y), · · · · · · , x(p,y), · · · 〉 engendré par x, x(2,y), · · · · · · , x(p,y), · · ·

Dé�nition 1.5.1 Soit (V, {}) un système triple de Jordan hermitien, l'entier r

r = rgV = max
{
rgV (y), y ∈ V

}

est appelé le rang du système Triple de Jordan.

� Une paire (x, y) de V est dite régulière si rgV (y) est maximal c'est à dire rgV (y) = r.

� Dire que x est régulier dans V (y) c'est dire que x, x(2,y), · · · · · · , x(r,y) sont linéairement
indépendants.

Proposition 1.5.1 Soit (V, {}) un système triple de Jordan hermitien de rang r alors :

1. L'ensemble des paires (x, y) régulières est un ouvert dense du sous ensemble V × V où
V est le conjugué complexe de V .

2. Il existe des polynômes : mj : V × V → C (1 ≤ j ≤ r) homogènes de bidegré (j, j), tels
que pour chaque paire (x, y) le polynôme minimal en x dans V (y) est égal à :

m(T ; x, y) = T r + · · ·+ (−1)jmj(x, y)T r−j + · · ·+ (−1)rmr(x, y) (1.8)

et pour chaque (x, y) ∈ V × V :

x(r+1,y) + · · ·+ (−1)jmj(x, y)x(r+1−j,y) + · · ·+ (−1)rmr(x, y)x = 0 (1.9)
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Dé�nition 1.5.2 Le polynôme

m(T ; x, y) = T r −m1(x, y)T r−1 + · · ·+ (−1)rmr(x, y) (1.10)

est appelé le polynôme générique minimal de V .
Le polynôme non homogène N : V × V → C dé�nie par

N(x, y) = m(1; x, y) (1.11)

est appelé la norme générique du système triple de Jordan hermitien (V, {})

En particulier on a pour (x, y) ∈ V × V et β(x, y) ∈ ∧r V :

x ∧ x(2,y) ∧ · · · ∧ x(r−1,y) ∧ x(r+1,y) = m1(x, y)β(x, y) (1.12)

x(2,y) ∧ · · · ∧ x(r,y) ∧ x(r+1,y) = mr(x, y)β(x, y) (1.13)

avec
β(x, y) = x ∧ x(2,y) ∧ · · · ∧ x(r,y) (1.14)

1.6 Tripotents et Décomposition de Peirce

1.6.1 Les éléments tripotents d'un STJH

Soit (V, {}) un système triple de Jordan hermitien .On dé�nit les puissances impaires x(2p+1)

(p ∈ N) de x par :
x(1) = x, · · · , x(2p+1) = Q(x)x(2p−1)

ce qui est équivalent à x(2p+1) = x(p,x)

Proposition 1.6.1 Soit x un élément de V tel que : x(3) = λx(λ ∈ C); alors l'opérateur
D(x, x) annule le polynôme T (T − λ)(T − 2λ)

Dé�nition 1.6.1 Un élément e d'un STJ est dit tripotent s'il satisfait e(3) = e.
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Si e est un tripotent de V , d'après la proposition 1.6.1 , D(e, e) est diagonalisable et a pour
valeurs propres 0, 1 et 2 au maximum.

Les espaces propres de D(e, e)

Vα(e) = {z ∈ V : D(e, e)z = αz} (α ∈ {0, 1, 2})

forment la décomposition de Peirce de V relativement à e :

V = V0(e)⊕ V1(e)⊕ V2(e) (1.15)

Dé�nition 1.6.2 La hauteur d'un tripotent e est le rang du sous système V2(e).

Dé�nition 1.6.3 On dit que deux tripotent e1, e2 sont fortement orthogonaux, s'il véri�ent
l'une des propriétés équivalentes suivantes :

i. D(e1, e2) = 0

ii. D(e2, e1) = 0

iii. {e1e2e2} = 0

iv. {e1e1e2} = 0

1.6.2 Décomposition de Peirce

Proposition 1.6.2 Soient e1, e2, · · · , ep une famille de tripotents deux à deux orthogonaux .
L'opérateur D(ej, ej) (1 ≤ j ≤ p) est diagonalisable et admet les valeurs propres 0, 1 et 2.
Les espaces propre de D(ej, ej) (1 ≤ j ≤ p) sont donné par :

Vαβ = Vαβ (e1, · · · , ep) =
{
x ∈ V : D(ej, ej)x =

(
δj
α + δj

β

)
x
}

(1 ≤ j ≤ p)

Pour 1 ≤ α ≤ β ≤ p

La décomposition
V =

⊕

1≤α≤β≤p

Vαβ

est appelé la décomposition de Peirce relativement à e1, e2, · · · , ep.
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Si e = e1 + e2 + · · ·+ ep on trouve :

V0(e) = V00 =
⋂

1≤j≤p

V0(ej)

V1(e) =
⊕

1≤α≤p

V0α

V2(e) =
⊕

1≤α≤β≤p

Vαβ

Proposition 1.6.3 Les espaces Vαβ (1 ≤ α ≤ β ≤ p) sont des sous-système de V .

1.7 Positivité

Soit V un STJH, on considère sur V la forme (x, y) → (x | y) = TrD(x, y) où TrD(x, y)

la trace de l'opérateur linéaire D(x, y) ∈ EndCV.

Dé�nition 1.7.1 Un système de Jordan est dit hermitien positif (STJHP ) si la forme her-
mitienne (x | x) = TrD(x, x) est dé�nie positive.

Dé�nition 1.7.2 Soit V un STJHP .Un tripotent e 6= 0 est primitif si V2(e) = Ce

Dé�nition 1.7.3 Soit V un STJHP :un repère de V est une famille maximale de tripotents
primitifs fortement orthogonaux deux à deux.

Dé�nition 1.7.4 Soit V un STJH.Un idéal de V est un sous-espace vectoriel J tel que

{JV V } ⊂ J ; {V JV } ⊂ J

On dit que V est simple s'il ne possède pas d'idéal propre.

Théorème 1.7.1 Soient V un système triple de Jordan hermitien positif simple et
e = (e1, e2, · · · , er) un repère de V.

Soient Vjk(e) (0 ≤ j ≤ k ≤ r) les espaces de Peirce, alors :

� V00(e) = 0

� Vjj(e) = Cej(1 ≤ j ≤ r)
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� Tous les espaces Vjk(e) (1 ≤ j ≤ k ≤ r) ont la même dimension a.

� Tous les espaces V0j(e) (1 ≤ j ≤ r) ont la même dimension b.

Dé�nition 1.7.5 Le genre g de V est dé�nie par

g = 2 + a(r − 1) + b (1.16)

avec a = dimVjk (1 ≤ j ≤ k ≤ r) et b = dimV0j (1 ≤ j ≤ r).

Proposition 1.7.2 Soit V un STJHP simple. On a

TrD(x, y) = g ×m1(x, y) (1.17)

1.8 Décomposition spectrale

Théorème 1.8.1 Soit V un système triple de Jordan hermitien positif. Chaque élément x de
V s'écrit de manière unique

x = λ1e1 + λ2e2 + · · ·+ λpep (1.18)

où λ1 > λ2 > · · · > λp des nombres réels et (e1, e2, · · · , ep) une famille de tripotents fortement
orthogonaux deux à deux.

Dé�nition 1.8.1 L'écriture (1.18) est appelé la décomposition spectrale de x.
La fonction x → |x| = λ1 est une norme appelé la norme spectrale du systéme triple de

Jordan hermitien positif V.

La boule unité D = {x ∈ V : |x| < 1} est le domaine symétrique borné associé à V pour la
norme spectrale | . | .
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Selon O. Loos [14], on a

Théorème 1.8.2 La boule unité pour la norme spectrale d'un STJHP est donnée par :

D =

{
x ∈ V :

dp

dT p
m (T, x, x) |T=1> 0 , 0 ≤ p ≤ r − 1

}
(1.19)

Théorème 1.8.3 ( Théorème de M.Koecher )

� La boule unité pour la norme spectrale d'un STJHP est un domaine de Cartan, irréduc-
tible si et seulment si V est simple.

� Un domaine de Cartan est de maniére canonique la boule unité d'un système triple de
Jordan hermitien positif.

1.9 Description du bord de la boule unité pour la norme
spectrale du STJHP

Soit Mk l'ensemble des tripotents de hauteur k (k = 1, · · · , r).

Dé�nition 1.9.1 Le bord de la boule unité pour la norme spectrale d'un STJHP D noté ∂D

est dé�nie par
∂D =

⊔
e∈Mk

(e + De)

avec De la boule unité pour la norme spectrale du sous système V0(e).

Proposition 1.9.1 On a :
∂D = ∂1D =

⊔

1≤k≤r

∂kD (1.20)

Où ∂kD est �bré au dessus de Mk par {e + x; e ∈ Mk et x ∈ De} .

Théorème 1.9.2 Soit la projection πk : ∂kD −→Mk de �bre π−1
k (e) = e+De (c'est à dire pour

chaque x ∈ ∂kD on associe l'unique e ∈ Mk tel que x ∈ De), alors

1. ∂kD et Mk sont des sous variétés analytiques reélles de V .

2. πk est un �bré analytique réel localement trivial.

3. La codimension de ∂kD est la dimension complexe de V2(e), e étant un point quelconque
de Mk.
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Chapitre 2

Géométrie de la boule de Lie

The group Γ of the domain <IV consists of transformations of the form1

w =





[(
1

2
(zz′ + 1) ,

i

2
(zz′ − 1)

)
A′ + zB′

] 
 1

i








−1

×

×
{(

1

2
(zz′ + 1) ,

i

2
(zz′ − 1)

)
C ′ + zD′

}

Where A,B,C and D are real matrices2 of dimensions 2 × 2, 2 × n, n × n, and n×n,
respectively, satisfying the relations


 A B

C D





 I(2) 0

0 −I(n)





 A B

C D



′

=


 I(2) 0

0 −I(n)




And

det


 A B

C D


 = +1

L.K.HUA

2.1 Description de la boule de Lie

Soient Cn l'espace vectoriel complexe de dimension n et q une forme bilinéaire, symétrique,
non dégénerée avec

q(x, y) = 2 〈x, y〉 = 2
n∑

i=1

xiyi (2.1)

1z = (z1, z2, · · · , zn) , z′ is a matrix of one column and n rows ( the transpose of the matrix z)

2I(m) is the identity matrix of order m
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et
q(x) = 〈x, x〉 =

n∑
i=1

x2
i (2.2)

On munit Cn du triple produit

D(x, y)z = {xyz} = q(x, y)z + q(z, y)x− q(x, z)y (2.3)

compte tenu de la relation (1.4), on peut écrire :

Q(x)y = q(x, y)x− q(x)y (2.4)

Proposition 2.1.1 Cn muni du produit (2.3) est un système triple de Jordan hermitien

Preuve. Le triple produit {} est C-bilinéaire, symétrique en (x, z) et C-antilinéaire en y.On
véri�e (J1) et (J2)

pour tous x, y, z de Cn

D(x, y)Q(x)z = q(x, y)Q(x)z + q(Q(x)z, y)x− q(x,Q(x)z)y

= q(x, y) [q(x, z)x− q(x)z] + q([q(x, z)x− q(x)z] , y)x−
− q(x, [q(x, z)x− q(x)z])y

= 2q(x, y)q(x, z)x− q(x)q(z, y)x− q(x)q(x, z)y − q(x)q(x, y)z

Q(x)D(y, x)z = q(x, D(y, x)z)x− q(x)D(y, x)z

= q(x, [q(y, x)z + q(z, x)y − q(y, z)x])x−
−q(x) [q(y, x)z + q(z, x)y − q(y, z)x]

= 2q(y, x)q(x, z)x− q(x)q(y, z)x− q(x)q(y, x)z − q(x)q(z, x)y

il en résulte que D(x, y)Q(x) = Q(x)D(y, x) d'où (J1)

D(Q(x)y, y)z = q(Q(x)y, y)z + q(z, y)Q(x)y − q(Q(x)y, z)y

= q([q(x, y)x− q(x)y] , y)z + q(z, y) [q(x, y)x− q(x)y]−
−q([q(x, y)x− q(x)y] , z)y

= q(x, y)2z − 2q(x)q(y)z + q(z, y)q(x, y)x− q(x, y)q(x, z)y
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D(x,Q(y)x)z = q(x, Q(y)x)z + q(z, Q(y)x)x− q(x, z)Q(y)x

= q(x, [q(y, x)y − q(y)x])z + q(z, [q(y, x)y − q(y)x])x−
−q(x, z) [q(y, x)y − q(y)x]

= q(y, x)2 − 2q(x)q(y)z + q(y, x)q(z, y)x− q(x, z)q(y, x)y

il en résulte aussi que D(Q(x)y, y) = D(x,Q(y)x) d'où (J2) .

Dans la suite Cn est muni du triple produit (2.3)

Proposition 2.1.2 Le rang r du système triple de Jordan dé�ni ci dessus est égal à 2.

Preuve. Il su�t de trouver un repère e1,· · · , er , c'est à dire une famille maximale de
tripotents primitifs orthogonaux deux à deux.

Pour cela on va prendre
e1 =

1

2
(c1 + ic2)

et
e2 =

1

2
(c1 − ic2)

où c1, c2 la base canonique de Cn.

Par la Proposition (1.6.2) on obtient la décomposition de Peirce

Cn = V11 ⊕ V22 ⊕ V12

avec

V11 = Ce1

V22 = Ce2

V12 = {(x1, x2, · · · , xn) ; x1 = x2 = 0}

de plus e1, e2 forment un système orthonormal, donc r = 2.

Lemme 2.1.3 On a

1. x(3,y) = q(x, y)2x− q(x)q(x, y)y − q(y)q(x)x

2. Pour β(x, y) ∈ ∧2Cn : β(x, y) = −q(x)x ∧ y

3. x ∧ x(3,y) = −q(x)q(x, y)x ∧ y
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4. x(2,y) ∧ x(3,y) = −q(x)q(y)x ∧ y

Preuve.

1. On a x(3,y) =

(
1

2
D(x, y)

)2

x, en utilisant la relation (1.5) on trouve

(
1

2
D(x, y)

)2

x =
1

4
D(Q(x)y, y)x +

1

2
Q(x)Q(y)x

= q(x, y)2x− q(x)q(x, y)y − q(x)q(y)x

2. D'après (1.14) on a

β(x, y) = x ∧ x(2,y)

= x ∧Q(x)y

= x ∧ [q(x, y)x− q(x)y]

= −q(x)x ∧ y

3. Pour la relation 3 : on a

x ∧ x(3,y) = x ∧ [
q(x, y)2x− q(x)q(x, y)y − q(x)q(y)x

]

= −q(x)q(x, y)x ∧ y

4. Pour obtenir 4 : on a

x(2,y) ∧ x(3,y) = [q(x, y)x− q(x)y] ∧ [
q(x, y)2x− q(x)q(x, y)y − q(x)q(y)x

]

= −q(x)q(x, y)2x ∧ y − q(x)q(x, y)y ∧ x + q(x)q(y)y ∧ x

= −q(x)q(y)x ∧ y

Proposition 2.1.4 Le polynôme générique minimal associé au STJH est donné par :

m(T ; x, y) = T 2 − q(x, y)T + q(x)q(y) (2.5)

pour tous x, y de Cn

Preuve. Comme le rang r = 2, alors le polynôme générique minimal est donné par Dé�ni-
tion(1.5.2)
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m(T ; x, y) = T 2 −m1(x, y)T + m2(x, y)

Compte tenu du Lemme (2.1.3), et les relations (1.12) et (1.13) on trouve

m1(x, y) = q(x, y) (2.6)

m2(x, y) = q(x)q(y) (2.7)

d'où le polynôme générique minimal m(T ; x, y) = T 2 − q(x, y)T + q(x)q(y)

Proposition 2.1.5 Cn muni du triple produit (2.3) est un Système Triple de Jordan Hermitien
Positif avec

(x | x) = TrD(x, x) = 2n 〈x, x〉 (2.8)

Preuve. Il résulte de la formule (1.16) que g = n puisque dimV0j = 0 et
dimVjk = n− 2.. D'autre part TrD(x, x) = nq(x, x) (Proposition (1.7.2)) avec

q(x, x) = 2
n∑

i=1

|xi|2 > 0, pour tout x ∈ Cn, x 6= 0

Théorème 2.1.6 Le domaine symétrique, borné, cerclé, irréductible de la série classique IVn(n >

2) associé au système triple de Jordan hermitien positif muni du triple produit {xyz} = q(x, y)z+

q(z, y)x− q(x, z)y est donné par :

D =
{
x ∈ Cn : |〈x, x〉|2 − 2 〈x, x〉+ 1 > 0 ; 〈x, x〉 < 1

}
(2.9)

La boule de Lie D est la boule unité de la norme spectrale du système triple de Jordan
hermitien positif.

Preuve. Résulte directement du Théorème (1.8.2)).

Corollaire 2.1.1 La boule de Lie est caractérisée par :

D =
{
x ∈ Cn(n > 2) : 2 〈x, x〉 − |〈x, x〉|2 < 1, |〈x, x〉| < 1

}
(2.10)

Preuve. Du fait que |〈x, x〉| ≤ 〈x, x〉 on obtient (2.10).
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2.2 Sphère de Lie

Théorème 2.2.1 Le bord ∂D de D est la réunion disjointe d'une variété lisse R-analytique
∂1D de dimension 2n− 1 et d'une variété ∂2D de dimension réelle n ; on a donc

∂D = ∂1D = ∂1D ∪ ∂2D (2.11)

avec

∂1D =
{
x ∈ Cn(n > 2) : |〈x, x〉|2 − 2 〈x, x〉+ 1 = 0, 〈x, x〉 < 1

}
(2.12)

∂2D = {x ∈ Cn(n > 2) : |〈x, x〉| = 〈x, x〉 = 1} (2.13)

Preuve. On note

f1(x, x) = m(T, x, x) |T=1= |〈x, x〉|2 − 2 〈x, x〉+ 1

f2(x, x) =
d

dT
m(T, x, x) |T=1= 2− 2 〈x, x〉

Si x est un point de la frontière de D, on a en ce point

f1(x, x) = 0 , f2(x, x) ≥ 0

où
f1(x, x) ≥ 0 , f2(x, x) = 0

Dans le second cas, on a f2(x, x) = 0 implique 〈x, x〉 = 1 et la condition f1(x, x) ≥ 0 implique
que 1 ≤ |〈x, x〉|2 donc |〈x, x〉| = 1 puisque |〈x, x〉| ≤ 〈x, x〉 d'où ∂2D.

Soit Σ la sphère unité de Rn et 4 le dique ouvert de C ;l'application h : Σ × ∂4 → ∂2D,
h(x, λ) = λx est un revêtement à deux feuillets de ∂2D, comme Σ× ∂4 est de dimension n, il
en est de même de ∂2D.

∂2D n'est pas orientable lorsque la dimension n est impaire.

Si z est un point de la frontière de D qui n'appartient pas à ∂2D, on a donc

f1(x, x) = 0 , f2(x, x) > 0

d'autre part
∂f1 = 〈x, x〉 ∂ 〈x, x〉 − 2∂ 〈x, x〉 6= 0

puisque {x, x} est libre donc ∂1D est une sous-variété lisse de codimension 1 c'est à dire :
dimR ∂1D =2n− 1
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Corollaire 2.2.1 ∂2D = {ξ = λx; λ ∈ C, |λ| = 1, x ∈ Cn, ‖x‖ = 1} où ‖.‖ la norme eucludienne
de Cn.

Preuve. Soit ξ ∈ ∂2D alors |〈ξ, ξ〉| =
〈
ξ, ξ

〉
= 1 donc il existe α ∈ C tel que ξ = αξ avec

|α| = 1

On pose λ2 = α alors ξ = λx avec x ∈ Cn, ‖x‖ = 1 et 〈ξ, ξ〉 = α

Corollaire 2.2.2 Pour tout ξ ∈ ∂1D, on a

|〈ξ, ξ〉| < 〈
ξ, ξ

〉

et
ξ 6= ξ

Preuve. Soit ξ ∈ ∂1D alors |〈ξ, ξ〉|2 = 2
〈
ξ, ξ

〉− 1 et 1− 〈
ξ, ξ

〉
> 0

On a : 2
〈
ξ, ξ

〉 − 1 <
(
2
〈
ξ, ξ

〉− 1
)

+
(
1− 〈

ξ, ξ
〉)2, comme

(
2
〈
ξ, ξ

〉− 1
)

+
(
1− 〈

ξ, ξ
〉)2

=
〈
ξ, ξ

〉2, en déduit que |〈ξ, ξ〉| < 〈
ξ, ξ

〉
ce qui implique que ξ 6= 0 d'où ξ 6= ξ

2.3 Etude Locale de la sphère de Lie

On notes par φ(z, ξ) la section de Leray dé�nie sur D× ∂1D par

φ(z, ξ) = 2
〈
ξ, ξ

〉
ξ − 2ξ (2.14)

et par ψ(z, ξ) la section de Leray dé�nie sur D×∂2D par

ψ(z, ξ) = ξ − z (2.15)

Proposition 2.3.1 La relation suivante est satisfaite pour chaque ξ ∈ ∂1D et pour chaque
z ∈ D

〈φ(z, ξ), ξ − z〉 6= 0 (2.16)

Preuve. On a 〈φ(z, ξ), ξ − z〉 =
n∑

i=1

(
2
〈
ξ, ξ

〉
ξj − 2ξj

)
(ξj − zj)

d'après le corollaire (2.2.2) ξet ξ sont non colinéaires et de plus
{
ξ, ξ

}
forment une partie

libre donc 2
〈
ξ, ξ

〉
ξj − 2ξj 6= 0
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Proposition 2.3.2 Pour chaque ξ ∈ ∂2D et pour chaque z ∈ D, on a

〈ψ(z, ξ), ξ − z〉 6= 0 (2.17)

Preuve. Soit ξ ∈ ∂2D d'après le Corollaire(2.2.1), ξ = λx avec λ ∈ ∂4 et x ∈ Σ, on
a 〈ψ(z, ξ)− ξ − z〉 = λ2

〈
x− λz, x− λz

〉
et comme λz ∈ D alors il su�t de montrer que

〈ξ − z, ξ − z〉 6= 0 si ξ = x..

Soit y ∈ Σ tel que 〈x, y〉 = 0 et z = z1x + z2y, la condition z ∈ D s'écrit |z1 + iz2| <

1, |z1 − iz2| < 1; d'autre part, ona
〈x− z, x− z〉 = 1− 2 〈x, z〉+ 〈z, z〉 = 1− 2z1 + z2

1 + z2
2 =

= (1− z1 − iz2) (1− z1 + iz2)

et le dernier membre est non nul.
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Deuxième partie

Représentation Intégrale
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Chapitre 3

Variétés di�érentielles

3.1 Préliminaires et Notations

On munit Cn des coordonnées zj , j = 1, .., n ; on pose

xj = <e(zj)

xj+n = =m(zj)

alors

zj = xj + ixj+n (xj, xj+n) ∈ R2.

L'isomorphisme de R-espace vectoriel ι : Cn → R2n

(z1, · · · zn) 7→ (x1, xn+1, · · · , x2n)

permet d'identi�er Cn à R2n.

On suppose R muni de la topologie habituelle dé�nie par la valeur absolue, R2n muni de la
topologie produit et Cn de la topologie transportée par ι−1.

Soit D un ouvert de Cn considéré aussi comme un ouvert de R2n. Les fonctions coordonnées
complexes zj et leurs imaginaires conjugées zj ont pour di�érentielles dans R2n.

dzj = dxj + idxj+n (3.1)

dzj = dxj − idxj+n (3.2)
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alors

dxj =
1

2
(dzj + dzj) (3.3)

dxj+n =
i

2
(dzj − dzj) (3.4)

Soit f ∈ C1(D) une fonction continûment di�érentiable dans D, on a

df =
n∑

j=1

(
∂f

∂xj

dxj +
∂f

∂xj+n

dxj+n)

=
n∑

k=1

(
∂f

∂zk

dzk +
∂f

∂zk

dzk) (3.5)

avec

∂

∂zk

=
1

2
(

∂

∂xk

+
1

i

∂

∂xk+n

) (3.6)

∂

∂zk

=
1

2
(

∂

∂xk

− 1

i

∂

∂xk+n

) (3.7)

On note

∂f =
n∑

j=1

∂f

∂zj

dzj (3.8)

∂f =
n∑

j=1

∂f

∂zj

dzj (3.9)

alors
df = ∂f + ∂f dans D. (3.10)

Les formes di�érentielles ∂f, ∂f sont respectivement de type (1, 0) et (0, 1).

Remarques

1. ∂

∂zk

,
∂

∂zk

signi�ent seulement les opérateurs di�érentiels, ce ne sont pas, des dérivations
partielles par rapport aux variables zk, zk.

2. Une fonction f ∈ C1(D) est dite holomorphe dans D si ∂f = 0 dans D. La condition

∂f = 0 (3.11)

est dite condition de Cauchy −Riemann, elle équivaut à : df = ∂f.
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3.2 Pseudo-Convexité

Soit D un domaine borné de Cn à fontière régulière. Plus précisement, on suppose que

D = {z = (z1, z2, · · · , zn) ∈ Cn : rj(z) < 0 pour j = 1..n}

où r = (r1, r2, · · · , rn) est une fonction de classe C∞ dé�nie dans un voisinage de D telle que
dr1(z) ∧ dr2(z) ∧ · · · ∧ drn(z) ne s'annule pas sur

∂D = {z = (z1, z2, · · · , zn) ∈ Cn : rj(z) = 0 pour j = 1..n}

Une telle fonction r = (r1, r2, · · · , rn) est appelée fonction dé�nissante pour le domaine D.

La forme hermitienne
n∑

j,k=1

∂2ρ

∂zj∂zk

(z)ξjξk z ∈ D , ξ ∈ Cn

est appelée Hessien complexe de ρ en z . La matrice correspondante est appelée matrice hes-
sienne complexe.

Dé�nition 3.2.1 Un domaine D dans ⊂ Cn est dit pseudo-convexe , si la fonction

z 7−→ −ln dist(z, ∂D)

est plurisousharmonique.

Lorsque la frontière de D est régulière, la pseudo-convexité s'exprime en termes de la fonction
dé�nissante.

Proposition 3.2.1 On suppose D dé�ni à l'aide de la fonction dé�nissante r, alors D est
pseudo-convexe si et seulement si

n∑

j,k=1

∂2r

∂zj∂zk

(z)ξjξk ≥ 0 z ∈ D , ξ ∈ Cn

avec ξ satisfaisant à la condition suivante :
n∑

j=1

∂r
∂zj

(z)ξj = 0.

Dé�nition 3.2.2 Soit D un domaine de Cn dé�nie à l'aide de la fonction dé�nissante r, le
sous-espace vectoriel de dimension n− 1 formé de ξ ∈ Cn tels que

n∑
j=1

∂r

∂zj

(z)ξj = 0.

est appelé espace tangent complexe à ∂D en z.
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La restriction du Hessien complexe à l'espace tangent complexe est appelée forme de Levi.

Remarque
Lorsque D est régulièr, la pseudo-convexité de D est équivalente à la positivité de la forme

de Levi.

Dé�nition 3.2.3 Soit D un domaine de Cn

1. Lorsque la forme de Levi est dé�nie positive, on dit que le domaine D est strictement
pseudo-convexe.

2. Lorsque D est pseudo-convexe sans être strictement pseudo-convexe, on dit que D est
faiblement pseudo-convexe.

3.3 Variétés di�érentiabls

3.3.1 Variétés topologiques

Une variété topologique est tout d'abord un espace topologique, mais on suppose, de sur-
croît, que chacun de ses points possède un voisinage homéomorphe à un ouvert de Rn. On dit
alors que cet espace est une variété topologique de dimension n.

Exemple

Une variété topologique de dimension 2 est un espace qui , localement, c'est à dire si on
ne regarde pas trop loin, ressemble à un petit morceau de feuille de papier qu'on aurait pu
découper avec des ciseaux après en avoir tracé le pourtour au crayon.

La structure globale de cet espace peut être evidemment assez di�érente puisque la variété
elle-même est obtenue par recollement de tous ces petits morceaux de papier .

Ainsi, un pneu de bicyclette éventuellement dégon�é, plié et �froissé� fournit un exemple
d'objet qu'on peut modéliser à l'aide d'une variété topologique de dimension 2 : un tore
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3.3.2 Cartes

Sur un espace topologique X, une carte h de X est un homéomorphisme d'un ouvert U de
X sur un ouvert de Rn pour un certain entier naturel n .

L'ouvert U est le domaine de la carte h ; on dit que c'est un ouvert de carte. On désigne la
carte h par le couple (h, U).

3.3.3 Cartes compatibles

i) Deux cartes h et h′ de X, de même domaine U sont dites compatibles si les deux homéo-
morphismes réciproques :

h′ ◦ h−1 : h(U) → h′(U)

h ◦ h′−1 : h′(U) → h(U)

sont de classe Ck, au sens des applications d'un ouvert d'un espace numérique dans un
autre .

ii) Deux cartes (h, U) et (h′, U ′) sont dites compatibles si

ou bien U ∩ U ′ = ∅
ou bien si h |U∩U ′ et h′ |U∩U ′ sont compatibles au sens de i)

3.3.4 Atlas

Un atlas de X, de classe Ck, est un ensemble de cartes deux à deux compatibles, dont les
domaines constituent un recouvrement ouvert de X .

Deux atlas de classe Ck sont dits compatibles si leur réunion est un atlas de classe Ck.Dans
l'ensemble des atlas de X, la relation �U et B sont compatibles� est une relation d'équivalence.

3.3.5 Variété di�érentielle

On appelle variété diff érentielle de classe Ck un espace topologique séparé, réunion dé-
nombrable de compacts, muni d'une classe d'équivalence d'atlas de classe Ck.
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3.3.6 Applications di�érentiables

Soient X et Y deux variétés di�érentielles de classe Ck. Une application f : X→ Y est dite
p − fois continûment di�érentiable ou de classe Cp (p ≤ k) si elle est continue et véri�e la
condition suivante :

Pour tout couple de cartes (h, U) , (l, V ) de X et de Y respectivement tel que f(U) ⊂ V,

l'application l ◦ (f |U) ◦ h−1 : h(U) → l(V ) est de classe Cp en tant qu'application d'un ouvert
de Rn dans un ouvert de Rn .

3.3.7 Coordonnées locales

Soit (h, U) une carte d'une variété di�érentielle X de classe Ck, alors h est une application
Ck : U → h(U) ⊂ Rn, x 7→ h(x) = (x1(x), · · ·xn(x))

où xj : U → R (j = 1, · · · , n)

x 7→ xj(x)

est une fonction Ck sur U ; les fonctions x1, · · · , xn sont appelées les coordonnées locales de
X sur U dé�nies par la carte (h, U).

3.4 Espace cotangent ; Fibré cotangent

3.4.1 Espace cotangent en un point

Une carte (h, U) de X telle que x ∈ U est dite une carte de X en x. En un point x d'une
variété X de classe Cq (q ≥ 1) ; on considère l'ensemble Fx des fonctions C1 dé�nies au voisinage
de x dans X, i.e. pour toute f ∈ Fx il existe un voisinage V de x dans X tel que f soit C1 sur
V à valeurs dans C.

Soient f, g ∈ Fx, alors il existe un voisinage ouvert V de x contenu dans U sur lequel f et
g sont de classe C1. On considère la relation d'équivalence R sur Fx dé�nie comme suit :

f R g signi�e D(f ◦ h−1) = D(g ◦ h−1) ∈ L(Rn,C) ' Cn

où D(f ◦ h−1) désigne la dérivée de la fonction f ◦ h−1 : h−1(V ) → C au point h(x).
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L'ensemble Fx est un C− espace vectoriel pour l'addition des fonctions et la multiplication
par les complexes et la relation R est compatible avec la structure vectorielle de Fx , donc
Fx�R est un C− espace vectoriel.

Considérons l'application θ∗hx : Fx�R → L(Rn,C) ' Cn

classe de f 7→ D(f ◦ h−1)

C'est un isomorphisme d'espaces vectoriels . On désigne l'espace vectoriel Fx�R par T ∗
x (X)

et on l'appelle l′espace cotangent complexe à X en x.

Dans la carte h, on désigne par dx1, · · · , dxn, les éléments de T ∗
x (X) de représentants

x1, · · · , xn ; ils constituent une base de T ∗
x (X) ; les éléments de T ∗

x (X) sont appelés les diff érentielles

en x.

On note par f la fonction f ◦ h−1 dé�nie sur h(U) ⊂ Rn ; alors f admet des dérivées
partielles ∂f

∂xj

et d'après l'expression de D(f ◦ h−1) la di�érentielle dxf de f en x est

dxf =
n∑

j=1

∂f

∂xj

(x)dxj (3.12)

Les ∂f

∂xj

(x) sont des nombres ; les éléments de T ∗
x (X) s'écrivent donc, dans le système de

coordonnées locales (x1, · · · , xn) sous la forme

ω =
n∑

j=1

λjdxj (3.13)

avec λj ∈ C.

3.4.2 Fibré cotangent

On pose
T ∗(X) =

⊔

x∈X
T ∗

x (X)

et on note par π∗X : T ∗(X) → X l'application surjective qui envoie dxf ∈ T ∗
x (X) sur x ∈ X

Théorème 3.4.1 X étant une variété de classe Cq (q ≥ 1), il existe sur T ∗ (X) une structure
de variété di�érentielle de classe Cq−1 telle que π∗X soit Cq−1 et que, pour toute carte (h, U) de
X, l'application Θh : U × Cn → π∗−1

X (U), (x, u) 7→ dx (u ◦ h) soit un di�éomorphisme Cq−1.
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D'après le théorème, il existe un voisinage ouvert U de x dans X et un di�éomorphisme
Θh tel que π∗X(Θ(y, u)) = y pour tout y ∈ U et tout u ∈ Cn alors, le triple (E, X, π∗X) avec
E = T ∗ (X) est appelé une �bration localement triviale de base X, de �bre type Cn d'espace
total E ; pour tout x ∈ E, Ex = π−1

X est appelé la �bre de E en x.

Une section s de (E,X, π∗X) est une application continue s : X → E telle que π ◦ s = idX ,
autrement dit, l'image de x par s appartient à la �bre Ex de E en x

Il en résulte : pour tout x ∈ X, il existe un voisinage U de x dans X un espace vectoriel et un
di�éomorphisme Θh tel que, pour tout y ∈ U Θh (h, .) Cn → π∗−1

X (y) = y est un isomorphisme
de C-espace vectoriel alros (E, X, π∗X) est un (espace) �bré vectoriel complexe. On dit que T ∗ (X)

est le �bré cotangent complexe à la variété di�érentielle X.

3.4.3 Forme di�érentielle de degré 1

Une section ω de T ∗(X) au-dessus d'un ouvert de X est appelé une forme di�érentielle de
degré 1, ou une 1-forme di�érentielle.

U étant un ouvert de X sur lequel (x1, · · · , xn) sont les coordonnées locales, x 7→ dxj(x) est
une 1-forme di�érentielle sur U notée dxj.

Pour tout point x ∈ U, (dxj)(x) ; j = 1, .., n est une base de T ∗
x (X), on dit que dx1, · · · , dxn

forment un repère de T ∗(X) au-dessus de U et qu'elles sont associées à la carte h ;

Toute 1-forme di�érentielle ω sur U s'ecrit d'une seule façon

x 7→ ω(x) =
n∑

j=1

aj(x)dxj (3.14)

où les aj sont des fonctions scalaires à valeurs complexes sur U .

Si la section ω est une application di�érentiable de classe Cp, on dit que la 1-forme di�éren-
tielle ω est de classe Cp.

3.5 Formes di�érentielle sur une variété

Soit
∧• T ∗(X) le �bré vectoriel sur X construit à partir de l'algèbre extérieure [12] .
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Une p-forme di�érentielle, ou forme di�érentielle de degré p est une section du �bré
∧p T ∗(X)

au dessus de l'ouvert U d'une carte sur lequel les fonctions coordonnées sont (x1, ..., xn) ; une
telle p-forme ω s'écrit, compte tenu de l'anticomutativité de ∧

ω =
∑

i1<···<ip

ai1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip (3.15)

où les ai1···ip sont des fonctions sur U

ω est dite de classe Cr si c'est une section Cr de
∧p T ∗(X), alors les fonctions ai1···ip sont Cr

sur U .

Si α et β sont des formes di�érentielles de degrés p, q respectivement, sur l'ouvert U de X,
alors on a :

α ∧ β = (−1)pqβ ∧ α (3.16)

3.6 Di�érentielle extérieure

Soit ω une p-forme di�érentielle de classe C1 dé�nie sur un ouvert U d'une variété di�éren-
tielle X de coordonnées (x1, · · · , xn) on a :

ω =
∑

i1<···<ip

ai1···ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip (3.17)

où ai1···ip sont des fonctions de classe C1 sur U

On pose

dω =
∑

i1<···<ip

dai1···ip ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

=
∑

i1<···<ip

∑
j

∂ai1···ip
∂xj

dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip (3.18)

C'est une ( p + 1)− forme di�érentielle dite di�érentielle extérieure de ω sur U .

On a les propriétés suivantes :

1. α et β étant deux formes di�érentielles sur un ouvert U alors :

d(α + β) = dα + dβ
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2. Si α est de degrè p :
d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ (3.19)

3. Si α est de C2 sur U :
ddα = d2α = 0 (3.20)

Dé�nition 3.6.1 On dit qu'une forme di�érentielle de classe C1, ω est d− fermée

( ou simplement fermée ) si dω = 0 ; en particulier si α est de classe C2 et si ω = dα alors
dω = 0

3.7 Variétés orientables

Théorème 3.7.1 Sur une variété di�érentielle X, de classe C1, de dimension n, les deux pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe, sur X une n-forme di�érentielle continue ω, a coe�cients réels, telle que, pour
tout x ∈ X, on ait ω(x) 6= 0 (forme volume)

(b) Il existe un atlas U, dont les ouverts de cartes sont connexes, tel que pour deux cartes
h, h′ ∈ U restreintes au même ouvert U de x, on ait : J(h′ ◦ h−1)(y) > 0 pour tout
x ∈ U, y = h(x); J(h′ ◦h−1) désignant le jacobien de l'application h′ ◦h−1 : h(U) → h′(U).

Si l'une des conditions (a), (b) est satisfaite, on dit que la variété di�érentielle X est
orientable.

Remarque
Sur Cn une orientation est dé�nie de la maniére suivante : si z1, · · · , zn sont les coordonnées

complexes dans Cn et x1, · · · , x2n les coordonnées réelles telles que zj = xj+ixj+n (j = 1, · · · , n)

alors la forme di�érentielle dx1 ∧ · · · ∧ dx2n est positive.

3.8 Intégrale d'une forme di�érentielle de degré maximum
sur une variété orientée

On va considérer des formes di�érentielles à coe�cients localement intégrables.
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Soit ω ∈ L1
loc une n-forme di�érentielle sur la variété orientée X, de dimension n et soit U

un atlas de l'orientation.

On appelle support d'une forme di�érentielle ω le complémentaire du plus grand ouvert sur
lequel ω est nulle ; c'est un fermé noté supp ω.

On suppose supp ω compact. Dans le cas où supp ω est contenu dans le domaine U d'une
carte h de U de coordonnées locales (x1, · · · , , xn), on a :

ω = adx1 ∧ · · · ∧ dxn

par dé�nition, l'intégrale de ω sur X est :
∫

X

ω =

∫

U

ω =

∫

R

· · ·
∫

R

a(h−1(y))dx1 · · · dxn

où x ∈ U et y = h(x)

Le dernier membre est une intégrale multiple sur Rn oriénté par

dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

Pour une forme ω à support compact quelconque sur X, on considère une partion C∞ de
l'unité (ϕi)i∈I subordonnée à un recouvrement ouvert (Ui) par des ouverts de cartes de U et on
pose : ∫

X

ω =
∑
i∈I

∫

X

ϕiω

La somme du second membre est �ni, puisque supp ω est compact ; elle est indépendante de
la partition de l'unité choisie.

L'expression
∫
X

ω dé�nie ci-dessus et par dé�nition, l'intégrale de la n-forme di�érentielle ω

sur la variété orientée X..

Si l'on change l'orientation de X, l'intégrale est multipliée par −1

Proposition 3.8.1 Soient X une variété di�érentielle orienté de dimension n et ω une (n −
1)− forme di�érentielle de U sur X à support compact alors :

∫

X

dω = 0

42



3.9 Image réciproque par une application di�érentiable

Soit µ : X→ Y une application de classe C1 de variétés di�érentielles. Soient (h, U), (k, V )

deux cartes de X et de Y respectivement, de coordonnées respectives (x1, x2, · · · , xn) , (y1, y2, · · · , yn)

telle que µ(U) ⊂ V

Alors, pour toute forme di�érentielle ω sur un ouvert W de Y dont la restriction à V ∩W

s'écrit
∑
j1...jp

bj1···jp(y)dyj1 ∧ dyj2 ∧ · · · ∧ dyjp

On pose

µ∗ω = bj1···jp ◦ µ (x) d (yj1 ◦ µ) (x) ∧ d (yj2 ◦ µ) (x) ∧ · · · ∧ d
(
yjp ◦ µ

)
(x)

µ∗ω est appelée l'image réciproque de ω par µ.

3.10 Intégration partielle des formes di�érentielles

Soient X et Y deux variétés di�érentielles de classe C1 de dimension n,m respectivement et
ω une p-forme di�érentielle dé�nie sur le produit X× Y.

Si y1, · · · , ym sont les coordonnées locales de l'ouvert U dans Y alors la forme di�érentielle
ω s'ecrit de façon unique :

ω(x, y) =

/∑

|I|≤p

ai1···ir(x, y) ∧ dyi1 ∧ · · · ∧ dyir (3.21)

avec ai1···ir une forme di�érentielle de degré p− |I| sur X, qui dépend de y ∈ Y.

La sommation étant é�ectuée pour les r − uples I = (i1, · · · , ir) véri�ant
1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ m, |I| = r la longueure de I.

Si la variété X est orientée et si l'intégrale
∫
X

ai1···ip(x, y) existe pour chaque y ∈ Y et pour
chaque r − uples (i1, · · · ir) d'entiers, avec r = p− n on dé�nit

∫

X

ω(x, y) =
∑

|I|=p−n

(

∫

X

ai1···ir(x, y))dyi1 ∧ · · · ∧ dyir (3.22)
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3.11 Valeur absolue d'une forme di�érentielle

Soit X une variété di�érentielle de classe C1 de dimension n, orientée.

Si ω une forme di�érentielle de degré maximal sur X qui s'écrit

ω = adx1 ∧ · · · ∧ dxn

dans un système de coordonnés locales x1, · · · , xn de X sur U, on dé�nit la valeur absolue de
ω sur U par :

|ω| = |a| dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

Si ω est intégrable, alors ∣∣∣∣∣∣

∫

X

ω

∣∣∣∣∣∣
≤

∫

X

|ω|

si ω′ une autre forme di�érentielle de degré maximal sur X qui s'écrit

ω′ = a′dx1 ∧ · · · ∧ dxn

et si |a′| ≤ |a| en tant que fonctions à valeurs complexes dé�niés sur U on conviendra alors que

|ω′| ≤ |ω|

3.12 Variétés analytiques complexes

3.12.1 Variété analytique complexe

Soit X un espace topologique séparé, réunion dénombrable de compacts, muni d'un atlas U

dont les cartes (h, U) satisfont aux conditions suivantes :

(i) h(U) est un ouvert de Cn identi�é à R2n par ı ;

(ii) Si (h, U), (h′, U ′) ∈ U et si U ∩ U ′ 6= ∅, l'homémorphisme h′ ◦ h−1est une application
biholomorphe de l'ouvert h(U ∩ U ′) de Cn sur l'ouvert h′(U ∩ U ′) de Cn.

U est appelé un atlas analytique complexe, et h une carte holomorphe .

X muni d'une classe d'équivalence d'atlas analytique complexe est appelé une variété

analytique complexe de dimension complexe n . X est aussi une variété di�érentielle de classe
Ck lorsque on la munit de la classe d'équivalence d'atlas de classe Ck contenant U.
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3.12.2 Formes di�érentielles sur une variété analytique complexe

Une forme di�érentielle f de type (p, q) ou une (p, q) − forme sur une variété analytique
complexe est une expression qui s'écrit de façon unique dans une carte :

f =

/∑

|I|=p

/∑

|J |=q

fIJ dzI ∧ dzJ (3.23)

La sommation étant e�ectuée pour les p − uples I = (i1, · · · , ip) et les q − uples J =

(j1, · · · , jq) véri�ant les relations 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n et 1 ≤ j1 < · · · < jq ≤ n et où

dzI = dzi1 ∧ · · · ∧ dzip (3.24)

dzJ = dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq . (3.25)

et fIJ étant des fonctions dé�nie sur la variété.
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Si f est une forme di�érentielle de classe C1 de type (p, q) alors la di�érentielle éxterieure

df =

/∑

|I|,|J |
dfIJ ∧ dzI ∧ dzJ (3.26)

= ∂f + ∂f

avec

∂f =

/∑

|I|,|J |
∂fIJ ∧ dzI ∧ dzJ (3.27)

de type (p + 1, q)

et

∂f =

/∑

|I|,|J |
∂fIJ ∧ dzI ∧ dzJ (3.28)

de type (p, q + 1).
Si f est de classe C2 alors l'identité ddf = 0 entraîne que les trois composantes de :

ddf = ∂∂f + (∂∂ + ∂∂)f + ∂∂f

de types respectifs (p + 2, q), (p + 1, q + 1) et (p, q + 2) sont nulles.

3.13 Pull-back

Soit h = (h1, · · · , hm) : D → Cm une fonction holomorphe et soit G ⊆ Cntel que h(D) ⊆ G.

Si f une forme di�érentielle sur G alors h∗f est l'image réciproque de f par rapport à h ,
elle est dé�nie par :

h∗f =
∑

1≤i1<···<ip≤m
1≤j1<···<jq≤m

(fIJ ◦ h)dhi1 ∧ · · · ∧ dhip ∧ dhj1 ∧ · · · ∧ dhjq

Proposition 3.13.1 Pour chaque forme di�érentielle f continue dans G, on a ( au sens des
distributions)

∂h∗f = h∗∂f et ∂h∗f = h∗∂f
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Chapitre 4

Formules de Martinelli-Bochner et
Koppelman

Les représentations intégrales des formes di�érentielles jouent un rôle important en analyse
complexe .

En particulier, la valeur d'une fonction complexe dans un domaine Ω peut s'exprimer uni-
quement à l'aide des valeurs prises par la fonction f sur la frontière ∂Ω ou même sur une partie
de celle-ci.

L'exemple le plus simple est celui de la formule de Cauchy

f(z) =
1

(2πi)n

∫

∂Ω1×···×∂Ωn

f(ξ)dξ1 ∧ · · · ∧ dξn

(ξ1 − z1) · · · (ξn − zn)

qui a une frontière régulière Ω = Ω1 × · · · × Ωn.

Plusieurs autres représentations intégrales généralisent celle de Cauchy dans des domaines
plus compliqués ; dont :

La représentation de Martinelli−Bochner −Koppelman pour certains domaines bornés.
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4.1 Les formes di�érentielles ω(u) et ω′(v)

Soit X une variété di�érentielle de classe C1 et soient
u = (u1, · · · , un) : X → Cn et v = (v1, · · · , vn) : X → Cn

deux cartes de classe C1.

On pose
ω(u) = du1 ∧ · · · ∧ dun =

∧

1≤k≤n

duk (4.1)

ωx(u) = dxu1 ∧ · · · ∧ dxun =
∧

1≤k≤n

dxuk (4.2)

ω′(v) =
n∑

j=1

(−1)j+1vj

∧

1≤k≤n
k 6=j

dvk (4.3)

ω′x(v) =
n∑

j=1

(−1)j+1vj

∧

1≤k≤n
k 6=j

dxvk (4.4)

〈v, u〉 =
n∑

j=1

vjuj (4.5)

Lemme 4.1.1 On a :
dω′(υ) = nω(υ) (4.6)

Preuve.

d(
n∑

j=1

(−1)j+1υj

∧

k 6=j

dυk) =
n∑

j=1

(−1)j+1dυj

∧

k 6=j

dυk

=
n∑

j=1

∧

1≤k≤n

dυk.

= nω(υ).

d'où (4.6)
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Lemme 4.1.2 La relation suivante est veri�ée

d 〈v, u〉n ∧ ω′(v) ∧ ω(u) = n. 〈v, u〉n ω(v) ∧ ω(u). (4.7)

Preuve.

d 〈v, u〉n ∧ ω′(υ) ∧ ω(u) = n 〈v, u〉n−1
n∑

j=1

d(vjuj)ω
′(υ) ∧ ω(u)

= n 〈v, u〉n−1
n∑

j=1

(vjduj + ujdvj)ω
′(v) ∧ ω(u)

comme ω(u) contient le facteur du1 ∧ · · · ∧ dun alors

n∑
j=1

vjduj ω′(v) ∧ ω(u) = 0

donc

d 〈v, u〉n ∧ ω′(v) ∧ ω(u) = n 〈v, u〉n−1
n∑

j=1

vjuj

∧

1≤k≤n

dvk ∧ ω(u)

= n 〈v, u〉n ω(v) ∧ ω(u).

d'où (4.7)

On considère l'ensemble E dé�nie par

E = {(u, v) ∈ Cn × Cn : 〈v, u〉 6= 0}

et sur l'ouvert E on dé�nit la forme di�érentielle

µ (u, v) =
ω′(v) ∧ ω(u)

〈v, u〉n

Le résultat suivant sera très utile dans la suite :

Proposition 4.1.3 Soit X une variété de classe C∞ et u, υ : X → Cn deux cartes de classe
C1, la forme di�érentielle

ω′(v) ∧ ω(u)

〈v, u〉n (4.8)

est fermée pour tout x ∈ X avec 〈υ(x), u(x)〉 6= 0.
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Preuve. Compte tenu de dω(u) = 0 et du Lemme (4.1.2), on a

dµ(u, v) =
d(ω′(υ) ∧ ω(u))

〈v, u〉n − d 〈v, u〉n ∧ ω′(υ) ∧ ω(u)

〈v, u〉2n

=
n.ω(υ) ∧ ω(u)

〈v, u〉n − n 〈v, u〉n ω(v) ∧ ω(u)

〈v, u〉2n

= 0

Proposition 4.1.4 Soit xj = xj(ξ) j = 1, · · · , n, les coordonnées réelles de ξ ∈ Cn avec
ξj = xj(ξ) + ixj+n(ξ) alors pour tout z ∈ Cn on a

dξ(ω
′(ξ − z) ∧ ω(ξ)) = n.(2i)n.dx1 ∧ · · · ∧ dx2n (4.9)

Preuve.

dξ(ω
′(ξ − z) ∧ ω(ξ)) = dξω

′(ξ − z) ∧ ω(ξ)

=
n∑

j=1

(−1)j+1dξj

∧

1≤k≤n

dξk

∧

1≤l≤n

dξl

= n.
∧

1≤k≤n

dξk

∧

1≤l≤n

dξl

= n.
∧

1≤k≤n

(dxk − idxk+n)
∧

1≤l≤n

(dxl + idxl+n)

= n.
∧

1≤k≤n

(2i)(dxk ∧ dxk+n)

= n.(2i)n
∧

1≤j≤2n

dxj.

4.2 Noyau et Formule de Martinelli-Bochner

4.2.1 Les opérateurs BD et B∂D

Soit D un domaine borné de Cn, on note ∆ la diagonale de Cn × Cn et

ω′(ξ − z) =
n∑

j=1

(−1)j+1(ξj − zj)
∧

k 6=j

dξk. (4.10)
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On considère la forme di�érentielle

B̃ (z, ξ) =
ω′(ξ − z) ∧ ω(ξ)

|ξ − z|2n (4.11)

Dé�nition 4.2.1 On appelle noyau deMartinelli − Bochner la forme di�érentielle B̃ (z, ξ)

dé�nie sur Cn × Cn \∆ par

B̃ (z, ξ) =
n∑

j=1

(−1)j+1
(ξj − zj)

|ξ − z|2n

∧

k 6=j

dξk ∧ ω(ξ) (4.12)

Pour z ∈ Cn �xé, la proposition (4.1.3) implique que le noyau de Martinelli−Bochner est
lisse dans Cn \ {z} et de singularité d'ordre 2n− 1 en z = ξ.

◦ Pour chaque 1-forme bornée sur D , on dé�nit l'opérateure BD par :

(BDf)(z) =
(n− 1)!

(2πi)n

∫

ξ∈D

f(ξ) ∧ ω′ξ(ξ − z) ∧ ω(ξ)

|ξ − z|2n z ∈ D (4.13)

la forme di�érentielle BDf ainsi-dé�nie est continue sur D.

◦ Pour chaque fonction f bornée sur ∂D on dé�nie aussi l'opérateur B∂D par :

(B∂Df)(z) =
(n− 1)!

(2πi)n

∫

ξ∈∂D

f(ξ)
ω′ξ(ξ − z) ∧ ω(ξ)

|ξ − z|2n z ∈ D (4.14)

4.2.2 Formule de Martinelli-Bochner dans la boule de Lie

Théorème 4.2.1 Soit

D =
{
z ∈ Cn (n > 2) : |〈z, z〉|2 − 2 〈z, z〉+ 1 > 0; 〈z, z〉 < 1

}

Pour chaque fonction f continue sur D, telle que ∂f soit aussi continue sur D, on a la repré-
sentation intégrale :

f = B∂Df −BD∂f dans D (4.15)

si f est holomorphe dans D alors

f(z) =
(n− 1)!

(2πi)n

∫

ξ∈∂D

f(ξ)
ω′ξ(ξ − z) ∧ ω(ξ)

|ξ − z|2n Si z ∈ D
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Preuve. pour z ∈ D �xé, on pose

θ(ξ) =
(n− 1)!

(2πi)n

ω′ξ(ξ − z) ∧ ω(ξ)〈
ξ − z, ξ − z

〉n .

Lemme 4.2.2 On a :
d(f(ξ)θ(ξ)) = ∂f(ξ) ∧ θ(ξ) dans D\z

Preuve.
d(f(ξ)θ(ξ)) = df(ξ) ∧ θ(ξ) + f(ξ) ∧ dθ(ξ).

La proposition (4.1.3) implique que dθ(ξ) = 0 dans D�{z} donc :

d(f(ξ)θ(ξ)) = (∂f(ξ) + ∂f(ξ)) ∧ θ(ξ)

= ∂f(ξ) ∧ θ(ξ).

puisque θ(ξ) contient le facteur dξ1 ∧ · · · ∧ dξn.

Soient
Dε = {ξ ∈ D : |ξ − z| < ε}

et
∆ε = {ξ ∈ D : |ξ − z| = ε} (ε > 0) .

Lemme 4.2.3 On a les résultats suivants :

i)
∫
∆ε

θ(ξ) = 1.

ii)

∣∣∣∣∣
∫
∆ε

(f(ξ)− f(z))θ(ξ)

∣∣∣∣∣ ≤ c. max
|ξ−z|≤ε

|f(ξ)− f(z)| .

iii) lim
ε→0

∫
∆ε

f(ξ)θ(ξ) = f(z).

Preuve. Pour l'assertion i) on a
∫

∆ε

θ(ξ) =
(n− 1)!

(2πi)n

∫

∆ε

ω′ξ(ξ − z) ∧ ω(ξ)

ε2n

(n− 1)!

ε2n(2πi)n

∫

∆ε

ω′ξ(ξ − z) ∧ ω(ξ)
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par la formule de Stockes, on trouve
∫

∆ε

θ(ξ) =
(n− 1)!

ε2n(2πi)n

∫

|ξ−z|<ε

d(ω′ξ(ξ − z) ∧ ω(ξ))

=
n!

ε2nπn

∫

|ξ−z|<ε

dξ1 ∧ · · · ∧ dξn Proposition (4.1.4)

= 1

Pour ii) on a
∫

∆ε

(f(ξ)− f(z))θ(ξ) =
(n− 1)!

(2πi)nε2n−1

∫

∆ε

(f(ξ)− f(z))
ω′ξ(ξ − z) ∧ ω(ξ)

|z − ξ|

comme
ω′ξ(ξ − z) ∧ ω(ξ)

|z − ξ|
est bornée dans D, alors il existe une constante c telle que :

∣∣∣∣∣∣

∫

∆ε

(f(ξ)− f(z))θ(ξ)

∣∣∣∣∣∣
≤ c. max

|ξ−z|≤ε
|f(ξ)− f(z)|

Pour iii) on a
∫

∆ε

f(ξ)θ(ξ) =

∫

∆ε

f(z)θ(ξ) +

∫

∆ε

(f(ξ)− f(z))θ(ξ)

= f(z)

∫

∆ε

θ(ξ) +

∫

∆ε

(f(ξ)− f(z))θ(ξ)

= f(z) +

∫

∆ε

(f(ξ)− f(z))θ(ξ) d'après i)

lorsque ε → 0 ∫

∆ε

f(ξ)− f(z))θ(ξ) tend vers 0 d'après ii)

d'où iii)

Appliquons la formule de Stockes sur Dε( dont le bord est dé�ni par des fonctions algébriques
) à la forme di�érentielle f(ξ)θ(ξ) on obtient

∫

Dε

d(f(ξ)θ(ξ)) =

∫

∂Dε

f(ξ)θ(ξ)
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et d'après le Lemme (4.2.2) on obtient
∫

Dε

∂f(ξ) ∧ θ(ξ) =

∫

∂Dε

f(ξ)θ(ξ)

Comme [∂Dε] = [∂D]− [∆ε] alors
∫

Dε

∂f(ξ) ∧ θ(ξ) =

∫

∂D

f(ξ)θ(ξ)−
∫

∆ε

f(ξ)θ(ξ)

= B∂Df −
∫

∆ε

f(ξ)θ(ξ).

Compte tenu du résultat iii) du Lemme (4.2.3), lorsque ε → 0, on aura la formule de Martinelli-
Bochner(4.5)

4.3 Noyau et formule de Koppelman

Soit ŝ une application de Cn × Cn \∆ dans Cn × Cn dé�nie par

ŝ(ξ, z) =
(
ξ − z, ξ − z

)

On considère la forme di�érentielle ŝ∗µ, elle est de classe C∞ sur Cn×Cn \∆ et fermée puisque
µ est fermée.

Dé�nition 4.3.1 On appelle noyau de Bochner−Martinelli−Koppelman la forme di�éren-
tielle sur Cn × Cn \∆ dé�nie par

B =
(n− 1)!

(2πi)n ŝ∗µ

On a
B(z, ξ) =

(n− 1)!

(2πi)n

n∑
j=1

(−1)j+1
(ξj − zj)

|ξ − z|2n

∧

k 6=j

(dξk − dzk) ∧ ω(ξ − z)

B se décompose de manière unique sous la forme :

B =
∑

1≤q≤n−1

Bq

où Bq est de type (0, q) en z et (n, n− q − 1) en ξ
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Lemme 4.3.1 Pour tout (z, ξ) ∈ Cn × Cn \∆ on a

∂B (z, ξ) = 0 et ∂zBq (z, ξ) = −∂ξBq+1 (z, ξ)

Preuve. Notons ΩBM(x) la forme di�érentielle de classe C∞ sur Cn privé de 0

dé�nie par :
ΩBM(x) =

(n− 1)!

(2πi)n µ (x, x)

C'est une (n, n− 1)− forme, et par conséquent ∂ΩBM = dΩBM .

Remarquons que B = τ ∗ΩBM ou τ est l'application holomorphe de Cn × Cn \∆ dans Cn,
(z, ξ) 7→ ξ − z .

On en déduit que ∂B = dB. Proposition(3.13.1) Comme B = (n−1)!
(2πi)n ŝ∗µ et dµ = 0 on a donc

∂B = dB = 0.

On obtient la seconde relation en comparant les bidegrés.

Proposition 4.3.2 Le noyau de Bochner −Martinelli−Koppelman B est une forme di�é-
rentielle localement intégrable sur Cn × Cn.

Preuve. Soient τ : Cn×Cn → Cn l'application (z, ξ) 7→ ξ− z et ΩBM(x) la forme di�éren-
tielle de classe C∞ sur Cn privé de 0 dé�nie par

ΩBM(x) =
(n− 1)!

(2πi)n

1

|x|2n

n∑
j=1

(−1)j+1xj

∧

k 6=j

dxk ∧ ω(x)

les coe�cients de ΩBM(x) sont localement intégrable dans Cn.

Comme B = τ ∗ΩBM donc B est localement intégrable sur Cn × Cn.

4.3.1 Les opérateurs BD et B∂D pour des formes di�érentielle de degré
arbitraire

Soit B le noyeau de Bochner −Martinelli−Koppelamn et D la boule de Lie.

55



◦ Si f est une forme di�érentielle bornée dé�nie sur sur D, on pose pour z ∈ D :

(BDf)(z) =

∫

ξ∈D

f(ξ) ∧B(z, ξ) (4.16)

Puisque B à une singularité intégrable en ξ = z, la forme di�érentielle BDf est bien
dé�nie sur D .

◦ Si f une est une forme di�érentielle bornée sur ∂D, on pse pour z ∈ D :

(B∂Df)(z) =

∫

ξ∈∂D

f(ξ) ∧B(z, ξ) (4.17)

La forme di�érentielle B∂Df est de classe C∞ dans D.

Remarque

Si f est de type (0, q), on a (BDf)( . ) =
∫

ξ∈D
f(ξ) ∧Bq−1( . , ξ)

4.3.2 Formule de Koppelman

La formule de Koppelman est une généralisation de la formule intégrale de Martinelli −
Bochner.

Théorème 4.3.3 Soient

D =
{
z ∈ Cn (n > 2) : |〈z, z〉|2 − 2 〈z, z〉+ 1 > 0; 〈z, z〉 < 1

}

et f une (0, q)−forme di�érentielle (q = 1..n) continue sur D, telle que ∂f soit aussi continue
sur D, alors :

(−1)qf = B∂Df −BD∂f +∂BDf dans D (4.18)

Preuve. Soit ϕ une forme di�érentielle de classe C∞ à support compact dans D , on a au
sens des courants

〈
∂T, ϕ

〉
= (−1)q 〈

T, ∂ϕ
〉

où T est un courant de bidegré (0, q − 1) ; le théorème est équivalant alors à

(−1)q

∫

D

BDf ∧ ∂ϕ = (−1)q

∫

D

f ∧ ϕ−
∫

D

B∂Df ∧ ϕ +

∫

D

BD∂f ∧ ϕ (4.19)
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Pour que (4.16) ai un sens, il faut que le bidegré de ϕ soit (n, n− q), du fait que B∂Df et BD∂f

sont de bidegrès (0, q) et (0, q − 1) respectivement.

La formule (4.19) devient
∫

(ξ,z)∈D×∂D

f(ξ) ∧B(z, ξ) ∧ ϕ(z)−
∫

(ξ,z)∈D×D

∂f(z) ∧B(z, ξ) ∧ ϕ(z)

+ (−1)q

∫

(ξ,z)∈D×D

f(z) ∧B(z, ξ) ∧ ∂ϕ(z) = (−1)q

∫

z∈D

f(ξ) ∧ ϕ(z)

On considère l'ouvert ∆ε de Cn × Cn dé�ni par

∆ε = D× D \ {(z, ξ) ∈ D× D : |z − ξ| ≤ ε}

Son bord ∂∆ε est la réunion de

F1,ε = ∂ (D× D) \ {(z, ξ) ∈ D× D : |z − ξ| ≤ ε}

et de
F2,ε =

{
(z, ξ) ∈ D× D : |z − ξ| = ε

}

Comme ϕ est à support compact dans D, la forme di�érentielle ∂f(z)∧B(z, ξ)∧ϕ(z) est nulle
sur ∂D× D.

Par ailleurs si ξ ∈ ∂D et z ∈ supp ϕ on a

|ξ − z| ≥ d (suppϕ,Cn \ D)

et par conséquent si ε < d (suppϕ,Cn \D) ,l'ensemble supp ϕ × ∂D est inclus dans F1,ε. On
obtient donc

∫

(ξ,z)∈D×∂D

f(ξ) ∧B(z, ξ) ∧ ϕ(z) =

∫

(ξ,z)∈F1,ε

f(ξ) ∧B(z, ξ) ∧ ϕ(z)

De plus si z ∈ suppϕ et |ξ − z| = ε alors ξ appartient à {ξ ∈ Cn : d(ξ, suppϕ) ≤ ε} qui est un
compact de D si ε < d(suppϕ,Cn \ D) donc pour ε assez petit si z ∈ suppϕ et (z, ξ) ∈ F2,ε,

alors (z, ξ) varie dans un compact de D× D et donc
∫

|z−ξ|=ε

f(ξ) ∧B(z, ξ) ∧ ϕ(z) =

∫

(ξ,z)∈F2,ε

f(ξ) ∧B(z, ξ) ∧ ϕ(z)
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Finalement pour ε < d(suppϕ,Cn \ D), on obtient

B(z, ξ) ∧ ϕ(z)−
∫

|z−ξ|=ε

f(ξ) ∧B(z, ξ) ∧ ϕ(z) =

∫

(ξ,z)∈∆ε

f(ξ) ∧B(z, ξ) ∧ ϕ(z)

La formule de Stockes donne alors

B(z, ξ) ∧ ϕ(z)−
∫

|z−ξ|=ε

f(ξ) ∧B(z, ξ) ∧ ϕ(z)

=

∫

(z,ξ)∈∆ε

dz,ξ (f(ξ) ∧B(z, ξ) ∧ ϕ(z))

=

∫

(z,ξ)∈∆ε

df(ξ) ∧B(z, ξ) ∧ ϕ(z) + (−1)q−1

∫

(z,ξ)∈∆ε

f(ξ) ∧B(z, ξ) ∧ dϕ(z)

car dB = 0 sur ∆ε

On a
lim
ε→0

∫

(z,ξ)∈∆ε

df(ξ) ∧B(z, ξ) ∧ ϕ(z) =

∫

(ξ,z)∈D×D

df(ξ) ∧B(z, ξ) ∧ ϕ(z) (4.20)

lim
ε→0

∫

(z,ξ)∈∆ε

f(ξ) ∧B(z, ξ) ∧ dϕ(z) =

∫

(ξ,z)∈D×D

df(ξ) ∧B(z, ξ) ∧ dϕ(z) (4.21)

Il reste à prouver que

lim
ε→0

∫

|z−ξ|=ε

f(ξ) ∧B(z, ξ) ∧ ϕ(z) = (−1)q

∫

z∈D

f(z) ∧ ϕ(z). (4.22)

Pour cela, considérons l'automorphisme T : Cn × Cn → Cn × Cn dé�ni par T (z, x) =

(z, z + x) , T transforme Cn × S(0, ε) en {(z, ξ) ∈ Cn × Cn : |z − ξ| = ε} et par conséquent

Iε =

∫

|z−ξ|=ε

f(ξ) ∧B(z, ξ) ∧ ϕ(z) =

∫

Cn×S(0,ε)

T ∗ (f(ξ) ∧B(z, ξ) ∧ ϕ(z))

Mais T ∗B(z, x) = Cn |x|−2n ω′ (x) ∧ ω(x), avec Cn=
(n− 1)!

(2πi)n et si

f(ξ) =

/∑

|I|=q

fI(ξ)dξI

alors

T ∗f(z, x) =

/∑

|I|=q

fI(z + x)d (z + x)I
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On obtient donc

Iε = Cn

/∑

|I|=q

∫

Cn×S(0,ε)

fI(z + x)d (z + x)I ∧
ω′ (x) ∧ ω(x)

|x|2n ∧ ϕ(z)

Grâce au théorème de Fubini on peut écrire

Iε = (−1)q

/∑

|I|=q

∫

Cn




∫

S(0,ε)

CnfI(z + x) ∧ ω′ (x) ∧ ω(x)

|x|2n


 dzI ∧ ϕ(z)

d'après la formule de Martinelli-Bochner :

Cn

∫

S(0,ε)

fI(z + x)
ω′(x) ∧ ω(x)

|x|2n =

= fI(z) + Cn

∫

S(0,ε)

fI(z + x)− fI(z)
ω′(x) ∧ ω(x)

|x|2n .

lorsque ε → 0

Cn

∫

x∈Sε

fI(z + x)
ω′(x) ∧ ω(x)

|x|2n

tend vers fI(z)

la formule de Martinelli-Bochner-Koppelman se déduit de (4.20),(4.21) et (4.22)
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Chapitre 5

Formule de Cauchy-Fantappié

5.1 Section de Leray

Dé�nition 5.1.1 Soit D un domaine borné de Cn. Une application

w (z, ξ) = (w1 (z, ξ) , · · · , wn (z, ξ))

de classe C1 pour z ∈ D et ξ dans un voisinage U∂D de ∂D à valeurs dans Cn est une section

de Leray pour D si

〈w (z, ξ) , ξ − z〉 6= 0 pour tout (z, ξ) ∈ D × ∂D

Remarque
L'application w (z, ξ) = ξ − z est une section de Leray pour tout domaine borné D de Cn. En
e�et

〈w (z, ξ) , ξ − z〉 =
〈
ξ − z, ξ − z

〉
= |ξ − z|2 6= 0 si z 6= ξ

5.2 Les opérateurs Lw
∂D et Rw

D pour des formes de degré
arbitraire.

Soit w (z, ξ) une section de Leray pour D

On pose pour λ ∈ [0, 1]

ηw (z, ξ, λ) = (1− λ)
w (z, ξ)

〈w (z, ξ) , ξ − z〉 + λ
ξ − z

|ξ − z|2 (5.1)
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ω′z,ξ,λ (ηw (z, ξ, λ)) =
n∑

j=1

(−1)j+1ηw
j (z, ξ, λ)

∧

k 6=j

(∂z,ξ + dλ)η
w
k (z, ξ, λ) pour z ∈ D (5.2)

Kηw

(z, ξ, λ) =
(n− 1)!

(2iπ)n ω′z,ξ,λ (ηw (z, ξ, λ)) ∧ ω(ξ − z) (5.3)

si z ∈ D et ξ ∈ U∂D satisfont 〈w (z, ξ) , ξ − z〉 6= 0

On note également

ω′z,ξ (w (z, ξ)) =
n∑

j=1

(−1)j+1ww
j (z, ξ)

∧

k 6=j

∂z,ξwk (z, ξ) (5.4)

pour z ∈ D et ξ ∈ U∂D tels que 〈w (z, ξ) , ξ − z〉 6= 0

Kw (z, ξ) =
(n− 1)!

(2iπ)n

ω′z,ξ (w (z, ξ)) ∧ ω(ξ − z)

〈w (z, ξ) , ξ − z〉n (5.5)

Le noyeau Kηw
(z, ξ, λ) est une forme di�érentielle continue de degré 2n− 1 sur

{(z, ξ, λ) ∈ D × U∂D × [0, 1] : 〈w (z, ξ) , ξ − z〉 6= 0}

Le noyeau Kw (z, ξ) est une forme di�érentielle continue de bidegré (n, n− 1) sur
{(z, ξ) ∈ D × U∂D : 〈w (z, ξ) , ξ − z〉 6= 0} .

Lemme 5.2.1

i) On a, au sens des distributions

(∂z,ξ + dλ)K
ηw

(z, ξ, λ) = 0

si z ∈ D et ξ ∈ U∂D et λ ∈ [0, 1]

ii) Kηw
(z, ξ, λ) |λ=0= Kw (z, ξ) et Kηw

(z, ξ, λ) |λ=1= B(z, ξ)
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Preuve. puisque la fonction ξ − z est holomorphe en (z, ξ) et indépendant de λ

(∂z,ξ + dλ)ω(ξ − z) = 0

et par conséquent

(∂z,ξ + dλ)K
ηw

(z, ξ, λ) =
n!

(2πi)n (∂z,ξ + dλ)
∧

1≤k≤n

(∂z,ξ + dλ)η
w
k (z, ξ, λ) ∧ ω (ξ − z)

Mais sur D × ∂D × [0, 1] on a 〈ηw(z, ξ, λ), ξ − z〉 = 1, ce qui implique
n∑

j=1

(ξj − zj) (∂z,ξ + dλ)η
w
k (z, ξ, λ) = 0

On en déduit que pour tout z ∈ D, ξ ∈ U∂D et λ ∈ [0, 1]

∧

1≤k≤n

(∂z,ξ + dλ)η
w
k (z, ξ, λ) = 0

ce qui prouve que (∂z,ξ + dλ)K
ηw

(z, ξ, λ) = 0

L'assertion 2. se déduit des dé�nitions des formes di�érentielles Kηw , Kw et du résultat

µ(u, v) = ω′
(

u

〈u, v〉n
)
∧ ω(v)

◦ Si f est une forme di�érentielle borné sur ∂D, on dé�nit l'opérateur Lw
∂Df par :

(Lφ
∂Df)(z) =

∫

ξ∈∂D

f(ξ) ∧Kw(z, ξ) z ∈ D (5.6)

◦ Si f est une forme di�érentielle borné sur ∂D, on dé�nit l'opérateur Rw
∂Df par :

(Rφ
∂Df)(z) =

∫

(ξ,λ)∈∂D×[0,1]

f(ξ) ∧Kηw

(z, ξ, λ) z ∈ D (5.7)

bidegré (n, n− q) à support compact dans D
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5.3 Formule de Cauchy-Fantappié associée à la boule de
Lie

Les propositions (2.3.1) et (2.3.2) avaient établi que
〈
2
〈
ξ, ξ

〉
ξ − 2ξ, ξ − z

〉 6= 0 ∀ξ ∈ ∂1D et ∀z ∈ D

et
〈ξ − z, ξ − z〉 6= 0 ∀ξ ∈ ∂2D et ∀z ∈ D

Notons
w(1) (z, ξ) = 2

〈
ξ, ξ

〉
ξ − 2ξ

et
w(2) (z, ξ) = ξ − z

w(1) et w(2) sont de classe C∞ sur ∂1D et ∂2D respectivement et holomorphes sur D

D'après les résultats de G. Roos [ 16 ], on a

Théorème 5.3.1 Soit

D =
{
z ∈ Cn : |〈z, z〉|2 − 2 〈z, z〉+ 1 > 0 ; 〈z, z〉 < 1

}

Pour chaque (0,q)-forme (q=1..n) f continue sur D, telle que ∂f soit aussi continue sur D, on
a la représentation intégrale

(−1)q f = ∂
[
Rw(1)

∂1D f + BDf
]
−

[
Rw(1)

∂1D ∂f + BD∂f
]

(5.8)

où (
Rw(1)

∂1D f
)

(z) =

∫

ξ∈∂1D

f (ξ) ∧ Ωq−1 (z, ξ) (5.9)

(
Rw(1)

∂1D ∂f
)

(z) =

∫

ξ∈∂1D

f (ξ) ∧ Ωq (z, ξ) (5.10)

avec

Ωq (z, ξ) =
1

(2πi)n ∂ξ

(|ξ − z|2) ∧ 1

2
w(1)(z, ξ) ∧ [

∂z∂ξ

(|ξ − z|2)]q

∧
n−2∑
j=q

Cq
j

(
∂∂ |ξ|2)j−q ∧ (

∂w(1)
)n−2−j

|ξ − z|2j+2 〈w(1), ξ − z〉 (5.11)
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Preuve. Voir [16] Théorème 6 � 4

On en déduit une formule de résolution de l'opérateur de Cauchy-Riemann dans la boule
de Lie

Corollaire 5.3.1 Soit f une (0, q) − forme (q = 1..n) continue sur D, véri�ant ∂f = 0 dans
D alors :

u = (−1)q




∫

ξ∈∂1D

f (ξ) ∧ Ωq−1 (z, ξ) +

∫

ξ∈D

f (ξ) ∧B (z, ξ)




est la solution explicite dans D de l'équation de Cauchy − Riemann ∂u = f au sens des
courants
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Annexe A

Formule de Stockes

A.1 Sous-Variétés

Soit X une variété de dimension n et Y une partie de X.On dit que Y est une sous−variété

de dimension m (m ≤ n) de X, si pour tout y ∈ Y il existe une carte (h, U) de X en y telle que

h(U ∩ Y ) = h(U) ∩ Rm

A.2 Domaine et orientation de son bord

Soit X une variété de dimension n. On appelle domaine D de X toute partie D fermée de X
telle que pour tout x de D on ait :

� Soit il existe U ouvert de X tel que x ∈ U ⊂ D.

� Soit il existe une carte (h, U) centrée en x telle que

U ∩ D = {(x1, · · · , xn) ∈ U : x1 ≤ 0}

Comme une carte est un homéomorphisme et que, si x1 = 0, (x1, · · · , xn) appartient à la
frontiére de U ∩ D,

c'est que x appartient à la frontière de D, que l'on notera ∂D et appellera le bord de D.
∂D est une sous-variété de dimension n− 1.

Théorème A.2.1 Soit X une variété orientée et D un domaine de X.
∂D est canoniquement orientée.
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A.3 Formule de Stockes

Théorème A.3.1 ( de Stockes ) Soient D un domaine d'une variété orientée X de dimen-
sion n, ∂D son bord orientée, et soit ω une (n− 1)− forme sur X à support compact.

La formule suivante est vraie

∫

∂D

ω |∂D=
∫

D

dω (A.1)

Preuve. Soit (hα, Uα) un atlas de X et (χα) une partition de l'unité subordonnée au recou-

vrement de X par les Uα.

par linéraité de l'intégrale, il su�t de prouver
∫

∂D

χαω |∂D=
∫

D

d(χαω) pour tout α (A.2)

On a sur Uα les coordonnées (x1, · · · , xn) et ∂D∩Uα est donnée par l'équation x1 = 0 dans ces
coordonnées

On note
ωα = h∗α(χαω) =

∑
i

fi

∧

k 6=i

dxk.

Il y a deux cas :

1er Cas : ∂D∩Uα = ∅

On calcule dωα

dωα =
∑

i

∂fi

∂xi

(−1)i−1dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

de telle sorte que :
∫

D

dωα =
n∑

i=1

∫

Uα

∂fi

∂xi

(−1)i−1dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=
n∑

i=1

(−1)i−1

∫

Rn

∂fi

∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxn

= 0
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par Fubini, car chaque fi est à support compact dans R.

2eme cas : ∂D∩Uα 6= ∅

l'écriture précedente est toujours valide et on a par Fubini que

∫

Uα∩∂D

∂fi

∂xi

(−1)i−1dx1 ∧ · · · ∧ dxn = 0 si i 6= 1

d'où l'on tire ∫

D

dωα =

∫

Uα∩∂D

∂f1

∂x1

dx1 ∧ · · · ∧ dxn

tandis que : ∫

∂D

dωα =

∫

{x1=0}

f1dx2 ∧ · · · ∧ dxn.

car la forme dx1 |{x1=0} est identiquement null.
La formule en conséquence démontrée grâce à Fubini et l'observation que :

f1(0) =

0∫

−∞

∂f1

∂x1

dx1.

Remarque

La formule de Stockes est valable pour les ouverts bornées de Cn dans le bord est réunion
disjointe de sous variétés dé�nis par des fonctions algèbriques.
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