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INTRODUCTION

Plusieurs problémes issus de domaines divers tels que l'industrie, le
transport, ’économie, la biologie... se ramenent a des problemes d’optimi-
sation combinatoire, une discipline de la programmation mathématique
qui a connu un développement considérable tant sur le plan théorique
que sur le plan pratique. Un probleme d’optimisation combinatoire peut
étre défini comme étant celui de déterminer un plus petit ot un plus
grand élément d’un ensemble fini. A premiere vue, un tel probleme parait
trés simple a résoudre vu le caractere fini de I'ensemble de ses solutions.
Mais en pratique, le nombre de ces solutions peut étre exponentiel. Et
dans ce cas, une méthode qui consisterait a énumérer toutes les solutions

du probléme ne peut étre envisagée.

L'efficacité d"une méthode de résolution (algorithme) est généralement
mesurée par le temps d’exécution. Si ce temps est borné par une fonction
polynomiale en la taille du probléeme alors la méthode est dite efficace
ou polynomiale. Pour un certain type de problemes d’optimisation com-
binatoire on ne connait pas d’algorithmes efficaces de résolution. Ces
problemes ont la propriété que s’il existe un algorithme polynomial pour
I'un d’entre-eux alors il en existerait un pour chacun. Pour ces problemes
dits NP-durs il y a donc peu d’espoir de pouvoir trouver une méthode

efficace.

Une approche qui s’est révélée efficace pour ce type de probléemes est
I"approche dite polyédrale. Cette approche permet de ramener le probléme
a la résolution d"un programme linéaire par la description du polyedre en-
veloppe convexe des solutions par un systeme linéaire. Une étape cruciale

dans cette méthode concerne l'identification des contraintes de ce systeme.

Une caractérisation complete du polyedre est généralement difficile a ob-
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tenir. Elle s’avere impossible dans le cas ot le probléme est NP-dur. Ce-
pendant, depuis la découverte de la méthode des ellipsoide par Khachiyan
Khachiyan [1980], une description partielle du polyédre des solutions peut
étre suffisante pour résoudre le probléeme en temps polynomial. En effet
en utilisant cette méthode Grotschel, Lovasz et Schrijver Grotschel et al.
[1981] voir aussi Padberg et Rao Padberg et Rao [1980] ont montré qu’il
existe un algorithme polynomial pour résoudre un probléeme d’optimi-
sation sur un polyedre donné si et seulement s’il existe un algorithme
polynomial pour le probleme de séparation associé a ce polyedre, c’est-
a-dire un algorithme qui permet de décider pour un point x donné si x
appartient au polyedre et dans le cas contraire de trouver un hyperplan

qui sépare x du polyedre.

En conséquence si pour un probleme d’optimisation combinatoire on
connait un systeme de contraintes linéaires décrivant partiellement le
polyedre des solutions, et si le probleme de séparation associé a ces
contraintes est polynomial alors ce systéme peut étre suffisant pour don-
ner une solution optimale au probleme en temps polynomial en utilisant
une méthode de coupes. Une telle approche a été appliquée avec suc-
ces pour plusieurs problemes d’optimisation combinatoire comme le pro-
bleme du voyageur de commerce symétrique Barahona et Grotschel [1985]
Padberg et Rinaldi [1991]Grotschel et Padberg [1979] et asymétrique Balas
et Fischetti [1993]Queyranne et Wang [1993] et le probleme de la coupe

maximale, le probleme de partition en clique Wakabayashi [1986].

En effet, un probléme d’optimisation combinatoire est un probléme qui
prend comme support un ensemble fini E et une fonction f : 2F — R et
qui consiste a maximiser ou minimiser la fonction f sur I'ensemble des
parties de E ayant une certaine propriété selon le probleme étudié. On
peut associer a chaque solution réalisable ( partie de E ayant une certaine
propriété) un vecteur caractéristique qui prend des valeurs dans {0,1}/Fl.
Supposons que S est 'ensemble des vecteurs caractéristiques de toutes
les solutions réalisables du probleme, il représente 'ensemble des point
dans {0,1}/El C RIEl. Soit conv(S) 'enveloppe convexe des points de S.
Ce dernier est appelé polytope. Le polytope peut étre aussi défini comme
l'intersection d’un nombre fini de demi espaces.

Dans ce manuscrit nous nous sommes intéressés a la caractérisation
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d’un polyedre combinatoire, plus précisément un {0, 1}-polytope associé
aux solutions d'un certain probleme d’optimisation combinatoire et aux
liens entre les facettes de ce polyedre. Nous voulons par ce travail mettre
l'accent sur la connectivité (lien entre) de certains polyédres et essayer
d’obtenir la description compléte ou partielle d"un polyedre a partir d'un
autre polyédre dont la description complete ou partielle est déja connue.
Pour une meilleure compréhension et visualisation des techniques utili-
sées, nous nous intéressons au polyedre associé au probléme de foréts
d’étoiles de poids maximum dans un graphe.

Le probleme de foréts d’étoiles de poids maximum a été peu étudié
autant sur le plan algorithmique que sur le plan polyédrique. Cependant
un algorithme linéaire dans le cas des arbres a été proposé par Nguyen et
al. Nguyen et al. [2008]. Nous avons proposé un algorithme linéaire dans
le cas des cycles Aoudia et al. [2014]. Par la suite, Nguyen dans Nguyen
[2015] a proposé un algorithme linéaire dans le cas des cactus . Contrai-
rement a plusieurs problémes d’optimisation combinatoires NP-difficile,
I"approche polyédrique du probleme des foréts d’étoiles, a notre connais-
sance, n'a pas été traité. Aussi nous allons apporter notre contribution
pour combler ce vide ot nous proposons une description complete du
polytope associé au probleme des foréts d’étoiles défini dans les cycles
et les arbres et nous introduisons de nouvelles inégalités définissant des
facettes.

Dans ce document, nous nous intéressons a l’étude polyédrique de
I'enveloppe convexe des solutions du probleme des foréts d’étoiles de
poids maximum.

Dans le chapitre deux, nous introduisons le probleme des foréts d’étoiles
de poids maximum et quelques problemes qui sont en étroite relation avec
le premier. Nous allons ensuite, discuter des applications du probléme des
foréts d’étoiles plus précisément ses applications dans la gestion optimale
de diversité et dans la bio-informatique. Nous donnons une formulation
du probleme en programmation linéaire en nombres entiers qui va nous
permettre de définir I’enveloppe convexe des solutions formant ainsi un
polytope dont ’étude sera 'objet du prochain chapitre.

Dans le chapitre trois, nous définissons le polytope des foréts d’étoiles
SFP(G). Nous allons d’abord discuter de ses propriétés, ensuite exposer

ses inégalités définissant des facettes. Nous définissons certaines classes
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de facettes qui vont nous permettre de fournir une description compléte
du SFP(G) dans certaines classes de graphes notamment les cycles et les
arbres.

Dans le chapitre quatre, nous allons étudier le polytope des foréts d’étoiles
des graphes complets. Nous allons adopter la notation P, pour le polytope
SFP(K,) o K, est le graphe complet défini sur n sommets. Nous allons
ainsi discuter des propriétés du polytope P, et nous allons introduire des
inégalités définissant des facettes de P, et que nous nommons facettes fon-
damentales. Ces derniéres seront utilisées dans des opérations récursives
dans les graphe que nous définirons dans ce méme chapitre et qui vont
nous permettre d’introduire de nouvelles facettes pour P, et/ou de les
généraliser. Nous concluons le chapitre par une description complete du
polytope des foréts d’étoiles P, pour n = 4 et une discussion des relations
de P, avec P, pour certaines valeurs de n > 4.

Le chapitre cinqg, sera dédié a la partie algorithmique de notre travail en
I'occurence 'algorithme linéaire pour trouver une forét d’étoiles de poids
maximum dans les cycles. Ainsi qu'une bréeve explication des algorithmes
de séparation des inégalités introduites dans les chapitres trois et quatre

pour la résolution du probleme de foréts d’étoiles de poids maximum.
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Ce chapitre résume les outils mathématiques qui nous seront utiles
pour l'introduction et la compréhension de la thématique abordée dans
ce manuscrit, la combinatoire polyédrique, en 'occurrence la théorie des
graphes, 1’algebre linéaire, la programmation linéaire, la programmation
linéaire en nombre entiers ainsi que certaines propriétés de la complexité
combinatoire et algorithmique. Nous allons par cela spécifier les notations
adoptées tout au long de ce document. Elles ne se présentent pas toutes

dans se chapitre, il y aura des notions qui apparaitront au fur et a mesure.



1.1

1.2

Chapitre 1 Préliminaires

ALGEBRE LINEAIRE ET PROGRAMMATION LINEAIRE

Un vecteur x € R" est dit une combinaison linéair des vecteurs

xX1,%2,...,X € R"si pour A; € R, i =1...k, nous avons

k
X = Z /\ixi.
i=1

En plus si A; > 0 Vi = 1,...,n nous l'appelons combinaison conique.
k
Si la combinaison linéaire vérifie E A; = 1 alors elle est dite combinaison
i=1
affine des vecteurs x1, Xz, ..., Xy,

Quand le vecteur x est une combinaison a la fois conique et affine des
vecteurs x1,X2,...,X,, il est dit définir une combinaison convexe de ces
vecteur x1,x2,...,Xy.

Une combinaison est dite propre sini A = 0 ni A = ¢; pour tout j =
1...k ot ¢; est un vecteur dans R¥ ot1 seule la jieme composante prend la
valeur 1 quand toutes les autres sont zéro.

Pour un ensemble non vide S C RR" on désigne par aff(S) (resp.
conv(S) ) l'enveloppe affine de S ( resp. l'enveloppe convexe de S ')

Un sous ensemble S C est dit affinement indépendant (resp. linéairement
indépendant) si aucun de ses éléments n’est une combinaison affine (resp.
linéaire) propre des élément de S. Autrement S est dit affinement ( resp.
linéairement) dépendant

Pour tout sous ensemble de R" le rang de S noté rg(S) (resp. rang af-
fine de S noté arg(S) ) le plus grand nombre d’éléments de S linéairement

indépendants (resp. affinement indépendants).

THEORIE DES GRAPHES

Soit V un ensemble non vide et soit E = {uv|u,v € V,u # v} 'ensemble
des liens entre les éléments de V, la paire G = (V, E) est appelée un graphe.
L’ensemble V représente les sommets du graphe et I'ensemble E celui des
arétes du graphe G = (V,E). Si e = uv est une aréte du graphe alors on
dit que l'aréte e joint u et v ou l'aréte e est incidente aux sommets u et v
et que ces derniers sont dits les extrémités de 1’aréte e. Deux sommets u, v
sont adjacents ou voisins si il existe une aréte qui joint u et v. Le graphe

tel qu’il est défini ci-dessus est un graphe simple il n’admet pas de boucles
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(pas d’aréte entre un sommet et lui méme), et pas d’aréte multiple entre
deux sommets. Deux arétes sont dites adjacentes si elles ont une extrémité
commune. Un graphe est dit complet si pour toute paire de sommets u,v €
V,u # v il existe une aréte e = {u, v} € E. On note un graphe complet par
G=(V,E)=K,oun=|V|.

Pour tout sous ensemble de sommets W C V dans G, nous définissons
I’ensemble des arétes joignant W et V\ W par 6(W) = {{u,v}|lu € W,v €
V\ W} et 5(W) est dite la coupe induite par W. Les coupes dans G sont
aussi appelées cocycles. Pour tout v € V, nous écrivons d(v) pour désigner
la coupe induite par un singleton 6({v}) et sa taille |6(v)| est appelée le
degré de v que nous notons d(v). L'ensemble des voisins de v noté N(v)
désigne I'ensemble des sommets adjacents a v.

Soit G = (V,E) est un graphe et si G’ = (V/,E’) un graphe tel que
V' C Vet E' CE, alors G est dit un sous graphe de G. Nous disons aussi
que G’ est contenu dans G ou G contient G'. Pour un graphe G = (V,E)
et un sous ensemble de sommets V' C V, E(V’) est I'ensemble des arétes
de E induite par V' (dont les deux extrémités sont dans V'), le sous graphe
G' = (V',E(V')) est dit sous graphe sommet-induit par V' de G ou en plus
court (sous graphe induit). De maniere similaire pour un sous ensemble
d’arétes E” C E, on désigne par V(E") 'ensemble des sommets extrémités
des arétes de E” d’ou V(E") = {v,u € V|uv € E"}. Le sous graphe
résultant G” = (V(E"), E") est dit le sous graphe aréte induit de G engendré
par E” ou sous graphe partiel de G. Si V(E") = V, alors G” est dit graphe
partiel de G.

Deux graphes G; = (V4,E1), Go = (Va, Ep) sont dits isomorphes si il
existe une fonction bijective ¢: Vi — V, telle que pour tout u, v € V; nous
avons {u,v} € E; si et seulement si {¢p(u), p(v)} € Es.

Le line-graph noté L(G) d’un graphe G est un graphe simple dont 'en-
semble des sommets est ’ensemble des arétes du graphe G et dans lequel
deux sommets sont adjacents si et seulement si leurs arétes correspon-
dantes dans G ont un sommet commun.

Une séquence d’arétes W = {{v1,v2}, {v2, 03}, ... {vk—2, Uk, }, {0k—1, 0k} } C
E est une chaine entre vy et v; dans G. Le nombre d’arétes dans la séquence
est la longueur de la chaine. Si v; # v; pour tout i # j, la chaine W est dite
chaine élémentaire de longueur k — 1, nous la notons Pg. Un graphe est dit

connexe si entre chaque paire de sommets u,v € V, il existe une chaine
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dans G. Un graphe défini par un seul sommet, G = ({v}, @), est par
convention connexe.

La distance entre une paire de sommets {u,v} notée d(u,v) est la
longueur de la plus courte chaine reliant u et v. La distance entre deux
sommets disjoints est par convention +co. Le diametre d’un graphe noté
diam(G) est la plus grande distance entre toutes les paires de sommets de
G.

Soit P une {v1, v }-chaine de longueur k — 1 dans G = (V, E) et v17% €
E. Alors Py U {vg,v1} est appelée chaine fermée ou cycle de longueur k, il
est aussi appelé k-cycle.

Pour un graphe quelconque G = (V,E), les sous graphes induits
maximaux (maximal au sens de l'inclusion) H; de G sont dits composantes
connexes de G. Tout graphe G admet une seule et unique décomposition
en composantes connexes.

Un graphe ne comprenant pas de cycles est dit graphe acycliqgue ou
forét. Une forét connexe définit un arbre. Si un graphe partiel de G est un
arbre, alors il est dit un arbre couvrant de G.

Dans un arbre, toute paire de sommets u et v est connectée par exacte-
ment une chaine. Un arbre défini sur n sommets contient n — 1 arétes. Un
arbre de diametre au plus 2 est dit étoile. Une forét d’étoiles est un graphe
ou chaque composante connexe est une étoile. Une forét d’étoiles couvrante
d'un graphe G est une forét d’étoiles couvrant tout les sommets de G,
autrement dit c’est un sous graphe couvrant tous les sommets de G ou
chaque composante connexe est une étoile. Par convention, un sommet
isolé est une étoile. Autrement dit, Une forét d’étoile dans un graphe G
est un graphe partiel acyclique ott chaque composante connexe est de dia-
metre au plus 2.

Une cligue dans un graphe G = (V,E) est un sous ensemble de som-
mets Ve C V tel que chaque paire de sommets u,v € V. est connec-
tée par une aréte dans E. Autrement dit, le sous graphe induit par V¢,
Gc = (Vc, E(Ve)) forme un graphe complet.

Un stable dans G est un sous ensemble de sommets Vs C V tel que
aucune paire de sommets u,v € Vs n’est connectée. Le complémentaire
d’une clique est un stable et vice-versa.

Un absorbant ou dominant dans un graphe G = (V, E) est un ensemble

des sommets V4 tel que tout sommet de V est soit dans V4 ou adja-
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cent a un sommet de V,4. Nous pouvons l'exprimer comme V4 = {v €
VIVu € V\v,{u,v} € E}. Un aréte-absorbant est un ensemble d’arétes
E4 C E tel que pour toute aréte e € E; nous avons ¢ € E4 ou e est adja-
cente a une aréte dans E4.

Un couplage dans G = (V,E) est un ensemble d’arétes M C E tel que
deux quelconques des arétes de M sont non adjacentes. Un sommet v est
dit saturé par un couplage M s’il existe une aréte de M incidente a v. Un
couplage qui sature les sommets du graphe G est dit parfait.

Un graphe est représenté par un diagramme dans un plan ot chaque
sommet v € V est représenté par un petit cercle, et chaque aréte e =
{u, v} par un trait. Les cercles et les lignes sont souvent étiquetés selon les

sommets et les arétes leur correspondant.

Ks\ {e} Kss
FIGURE 1.1 — Exemple de graphes.

Quand un graphe peut étre dessiné dans le plan de sorte a ce que
les sommets soient des points distincts, et les arétes des traits (courbes)
simples qui ne se croisent pas, le graphe est dit planaire.

Un graphe G = (V, E) est dit biparti si on peut partitionner 1’ensemble
de ses sommets V en deux sous ensemble V = ViUV, ou ViNV, = @
et qu” aucun sommet dans V; n’est adjacent a un sommet dans V; pour
i=1,2Tlestnoté G = (Vq,V,, E).

Un graphe orienté (un digraphe ) est une paire D = (V, A) ol V est un
ensemble fini et E C V x V un ensemble de paires ordonnées d’éléments
distincts de V. Comme pour les graphes, les éléments de V sont appelés
sommets de D = (V, A). Les éléments de A sont appelés les arcs de D. Si
a = (u,v) estun arcde D = (V, A) alors a est dit incident a u et aussi inci-
dent a v, ou u est la queue (pére) de a, v est la téte (fils) de a. Nous pouvons
aussi dire que l'arc a = (u,v) va de u vers v; u et v sont les sommets extré-
mités de a. Si X et Y sont deux sous-ensembles de sommets disjoints dans
V alors I'ensemble des arcs dont I'extrémité initiale (la queue) est dans X

et I'extrémité terminale (la téte) dans Y est noté par (X : Y). Deux sommet
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s (u,v) € V sont dits adjacents dans D = (V, A) si (u,v) € Aou (v,u) € A.
Pour tout V' C V nous définissons A(V') = {(u,v) € Alu,v € V} et pour
tout A’ C A nous définissons V(A') = {u,v € V|(u,v) € V'}.

Etant donné un graphe G = (V,E), attribuons a chaque aréte de E
une orientation précise; cette facon, de faire nous permet de construire
un ensemble d’arcs A sur l’ensemble des sommets V' ou chaque aréte
{u,v} € E devient soit I'arc (u,v) ou l'arc (v, u). Ainsi construit, le graphe
D = (V, A) est dit une orientation du graphe G = (V,E).

Pour v € V on note par ™ (v) = {(u,v) € Alu € V} 'ensemble des
arcs entrants v, 67 (v) = {(v,u) € Alu € V} 'ensemble des arcs sortants
devetd(v) =16 (v)|+ |67 (v)| représente le degré du sommet v dans D.

Soit > une relation d’ordre défini dans V. La relation > est dite transi-
tive Pour tout triplet u,v,w € V siu = vetv = walors u = w.

Un graphe orienté muni d'une relation d’ordre transitive est dit transi-

tf.

Probléme de plus court chemin

D’apres Sakarovitch Sakarovitch [1984] un graphe G = (X, A) muni
d’une application d : U — R qui a chaque arc fait correspondre sa lon-
gueur (son poinds ou coftit) définit un réseau R = (X, A, d) . Etant donnés
deux sommets x et y d'un réseau R = (X, A, d), trois cas peuvent se pré-

senter
1. Il n’existe pas de chemin de x a y dans R.

2. Il existe un chemin de x a y dans R mais pas de chemin de longueur

minimum.

3. Dans I'ensemble des chemin joignant x a y dans R, il en existe un de

longueur minimum.

Ce dernier cas donne lieu a un probleme connu en optimisation combina-
toire dit probleme du plus court chemin. Pour résoudre le probleme de plus
court chemin nous avons plusieurs Algorithmes, notamment 1’algorithme
de Dijkstra Sakarovitch [1984] ou encore I'algorithme de Belman-Ford Sa-
karovitch [1984] Cormen et al..
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Algorithme de Belman-Ford

L’algorithme de Bellman-Ford résout le probleme du plus court che-
min a une seule source ou les coflits des arcs peuvent étre négatifs. Les
plus courts chemins sont toujours bien définis dans les graphes orientés

acycliques.

ALGORITHME DE BELLEMAN-FORD

* Tri topologique des sommets de G.
* Initialiser le graphe a une source (G, s).

* Pour tout sommet u, pris dans le tri topologique ordonné

*  Pour tout sommet v € G.Adj[u].

* Relaxer {u,v,w} .
La complexité de l'algorithme de Belman-Ford dans le cas générale est
O(]A].|X]) Cormen et al.. Quand le graphe (D=(X,A)) est orienté sans
circuit, I'algorithme de Belman-Ford est de complexité O(|A| + |X|) =

O(]A|) Cormen et al..

POLYEDRE COMBINATOIRE

Pour tout (m, n)-matrice A € R™*" et pour tout m-vecteur b € R™, on

appelle I'ensemble
P(A,b) = {x e R"|Ax < b}

un polyedre ot plus précisément, le polyedre induit par la matrice A et le
vecteur b. Tout polyedre peut étre vu comme une intersection d’un nombre
fini de demi-espaces. Tout demi-espace est représenté par une inégalité li-
néaire. Un polytope est un polyedre borné. Si A = (a;j)i=1,..,mj-1,..,

b = (by,by,...,by)7, alors le polyedre P(A,b) peut étre vu comme l'inter-

section de IR" et les demis espaces H; de R"" donné par
n
H; = {x € IR”‘ Zaijxj < bl} pour i€ {1,2,...,1"’[},1‘11’. # 0.
j=1

Etant donné un polyedre, il n’existe pas de représentation unique au

sens d'une matrice A et vecteur b. Les inégalités qui définissent les sous

11
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espaces Hy pour k € {1,2,...,m} sont dites redondantes respectivement a
m

P(A,b)sixe () H;implique x € Hy.
i=1,i#k
Il existe plusieurs représentations algébriques équivalentes pour un

polyedre P sous forme d’égalités et/ou d’inégalités linéaires. Générale-
ment, 'ensemble des variables se restreint a I’ensemble des variables de
méme signe ( fréquemment positif) . La forme générale d'une représenta-

tion algébrique d"un polyedre est donnée comme suit :

(By+Cz  <d

Dy + Ez =e
yeRY (1.1)
z € R1
z>0

Ou, B,C, D, E sont des matrices réelles et d,e des vecteurs réels de

z
est facile de voir que (1.1) définit le polyedre P(A,b) pour

dimensions appropriées. A travers l'identification x = <y> , x € RPFF, il

B C d
D E
A= eth=| €
—-D —E —e
0 I, 0

En plus de la présentation P = P(A, b), nous utilisons la présentation
P=P"(Ab)={xeR"Ax =b,x > 0}.

En effet, si le polyedre P n’est pas de pleine dimension (ce qui veut
dire dim(P) = k < n), il devrait étre contenu dans un sous espace affine
S de R" de dimension k tel qu’il existe une représentation de la forme

suivante :
P={xeR"Bx <d,Dx=e}

ot D est une matrice de plein rang ayant n — k ligneset S = {x € R"|Dx =

12
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e}. On appelle ce systeme d’équations, Dx = e, un systeme d’équation mini-
mal pour P.

Une inégalité a’x < ag avec a # 0 est dite inégalité valide respec-
tivement au polyédre P si pour tout y € P, a'y < ap. Autrement dit
P C {x € R"|a"x < ap} se qui ce traduit verbalement : le polyedre P est
contenu dans le demi espace défini par aTx < ap. Sia"x < ag est une in-
égalité valide et que l'intersection d'un demi- espace affine de dimension
n—1,H = {x € R"|a’x = ap} avec P est non vide et différente de P, alors
F = PN H est dite face de P. On dit aussi que F est la face de P défini par
l'inégalité valide a’x < ag. Ainsi I'ensemble H = {x € R"|a’x = ag} est
I'hyperplan induit par I'inégalité linéaire a”x < ay.

Deux inégalités définissant des faces pour P, I, = alx <ag et
I, = bTx < by sont dites équivalentes si elles définissent la méme face
de Pie PN{xeR"alx=ap} = PN {x € R"[bTx = by}. Noter que
toute face d'un polyedre est elle méme un polyedre et l'intersection de
deux faces de P est aussi une face de P.

"

Nous allons dire que "a"x < agp " induit une face de P " au lieu de
"aTx < ap " induit une face PN {x € R"|a’x < ap} de P.

Parmi les faces du polyédre P, il y a celles qui sont plus importantes
que d’autres, on peut les distinguer selon leurs dimensions. La face de
dimension 0 représente un point extréme du polyédre P et la face de di-
mension dim(P) — 1 représente une facette du polyedre P. La facette est
une face maximale ( maximal au sens de l'inclusion), aucune autre face
propre ne la contient. Un point extréme est une face minimale de P autre-
ment dit ¢’est une face propre de P qui ne contient aucune autre face.

Quand on s’intéresse aux polyedres, spécialement a 1'étude algorith-
mique de ces derniers, ce qui nous importe est une description minimale,
non redondante des égalités et inégalités qui les définissent. Le théoreme
qui suit résume quelques propriétés de facettes d’un polytope quelconque
p.

Soit P = {x € R"|Ax < b,Dx = d} un polyedre ot Dx = d est un systeme
d’équation minimal de P consistant en k équation . L'élimination de toute inégalité
du systeme Ax < b produit un polyedre P' qui contient strictement P.

(i) La dimension de P est dim(P) = n — k.

13



Théoréme 1.2

Proposition 1.1

Chapitre 1 Préliminaires

(ii) Toute inégalité du systeme Ax < b définit une facette pour P et aucune
inégalité n'est équivalente a une autre dans le méme systeme.

(iii) Sien plus P est de pleine dimension i.ek =o,et P = {x € R"|Ax < b}
alors toute inégalité de Ax < b est unique (a une multiplication prés par

un scalaire A € R).

Si aTx < ag est une inégalité induisant une facette pour le polyédre P
ol a= (al,az,...,an)T € Z", a9 € Z et les entiers ag,ay,...,a, sont pre-
miers i.e. il n‘existe aucun A € Z, A > 2 tel que % € Z pour tout
i€ {0,1,...,n} alors alx < ag est dite une inégalité a coefficients entiers
premiers induisant une facette pour le polytope P.

Pour tout polyedre de pleine dimension P € Q" comprenant des points
extrémes rationnels il existe un systeme unique d’inégalités Ax < b, o
chaque inégalité ax < ag dans Ax < b est une inégalité a coefficients en-
tiers premiers induisant une facette pour P.

Notons que tous les polyeédres abordés dans cette thése sont tous bor-
nés, ainsi nous nous focalisons sur les polytopes. Un polytope est ’enve-

loppe convexe de tous ses points extrémes.

Schrijver [2003] Un polytope est cet ensemble dans R™ qui est I'enveloppe convexe

d’un nombre fini de points dans R".

Le Théoréme 1.2 est un cas particulier du Théoreme fondamental de
Weyl Schrijver [1986]. La définition des polytopes via leurs points ex-
trémes va jouer un role important tout au long de cette these.

Nous nous intéressons plus précisément au {0,1}-polytopes. Un
{0, 1}-polytope est un polytope P défini comme 1’enveloppe convexe d'un
ensemble fini S ou S C {0,1}" i.e. P = conv(S). Un ensemble S C {0,1}"
est dit monotone si pour touty € S, x < yetx € {0,1}" implique x € S. Un
{0,1}-polytope P est dit monotone si pour tout y € P larelation 0 < x <y
implique x € P.

Schrijver [1986] Un polyedre est monotone si et seulement s'il est enveloppe
convexe d'un ensemble monotone S.

Les polytopes de pleine dimension et monotones possedent des pro-

priétés subtiles que nous abordons ci-apres :

14
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Soit P C {0,1}" un {0, 1}-polytope de pleine dimension et monotone, alors lors
les inégalités dite triviales x; < 0 définissent des facettes pour le polytope P pour
toutie€ {1,2,...,n}.

On appelle une facette du type x; < a une facette triviale.

Hammer et al. [1975] Soit P C {0,1}" un {0, 1}-polytope de pleine dimension et
monotone, alors :
(i) x; > 0,i € {1,2,...,n} sont les seules inégalités qui induisent des fa-
cettes pour le polytope P avec le coté droit des inégalités égal a zéro.
(ii) Toutes les facettes non triviales de P sont induites par les inégalités a’ x <

agaveca > 0et ag > 0.

L'intérét dans 1’étude des polyedres et de caractériser explicitement les
inégalités qui définissent des facettes, des inégalités induisant des faces es-
sentielles pour la description du polytope (P). La détermination de telles
inégalités est une des préoccupations majeures de la combinatoire poly-
édrique appelée par les pionniers du domaine "La chasse aux facettes" par
Grotschel et Padberg Grotschel et Padberg [1979]. Trouver un algorithme
polynomial pour l'identification des facettes pour une classe de facettes
déja connues suscite le méme intérét.

Pour ce faire, nous allons énoncer deux théoremes avec leurs preuves,
ces derniers sont la base des techniques utilisées pour montrer qu'une
inégalité valide pour un polytope donné P définit une facette pour celui-ci.
Nous allons aussi discuter de la méthode du lifting séquentiel qui consiste
a générer de nouvelles facettes parmi une classe de facettes connue pour

un polyedre combinatoire donné.

Théoréme 1.4  [iinger [1985] Soit P C R" un polyedre et D C R™*",d € R™, tel que af f(P) =

{x € R"|Dx = d}. Si F est une face (non vide ) de P, alors les assertions
suivantes sont équivalentes :
(i) F est une facette de P.
(ii) dim(F) = dim(P) — 1.
(iii) 11 existe une inégalité ax < ag valide pour P avec les trois propriétés
suivantes :
(a) F={x € PlaTx = ap}.

(b) 1l existe un vecteur £ € P tel que a’ £ < ag.

15
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(c) Si ume inégalité bTx < by est valide pour P telle que
FCF={xeP|bTx=by} alors il existe un vecteur A € R™

et un nombre yu € R tels que :

b" = ATD + pa’
bo = )LTd + Hao

Démonstration. (i) < (ii) découle directement de la définition de fa-

cette.

(i) = (iii) : on suppose que F est une facette. Aussi (iii)(a) et
(iii)(b) découle directement de la définition.
Pour montrer (iii)(c), soit bTx < by une inégalité valide pour P.
Si F = P, alors le vecteur b doit étre linéairement dépendant des
lignes de D ce qui implique I’existence d"un certain vecteur A € R
tel que bT = ATD et on peut choisir u = 0.
Si P # FetF C F nous avons dim(P) —1 < dim(F < dim(P))
en conséquence I = F ce qui implique : {x € P|Dx = d,a’x =
ap} = {x € P|Dx = d,bTx = bp}. La définition de D et le fait que
rg( aDT) = rg(D) 4+ 1 (cela découle de (iii)(b)) implique 'existence
d’un certain vecteur A € R™ et u # 0 avec les propriétés requises.

(iii) = (i) Supposons que F est une facette de P et ¥ € F. Alors nous
avons bTx = by et par (iii)(c) il existe un certain A € R™, et u € R
tels que :

(ATD + ua")z = (ATd + pag)

ou

pa’x = AT(d — Dx) + pag

et comme d — Dx¥ = 0 et u # 0 (i.e. b'x < by) ne peut définir une

facette.

alx = ap

Ce qui implique ¥ € F. Par conséquent du fait que F C F on obtient
F=F.
O

Si nous traitons des polytopes de pleine dimension, alors nous n’avons
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pas besoin du systéeme d’équation Dx = d du Théoréme 1.4 et la condition
(iii)(c) devient :
(iii)(c") Si bTx < by est une inégalité valide pour P telle que F C F =

{x € P|bTx = by} alors il existe un nombre u € R telle que :

bT = pa”

ce qui implique que by = pay.
Maintenant, nous supposons que nous avons une inégalité a’ x < g¢ valide
pour un polytope P dont nous connaissons 'enveloppe affine; af f(P) =
{x € R*|Dx = d}. Nous souhaitons montrer que a’x < ay définit une
facette pour P. Le Théoréme 1.4 fournit deux possibilités pour le faire :

* soit en exhibant dim(P) = k vecteurs affinement indépendants
X1,%2,..., X% € P tel que a’xj = ag pour tout j € {1,2,...,k}.

* Soit par montrer que pour une inégalité bTx < by valide pour P
vérifiant {x € Pla’x = ap} C {x € P|bTx = by}, il existe un
vecteur A € R™ et un nombre y € R tels que bT = ATD + ua’
et bp = ATd + pay.

En effet, la preuve du Théoréme 1.4 montre qu’il suffit de considérer
une inégalité b x < by définissant une facette pour le polytope P.
Le deuxieme théoreme important dans la preuve de facette que nous

devons a Padberg, Nemhauser et Trotter est énoncé ci-apres.

Théoreme 1.5 (Padberg Padberg [1973]Padberg [1975], Nemhauser et Trotter Nemhauser et
Trotter [1975]1) Soient S C {0,1}" et P = conv(S) un polytope monotone de
pleine dimension. Pour | C N = {1,2,...,n}, soient Z; = {x € R"|x; = 0},
Si=SNZjet P;=PNZjpourtout j € J. Si pour ap > 0 l'inégalité :

Y apxg < ag
ke]

définit une facette pour le polytope P; et

aj=ag— max{z akxk]ej +xe Sj \ {]}}
k]

alors l'inégalité

ajxj + Z arx < ag
k¢
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définit une facette pour le polyédre Py (.

Démonstration. Comme P est monotone et de pleine dimension, d’apres le
Théoreme 1.3, toute inégalité définissant une facette pour un polyedre P
de la forme d”x < dj satisfait d > 0 et dy > 0. Cette propriété est reportée

sur P; pour tout | C N. L'inégalité Z arxe < ap définit une facette pour
ke]
P; et dim(P;) = n — |]| . Alors, il existe une collection C; C S; de n — |]|

vecteurs linéairement indépendants c;g € S,p € {1,2,...,n—|]J|} qui

satisfont Z akC{, = 0. La validité de l'inégalité Z arxx < ap respectivement
k] k#]
a P]- implique aj > 0. De la définition de aj, on déduit que ajx;j + Z Xy <
k&]
ap est valide respectivement a Pj ;;,. Cette derniere inégalité définit une

facette pour le polytope Py (;; puisque Cpj = C;U{£} ot £ = x* + ¢/

pour une solution optimale x* de max{)_ axile/ +x € Sj\(j}} est une
ké]
collection de n — |J| + 1 = dim(P)\ j;) vecteurs linéairement indépendants

dans Sy satisfaisants a;x; + %akxk = ayg. O

Ce dernier théoréme nous montre comment une facette d"un polytope
P; (sous polytope de P) peut étre liftée pour définir une facette pour un
polytope de dimension supérieure (polytope de dimension n — |J| + 1).
Pour cette raison le coefficient a; défini dans le Théoréme 1.5 est dit le
coefficient lifté de x;. En répétant cette procédure, on peut éventuellement
obtenir des facettes pour le polytope P. Comme les coefficients du lifting
peuvent étre calculés dans un ordre arbitraire, plusieurs facettes de P sont
obtenues de cette maniere. Cette procédure est dite le lifting séquentiel.
Toute application du théoréme entraine la résolution d’un probléeme de
programmation linéaire en {0,1} qui est connu NP-difficile dans le cas
général. Pourtant, ce résultat nous offre un moyen utile pour dériver des

inégalités définissant des facettes pour les polyedres combinatoires.

PROGRAMMATION LINEAIRE EN NOMBRES ENTIERS

Le domaine de la programmation linéaire en nombres entiers est
concerné par 1’étude des problemes de la programmation linéaire avec une

restriction supplémentaire sur ’ensemble des solutions réalisables qui est
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lI'intégralité. Un probleme de programmation linéaire en nombres entiers

noté PLNE peut étre formulé comme suit :

max CTX

x € P(A,bD) (1.2)

xeZ"

On peut aussi ajouter une restriction sur I’ensemble des solutions réa-

lisables en supposant cette fois qu’elles prennent des valeurs dans {0,1}.

max CT.X

x € P(A,b) (1.3)
xe€{0,1}"

Dans ce document, nous sommes plutot concernés par la programma-
tion linéaire bivalente (en variable {0, 1}).

Contrairement aux problemes de programmation linéaire qui sont de
complexité polynomiale Karmakar [1984] Khachiyan [1980], les problemes
de programmation linéaire en nombres entiers quant a eux dans le cas gé-
néral sont N'P- difficiles. Les méthodes classiques pour la résolution de
ces problemes sont les plans coupant ou, la séparation et 1’évaluation ou
encore une combinaison des deux. Nous considérons le programme PLNE
(1.2), par la suppression de la derniere contrainte (la contrainte d'intégra-
lité) résulte un probleme appelé la relaxation linéaire de (1.2).

Dans la suite nous allons énoncer 'algorithme de séparation et coupe
tels qu’il sont cité dans Jiinger [1985] et Wakabayashi [1986] . Supposons
que {x € Z"|x € P(A,b)} # @ et que P(A,Db) est le polyedre qui lui est

associé.

1.4.1 Algorithme de Séparation et coupe

Pour définir I'algorithme de séparation et coupe (branch-and-cut, en
anglais) nous aurons a introduire deux algorithmes pour la résolution des
probleme PLNE.
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Méthode des Plans Coupants

PC1 Initialiser le PL a

max CTX

x € P(A,b)

PC2 Résoudre le PL pour obtenir un point extréme optimal.

PC3 Six* € Z" alors stop. x* est une solution optimale.

PC4 Générer un vecteur a et un nombre ag tel que alx* > gy mais
ax < ag pour tout sommet entier x € P(A,b). Ajouter l'inégalité

aTx < ag a I’ensemble des contraintes du PL et aller a PCa2.

Méthode de Séparation et Evaluation

SE1 Initialiser la liste des problemes L au probleme : Le relaxé linéaire
du (1.2) et ¢ < o0.

SEz Si L est vide alors stop. £ est une solution optimale.

SE3 Choisir un probleme PL € L, supprimer PL de la liste L et ré-
soudre le PL.

SE4 Siil ny’a pas de solution, aller a SE2.

SE5 Soit x* = (x],x3,...,x;;) le point extréme optimum trouvé a
l'étape SE3. Si cTx* < ¢ alors aller a SE.

SE6 Si x* ¢ Z" alors faire : choisir i tel que xj & Z, noter par PL1
le probleme PL avec la nouvelle contrainte x; < |x} | et par PL2 le
probleme PL avec une contrainte additionnelle x; > [x}]. Ajouter
PL1 et PL2 ala liste L et aller a SE3.

SE7 Six* € Z", et cTx* < ¢ alors £ — x* aller a SEz2.

La combinaison des deux méthodes précédentes donne lieu a une nou-
velle méthode appelée méthode de séparation et coupe, nous la décrivons
dans ce qui suit :

BC1 Initialisation : Noter le probléme initial PL par PLNE? et poser

I'ensemble des sommets actifs L = PLNE’. Poser la borne supé-

h

rieure z +00. Choisir un probléme [ € L et poser sa borne

inférieur z/ = —co.
BC2 Fin : Si L = @, alors la solution x mene a la valeur optimal de

I’objectif. Si x n’existe pas, le PLNE n’admet de solution.
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BC3 Election du probléme : choisir et supprimer un probléeme PLNE!

de L.
BC4 Relaxation : résoudre le probleme LPR de ILP'. Si la relaxation
est non réalisable, poser z = —co et aller a I'étape [BC5]

BC5 Ajouter un plan coupant : chercher les plans coupants, les ajouter
a la relaxation. Retourner a I'étape [BC4]

BC6 parcourir et élaguer :

(a) Sic' > ¢, alors aller a I'étape [BC2]
(b) Si ¢l < ¢ et xR entier réalisable, alors mettre a jour z = Z,
supprimer le probléme avec z! > z, et aller a I'étape [BC2].

BCy Partition : soit {S" };j une partition de I'ensemble des contraintes
S! du probleme PLNE!. Ajouter ces problémes { PLNE’i };j aL, ou
PLN E; est le PLNE' avec une restriction sur la zone réalisable S;
et Z;j pour j = 1,..k I'ensemble des valeurs z' pour le probleme

parent [. Aller a 'étape BC2.

1.4.2 Séparation et Optimisation

Nous associons a un probléme d’optimisation combinatoire C un po-
lytope P(C). Plus précisément P(C) est ’enveloppe convexe des vecteurs
caractéristiques ( d’incidence) de toutes les solutions de C. Autrement dit

les 0 — 1- polytopes combinatoire sont les polytopes sous la forme
P = conv(F)

ou F C {0,1}", et F représentent les vecteurs d’'incidence d’un probleme
d’optimisation combinatoire. A tout probleme d’optimisation combina-

toire de la forme

max CTX

x € P = conv(F) 4

pour un certain F C {0,1}" et ¢ € Q", nous associons le probleme de

décision suivant :

Etant donné un vecteur £ € Q" décider si x € P, et si x ¢ P trouver un vecteur
d € Q" et un nombre dy € Q tel que I'inégalité d*x < dy est valide pour P et
Tz < d,.
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que nous appelons le probleme de séparation de P.
Nous reprenons ci-aprés un des principaux résultats issu des travaux

de Grotschel et al. Grotschel et al. [1981] sur le probleme de séparation.

Théoréme 1.6  (Grotschel et al Grotschel et al. [1981]) 1l existe un algorithme polynomial pour la
résolution d’un probléme d’optimisation si et seulement s’il existe un algorithme

polynomial pour la résolution du probleme de séparation associé.

L’existence d"un algorithme polynomial pour résoudre le probléeme de
séparation est en rapport avec l'identification d’une inégalité d"x < do
définissant une facette de P si £ ¢ P. Alors, résoudre le probleme d’identi-
fication des facettes implique 'existence d'un algorithme polynomial pour
solutionner le probleme d’optimisation (1.4).

Ci-apres nous énongons l'algorithme de séparation Jiinger [1985].

Algorithme SEP

Input ( Un oracle pour l'identification des facettes du polytope P. Un vecteur
ce?Z;

output ( Un point extréme x* € P avec ¢ x* > ¢ x pour tout x € P);

pour j:=1tondo p;:=2"c;+2"7/; faire

initialiser LP a

max PTX

0<x<1

initialiser réalisable:= faux;
tant que non réalisable faire
résoudre LP, soit x* une solution optimale;
résoudre le probleme d’identification d’une facette pour x* et P;
six* € P alors
réalisable := vrai,
sinon
poser dTx < dy définit une facette de P telle que d”x* > dg;ajouter
dTx < dy aux contraintes de LP.
fin du si
fin du tant que
fin du pour

La boucle Pour au début de l'algorithme SEP perturbe les coefficients de
la fonction objectif tout en maintenant la condition énoncée dans la pro-

position suivante :
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Grotschel et Pulleyblank [1981] Si pj = 2" + ¢j + 2"~/ alors le probleme

T
max p X
(1.5)
xeP

possede une solution optimale unique x* qui est aussi une solution optimale de

(4.3.2).

Démonstration. Supposons qu’il existe deux solutions optimales diffé-
rentes de (4.3.2). Comme P possede uniquement des points extrémes
en {0,1}, il s’ensuit qu’il existe deux solutions x!, x> € {0,1}". Soit
j€{l,...,n} tel que x{ = x2 pour tout k € {1,2,...,j—1} et x]l #+ x]z

ainsi nous avons

0=pTal — pTa2

n n
_ 1 2
= ) PeXe — X Pii
k=] k=j
n n
=2"(} el — x0)) + 322" (o — ).
k=j k=j
Or la premiére somme est un entier multiple de 2" et la valeur absolue
de « de la deuxiéme somme satisfait 1 < a < 2" — 1, d’ou1 la contradiction.

L’optimalité de x* de (1.5) est une évidence. O

La Proposition 1.3 assure qu'un point extréme de P atteint a 1'op-
timum est calculé. L'algorithme commence alors par un programme li-
néaire trivial ou les contraintes sont restreintes aux contraintes triviales
Py = {x € Q"0 < x < 1}. Si on note par P; les polytopes issus de la
relaxation proposée par la boucle Tant que; alors nous avons l'inclusion
suivante :

PbhOPRDPRD---DP1DP 2P

les inclusions sont toutes strictes sauf pour la derniere. En effet, un al-
gorithme polynomiale implique que la derniére inclusion est stricte si le
nombre de facettes est exponentiel en la taille des entrées, ce qui est géné-
ralement le cas d’un polytope combinatoire P(C) associé a un probleme
NP-difficile C. La preuve du théoreme entraine la résolution en temps

polynomial de la relaxation linéaire du probleme via les méthodes des el-

23



1.4.3

Chapitre 1 Préliminaires

lipsoides et le nombre t des exécutions de la boucle "tant que" est borné

par la taille des entrées.

Formulations Etendues

Comme nous I'avons mentionné ci haut tout probléme d’optimisation
peut étre formulé sous forme d'un PLNE i.e. par une fonction objectif
linéaire, des contraintes linéaires sous forme d’inégalités ou égalités et
les contraintes d’intégralité. Une telle formulation est dite parfaite si la
suppression des contraintes d’intégralité donne lieu a un polyedre entier.
L'intérét porté a la formulation entiere parfaite réside dans la possibilité
de résoudre le probleme associé en temps polynomial grace aux méthodes
des ellipsoides Grotschel et al. [1988]. Malheureusement, le nombre des
contraintes nécessaires pour les formulations parfaites est souvent expo-
nentiel en la taille des données du probleme. Pour dévier de telles si-
tuations des résultats ont montré que 1'ajout de quelques variables peut
réduire considérablement le nombre de contraintes. En effet cela revient
a formuler un probleme donné, dans un espace de dimension supérieure,
cette nouvelle formulation est ainsi dite formulation étendue. Nous appelons
une formulation étendue parfaite d"un probléme donné dont le nombre de
contraintes est polynomial en la taille du probleme une formulation éten-
due compacte. De telles formulations sont d'une grande utilité pour les
domaines de la programmation linéaire en nombres entiers ou celui de
'optimisation combinatoire sous leurs deux aspects : théorique ou algo-
rithmique.

Il existe plusieurs outils pour dériver et étudier les formulations éten-
dues, mais avant de s’y consacrer nous devons définir la notion de projec-
tion.

En effet la projection est un des outils de base qui permet de relier
les formulations étendues aux formulations dans 1’espace d’origine pour
un probleme donné. Il existe deux méthodes classiques pour exécuter la
projection : la premiére introduite par Balas utilise la notion du cone de
projection et la deuxiéme fait appel a la procédure de Fourier-Motzkin.

Etant donnés un ensemble S C R" et un sous espace linéaire L C R".
La projection orthogonale de S dans L est I'ensemble des points u € L tel
qu’il existe un vecteur v € R" orthogonal a u vérifiant u +-v € S. On s’in-

téresse a la projection orthogonale dans I'espace L = {x e R" | x; =0, i €
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N\ M} ou N ={1,2,...n} et M est un sous ensemble de N. L'ensemble
des points {x € RM | 3z € RNM tel que (¥) € S} représente I’ensemble
des points de RN projetés sur RM noté proj(S).

Notre intérét pour ce type de projection découle de 1’équivalence entre

les deux problemes suivants :

max{f(x)|x € projx(S)}

max{ f(x) + 0z| <;C> € S}

Une formulation est dite étendue pour un probleme donné si elle est
définie dans un espace de dimension supérieure a la dimension de 1’espace

d’origine du probleme.

La projection conique

Etant donné un polyedre Q = {(x,y) € R" xRP : Ax+ Bz < b},
considérons une inégalité valide a’x < b pour Q. Il s’en suit de la défini-
tion de la projection que a’x < b est aussi valide pour proj,(Q). Comme,
pour tout vecteur u satisfaisant u > 0, uB = 0, I'inégalité uAx < ub est
valide pour Q, cette observation montre aussi que l'inégalité uAx < ub
est valide pour proj,(Q). Le théoréme qui suit montre que l'inverse est
aussi vrai. Ainsi nous définissons le cone de projection du polyedre
Q = {x € R" x RP|Ax + Bz < b} comme suit

Co={ueR"|uB=0,u>0}

Théoréme 1.7 Balas [1998] Etant donné un polyedre Q = {x € R" x RP|Ax + Bz < b}, sa
projection sur I'espace des x est proj,(Q) = {x € R" : uAx < ub pour tout u €
Co}

Démonstration. Etant donné ¥ € IR", notons que X est dans proj,(Q) si et
seulement si le polyedre {z € RP|Bz < b — A%} est non vide. En d’autre
terme ¥ n’appartient pas a proj(Q) si et seulement si Bz < b — AX est

non réalisable. Par le Lemme de Farkas, le systtme Bz < b — AX est non
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réalisable si et seulement si il existe un vecteur u > 0 tel que uB = 0 et
uAx > ub. L'inégalité uAx < ub est valide pour proj (Q) et non vérifiée

par X. [

Ce théoréme possede plusieurs variantes , cela dépend de la forme que

prend le systéme qui définit Q.

La procédure d’élimination de Fourier-Motzkin

La méthode de Fourier-Motzkin opeére sur les lignes d'un systéme li-
néaire qui définit un polyedre Q par 1’élimination de quelques variables,
variable par variable dans le méme esprit que celui des méthodes de Gauss
pour la résolution des systemes linéaires. Etant donné un systéme linéaire
Ax +cz < b (les inconnues x € R", z € R") avec des inégalités indexées

par M définies comme suit

I ={i € M|c; > 0} (1.6)
I" = {i € M|c; < 0} (1.7)
1° = {i € M|c; = 0} (1.8)

En multipliant les lignes par des nombres positifs bien appropriés nous
supposons que les valeurs de c sont 0, £1. Le systeme Ax 4 cz < b peut

étre réécrit

n
Y aij+z<b ielt (1.9)
i=1
n
Y ajj—z<b icl” (1.10)
=1
n
Zaif < b; iel (1.11)
i=1

Pour chaque paire d’'indices i € I et k € [” nous construisons l'in-

égalité :

n n
Z aij + Zakj < b; + by (1.12)
=1 =1

Notons le systéme composé des inégalités I° et I'inégalité (1.12) par

A’'x < b'. Ainsi nous avons :
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Schrijver [1986] Soit Q = {(x,z)} € R" x R|Ax +cz < b} et P = {x €
R"| A'x < b'}. Alors P = proj(Q).

Démonstration. Par construction, toutes les inégalités dans le systeme
A’x < V' sont toutes valides a la fois pour Q et proj,(Q) C P.

Pour montrer que P C proj,(Q), on doit montrer que que si x’ satisfait
A'x <V, alors il existe 2/ € R tel que (x’,z') € Q. En effet le systéeme
cz < b— Ax’ est réalisable. Aussi, nous supposons que les valeurs de ¢
sont 0, £1.

n
Soient u = m}g{Zain}} (o u = 4o si I = Q) et
[AS :
j=1
n
l:m?x{Zaljx;—bi}( ol = —oosi [T = @). Comme A’ < V),
el
j=1

la construction du syteme A’x < b implique ! < u par conséquent,
1 <zu, (x,2)eQ d

A chaque itération, la méthode de Fourier génére un nombre fini d’inégalités. Ceci
fournit un procédé algorithmique qui démontre que la projection d’un polyedre est

aussi un polyedre.

A chaque itération, la méthode de Fourier élimine || + |I~| inégalités et en crée
|| + |I~| inégalités, ainsi le nombre d’inégalités prend un ordre qui est mis au
carré a chaque itération. D’ott I'on conclut que le nombre d’inégalités créées par

I'élimination de Fourier-Motzkin est exponentiel.

La procédure d’élimination de Fourier-Motzkin peut étre utilisée pour
résoudre un systeme d’inégalités en projetant au loin ( éliminant les va-
riables une a une ) les variables jusqu’a ce qu'il en reste juste une seule.

Dans la prochaine section nous présentons des technique de preuve de

facettes qui nous serons utile dans les chapitres a venir 3 et 4.

TECHNIQUES DE PREUVE

Dans cette section nous présentons les techniques de preuve de facette
que nous allons adopter tout au long de ce document.

Soit I = a’x < ag une inégalité valide pour SFP(G). Noter que SFP(G)
est de pleine dimension, dim(SFP(G) = |E|). Nous avons le lemme qui

suit :
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Lemme 1.1 1. Supposons que toutes les foréts d’étoiles serrant pour I satisfont aussi l'in-
égalité b x < bg. L'inégalité valide I définit une facette pour SFP(G) si en
fixant, soit un coefficient b, a 0 ou by a 0, nous pouvons montrer que pour

toute aréte e € E nous avons b, = 0.

2. Supposons que l'inégalité 1 = a®x < ag définit une facette du SFP(G).
Si F, est le noyau de I et toutes les foréts d'étoiles de F, satisfont aussi
bTx = by alors en fixant pour une aréte ey de Ey, be, a 0 telle que a,, # 0
ou bien en fixant by a 0, nous pouvons montrer en utilisant seulement les

foréts d’étoiles de F, que a, = 0 pour tout e € E.

Démonstration. 1. Soit X l'ensemble des vecteurs caractéristiques de
toutes les foréts d’étoiles serrant pour I. Soit Ax g, la matrice dont
les lignes sont des vecteurs de X et les colonnes sont indexées par E,,.
Ajoutons a la matrice Ax g, une colonne c¢ qui est le vecteur 1 nous
obtenons la matrice Ax 1) g,uc- Les foréts d’étoiles de F, géneérent le

systeme d’équation suivant :

b
A(X,l),EnUc ( ) = U (1.13)
bo

Choisissons un coefficient b, ou le coefficient by, soit b;. Par hypo-
these et en fixant b; a 0 et au moyen des foréts d’étoiles de F,, nous
obtenons b, = 0 pour tout e € E. Le rang de la matrice A x 1)k, est
donc égal a |E|. Il existe alors un ensemble F.} de |E| foréts d’étoiles
serrant pour [ telles que les lignes de A(x ) g,y correspondant a
ces foréts d’étoiles sont linéairement indépendantes. Nous dédui-
sons que les foréts d’étoiles de F! sont affinement indépendantes.
Comme Dim(SFP(G)) = |E| alors I définit une facette de SFP(G).

2. Comme [ définit une facette de SFP(G), au moyen des foréts
d’étoiles de F,; nous devons dériver que a, = vb, ou v € R* pour
tout e € E. Nous choisissons un coefficient b, tel que b, # 0 ou le co-

efficient by. Nous appelons le coefficient choisi by, et a; le coefficient

by

correspondant dans I. Nous avons by = va;. Comme a; # 0, v = a

et b, = b;—f" pour tout e € E. Si nous fixons by a 0 alors a, = 0 pour
tout e € E,,.
O
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Preuve par maximalité

Une autre méthode pour montrer que I = a’x < ag définit une fa-
cette d’'un polytope de pleine dimension P est de montrer que la face
induite par I n’est contenue dans aucune autre face induite par une inéga-
lit¢ I' = bTx < ay. En exprimant P comme l’enveloppe convexe d'un en-
semble fini de points S, P = conov(S) et en posant F = {x € S|a’x® < a9}
nous aurons juste & montrer qu’une autre inégalité I’ = bTx° < by qui
est valide pour P dont la face induite contient la face F, alors l'inégalité
I' = b'x < b n’est autre qu'une multiplication par un scalaire positif de I.
Dans le cas ot P n’est pas de pleine dimension, nous devrons d’abord vé-
rifier que I n’est pas une équation implicite. En plus, nous devons vérifier
que les inégalités I’ et I sont différentes non pas par une multiplication
par un scalaire positif mais aussi par une combinaison linéaire avec les
équations implicites de P. La procédure se fait étape par étape, par 'utili-
sation des propriétés de F pour recueillir des informations concernant les

coefficients de b.
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PROBLEME DE FORrRETS D’ETOILES

DE POIDS MAXIMUM

L'objet de cette these est I’étude polyédrique de 1'enveloppe convexe
des vecteurs d’incidences des solutions du probleme des foréts d’étoiles.
Dans ce chapitre nous allons définir le probleme et discuter de sa com-
plexité, et de ses applications. Par la suite nous proposons une formulation
du probleme en programmation linéaire en nombres entiers. Les solutions
de ce dernier représentent des vecteurs dont I'enveloppe convexe définit
un polyeédre borné dit polytope. La description de ce dernier sera 1'objet

du prochain chapitre.
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2.2

Chapitre 2 Introduction au Probleme des Foréts d’Etoiles

DEFINITION DU PROBLEME DES FORETS D’ETOILES

Le probleme des foréts d’étoiles de poids maximum qu’on notera
MWSFP (de son nom anglais : Maximum Weighted Star Forest Problem) peut
étre formulé comme suit :

Entrée: G = (V,E), F C2F, w: E— R, ot F = {F C E|(V,F) est

une forét d’étoiles dans G}.

Sortie : F* € F tel que VF € F : w(F*) > w(F).
Une instance d'un MWSFP consiste en un graphe simple et non orienté
G = (V,E), d’une fonction poids ¢ : E — Z défini sur les arétes de G.
L'objectif est de déterminer une forét d’étoiles de poids maximum. Autre-
ment dit un sous graphe de G = (V, E) dont les composantes connexes
sont toutes des étoiles. (Un sommet isolé est considéré comme étoile). Plus
précisément, on doit déterminer un sous ensemble F C E d’arétes tel que
le graphe partiel Gr = (V, F) ne contiendrait ni un cycle ni un chemin de

longueur supérieure ou égale a 3, et dont le poids total ¢(F) = ) c(e) est
ecF
aussi grand que possible. Ceci peut étre exprimé comme suit :

max c(F)

s.t. (V,F) est une forét d’étoiles de G = (V, E)

Nous allons appeler un sous ensemble F C E des arétes de G = (V,E)
une forét d’étoiles si le sous graphe (graphe partiel ) G = (V, F) est une
forét d’étoiles de G.

Notons qu’une solution optimale du probleme des foréts d’étoiles de
poids maximum ne peut jamais comprendre une aréte de poids négatif
ou nul. En effet, la suppression d’'une aréte de poids nul d'une solution

optimale F* donne lieu a une autre solution optimale.

APPLICATIONS DU PROBLEME DES FORETS D’ETOILES DE

POIDS MAXIMUM

Dans cette section nous exposerons deux applications majeures, parmi

d’autres applications, du probleme des foréts d’étoiles de poids maximum.
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Application dans l'industrie de I’automobile

Une des applications majeures du probleme des foréts d’étoiles de
poids maximum est le probleme de gestion de la diversité. Un exemple de
ce probléeme apparait dans l'industrie de ’automobile Agra et al. [2005].
En effet, les automobiles sont assemblées avec des fils de connexion pour
activer un ensemble d’options exigées, comme exemple 1'airbag, le clima-
tiseur, la radio, etc. Une configuration est une agrégation (assemblage d'un
tout homogene) d’'un minimum de connexions qui permet une activation
d’un groupe d’options données .

Pour des raisons techniques, il n’est pas raisonnable (il devrait méme
cotiter trop cher) de produire plusieurs variétés de configurations diffé-
rentes. Dans la pratique un nombre p de différentes configurations est
agréé par les responsables, et les clients sont approvisionnés en voitures
dont la configuration est généralement supérieure a leurs demandes. Cela
cause des sur-cotit de production, ce qui rend important le choix de la
configuration p.

Ce probleme est connu sous le nom du probléeme de gestion de la
diversité. Un probléme introduit par Avella et al. Avella et al. [2005] et
Briant Briant [2000].

Etant donnés un graphe orienté sans cycles G = (V, A), un ensemble
ordonné (V, ). Les éléments de V représentent les configurations et v >
u si toute option dont la configuration u peut étre aussi activée par v. Il
est plus commode d’interpréter chaque configuration v comme 1’ensemble
des options que v peut activer. Tout arc a = (u,v) est de poids w, qui
peut étre vu comme le colit pour que l'option v se substitue a 'option u.
Dans Briant et Naddef [2004] les auteurs ont posé w, = c,d,, ol ¢, est le
cotit de la production de la configuration v, et d,, est la demande pour la
configuration u.

L’objectif est de trouver un plan de gestion optimal, autrement dit une
partition de 1’ensemble des options en un ensemble minimum de configu-
rations telles qu'une option ne peut apparaitre dans plus d"une configu-
ration. La représentation de 1’ensemble des solutions possede la structure
d’une forét d’étoiles.

Soit G = (V, A) un graphe orienté transitif et sans cycles défini sur

’ensemble ordonné (V, ). On associe a chaque arc 2 = (#,v) une fonc-
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tion poids, w,. Une forét d’étoiles couvrante SF de G est un sous graphe
orienté couvrant V (graphe partiel) de G dont chaque composante connexe
est une étoile. Dans chaque étoile, un sommet v fixé est adjacent a tous les
sommets de la composante connexe. Ce sommet v est dit centre de 1’étoile.
Noter que tout élément maximal (au sens de 'ordre =) de V doit étre un
centre d’une étoile.

Le poids d’une forét d’étoiles F est la somme des poids sur les arcs
w(F) = Laer Wa-

Chaque sommet est une configuration, (V est I’ensemble des options
actives ) et chaque arca = (i,j) € A signifie que la configuration i contient
la configuration j.

Supposons que ¢; et ¢; sont les cofits de production par unité des confi-
gurations j et i et qu'il est prévu de vendre 1, configurations j, chaque arc
(u,v) possede un cotit ¢c;; = nj(c; — cj).

Le graphe représentant la relation d’inclusion possede les propriétés
suivantes :

* Le graphe G est orienté.
* Les cofits ¢;; sur les arcs sont positifs.
* Les arcs sont transitifs, sans cycle (circuit).

Le but est de déterminer une forét d’étoiles couvrante du cotit mini-
mum et d “un nombre fixe k d’étoiles.

Soit x;; = 1si I'arc (i,]) € F et x;; = 0 sinon. Le modele analytique est

donné comme suit :

(ij)eA
st. Y xjt+yi=1jeV VieV (2.1)
i€s=(j)
Xij < Yi V(i,j) € A (2.2)
Y v <k (23)
jev
xij,ys € {0,1}, Vs € V,V(i,j) € A (2.4)

oul k est le nombre des configurations permises.

La contraintes(2.1) assure quel type de configuration a produire ou a
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remplacer par une autre configuration qui I'engendre. La contrainte (2.2)

vlin

assure que la configuration du type "i" devient valable pour subvenir a la

configuration "j" ainsi la configuration "i "doit étre produite. La contrainte
(2.3) assure qu’on produit au plus k configurations.

Comme on peut le constater, la formulation proposée dans Avella et al.
dans Avella et al. [2005] est une formulation sommet-arc. On peut retrou-

ver la méme formulation dans Agra et al. [2005].

APPLICATION DES FORETS D’ETOILES DANS L’ALIGNEMENT

DES SEQUENCES GENOMIQUES MULTIPLES

La motivation principale pour l'étude des foréts d’étoiles est ins-
piré des travaux de Nguyen et al. Nguyen et al. [2008]. Elle consiste en
I'alignement des séquences multiples du génome, une des taches bio-
informatiques des plus basiques pour la comparaison des génomes. "La
speciation”" est un processus d’évolution qui crée de nouvelles espeéces.
Deux genes issus de deux especes différentes sont dites orthologues sils
divergent apres une spéciation ( ils sont le résultat d'une méme spécia-
tion). La duplication est un processus d’évolution dans lequel, un segment
du génome est copié et inséré sur différentes positions. Deux geénes déja
liés peuvent diverger au cours d'un évenement de duplication entre es-
péces. Pour accomplir une analyse comparative du génome, il est préfé-
rable de produire un alignement de plusieurs espéces orthologues dont au
plus une ligne de séquence provenant d'une espece donnée apparait dans
chaque block d’alignement. La relation de plusieurs a plusieurs ortho-
logues parmi les genes dupliqués est 1'origine d"une explosion combina-
toire assez spectaculaire en la taille de l'alignement. Quand 1’alignement
des multi-especes contient toutes les combinaisons des relations deux a
deux orthologues.

Jusqu’a nos jours, on ne connait pas de bonnes solution pour aligner des
régions génomiques richement dupliquées. Le programme connu (Threa-
ded blockset aligner (TBA) en francais : un programme d’alignement de
sous-ensembles en fil ) filtre des alignements dupliqués ainsi, il ne peut
pas capturer toute les relation deux a deux orthologues dans 1’ensemble
des genes dupliqués d’aprés Kent et al. Kent [2002]. Il suffit de prendre

I'exemple de l'alpha globine chez les étres humains et les rats. En effet,
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en utilisant TBA, chaque gene alpha globine humain est aligné a un seul
gene alpha globine rat bien que 1’on sait qu’en réalité le gene alpha globine
humain est orthologue a plusieurs génes alpha globine rat. Ces autres ali-
gnements sont alors perdus. Pour contrdler la taille des blocs d’alignement
tout en garantissant la qualité de I'alignement, les auteurs dans Nguyen
et al. [2008] proposent de définir un graphe d’alignement (un graphe bi-
parti) en utilisant les similarités entre chaque paire des séquences données
et par la suite en utilisant la forét d’étoiles couvrante de poids maximum
du graphe d’alignement résultant comme un guide dans la construction

des blocs d’alignements.

PROBLEME DE FORETS D’ETOILES ET LES PROBLEMES DE LO-

CALISATION SANS CONTRAINTES DE CAPACITE

Plusieurs problémes réels peuvent étre modélisés ou formulés comme
un probleme de recouvrement. Un des exemples types est le probleme de
localisation. Supposons que nous avons un ensemble de sites potentiels
N ={1,2,...,n} pour la localisation des casernes de pompier, un exemple
qu’on peut trouver dans Alevras et Padberg [2001]. Une station placée sur
le site j avec un cofit ¢;. Nous avons aussi un ensemble de communautés
M ={1,2,...,m} qui devraient étre protégées. Le sous ensemble des com-
munautés qui devraient étre protégées par la caserne située dans le site j
est M;. Comme exemple, M; peut étre I'ensemble des communautés qui
devraient étre accessibles en dix minutes. Ainsi, le probleme qui consiste
a choisir I'ensemble des sites pour localiser les casernes de pompiers de
colit minimum de maniere a ce que n’importe quelle communauté soit
accessible en dix minutes, est un probleme de recouvrement.

Il existe plusieurs autres problémes que nous pouvons ramener au pro-
bleme du recouvrement, comme le probleme d’affectation des clients aux

routes de livraisons, affectation de 1'équipage des compagnies aériennes
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2 P
f

FIGURE 2.1 — exemple de probléeme de localisation

LE PROBLEME DE FORET D’ETOILES DE POIDS MAXIMUM ET

LE PROBLEME DE L’ABSORBANT

Soit G = (V, E) un graphe ou V représente I'ensemble des sommets et
E I'ensemble de ses arétes. Un sous ensemble D C V est dit absorbant dans
G si tout sommet de V est soit dans D ou admet un voisin dans D. On
dit que les sommets de D dominent les sommets de V. Quand on associe
a chaque sommet de G un poids ¢ € R nous désignons par probleme de
I'absorbant de poids minimum le probléme qui consiste a chercher dans G
un sous ensemble de sommets D C V tels que Vo € V v est dans D ou
voisin a un sommet dans D dont le poids total est minimum. Ore Ore
[1962] et Berge Berge [1962] ont été les premiers a considérer et a discuter
du probleme de I’absorbant en théorie des graphes.

La notion de l’absorbant apparait naturellement dans plusieurs situa-
tions relevant de la stratégie de placement d’hommes ou d’appareils aux
sommets d'un Graphe. Ore Ore [1962] a introduit cette notion en évo-
quant le probleme des reines qui consiste a trouver dans un échiquier le
nombre minimum de reines nécéssaire pour que chaque case soit couverte
est controlée par au moins une reine. Une case est couverte par une reine
si elle est sur une ligne ou une colonne ou une diagonale dans la quelle se
trouve une reine.

Berge quand a lui a proposé I'exemple du contréle d’un ensemble de
sommets d'un réseau par un ensemble de stations radars. Une autre ap-

plication du probleme de 1’absorbant de poids minimum apparait dans le
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domaine des télécommunications, ott nous avons un ensemble de villes et
de centres de transmissions et les lien reliant les centre de transmissions
aux villes. Ce probléme peut étre modélisé sous forme d'un graphe ou
les villes et les centres de transmission représentent des sommets, et liens
existant entre les centre de transmission sont représentés par des arétes.
L’absorbant dans ce cas représente les sites a munir d’un centre de trans-
mission.

Si on veut couvrir toute les villes par un minimum de stations au
moindre cofit nous devons chercher un absorbant de cotit minimum. Et
dans ce cas, il n” y a que les cotit de la réalisation des stations qui est
pris en considération. Quand chaque ville n’est relié qu’a un seul centre
de transmission. Si on s’intéresse au gain engendré par l'affiliation d'une
ville au centre de transmission par exemple, et viser a choisir les em-
placement qui vont engendrer un bénéfice maximum, dans cette seconde
situation, on doit chercher une forét d’étoiles de poids maximum. (Ici les
poids d'une aréte représentent le gain engendré par ’affiliation d"une ville

a un centre de transmission.)

ComrLEXITE DU MWSFP

La complexité du probleme de forét d’étoiles de poids maximum
MWSEFP découle de la complexité du probleme de 1’absorbant. En effet
Nguyen et al. Nguyen et al. [2008] ont montré que le probleme de la re-
cherche d’une forét d’étoile avec un nombre maximum d’arétes est NP-
difficile. En effet, ils ont montré que, quand le graphe est non pondéré,
la recherche d’une forét d’étoiles avec un nombre maximum d’aréte est

équivalent au probléme de I'absorbant minimum dans un graphe.
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PoLyTOPE DE FORETS D’ETOILES

Dans ce chapitre, nous allons rapporter les résultats du papier publié
dans RAIRO, Operational Research. Nous introduisons le polytope de fo-
réts d’étoiles et ses propriétés, ainsi que quelques inégalités définissant
des facettes de ce polytope. Par la suite, nous proposons deux descrip-
tions partielles du polytope associé au probléme des foréts d’étoiles de
poids maximum défini dans deux classes de graphe en 'occurrence les

cycles et les arbres.
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FormMuLATION DU MWSFP EN PROGRAMMATION LI-

NEAIRE EN NOMBRES ENTIERS

Soit xF € RIEl le vecteur caractéristique d’une forét d’étoiles F défini

F_ lsiee F
e

comme suit x . Soit ¢ € RIEl le poids affecté a chaque

0 sinon
aréte ¢ € E. Nous cherchons la forét d’étoiles dont le poids total sur ses

arétes est le plus grand possible. Nous considérons la formulation en pro-

grammation linéaire en nombres entiers (PLNE) suivante :

max clx
st.  x(P) < 2pourtout P € Py (3.1)
x(C) < 2pourtout C € C3 (3-2)
0<x, <1pourtoutecE (3-3)
x entier (3-4)

Les inégalités (3.1), sont dites inégalités de 3-chemin, elles expriment le fait
que sur une succession de 3 arétes la forét d’étoiles ne peut en contenir
qu’au plus deux . De maniere similaire, Les inégalités (3.2) dites inégalités
de 3-cycle servent a écarter la présence des cycles de longueur 3 dans les

solutions réalisables. Les inégalités (3.3) sont dites les inégalités triviales.

Le programme linéaire en nombres entiers (PLNE) est équivalent au probleme

des foréts d’étoiles.

Démonstration. ( = )D’apres les inégalités (3.1) et (3.2) une solution réa-
lisable du (PLNE), est un vecteur caractéristique d’un ensemble F tel que
(V,F) ne comprend ni un cycle ni un chemin de longueur supérieur a
deux. Donc, aucune composante connexe ne peut étre de diametre supé-
rieur a deux.
(«<=) Découle de la définition des foréts d’étoiles.
O

Soit S 'ensemble des vecteurs x € RE vérifiant (3.1)-(3.4). S représente
I'ensemble des vecteurs d’incidence des foréts d’étoiles définies sur un
graphe G = (V,E).
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Soit SFP(G) l’enveloppe convexe de toute les solutions réalisable du
(PLNE) défini par (3.1)-(3.4). Autrement dit

SFP(G) = conv(S)

Si F est une forét d’étoiles dans G = (V, E) alors tout sous ensemble
F' C F définit une autre forét d’étoiles. D’apres cette propriété dite des
systemes indépendants dans la théorie des ensembles nous pouvons im-
médiatement déduire que leurs vecteurs d’incidence x* xF', € {0,1}/Fl
vérifient xF' < xF. Et comme SFP(G) est 'enveloppe convexe des foréts

d’étoiles dans G = (V, E), nous avons le lemme suivant :
SFP(G) est un polytope monotone.

Démonstration. Soit x € SFP(G) , nous avons a montrer que tout vecteur
y vérifiant y > 0 et y < x est un élément de SFP(G).Siy =0ouy = x,
l’assertion est vraie. Par ailleurs, il suffit de montrer que y € SFP(G) pour
un y € RE satisfaisant: 0 < f < y; < a < 1sié € E et y, = x, pour tout
e € E\ {¢é}. D’apres le Théoreme de Weyl : x € SFP(G) peut s’exprimer
comme une combinaison convexe des vecteurs d’incidences x des foréts
d’étoiles F C E, autrement dit, il existe une collection F = {F, F, ..., F}
des foréts d’étoiles de G et un vecteur A € RF; 0 < A < 1etl1l. A =
1, (X5, A =1) tel que

|
M =
=

i=1
D’apres la propriété des systemes indépendants nous savons que F/ =
F; \ {é} est une forét d’étoiles dans G pour tout i € {1,...,k} et nous

avons

‘Bz/\x P+ ( Z/\x (3.5)

Par définition 7; = g)\i etd; = (1— 5))\1- satisfont 0 < 7;,6; < 1 Aussi

k 5 k
Z71+5 Z/\ E)):Z)H:

D’apreés (3.5) y est une combinaison convexe des vecteurs d’incidences
des foréts d’étoiles dans G. Et l'assertion découle du Théoreme de Weyl.
O
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Lemme 3.3
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Pour un graphe non orienté G = (V, E), nous avons dim(SFP(G)) = |E|.

Démonstration. Par définition SFP(G) contient le vecteur zéro et tous les
vecteurs unités dans IRE. Il est clair que ces |E| + 1 vecteurs sont affinement

indépendants. ]

En rassemblant ses deux lemmes nous avons :

Pour tout graphe non orienté G = (V,E), le polytope SFP(G) est un {0,1}-

polytope de pleine dimension et monotone.

D’aprés le Corollaire 3.1 on peut conclure qu’il existe une matrice A
et un vecteur b tels que SFP(G)= {x € R"|Ax < b}, ou chaque inégalité
alx < ap du systtme Ax < b définit une facette de SFP(G), et celle-ci
est unique a une multiplication preés par un scalaire positif. Du Théoreme
1.3 on conclut que l'inégalité a’x < ay définit une facette non triviale a

coefficients positifs a > 0 et ag > 0.

Pour toute facette non triviale F de SFP(G) il existe un vecteur a € IRLE‘ et un
scalaire ag > 0 tels que a’ x < ag est une inégalité valide de SFP(G) définissant
F,ie. F={x € SFP(G)|a"x = ay}

Démonstration. D’apres le Corollaire 3.1, SFP(G) est un {0, 1}-polytope
monotone et de pleine dimension. Ainsi, la preuve du Théoreme 3.2 dé-
coule clairement du Théoreme 1.3 que nous devons a de Hammer et al.

Hammer et al. [1975]. O

Dans le but d’introduire de nouvelles classes de facettes nous avons
besoin de quelques définitions et notations qui nous seront utiles dans la
suite de ce document.

Etant donné un graphe H = (Vy, Ey), nous dirons que 1'inégalité de la
forme Y. a.x(e) < agottay # 0 pour toute € Ey, est induite par H. Nous
appelons aussi H = (Vy,Eg) ot Ey = {e € E|a, # 0} et Vg = V(Ep) le
graphe support de l'inégalité a’x < ao.

Nous avons la remarque suivante :

Soit G = (V, E) un sous graphe induit dans G, alors toute inégalité I = a’x < ag
définissant une facette pour SFP(G) définit aussi une facette pour SFP(G).
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Démonstration. D’abord, noter que ceci est vrai pour les inégalités triviales
x(e) <1etx(e) >0 puisqu’elles définissent des facettes du SFP(G) pour
tout graphe G. Soit I une inégalité définissant une facette non triviale
pour SFP(G). I définit une facette pour SFP(G) si nous montrons que
pour toute aréte e € E \ E il existe une forét d’étoiles F dans G serrée pour
I tel que F U {e} est aussi une forét d’étoiles dans G. Nous allons procéder
par 'absurde, supposons que pour une certaine aréte e = ij € E \ E, une
telle forét d’étoiles F ne peut exister. Ceci implique que pour toute forét
d’étoiles F dans G vérifiant I & égalité nous avons, F U {ij} n’est pas une
forét d’étoiles dans G. Dans ce cas, exactement un seul sommet i ou j
appartient a V. En plus, comme G est un sous graphe induit de G, toute
forét d’étoiles F de G serrée pour I doit contenir une aréte ik tel que i est
de degré d(i) = 1 dans F et k est de degré au moins 2 dans F. Dans le cas
contraire, F U {ij} est une forét d’étoiles dans G. Alors toute forét d’étoiles
F dans G serrée pour I satisfait aussi x(6(i)) = 1. Du fait que le polytope
SFP(G) est de pleine dimension nous concluons que I = x(dz(i)) < 1.
Et comme I n’est pas triviale pour tout e € E nous devrions prendre i de
degré supérieur ou égal a 2 dans G, or dans ce cas x(6z(i)) < 1 n’est pas
valide pour SFP(G).

O

FaceTTES DU SFP(G)

Dans cette section, nous introduirons deux classes d’inégalités valides
pour le polytope SFP(G). Ces inégalités définissent des facettes du po-
lytope SFP(G) pour certaines classes de graphes.
Soit G est un graphe quelconque. Un couplage M = (e, ez,...,¢,)

dans G est un M-couplage si

e Il existe un sous ensemble de sommets S = {t,f5,...t} C V(M)

tel que t; € V({¢;}) pouri=1,...,k.

e Le sous graphe induit par S est connexe.
Un sous graphe T de G est un M-arbre associé a M si :

e T est un arbre.

o les sommets de T sont les sommets du couplage M.

e L'ensemble des arétes pendantes (feuilles ) de T sont les arétes du

couplage M.

42



Théoréeme 3.3

Chapitre 3 Polytope des Foréts d’Etoiles

FIGURE 3.1 — Support de I'inégalité du M-arbre associé a un 4-couplage.

Etant donné un M-couplage M et un M-arbre T associé a M, nous définis-

sons les inégalités du M-arbre comme suit :
x(7) < [M] (3.6)

On peut remarquer que les inégalités du M-arbre comprennent les in-
égalités triviales x, < 1 pour tout e € E et les inégalités de 3-chemin.
Celles-ci sont les inégalités de M-arbre avec |[M| = 1 et |M| = 2 respecti-
vement.

Commencons par montrer la validité des inégalités du M-arbre pour
SFP(G).

Les inégalités du M-arbre (3.6) sont valides pour le SFP(G).

Démonstration. Montrer la validité de (3.6) pour SFP(G) revient a montrer
que |[F N t| < |M]|, pour toute forét d’étoiles F dans G. On distingue trois
cas:
Si F contient seulement des arétes de M , alors |[F N 7| < |[M]|.
Si F contient seulement des arétes de T\ M alors |[FN M| < |\ M| et,
d’apres la définition du M-arbre |T\ M| = |[M|—1 < |M].
A présent, on suppose que F contient des arétes dans M et d’autres dans
T\ M.
* FN T est un couplage alors |F N 7| < |M| comme M couvre tous les
sommets de 7.
* FN T n’est pas un couplage. Alors, F N T devrait contenir une (sous-
) étoile S avec 1, comme centre comprenant au moins deux arétes

de la forét F, soit une aréte uquy qui appartient a M et une autre
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aréte u,v, appartenant a T\ M. Comme v, devrait aussi étre recou-
vert par M alors il existe une aréte v1v, € M. Comme uju; et uxv;
appartiennent préalablement a F, v1v; ne pourrait y appartenir (i.e.
v10y ¢ F).

De plus, par la définition du M-arbre, v; devrait étre de degré 1
dans 7. Il s’ensuit que chaque aréte dans F appartenant a 7\ M
(e.g. uv7) correspond exactement a une autre aréte soit v1v, dans
F\F.Dela, |[FN(t\ M)| <|M\ F| ce qui nous permet de déduire
[(FN(t\M))U(FNM)| < [(M\F)U(FNM)| = |M|. Comme
MCt;|[FN(t\M)U(FNM)|=|FNt| Ainsi |[FN 1| < [M|.

O

Pour tout M-couplage M d'un arbre, il existe un seul et unique M-arbre associé
a M.

Démonstration. On suppose que M = {ey, e, ...,¢}. On peut remarquer
qu’il existe un sous ensemble S = {t1,ts,...tx} C V(M), tel que t; €
V({ei}) pouri = 1,...,k et le sous graphe induit par S est connexe. En
effet, la présence de deux sous ensembles S induirait un cycle ce qui n’est

pas possible dans les arbres. O

Les inégalités de M-arbre définissent des facettes pour le SFP(G).

Démonstration. Nous supposons qu’il existe une inégalité définissant une
facette a'x < B pour le polytope SFP(G) tel que toutes les foréts d’étoiles
satisfaisant (3.6) a égalité satisfont aussi les inégalités a'x < B a égalité.
D’apres le Théoréme 3.3, les inégalités (3.6) sont valides pour le polytope
SFP(T), et d’apres le Lemme 3.2, SFP(T)est de pleine dimension, il suffit
de montrer que a'x < B est équivalente a un multiplicateur positif pres de
(3.6). 11 est facile de voir que M est une forét d’étoiles satisfaisant (3.6) a
égalité et satisfait aussi a'x < B a égalité (i.e. (M) = B). Pour toute aréte
e € E\ 7, on peut facilement remarquer que M U {e} est aussi une forét
d’étoiles satisfaisant (3.6) a égalité. D’'ott a(M U {e}) = B. Ce qui implique
que a, = 0 pour tout e € E \ T. Soit upv, une aréte quelconque dans 7'\ M
et uquy et v1v; des arétes dans M incidentes a u; et v, respectivement. Il est
clair que M, M\ {ujuz} U {upvp} et M\ {v1,v2} U {upv2} sont toutes des

foréts d’étoiles vérifiant (3.6) a égalité. Ceci implique ay,u, = Xuyo, = Koo,
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Si on étend ce raisonnement a toutes les arétes dans T\ M on obtient
X, = K, pour tout e, ¢’ € 7. Ainsi nous avons montré que afx < B est a un

multiplicateur positif prés de (3.6). O

POLYTOPE DES FORETS D’ETOILES DANS LES ARBRES

Cette section est dédiée a la caractérisation des foréts d’étoiles dans les

arbres.

Pour tout M-couplage M dans T, il existe un seul et unique M-arbre associé i
M.

Etant donné un M-couplage de T, soit Ty le M-arbre associé a M. Le

but de cette section est de montrer le théoreme qui suit :

Les inégalités du M-arbre et les inégalités de non-négativité donnent une descrip-

tion complete du polytope SFP(G) quand G est un arbre.

Pour la preuve du théoreme précédent nous allons utiliser une for-

mulation étendue du probleme MWSEFP quand celui-ci est défini dans les
arbres. Nous nous référons a une variante du probleme de localisation
sans capacités. Cette variante du probleme de localisation apparait dans
Baiou et Barahona [2009]. Pour obtenir une telle formulation nous aurons
besoin de quelques définitions.
Soit T = (V, E) un arbre bi-orienté, obtenu en remplacant chaque aréte i
par deux arcs (i, j) et (j,i). Alors T possede le méme ensemble de sommets
que celui de T et le nombre d’arcs |E| et deux fois le nombre d’arétes dans
E. Nous considérons le probleme de localisation sans capacité (UFLP) dé-
fini sur T ott chaque sommet i peut étre soit un entrep6t soit un client,
et chaque arc (i,j) € T représente l'affectation du client i a I'entrepot j.
Dans la solution du probleme de I'UFLP, chaque sommet i devrait étre
considéré soit comme un entrep6t, soit comme un client. Si dans une so-
lution, 7 est un entrep6t donc il devrait étre ouvert avec un cott w(i) et i
est dit centre dans ce cas. Dans le cas échéant, (i.e. i est un client ) i doit
étre affecté a un entrepdt j avec un cott c(7, j). Noter qu'il pourrait y avoir
des entrepodts (centres) pour qui aucun client n’est affecté.

Nous considérons le probléeme de localisation sans capacité symétrique

45



Chapitre 3 Polytope des Foréts d’Etoiles

noté SUFLP, une version particuliére du probleme de 'UFLP sur T ot les
cotits d’affectation des clients aux entrepdts sont symétriques (i.e. c(i,j) =
c(j,i)) etil n’existe aucun cotit pour ’ouverture d'un entrepét (i.e. w(i) = 0
pour tout i € V). Pour chaque solution de 'UFLP nous associons une
vecteur caractéristique (x,y) € RIEHIVI défini comme suit :
A 1 osij)eF .

X(i,j) = ott X(i,]) est la com-

0 sinon.

e Pour tout (7,)) €

posante de x correspondant a I'arc (i, j) € E et

_ |1 siiestun centre dans F ‘
e Pour tout i € V, y(i) ou y(i) est la

0 sinon
composante du vecteur y correspondant au sommet i € V.

Soit UFLP(T) I'enveloppe convexe des vecteurs d’incidences des solu-
tions du UFLP dans T.

Théoreme 3.6 Baiou et Barahona [2009] Le systeme linéaire qui suit définit complétement le
polytope UFLP(T) :

Y. ®(j,i) +y(i) < 1pourtouti eV (3.7)
(i,j)eE

X(i,j) < y(i) pour tout (i,j) € E (3.8)

0 <y(i) <1pourtoutveV (3.9)

xX(i,j) > 0 pour tout (i,j) € E (3.10)

Dans Baiou et Barahona [2009] les auteurs ont caractérisé tous les
graphes G pour lesquels le systeme linéaire précédent donne une des-
cription compléte du polytope UFLP(G). Ces graphes comprennent les
arbres bi-orientés. Considérons a présent le probleme de la forét d’étoiles
de poids maximum MWSFP sur T, ou pour chaque aréte ij € T, le cotit ¢;;
est égal a c(i, ). Il est facile de voir qu’il existe une correspondance entre
les solutions du SUFLP sur T, et celles du MWSFP sur T, comme il est

exprimé dans le lemme qui suit :

Lemme 3.4 (a) Toute solution du SUFLP sur T correspond a une solution du MWSFP
sur T de méme cofit.
(b) D’autre part a toute solution du MWSFP sur T correspond une ou plu-

sieurs solutions pour le SUFLP sur T au méme cot.
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Démonstration.

(a) Etant donné une solution L pour SUFLP sur T, on construit une solu-
tion F du MWSFP comme suit :

- Tout entrep6t j € L est un centre dans F.
- Toute affectation i & j dans L correspond a l'aréte ij € F

Si une aréte ij dans la solution du MWSFP ou j est un centre alors 1’af-
fectation de i & j (i,j) appartient a la solution du SUFLP. Quand ij est
une aréte isolée dans la solution du MWSFP, la correspondance mene
vers plusieurs solutions du SUFLP du méme cofit selon le choix du centre

parmi i et j. O

Etant donné une variable supplémentaire x € RE, ot les composantes
x;j correspondent aux arétes ij € E, soit ESFP(T) le systéme linéaire donné
par les inégalités (3.7), (3.8), (3.9), (3.10) avec les inégalités x;; = X(i,j) +

X(j,i) pour (i,]j) € E. Nous avons le lemme suivant :
ESFP(T) est une formulation étendue du SFP(T).

Démonstration. Soit (X,y) une solution du UFLP(T) alors d’apres le Théo-
reme 3.6, (¥,y) est entier. Soit x € RF tel que x;; = ¥(i,j) + %(j,i) pour
tout ij € E. De l'inégalité (3.7), nous avons X(i,j) < 1 —y(i) et de (3.8)
nous avons ¥(i,j) < y(i). De 1a, on déduit x;; = X(i, ) + ¥(j,i) < 1 pour
tout ij € E. Il est facile de voir que x est le vecteur d'incidence d"une forét
d’étoiles dans T, donc un point extréme du SFP(T).
Inversement, soit x un point extréme du SFP(T). Soit F une forét d’étoiles
induite par x. Soit ¥ € RE défini pour tout aréte ij € E comme suit :
e Si x;; = 0 alors X(i,j) = %(j,i) =0
e Si x;; = 1 alors si ij est une aréte isolée dans F, alors on choisit
entre 7 et j celui qui va étre le centre. Supposons que c’est i, on pose
alors X(i,j) =1, X(j,i) = 0 et y(i) = 1, y(j) = 0. Si ij nest pas une
aréte isolée dans F, supposons sans perte de généralité que i est un
centre dans F et X(j,i) = 1,X(j,i) =0ety(i) =1ety(j) =0
Pour tout i € V o1 i est un singleton dans F, on pose y(i) = 1. Il est facile
de remarquer que (x, ¥,y)! ainsi défini est un point extréme de ESFP(T).
U
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De la projection du ESFP(T) sur les variables xij résulte un systeme composé des

inégalités du M-arbre défini sur T et des inégalités de non-négativité.

Dans cette section nous allons appliquer la projection en utilisant la
procédure de Fourier-Motzkin. Nous commengons d’abord par éliminer
les variables y. Pour tout i € V, de I'inégalité (3.7), nous avons y(i) <1 —
YijeE X X(i,j) et d’apres (3.9), nous avons y(i) > X(i,j) pour tout (i,j) € E.
Ainsi I’élimination des variables y(i) par la procédure de Fourier Motzkin
donne X(i,j) + ) (iJo)<E X(i,k) < 1. Cette derniére est équivalente a x;; +
Y(i k) eE k 4 X(i,k) < 1. Nous obtenons le systéme qui suit :

Xij + X e, ke X(i,k) <1pourtouti € V,ije€E (3.11)
= X(i,j) + X(j,i) pour tout ij € E (3.12)
x(i,j) > 0 pour tout (i,j)E

Pour chaque inégalité du type (3.11) nous associons (i,ij) qui com-
prend un sommet i € V et une aréte ij € E. Nous allons appeler i le centre
de I'inégalité (3.11) et l'aréte ij 'affectation de l'inégalité (3.11). L'applica-
tion de la procédure de Fourier-Motzkin pour éliminer les variables X(i, j)
peut étre considéré comme suit :

e Soit remplacer ¥(i,j) + ¥(j, i) par x;; dans une des combinaison li-

néaires de l'inégalité (3.11).

e Ou trivialement, I’éliminer (i.e. combinaison avec —X(i,j) < 0).
Toutefois, les combinaisons linéaires des inégalités (3.11) ne forment pas
toutes une application de la procédure Fourier-Motzkin. Alors nous ap-
pelons une combinaison correcte toute combinaison linéaire des inégali-
tés (3.11) entrainant I’élimination d’une variable ¥ par la procédure de
Fourier-Motzkin. Les caractéristiques d’une telle combinaison sont illus-

trées dans la remarque suivante :

Une combinaison correcte C des inégalités (3.11) est une combinaison linéaire
entiere des inégalités (3.11) telle que pour toute aréte ij € E :
o soit ¢ et ¢ sont égales et strictement positifs,

° ouc]—Oetaumomsc]ouc est égale a 0

O, cl], 2 ot c.» sont respectivement les sommes des coefficients correspondant a

xij, X (1, ]) et x(], ) dans C.
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Démonstration. Nous allons simuler la procédure de Fourier-Motzkin sur

C pour éliminer les variables X. Soit ij une aréte quelconque dans E. Nous
avons deux cas possibles :

° c et c sont strictement positifs. On suppose sans perte de gé-

nerahte que c2] < c . Soit C; ( resp. C2) I'ensemble des inégali-

tés (3.11) part1c1pant dans C avec un coefficient positif pour (i, j)

(resp. X(j,i)). La procédure de Fourier-Motzkin utilise 1'inégalité

(3.12) avec les inégalités (3.11) dans C; pour completement éliminer

d’abord (i, j). Ensuite elle utilise 1'inégalité obtenue en combinai-

sons avec (3.11) dans C, pour éliminer completement les variables

X(j,1). Ainsi les variables X(j, i) sont completement éliminées seule-
2 — 2
ij ~ i
= Cj; 2 est égale a 0. Supposons sans perte de généra-

ment pour le cas ot c7;

e Au moins cZ]

lité que ¢ = 0. Soit C; 'ensemble des inégalités (3.11) participant

dans C aV]ec un coefficient positif pour ¥(i, j). La procédure de Fou-
rier Motzkin peut utiliser les inégalités dans C, avec les inégalités
—X(j,1) < 0 pour completement éliminer X(j,i) de C,. Ceci est pos-
sible seulement si I'égalité x;; = ¥(i, ) + X(j, i) n'a pas été utilisée

dans l'élimination de X(j, i) auparavant.(i.e. c; = 0).

ij
]

De la remarque 3.3 on peut déduire le résultat suivant :

Etant donnée une combinaison correcte C, on peut supposer sans perte de généra-
lités que les coefficients dans la combinaison linéaire C des inégalités (3.11) sont

tous égaux a1

En conséquence, étant donné une combinaison correcte C, on peut
12
ij’ Sij
et c . pour toute aréte ij € E deviennent la somme d’au plus un élément et

considérer C comme un ensemble des inégalités (3.11) et les sommes c;

prennent la valeur 0 ou 1. Pour cette raison, nous allons utiliser le terme
coefficient au lieu de somme. Etant données deux combinaisons correctes

C" et C”, elle sont dites disjointes si pour chaque aréte ij € E :

11 C//2 12
1] e ] I ]z

sont tous égaux a 0.

e si au moins un coefficient c:;
2 2
ij’ z]’C]z
e Inversement quand au moins un des coefficient parmi ¢/

nyoo 2 12
ij 7 Cij + Cji

est égal a 1, les coefficients

c::,C

.2
l]’ Cl]’ ]l

sont tous égaux a 0.

est

égal a 1, les coefficients c’’
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Une combinaison correcte est dite minimale s’il n’existe pas deux combi-
naisons disjointes C" et C” telles que C = C' UC”. Le lemme qui va suivre

donne une caractérisation des combinaisons correctes minimales.

Une combinaison linéaire C des inégalités (3.11) est minimale si et seulement si
I'affectation des inégalités (3.11) apparaissant dans C forme un couplage de T et

le sous graphe de T induit par les centres de ces inégalités est connexe.

Démonstration. (=) Supposons que C est une combinaison correcte et
que 'ensemble des affectations des inégalités participant dans C ne
forme pas un couplage dans T. Ainsi, T est un arbre, il existe deux
affectations ij et ik telles que ik est la seule affectation incidente a k.
Supposons que ces deux affectations correspondent respectivement
a deux inégalités du type (3.11), I}, I, participant dans C. Nous
avons deux cas :

e [; prend i comme centre et I, prend k comme centre. Dans ce
cas, C n’est pas une combinaison correcte. Comme nous avons
cfk =1, cii = 0 mais c}k =1 d’otu1 la contradiction.

e [; prend j comme centre et I, prend k comme centre. Pour toute
aréte kp € T, p n’est pas un centre dans C puisque autrement C
contiendrait un cycle. De 13, on peut remarquer que le singleton
I et le sous ensemble C \ {I,} sont disjoints, ce qui implique
que C n’est pas minimal, d’ou1 la contradiction.

Supposons maintenant que le sous graphe de T induit par les
centres des inégalités dans C n’est pas connexe. Supposons que
C’ C C tel que le sous graphe induit par les inégalités apparaissant
dans C’ est une composante connexe du sous graphe induit par les
centres des inégalités dans C. Pour tout sommet i qui n’est pas un
centre dans C’, on peut voir que i n’est pas un centre dans C, dans
le cas contraire le sous graphe induit par les centres des inégalités
dans C’ ne serait pas une composante connexe du sous graphe in-
duit par les centres des inégalités dans C. Cela implique que C’ et
C\ C’ sont disjointes, alors C n’est pas minimale.

(«=) Supposons que C est une combinaison telle que les affectations
forment un couplage M, et le sous le graphe H induit par les centres
des inégalités dans C est connexe. Comme T est un arbre et H est

connexe, il est facile de remarquer que les arétes de H et M forment
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un M-arbre ot M est le M-couplage associé. Montrons que C est
une combinaison correcte. Pour tout aréte ij € E :
e sii et j sont deux centres dans C, alors CZZ]- =0 (comme ij € M)
et cj; = cj;.
e si exactement un des sommets i ou j est le centre dans C. Soit
ci; =0etci=1letc;=0
Nous déduisons que C est une combinaison correcte. Montrons
maintenant que C est minimale. Soit C’ un sous ensemble quel-
conque de C, nous montrons que C' et C" = C\ C’ ne sont pas
disjointes. Comme le sous graphe induit par les centres de C est
connexe, il existe une aréte ij € E telle que i est le centre de C’ et

j est un centre dans C”. On peut remarquer que c;]2 =1, c;lz =0et
12
ij
en conséquence C est minimale.

cc =0, c%z = 1. Cela implique que C’ et C" ne sont pas disjointes,

O]

Preuve du Théoreme 3.7

Les arguments qui précedent ainsi que le Lemme (3.6) montrent que la
projection du ESFP(T) sur les variables x;j est completement caractérisée
par une combinaison correcte minimale des inégalités (3.11). Le Lemme 3.6
indique aussi que pour toute combinaison correcte minimale C, la projec-
tion présentée par C donne l'inégalité du M-arbre. En effet, les affectations
des inégalités dans C correspondent au M-couplage dans T (puisque les
arétes correspondant aux affectations forment un couplage dans T et le
sous graphe induit par les centres des affectations est connexe). Inverse-
ment, tout M-couplage M de T correspond a une combinaison correcte mi-
nimale C des inégalités (3.11) ot les affectations correspondent aux arétes
de M et les centres correspondent a un sous ensemble S de V(M) de
taille |M| dont le sous graphe induit est connexe. (De la Remarque 3.2,

I'ensemble S est unique).

POLYTOPE DES FORETS D’ETOILES DANS LES CYCLES

Dans cette section, nous allons nous restreindre aux graphes dont la
structure est un cycle sans cordes C = (V(C), E(C)). L'ensemble des som-

mets de C est V(C) = {1,...,n} numérotés de 1 a n et I'ensemble des
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arétes E(C) = {ey,ez,...,en} ot e; = (i,i+1) pour touti =1,...,n—1,
et e, = (n,1). Les arétes dans C sont pondérées par un vecteur ¢ € R"
ou ¢; est le poids associé a 1'aréte e; pour i = 1...,n. Nous considérons
aussi L(C) = (VE, EL) le line graphe de C ot les sommets correspondent
aux arétes de C, et deux sommets dans V* sont adjacents si les arétes cor-

respondantes sont adjacentes dans C. Noter que L(C) est également un

4 .
[ ] L =4

FIGURE 3.2 — Un cycle et son line-graphe.

sommet-pondéré par le vecteur c. Etant donné un sommet 1 < i < n, et
un entier positif t, désignons par i + t le sommet i+ tsii+t < n et le som-
met i ++ mod (n) sii+t > n. Pour deux sommets u et v avec v = u + ¢
pour un certain entier positif t+ > 0 dans C, on note par C(u,v) la chaine
u+lu+2,...,u+t—1deCquirelieu+1av=u-+t—1(noter quele
chemin C(u, v) ne contient pas u et v). Pour deux arétes e et f dans C avec
e =e¢;et f =ei 41, onnote par C(e, f) la chaine (e;11,€;41...,€i1¢-2). 1l
est & noter que le chemin C(e, f) ne comprend ni e ni f).

Dans le chapitre deux nous avons mis en avant la relation étroite entre
le probleme de l'absorbant de poids minimum et celui des foréts d’étoiles
de poids maximum. Dans ce qui va suivre nous allons nous intéresser a la
relation entre le polytope des foréts d’étoiles et celui des absorbants ainsi
que celui des aréte-absorbants dans le cas des cycles.

Dans les cycles sans corde de longueur supérieure a 3, il n’y a pas
de structure de 3-cycles comme sous graphe. Ce qui nous conduit a la

remarque suivante :
Soit F C C une forét d'étoiles si et seulement si F ne contient pas de 3-chemin.

Le lemme qui suit établit la relation entre une forét d’étoiles et un

aréte-absorbant dans un cycle.
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Lemme 3.7  Le complémentaire d"une forét d’étoiles dans C est un aréte-absorbant et vice-versa.

Remarque 3.5

Lemme 3.8

Démonstration. (=) Soit F C E(C) une forét d’étoiles dans C et F = C\ F.
Supposons que F n’est pas un aréte-absorbant. Alors, il existe une aréte
e; € F non adjacente a aucune autre aréte dans F. Comme C est un cycle,
donc les arétes voisines a e; dans C (e;_1,e;11) n'appartiennent pas a F.
De 13, les trois arétes e;_1,¢;,e;41 formant un trois chemin appartiennent
toutes a F ce qui contredit le fait que F est une forét d’étoiles.

(<) Soit ED C E(C) un aréte-absorbant dans C. Soit F = C \ ED. Suppo-
sons que F n’est pas une forét d’étoiles. Alors F comprendrait un 3-chemin
(v1,v2,v3,04). Ainsi l'aréte (vp,v3) n’est dominée (absorbée ) par aucune
aréte de ED. Ce qui implique que ED n’est pas un aréte-absorbant. D’oul

la contradiction. O

On peut remarquer qu’il existe une correspondance un-a-un entre les
sommets du graphe ligne L(C) et les arétes de C. Ceci conduit a une
correspondance entre 1’absorbant dans C et I'aréte absorbant dans L(C).

La remarque suivante illustre ce résultat.
Tout aréte-absorbant dans C est un absorbant dans L(C) et vice versa.

Toutes ces relations que nous avons établies ci-haut peuvent étre re-

produites en terme polyédrique dans le lemme suivant :

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) aly > B avec y € R" définit une facette pour DP(L(C)).
(ii) a'x > P avec x € R" définit une facette pour EDP(C).

(iii) a'x < Y a(e) — B avec x € R" définit une facette pour SFP(C).
ecE(C)
Ainsi, les polytopes SFP(C), EDP(C) et DP(L(C)) sont équivalents en terme de

correspondance une-a-une entre leurs facettes.

Démonstration. Ces polytopes sont définis dans IR" et il sont de pleine di-
mension. Le lemme découle des relations décrites dans le Lemme 3.4 et
dans la Remarque 3.5 comme elles sont préservées sous des transforma-

tions affines. t

Bouchakour et al. dans Bouchakour et al. [2008] ont donné la des-
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Théoreme 3.8

Théoreme 3.9
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cription complete du polytope des absorbants DP(L(C)) dans les cycles,
d’apres le Lemme 3.8 nous pouvons aussi dériver une description com-
plete du polytope des foréts d’étoiles SFP(C) et EDP(C). C’est 1'objet de

la section qui suit.

Description compléte du polytope SFP(C)

Soit L(C) le graphe de ligne d"un cycle C. Le polytope DP(L(C)) C R"
dont les composantes indexées par les sommets dans VL. Bouchakour et
al. dans Bouchakour et al. [2008] et Bouchakour et Mahjoub [1997] ont
proposé la formulation en nombres entiers du probleme de 1’absorbant

du poids minimum.

min cfx
0<x(v)<1 pour tout v € VI (3.13)
x(N(v)) >1 pour tout v € VI (3.14)

x(v) entier pour tout v € VL

Les auteurs dans Bouchakour et Mahjoub [1997] et Bouchakour
et al. [2008] ont caractérisé deux autres inégalités pour le polytope du
DP(L(C)).

Bouchakour et Mahjoub [1997] Les inégalités

x(VE) > [ (3-15)

<l

3
Définissent des facettes pour le DP(L(C)) si et seulement si |C| = 3 ou |C| > 4
et |C| non multiple de 3.

Bouchakour et al. [2008] Soit W = {v1, 0y, .. .,vp} un sous ensemble de p > 3
sommets dans V' satisfaisant les conditions suivantes
C1 p est impair et v1 < vy < -+ - < vy,

C2 |C(vj,vi41)| = 3kjavec ki > 1, pour i =1,...,p avec v, = v;
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Alors la contrainte

P
2V x+ ¥ x> Y kit (%1 (3.16)
i=1

veW veVI\W
définit une facette pour le DP(L(C)).

Dans ce qui suit nous allons appliquer le Lemme 3.8 pour dériver des
inégalités définissant des facettes pour le polytope SFP(C). Il est clair que
l'application du Lemme 3.8 aux inégalités (3.13) produit les inégalités tri-

viales suivantes :
0 < x(e) <1 pour tout e € E(C)

pour le SFP(C).
L’application du Lemme 3.8 aux inégalités (3.14) induit les inégalités

de 3-chemin suivantes :
x(P) < 2 pour tout chemin de longueur 3 dans C.

Pour le SFP(C), cette derniére a été décrite précédemment. La proposi-

tion qui suit résulte de 'application du Lemme 3.8 sur les inégalités (3.15)

Les inégalités du cycle :
2|C
x(E(c) < A9
définissent des facettes pour le SFP(C) quand |C| = 3 ou |C| > 4 n’est pas un
multiple de 3.

(3-17)

Soit W = {0v1,0,...,0,} C V! un sous ensemble des sommets de
VL tel qu’il est défini dans le Théoréme 3.9. Soit f; l'aréte dans C cor-
respondant au sommet v; dans L(C) et soit M = {fi, fo,...,fp}. Pour
i =1,...,p; nous définissons C(fj, fi+1) avec fr+1 = f1 le chemin entre
fi et fiy1 dans C, qui ne contient aucune aréte de M. Les conditions C;
et et C; sur I'ensemble W sont transformées en conditions M1 et M2 sur
I’ensemble M comme suit :

M1 M est un couplage de taille p impair et p > 3.

Mz |C(f;, fiy1)| = 3ki, ki > 1 pouri=1,...,p avec fp11 = f1.
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1 o < 2YP ki+ |2 p=3 k=1Vi=1,23

FIGURE 3.3 — Le graphe support du M-Cycle

A présent, on peut déduire le résultat suivant en appliquant le Lemme 3.8

sur les inégalités (3.16).
Proposition 3.2 Les inégalités du M-cycle

p
2x(M) +x(E(C)\ M) <2) ki+ (3.18)
i=1
tel que M C E(C) et satisfait les conditions M1 et Mz ; définissent des facettes
pour le SFP(C).

Démonstration. Soit M un couplage quelconque de C satisfaisant les condi-
tions M1 et M2. Supposons que vy, ..., v, les sommets dans L(C) corres-
pondant respectivement au arétes fy,..., f, dans C. Il est facile de remar-
quer que 01,0y, ...,0, satisfont les conditions Cx et C2 du Théoreme 3.9,

en conséquence :

|4
2Y x(@)+ Y x(0) = Y ki+ (L]
veEW veVL\W i=1

définit une facette pour DP(L(C)). Ainsi, le résultat du théoreme dé-

coule du Lemme 3.8. O

Un exemple du graphe support des inégalités du M-cycle est illustré
dans la figure 3.3, ou cycle C est défini sur 12 sommets et le couplage M
comprend 3 arétes.

Maintenant nous avons tous les ingrédients qui nous permettent de
donner la description compléte du polytope des foréts d’étoiles dans les
cycles. Bouchakour et al. dans Bouchakour et al. [2008] ont montré le ré-

sultat suivant :
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Bouchakour et al. [2008] Une description linéaire complete du polytope

DP(L(C)) est donnée par les inégalités : (3.13), (3.14), (3.15) et (3.16).

Comme conséquence directe, nous avons le résultat suivant :

Quand le graphe G est un cycle, SFP(G) est completement décrit par les inégalités
triviales, les inégalités de 3-chemin, les inégalités de cycle (3.17) et les inégalités
de M-cycle (3.18).

LES INEGALITES DU b-COUPLAGE PARFAIT

Dans cette section le graphe G = (V, E) est quelconque. Quand nous
procédons par la projection des inégalités (3.7) sur les variables x;; € E,
comme G peut étre plus large qu'un arbre, nous devons obtenir une classe
d’inégalités valides pour le polytope SFP(G) plus large que les inégalités
du M-arbre. En effet, le but de cette section est de caractériser cette classe
d’inégalités que nous allons appeler inégalités de b-couplage parfait. Etant
donné un sous ensemble de sommets S C nous notons par Gs = (S, E(S))
le sous graphe induit par S. Nous allons supposer que Gs est un graphe
connexe. Un b-couplage parfait dans Gs est un sous graphe (qui n’est pas
forcément simple) dont le degré de chaque sommet v € S dans Gg est b.

Etant donné un sous ensemble S C V tel que Gs est connexe et B un
b-couplage parfait dans Gs. Soit S, C S I'ensemble des sommets de degré
au moins 2 dans Gs. Pour toute aréte ij € E(S), posons m;; la multiplicité
de ij dans B (ot m;; = 0siij € B).

Ainsi I'inégalité du b-couplage parfait peut étre définie comme suit :

Y. omyxii+ Y, (my+Db)xi; < b|S| (3-19)
JEE(S)\E(S2) ijEE(S2)
VS C V ou Gg est connexe pour tout b-couplage B dans Gs.
Noter que l'inégalité du M-arbre décrite dans la section 3 est un cas
particulier des inégalités de b-couplage parfait ott Gs est un arbre et B un

b-couplage parfait, b = 1.

La projection des inégalités (3.7) sur les variables x;; pour tout ij € E donne des

inégalités de b-couplage parfait.
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Démonstration. Considérons une projection de l'inégalité (3.7) sur les va-
riables x;; représentée par une combinaison correcte minimale C des in-
égalités (3.7). Soit B le graphe support induit par les affectations corres-
pondantes au inégalités dans C (si i est affecté a j alors I'aréte ij € B).
Noter que B peut avoir des arétes de multiplicité strictement supérieures
a 1. Soit Gg = (S,E(S)) le sous graphe induit par B. Supposons que B
n’est pas un b-couplage parfait pour un certain b. Alors, il existe une aréte
ij € E(S) tel que les degrés de i et j dans B sont mutuellement différents.
En conséquence, il devrait y avoir soit la variable 7(1’, j) ou la variable
7( j,i) qui ne peut étre remplacée par x;;. Alors C n’est pas une combinai-
son correcte. D’ot1 la contradiction.

Maintenant, étant donné un sous ensemble S C V tel que Gs =
(S,E(S)) le sous graphe induit par S est connexe et B un b-couplage par-
fait dans Gg. Soit I la somme des inégalités (3.11) dont les centres sont
les sommets dans S, et les affectations sont les arétes dans B. Comme B
est un b-couplage parfait, le coté droit de I'inégalité I est b|S,|. Pour toute
aréte ij € Gg, nous avons les trois cas suivants :

(a) ij € E(S) \ E(S2) nous pouvons voir que ij € B, et seulement une

extrémité de ij (soit i ou j) est dans S,. Alors le coefficient de x;;
dans I est m;;.

(b) Si ij € BN E(S,) alors x;j apparait 2m;; fois dans les inégalités
(3.7) avec ij comme affectation, i et j étant respectivement des
centres. Les ¥ (i,j) apparaissent (b — m;;) fois dans les inégalités
ou i est un centre et a affectations différentes de ij. De maniere
similaire la variable 7(],1) apparait b — m;; fois dans les inégali-
tés avec j comme centre et une affectation qui n’est pas ij. Comme
Xjj = 7(1,]) + 7(j,i), nous obtenons b — m;; fois x;;. Au total le
coefficient de x;; dans I est 2m;; + b — m;; = b + my;.

(b) Siij € E(Sy) \ B alors ¥ (i, ) apparait b fois dans les inégalités ot
i est un centre et 7(],1) apparait b fois dans les inégalités avec j
comme centre. Dong, au total, le coefficient de Xij dans I est b qui
est égal a b + m;; puisque m;; = 0. Ce qui montre que I est une
inégalité de b-couplage parfait.

O

A noter que les inégalités du b-couplage ne définissent pas forcément
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des facettes pour le polytope SFP(G), néanmoins elles sont valides. On
peut s’intéresser au probleme de séparation de ces inégalités qui consiste
a savoir si un point x* € [0,1], ne vérifie pas quelques inégalités du b-
couplage et si c’est le cas, donner explicitement au moins une des in-
égalités. Nous allons montrer dans le chapitre cinq que les inégalités du
b-couplage sont séparables en temps polynomiale, par la résolution d'un

programme linéaire dans sa formulation étendue proposée si- haut.

CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons introduit le polytope des foréts d’étoiles,
un polytope 0-1-monotone et de pleine dimension ce qui permet d’assurer
qu’il existe un systéeme linéaire Ax < b unique a une multiplication pres
par un scalaire positif. Le but de I'étude polyédrique est de définir explici-
tement les coefficients du systeme Ax < b. Ceci n’est pas toujours possible
puisque le probleme est NP- difficile. Néanmoins on peut se restreindre
au cas ol le probleme est résoluble en temps polynomial, comme dans le
cas otl le graphe est un cycle, ou un arbre. Dans le cas ot le graphe est un
cycle nous avons proposé une description compléete du polytope SFP(C)
en s’appuyant sur la connexion ( lien) entre le polytope des SFP(G) et le
polytope des absorbants défini dans les cycles.

Dans le cas des arbres nous avons aussi proposé une description com-
pléte du polytope SFP(T) en mettant I’accent sur sur la connexion de ce
polytope et le polytope associé a une variante du probleme de localisation
défini par Baiou et Barahona Baiou et Barahona [2009].

Les techniques utilisées dans les deux cas sont différentes, dans le pre-
mier la technique se base sur une transformation via le passage au line-
graph et la notion de complémentarité. Dans la seconde nous avons fait
appel aux formulations étendues et aux techniques de projection.

Dans le prochain chapitre nous allons nous intéresser au polytope des
foréts d’étoiles quand le graphe est complet ainsi qu’a la structure faciale

de celui-ci.
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons au polytope des foréts
d’étoiles défini dans un graphe complet. Plus précisément a la caracté-
risation du polytope SFP(K},) que nous noterons tout au long du chapitre
par P, ot n est le nombre de sommets du graphe complet K.

L’objectif principal est de caractériser les inégalités définissant des fa-
cettes du polytope P,. Celles-ci possédent une propriété forte ; puisqu’elle
vont définir des facettes pour le polytope des foréts d’étoiles SFP(G) ou G
est un graphe quelconque comprenant les graphes supports de ces inégali-
tés comme sous graphes de G pas forcément induits. Et cette propriété de
facette nous permet de proposer les conditions nécessaires pour qu’une in-

égalité définisse une facette pour le polytope SFP(G) pour G quelconque.
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DEFINITIONS ET RESTRICTIONS

Etant donné un graphe complet K, = (V,, E,), on note par P, l'enve-
loppe convexe des vecteurs d’incidence de toutes les foréts d’étoiles défi-
nies sur K,,. Autrement dit P, = SFP(K},). Rappelons que x* est le vecteur

d’incidence de F dans E,,.

P, = conv({ x € {0,1}/Fl|(V,, F) est une forét d’étoiles dans G}).

Comme, nous l’avons mentionné dans le chapitre précédent le poly-
tope SFP(G) est un {0 — 1}-polytope de pleine dimension et monotone,
ce qui justifie ce qui suit :

e [l existe une matrice A a coefficients tous positifs ou nuls tel que
P, = {x e RFl|Ax < b, x > 0}.

e Toute inégalité du systeme Ax < ap ainsi que les inégalités x > 0
définissent des facettes du polytope P,,.

e Toute inégalité alx < apdu systeme Ax < b est a coefficients a, > 0
etag > 0.

La caractérisation du polytope P, consiste alors a définir les coefficient
de la matrice "A" dans le meilleur des cas. Cela peut s’avérer impossible
pour les problemes de classe NP-difficile, tel est le cas du probleme des
foréts d’étoiles de poids maximum. Ce qu’on peut espérer c’est identi-
fier quelque classes d’'inégalités du syteme Ax < b qui donneraientt une
description partielle du polytope P,,.

Note : Une forét d’étoiles d'un graphe G = (V,E) est un sous graphe
(V,F) pour F C E. Nous allons souvent confondre la forét d’étoiles avec
I'ensemble des arétes qui la définit. On dira F est une forét d’étoiles au
lieu de (V, F) une foret d’étoiles.

Etant donnée une inégalité I, = alx < ag, une forét d’étoile F est dite
F

serrée respectivement a I, si son vecteur d’incidence x" vérifie I, a égalité,

ie. alxt = ay.
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4.2

Définition 4.1 Etant donné un graphe G = (V, E), on dit qu'une inégalité 'y a,x, < ag oit a, # 0

Définition 4.2

Remarque 4.1

Chapitre 4 Le polytope SFP(K,)

INEGALITES DEFINISSANT DES FACETTES PRIMITIVES

Tout au long de cette section nous allons confondre les inégalités va-
lides du polytope P, avec leurs graphes supports. Nous allons établir le
lien entre une inégalité induite par un graphe d’ordre k avec le polytope

P, quand n > k.

eckE
pour tout e € E, est induite par G. Quand le graphe se résume a une aréte, soit

e, on se réfere a l'inégalité a.x, < ay, dite aussi, inégalité triviale.

Etant donnée une inégalité 1, = a’ x < ag valide pour le polytope P,. On appelle
graphe support de I, le graphe induit par les arétes E, a coefficients non nuls dans
Ia'

Autrement dit le graphe H, = (V,,E;) ou E, = {e € E,| a, # 0} et
Ve = {Vu(Ea)}.

Dans le but de mettre en évidence la relation entre une inégalité induite
par un graphe d’ordre k et le polytope des foréts d’étoiles P, pour n > k,
nous allons procéder comme suit :

* Nous supposons que G = (V,E) est un sous graphe du graphe
complet K, = (Vy1, E) et nous considérons I, = a,x, < a9 comme
une inégalité définie dans RIE:!. Nous écrivons I, = alx < gy =

Enl et ag = 0 pour tout f € E, \ E et nous

YecpeXe < apoua € R
obtenons de cette maniére I'inégalité a”x < ay définie dans RIEx.

Par conséquent, quand nous nous référons a une inégalité induite par

un graphe G d’ordre k en connexion avec le polytope P, , n > k, G est

supposé étre un sous graphe de K.

Soit G = (V,E) un graphe d’ordre k. Alors, on peut trouver au moins (})
graphes isomorphes a G dans un graphe complet K,, Berge [1970]. Autrement dit
si G induit une inégalité définissant une facette pour P, alors P, comprend au

moins () inégalités définissant des facettes.

Avant de présenter quelques graphes d’ordre k qui définissent des fa-
cettes pour le polytope P,, nous allons énoncer le Théoréme du lifting

qui nous sera utile tout au long de ce chapitre.
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Théoréeme 4.1

Théoreme 4.2

Chapitre 4 Le polytope SFP(K,)

(Théoreme du lifting) Etant donné un graphe G = (V, E) d’ordre k, supposons
que I, = Z a.x. < ap une inégalité induite par G définit une facette pour Px.
eckE

Alors cette inégalité définit aussi une facette pour P, pour tout n > k.

Démonstration. Py est le polytope des foréts d’étoiles défini dans un graphe
complet d’ordre k. Comme celui-ci est un sous graphe induit de K,, pour
n > k alors le résultat découle du Lemme 3.3 démontré au chapitre précé-
dent. O

Conséquence

Pour montrer quune inégalité I, = a’x < ay induite par un graphe
G, = (V,, E;) d’ordre k définit une facette pour P, il suffit de montrer
qu’elle définit une facette pour P.

Pour Montrer que I, = alx < ap induite par G, d’ordre k définit une
facette pour Py, il suffit de montrer que I, définit une facette pour SFP(G,)
et G, vérifie une certaine condition qui sera précisée dans le théoreme qui
va suivre.

Soit F, = {F C E,

la famille des foréts d’étoiles dite serrées pour I,.

(Vi F) est une forét d’étoiles vérifiant I, a égalité}

Etant donnée un graphe G, = (V,, E,) d'ordre k. Soit I, = Y ,cp, a.x. < ag
l'inégalité induite par G, définissant une facette pour SFP(G,). 1, définit une
facette pour Py si et seulement si le graphe G, vérifie la condition suivante :
(L) Pour toute paire de sommets {u,v} C V, et uv & E,, il existe une forét
d’étoiles F*° € JF, ot les sommets u, v sont tous deux sommets isolés ou

I'un est un sommet isolé et I’autre est un centre d’une étoile.

Démonstration. Comme I, est une facette de SFP(G,), alors il existe |E,]
foréts d’étoiles dans G, qui sont serrées respectivement a I, ( vérifient I, a
égalité), et dont les vecteurs d’incidence sont linéairement indépendants.
Soit N, C F, tel que |N,| = |E,| cet ensemble de foréts d’étoiles.

(<) Supposons que I, est une facette de SFP(G,) et que la condition
(L) est vérifiée, alors pour tout {u,v} C V,, ot uv ¢ E,, Il existe F** € N,
telle que F** U {uv} soit une forét d’étoiles. Elle est serrée respectivement
a I,, puisque a, = 0 pour tout e ¢ E,. Ainsi on peut former |E; \ E,|

nouvelles foréts d’étoiles dont les vecteurs d’incidences sont affinement
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indépendants, et serrées respectivement a I,. Soit M une (m,m)-matrice
dont les lignes sont les vecteurs d’incidences des foréts d’étoiles.
(@) xf,VF e N, ,Ve € E, (ly a|E,| vecteurs lignes.)
(b) xF" ott F' = F* U {uv} pour tout uv € Ex\ E,. (Il'y a |Ex| — |E4]
vecteurs lignes.)

La matrice M peut étre mise sous la forme suivante :

E, Ei\E:)

v @ (MO 0 )
(b) \ My I
Comme les |E,| vecteurs lignes de la matrice My sont affinement indé-
pendants, et la matrice identité I est de plein rang, |E; \ E,|, il s’ensuit
que les vecteurs lignes de la matrice M sont affinement indépendants. Au
total |E,| + |Ex \ Ea| = |Ek| vecteurs lignes affinement indépendants cor-
respondant aux foréts d’étoiles serrées pour I,. D’ou I, définit une facette
de P;.

(=) Supposons que I, est une facette de SFP(G,), et que G, ne vé-
rifie pas la condition (L). Soit I, une inégalité induite par G, = (V,, E,)
définissant une facette pour SFP(G), et qu'il existe une paire de sommets
{u,v} C V, et uv ¢ E, telle que pour tout F** € F,, F** U {uv} n’est
pas une forét d’étoiles. Autrement dit, il n’existe aucune forét d’étoiles qui

peut comprendre l'aréte uv avec un coefficient nul. Définissons l'inégalité
I'= ") acx(e)+aj,x(uv) < ag induite par le graphe G' = (V,, E; U {uv}).

eckE,
Cette inégalité est vérifiée a égalité par toutes les foréts d’étoiles de F;, et

par une forét d’étoile F \ {e} U {uv}, ( puisque aucune d’elle ne peut com-
prendre l'aréte uv avec un a,, =0 ).

On peut remarquer que l'inégalité I’ est vérifiée a égalité par |E,| + 1
foréts d’étoiles dont les vecteurs d’incidence sont affinement indépen-
dants, donc I’ est une facette de SFP(G’) ou G' = (V,, E, U {uv}). Ainsi,
I, est dominée par l'inégalité I’, donc ne définit pas une facette pour P.

O

Pour montrer qu'une inégalité définit une facette pour P, nous avons

le résultat suivant :
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Corollaire 4.1 Etant donné une inégalité I, = alx < ay induite par un graphe G, = (V,, E,)
d’ordre k. I, définit une facette pour P, si et seulement si :
1. I, définit une facette pour SFP(G,).
2. Pour tout v € V,, il existe une forét d’étoiles F* € F, telle que v est un

sommet isolé ou un centre d’'une étoile.

3. Pour toute paire de sommets u,v € V, telle que uv ¢ E,, il existe une forét
d'étoiles F'? € N, telle que u est un centre d’une étoile et v est un sommet

isolé dans F"?, ou u et v sont tous deux des sommets isolés dans F*°.

Pour montrer qu'une inégalité I, = alx < ag induite par le graphe
G, = (V,, E;) d’ordre k, définit une facette pour P, ; n > k nous procédons
comme suit :

(a) D’abord, montrer que I, définit une facette pour SFP(G,).

(b) Ensuite montrer que G, vérifie la condition (L) du Théoréme 4.2.

A présent nous introduisons quelques facettes du polytope P, obser-
vées sur le polytope des foréts d’étoiles défini sur des petites structures,

graphes complets d’ordre n < 6.

Inégalités Triviales

Nous rappelons que les inégalités " 0 < x(e) < 1" pour tout e € E dite
inégalité triviales définissent des facettes du polytope des foréts d’étoiles

SFP(G) pour un graphe G quelconque.

Corollaire 4.2 Les inégalités

x(e) >0 pour toute € Ey,,

x(e) <1 pourtoute € E,,

définissent des facettes de P,,.

Inégalités de Cycle

Nous avons aussi montré que les inégalités de 3-cycle définissent des
facettes du polytope SFP(G) contrairement aux inégalités de 3-chemin qui

ne définissent pas des facettes de SFP(G) que sous certaines conditions.
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Les inégalités de 3-cycle ou du triangle :
x(uv) + x(vw) + x(uw) < 2 pour tout u,v,w € Vy,u #v #w # u

définissent des facettes du polytope P,.

Quant aux inégalités de 3-chemin induites par des graphes chemins P

d’ordre 4 définies comme suit :
x(P) < 2 pour tout P € Py,

elles ne définissent pas des facettes du polytope P, puisqu’elles ne défi-
nissent pas des facettes déja pour Py. En effet, Ip = x(P) < 2 sont des
facettes du polytope SFP(P) mais elles ne vérifient pas la condition (L) du
Théoreme 4.2. Alors, il existe des inégalités I}, qui les dominent, ce sont

les inégalités de 4-cycle.

IN
N
IN
N

C3 C4
FIGURE 4.1 — Les graphes supports des inégalités de 3-Cycle et de 4-cycle

Etant donné un cycle C d’orde 4. L'inégalité du 4-cycle est une inégalité

induite par C illustré dans la Figure 4.1.

Les inégalité de 4-cycle :
x(C) < 2 pour tout C € Cy,

définissent des facettes pour le polytope P,.

Démonstration. D’apres le Théoreme 4.1 et Théoreme 4.2, il suffit de mon-
trer que I'inégalité de 4-cycle I¢ définit une facette pour SFP(C) o1 C € Cy,
et que le graphe C vérifie la condition (L). Soit C = (V4, E4) un cycle sans
corde ot Vy = {v1,v5,03,04}, E4 = {v102,0203,0304, 0104 }. Soient F! =
{v102, 0104}, F? = {0102, 0304}, F? = {0203, 0304}, F* = {0401, 0403}, 4 fo-
réts d’étoiles serrées respectivement a Ic, il n’est pas difficile de vérifier

que leurs vecteurs d’incidence sont linéairement indépendants donc affi-
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nement indépendants. Aussi, il est a remarquer que le graphe C vérifie la
condition (L). v1v3 ¢ Ea, la forét d’étoiles F> comprend v3 comme centre
d’une étoile et v; comme sommet isolé. Et pour I'aréte v,v4, nous avons la
forét F* comprenant v, comme centre d’une étoile et v; comme sommet
isolé.

t

Inégalités de Paw, de bull et de net

Soit H = (Vy, Eg) un graphe défini par un 3-cycle et une aréte pen-
dante. H est nommé paw ( le nom anglais de ce graphe 4.2 West [2000]).

Soit Ey = Cy U {ey}, désignons par My tout couplage parfait dans H.

Les inégalités dite du Paw :
x(Cn) + x(Mp) < |MHl|, (4.1)

définissent des facette de P,,.

Démonstration. Montrons d’abord que 1l'inégalité de paw définit une fa-
cette de SFP(H) ou H = (V,, E,) est le graphe support de l'inégalité
(4.1). I suffit de trouver 4 foréts d’étoiles a vecteurs caractéristiques affine-
ment indépendants qui sont serrées pour l'inégalité (4.1). Supposons que
M = {v1v2,v304} et C = {0203, 0304, V203 }. Nous pouvons vérifier que les
4 foréts d’étoiles suivantes : F”2 = {v,01, 0303, 0204}, F%1 = {001, 0304},
F = {0409, 0403}, F”® = {v4v7; 0304} sont serrées respectivement a l'in-
égalité de paw (4.1) et que leur vecteurs caractéristiques sont affinement
indépendants. D’ot1 (4.1) définit une facette pour SFP(H).

Montrons maintenant que l'inégalité (4.1) définit une facette de
SFP(K,). D’apres les Théoremes 4.1 et 4.2, il suffit de montrer que H vé-
rifie la condition (L). Ce qui n’est pas difficile a vérifier puisqu’il y a deux
aréte manquante a la clique formée par les sommet du paw, graphe sup-
port support de I'inégalité (4.1) . Celles-ci vérifient la condition (L), d’ou
le résultat.

O

Il existe encore d’autres structures dont les inégalités induites défi-

nissent des facettes de P, telles que les bulls et les nets que nous illus-
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trons dans la Figure 4.2. Pour démontrer qu’elles définissent des facettes

on utilise le méme procédé pour les autres facettes évoqués ci-haut.

paw bull

net

FIGURE 4.2 — Graphes supports des inégalités du paw du bull et du net

Conformément a la définition des facettes triviales propre a certains
polytopes définis dans K;;, qu'on trouve dans Grotschel et al Grotschel et
Padberg [1979], et dans Queyranne et al.Queyranne et Wang [1993] nous

définissons les facettes triviales de P;.

Une inégalité ax < ag définissant une facette pour P, est dite facette triviale

de P, si elle est équivalente a une des facettes suivantes :
x(e) > 0, pour e € Ey,
x(e) < 1poure € E,

x(C) <2 pour C € Cs.

Nous allons aussi introduire le concept d’inégalité primitive. Ce concept
a été déja utilisé par Balas et Feschetti pour le polytope du voyageur de
commerce asymétrique dans Balas et Fischetti [1993] et repris par plu-
sieurs autres auteurs. On peut aussi le retrouver sous le nom de facette
fondamentale utilisé par Wakabayashi pour le polytope des partitions en
cliques Wakabayashi [1986].

Nous notons par G, = (V,, E;) le graphe obtenu de G, par la suppres-
sion d'un sommet h, V, = V, \ {h} . Soit I; 'inégalité induite par le graphe

Gan

Définition 4.4 Soit I, = a’x < ag une inégalité induite par le graphe G, = (V,, E,) d’ordre
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k valide pour le polytope Py. Soient h, 1, deux sommets distincts de V,. Alors les

sommets h et k sont dits clones respectivement a I, si :
@) ayy, = ay pour tout v € V, \ {h,1},
(b) ay; = max{ ay,, Yo € N(h)},

(c) L'inégalité I; = al'x < dg oil @ est la restriction de a sur Eg, et Gy = ag — ay;

est une inégalité valide pour Py_1.

S’il n’existe aucune paire de clones dans le graphe G, respectivement
a I, I'inégalité I, est dite primitive.

On peut remarquer que les inégalités citées ci-dessus sont toutes pri-
mitives.

Dans la section suivante nous allons discuter de certaines procédures

qui permettent de construire des facettes du polyope P,.

CONSTRUCTION DE FACETTES

Dans cette section nous introduisons certaines opérations qui vont
nous permettre de construire des facettes pour le polytope P, a partir
des inégalités définissant des facettes pour P, ot n < n’. Les opérations
vont étre effectuées sur le graphe support d’une inégalité définissant une
facette pour P, et sous certaines conditions le graphe résultant va étre le
graphe support d'une inégalité définissant une facette pour le polytope
P,. SFP(G), ou G est obtenu a partir d'un autre graphe en effectuant cer-

taines opérations. Nous avons la définition :

Définition 4.5 Etant donnés un graphe G = (V, A), une inégalité I, = a’ x < ag.

* Un sommet v € V est dit triangulaire respectivement a I, si pour toute

paire de sommets u, w € V nous avons,

Ay + Aow 2> Ayw-

* Un sommet v € V est dit homogene respectivement a I, si pour tout

e € 6(v) nous avons a, € {0,c} oit ¢ > 0.

T

Etant donnée une inégalité I, = a'x < ap induite par le graphe

G, = (V4 E;) définissant une facette pour Py. Soient 1 € V, un sommet
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triangulaire respectivement a I,, et N(h) 1’ensemble de ses voisins. Nous

avons montré les résultats suivants :

Lemme 4.1 Soient u,v € V,. Siu ¢ N(h) et v ¢ N(h), alors a,, = 0.

Démonstration. Comme h est triangulaire respectivement a I, nous avons
Apy + apy = Ayy-

Or par définition de I, ap, = ap, =0 (hu & E;, hv ¢ E;) , d'ott ay, < 0.
Comme I, définit une facette pour Py, alors a,, > 0. Ainsi a,, = 0.
O

Lemme 4.2 Soient u ¢ N(h), v € N(h) et F*° une forét d’étoiles serrée respectivement i I,.
Si v est une feuille d"une étoile centrée en u dans F, et h un centre d'une étoile ou
un sommet isolé dans F**, alors F' = F*0\ {uv} U {hv} est une forét d'étoile

serrée respectivement a I,.

Démonstration. h triangulaire resp. a I, <= ay,, + ap, > ayo
Oru ¢ N(h),d’otay, > ayy.

F'0 est serrée resp. a I, <= ) a, = ag
ecFw
<~ Z Ae + ayy = Ao
ecrw\ {uv}
< Z ae + ay, > ag
ecrw\ {uv}
<~ Z ae. > dag
ecrw\ {uv}U{hv}
D’ou F*?\ {uv} U {hv} est serrée resp. a I,.

et auz] - ahv D

Lemme 4.3  Soit h un sommet triangulaire respectivement a I, et soit u ¢ N(h), il existe une
forét d’étoile Fl e F, telle que h et u sont tous deux sommets isolés, ou I'un est

un sommet isolé et I'autre est un centre d’une étoile.

Démonstration. Si les deux sommets h et u sont deux sommets isolés alors
aucun sommet dans N (%) n’est centre d’une étoiles. Donc tout sommet
v € N(h) peut étre remplacé par 1'aréte hv a coefficient a;,, > 4,y puisque

h est triangulaire. O

70



Chapitre 4 Le polytope SFP(K,)

4.3.1 Clonage d’un sommet

Etant donnés une inégalité définissant une facette pour P,, I, = alx <
ap induite par le graphe G, = (V,, E;) et un sommet 1 € V,. Le clonage
du sommet h € V, consiste a créer un nouveau sommet clone i’ et |[N(h)|
nouvelles arétes, plus précisément les arétes qui joignent le sommet clone
h' a h et a tous les voisins de h. Autrement dit, créer une nouvelle inégalité

i = a'Tx < af) induite par le graphe G' = (Vy, Ey) ot Vy = V, U {I'} et
Ey = E,U{[{h} : V4]}, telle que :

a, =a, pour tout e € E,
Ay = Apy pour tout v € V, \ {h},
!/
a,,, = max ay
R eNGy
!/ /
ao = ﬂ[) + ahh/.

FIGURE 4.3 — Opération de clonage d'un sommet opérée sur un 4-Cycle

La Figure 4.3 illustre un exemple de I'opération de clonage d"un som-
met effectuée sur le graphe support de I'inégalité de 4-cycle générant ainsi
une nouvelle inégalité définissant une facette du polytope Ps et donc pour

tout polytope Py ,k > 6 (apreés un zéro-lifting ).

Remarque 4.2 Un sommet h homogene ( resp. triangulaire ) respectivement a I, demeure homo-
gene ( resp. triangulaire ) respectivement a l'inégalité 1, obtenue par clonage du

sommet h.

Remarque 4.3 Un sommet v triangulaire respectivement a l'inégalité I, devient non triangulaire
respectivement a l'inégalité I, obtenue par clonage sur un sommet h non voisin

de v.
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Lemme 4.4 Si h est homogene respectivement a I, alors h' est homogene respectivement a I,

Démonstration. h' est le clone de h, nous avons par définition :

a, = a, Ve€E,
Ay, = g YU EV,
/
a,,, = maxay,
ki veV, v

csive N(h)
Osiv ¢ N(h)

Or h est homogene respectivement a I, : a5, =

ayy, = max{0,c} =¢

csive N(H)

0siv ¢ N(h).
h' est homogene respectivement a I O

Tout voisin de & est un voisin de #'. D’ou : ay, =

Lemme 4.5 Si h est triangulaire respectivement a I, alors h' est triangulaire respectivement a
Iy.

Démonstration. Le lemme découle de la définition de I, et de la triangula-

rité du sommet h. Soient u,v € V,, ay,, + a;,, = ap, + apo > ayo > a,, O

Soit F; une collection de foréts d’étoiles serrées respectivement a I,.

Nous allons discuter des positions du sommet /& dans .

Remarque 4.4 Toutes les foréts d’étoiles dans F, sont maximales.

Remarque 4.5  Soit F une forét d'étoiles dans F, nous distinguons les trois cas suivants :
(i) h peut étre un sommet isolé dans F, aucun de ses voisins dans G, n’est
centre d'une étoile dans F. On note cette forét d’étoiles F'o,
(ii) h peut étre centre d’une étoile dans F, aucun de ses voisins dans G, n’est
sommet isolé dans F. On note ces foréts d'étoiles par F".
(iii) h peut étre feuille d'une étoile dans F centrée par un de ses voisins dans

G, soit s. On note ces foréts d’étoiles par F'.

Les remarques 4.4 et 4.5 conduisent a déduire la structure des foréts

72



Remarque 4.6

Lemme 4.6

Lemme 4.7

Chapitre 4 Le polytope SFP(K,)

d’étoiles serrées respectivement a une inégalité I, obtenue par le clonage

d’un sommet du graphe support d'une inégalité I,.

Le clonage du sommet h mene a la création des foréts d’étoiles serrées respective-
ment a 1, suivantes.
(i) Flou {hh'}.
(i) F'U {hl'} ou F" U {W'u} pour tout u € N(h) oit u est centre d'une
étoile.
(iii) F" U {W's} ou F" U {h'u} pour tout u € N(h) oil u est centre d’'une

étoile ou un sommet isolé.

Supposons que h est triangulaire et homogene dans G,. Si v est le seul sommet
voisin de h dans G,, v étant centre d’une étoile dans F € F,, alors h est un centre

d’une étoile dans F.

Démonstration. Si h n’est pas un centre d’une étoile dans F alors  est une
feuille d’une étoile centrée en v, et tous les autres voisins de h sont des
feuilles de 1’étoile centré en v, ou feuilles de 1’étoile centré en un sommet
non voisin de 1. Comme & est triangulaire respectivement a I, alors aucune
paire des sommets non voisins de h n’est liée dans G,, et pour toute paire
de sommets u,v voisins de h, on a ay, + ap, > a,,. Alors, trouver une
autre forét d’étoiles serrée pour G, dans ce cas est impossible. Dot la
contradiction. i ne peut étre sommet isolé puisque v, son voisin dans G,
est un centre d’une étoile, ce qui n’est pas possible dans une étoile serrée
dans I,. O

Du Théoréme 4.2 nous avons, pour tout uv ¢ E,, il existe une forét
d’étoiles F*° € F, telle que u,v sont tous deux sommets isolés, ou 1'un

d’eux est un sommet isolé et l'autre est un centre d’"une étoile dans F*°.
Soit h un sommet triangulaire et homogene respectivement a 1,. Si h est un som-
met isolé, et s € V, \ N(h) est un centre d'une étoile dans F' € N, alors :

1. Toutes les feuilles de I'étoile S centrée en s, dans Fst sont des sommets

voisins de h dans G,.

2. Pour toute feuille r de I'étoile centrée en s nous avons : F*" \ {sr} U {hr}

est une forét d'étoile serrée respectivement a 1,.

3. Il existe "% € N, oil h est un centre d'une étoiles et s est un sommet isolé.
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Démonstration. 1. Par définition du graphe support, quand s n’est
pas voisin de h dans G, nous avons a;; = 0. Aussi, si 7 est une feuille
de 1’étoile centrée en s dans F, alors a5, > 0. Comme h est un sommet
triangulaire respectivement a I, nous avons ays + ap, > sy = ap, > s
D’ou, r est voisin de h.

2. Supposons qu’il existe une feuille r € V(S) \ {s} telle que la forét
d’étoiles F*" \ {sr} U {hr} n’est pas serrée respectivement a I,, alors as, #
ay, = ap, > dg. Ceci contredit la validité de I,.

3. Si F¥! est serrée respectivement a I, alors F¥* \ {sr} U {rh} est serrée
respectivement a I,. Pour tout feuille r de I'étoile S centrée en s, a,s = a,,.
Alors une étoile centrée en I est de méme poids qu'une étoile centrée en

s. Donc la forét d’étoile comprenant / est serrée respectivement a I,. [

Etant donné un graphe G, = (V,, E,;) d’ordre k, et I, une inégalité
induite par G, définissant une facette non triviale de Py. Soit i un sommet
de V,.

Une inégalité I, obtenue, d'une inégalité 1, définissant une facette non triviale de
Py, par clonage d'un sommet h € V,, définit une facette pour Py, seulement si

le sommet h est triangulaire et homogene respectivement i I,.

Démonstration. Comme I, est une facette de Py, alors il existe |E,| foréts
d’étoiles serrées pour I, dont les vecteurs d’incidence sont affinement
indépendants. Soit N, cette collection de foréts d’étoiles. Pour tout F € N/,
on construit une forét d’étoiles serrée pour I, selon les cas précisés dans
4.5 et 4.6.

Du Corollaire 4.1 nous savons que : pour tout v € V,, il existe une forét
d’étoiles F’ comprenant v comme sommet isolé ou centre d’une étoile.
Alors Vv € N[h|, F* U {vl'} forme une forét d’étoiles serrée pour I, (
Ay = MaXdy, = ¢ par homogénéité de & et la définition de aj,).

Pour s’assurer que les vecteurs d’incidence des foréts d’étoiles choisies

sont affinement indépendants on procede comme suit :

(@) On fixe les arétes h'v pour tout v € N(h), et on choisit F? € N telle

que F” U vh' est une forét d’étoiles dans G, .

(b) On fixe l'aréte hh', et on choisit F" € N telle que F® U hh' est une forét

d’étoiles dans G,.
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(c) Pour toute forét d’étoiles F € N, on choisit une aréte parmi
{W'v|v eN(h)} U{hh'} .
Si FU {h'v} apparait dans (a) on choisit /'u tel que u est un centre

d’une étoile dans F et u voisin de & dans G,.

Si un tel u n’existe pas alors d’apres le Lemme 4.6, h est un centre
dans F. Alors on choisit F* U hh'.

Résumons dans une matrice les vecteurs d’incidence des foréts d’étoiles
serrées pour I,y ou les colonnes représentent les arétes de E,, et les lignes
représentent les vecteurs d’incidences des foréts d’étoiles serrées respecti-

vement a .

E, hi [ :N(h)] N, || Ko
(¢) [ No hi oh’'
M= ()| N* 1 0 = F']1 0
(a) \N? 0 I
FF o]0 I

Ainsi, nous avons construit |E,| foréts d’étoiles dont les vecteurs d’in-
cidences sont affinement indépendants. D’ot1 I, définit une facette pour
SFP(Gy).

D’apres le Théoreme 4.2 pour tout s ¢ N(h), il existe une forét d’étoiles
Fsh e N, telle que h,s sont tous deux des sommets isolés, ou 1'un est
un centre d'une étoile et I'autre et un sommet isolé. Quand h et s sont
tous deux sommets isolés dans F*" alors F¥" U {sh} U {hh'} est une forét
d’étoiles serrée pour I,. Pareil pour F* U {sh’} U {hh'}.

Quand # est un centre d’une étoile dans F5" et s un sommet isolé dans
Fs", alors F¥" U {sh} U {hl'} forme une forét d’étoiles serrée pour I,.

Nous résumons toutes les foréts d’étoiles dans K, ;1 dont les vecteurs

d’incidences sont serrées pour I, dans le tableaux suivant :

75



Chapitre 4 Le polytope SFP(K,)

E, | hh' | [h :Nh)] | [ : N(h)] | Ex \ E,
M° | L L 0 0
2| 0 0 0
M?| 0 I 0 0
e 0 I 0
Fhlo0 e 0 I

4.3.2 Clonage d’une aréte

Etant donnée une inégalité I, induite par le graphe G, = (V,, E,)
d’ordre k définissant une facette pour Py. Il est possible d’étendre cette
inégalité a une inégalité définissant une facette I, = a’Tx < a} pour Py,
donc on définit aussi une facette pour P, pour tout n > k + 2, par le
clonage d’une aréte.

Soit z = xy une aréte dans Ey. Nous considérons le graphe K;, 1, obtenu
de K, par clonage d'une aréte z par z’ = x'y’ et poser les coefficients des

arétes du nouveau graphe comme suit :

al, = Ay pour tout uv € E,
/
Ay = Aux forallu e V,
/
By = Auy forallu € V,
/ .
a.., = min dy,
w ueN(x)
/ .
a, , = min a,,
vy ueN(y) y
o
ax/y/ = ﬂxy
I /
ao = 4ay + Clx/y/

Nous avons deux exemples de clonage d’arétes opéré sur I'inégalité du
paw comme on peut le voir sur la Figure 4.4.

La Figure 4.4 est un exemple de l'opération de clonage d"une aréte de
type 1, i.e. clonage d'une aréte a coefficient supérieur a 1. Sur la figure,
un exemple opéré sur l'aréte de coefficient 2 apparaissant dans le graphe
support de l'inégalité de Paw, ( x(H) < 3). Le clonage de cette aréte est
effectué p fois, ici p = 2 pour donner 'inégalité : x(H') <3+2=7).
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<3+2

2

FIGURE 4.4 — Opération de clonage d’arétes : type1

FIGURE 4.5 — Opération de clonage d'une aréte : type2

La Figure 4.5 est un exemple de l'opération de clonage d'une aréte
de type 2, i.e. clonage d'une aréte pendante. On observe 'opération de
clonage opéré sur une aréte pendante apparaissant dans le graphe support
de l'inégalité de Paw ( x(H) < 3). Le clonage de cette aréte est effectué p,
ici p = 2 pour donner l'inégalité : p(H') <3+ p =5

Les opérations de clonage dune ‘aréte ou d'un sommet nous offre un
moyen pour dériver des facettes de P,. Dans la section qui va suivre, nous
présentons une nouvelle classe d’inégalités qui est un résultat de clonage

de sommets.

Inégalité de{u, v}-2-partition

En appliquant 'opération de clonage sur 1'inégalité du 4-cycle nous
aurons l'inégalité de {u, v}-2-partition. Soit K, = (Vj,, E,;) un graphe com-
plet. Pour toute paire de sommets u, v € V;,, u # v, et deux sous ensembles
disjoints S et T de V,, \ {u, v}, l'inégalité

x(uv) +x([u:S])+x([v:T]) +x(E(SUT)) < |S|+|T| (4-2)

est dite inégalité de u — v -2-partition.
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<ISI+I1T|

FIGURE 4.6 — Graphe support de I'inégalité (u, v)-2 partition

Pour tout n > 4, pour toute paire de sommets u,v et pour toute paire de sous

ensembles S, T de V,,, I'inégalité de u, v-2- partition suivante :
x(uv) +x([u:S])+x([v:T])+x(E(SUT)) < |S|+|T|

définit une facette pour le polytope Py, k > |S| + |T|

L'inégalité est obtenue par 1" application de 1’opération de sommet clo-
nage sur l'inégalité de 4-cycle {u, v, s, t}. En effet, s étant un sommet trian-
gulaire et homogene respectivement a 1'inégalité de 4-cycle. Apres 1'opé-
ration de clonage, s demeure triangulaire. On opére le clonage du sommet

s, p = |S| — 1 fois ainsi on obtient 'inégalité suivante
x(uv) + x([u 2 S]) + x(ovt) + x([t: §]) < (|| =1) +2 (4-3)

Du Théoreme 4.5 l'inégalité obtenue définit une facette pour P pour
k > |S| + 3. Ensuite on choisit un autre sommet triangulaire et homo-
gene hormis s et ses clones, soit t ou u. Le sommet u n’étant plus trian-
gulaire respectivement a la nouvelle inégalité des la premiere opération
de clonage (1 n’étant pas voisin de s, le clonage de s conduit a la création
d’une aréte a coefficient non nul). On choisit ¢ et on effectue I'opération

de clonage |T| — 1 fois. L'inégalité résultante est I'inégalité :

x(uo)+x([u:S])+x([v:T))+x(E(SUT)) < (|S|-1)+(|T| —1) +2
(4-4)
L'inégalité (4.4) est obtenue par application de 1’opération de clonage d"un

sommet triangulaire et homogene respectivement a I définissant une fa-
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cette pour le polytope Pg|, 3. D’apres le Théoreme 4.5, I'inégalité résultante
[5*1 définit une facette pour P(5|44. Par récurrence, I'inégalité obtenue dé-

finit une facette pour P, avec n > |S| + |T| + 2.

L'opération de clonage d’un sommet homogene et triangulaire p fois peut étre
confondue avec I'opération de substitution d'un sommet par une clique qu’on

peut trouver dans les travaux de Chvatal Chovatal [1973], Chvatal [1975].

Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés au polytope Py, le poly-
tope des foréts d’étoiles définies dans un graphe complet d’ordre n. Nous
nous sommes intéressés aux propriétés du polytope P, ainsi qu’a sa struc-
ture faciale. Il est a noter que toute inégalité définissant une facette pour
P, définit une facette pour SFP(G) quand G comprend le graphe support
de cette inégalité comme sous graphe.

Il n’est pas difficile de vérifier que le polytope P4 est completement dé-
crit par les inégalités triviales, les inégalités de 3-cycle et 4-cycle, ainsi que
les inégalités de paw. Quant au polytope Ps, il est completement décrit par
les inégalités triviales, des inégalités 3 et de 4-cycle, des inégalités de paw,
des inégalités de bull, des inégalités de 4-cycle 1-lifté, des inégalités de
paw 1-liftés et les inégalités de roue W, obtenues par 1’ajout d"un sommet
universel au 4-cycles. 4.7

La Figure 4.7 nous offre un apercu des graphes support des facettes

des polytopes de foréts Py, Ps et Ps.

79



Chapitre 4 Le polytope SFP(K,)

FIGURE 4.7 — Graphes supports d'inégalités définissant des facettes des polytope Py, Ps et
Pg
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ALGORITHMES POUR LE MWSFP 5

Dans le chapitre 4 nous nous sommes intéressés a la structure faciale
du polytope des foréts d’étoiles SFP(G). Nous nous sommes investis dans
I'introduction de nouvelles inégalités définissant des facettes et certaines
classes d’inégalités valides plus au moins intéressantes.

Maintenant nous allons voir 1'utilité de ces résultats polyédriques, no-
tamment montrer comment ils peuvent étre utilisés pour la conception
d’un algorithme de plans coupants pour le probléme des foréts d’étoiles.
Nous discuterons briévement de 1'idée de base de I'algorithme des plans
coupants avant d’aborder quelques aspects d’'implémentation. Mais avant
cela nous proposons un algorithme linéaire pour la résolution du pro-
bleme MWSFP défini dans les cycles.
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UN ALGORITHME LINEAIRE POUR LE MWSFP DANS LES

CYCLES

Le probleme des foréts d’étoiles est dans la classe NP difficile dans
le cas général, cependant, il existe des classes de graphes ot le probleme
est montré polynomial. Ici nous proposons un algorithme linéaire pour
résoudre le probleme des foréts d’étoiles de poids maximum défini dans
les cycles. Toutefois, il est nécessaire de mentionner que juste aprés avoir
établi ce résultat, Nguyen dans Nguyen [2015] a proposé un algorithme
linéaire pour résoudre le probleme des foréts d’étoiles de poids maximum
dans les cactus une classe de graphe qui comprend les cycles.

L’idée principale de l'algorithme que nous proposons est de transfor-

mer le probléme de foréts d’étoiles de poids maximum, défini sur un cycle,
en un probleme du plus court chemin défini sur un réseau. L’étape fonda-
mentale de cet algorithme est la transformation a effectuer du cycle vers
le réseau.
Supposons que les sommets de C sont numérotés de 1 a n et les arétes
e; de poids c; et I'aréte entre le sommet i et le sommet i + 1 pour tout
i =1,...i — 1. En particulier, 'aréte e, de poids c, est I'aréte entre n et 1.
Nous transformons le probleme MWSFP dans C en six problemes de plus
long chemin dans un graphe acyclique orienté G'.

D’abord nous construisons le graphe G’ = (X', A’) du graphe G. Pour
un sommet i € G nous allons créer dans A’ quatre sommets i_p,i_1,1i1,12
dits les clones du sommet i. Les arétes sont construites comme suit : pour
tout sommet 1 <i<n—1dans G :

e un arc (i_p, (i 4+ 1)1) du cott positif ¢;,
e an arc (i_1,(i + 1)) du cott positif ¢;, un arc (i_1,(i+1)_2) du
cott 0,
e an arc (i1, (i + 1)2) du cott positif ¢;, an arc (i1, (i + 1)1 du cotit 0,
e En dernier , un arc (ip, (i +1)_1) du cotit 0.
Si on considere le début d'un chemin comme une source s et la fin de
méme chemin comme un puits ¢, on parle alors d"un s-t chemine .

Si pour pour tout arc construit nous affectons une couleur telle que les

arcs du cotit positif prennent la couleur bleue et les arcs du cotit 0 prennent

la couleur rouge. Nous aurons a montrer la proposition qui suit :

82



Proposition 5.1

Lemme 5.1

Chapitre 5 Algorithmes pour le MWSFP

11 existe au plus deux arcs de méme couleurs dans un s-t- chemin quelconque de
G =(X,A".

Démonstration. Dans un graphe G' = (X', A’) tel qu’il est défini. Dans la
notation du sommet iy, le signe d’indice x exprime la couleur de I’arc en-
trant, rouge pour le négatif, et bleue pour le positif. Quant a sa valeur |x|,
elle exprime le nombre d’arcs successifs de méme couleur qui précedent
i. Ainsi nous avons les possibilités suivantes ;

* x = —2 alors le sommet d'indice —2 est précédé par deux arcs
rouges. La seule possibilité de sortie est d’atteindre le sommet d’in-
dice x = 1; et la couleur de I'arc est bleue.

* x = —1 alors le sommet d’indice —1 est précédé par un arc rouge.
A partir d'un sommet d’indice —1 il existe deux possibilités. Soit
atteindre le sommet d’indice x = 1 et la couleur de l’arc est bleue.
Ou atteindre le sommet d'indice —2 et la couleur de I’arc est rouge,
et le prochain arc (sortant du sommet d’indice —2) doit étre bleu.

* x = 1 alors le sommet d’indice x = 1 est précédé par un arc bleu. Et,
d"un sommet d’indice 1 il y a deux possibilités de sortie. Atteindre
le sommet d’indice x = —1, la couleur de l'arc est rouge. Ou at-
teindre le sommet d’indice x = 2 et la couleur de l'arc est bleue.
Du sommet d’indice x = 2 il existe une possibilité, c’est d’atteindre
le sommet d’indice x = —1 et 'arc est rouge.

* x = 2 alors le sommet d’'indice 2 est précédé par deux arcs bleus.
Aussi, du sommet d’indice 2, la seule possibilité de sortie est d’at-
teindre le sommet d’indice 1, la couleur de I’arc est rouge.

Ce qui implique que dans tous les cas, il ne peut y avoir trois arcs succes-

sifs de méme couleur. O

Un chemin non nul de 1, a ny dans G correspond a une forét d’'étoiles dans G.

N

Démonstration. Par la correspondance de chaque sommet iy de G’ a un
sommet i dans C et tous les arcs a cotit non nuls (iy, ]y) dans un chemin
de G’ par une aréte bleue ij dans C nous obtenons une chaine a arétes
bleue et rouge dans C. Comme il y a au plus deux arcs successifs de
méme couleur (donc du méme coit) dans le graphe G’, nous obtenons
une chaine comprenant au plus deux arétes successives de méme couleur.

Ce qui vérifie I'inégalité de 3-chemin. O
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Remarque 5.1

Théoréeme 5.1

Chapitre 5 Algorithmes pour le MWSFP

Une forét d’étoiles maximale de G correspond a une de ces foréts :
1. Le chemin de coiit non nul entre 1_» a n_q dans G'.
2. Le chemin de cofit non nul entre 1_1 a ny dans G'.
Le chemin de cofit non nul entre 1_1 a ny dans G'.
Le chemin de cofit non nul entre 11 a n_q dans G’ + 'aréte n1.

Le chemin de coiit non nul entre 11 4 n_, dans G’ + laréte n1l.

S

Le chemin de coiit non nul entre 11 4 ny dans G' + 'aréte nl.

FIGURE 5.1 — simulation du plus long chemin

Chercher une forét d’étoiles de poids maximum dans G est équivalent a chercher
les 6 chemins de 1, a 1, dans G’ oit les valeurs de x et y sont dans {—2,—1,1,2},

cela est réalisé en temps polynomial.

Démonstration. Tout chemin de 1, a n, dans le graphe G’ correspond a une
forét d’étoiles dans C d’apres le Lemme 5.1.

Supposons que nous avons une forét d’étoiles couvrante F* dans G (G est
un cycle). Affecter a chaque aréte dans F* la couleur bleue et aux arétes
en dehors de F* la couleur rouge. Si on désigne par i I'aréte i(i + 1) ou
i =1,...n, considérons n +1 = 1. Du graphe C nous construisons un
graphe orienté G’ tel qu’il est expliqué ci-haut. Ensuite nous choisissons

un chemin de 1, vers n, respectant les couleurs des arétes dans C :
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Corollaire 5.1

5.2

5.2.1

Chapitre 5 Algorithmes pour le MWSFP

— Si l'aréte est bleue choisir I'arc i,i, avec x < y.
— Si l'aréte est rouge choisir un arc rouge iyi, avec x >y
O

Etant donnés un réseau N = (X, A) et une fonction | : A — Q, le plus long

s — t chemin peut étre trouvé en ordre O(|X]).

Démonstration. En effet, L'algorithme de Bellman-Ford retourne le plus
long chemin apres n — 1 itérations. A chaque itération, au plus 24 tests

sont exécutés. O

ALGORITHME DE BRANCHEMENT ET COUPE

L’idée de base

Rappelons que dans le probleme de la forét d’étoiles de poids maxi-
mum MWSFP, étant donné un graphe G = (V, E) et une fonction poids w
définie sur I'ensemble des arétes E de G, w : E — Z qui associe a chaque
aréte e € E un poids w,; nous cherchons une forét d’étoiles couvrante
(V,F) ou F C E telle que son poids total w(F) est le plus grand possible.
Pour des raisons de commodité nous supposons que V = {1,2,...,n}.

Nous savons que le MWSFP peut étre formulé comme suit :

max wa

(5.1)
x € SFP(G)

ot SFP(G) = conv{xF € {0,1}"| F est une forét d’étoiles dans G}.

Noter que (5.1) est un programme linéaire puisque la fonction objectif
a maximiser sur le polytope est linéaire .

Pour appliquer les techniques de la programmation linéaire, la for-
mulation du probléme (5.1) telle quelle, n’est d’aucune utilité sauf si le
polytope SFP(G) est représenté sous forme d’un systeme d’égalités et/ou
d’inégalités linéaires. Nous n’avons pas réussi a obtenir une description
complete du polytope SFP(G), un résultat qui ne peut étre obtenu puisque
le probleme du MWSFP est NP difficile. Néanmoins nous avons pu trou-
ver quelques classes d’inégalités valides et des inégalités définissant des
facettes pour le SFP(G). Ces inégalités déterminent une description par-

tielle du polytope SFP(G) qui entraine une relaxation linéaire du (5.1).
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L’idée principale de 1’algorithme de coupe et branchement (séparation)
est de remplacer (5.1) par cette relaxation linéaire et le résoudre avec Ia
méthode du simplexe. Si la solution de cette relaxation linéaire est le vecteur
caractéristique d"une forét d’étoiles, alors nous obtenons ainsi une solution
optimale de (5.1), sinon introduire la phase de séparation et évaluation.

La meilleure relaxation linéaire de (5.1) que nous pouvons avoir est
celle donnée par min{w’x : x satisfait toute les inégalités de Z}, o1 Z est
I’ensemble de toutes les inégalités introduites dans le chapitre 4. Sauf qu'’il
faut noter que 1’ensemble Z est extrémement grand et comprend des in-
égalités plutodt difficiles. Ainsi, nous devons choisir un ensemble des I C 7
de maniere appropriée pour notre approche.

Avant de discuter des parametres a prendre en compte pour le choix
de I, nous allons expliquer le principe de I’algorithme des plans coupants.

Supposons que l'ensemble I est déja choisi, notre approche consiste
a résoudre un programme linéaire PL défini par les inégalités de Z, soit
PL(I) qui est la relaxation de (5.1). Nous commengons par résoudre la re-
laxation PL(I), au cours des calculs nous devons générer itérativement les
contraintes I a la maniere des plans coupants et les ajouter au programme
linéaire courant. Autrement dit, nous résolvons le premier programme li-
néaire trivial

max wa

0 < x;; <1pourtoutij € E

Si la solution optimale x* obtenue est le vecteur caractéristique d’une
forét d’étoiles alors le procédé s’arréte, et x* est la solution optimale de
(5.1). Sinon, nous cherchons un plan coupant (ou une coupe), une inéga-
lité aTx < ag telle que alx* > ay. Si une telle coupe est trouvée, nous
la rajoutons au programme linéaire courant. Nous répétons la procédure
ainsi décrite jusqu’a obtenir une solution optimale.

Le schéma proposé montre clairement que 'efficacité de cette approche
dépend largement de la qualité des inégalités dans I et de l'efficacité a
résoudre le probleme de séparation (trouver les inégalités non vérifiées

par x* ( qui sont générées a chaque étape)).
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5.2.2 Séparation des inégalités de b-couplage

Dans cette section nous allons revenir a la formulation de la variante
du probleme de localisation sans capacité proposé par Baiou et al. Baiou
et Barahona [2009]. En effet, nous proposons un algorithme pour la sépa-
ration des inégalités de b-couplage en temps polynomial qui se base sur
cette formulation.

La séparation d'une inégalité de b-couplage consiste a vérifier si une
solution fractionnaire x* € [0,1]/El donnée, ne vérifie pas une certaine
inégalité parmi les inégalités de b-couplage, et si c’est le cas en extraire ex-
plicitement au moins une. Nous allons résoudre ce probleme en nous ra-
menant au probléme de localisation sans capacité. Plus précisément nous

allons résoudre le programme linéaire (SEP) suivant

ijeE
Z 7(i,k)—51-]- < 1—xf]- pour touti € V,ij € E
(ik)e E k#j
7(i,]') + ?(],1) = xjj pour toutij € E

7(i,j),7(j,i),5i]- > 0 pour tout ij € E.

Théoreme 5.2 Il existe une inégalité de b-couplage non vérifiée par x* si et seulement si la valeur

de la fonction objectif de (SEP) est strictement positive.

Démonstration. 11 est clair que si la valeur d"une solution optimale (SEP)
est inférieure ou égale a zéro, x* appartient a la projection de la formu-
lation étendue, et satisfait toutes les inégalités de b-couplage. Nous mon-
trons que si cette valeur est strictement positive alors on peut trouver une
inégalité de b-couplage parfait non vérifiée par x*.

Supposons que la solution optimale est (6%, 7*) avec la valeur de la
fonction objectif positive. Nous expliquons en détail dans ce qui suit com-
ment trouver une inégalité de b-couplage parfait qui n’est pas verifiée par

x*

(E1) Trouver parmi les coefficients 6*, un certain ojj tel que xj; est aussi
positive. Il est facile de montrer ( par I’absurde par exemple ) qu'un

tel &j; existe toujours.

(E2) Poser G* comme le graphe support de x* (i.e. le sous graphe de G
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induit par les composantes positives de x*). Trouver dans G* la com-

posante G;; contenant ij.

(E3) Trouver un couplage parfait fractionnaire comprenant ij. Convertir ce
couplage parfait fractionnaire en un b-couplage parfait B contenant ij
en multipliant la valeur fractionnaire des arétes du couplage parfait
fractionnaire par le plus petit dénominateur commun des fractions,
et poser S I’ensemble des sommets de Cjj- Poser I comme I'inégalité
du b-couplage parfait respectivement a B et S. donner en résultat (en

sortie ) I.

Maintenant montrons que l'inégalité résultante ( en sortie ) I est une inéga-
lité de b-couplage parfait et non vérifiée par x*. Noter que I est obtenue en
additionnant les inégalités (3.11) associées au b-couplage parfait B trouvé
a l'étape 2. D’aprés les étapes 1 et 3, pour l'aréte ij trouvée a I'étape 1,

nous savons que ij € B et

Y Xk >1-x
(if)e E k#j

Pour montrer que I n’est pas vérifiée par x*, nous devons montrer que

pour toute aréte uv € B, nous avons

) (k) >1—xk,
(k)€ E kv

et
) T (v,k)>1—x",
(0k)e E ku

(alors pour ij nous avons

Y Yk >1-x
(if)e E k#j

and
Y Y(Gk)=1-x
(jk)e E ki
Supposons que le contraire est vrai i.e. il existe une certaine aréte uv tel
que Y W(wk)<1-x,

(u,k)e?,k;év
Comme C?‘j est connexe , il existe un chemin P,; entre u et i. Sup-
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posons que P,; = pop1...pn avec pp = u et p, = i. Nous augmentons
la valeur de ?*(pk, Pr+1) et diminuons celle de X ( Pr+1, Px) harmonieu-

sement en maintenant ) T (uk) <1—x5, et X (prpr,px) = 0
(k)€ E kv
pour tout k = 0,...,h —2 . Comme ) Tk) < 1—x5, et
(k)€ E ko
X (P Prsr) + X (pran, pr) = Xppe, > Opourtoutk=1,...,h—2. Ces

augmentations et diminutions sont strictes et de méme valeur . Aussi
nous maintenons f inférieur ou égal a 9jj- Finallement, nous augmentons
x*(pp—1, 1) et diminuons 6jj les deux par B. Nous pouvons ainsi voir que
de cette modification de la solution résulte (6%, 7*) une autre solution
réalisable pour (SEP) avec une valeur de l'objectif, plus petite. D’ou1 la
contradiction. Ainsi quand nous additionnons les inégalités (3.11) asso-

ciées au b-couplage parfait B, nous obtenons

2 mijXij + 2 (mi]' + b)xi]- > b|S,| (5.2)
ij€E(S)\E(S2) ij€E(Sy)

Ou S C S est I'ensemble des sommets de degré au moins 2 dans Gs, qui

montre que [ n'est pas vérifiée par x*. ]
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CONCLUSION

Dans cette these, nous avons considéré le probleme des foréts d’étoiles
de poids maximum. Nous nous sommes intéressés en particulier a I’enve-
loppe convexe des vecteurs d’incidences de ses solutions. Celle-ci définit
un polytope dit SFP(G) qui est monotone et de pleine dimension, le but de
cette these est de caractériser ce polytope en terme d’inégalités. Dans un
premier temps nous avons défini le probleme des foréts d’étoiles et nous
avons fourni une formulation linéaire en nombre entiers. Nous avons dis-
cuté de ses quelques applications, notamment : dans la bio-informatique
et dans l'industrie de 1’automobile.

Dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressés a I’enveloppe convexe
des vecteurs d’incidence des solutions du probleme des foréts d’étoiles de
poids maximum. Nous avons fourni une description complete du SFP(G)
quand le graphe G est un arbre et aussi quand le graphe est un cycle.
Dans ce chapitre nous avons utilisé le polytope associé a une variante du
probleme de localisation pour proposer une formulation étendue pour le
probléme des foréts d’étoiles de poids maximum. Nous avons montré que
la projection du polytope ainsi construit sur ’espace des arétes donne lieu
a de nouvelles facettes pour le polytope SFP(G) dans le cas des arbres et
d’inégalités valides pour le cas d'un graphe quelconque. Une autre tech-
nique a été utilisé pour la caractérisation du polytope SFP(G) quand le
graphe est un cycle. Pour ce cas, le polytope SFP(G) a été rapproché au
polytope des absorbants et des transformations en line-graphe et de com-
plémentarités.

Dans le chapitre 4 nous avons traité le polytope SFP(G) dans les
graphes complets ot1 une autre approche a été adoptée. Nous avons com-
mencé notre étude sur des petites structures (des graphe complets k, ol
n < 6 ) ou des inégalités définissant des facettes primitives sont obser-
vées. Nous avons défini des opérations dans les graphes que nous avons

exploité pour généraliser ces facettes.
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Conclusion

A la suite de cette étude plusieurs questions demeurent ouvertes. On
peut penser en premier lieu a la caractérisation du polytope des foréts
d’étoiles dans la classe des graphes dits cactus, ou encore dans d’autres
classes de graphes dans lesquelles le probléme des foréts d’étoiles est
résoluble en temps polynomial. Il serait aussi intéressant d’investir les
les contraintes de b-couplage parfait introduite dans le Chapitre 3. Ces
contraintes que nous avons montré valides pour ce polytope et que nous
avons montrées séparables en temps polynomial peuvent étre utilisées

dans un algorithme de coupe qu’il serait intéressant d’implémenter.
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Résumé

Un polyedre combinatoire est un polyedre associé a un probleme d’op-
timisation combinatoire, c’est I'enveloppe convexe (des vecteurs d’inci-
dence) des solutions réalisables de ce probleme. Plusieurs problémes se
formulent comme une maximisation ou une minimisation des fonctions
linéaires sur les polyedres qui leurs sont associés. Décrire un polyedre par
un systeme linéaire (en terme d’inégalités et égalités linéaires) permet de
résoudre le probléme par le biais de la programmation linéaire.

Afin de déterminer un tel systeme (d’égalités et inégalités), une des
approches consiste a rapprocher le probleme considéré avec d’autres pro-
blemes d’optimisation combinatoire dont les polyedres associés sont préa-
lablement connus. Une autre approche est d’étudier le polyedre associé au
probleme sur des petites structures.

L'objet principal de la thése est la caractérisation des polyedres en
termes d’égalités et inégalités linéaires en utilisant ces deux approches.
Le probléme considéré est issue de la théorie des graphes, le probleme
de foréts d’étoiles de poids maximum. Ce probleme étant de classe NP-
difficile, une description complete du polyedre associé s’avere impossible.
Néanmoins, une description partielle est proposée. La premiére approche
permet de décrire le polytope des foréts d’étoiles dans les cycles et les
arbres. La deuxieme approche donne lieu a des résultats polyédriques du

polyedre quand le graphe est complet.
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Abstract

A combinatorial polyhedron is a polyhedron associated to a combina-
torial optimization problem. It is the convex hull of (the incidence vectors
of) the feasible solutions of that probleme. Number of problems are for-
mulated as maximizing or minimizing linear functions on the associated
polyhedra. Describing a polyhedron by a linear system (in terms of lin-
ear inequalities and equalities) allows to solve the problem through linear
programming techniques.

In order to determine such a system ( of equalities and inequalities),
one approach consists to highlight the links between the problem under
consideration and other problems whose associated polyhedra are previ-
ously completely or partially known. Another approach is to study the
polyhedron of the problem on small structures.

The main object of the thesis is the characterization of polyhedra in
terms of linear equalities and inequalities using these two approaches.
Considering the problem of maximum weighted star forest. This prob-
lem is NP-hard, so a complete description of the associated polyhedron is
impossible to find only if P = NP. Nevertheless, a partial description is
proposed. The first approach allows to describe the polytope of star forests
in cycles and trees. The second approach gives polyhedral results of the

problem when the graph is complete.
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