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Résumé
Dans notre Thése nous introduisons pour tous entiers 7, s avec (1 < s <) une famille de
suites compagnons associées a la suite r-Fibonacci, que nous appelons r-Lucas de type
s. Dans une premiére partie, nous présentons certains aspects liés a des propriétés al-
gébriques et combinatoires tels que; leurs séries génératrices, formes de Binet associées,
formes explicites, extensions aux indices négatifs, les suites tronquées et les hyper suites.
Nous proposons des interprétations combinatoires pour la suite r-Fibonacci ainsi que pour
la famille des compagnons. Nous donnons encore quelques propriétés de convolutions et
des identités de sommes alternées des termes de la suite r-Fibonacci et ses suites com-
pagnons. Egalement, nous proposons un q-analogue pour les suites compagnons r-Lucas
de type s puis nous passons au (p,q)-analogue une extension du g-analogue de la suite
r-Fibonacci et de ses suites compagnons. Dans la deuxiéme partie de notre travail nous
nous intéressons a la réalisabilité des suites récurrentes linéaires, c¢’est-a-dire les suites qui
comptent le nombre des points périodiques de période donnée d’un systeme dynamique
donné. Nous avons conclu que la suite r-Lucas est réalisable et nous avons caractérisé les

suites r-Fibonacci de termes initiaux arbitraires réalisables.

Mots clés :suite r-Fibonacci, suites compagnons, relation de récurrence, polyndémes hy-

per r-Lucas, polynémes incomplets r-Lucas, g-analogue, réalisablité.

Abstract :
In our thesis we introduce for all integers r,s with (1 < s < r) a family of companion
sequences associated to the r-Fibonacci sequence, which we call r-Lucas of type s. In
the first part of this work, we present and study some aspects related to algebraic and
combinatorial properties such as : their generating functions, associated Binet formula,
explicit forms, extensions to negative indexes, incomplete sequences and hyper sequences.
We propose a combinatorial interpretation for the r-Fibonacci sequence and their com-
panion sequences. We give some properties of convolution and alternative sums identities
for the terms of the r-Fibonacci sequence and its companion sequences. Also, we pro-
pose a g-analogue for the r-Lucas companion sequences of type s, then we extend to the
(p, q)-analogue of the r-Fibonacci sequence and its companion sequences. In the second
part of our work we are interested in the realizability of linear recurrent sequences, which
is, the sequences that count the number of periodic points in a given period of a given
dynamical system. We show that the r-Lucas sequence is realizable and we characterize

the r-Fibonacci realizable sequence of arbitrary initial terms.

Keywords :
r-Fibonacci sequence, companion sequences, recurrence relation, hyper-r-Lucas polyno-

mial, incomplete r-Lucas polynomial, g-analogues, realizability.
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Introduction Générale

Les suites récurrentes linéaires sont apparues dés 1202 en combinatoire avec I’exemple
introduit par le mathématicien Italien Léonard de Pise (surnommé Fibonacci) de la suite
(1,1,2,3,5,...), pour décrire I’évolution d’une population de lapins [28|. Leur grand age
ainsi que la diversité de leurs champs d’applications font des suites récurrentes linéaires
un sujet vaste et si riche en résultats qu’ils faudrait plusieurs ouvrages. Pour faire le tour
de toutes leurs propriétés, on trouve dans [17]|, une introduction trés intéressante aux
suites récurrentes linéaires ainsi qu’une bibliographie qui, jointe a celle qu’on trouve dans
[38]. L’étude de ces suites présente et constitue depuis de nombreuses années un élément
central de la théorie des nombres. De plus ces suites apparaissent presque partout en
mathématiques et en informatique.

Ce travail est divisé en deux parties, la premiére partie est consacrée a I’étude de
certaines propriétés arithmétiques et combinatoires des suites récurrentes linéaires. La
seconde traite la réalisabilité de ces suites, & savoir les suites qui comptent le nombre des
points périodiques de période donnée d'un systéme dynamique.

Les travaux que nous avons réalisés, sont répartis dans notre thése en six chapitres :

Le chapitre 1 est un chapitre d’introduction qui permet de comprendre tout ce qui
va venir dans la thése et qui va servir d’outils des lemmes et des théorémes qui sont
déja connus dans la littérature et qui seront utilisés a plusieurs reprises dans la thése.
On introduit les suites récurrentes linéaires globalement, en commengant par celle de
Fibonacci ainsi que sa suite compagnon qui est la suite de Lucas et tous les résultats qui
sont issus de généralisations liées a cette suite sur tous les points de vue que ca soit les
formes de Binet, les formes explicites, les fonctions génératrices, les suites tronquées, les g-
analogues, ou les extensions aux aspects négatifs et quelques applications qui permettent
de comprendre est ce que ces suites réalisent des systémes dynamiques, c’est a dire : est
ce qu’elles comptent le nombre de points périodiques de période donnée qui proviennent
d’un systéme dynamique donné.

Dans le chapitre 2, nous introduirons pour tous entiers non nuls r et s avec (1 <
s < r), une famille de s suites compagnons associées a la suite r-Fibonacci généralisée
que nous appelons r-Lucas de type s. Dans la littérature on retrouve généralement deux
suites compagnons pour les valeurs s = 1 et s = r. Une fois que cette famille de suites

compagnons est introduite, nous allons étudier et présenter certains aspects liés a des
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propriétés algébriques et combinatoires. Nous établirons leurs fonctions génératrices cor-
respondantes ainsi que leurs formes de Binet. Ensuite, nous donnerons des interprétations
combinatoires pour la suite initiale ainsi que pour les r-Lucas de type s en utilisant les
pavages linéaires et les pavages circulaires qui généralisent les travaux de Benjamin et
Quinn [14]. Dans un troisiéme temps dans ce chapitre, nous présenterons les extensions
de ces suites aux indices négatifs, nous montrerons que les termes de la suite (V_(T:’S))n
satisferont des identités équivalentes spécifiques. Nous terminerons ce chapitre en donnant
quelques identités combinatoires qui sont traitées en général dans la littérature comme
des identités de convolution ou des identités de sommes alternées de termes de la suite

r-Fibonacci et ses suites compagnons.

Le chapitre 3 est relatif aux g-analogue et (p, ¢)-analogue de la suite de polynémes r-
Fibonacci et de polynomes r-Lucas de type s. Historiquement, les g-analogues des entiers
ont été introduits par Gauss et il y a eu plusieurs travaux qui ont été réalisés par rapport
aux g-analogues des coefficients binomiaux. Pour la suite de Fibonacci, le premier auteur
qui s’est intéressé a la g-déformation de cette suite est Carlitz [15], qui a proposé une
définition qui a été reprise par plusieurs auteurs. Cigler [18] a repris la définition de
Carlitz pour essayer de reproduire les proprietés de g-analogue de la suite de Lucas, sauf
que 'approche donnée par Cigler ne permettait pas de récupérer la récurrence linéaire
d’ordre deux par rapport a la définition qui est issue de la forme explicite des directions
dans le triangle de Pascal. Aprés, Cigler [19] a trouvé aussi une approche unificatrice qui
récupére celle qui est déja introduite auparavant et celle de Carlitz. Ensuite, pour palier
au probléeme relatif a 'approche de Cigler, il y a 'approche de Belbachir et Benmezai
[12] qui est une approche alternative et qui permet de récupérer des suites récurrentes
linéaires d’ordre deux, c’est les deux extensions g-analogue de Lucas de type (1) et de type
(2). Dans ce chapitre nous proposerons un g-analogue de la suite polynoémiale r-Fibonacci
comme extension d’'un travail déja réalisé par Benmezai dans sa these, que nous avons
étendu au cas des suites compagnons r-Lucas de type s, pour tout 1 < s <r. Comme une
derniére partie de ce chapitre nous suggérons une extension au (p, q)-analogue des suites
r-Fibonacci et ses suites compagnons, nous avons pu reproduire un certain nombre de
propriétés.

Le chapitre 4 est consacré aux polynomes incomplets r-Lucas et hyper r-Lucas de
type s. Les polynémes incomplets sont liés a la compréhension de la suite de Fibonacci et
de Lucas que 'on connait par la forme explicite qui somme sur les diagonales du triangle
de Pascal ou de la superposition de deux triangles de Pascal, sauf que nous ne prenons
pas tous les termes mais nous ne prenons que les k premiers termes, d’ou les termes
de troncature. Ces suites ont une propriété assez remarquable qui passe par la matrice
d’Euler Seidel, ainsi que les hyper suites qui seront introduites dans ce chapitre. Nous
donnerons les fonctions génératrices, nous introduirons les interprétations combinatoires

et les hyper r-Fibonacci pour les hyper r-Lucas de type s.
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Introduction

Dans le chapitre 5 le terme Uy(f) de la suite r-Fibonacci présente la somme du
terme précédent et le terme qui est décalé de r-positions. La question qui se pose si le
décalage n’est pas en backward mais en forward c’est a dire c’est un décalage en avant
pas en arriére; que se passe t-il7 C’est ce que nous appelons r-Fibonacci pour r négatif.
Nous allons étudier ces suites qui sont déja connues dans la littérature (voir [46]), mais
nous allons essentiellement la comprendre & travers les suites compagnons. Nous allons
introduire les formes de Binet correspondantes et expliciter le terme général, ce qui induit
un triangle de Pascal correspondant qui va étre explicité dans le chapitre.

Enfin, le chapitre 6 s’intéresse a la réalisabilité des suites récurrentes linéaires, il
est bien connu dans la littérature que la suite de Fibonacci n’est pas réalisable et que la
suite de Lucas l'est (voir [43]). Que veut dire une suite est réalisable 7 On dit qu'une suite
d’entiers (a,)n»1 est réalisable lorsqu’elle réalise un systéme dynamique au sens que les
termes de la suite en question comptent le nombre des points périodiques de période n a
ce systéme dynamique. Il s’avére que la suite r-Fibonacci n’est jamais réalisable et que sa
famille de suite compagnons pour un choix bien spécifique et déterminé de s, nous avons
la propriété de réalisabilité qui est satisfaite par la suite r-Lucas de type r. Nous avons
une extension tout a fait naturelle du résultat connu dans la littérature qui a été introduit
par Y. Puri et T. Ward [41, 42| et qui permet de caractériser les suites r-Fibonacci de

termes initiaux arbitraires, réalisables.
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Chapitre 1

Panorama sur des propriétés
algébriques, arithmétiques et
combinatoires des suites récurrentes

linéaires et leurs dynamiques

Dans ce chapitre, nous allons étudier certaines propriétés algébriques et combina-
toires des suites récurrentes linéaires sur un corps commutatif. Nous donnerons les diffé-
rents résultats connus dans la littérature et qui seront utilisés tout au long de cette thése.

Nous rappellerons ensuite quelques notions de systémes dynamiques.

1.1 Préliminaires sur les suites récurrentes linéaires

Dans cette section K désigne un corps commutatif de caractéristique 0 et K[X]

I’anneau des polynoémes a coefficients dans K. Cette section est largement précisée dans
[17, 43].

1.1.1 Deéfinitions et propriétés

Définition 1.1. On dit qu’une suite u = (uy)ns0 €st une suite récurrente linéaire a co-

efficients constants et a termes dans K, s’il existe un entier naturel non nul m et des

éléments aq,. .., a,, de K, non tous nuls, vérifiant la relation
Unptm = A1Upem-1 + QUpem-2 + - + Ay Up. (]-]->
Une telle suite est déterminée par ses m premieres valeurs ug,...,Un_1 et si l'entier m

est minimal, alors il est appelé longueur de la suite.

L’ensemble des suites récurrentes linéaires a coefficients dans K sera noté R(K).

13



Panorama sur des propriétés algébriques, arithmétiques et combinatoires des suites
récurrentes linéaires et leurs dynamiques

Le polynome défini par :

—

P(X)=X"—a X" = X™2 = —ap, = [ [(X - ;)7 e K[X],

Jj=1

est appelé polynéme caractéristique (ou générateur) de la suite u, ot les a; sont les racines
h

de P de multiplicité rj et Y, r; =m.
=1

Le polynéme réciproque du polynome P est donné par :
q(X)=X"P(1/X).

Remarque 1.1. La définition précédente (relation(1.1)) permet d’étendre la définition de
la suite u vers la gauche en incluant les termes d’indices négatifs. Si on pose u!, = u_,

pourn=0,1,2,..., on a:

/

Ui = = (@mer [ @m )y =+ = (@1 ] )ty q + (L am )ty

Définition 1.2. L’application T : R(K) - R(K) qui a toute suite u associe une suite
Tw définie pour tout n € N par :

Tu(n) =u(n+1),

est appelée application décalage (ou shift).

Remarque 1.2. Soient P = Y a; X un polynome de K[X] et u € R(K). Pour tout
0<i<h

(Pu)(n) = Y aT'u= Y au(n+i),

0<i<h 0<i<h

n eN, on pose :

ou T désigne le 1'®m¢ itéré de T défini pour tout n € N par :
T'u(n) =u(n +1).

Muni de l’addition et de 'opération produit Pu, l’ensemble R(K) est un K[X]-module.

On désigne par I, l'idéal annulateur de v dans K[X], i.e
I, ={P eK[X]; Pu=0},

et les éléments de I, sont les polynomes annulateurs de u. Comme K[X] est un anneau
principal, alors l’idéal I, est principal engendré par le polynéme unitaire de degré minimal
appelé polynéme minimal de la suite u. On dit que u est une suite récurrente linéaire @

termes dans K st son idéal annulateur I, est non nul.

14



1.1 Préliminaires sur les suites récurrentes linéaires

1.1.2 Somme et produit de Hadamard de suites récurrentes li-
néaires

Soient u = (u,) et v = (v,) deux suites récurrentes linéaires de polynomes caracté-

ristiques respectifs P et (),

1. La somme u+v = (u, +v,) est une suite récurrente linéaire de polynéme caractéris-

tique PQ. Il suffit de montrer que le polynéme PQ) € I, (voir [17]).
h k
2.8 P = TI(X —a)" et @ = [I(X - B;)% alors le produit de Hadamard uv =
i=1 J=1
(unvy,) est une suite récurrente linéaire dont le polynéme caractéristique est [T (X -

7,7=1
ai/Bj)Tj+Sj_1-

1.1.3 Terme général

Théoréme 1.1. [43] Si une suite u vérifie une relation de type (1.1) et de polynome
caractéristique P(X) € K[X] alors les termes de la suite u sont les coefficients d’une

série formelle présentée par la fonction rationnelle

r(X)
q(X)’

avec q(0) # 0, (1.2)

ot q(X) est le polynéme réciproque du polyndéme caractéristique P et de degré r inférieur

a m, le degré du polynome P.

Démonstration. Supposons que la suite u vérifie la relation (1.1), on a par identification

des coefficients de X™*" pour n=0,1,...:

ZUan (1 —a1 X —ay X? —-~~—ame)

n>0

est un polyndome en X de degré au plus n+m. Grace a la formule (1.1), la série ¥, u, X"
n>0

est une fraction rationnelle de la forme (1.2). O

Supposons maintenant que la suite u = Y, u, X" est une fraction rationnelle
n>0

r(X)
u = , avec q(0) # 0.
q(X)
Soient 1, ..., 0y les racines du polynéme g dans une extension algébrique L du corps K

de muliplicité r;, pour 1 <i < h.

X
La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle TE X; est de la forme :
q
r(X) h bi;
= A(X) + — (1.3)
o) 22 (X5

15



Panorama sur des propriétés algébriques, arithmétiques et combinatoires des suites
récurrentes linéaires et leurs dynamiques

ot A(X) est un polynéme a coefficients dans K, qui est le quotient de la division eucli-
dienne de r par q.

En utilisant I'identité formelle pour tout entier positif 7,

(x=)7 =y 3 (" sy (14

n>0

1
et si on pose a; = — pour (1<i<h), alors 'expression (1.3) conduit a la relation

= ACX) + T3S 1) yﬂ(”;fll)xw

n>0i=1 j=1

On a donc le terme général de la suite u s’écrit sous la forme :

h
Un = ZPZ'O‘?7 (15)

avec
T3 1
Pi(n) = Y (-1bar ("7 )X
j=1 J-1

Les polynomes P; (1 <i<h) sont des polynomes en n a coefficients dans le corps L et de

degré inférieur a r;.

Exemple 1.1. L’ezemple le plus ancien (1202) d’une suite récurrente récurrente d’ordre

deux est la suite de Fibonacci définie pour tout n >0, par la relation de récurrence
Fn+1 :Fn+Fn—17

et de conditions initiales Foy =0 et £} =1.
La formule (1.5) s’écrit :

o —ay 1+\/5 1—\/5

E, = 2 avec ay = et ag =
"y -y ! 2 2 2
La fonction génératrice est
1
Fopn X" = ————.
7;1 " 1-X-X2

Les termes d’indices négatifs de la suite de Fibonacci sont donnés par :
= (-1)™VE, pour tout n €N,

qut se traduit par :
,—8,5,-3,2,-1,0,1,1,2,3,5,8, ...
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1.1 Préliminaires sur les suites récurrentes linéaires

1.1.4 Puissances d’une matrice

La donnée d’une suite u est équivalente a la donnée d’un entier m, d’une matrice
carrée A € M,,(K), d'un vecteur ligne o € My ,,(K) et d'un vecteur colonne u(0) €
M, 1 (K) tels que :

uy, = aA™u(0), pour tout n € N.

En effet, si u une suite définie par la relation (1.1) alors la matrice

0 1 0
A=l |

0 0 - 1

Qm  Ap-1 A1

n’est autre que la matrice compagnon du polynome caractéristique P(X) = X™—a; X™ 1 -
asX™2—...—q,, et si on pose u(n) le vecteur transposé de vecteur (U, Un+1; - - -, Unim-1),
alors on a la relation

u(n) = Au(n - 1) pour n > 0.

En effectuant le calcul de la puissance n®™¢ de la matrice A, le terme général de la suite

u s’obtient pour tout n >0 ainsi :
un = aA™u(0),

avec u(0) est le vecteur transposé du vecteur (ug, U1, ..., U, 1) €t « est le vecteur unité
(1,0,...,0).

1.1.5 Expression explicite du terme général d’une suite récur-

rente linéaire

Le théoréme suivant nous permettra d’expliciter le terme général de la suite u,, en
fonction de n,aq, ..., am, g, ..., @n-1. Ce théoréme sera le théoréme clef que nous allons
5 ) ) » X0, )

utiliser a plusieurs reprises dans cette these.

Théoréme 1.2. (/9]) Soit (un)ns—m une suite récurrente a termes dans un anneav unitaire
A, définie par :
U—j = O (OS]Sm—l),

(1.6)
Uy = AUy 1 + AoUp_o + - + AUy (1> 1).
Sotent (Aj)ocjem-1 €t (Yn)ns—m deux suites de A définies par
m—-1-j
Aj=— Z apogs;  (0<j<m-—1) with ag= -1, (1.7)
k=0
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Panorama sur des propriétés algébriques, arithmétiques et combinatoires des suites
récurrentes linéaires et leurs dynamiques

et

ayray?-akm (n>-m), (1.8)

Yn = :

k1+2k2+~~-+mkm=n( klv k27 T >km

alors, pour tout n >-m, on a :

Up = /\Oyn + Alyn+1 teee+ /\mflynerfl- (19)

Exemple 1.2. [l est bien connu que la suite de Lucas vérifie la méme relation de récur-
rence que la suite de Fibonacci, avec des termes initiaux différents. Cette suite fut étudiée
par le mathématicien Edouard Lucas (1842-1891).

L() = 2, Ll =1et Ln = Ln—l + Ln_g.

De sorte que ses valeurs successives sont : 2,1,3,4,7,11,....

La formule (1.5) s’écrit :

1+V5 1-V5

L, =al +al avec ay = et ag =
La fonction génératrice est
2-X
Z Ly X" = ————.
nZl 1 - X - X2

Enfin, on a le lien avec la suite de Fibonacci

Ly=Fyq+F,.

1.2 Fonction de Mobius

Définition 1.3. La fonction de Mobius p est la fonction définie sur les entiers naturels

non nuls par :

1, st n=1,
u(n) =1 (=1)™, sin est le produit de m nombres premiers distincts,
0, si n est divisible par un carré .

Quelques propriétés de la fonction p :

1. Pour tous n et m premiers entre eux,

u(nm) = ji(n)p(m).
2. Pour tout n > 1,

Z#(d)Z{L sin=1

din 0, sin>1

18



1.3 Systémes dynamiques

3. Pour tout n > 1, si k est le nombre de diviseurs premiers de n alors

> [ n(d) =2,

d/n

La fonction Mo6bius intervient dans les formules d’inversions des fonctions arithmétiques.

On a ainsi le théoréme suivant :

Théoréme 1.3. [31] Soient (ay)ns1 €t (by)ns1 deux suites.

Qy, = Z by si et seulement si b, = Z p(n/d)ag.
d/n d/n

1.3 Systémes dynamiques

Un systéme dynamique est la donnée d'un ensemble X et d'un groupe G agissant
sur X . La plupart du temps, le groupe est soit additif (Z, +) et on parle alors d’un systéme
dynamique discret soit le groupe additif (R, +) et la dynamique est dite continue.

Par exemple :

- Si X est un espace topologique et T': X — X est une application continue, nous parlerons

de dynamique topologique.

- Si X est un groupe et T': X - X est un automorphisme, alors (7', X) est dit un systéme

dynamique algébrique.

- Si X est une variété et T est une application différentiable ; on parle alors d’un systéme

dynamique différentiable.

La notion de périodicité est I'une des plus importantes dans tout le domaine de la dyna-
mique. C’est pourquoi nous commencons par énoncer la définition suivie par un exemple.

L’ensemble des points fixes d'un systéme (7, X) est :
Fix(T)={re X/Tx =x}.

et la k*¢me itération de T est donnée par : Thz = T(T*Dz), k> 1.

Dans cette section nous adopterons les notations de |27, 43].

Définition 1.4. Soit T : X — X wune application, un élément x € X est dit périodique
pour lapplication T s’il existe un entier n > 1 tel que T"x = x. Autrement dit x est le

point fize de T™ et le nombre de points périodiques de période n > 1 est
Per,(T) =#Fix(T") =#{z e X/T"x =z} .

La plus petite période de x est appelée la période premiére.
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Panorama sur des propriétés algébriques, arithmétiques et combinatoires des suites
récurrentes linéaires et leurs dynamiques

Exemple 1.3. Soit T Uapplication définie sur C par T : z = zF, le nombre de points
périodiques n’est autre que le nombre de solutions de l’équation complexe z*" = z, il en
résulte alors :

Per,(T) =#Fix(T") = k™ pour tout n > 1.

Définition 1.5. Soit x € X, on appelle orbite positif de x sous l'action de T [’ensemble
O.(z) ={x, Tz, T*x,...,} = {T"x;n e N} .
St Uapplication T est inversible, 'orbite totale de x est
O(z)={T"x;neZ}.

Un cas particulier important est quand 1’orbite du point = est finie, dans ce cas on

dit que I’élément x est pré-périodique.

Définition 1.6. Le nombre de points périodiques de période premiére égale a n > 1 est
Lo(T) = #{x € Fiz(T")[#{T"(z) }ren = n}.

Le nombre des orbites de longueur n > 1 suivant une application T est donné par la formule

sutvante : (T
0, = n(7) .

n

Remarque 1.3. Un point = est périodique de période n si et seulement si T"(x) = x et

sa période premiere est égale a n si 'orbite de x contient exactement n points.

Le lemme suivant répond a la question posée sur la suite de Fibonacci (F},)p,s1 :

1,1,2,3,5,... si elle compte les points périodiques d’un systéme dynamique donné.
Lemme 1.1. [43] 1l n’eziste aucune application T : X — X satisfaisant Per,(T) = F,.

Démonstration. Supposons qu'il existe une application 7' : X — X vérifiant : Per,(T') =
F,,, donc T a un seul point fixe. Les points fixes de I’application T3 sont : le point fixe de
T et les étéments qui proviennent des orbites de longueur 3, si elles existent. C’est a dire :
si on a Per(T) =1, alors les valeurs possibles pour Pers(7T) sont : 1,4,7,10,..., ce qui
contredit ’hypothése Pers(T) = 2. O

1.3.1 Systémes dynamiques symboliques

Soit A un alphabet ou ensemble fini des symboles que 'on munit de la topologie

discréte, induite par exemple par la distance discréte définie par :

1, st a+b,

d(a,b) = {

0, st a=bh.
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1.3 Systémes dynamiques

On pose E=N ou Z et X = AF, ’ensemble des suites infinies définies comme suit :
AP = {2 = (2;)ie : 7; € A pour tout i e E}.

L’ensemble X muni de la topologie produit est un espace métrisable par la distance

suivante :

i€k

Un élément = = (2;)se de AP est dit un mot dont z; désigne la iéme lettre.

Définition 1.7. L’application o : A® - A® définie par :
o(x;) =xiy  pour tout i€k,

s’appelle le décalage (ou shift).
Propriétés
1. Pour n € N, la ni®me itération de o décale la suite x = (x;)g n positions, ¢’est-a-dire :

o"(x;) = Ty, pour tout ie€lE.

2. L’application décalage est continue.

Définition 1.8. On appelle systéme symbolique tout systéme dynamique topologique (X, o)

construit a partir d’un alphabet A.

Définition 1.9. Un A-décalage o gauche est le systéme dynamique symbolique com-
posé de l’ensemble A® muni de la topologie produit et 'application de décalage. Si A =

{0,1,2...,n} alors le systéme dynamique (A%, o) est dit un n-décalage.

Exemple 1.4. Pour A={0,1}
X ={z=(x3) €{0,1}%; sizp=1 alors zp,1 = 0}.

Le systeme (X,0) est un espace de décalage dit "Golden mean shift”.

Pour avoir plus de détails sur les systémes dynamiques symboliques et les espaces

de décalages, nous renvoyons a [36].
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Chapitre 2

Les suites compagnons associées a la
suite r-Fibonacci généralisée :

propriétés algébriques et combinatoires

Dans ce chapitre, nous introduirons pour tous entiers non nuls s et r avec (1 < s <),
une famille de s suites compagnons associées a la suite r-Fibonacci généralisée, dites les
r-Lucas de type s, puis nous établirons leurs séries génératrices correspondantes ainsi que
leurs formes de Binet. Ensuite, nous donnons une interprétation combinatoire pour les
termes de la suite initiale et les r-Lucas de type s en utilisant les pavages linéaires et les
pavages circulaires, aprés nous aborderons une extension aux indices négatifs. A la fin de ce
chapitre, nous donnerons quelques propriétés combinatoires connues comme des identités
de convolution ou des identités sommes alternées des termes de la suite r-Fibonacci et de

ses suites compagnons.

2.1 Les suites compagnons associées a la suite r-Fibonacci
généralisée
Soient x,y € R, pour tout entier n > 2, la suite de Fibonacci généralisée (U, (z,y)) =

(Un)ns1 et la suite de Lucas (Vi (z,y)) = (Vi)ns1 sont définies respectivement par les

récurrences suivantes :

UOZO,Ul =1,Un=xUn_1+yUn_2 (n22),
V()=27V1=5(7,Vn=xvn—1+yvn—2 (nZQ)

Des cas particuliers sont les suites des Fibonacci (F,),, Pell (P,),, Jacobsthal (J,), et
respectivement, leurs suites compagnons : Lucas (L, ),, Pell-Lucas (@, ), et Jacobsthal-
Lucas (]n)n : (Fan) = (Un(l’l)’vn(lvl))7 (Pan) = (Un(Zal)aVn(271)) et (Jnajn) =
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2.1 Les suites compagnons associées a la suite r-Fibonacci généralisée

(U.(1,2),V,(1,2)). Pour des propriétés combinatoires et arithmétiques, on trouve dans
la littérature plusieurs références voir par exemple [10, 11].
Des généralisations de la suite de Fibonacci sont bien connues dans la littérature, a titre

d’exemple on a :

1. La suite de Dickinson [21] définie par :

S = S—c+a + Sm—c avec a,c des entiers.

2. La multibonacci de Miles [40] définie pour tout entier k > 2 par :
fn = fnfl + fn72 +eet fnfk'

Une autre généralisation de la suite de Fibonacci est la suite nommée la r-Fibonacci géné-
ralisée. Elle a été introduite par Raab [45] et elle est définie par la relation de récurrence

sulvante :

{ Uér) =0, U,gr) =zl (1<k<r), (2.1)

Um =20 +yU™". (> ).

n+1

Il est bien établi que, pour tout n >r

/S
o=y (M

)xn—(r+1)kyk' (22)
k=0

La fonction génératrice de la suite (Uy))nzo est donnée par ’expression suivante :

1
= —_— 2.3
= n+l 1=z _sz+1 ( )

U(z)= Y U 2" =

Pour plus de détails et de résultats sur la suite r-Fibonacci généralisée, voir [32, 33,
45].

Définition 2.1. Pour tous entiers n, r et s (1 < s <r), on définit la famille de suites

compagnons associées & la suite r-Fibonacci généralisée (Uy))n par la relation suivante :

{ Vsl VO <ok (15k <), 24

v = v ) gy (s ).
La suite (V")) est nommée r-Lucas de type s.

Remarque 2.1. Pour s =0, on obtient la suite r-Fibonacci décalée.

Le théoréme suivant permet d’exprimer les Vn(r’s) en fonction de s et de U7(LT).
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Les suites compagnons associées a la suite r-Fibonacci généralisée : propriétés algébriques et
combinatoires

Théoréme 2.1. Soient r et s deux entiers tels que 1 < s<r et x ety deuzr éléments d’un

anneau unitaire A, avec y inversible. Pour tout n>r, on a :

|VASE FASORTY J O (2.5)

n+1
il en résulte la forme explicite suivante, pour tout n > 1,

/Dl — (= 5) (n -rk

Vn(r,s) _ Z B

—_ )xn—(rﬂ)kyk_ (26)
k=0

Pour la démonstration du théoréme, on utilise le Théoréme 1.2.

Démonstration. Considérons la suite (Vn(r’s))nzo définie par la relation de récurrence (6.2.4),
qui correspond dans la relation (1.6) & : a1 = x,a,41 =y et as = ag == a, = 0. En remar-
quant que pour tout 0<j<r, onau_; =a; =y Y (Uy_js1 —2U,_;), ce qui donne o = s+1,
ar=ag=-=a,_1=0et o, = —sxy~ L.

Par conséquent, la suite (\;)ocj<r est définie comme suit :

)\0 =S+ 17
I8
Aj = _kz'ak_j&k = —a,_ja, pour 1 <j <.
=j
Pour ag = -1, on trouve les valeurs suivantes : A\ = Ay = - = A\,g = 0, A\, = sz?y~! et

A = —sxy~h.

En utilisant la formule (1.8) du Théoréme 1.2, on obtient pour tout n > 0,

ky + k, ok .
Yn = 1 +1)xk1ykr+1 — Z (77, r )xn(wrl)kyk — U( )

n+1-
ki+(r+1)kpi1=n ( kl; kr+1 k>0 k

La formule (1.9), nous permet détablir I'expression de Vn(r’s) en fonction de s, z,y, Ao, ..., A,

et US". D’ott pour tout entier n > 7,

Vi = N U, + MUS, + e 0 UL

n+r+l

= MUR + AU+ AU
= (s + DU + sy (@UL - UgD)
=(s+ 1)U(T) — szU"”

n+1

= syU\" + U

n+1l-

Finalement
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2.1 Les suites compagnons associées a la suite r-Fibonacci généralisée

AEE Ué:)l + syU),
_ I;) (n —krk)xn_(r+1)kyk N Sy};) (n -r —kl - rk;)xn_r_l_(m)kyk
_ I;) (” _krk)xn—(r+1)kyk N 8;0 (” -1 _l:(k + 1))xn—(r+1)(k+1)yk¢+1
_ ln/]izi;r)l)J(1 o _]grk)(n _krk)a:"‘(”l)kyk

) ln/(r+1)] w(n - rk)xn_(m)kyk_
n-rk k

k=0

]

Remarque 2.2. La relation de récurrence de la suite (U,(LT))H s’écrit sous forme matri-

cielle comme suit

U = Az, )y,
A 0 0 y
Ut 1 0 0
on " = | U pourn >0 et A.(z,y)=| 0 1 : appelée matrice com-
: : .0
us). 0 0 1 z

pagnon associée a la récurrence linéaire (2.1).

Par induction sur n, on calcule la puissance n**™¢ de A,(x,y),

yU yUs”

va(zi)r yUr(zgw 1
yUD U e U, U,
Al(x,y) = : : ' : :
yU7(L1:)2r+1 yU7(L7:)2r+2 yU?EC)r yU7EC)7=+1
SN N LR

Considérons maintenant pour tout entier s avec 1 < s <r, la sous matrice Cs(x,y) d’ordre
(s + 1), obtenue de la matrice A%(x,y), en supprimant la premiére ligne et la premiére
colonne.
En évaluant la trace Cs(x,y), on retrouve la relation (2.5).
1 1

yUusly yUs)

W a0 |4
yUn U

n+1

Pour s=r=1, Cy(x,y) = (
tr(Cy(z,y)) = tr(A7(z,y)) = UL+ yUD =y,
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Les suites compagnons associées a la suite r-Fibonacci généralisée : propriétés algébriques et
combinatoires

Pour s =r (r>1), Cy(w,y) = Ap(w,y) et tr(Culw,y)) = Uy +ryUnT = V™.

Si on prend le cas s =2 et r =3, donc Cy(x,y) est la sous matrice obtenue de A%(x,y)

d’ordre 3, donnée par :

3 3 3

yU®, yUut®, Ul
Co(z,y) = | yU®, U U |,
3 3 3
v u®  y®

n+1

donc

tT(CQ(m, y)) = U(3) + 2yUr(3)3 _ Vn(3,2).

n+1

2.1.1 La fonction génératrice de la suite r-Lucas de type s

Dans cette sous section nous allons évaluer la fonction génératrice de la suite (Vn(r’s))nzo

pour tout 1 < s <.

Théoréme 2.2. Soit A =R ou C, pour z € C la fonction génératrice de la suite (Vn(r’s))nzo

est donnée par :

1 _
V()= P _ (1+5)-sxz

+1°
=0 1-xzz-yz"

(2.7)
Démonstration.

V(2) = Zuso Va2
- ano(Uml(T) n SyUn_r(r))z"
= Y os0(Une1 M2 455,00 yUn ()21
= U(2)+5Y,50(Upns1 — Uy, ) 2"
= (1+s)U(z2) - sxzU(2),

- 1+s)-
U(z) est la série génératrice de la suite (U,(L ))n207 d'ou V(z2) = (S)—W
1-xz—yzr!

2.1.2 Formules de Binet

Afin d’introduire les formes de Binet correspondantes aux suites (US”) et (V")
nous allons dans cette sous section, étudier les propriétés de 1’équation caractéristique

associée aux suites (US") et (V,()) donnée par :
t — ot~y = 0. (2.8)

Ces propriétés comprennent le discriminant, 'emplacement des racines et sa réductibilité

et solvabilité.
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2.1 Les suites compagnons associées a la suite r-Fibonacci généralisée

Le polynome caractéristique associé aux suites (US”) et (V") est

h
P(t)y=t* —at" -y =[](X - a;)7,
=1

ol oy, ...,y sont les (r+1) racines de 'équation (2.8) de multiplicité r; et i ri=r+1
En utilisant le critére de De Gua pour trouver des racines imaginaires, nous] _\;oyons que
I'équation (2.8) a au plus trois racines réelles puisque il y a (r—1) termes successifs absents
entre deux termes de méme signe et donc il existe au moins (r—2) racines imaginaires. De
plus si v est une racine multiple de I’équation (2.8), il est facile de vérifier que a = rz/(r+1)

et que l'ordre de multiplicité maximale d’une racine réelle est égal a 2.

Théoréme 2.3. Le discriminant du polyndome caractéristique P est
A = (_1)r(r+1)/2y (((Z‘T)Hl + yr(r + 1)r+1)/7,) )

Démonstration. Si P’ désigne la dérivée de polynéme P et R(P, P’) est le résultant des
polynémes P et P’; alors en utilisant un résultat de [37] qui précise le discriminant d’un
polynéme, on a

A = (_1)7'('r’+1)/2P£(F)7 P,),

avec

R(P,P") = (r+ 1)V ] P(my)

ou m; sont les racines du polynéme P’. Ce qui donne :

A (-=1)" D2+ 1)V PO)P(ra/r + 1)
(1) D2 (4 1) 4D (—g)) ((m;/r + )™ —z(rz/r+1)" - y)

(_1)r(r+1)/2y ((x,r,)wl/,r, + Z/('f’ T 1)r+1)) )

O

Une conséquence immédiate du théoréme précédent est que o = rz/(r + 1) est une

racine multiple de I'équation (2.8), si et seulement si y = (-=1/r) (rz/r +1)"".

Théoréme 2.4. Soient oy, s, ..., a1 les racines du polynome caractéristique P(t) =
r+1

4 — ptr — y associée aur suites (US )pso et (V") )0 tel que y # (=1/r) (rafr +1)

Alors pour tout entier 1 < s<r, on a :

r+1 n+1 r+1
aj A (s+ 1oy - sx

UN =S Tk ) SN e 2R
il ,;(rﬂ)ak—rx ,; k(r+1)ak—rx

Démonstration. En utilisant la décomposition de Jordan de la matrice A,(z,y), on voit
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qu’il existe des éléments rationnelles by, tels que I'on ait Up," r) = Z braj. Le systéme peut

étre résolu par la régle de Cramer et le déterminant de Vandermonde en utilisant les (r+1)

termes initiaux de la suite (Ué )). Il en résulte que :

s (ap —ar)(ag — ag) (g — ag_1) (g — gy ) (g — @T+1)‘ (2.9)

D’autre part, on a P(t) =t —at"—y = (t—ay)(t—ag)-(t —41), alors pour 1 <k <r+1,

r—1

P'(ay) (r+1)a) —rzaj,

(o — o) (g — ag)(ap — ap-1) (o = Qger) (g = Qi)

ce qui donne :

r+ Do —rzat™t ol N(r+1)ag —rx r+1)ag—rx)’
k k k

Donc
r+1 OéZ+1

Uy = Zb YD)

= (r+ Dag-rx’

La forme de Binet de (V,\")),..0 se déduit de la relation (2.5).

Vi) = U+ syuln)
) % &Z+1 .\ s r+1 Q,Z r
= (r+ Doy —ra = (r+ Doy —ra

r+1 an T(a71;+1 + Sy)

-5

= (r+ Doy —rx

’f (gt + s(aptt - zay)
N = (r+1ag-rz
'r+1 (8+ 1) r+1 xaz)

—Z

(r+ 1)0% —-rx

o (s+ 1)y - sz

=2

(r+1ag—ra’
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2.2 Interprétation combinatoire des suites (US”) et (V")

2.2 Interprétation combinatoire des suites (UT(LT)) et
(V")

Dans la présente section, nous proposons une interprétation combinatoire pour les
termes de la suite r-Fibonacci généralisée et les suites r-Lucas de type s en utilisant un
pavage linéaire, inspiré des travaux de Benjamin et Quinn [14| pour r = 1.

Pour tout entier n > 1, le nombre généralisé de Fibonacci U,,; compte le nombre de ma-
niére de paver un n-ruban avec des carrés et des dominos colorés, ot x représente l'inten-

sité de coloration pour les carrés et y représente 'intensité de coloration pour les dominos.

Définition 2.2. Un n-ruban est la concaténation de n cellules carrées numérotées de 1

Jusqu’a n d’une maniere linéaire.

Définition 2.3. Un k-omino est un polymino linéaire qui couvre k cellules consécutives

d’un ruban, pour k=1 et k=2 on obtient respectivement un carré et un domino.

Définition 2.4. Un n-ruban circulaire (n -bracelet) est la concaténation de n cellules

carrées numeérotées de 1 jusqu’a n d’une maniére circulaire .

Remarque 2.3. Notons que la premiére piéce d’un n-bracelet est celle qui couvre la cellule
numéro 1, elle peut étre soit un carré, un (r+1)-omino qui couvre les cellules de 1 jusqu’a

(r+1) ou bien un (r+1)-omino qui couvre les cellules 1 et (r+1).

Définition 2.5. Un n-bracelet est dit sans phase si il y a un (r+1)-omino qui couvre les
cellules 1 et (r+1) au niveau t pour 1 <t <r du (r+ 1)-omino correspondant, sinon le

n-bracelet est dit en phase (avec phase).

Dans notre cas les positions susceptibles d’étre sans phase sont 1,...,s. Par exemple,
comme illustré sur les Figures 2.2, 2.3 et 2.4, on a : les 3 premiers bracelets sont avec phase
et les autres correspondent a des bracelets sans phase ot le 4-omino couvre les cellules 1

et 5 au niveau de s premiéres positions peuvent occuper, pour 1< s < 3.

FIGURE 2.1 — n-bracelet et (r + 1)-omino.
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0 0] 0
FIGURE 2.2 — Pavage circulaire de longueur 5 pour s = 1.
f 0 f 0
FIGURE 2.3 — Pavage circulaire de longueur 5 pour s = 2.
D’aprés la relation 2.2 et le Théoreme 2.1 on a :
[n/(r+1)] -rk
Ué:)l = > U(nk) avec U(nk):= (n k?‘ ):L’”‘(”l)kyk (2.10)
k=0
et
[n/(r+1)] —(r=35)k (n -1k
Vn(r,S) _ Z V(n, k‘) avec V(n,k) = M(n r )x"‘”*l)kyk. (2.11>
0 n-rk k

Proposition 2.1. Soient x,y et n des entiers, le nombre de r-Fibonacci Ué:)l compte le
nombre de maniéres de paver un n-ruban avec des carrés et des (r +1)-ominos, ot il y a

x différentes couleurs pour les carrés et y différentes couleurs pour les (r + 1)-ominos.

Démonstration. Soient n>r et (k=0,...,|n/(r+1)]), on suppose que le pavage contient
k (r + 1)-ominos, alors nécessairement il reste n — (r + 1)k carrés & paver. En tout, il y a
n—(r+1)k+k =n-rk piéce et par conséquent, le nombre de maniéres de choisir k& (r+1)-

ominos de poids y* et des carrés de poids 2"~ ("+*Dk parmi n—rk est : ("_krk)a:"‘(“l)kyk. O

Le résultat ci-dessous est I'interprétation combinatoire des termes de la suite (V (")),

pour tous entiers positifs s et r avec 1 <s<r.
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FIGURE 2.4 — Pavage circulaire de longueur 5 pour s = 3.
Théoréme 2.5. Soient n,r et s des entiers et x,y € N, Vn(r’s) compte le nombre de

maniéres de paver un n-bracelet avec des carrés de x différentes couleurs et des (r +1)-
ominos de y différentes couleurs, avec les s premiéres positions sont autorisées d’étre sur

le point zéro du bracelet.
Pour la démonstration nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1. Pour tous entiers n,r et s et x,y € N, V(n,k) le nombre de maniéres
de paver un n-bracelet avec exactement k (k = 0,...,[n/(r+1)]) (r + 1)-ominos de y
différentes couleurs et des carrés de x différentes couleurs, avec les s premiéres positions
sont autorisées d’étre sur le point zéro du bracelet est donnée par l’expression suivante :

—(r—s)k(n—rk

V(nk)="2 ; )x”_(”l)kyk. (2.12)

n-rk
Preuve du Lemme 2.1. Premiérement, on suppose que le n-bracelet est avec phase c’est
a dire aucun (r + 1)-omino ne couvre les cellules 1 et n, alors le nombre de maniéres
de paver un n-bracelet correspond au nombre de maniéres de paver un n-ruban qui est
n=rkY n—(r+1)k, k

(") an ek,

Deuxiément, supposons qu’il y a un (r + 1)-omino occupant les cellules 1 et n c’est a

dire le n-bracelet est sans phase. Nous acceptons seulement les premiéres s positions du
(r + 1)-ominos couvrant les cellules 1 et n. Donc on a necessairement s possibilités, pour

1 < s < r. Alors il reste a paver n — (r + 1) cellules avec (k—1) (r + 1)-ominos ce qui
n-rk-1

o )x”‘(” Dkyk possibilités. Finalement on a :

correspond exactement & (

n-rk-1

-rk
V(TL, k;) = (n kr )xn—(wl)kyk n 8( 1

)xn—(r+1)kyk‘
O

Preuve du Théoréme 2.5. Notons que le nombre de maniéres de paver un n-bracelet avec

des carrés de x différentes couleurs et des (r + 1)-ominos de y différentes couleurs est

[n/(r+1)]
VD = STV (k)
k=0
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]

2.3 Extension des suites (U"), et (V,"*)), aux indices
négatifs

Les formules de Binet ainsi que la relation de récurrence (2.1) nous permettent
d’étendre les termes des suites (US),, et (V,\"*), vers la gauche, c’est a dire de calculer

les termes d’indices négatifs. Dans ce sens, nous proposons la définition suivante :

Définition 2.6. Pour tout entiern>1, on a :

r+1 " r+1 +1 _
U,(:L) = Z ket V,SZ’S) = oz,;"—(s Jau T
S (r+Dag—rx ] (r+1ag-rz

Le résultat suivant se démontre facilement par un changement de variables.

Proposition 2.2. Soient A un anneau unitaire et x,y deux éléments inversibles de A,
pour tous entiers n >0 et r > 1, les termes de la suite (UE;))n vérifient la relation de la

récurrence suivante :

UD =y U —ay U (nxr+1). (2.13)

—-n+r+l

Démonstration. On remplace n par —n + r dans la formule de Binet.

e s
Cnirel T ’; G+ Doag—rz
_ % (o) (™)
= (r+Dag—rx
oM (xal +y)

- 3

& (r+ Dag—re
r+1 -n+r r+1 -n
Qg Qg

= ), +y),

& (r+Dag—re & (r+Dag—re

= aUS +yUS),
ce qui achéve la démonstration, pour tout entier n > r + 1,
U =y U -y UG
O

Par exemple, dans la Table 2.1, nous présenterons les premiers termes des suites
(U2 et (V).
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n U ASR
-13 | bxty=6 —4ay=> —TxPy6 + 1622y~
-12 | 2Py + 622y~ | 28y ~6 — 14a3y > + 2y~
11| A3y P +y 6ty — Toy™
-10 | 2ty = 3xy™ —xPy~5 + 92y~
-9 3y~ —bady~t +2y~3
3 "yt 2yt By
-7 —2xy3 4a2y~3

6 22y3 "3y 3 4 9y
-5 Y2 —3xy~2

A iy 22y

-3 0 2y~

) y T "oy T

-1 0 0

0 0 2

TABLE 2.1 — Quelques valeurs des termes de (Ufi)) et (V_(s’l)).

Lemme 2.2. Pour tous entiers m,r, on a :

i(—l)j”( " ) = (—1)(’"+”(k_1)+(k_1). (2.14)

m+ m+r m

Démonstration. En utilisant les propriétés du coefficient binomial, le lemme se démontre

par induction sur r pour tout » > 1. On a :

e )00 ()

donc l'assertion (2.14) est vérifée pour r = 1. Supposons que (2.14) est vraie pour tout

p < r, et montrons qu’elle est vraie pour r + 1.

En effet :
7§( 1)J+1(m+]) B ;(_1)j+1(m+j) (- )(m+r+1)
() () e )
- eo(,5) ()
D’ou le résultat. O

Théoréme 2.6. Pour tout entier n € N, la suite (U_(;))nzl satisfait les deux identités
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équivalentes suivantes
U - zk: (f_—rlk)(_I)_n_1+(r+1)ky—k7 (2.15)
Ay ((” - kk_ T)/T)(_x)(n—r—(r+1)k)/ry(—n+k)/7“7 (2.16)
k

avec Uy = 0. La premiére somme est limitée aux entiers k > 1 tels que [(n+1)/(r+1)| <k <
[(n=1)/r|; la deuziéme somme est limitée aux entiers k compris entre 0 et [(n-r)/(r+1)],

et qui satisfont r divise (n —k).

Démonstration. Considérons la suite (W), )ns0) définie par W, = US:L), alors

W, =y W —ay Wi,
avec ay = ag = - = a,_1 =0, a, = —xy~' et a,41 = y~'. Remarquons que pour 1 < j <r on

aW._; = U]@ = 2J-1. Par conséquent, la suite (\;)ocj<r définie pour tout entier 0 < j <r
comme suit :

r—j
A==, akUlE:; avec ag = —1.
k=0

Ce qui donne : A\g =2yt et A\; =277 pour 1 <j<r.

Finalement, la suite (y,), est donnée par I'expression suivante

ky+ky . k _ _
yo= T (Emaray = B (,5) (o) ey,
rkr+(r+1)kri1=n A

En appliquant le Théoréme 1.2, on obtient I'expression de (W,,),, en fonction de (\,) et

(y,) pour tout entier n > 0,

Wn = )\0yn + )\lynJrl toeet )\rynJrr;
_ -1 T j—1 )
=T y yn + Zj:l T yn+j>

= 2"y} % (n_ka)(_x)(r+1)k—ny—k +ad Y % (n+f_rk)(_x)(wl)k—n—jy—k

= ) (D () + (DO )
n-rk

=% (7)) (~2) 1+ Dy ~k( Lemme 2.2)
k

_ Z ((n—kk—r)/r)(_:L,)(n—r—(r+1)k)/ry(—n+k)/r.
k; r|(n—k)

D’ou la relation (2.16). O
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En utilisant la formule de Binet, nous démontrons une identité semblable & la relation

(2.5) établie par le terme général de la suite (V_(;;’s))nzl en fonction de s et U).

Théoréme 2.7. Soient r et s deux entiers tels que 1 < s <r, pour tout n>1 on a
v ™ s syult) (2.17)

ainsi, on obtient les expressions suivantes, pour tout n > 1

L(n=D)/r) ) (r-s)k

r.s k-1 -n+(r - njr, —njr
VG - SR ) e sy sy ), (2.18)
k
ou encore
r,5 S?’L-l-(T—S)k' (n—k’—r)/r n—(r r, (-n r n/r, —n/r
Ve - e I O R e KRt IO
k, r|(n-k)

(2.19)
avec VO(T’S) =s+1 et [r|n]=1 pourr divise n et 0 sinon.
Nous pouvons limiter la premiére somme o des entiers k compris entre |n/(r +1)] et
[(n—=1)/r]; la deuzieme somme est limitée aux entiers k compris entre 1 et |n/(r+1)],

et qui satisfont r divise (n—k).

Démonstration. Pour démontrer I'identité (2.17), il suffit d’appliquer les formes de Binet

correspondantes

r+1

Ve = Z

r+l ,-n+1 -n+l _ -n
ak + sak S:L‘Oék

L (s+ D)oy, — sz
o (r+1Dag-rz

= (r+1Dag-rzx

r+1 -n+1 r+1 7n r r+1 r
O (03" —zap)

=2 DI

Z(r+ Dag—rx o (r+lag-rx

r+1 —n r

= U 4 —_—
it syz r+1)ak—mc

= U(r+1 + syU(;)_r.

Nous donnerons la preuve de l'identité (2.18), la preuve de la deuxiéme (2.19) est obtenue

facilement en utilisant la méme approche. En appliquant les relations (2.17) et (2.15), on
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obtient :
V_(;;’S) = U(TJr1 + syU(:l)_T
[(n-1)/r] [(n-1)/r]
= (n—kl_—lrk)( —g) DRy g Y (nfr__lrk)(_:L.)—n—r—1+(r+1)ky—k+1
k
[((n-D)/fr] [n/r]
- (n_kl_lrk)(_x)—m(ul)ky—k+S % (n Tk)( )~ (r+ D)y ok
[(n-1)/r] k-1 —n+(r+1)k, ~k [n/r] n+(r+1)|n/r],~|n/r]
- ) () (-2 yes(, rln/r| )( —x)” Yy ;
ce qui achéve la démonstration. O

Nous déduisons que la caractérisation (2.5) de la suite (Vn(r’s)) donnée par le Théoréme
2.1 est généralisée pour les n négatifs.

Nous allons maintenant présenter quelques applications liées aux Théorémes 2.6 et 2.7.

Application 1 Soient (F},), la suite de Fibonacci et (L,),, la suite de Lucas, alors pour

tout n>1ona: n (k1
F,=(-1)"" ( - ) 2.20
G R (2:20)
et

(1)n”1 n ( k-1

" )+ (-1)". (2.21)

n-1-

Application 2 En prenant r =1 et (x,y) = (2,1), on obtient la suite de Pell (F,),, et la

suite de Pell Lucas (Q,),. Pour tout n > 1 on a :

= (-2)™! g (s:i) (2.22)

Q_n:(_2)_n”’1 n ( k-1

Sl _k) (<2, (2.23)

Application 3 Considérons la suite 2-Fibonacci (U,SZ))n. Pour tout n > 1,

(2) _ k-1 ) -1 -n—-1+3k
Ve Zk:(n—Qk (=1 '

Les suites compagnons d’indices négatifs pour s = 1,2 sont définies par les identités

suivantes,
[(nD)/2] ) 1 k-1 1
AS n ( ) —1)7E (14 (=1)")(=1)l2
Zk: panr RPN (G)) 51+ (=1)")(-1)
et

‘/(2,2):“”_1)/2J n ( k-1

e M [ RN GRS VRIS
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2.4 Applications

2.4.1 Relations de convolution

Dans cette sous section, nous allons présenter quelques relations de convolutions de

la suite r-Fibonacci généraliséeet de ses compagnons, les polynomes r-Lucas.
Théoréme 2.8. Soient (UL )nso et (V")) pso respectivement la suite r-Fibonacci géné-
ralisée et la suite polynomiale r-Lucas de type s. Pour tous entiers n,m >r, on a

n—j -~ m+j m+r+1

y Y UDUS) = U, - U UY)
j=1

et

r

y Z U(T) V(:;S) — Vn(:;i) _ U(T) V(T,S)'

m-r+j n m+17' "
J=1

Démonstration. Le résultat est obtenu par identification des termes de mémes entrées
dans les matrices A?*™(x,y) et A?(z,y) x A"(x,y). O

Corollaire 2.1. Pour tout entier n >0, les identités suivantes sont vérifiées :

) B e o /2-1r/2]) 7 7(F) 1 7(7)
Uy =2y Z(:) UpiUp it Uy Un+172(r/27[r/2j) (2.24)
J=
et
(r) B e e (") \2 (r) 2
U2n+1 = 2y Z Un+1—jUn—r+j + (Un+1) + 2y(7”/2 - lT/QJ)(Unf(rq)/g) . (2'25>

=0
Pour (z,y) = (1,1) et r = 1, on retrouve les identités de Cassini et quelques identités

connues pour la suite de Fibonacci [35],
Foim=Fo1Fp+ FoFp et Ly = FopLp oy + Fm+1Ln7

n

2.4.2 Sommes pondérées alternées des termes de la suite r-Fibonacci

généralisée et de ses suites compagnons

Dans la présente sous section, nous donnons une forme explicite de la somme alternée
des termes de la suite r-Fibonacci généralisée, ainsi que de ses compagnons (Vn(r’s) ) pour
tout entier s.

Considérons pour tout entier naturel non nul m, la suite de terme général §T(Lr) Y A

satisfaisant la relation de récurrence suivante :

€0 = mat? « mriyel),
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ou les termes initiaux sont donnés par : ((]T) =0, ,Er) =(mz)t (1<k<r).
Nous définissons encore pour tout entier naturel non nul m, les suites compagnons asso-

cices & la suite (&) indexée par s (1< s<7) :

nT(Lr,s) _ mnvn(r,s) :

satisfaisant la récurrence
(r,5)

(GO
n n-r—1-

oy

M =man

avec g =s+1 et n = (mx)* (1<k<r).

Les suites (§7§Lr)) et (nﬁf’s)) sont liées par la relation suivante :

r+1

T = §n+1 +sm ygn—r-

Soit A, (z,y) la matrice compagnon d’ordre (r + 1) associée a &

0 0 - 0 mtly
1 0 0 0
Ar(z,y)=] 0 :
0 0
0 0 1 mx )

et sa puissance n*™¢ est donnée par :

mretyeD oy e el mreiyel)
mT+1y£7(7,7;)7"—1 yéf—)r mr+1y€(i)2 mr+1y£7(17:)1
A (z,y) = : ; : :
mr y&(;:)%wl y@(ﬁww e mﬁlyfr(bt)r mr yéfzi)wrl
O

Maintenant, nous allons utiliser une approche matricielle (appliquée par Kilic dans [32,

33]), pour calculer la somme S5 (m) des termes de la suite &5,

n

S (m) = Y €.

=1

Nous étendons la représentation matricielle de (f,(f)) et nous définissons la matrice géné-

ratrice de la somme de termes de la suite (fff)) comme suit : soient T,.(z,y) et R,(x,y)
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des matrices carrées d’ordre (r + 2) définies respectivement par :

1 0 0 0 0
max 0 0 m?”+1y
0 0 0
T.(x,y) =
(2,y) 01 ;
~ 0 0
0 0 0 0
et
1 0 0 0 0
S, 57(1?1 mrl gr(f)rﬂ 77”L7«+1y57(l7“_)1 mrlygl)
S ) e e ety e ()
Rn(xvy) = . ! ) yg .ygn—Q .?/fn_l
Sn-rs1 gfﬁm .. R L) mmyéf)m
Sn-r mﬂlyg —r+1 mHl?/f(T)QrH 67(17:)7”—1 mHlyg(T) )
Nous définissons aussi la matrice (r +2) x (r + 2)
1 0 0o - 0 0
Ty Q4 ab arary
1 r-1 r—1 r—1 r—1
T o apt e artt o
G(z,y)=| ey L2 AR P (2.26)
i o
S T N R
. 11 - 1 1

1-mz-mr+ly

Supposons que le discriminant du polynome caractéristique correspondant a la matrice
A, (z,y) est différent de zéro, alors les valeurs propres de T,.(z,y), 1,01, a9, ..., a1 sont

toutes distinctes.

Théoréme 2.9. Soit S (m) la somme de termes de la suite (flgr)) de 1 jusqu’a n, et

P(t) =t —=mat™ —m" 1y le polynome caractéristique correspondant avec P(1) # 0. Alors

T 1 r T
S5 (m) = Q- —m stfJW (2.27)

1—mxz—-mr+ly

Démonstration. On a :
Tr(xay) XGT(may):GT(xay) XM? (228)

ot M=Diag(1l,ay,as,...,0m41).
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En utilisant la définition du déterminant de Vandermonde, on a :

det(G,(z,y)) = [[(o; — ay) # 0

ik
i.e (G.(x,y)) est inversible, alors 'identité (2.28) s’écrit comme suit :
G (@,y) x To(x,y) x G (z,y) = M,
ce qui donne :
G M w,y) x T(z,y) x Gp(x,y) = M™  ou encore  T™(z,y) x G,(z,y) = G,(z,y) x M"

comme T (z,y) = R,(x,y) alors, en identifiant les termes de méme entrée, l'identité (2.27)
est établie. 0

Corollaire 2.2. Pour tout entier naturel n > 1, la somme des termes de la suite r-

Fibonacci généralisée (Ur(f)(x,y))n est donnée par la formule suivante :

T 1 T T
Sfl)(l)zl—y 1 U7§+)1 ZUT(l )r+j

e

Corollaire 2.3. Pour tout entier naturel n > 1, la somme alternée des termes de la suite

r-Fibonacci généralisée (U,(f)(x,y))n est donnée par ’expression suivante :

1

Oy
S (=1) l+z+(-Dry

(1= D"+ GOy RN,
iz
Exemples 2.1. 1. Pour r = 1 et (x,y) = (1,1), on obtient la somme et la somme

alternée des termes de la suite de Fibonacci. (F,)nso-

ZF Fn+2

et

n

S (1Y =1 (-1 Fy

2. Pourr=1 et (x,y)=(2,1), la suite (Uy(f)) est réduite a la suite de Pell (Py)ns0, 00
a: .
Z n+1 + P — 1)

j=1
et

i«nﬂﬂ=gr44wwnﬂ—a»

3. Pour r =2 et (z,y) = (1,1), on obtient la suite 2-Fibonacci (T,,)ns0 satisfaisant la
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récurrence T,,1 =T, +T,,_o avec Ty = 0,1, =15 =1, alors

ST = (Tus=1) et Y(-1T = 5 (1= (1) (T + Tos)
j=1 j=1
Maintenant, nous établirons pour tout entier naturel non nul s, I’expression de la

somme des termes des suites compagnons (n\"") de (&) définie par

ST (m) = Zn(”) me'vj”’s).

7=1

Théoréme 2.10. Soient Sq(f’s)(m) la somme des termes de (n,(f’s)) de 1 jusqu’a n et
P(t) = t*t — mat” - m"™*ty le polynéme caractéristique correspondant tel que P(1) # 0.
Alors

r,8 1 r r,s 7,8
S (m) = o (s Ly )y S ) - (2.29)

Démonstration. Selon la relation (2.5) on a :

Dty = X (Gl +smT gl
n+l r r
- Z]+T‘+1€()+Sm yz 6;)
n+1(m - Zj:1 é‘](T) + Smr+1ys1sr—)7‘(m)7

or
2;1 gg(‘r) = Z;=1(mx)j_l = Z (ma:)J =1+ Z; i J(T S)’

alors en utilisant la relation (2.27), on trouve :

n T,8 1 r r
Z] 177]( '+l = 1_mx_mr+1y(1_€1(z+)2_m Z/Z] 157(L T+]+1)
1 (r) (r)
* Syl _mx_mr+1y(1 _gn—r+1 -m’ yZ] 1€n 27~+]
1 r T8 r T,8
plpr—— G By —mry Y nl).

Finalement

no(rs) _ 1 rel, () () 3
ZJITI] 1_mx_mr+1y(1+8m+y_77n+l -m" yzj 1nn 7"+]

]

Le théoréme précédent nous permet d’évaluer la somme et la somme alternative des

termes des suites compagnons de la suite r-Fibonacci généralisée.
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Les suites compagnons associées a la suite r-Fibonacci généralisée : propriétés algébriques et
combinatoires

Corollaire 2.4. Pour tout entier natureln > 1, on a :
1 rs) _ q(rs) 1 (rs) _ N )
ZV] =9, (1)=1_$_ (1+sy-V, —yZVn_Hj)—l.
j=1 Yy j=1

Corollaire 2.5. La somme alternée de la suite (V""" (z,y))n est donnée par :

1
l+z+(-1)y

n+l -r+]

S (1)) = (1= (=1)"sy+ (~1)" V.7 + (=1)7y Y (-1 759y, y -1,
j=1 J=1

Exemples 2.2. 1. Pour (r,s) = (1,1) et (z,y) = (1,1), on obtient la suite de Lucas
(Ln)nzoa
Z Ly = Lpio - 3,
k=1

et
i(—l)’%k =1+ (-1)"Ly_1.

k=1
2. Pour (r,s) = (2,1) et (z,y) = (1,1), on trouve la suite (T )nso nommée la 2-
Fibonacci-Lucas de type 1, alors

n

Z Tk(z,1) _ @1 g

n+3
k=1

et

n+1

S 21y _ 1 (2. 21
S DM = (DT T -1
k=1

3. Pour (r,s) = (2,2) et (x,y) = (1,1), on obtient la suite (T,§2’2))n20 appelée la 2-

Fibonacci-Lucas de type 2, alors

n+3

Z Tkgzg) _ 722 _y
k=1

et
u 1
YD = (1 (NI + 1) - 1
k=1
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Chapitre 3

Le g-analogue et le (p, g)-analogue de la
suite de polynémes r-Fibonacci et de

ses compagnons

3.1 Introduction

Le g-analogue d’une identité, un théoréme ou une expression est une généralisation
impliquant un nouveau paramétre g € R qui se spécialise en l'identité originale en faisant
tendre ¢ vers 1.

La g-théorie classique commence par la définition des entiers naturels, 1'égalité
1—-q"

lim =n
-1 1-¢q

suggere que ’on peut définir le g-analogue de I'entier n comme étant

n—1

[n]g=1+q+-+q"",

satisfaisant
[n]y = [klq +¢"[n - k], = ¢"F[E], + [n - k],

En utilisant la définition du ¢g-analogue d’un entier, on définit le g-analogue de la factorielle

connue sous le nom ¢-factorielle, par

[n]q! = [1]g[2]g[n]q-
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Le g-analogue et le (p,q)-analogue de la suite de polynémes r-Fibonacci et de ses
compagnons

A partir de la g¢-factorielle, on définit le g-analogue des coefficients binomiaux dit g¢-

binomiaux ou coefficients binomiaux de Gauss,

I e i ) s A I o

Dans la premiére section de ce chapitre, nous présenterons les différentes approches définis-

et

sant le g-analogue des suites polynomiales de Fibonacci et de Lucas, suggérés par Carlitz
et Cigler [18, 15], suivie par 'approche unificatrice donnée par Cigler [19]. Nous passe-
rons ensuite dans la deuxiéme section au g-analogue de la suite r-Fibonacci généralisée,

I'approche proposée par Belbachir et Benmezai [12].

3.2 Les approches de Carlitz et de Cigler pour le ¢-

analogue de la suite de Fibonacci et de Lucas

1. En 1975, Carlitz [15] a proposé comme g-analogue de la suite de polynomes bivariés

de Fibonacci, les polynémes définis pour tout n >0, par :

RGN S -
Foa(z,y):= > ¢ [ " ]w” Y, (3.1)
k=0 q

avec F(()T)(m,y) =0.

La suite de polynémes (F,, (x,y))ns0 satisfait les relations de récurrence suivantes :

Foi(z,y) = 2F,(z,y) + " 'yFu1(2,y) (3.2)
et
Fo1(2,y) = 2F, (2, qy) + q@yF -1 (2, ¢%y). (3.3)

Cigler a associé a la définition de Carlitz un g-analogue des polynomes bivariés

de Lucas, en utilisant un analogue intéressant de la puissance n'*™¢ de la matrice

associée a la suite de Fibonacci C'(x,y) := ) , il montre que
x
- - yFna(z,qy)  Falzy
C(z,q" 'y)C(z,q" *y)C(z,y) = 1, v) (.9) , (3.4)
yFu(z,qy)  Fru(z,y)
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3.2 Les approches de Carlitz et de Cligler pour le g-analogue de la suite de Fibonacci et de
Lucas

ce qui produit par la suite le résultat suivant :

L, (z,y) = tr(C(z,¢"'y)C(2,¢"*y)-C(2,y)) = yFn1(2,qy) + Frua (2,9).  (3.5)
L’identité (3.5) entraine que pour n > 1, on a

[n/(r+1)] _
L,(v,y) = Z ¢ " [?]" [n k] a2yt (3.6)
q

2. Le g-analogue des polynémes bivariés de Fibonacci et de Lucas proposé par Cigler

[18] sont définis par :

[n/(r+1)] g
Fpa(z,y) = Z g2 1)[nk ] a2k avee B (z,y) =0, (3.7)
q
[n/(r+1) e
L,(z,y)= Z gl )[n[ ]k:] [nk Lx"_%yk, avec LST)(x,y) =2. (3.8)
La suite de polynomes (F,(z,y)),»1 satisfait les deux relations de récurrence sui-
vantes :
Fn+1(x7 y) = an(.fU, y) + qn_lyFn—l(:E? y/Q) (39)
et
Fri(z,y) = 2F (2, qy) + qyFn1(z, qv). (3.10)

3. Les propositions de Carlitz et de Cigler pour le g-analogue des polynomes de Fi-
bonacci et les polynémes de Lucas sont des approches distinctes, chacune d’elles
posséde des propriétés intéressantes, Cigler suggére une définition commune qui re-
lie ces deux approches en impliquant un nouveau paramétre m. Il propose dans [19]
les définitions suivantes :

ln/(r+1)]

Foa(z,y,m)= ) q(k§1)+m( )[nk; k] 2"k avec F((f)(x,y) =0 (3.11)
k=0 q

et

[n/(r+1)] [ ]q [n—k:

L,(xz,y,m) = Z g )[ R ] " ykavec L(()T)(x,y) =2. (3.12)
q q

Notons que pour m =1 (respectivement pour m = 0), les polynémes F,1(z,y,1) et
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Le g-analogue et le (p,q)-analogue de la suite de polynémes r-Fibonacci et de ses
compagnons

L,(x,y,1) (respectivement les polynémes F,,,;(z,y,0) et L, (x,y,0)) correspondent
a l'approche de Carlitz [15] (respectivement a I’approche de Cigler [18]).
Les relations de récurrence (3.2), (3.3) (respectivement (3.9), (3.10)) se généralisent

pour 'approche unificatrice de Cigler comme suit :

Fo(z,y,m) =aF,(z,y,m) +¢" " yFo(z,y¢" ™", m) (3.13)

et
Fou1(z,y,m) = 2F,(z, qy, m) + qyF 1 (z, ¢y, m). (3.14)

Remarque 3.1. On voit que le g-analogue des polyndmes bivariés de Fibonacci sa-
tisfait des relations de type (3.2) et (3.3) pour l'approche de Carlitz et des relations
de type (3.9), (3.10) pour Uapproche de Cigler. Cependant que le g-analogue des
polynomes bivariés de Lucas ne satisfait aucune relation de récurrence de types pré-
cédents. La relation de récurrence la plus courte pour les L, (z,y) est une récurrence

d’ordre 4, malgré que la relation de récurrence initiale est d’ordre 2 (q — 1).

3.2.1 Approche alternative aux approches de Carlitz et Cigler
pour le g-analogue de la suite polynomiale de Lucas
En tenant compte de la Remarque (3.1), Belbachir et Benmezai dans [13]| définissent

le g-analogue de la suite de Lucas de premiére espéce respectivement de seconde espéce

comme suit

n/(r+1)]
— (1+m)( )y_ Ll [n]q |:7”L- k:| n—-2k, k

« /(r+1)]
_ s (tem) (k) Mg [n ]q [”_k] n-2k, k

avec L(()T)(:E,y) = Lo(z,y) = 2. Ces polynoémes sont liés aux g-analogue des polyndmes

bivariés de Fibonacci par les relations suivantes :

Ln($7y7m) = 2Fn+1(x7y/Q7m) - Fn(:v,y,m) (317)
et

]Ln(xa yam) = 2Fn+l(x7ya m) - Fn(xaya m) (318)

3.3 Le g-analogue de la suite r-Fibonacci généralisée

Dans [12], on trouve la définition suivante du g-analogue de la suite r-Fibonacci

généralisée, qui est une généralisation de 'approche unificatrice proposée par Cigler [19].
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3.3 Le g-analogue de la suite r-Fibonacci généralisée

Définition 3.1. On définit le g-analogue de la suite r-Fibonacci généralisée par la formule

explicite :

[n/(r+1)] a1
U (2,m) = > 3o <>[” kf"“] > (3.19)
q

avec U((]r)(z,m) =0.

Cas Particuliers :

1. Pour r =1 et m =1, on retrouve le g-analogue des polyndémes de Fibonacci proposé

par Carlitz.

2. Pour r =1 et m =0, on obtient le g-analogue des polynémes de Fibonacci proposé

par Cigler.

3. Pour r =1, on trouve ’approche unificatrice du g-analogue des polynémes de Fibo-

nacci suggérée par Cigler.

Théoréme 3.1. [12] Les polynomes U (z,m) satisfont les relations suivantes :

UL (z,m) = U (gz,m) + q2UL, (247 m), (3.20)
UL (2m) = UD (2,m) + 4" 20U, (247 m), (3.21)
avec U (z,;m) =0, U (z,m) = = U (2,m) = 1.

Démonstration. Pour la démonstration des identités (3.20) et (3.21), il suffit d’utiliser les

propriétés des coefficients binomiaux ordinaires et g-binomiaux.

[n/(r+1)] -
U (z,m) = q(’“zl)m(’;)[” Tk] o
" k=0 kol
|n/(r+1)] _ _ — -
_ Z q(k;1)+m(g)([n rk 1] +q(n_rk_k)[n rk 1] )zk
k=0 k q k=11

ln/ (1) k+1 -rk-1 SGR k+1 nw[n-rk-1
= Z q( )+ ( )|: I ] Zk + q(n—rk—k) Z q( 2 )+m(2)[ b1 ] Zk
k=0 q k=0 q

|n/(r+1)] _ _
= UD (z,m) + @D 3 () em (%1)[” ’”(kl: 2 1] 2
k=0 4

, /e n-r-1-k
- UGy ege O (gt
q

= UV (z,m)+ q”’TzUSf)(qm "z,m).
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Le g-analogue et le (p,q)-analogue de la suite de polynémes r-Fibonacci et de ses
compagnons

3.3.1 La série génératrice du g-analogue de la suite r-Fibonacci
généralisée

Théoréme 3.2. La série génératrice ordinaire de la suite de polynomes (U (z,m))n est

donnée par :

£ Hm(5) ko (re D)k

(
S U (z,y,m)z" =S d

50 5 (L-z2)(1-quz)-(1-graz)

(3.22)

Démonstration. On a :

n>0 n>0 k=0 - k

RUNCRRDEED ] B WERRC] xn_m)kyk) I
q

- Z q k§1)+m(§) 1+ k] xnyk Zn+(r+1)k
n>0 k=0 - k q

VRIS o K ’f] (22)"
q

k>0 n>0

k+1

_ q( 2 )+m(§)ykz(7"+1)k
iz (1-22)(1 - quz)~(1 - ¢hwz)’

D’ou la démonstration de l'identité (3.22) s’acheve, en utilisant le résultat suivant :

Z[nkk] T (120 —q1z>~--<1—qkz>'

3.4 Le g-analogue de la suite (Vn(r’s))

Dans cette section, nous proposons un g-analogue des polynémes r-Lucas de type s,

en s’inspirant de I'expression explicite de (Vn(r’s))nzg donnée par la relation (2.5).

Définition 3.2. Soient r,s deux entiers positifs tels que 1 < s < r, nous appelons q-
analogue des polynémes r-Lucas de type s de premiére espéce respectivement de seconde

espece, les polynomes définis, pour tout entier naturel n >0 comme suit :

.y ln/(r+1)] n—rk [k],
VIO emy = 33O (s e (3.23)
k=0
respectivement
rs /D] n-rk
V( )(Z m) Z q( 1)+m(2)[ N ] (1+8q(n*(7“+1)k) [n[ 1 ] )Z (324)
k=0 q
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3.4 Le g-analogue de la suite (Vn(T’S))

avec V(()T’S)(z,m) = Vgr’s)(z,m) =s+1.

Cas particuliers :

1. Pour s = r = 1, on obtient le polynéme g-Lucas de premiére et de seconde espéce
définis dans [13].

2. Pour s =1, on obtient le g-analogue des polynomes r-Lucas de premiére espéce et le

g-analogue des polynomes r-Lucas de seconde espéce définis dans [12].
En utilisant la définition, nous établirons des identités exprimant le g-analogue des poly-
nomes r-Lucas de type s en fonction du g-analogue des polyndémes r-Fibonacci.
Théoréme 3.3. Pour tous entiers positifsr et s, les polynomes VI (z,m) et VI (z,m)
vérifient les récurrences suivantes :

1. FExpression de Vn(r’s) en fonction de Uf;)l et USLT_),,,

fo’s)(z, m) = Ufl?l(z/q, m) + szUSf,)r(zqm, m), (3.25)
V& (2,m) = Ug;)l(z, m) + sq" " 2U (2™, m), (3.26)

2. Expression de V\"*) en fonction de U et U,
VI (z,m) = (1+5)U) (2/g,m) - sUL (2,m), (3.27)

Vi (z;m) = (1+ U (2,m) = sULD (2,m), (3.28)

n+1

3. Expression de V"% en fonction de UL et U

VI (2,m) = Un(z,m) + (1+5)2U, 0 (2q™,m), (3.29)
VI (z,m) = UL (2,m) + (1+ 8)g" 72U (2™ m). (3.30)

Démonstration. Montrons les deux premiéres identités, le raisonnement pour les autres

identités est le méme.

[n/(r+1)] 3
VI (zm) = q<'s><m+1>[n ’f] b
k=0 ko
N sw(fm q(’;)(mﬂ)["_Tk] &zk
k=0 k q [n - rk]q
[n/(r+1)] 3 B
= U(z/gm)+sz ), q(k;l)_,_m(k;l)[n rk k(’r + 1)] zk
k=0 .

Uf::r)l(z/q, m) + sngf_)r(zqm, m),
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compagnons
et
[n/(r+1)] _
VO (2m) = q<k;1>+m(';>[” T’f]zk
k=0 k
/D]y e -k [%]
N (55 4m( )[ ] (n-(reiyky g
s kzz(:) o ’ k 1 [n—rk]qz
ln/(r+1)] k-1
= U£:+)1(Z,TR)+5 Z q(k21)+m(§)+n_(r+1)k[n k'r 1 ] P
k=0 - q
= Ufz:)l(zam)
k=0 k q

= U (z,m)

+

/)] _ _
+ s2q"" Z q(kg )+m(§)[n r(k+1) 1] (qm‘rz)k
k=0 k q
= Ug;)l(z, m) + szq"”"UELQr(zqm”’, m).

]

Corollaire 3.1. Soient r,s des entiers positifs avec 1 < s < r, les polynémes V,(f’s) et

VSJ’S) satisfont les relations de récurrence suivantes :

V,(:l‘;)(z, m) = V,(f’s)(z, m) + q””“zVﬁfli)(zqm_r, m), (3.31)
VU (2.m) = VI (gz,m) + 2V (2™ m), (3.32)

avec V(()T’S) = V(()M) =s+1.

Démonstration. En utilisant les récurrences (3.21) et (3.27), nous obtenons facilement
Iidentité (6.2) .

V(T’S)(z,m) _ (1 + S)U(T) (Z/q’m) - SUS;_)l(Z,m)

n+l1 n+2
= (1+5)(U) (2/g,m) + 7 (2/) U, (77" (2q),m))
= s(U (2,m) + 20U, (2q™7 m))
+q" "z [((1 + ) U (g™t m) - sUY (zg™, m))]

n+l-r

=V (z2,m) + "2V (g™ m).
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3.5 Le (p,q)-analogue de la suite r-Fibonacci généralisée et ses suites compagnons (Vn(r’s))

3.5 Le (p,q)-analogue de la suite r-Fibonacci générali-

sée et ses suites compagnons (Vn(r’s))

La théorie de (p, q)- analogue a été étudiée par de nombreux mathématiciens. Cor-
cino [20] a étudié le (p, ¢)-extension des coefficients binomiaux et en a déduit des propriétés
similaires a celles des coefficients ordinaires. Dans [6], les auteurs donnent une interpréta-
tion des coefficients bi*nominaux et de leur (p, ¢)-analogue en utilisant un nouveau type
de fonction symétrique. Ahmia et Belbachir [5] montrent que la log-convexité est préservée
sous la transformation (p, ¢)-binomiale.

Considérons les notations suivantes :
Soient p,q € R, les (p, q)-nombres sont définis par :

n—2

T g p P 4 g

T

[n]pg=p

[n]p.q! = [1pal2]pa [ ]pas

on a:
[n]p,q = pnik[k]p,q + qk [n - k]p,qv

- prte

n B k[n—l] nk[n—l]
=p +q , (3.33)
[k]p,q k D.q k-1 P.q

n B k[n—l] nk[n—l]
=q +p ) (3.34)
[k]pq k D.q k-1 p.q

)

3.5.1 Le (p,q)-analogue de la suite r-Fibonacci

Inspiré de la définition du (p, ¢)-binomiale donnée dans [20], nous donnerons la défi-

nition suivante pour le (p, ¢)-analogue du polynéme bivarié r-Fibonacci Ufz;)l (z,y,p,q,m).

Définition 3.3. Pour tout entier n >0, le (p, q)-analogue de la suite r-Fibonacci généra-

lisée est défini comme suit :

[n/(r+1)] e (re 1 —rk
UL @gpagm)= 3o pU 8 gl kgl (3.35)
k=0 pq

avec U(()r) =0 et U;r) = p(jgl)xj‘l for1<j<r.

Remarque 3.2. Faisant tendre p vers 1, nous retrouvons quelques cas particuliers du
(p, q)-analogue de la suite r-Fibonacci généralisée en tant que le g-analogue proposé dans

[12] et le g-analogue introduit par Cigler en posant r =1 et m =0 (voir[18]).
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Le g-analogue et le (p,q)-analogue de la suite de polynémes r-Fibonacci et de ses
compagnons

Théoréme 3.4. Le (p,q)-analogue de la suite r-Fibonacci généralisée satisfait les récur-

rences suivantes :

U (x,y,p,q,m) = prUS (pz, qu, p, ¢, m) + qyUL, (px, ¢y, p, ¢, m), (3.36)
U (x,y,p,¢,m) = pr U (pz, py, p, ¢, m) + qyUL, (g, ¢y, p, g, m). (3.37)

Démonstration. La démonstration de la premiére identité se fait en utilisant (3.33).

U7(17;—)1 ('1'7 y>p7 Q7 m)

_ Ln/(ifl” (n+1—(27‘+1)k) (k;l)+m(§) kT~ rk-1 + n—(r+1)k n-rk-1 n—(r+1)k, k
p q q L p k-1 4 Y
k=0 D9 - g
[n/(r+1)]
n—(r+1)k B1Y o (R n-— Tk -1 n—(r _
=px Z p( 2 )C]( 2 )+ (2)[ k ] (pl’) (r+1)k 1(qy)k
k=0 p7q
[n/(r+1)] (s . —rk-1
N Z p( 1 (2 1)k)q(k21)+m(g)pn—(r+1)k[n k”f’ | ] :L‘n—(r+1)kyk
k=0 - D9
=pa U (p, qy, p, ¢, m)
. Ln/(szl)Jp(nH(r+21)(k+1))q(k;2)+m(k;1)pn(T+1)(k+1) [n - T(k’kj‘ 1) - 1] xni(TJrl)(kJrl)ykJrl
k)=1 pzq

=px U (px, qy, p, ¢, m)

[n/(r+1)]
ner=(ren)ky k1, ooy [n—1r—1 - rk n-r—1-(r m
cqy 3 TG (2)[ i ] (p)P=r-1-(re Dk (gl v
k=1 p,q

—pz U (pz, qy, p, ¢, m) + qyUS (px, ¢y, p, ¢, m).

Maintenant, en utilisant (3.34), nous montrons la deuxiéme identité.

U7(zr+)1 (ZL’, Y,p,q, m)

/(1)) nal-(r+)ky (k+1 k n-rk-1 n-rk-1
= Z p( 2 )q( 5 )+m(2) (pkl: L ] i qn—(r+l)k|: b1 ] )In—(r+1)kyk
k=0 P,q - P9

[n/(r+1)]
n=(r+)ky k1), k[ — rk -1 e ~
=pr Y. pl" () (2)[ . ] (pa)™ (DR ()
k=0 P

[n/(r+1)] (HIGEORY (R (R n(r+1)k[
LD I R Y

k=0

n-rk-1

n—(r+1)k, k
k _ 1 ]p qx y )

i
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3.5 Le (p,q)-analogue de la suite r-Fibonacci généralisée et ses suites compagnons (Vn(r’s))

—pz U (pz, py, p, ¢, m)

ln/(r+1)] _ -
_ p(”“(”21)“““))q(k;2)+m(kgl)qn—(ru)(mn[” "’(k]: 1) 1] = (D) (1) kvl
k=1 pq

—pz U (pz, py, p, q,m)

Ln/(r+1)]

n—-r—(r+1)k k+1 m nln-—-r-— 1 - Tk n—r—1—(r m
+qy Z p( 2 )q( 2 )+ (2)[ I ] (qaj) 1-( +1)k(q +1y)k
p.q

k=1 )

=px U (pz, py, p, ¢, m) + qyUS (g, ¢y, p, ¢, m).

3.5.2 Le (p,q)-analogue de la suite r-Lucas de type s

Définition 3.4. Soient r et s deux entiers tels que 1 < s <r. Pour tout entiern >0, on dé-
finit le (p, q)-analogue des polyndmes r-Lucas de type s de premiére espéce respectivement

de seconde espece, par :

/(s ok k
VI (e, y,p,qm) = Y pl (21)k)q(m+1)(§)[n T] (1+8p”‘(”1”“—[ Jo )x"‘(’"”)kyk
k=0 ko lpg [n - Tk]p,q
et
ln/Crs)] L s —rk (k]
VS”,S) - (n 4 l)k) (k 1)+m(k) [n r ] -k 1+ (n—(r+1)k) p,q n—(r+1)k, k
(z,9,p,4,m) l;) pro g ] sq Tk )" :

avec V(()T’S)(z,m) = VgT’s)(:c,y,p, qg,m)=s+1.

Remarque 3.3. Pour p =1, nous obtenons le g-analogue des polynémes r-Lucas de type

s, (voir [1]).

Dans le théoréme suivant, nous allons présenter les différentes identités exprimant
le (p,q)-analogue des polynomes r-lucas de type s en fonction du (p,q)-analogue des

polynoémes r-Fibonacci.

Théoréme 3.5. Pour tous entiersr et s, les polynémes V,(f’s)(:c, y,p,q,m) et V) (2,4, p,q,m)

satisfont les récurrences suivantes :
VU (@, y.p,q.m) = UL (xfp,y/a.p.q,m) + syUsl, (2, yq™, p,q.m),

7,8 T q n-r T T m-r
VY (2, y,p,q,m) =Uf1+)1(fff/p,y/p,p,q,m)+S(]—9) yU (2, yp"q™ ", p, q,m).
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Le g-analogue et le (p,q)-analogue de la suite de polynémes r-Fibonacci et de ses
compagnons

VU (@,y.p,q.m) = (s + DU (x/p,y/a,p,q.m) - 52U (2,y,p,q,m),

VY (@,y,p.q,m) = (s + D)UL), (2/p.y/p.p.q,m) - sz UL (2, y,p, ¢, m).

VU (2,y,p,0,m) = 2Uu(2,y,p,¢,m) + (1 + 5)yUn_(,yq™, p,q,m),

VU (@, y,p,q,m) = UL (2,y,p,q,m) + (1+8)(q/p)" "y UL, (2, yp" ¢, m).

Démonstration.
[n/(r+1)] _
VU (@ y,p,qm) =Y p("_(gl)k)q(g)(m”)[n Tk] gDk
k)=0 k p7q
ln/Cre D]k k-1
ts Z p( (21)k)+(n—(r+1)k)q(§)(m+1)[n k?“l ] xn—(r+1)kyk
k=0 - p,q
[n/(r‘+1)J n+l-(r+l)k k+1 k|1 — T’l{}
= S >q<2)+m(2>[ . ] (2/p)™= Dk (3 )
k:O paq
/D] gy (ke r(k+1) -1
+s Z p( 1(21)(k 1))q(k21)(m+1)[n 7“( + ) ] xn_(r+1)(k+1)yk+1
k=0 k pq

=U(z/p,y/q,p,q,m)

[n/(r+1)] 1
v sy Z p(n—r—(2r+1)k)q(k;1)+m(g) [n r—1 T’k] :C"ir*l#k(qmy)k
k’=0 k p7q

- U (z/p,y/q, p,q,m) + syUS (z, ™y, p, q,m).

Montrons la deuxiéme relation :

(rs) [n/(r+1)] (DR (Y (B g n-rk n-(r+1)k, k
Vi (@, y,p,qm) = Yy pbo2 gl i)y [ L ]x y
k=0
mfren) Chq
bs Y g (21)k)q(k21)+m(§)p—kq(n—(r+1)k)[n k"’ 1 :Il,n—(r+)k:yk:
k=0 -
Ln/(r+1)J n+l-(r+1)k k+1 k ’]/I,—T'k
- DO T gy )
k=0
fen) .
ts Z ol (21)k)q(k21)+m(§)pkq(n(r+1)k)|:n k;r—l ]xn(wrl)kyk’
k=0
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3.5 Le (p,q)-analogue de la suite r-Fibonacci généralisée et ses suites compagnons (Vn(r’s))

_U(+1(x/p7y/p p,q,m )
[n/(r+1)]

+ Sy Z p n r— (2r+1)k)q(k;1)+ ( )q(m_r)k;+n—7‘p—n+’r‘(k+1)|:n - r(kkj— 1) - 1] xn—’r‘—l—(r+1)k‘yk
p,q

)

= U(+1(.1'/p, y/p p?Qam)

[n/(r+1)] [

ner n r— (r+l)k k+1 n-—-r-— - 7“]{ n—r— r r _m—r
csyalp) S )g('3)em(3) ] DR (g ey Y
k=0 k p,q

= U (x/p,y/p,p, q,m) + sy(a/p)" UL, (x,yp"q¢" ", p, ¢, m).

]

Dans le corollaire qui suit, en utilisant les identités précédentes, nous montrons que
le (p, q)- analogue des polynomes r-Lucas de type s du premier et du second espéce vérifie
les mémes relations de récurrence que le (p, ¢)-analogue du polynéme bivarié r-Fibonacci
donnés par les relations (3.36) et (3.37).

Corollaire 3.2. Le (p, q)-analogue des polynémes de r-Lucas de type s du premére espéce

respectivement de seconde espéce, satisfont les récurrences suivantes :

VU (2 y,p,q,m) = peVE (pa, qu, p, ¢, m) + qy VD (pr, ¢y, p, ¢, m)

et

VO (2, y,p,q,m) = peVS (pa, py, p, ¢, m) + quV (g, ¢y, g, m),

avec V[()T’S)(z,m) = V(()T’S)(:c,y,p, qg,m)=s+1.
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Chapitre 4

Les polynémes incomplets r-Lucas et

hyper r-Lucas de type s

4.1 Introduction

Une application spécifique des formes explicites combinatoires bien connues pour
les nombres de Fibonacci et de Lucas permet d’obtenir deux classes d’entiers appelés
les nombres incomplets de Fibonacci F, (k) et les nombres incomplets de Lucas L, (k)

gouvernés par les parameétres n et k. Dans [29], Pauteur définit ces nombres comme suit :

Fn(k):zé(n_j_l),Osks[n—l/zj
et
Eoon (n-j
Ly (k) :Z;rj( j]),OSkS[n/2J.

Ces nombres ont une propriété assez remarquable qui passe par la matrice d’Euler Seidel,
cet algorithme peut étre appliqué aux nombres hyper-harmoniques, nombres de Fibonacci
et de Lucas, ordinaires et incomplets. Par ailleurs, les auteurs dans [23] définissent les
nombres hyper-Fibonacci et les nombres hyper-Lucas. En utilisant ces nouveaux concepts,
certaines relations entre les nombres de Fibonacci et de Lucas ordinaires et incomplets
ont été étudiées.

Dans le présent chapitre, nous allons traiter les polynémes r-Lucas incomplets, les
polynoémes hyper r-Fibonacci et hyper r-Lucas de type s pour tout s compris entre 1
et r. Aprés avoir défini ces suites, leurs fonctions génératrices sont déterminées, ainsi
que l'interprétation combinatoire pour les hyper r-Fibonacci. Nous établirons ensuite une
relation entre les polynémes hyper r-Lucas de type s et les polynomes r-Lucas de type s

incomplets et ordinaires.

Dans ce chapitre les notations suivantes seront adoptées :

o6



4.2 Les polynoémes incomplets r-Lucas de type s

1. U, et V,, représentent respectivement la suite r-Fibonacci généralisée et les poly-

noémes bivariés r-Lucas de type s.

2. U, (k) et V,,(k) sont les polynomes bivariés incomplets r-Fibonacci et de r-Lucas de

type s respectivement.

3. Ugm] et Vn[m] sont les polynomes bivariés hyper r-Fibonacci et les hyper r-Lucas de

type s respectivement.

4.2 Les polynémes incomplets r-Lucas de type s

Tasci. D, Firengiz. M. C et Tuglu N. dans [48| proposent la définition des polynomes

incomplets r-Fibonacci,

Vs (k) = Z (" e i 0 ks [nfrs ) (4.1)
J
Ces polyndmes satisfont la relation de récurrence suivante :
Upi1(k+1) =2Un(k+ 1) + yUp,_.(k). (4.2)

Ils définissent aussi le polynéme bivarié incomplet r-Lucas qui est le polynéme r-Lucas
de type r pour la famille suggérée dans cette thése. Notre proposition dans cette section
est de trouver une expression unificatrice des polynémes incomplets r-Lucas de type s,

généralisant l'identité (1.2) donnée dans [48].

Définition 4.1. Pour tous entiers naturels r,s avec 1 < s <r, les polyndémes incomplets

r-Lucas de type s sont définis comme suit :

2:: T—S)J( ;Tj) (r+1)] , 0<k<|n/(r+1)]. (4.3)

1. Pour k =|n/(r+1)|, V,(k) = V,, on retrouve les polyndémes de r-Lucas de type s.
2. Pour x =y =1, s=r =1, on obtient la suite incompléte de Lucas [29].
3. Pour z =2, y=1et s=r =1, on obtient la suite incompléte de Jacobsthal-Lucas
[25].
Dans le théoréme suivant, nous établirons une relation entre les polynémes incomplets

r-Lucas de type s et les polynémes incomplets r-Fibonacci

Théoréme 4.1. Soient r, s deux entiers positifs, avec 1 < s <r. Les polynomes incomplets

r-Lucas polynomials de type s satisfont la relation suivante

Vi (k) = Upir (k) + syU, (k= 1). (4.4)
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Les polynémes incomplets r-Lucas et hyper r-Lucas de type s

Démonstration. En utilisant la relation (4.3), on a pour tout 0 <k < |[n/(r+1)] :

k —7rq o k —ri—1 o
Vn(k‘) _ Z (n jr])xn—(r+1)jy3 +5 Z (TL jrj )xn—(ml)JyJ

=0 AN

= Ups1(k) + syUy,— (k- 1).

On a ainsi le théoréme suivant :

Théoréme 4.2. Pour tous entiers r,s et 0 < k < |n/(r+1)], les polynomes incomplets

r-Lucas de type s satisfont la récurrence suivante :
Vilk+1) =2V, 1(E+ 1) +yV,_1(k). (4.5)

Démonstration. La démonstration se fait en utilisant I'identité (4.4) et la relation de

récurrence de la suite incompléte de r-Fibonacci généralisée.
Vi(k+1) = Upr(k+ 1) + syU,_.(k)
=2Upn(k +1) + yUpr(k) + sy(2Upr 1 (k) + yUp14—(k = 1))
= 2(Un(k +1) + syUn-r1(F)) + y(Un—r (k) + syUn-1-2,(k - 1))
=xV 1 (k+1)+yV, . 1(k).

O

Les relations (4.3) et (4.5) nous permettent d’établir une relation non homogéne

pour les polynémes incomplets r-Lucas de type s donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 4.3. Pour tous entiers positifs r;s (1 < s < r). Les polynémes incomplets

r-Lucas de type s satisfont la relation non homogéne suivante :

Vi(k) = aV,_ (k) +yVu1(k) - n-r-1-(r- S)k(n— 1-r(k+1)

n-r-1-(r+1)k, k+ 4.6
n—1-r(k+1) k )"E yrri6)

Démonstration. On a :

Va(k) = 2Vioa (k) + yViora (k- 1)

kMl —r—1-(r=s)j(fn-r—-1-rj o
V() ey Y A= .8)‘7(” " ”)x"-’“-l-(’““”y%OSksLn/(ml)J
o n-r-1l-rj J

= 2Vo1 (k) + yVi,_1 (k) - n—r—l—('r—s)k(n_1_r(k+1)

n—-r-1-(r+1)k, k+1
n-1-r(k+1) k )aC v
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4.2 Les polynoémes incomplets r-Lucas de type s

d’ou le théoréme. OJ

4.2.1 La fonction génératrice des polyndémes incomplets r-Lucas

de type s

Le lemme ci-dessous nous permet d’introduire la fonction génératrice des polynomes

incomplets r-Lucas de type s.

Lemme 4.1. ([{4]) Soit (sn)ns0 une suite de nombres complexes vérifiant la relation de

récurrence non homogéne suivante :
Sp =TSp-1 +YSp—p_1+Q, N >T,

ot (o) est une suite de nombres complexes. Alors la fonction génératrice S¥(x,y;t) de

la suite (s,) est

(so—ap+ X i(si—wsi1 —a;)tt+ G(t))

k 1) =
Sr(xuyat)_ (1—th—ytr+l) )

(4.7)

avec G est la fonction génératrice de (ay,).

Théoréme 4.4. La fonction génératrice des polynomes incomplets r-Lucas de type s est

donnée par :

th(r+1)

%%)Vﬂ(k)tn ) (1 -t —ytr+t) Vi(rer) + Z;(V’f(“l)ﬂ‘ — aVigeryri- )t -

Yk s(1 - xt) + 1]
(1 - at)k+t

Démonstration. Gréace a la relation (4.3), nous obtenons les valeurs de V,,(k),
pour 0<n<k(r+1)ona:V,(k)=0et pour n>k(r+1)ona:
50 = Vieer+1) (k) = Virs1), 51 = Viray+1 (k) = Vi) €t 8 = Vira1yr (K) = Vit or-

De plus, la suite (a,,) est définie comme suit :

ag=a1=-=a,=0

et

_n—r—l—(r—s)k(n—l—r(k+1)

- n—(r+1)(k+1) k+1‘
T T (k1) k )x Y

Alors la fonction génératrice de la suite (a,) (voir [47] page 355) est donnée par :

yFrrs(1 - at) + 1]

G(t) = (1-at)F+

Donc d’aprés le Lemme 4.1, on trouve la fonction génératrice des polynémes (V,,(k)) pour
1<s<r. [
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Les polynémes incomplets r-Lucas et hyper r-Lucas de type s

4.3 Les polynémes bivariés hyper r-Fibonacci et hyper

r-Lucas de type s

4.3.1 Les polynémes bivariés hyper r-Fibonacci

Définition 4.2. [2/] Soit (a,)ns0 une suite d’éléments d’un anneau commutatif A. On
appelle matrice d’Euler Seidel associée o (an)nso la suite double (a$?) (n > 0,k > 0)

donnée par la récurrence suivante,

(0) _
{ ap’ =an, (n>0), (48)

WP =0 40l (n21k21).

La suite (a(”) premicre ligne de la matrice, est la suite initiale. La suite (agn) )
premiére colonne de la matrice, est la suite finale. Il en résulte immédiatement de (4.8)
l'identité

B _ 5 (F),©
all) = Z( ,)&ml. (4.9)
i=0 \?
Les auteurs dans |7], ont généralisé 1'algorithme d’Euler Seidel en définissant une matrice

symétrique infinie associée a (a,),s0 par la relation de récurrence suivante

{ a” =a,, (n>0), (4.10)

cu(zk) = xa&)l + yaff_l), (n21,k21),

avec x et y deux nombres réels.
Notons que le terme aﬁk) désigne 1'élément qui se trouve dans l'intersection du k-éme ligne

et le n-éme colonne,

(}f—l)

Yyan
: }
xagg_)l — aﬁf)

c’est facile de voir que l'identité (4.9) se généralise en :

n-1 k-1

1

k n+k-—i-1\ . n +k-s-1
ak = z" yk‘z(n ! )a6 +y Y x”_s(n )ag. (4.11)
=1 s=1
Ainsi, nous définissons le polynéme bivarié hyper r-Fibonacci.

Définition 4.3. Pour tout m > 0, les polynomes bivariés hyper r-Fibonacci sont définis
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4.3 Les polynémes bivariés hyper r-Fibonacci et hyper r-Lucas de type s

par la relation de récurrence suivante :

o =, Ui = g,

[m] [m] [m-1] (4.12)
Un+1 = l’Un + yUn+1 .
La relation (4.12), s’écrit comme suit :
U™ = Zyﬁn_jUj[mfl]. (4.13)
=0

Nous présenterons dans la suite quelques cas particuliers des polynémes hyper r-Fibonacci.

Pourr=1,z=1ety=1, U7[Lm](1, 1) = F™ nous obtenons les nombres hyper-Fibonacei,
[7].

Pourr=1,z=2ety=1, UTEm](2, 1) = pl™ nous trouvons les nombres hyper-Pell, [4].
Pour r=1,z=1et y=2, U (1,2) = ji™, nous avons les nombres hyper-Jacobsthal.

Il en résulte de la relation (4.11), que le polynéme bivarié hyper r-Fibonacci s’exprime

comme suit :

m lim+m-k
vt = 3 (

)x””_kmek. (4.14)
k=1

m—1

4.3.2 Interprétation combinatoire

Dans ce paragraphe, nous donnerons une interprétation combinatoire de la relation

(4.12) ainsi que la formule explicite du polynoéme bivarié hyper r-Fibonacci.

Lemme 4.2. Soit T, ,, le nombre de fagons de couvrir un [n+(r+1)m]-ruban en utilisant
au moins m (r + 1)-ominos et des carrés. Alors Ty, = y™, Tho = U(n, k) et pour tout
n>1,

Tom =2Tn-1m +YLnm-1. (4.15)

Démonstration. Pour m = 0, T}, ¢ correspond au nombre de manieres de couvrir un n-
ruban avec des carrés et des ominos sans aucune condition sur le nombre des ominos,
alors on a forcément 7T, = U(n, k).

Pour n =0, Ty, est le nombre de maniéres de couvrir un [(r + 1)m]-ruban avec au moins
m (r + 1)-ominos d’intensité de coloration y, ce qui donne y™ = Uo[m].

Maintenant, considérons T, ,,, le nombre de fagon de couvrir un [n+ (r +1)m]-ruban avec
au moins m (7 + 1)-ominos :

Si on commence le pavage avec un carré de z différentes couleurs, alors il reste n—1+(r+1)m
cases a couvrir avec au moins m (r+1)-ominos et par suite il y a 2T (n-1),m fagons possibles.
Si la premiére piéce utilisée est un (r + 1)-omino de y différentes couleurs, alors pour le
reste de pavage n+ (r+1)m—-(r+1)=n+(r+1)(m-1), on a yT,, ,,,—1 fagons possibles.
D’ou la relation (4.15) O
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Les polynémes incomplets r-Lucas et hyper r-Lucas de type s

Théoréme 4.5. Soient n,r et m des entiers et x,y € N, le polynéme hyper r-Fibonacci
Ui représente le nombre de fagons de paver un [n+(r+1)m]-ruban en utilisant au moins
m (r+1)-ominos, ot x représente les différentes couleurs pour les carrés et y représente

différentes couleurs pour les (r + 1)-omino ; ¢’est-a-dire : Ul = T

La proposition suivante nous permet d’exprimer la forme explicite du polynéme

hyper r-Fibonacci ulml,
Proposition 4.1. Soient x,y € N. Pour tous n >0, m >0 et (k=0,...,[n/(r+1)]), le

nombre de fagons de couvrir n+ (r+1)m-ruban en utilisant au moins (k+m)-ominos est :

n+m-rk
n—-(r+1)k, k+m
( m+k ):c vy

Démonstration. Le pavage d'un n + (r + 1)m-ruban avec au moins (k+m) (r + 1)-ominos
contient nécessairement n — (r + 1)k carrés de différentes couleurs x, d’on il y a n— (r +
1)k +k+m =n+m-rk piéces dans le pavage. Alors on a (”m_krk)x”‘(”l)’“yk*m facons de

choisir (k+m) (r+1)-ominos de différentes couleurs y parmi les (n+m —rk) piéces. [

Théoréme 4.6. Pour tousn>0, m>0 et k=0,...,|n/(r+1)], on a :

U[m] B [”/%UJ (n +m-rk
n+l m+k

)xn—(r+1)kyk+m‘ (416)
k=0

Démonstration. En utilisant le Théoreme 4.5 et la Proposition 2, nous établirons la rela-
tion (4.16).
O

Corollaire 4.1. Les premiers termes du polynome hyper r-Fibonacci sont donnés par

lidentité suivante :

-1
U,Em] = (m;fl )xk‘lym, (1<k<r).

Théoréme 4.7. Le polynéme hyper r-Fibonacci U,Em] satisfait la relation non homogéne

suvante :

-1
ulml = zulm 4 ol o (n tm )x"ym. (4.17)

n+1 m—]_

Démonstration. En utilisant les relations (4.12) et (4.16), on a :

ol = o™ s yultt

n+l n+l
[n/(r+1)]
= UM 4y kz—:0 (TR ey rme
m [n/(r+1)] e .
= gUU,[Z ] +y ;;1 ( *;n_ll% k)xn—(r+1)kyk+m—1 +( ;_ll)xnym
[(n-r-1)/(r+1)]
= IUr[Lm] +y ,Z:O (n+m7nll;2(k+1))$n—(r+l)(k+1)yk+m " (n;rﬁl)x”ym
= U™ 4 2U™ (”:n":l)xnym



4.3 Les polynémes bivariés hyper r-Fibonacci et hyper r-Lucas de type s

]

Le théoréme suivant fait le lien entre le polyndéme bivarié r-Fibonacci et les poly-

nomes hyper r-Fibonacci et r-Fibonacci incomplet.

Théoréme 4.8. Pour tout m=>1etn >0, on a :
Un+(r+1)m = U7[Lm] + Un+(r+1)m(m - 1) (418)

Démonstration. Pour la démonstration nous utiliserons les relations (4.1) et (4.16).

[n/(r+1)|+m n+(r+Dm-rk-1
Un+(7‘+1)m = kz_;) ( ( )k )m"+(7“+1)m—(7“+1)k—1yk
[n/(r+1)]+m _ _ _
- D (” +m=r(k-m) 1)xn+(r+1)(m—k)—1yk
k=0 k

n/(r+1
B [/ (r+1)] (n +m-rk - 1)xn_(r+1)k—1yk’+m

e k+m

~ i (n +m-rk-1
k=—m
m] 1)-rk-1
— U?E ]+ Z (n+m(r +k) r )$n+m(r+1)rklyk
k=0

= U?Em] + Un+(r+1)m(m - 1)

MG (n +m-rk-1

n—(r+1)k-1 k+m
)a: Y k+m

)xn—(r+1)k—1yk+m

k+m fard

[]

Corollaire 4.2. Pour tous entiers m,n et r, les nombres hyper r-Fibonacci satisfont la
relation suivante :
m -1+ +1)m-rk
U?E I= Un+(7’+1)m_ Z ( ( k ) )

k=0

(4.19)

4.3.3 Les polyndmes bivariés hyper r-Lucas de type s

Aprés avoir défini les polynomes bivariés hyper r-Lucas de type s, nous allons donner

leurs formes explicites en fonction de s et les polynémes bivariés hyper r-Fibonacci.

Définition 4.4. Pour tout entier m > 0, les polynomes bivariés hyper r-Lucas de type s

sont définis par la relation de récurrence suivante :

Vil = v v = (s + 1y, (4.20)
AR S R i '

Des cas particuliers des polynémes hyper r-Lucas de type s.
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Les polynémes incomplets r-Lucas et hyper r-Lucas de type s

Pourr=s=1z=1ety=1, Vn[m](l, 1) = L™ on trouve les nombres hyper-Lucas, [7].
pourr=s=1,z=2ety=1, Vn[m](Q, 1) = P"™ on a les nombres hyper-Pell-Lucas, [4].
Pourr=s=1,z=1ety=2, Vn[m](l, 2) = JI™ on obtient les nombres hyper-Jacobsthal-

Lucas.

Théoréme 4.9. Soient r et s des entiers positifs tels que 1 < s < r. Pour tous entiers

n>0etm>1ona:

yml _ W%mn+(s+1)m—(r—s)k:(n+m—rk

n—(r+1)k k+m‘ 4.21
m+k )x Y (4.21)

frar n+m-rk
Démonstration. Nous allons démontrer ce résultat par récurrence sur ’entier n + m.
Posons Vium = V™. On a VO[O] =s+1= Vl[o] et Vo[l] = (s + 1)y donc la relation (4.21) est
vérifiée pour n+m =0 et n+m = 1. Supposons maintenant que l'identité (4.21) est vraie
pour tout entier p <n +m + 1 et montrons qu’elle est vraie pour p=n+m+ 1.

En utilisant la relation (4.20), on a :

[n/(r+1)]
V[m] _ kz_:o ”*(3;?7;’:”(]:*5)’? (%ifll:—?;ﬁk)anrl—(rJrl)kykﬁLm

L(n+1)/(r+1)]

L (st D) (moD) ==k (40-r) 1oyt
k=0

n+m-rk m—1+k

[n/(r+1)] [n/(r+1)]
— kzo (”m—krk)xnﬂ—(rﬂ)kykrm_i_s kzo (nm—kr_]fl—l)$n+1—(r+1)kyk+m

[(n+1)/(r+1)] [(n+1)/(r+1)]
" X (%ﬁirlk)znﬂ—(ﬂl)kybrm +5 z (nJ;nrr:—kr_kQ—l)xnﬂ,(rﬂ)kylﬂm

[n/(T+1)J n+m—rk+1 n+m-rk _
= Z [( m+k ) + S( m+k-1 )] xn+1 (T+1)kyk+m
k=0

/(1)) n+1+(s+1)m—(r-s)k (n+m-rk+1 _
B kg() n+m-rk+1 ( m+k " )xn (T+1)kyk+m.

]

Remarque 4.1. A partir des relations (4.20) et (4.21), nous déduisons que les polynomes

hyper r-Lucas de type s satisfont une relation de récurrence non homogéne donnée par :

1 -1 -1
Vi =gy ) A DD e medy )
n—1 n-r—1
n+m-1 m-—1

Le théoréme suivant est analogue au Théoréme 2.1 pour les r-Lucas de type s, nous

exprimons les polynémes hyper r-Lucas de type s en fonction de s et le polynéme hyper

r-Fibonacci.
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4.3 Les polynémes bivariés hyper r-Fibonacci et hyper r-Lucas de type s

Théoréme 4.10. Pour tous entiers n,m, r et s (1<s<r), on a :

vim - plml oy gyplmt, (4.23)

n n+1

ce qui donne de plus pour tous entiersn>r et m=>1,

n+m-1

vim - glnl o gyulm ( )x"ym (4.24)

m-—1

Démonstration. La démonsration découle simplement des relations (4.16) et (4.21). En
effet,

Vi =

["/%‘fl)J n + (3 + ]_)m — (’l" - S)k (n +m - Tk:)xn—(r+1)kyk+m
m+k

o n+m-rk

n/(r+1 n/(r+1
ln/(r+1)] (n+m—7”k)xn_(r+1)k . /@D (s +m)k (”+m_7’k)xn—(r+1)k k+m

+
i m+k Y i nt+tm-rk\ m+k Y

n/(r+1
l Il (n+m—rk— 1)xn—(r+1)k k+m

S
e k; m+k-1 Y

n/(s )] (n +m-1-rk

Un+1 + 5y Z )xn—(r+1)kyk+m—1

m-1+k

m-1]
- n+1 + 8yUn+1 .

Corollaire 4.3. Soient m,n des entiers positifs. En prenant x =y =1 etr=s=1, on

obtient :

vim gl = oulml ep i - glmd = ol

n+1

Maintenant, nous établirons le raccordement existant entre les polyndémes incomplets

r-Lucas, les hyper r-Lucas et les polynomes r-Lucas de type s.

Théoréme 4.11. Pour tous entiers m>1 etn>0, on a :

Vn+(r+l)m = Vn[m] + Vn+(r+1)m(m - ]-) (425)
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Les polynémes incomplets r-Lucas et hyper r-Lucas de type s

Démonstration. En utilisant les relations (4.18) et (4.23) on a :

U[m—l]

n+(r+1)m+1

Vn+(r+1)m = U[m] + sy

n+(r+1)m+1
= [Un+(r+1)m+1 + Un+(r+1)m+1(m - 1)] + Sy[Un+(T+1)(m—1)+1 + Un+(r+1)(m—1)+1(m - 2)]
= [Un+(r+1)m+1 + SyUn+(r+1)(m71)+1] + [Un+(r+1)m+1(m - ]-) + SyUn+(r+1)(m71)+1(m - 2)]

= Vn[m] + Vn+(r+1)m(m - 1)
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Chapitre 5

La r-Fibonacci pour r € Z et sa suite

compagnon

Ce chapitre est consacré a 1’étude de la suite r-Fibonacci généralisée pour r négatif,
nous allons présenter quelques propriétés correspondantes. Nous proposerons la définition
de cette suite et sa suite compagnon, en donnant une expression explicite pour ses termes

généraux et évaluant ses fonctions génératrices et les formes de Binet qui lui sont associées.

5.1 La r-Fibonacci pour r négatif
Soient x et y deux éléments inversibles d’'un anneau commutatif unitaire A.

Définition 5.1. Pour tout entier r > 1, on définit la suite (—r)-Fibonacci généralisée

(U,(L_T)(x,y))n par la relation de récurrence suivante :

U =0, U =1, US == US 20, (5.1)
U =y U, -y e U (2 ). |

Théoréme 5.1. Soient n > 1 et x,y deux éléments d’un anneau commutative A. On

suppose que x et y sont inversibles dans A, alors

k

n-rk

Ui =

k

oty

équivalent a

ot =3 (U Do

k

nous restreignons la premiere somme a des entiers compris entre |n/(r+1)]| et |n/r];
la seconde sommation est limitée aux entiers k compris entre 0 et |n/r|, satisfaisant la

propriété : r divise (n—k).
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La r-Fibonacci pour r € Z et sa suite compagnon

Démonstration. Pour la preuve de ce théoréme, nous utiliserons encore une fois le Théo-

réme 1.2. Considérons la suite (Uffr))n donnée par la relation Ul = yflUéi) —y’lefl::)_l

avec a1 =Gy =-+=a,_1 =0, a, = y‘l et a,.1 = —xy~'. Alors, pour tout n > -r on a :

W= 2 (T )aryiay

ri+(r+1)j=n

- 2 ()eyey

r(i+j)+j=n

_ an/fJ (n _krk)(_x)n_rk(y_l)k'

k

De plus, on a pour tout 0 < j <r -1, U_(;-T) =0 et U_(;T) = —x~1y. D’autre part, la suite

r—j

(Aj)ogj<r €st définie par A; = Y akU,E;;.), avec ag = —1, ce qui donne \; =0 pour 1 < j <r-1,
k=0

M=xlet N\, =—-z1y.

Finalement, I'expression de la suite (Ué_r))n est donnée comme suit :
(1) Ny 1)
Un - Z(:) )\jyn+j
b=

= Aoyl "+ \ylr

Eas k ~1-rk(, ~1\k
- zk: (n—l—rk’)(_x) (=)
La deuxiéme identité se déduit facilement en posant n —rk =k’ ]

Soit B,(z,y) la matrice compagnon associée a la suite (—r)-Fibonacci d’ordre (r+1)

-1

0 YT Sy
0 0
B, (z,y)=| 0 :
: w0
0 0 1 )

Théoréme 5.2. Pour tout n > 1, la puissance n'®™¢ de la matrice B,(x,y) est :

vty uly e Ul ey ol
o Uy e Uiy ey Uy
B (x,y) = : : : :
U, U e UGS —ayUlT)
Ui, ulh, e USY —ayuls)
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5.1 La r-Fibonacci pour r négatif

Démonstration. La démonstration se fait par induction sur 'entier n et en utilisant la
relation (5.1).

Le résultat est vérifié pour n = 1, on suppose qu’il est vrai jusqu’a ’ordre n. Nous avons :

B (x,y) = Bl (x,y) B, (x,y)

Uvg:) Uélg) U’r(L;:) —xy‘lUffr) 0 0 - y! —axy!
vl vt vt ey [0 o 00 0

= : : : : 0 . : :
U7E::12 U’r(z:;-)%—S U,(L:) —xy‘lUéill R ¢
vl U, e UST —ayol )N o0
Uy Uy - Uiy ey UL
ol vty e Ul eyl
Uy USD, e U —ay U,
Ur(;:lz U7§::)+3 Uélq) —'TyflUr(L:er

d’ou le résultat. OJ

Nous pouvons déduire quelques propriétés combinatoires de la suite (U,S_r)), il s’en-

suit le corollaire suivant :

Corollaire 5.1. Pour tous entiersn>1etm>1 on a :

r—1

US = Y USDUST) 2y U0 (5.2)
=0
d’ot : .
U5, = > USUS - ey U UD (5.3)
J=
En particulier pour r=2 on a :
U2 = 205720 -2y (USD)2. (5.4)

Démonstration. La formule (5.2) découle de I'égalité
Bl (x,y) = By (x,y) B (2,y).

L’expression (5.3) s’obtient en posant m = n. O
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La r-Fibonacci pour r € Z et sa suite compagnon

5.2 Lasuite compagnon associée a la suite (-r)-Fibonacci
généralisée

Définition 5.2. Pour tout entier r > 2, on définit la suite compagnon associée a la suite

(UT(L_T)) par la relation de récurrence suivante :

Vo=l VT == VED 20, VD =y, (5.5)
VD =y v eV D (). ’

La suite (-r)-Fibonacci généralisée et sa suite compagnon satisfont une identité
similaire & (2.5), dans la proposition qui suit nous exprimons les termes de la suite (Vn(_T) )

en fonction de 7 et US™.

Proposition 5.1. Soient r un entier positif r > 2 et x,y deux éléments inversibles d’un
anneau commutative unitaire A, pour tout entier n>r on a :

Vi =l ey ol (5.6)

n+1
Démonstration. Considérons la suite (Vn(_r)) définie par la relation de récurrence
(-r) “1y,(-r) - (-r)
Vn =Y lvnfr -y lxvnfrfl'

L’application du théoréme (1.2), pour a; = ag = - = a,.1 = 0 et a, = y™ !, a1 = —xy~!,
nous permet d’avoir V_(j_r) =(x 7)) pour 1 <j<ret VO(_T) =r+1. Donc, la suite (\;)ocjcr-1
est donnée par \; = - Z;;éfj aka(__;) avec ag = —1. Ce qui donne, \g =7+ 1 -y 1(x71)" et
Aj =279 pour 1< j<r. Finalement, on obtient le résultat suivant :

Vi = 2 USTY + MUY + o+ A U5

n+1 n n+r+1

n+1 n+l+j

=(r+1-y Y (a YN + YUl
j=1

AN S (G BTG (G

n+1 n+1 n-r+1

A y‘la;U,(;ZI).

n+1

]

Théoréme 5.3. Pour tout entier n > 1, la suite (Vn(_r))nzl satisfait les identités sui-

vantes :

ARLEDY

= n—-rk

n(k—l

-k(_ . \n-rk -n/r
ey ) (5.7)
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5.2 La suite compagnon associée a la suite (-r)-Fibonacci généralisée

_r n n=1-r=k)/"\ _tm1-r)/r —n/r
R L A SRR (TS N
k

avec VO(_T) =r+1 et [r|n]=1 pourr divise n et 0 sinon.
La premiére somme est restreint sur les entiers k, |n/(r+1)| < k < |n/r|. Tandis que
la deuzieme somme est limitée sur des entiers k compris entre 0 et |[n/(r+1)] -1 et

satisfaisant la condition : r divise (n—k—1).

Démonstration. Nous démmontrons ce résultat en utilisant la relation (5.6) et le théoréme
5.1. En effet,

V( ) _ — TU( 7) xy—lU(:T)

n+1

-7 Z (n rk‘) (m)™ g zk: (n —-r —kl - rk)y—k(_x)n—r—l—rk

k

- Z (n rk) Hlayt Zk: (n -r—1- rk)y—k—l(_x)n—r—rk

k-1

R e e P

k-1 k-1 -k n-rk -n/r
n— Tk(n 1—7’]{:) (n—l—rk))y (=) Ty [rIn]

( kol )y'%—w)"”f sy [ | n).
n-1-rk

3

n-rk

]

Les fonctions génératrices de la suite (—r)-Fibonacci généralisée pour r > 1 et sa

suite compagnon sont explicitées dans le théoréme suivant.

Théoréme 5.4. Pour tous z € C, les fonctions génératrices des suites (UT(L_T))HZO et

(Vn(ﬂ‘))nzo sont données par :

1 _ 11—yt
U(z)=> U, +q)z" = et V(z)=> Vo = rrey

b 1- yflzr + xyflzwrl b 1- yflzr + xy712T+1
Démonstration. En utilisant la relation (5.1), on obtient :

1
1 - yflzr + .l’y712r+1 :

(1-y 2" —+ayt2"U(2) = Ul(_r) et U(z) =

Finalement, I'expression de V(z) = ¥ V,{'”2" se déduit de la relation (5.6). O

n>0
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La r-Fibonacci pour r € Z et sa suite compagnon

5.3 Formules de Binet

Dans le but d’établir les formules de Binet associées a la suite (-r)-Fibonacci et sa

suite compagnon, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 5.1. Soit P(t) =t =y~ + xy~! le polyndme caractéristique associé a la suite
(Ué_r))nzo. On suppose que x # (=5)(ry)~Y", alors le polynome P n’a pas de racines

multiples.

Démonstration. Supposons que I'équation P(t) = 0 admet une racine multiple 5 avec
B+0.Alorsona: P(B)=0"*' -y 'B8+xyt=0et P(B)=(r+1)5"—y ' =0 ou P’ est le

polynéme dérivé du polynéme P, ce qui donne

Z/_l r+l -1 y_l 1 -1
PB)=(—)" - r+xy =0,
()= (L) g () vy
alors
(=) ((r+1)y)7
€T = T [
r+1 v
d’ou la contradiction. O]
Théoréme 5.5. Soient 31,3, . .., 041 les racines du polynome caractéristique associé a

la suite (U,S_T))nzo. Supposons que x # () (ry)~" alors

(-r) r+1 £+r+1 (=) r+1
U =N Lk et V=N B
+1 kz::l T/B£+1 _ :L,y_]_ kz:; k

Démonstration. Soient By, Ba, ..., 3,41 les valeurs propres de la matrice B,.(x,y), et M,.(x,y)

la matrice de Vandermonde définie comme suit :

Bl By o Bra
r—1 r—=1 .. r—1
1 2 r+1
M, (z,y) = : R
B B2 i B
1 1 1

L’hypothese  # (-55)(ry)~Y/" implique que le discriminant du polynéme caractéristique
associé a la suite (Uffr))nzo est non nul et par suite toutes ses racines sont simples, alors
les valeurs propres de la matrice B,.(z,y) sont toutes distinctes et ainsi la matrice B,.(x,y)

est diagonalisable c’est-a-dire

B, (z,y) x M, (x,y) = M,(x,y) x D,
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5.3 Formules de Binet

ou D = Diag(51, B2y - -, Br1). Alors
M, (x,y) x B (2,y) x M, (z,y) = D".
En prenant B, (z,y) = (b;;), nous obtenons le systéme d’équations linéaires suivant :

-1 _ +r+1-1
b B + bip B + - + bire1y = BT,

1 _ 1
bi1 By + b1aBy ™ + e+ Digrany = B3,

-1, . +bi(r+1) = pn+r+l—i

3T .
bll r+1 + bl2 r+1 r+1

Alors, la résolution de ce systéme en utilisant des méthodes d’algebre linéaire, nous donne

pour tout 1 <4,7 <7, A
det(M;" (z,y))
det(M,(z,y)) ’

b,’j =

ot (M (z,y)) est la matrice obtenue de la matrice (M, (x,y)) par la substitution de la

j*me colonne par le vecteur :

B{Lﬂ%l—i

n+r+l-1i

Mi(zy)=|

Bn+r+1—i
r

En posant ¢ = j = 1, on obtient :

(-r) _ det(M;} (z,y))
o= Ut = e (M ()

Il en résulte de la formule (5.6) :

V( T) _ — T‘U( ) l,y—lU(:T)

n+1

r+1 Tﬁn+r+1 Ty lﬁn r+r

_Z r+1
k=1

-yt
L pgrel
_Zﬂk 7”+1 zy1
r+1

k=1
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Chapitre 6

Réalisablité de quelques suites

récurrentes linéaires

De nombreuses suites étudiées jusqu’a présent sont bien connues dans les systémes
dynamiques car elles se présentent naturellement comme des suites comptant les points
périodiques. Un systéme dynamique est la donnée d’une application continue 7" : X —
X ou X est un espace topologique. Un tel systéme est la collection des itérations de
I’application T sous la composition des fonctions. Dans ce chapitre nous nous intéressons
aux suites réalisables, cette notion de réalisabilté a été introduite et étudiée la premiére fois
par Y. Puri et T. Ward [41], ils ont montré que I'ensemble des suites réalisables contient
une classe spéciale des suites récurrentes linéaires binaires. Notre principal travail est
d’étudier la réalisabilité de certaines suites récurrentes linéaires d’ordre supérieur a 2,

notamment la suite d’entiers positifs r-Fibonacci et sa suite compagnon r-Lucas.

6.1 Suites réalisables

6.1.1 Définitions et Préliminaires

Définition 6.1. Une suite a = (a,)ns1 d’entiers est dite exactement réalisable s’il existe

un ensemble X et une application T : X — X vérifiant la propriété suivante :
Pour tout n > 1, a, = Per,(T) =#Fix(T") =#{re X/T"z =z} . (6.1)
On dit que le systéme dynamique (7, X) réalise la suite (a,)n»1, Ou encore la suite

(an)ns>1 est réalisable par le systéme dynamique (7, X).

On désigne par ER, I'ensemble des suites exactement réalisables.

Exemples 6.1. 1. Soit X ={1,2,3,4,5,6,7,8} un ensemble et T une permutation de
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6.1 Suites réalisables

X définie par :
o (123456758
\8 12546 73)

Le systéeme (T, X) réalise la suite {2,4,2,8,2,4,2,8,...}.

2. St a un entier positif alors la suite (a™),»1 est exactement réalisable. En effet, si on
prend l'ensemble X = {0,1,...,a - 1}N et T lapplication décalage a gauche; tel que
si x = (x1,22,23,...) € X alors Tx = (x9,23,14,...) alors le systeme (T, X) réalise

la suite (a™)ps1-

3. Considérons (M,,)ns1 la suite de Mersenne, définie par M, = 2"-1. La suite (M,,)n>1
est réalisable par le systéeme (T,X) ou X ={xeC/|x|=1} et T : X - X définie
par : T(x) =22 On a pour tout n > 1

2ikm

2n -1

Pern(T):#{:z:eX /xinzl}z#{xkzexp /k:O,...,Q”—2},

d’ou, pour tout entier n > 1, Per,(T) = M,.

4. La suite de Jacobsthal — Lucas, R, =| (-2") =1 | compte le nombre des points pério-

diques de Uapplication T : x ~ T(x) =x2 dans le cercle unité.

5. Soit X ={x = (xx) € {0,1}% si xx = 1 alors x41 =0} et T : X - X Uapplication de

décalage a gauche définie par : (Tx), = pi1. On a pour tout n > 1,

Per, (T) =tr(A") = Ly,

ou A= )
10

Il en résulte que le systéme dynamique (T, X) réalise la suite de Lucas (Ly)ns1-

Soient X un ensemble et 7' : X — X une application. Si Per,(T") et L,(T") sont

finis, alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Premiérement, I’ensemble des points périodiques de période n par l'application T’
est la réunion disjointe des orbites de longueur d divisant n, alors pour tout n > 1

on a :

Per,(T) = %: Lq(T), (6.2)
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Réalisablité de quelques suites récurrentes linéaires

par la formule d’inversion de Mobius, la relation (6.2) est équivalente a :

Lo(T) = §u<§>Perd<T>. (6.3)

2. Deuxiémement, si x est de période premiére d alors les points de l'orbite de x :

x,T(x), T?(x),... sont tous de période premiére d, donc pour tout d >0
0<Lg(T)=0 modd. (6.4)

Le lemme suivant présente un dispositif combinatoire qui caractérise les suites exactement

réalisables.

Lemme 6.1. [41, 42] Soit a = (an)ns1 une suite d’entiers. La suite a est exactement

réalisable si et seulement si

0< Z,u(g)adz() mod n pour tout n > 1. (6.5)
d/n

Démonstration. Les relations (6.2), (6.3) et (6.4) permettent d’établir la condition néces-
saire. Supposons que la suite d’entiers a = (a,,)n>1 est réalisable, alors il existe un systéme

dynamique (X, T) tel que a, = Per,(T) pour tout n > 1, donc par la relation (6.2) on a

Qp = Z Ld(T)

d/n

donc

Lu(T) = 3 pl(as
d/n

il en résulte par la relation (6.4)

n

OSZp(d)adzO mod 7.

d/n

Inversement, pour montrer que la suite d’entiers a = (a,, ),»1 satisfaisant la condition (6.5)
est réalisable, il suffit de trouver la dynamique (7', X') qui réalise cette suite.

Considérons la suite (b, ), définie pour tout n > 1 par :

1 n
b, =— — N
s T

Si b, > 0, pour des valeurs de n choisis arbitrairement, alors X = N et T est une permu-

tation avec b, cycles de longueur n pour tout n > 1.
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6.1 Suites réalisables

Si les b, = 0 (non tous nuls), considérons un ensemble X de cardinal Y nb, et T est une
n>1

permutation avec b,, cycles de longueur n, pour tout n > 1. O

Remarque 6.1. Pour montrer qu’une suite d’entiers est exactement réalisable, on peut
procéder de deux maniéres. La premiére, consiste a trouver le systeme (T,X) dont la
suite est dans ER et la deuxiéeme méthode on utilise le lemme précédent. Par contre, on
peut utiliser le corollaire suivant pour montrer qu’une suite d’entiers n’est pas exactement

réalisable.

Corollaire 6.1. Soient p un nombre premier et a = (a,)n»1 une suite d’entiers. Si a est

exactement réalisable alors a, —ay est un entier positif divisible par p.

Démonstration. En utilisant la relation (6.5), on a pour tout nombre premier p,

Zu(g)ad =a,-a; =0 mod p,
d/p

car pu(p) =-1et p(l) =1. O

Exemple 6.1. D’aprés la relation (6.5), la suite de Fibonacci (Fy,):1,1,2,3... n'est pas

réalisable, en remarquant que F3— Fy =1 n’est pas divisible par 3.

6.1.2 Propriétés algébriques des suites réalisables

Lemme 6.2. [/3/
Siu=(Up)ns1 €tV = (U )ns1 Sont deux suites exactement réalisables alors u+v = (U +vy )ns1

et uv = (Upvy )ps1 Sont exactement réalisables.

Démonstration. Supposons que les suites u et v sont respectivement réalisables par les

systémes (T, X;) et (T,, X3). On alors pour tout n > 1,
Per,(T,) =u, et Per,(T,) = v,. (6.6)

Pour la suite u + v, considérons I’ensemble réunion disjoint X = X; u X, et T' I'application

définie sur X par :

T(x) Tu(x) size Xy,
€Tr) =
T,(z) six e X,

Donc pour tout n>1, on a :
Fix(T") ={z e X/T"x =z}

={zeXy/T}r=x}u{re Xy/T)x =1}
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comme la réunion est disjoint alors par (6.6) :
Per,(T) = #Fix(T") = #Fixz(T)}) + #Fix(T)) = u, + vy,

et la suite u + v est réalisable par le systéme (7', X).
Maintenant pour montrer la réalisabilité de la suite uv, nous considérons ’ensemble X =
(X7 x X5 et 'application T': X — X définie par :

T(x1,22) = (Tu(x1), Ty(x2) pour tout (x1,x2) € X.
Donc pour tout n>1, on a :
Fiz(T")={z e X/T"x =z}
= {(z1,22) e X/(T7}(21), T} (22)) = (w1, 22)}

={(21,22) € X/ T} (21) = 21 et T,)(22)) = 12}

={rveXy/T]x =0} x{xeXy/T)x =1}

d’ou :

Per,(T) = #Fix(T") = #Fiz(T)}) x #Fix(T)') = u, x vy,

et le systéme (7, X) réalise la suite uv. O

6.2 Suiltes récurrentes linéaires réalisables

Dans [26, 41], les auteurs donnent une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
suite récurrente d’ordre 2 & termes positifs soit réalisable et ils ont montré que les seules
solutions réalisables pour la récurrence de Fibonacci sont les multiples de la suite de Lucas.
Notre but dans cette section est d’étudier la réalisabilité de la suite r-Fibonacci (Ur(f)) et

de sa suite compagnon (V,\"*).

6.2.1 Reéalisabilité d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2

Une suite récurrente d’ordre 2 est donnée par la relation suivante :
Upso = Ups1 + Uy AVEC Uy, U € 2] (6.7)

Si on prend le cas particulier u; = 1 et ug = 1, on obtient la suite de Fibonacci (F},)ns0-

78



6.2 Suites récurrentes linéaires réalisables

Proposition 6.1. Une suite récurrente d’ordre 2 définie par la relation (6.7) satisfait
l’identité suivante :

Uy = U FYy_o + uaFpy_q pour tout n > 3. (6.8)

En particulier,
L, = F,_o+3F,_1 pour tout n>1, (6.9)

ot (L) désigne la suite de Lucas.

Les propriétés suivantes sont immédiatement obtenues par la lidentié (6.9) pour

tout nombre premier p :
1. F, 5+3F, 1 =1 (mod p)
2. F,.1 =1 (mod p) < F, 5 = -2 (mod p)

Lemme 6.3. Pour tout nombre premier p, on a : F,; =1 (mod p) si et seulement si

p=5m=2

Théoréme 6.1. /206, 41]
Soit u = (Up)ns1 une suite récurrente linéaire d’ordre 2 définie pour tout n > 2 par la

relation sutvante Uy o = Upe1 + Uy, GUEC Uq, Uz > 1.
La suite u est exactement réalisable si et seulement si ug = 3u;.

Démonstration. Supposons que us = 3uqy, alors u = 3L ou L est la suite de Lucas, or
L € ER donc u € ER d’aprés la propriété (1). Réciproquement, on suppose que u € ER.

Par le lemme 2 , u, — u; est divisible par p pour tout nombre premier p. C’est-a-dire :
uy(Fpa—1) +us .1 =0 (mod p) (6.10)

Sip=5m=+2,ona F,; =1 (modp) et par les propriétés (1) et (2), on obtient la
relation uy = 3u; (mod p). Comme 2 et 5 sont premiers entre eux, par le Théoréme de
Dirichlet (voir [31, 6, Theorem 180]), il existe une infinité de nombres premiers de la forme

p=>5m =2, alors la relation us = 3u; (mod p) est vraie et par suite us = 3u;. ]

Théoréme 6.2. [/1] Considérons la suite u = (up)ns1 définie par la relation de la récur-
rence suivante :

Upio = QUpeq + bu, avec uq,us > 1.
Supposons que A = a? +4b n’est pas un carré et que (a,a?+2b) = 1. Alors on a :

us  a?+2b
u est exactement réalisable si et seulement si — = . (6.11)
U1l a

Démonstration. Voir [41]. O
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6.2.2 Reéalisabilité de la suite r-Lucas de type r

Dans le théoréme suivant, nous caractérisons le systéme dynamique réalisant la suite

de r-Lucas .

Théoréme 6.3. La suite r-Lucas généralisée définie par la récurrence Vn(r) = V71(2+V7l(2_1,

avec VO(T) =r+1, Vk(r) =1 (1<k<r), est exactement réalisable.

Démonstration. Considérons ’homéomorphisme f: X — X défini par (f(z)), = Tni1, OU
X = {x = (z) € {0, 1}2/ si xp =1 alors x4 =+ = 24, = 0 pour tout k € Z}. C’est-a-dire
1 doit étre suivi par r zéros. La suite r-Lucas est exactement réalisable par le systéme
dynamique (7, X)) avec X est 'ensemble défini ci-dessus.

En utilisant le résultat de Lind et Marcus (voir [36, Proposition 2.2.12]), on a pour tout

entier n > 1 :

Per,(T) = tr(A™) = V",

ol A est la matrice compagnon associée a la suite (Vn(r))

Le théoréme 6.3 et le lemme 6.2 entrainent le corollaire suivant :

Corollaire 6.2. Pour tout entier non nul k, les suites kV = (kVn(T)) et Vk = ((V,f”)’“)

sont réalisables.

La réalisabilité de la suite r-Lucas et le Lemme 6.5, nous permettent d’établir de

nombreuses congruences, la plupart de ces congruences sont bien connues pour r = 1.

Corollaire 6.3. Pour tout entier positif n et tout nombre premier p, on a les congruences

suvantes :

1. Zu(%)Vd(T) =0modn.
d/n

2. Pour tout entier k> 1, on a V{7 = V" mod p*.
P P

3. Pour n = p, il découle de la relation (2.5) que :

VO = U + (r+ DU = VO modp.
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4. Pour p et q deux nombres premiers on a :
V;,(;) +1= V;,(T) + V}](T) mod pg.

Une autre conséquence du théoréme (6.3) est :

Corollaire 6.4. Pour tous entiers positifs r et p un nombre premier, on a la congruence
suvante :

U = 1modp < U = —rmodp. (6.12)

Démonstration. La démonstration découle directement de l'identité (3) du corollaire 6.3.

m

6.2.3 Reéalisabilité de la suite des nombres r-Fibonacci

Pour tout entier r > 1, considérons la suite nommée les nombres r-Fibonacci Uér),
en prenant le cas particulier de la suite r-Fibonacci généralisée pour x =y = 1.
Les premiers termes pour les premieéres valeurs de r de la suite Uff) sont présentés dans

le tableau ci-dessous :

r Nom Code de Sloane Premiers termes

1| Fibonacci A000045 1,1, 2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ,...
2 | 2-Fibonacci A000930 1,1, 1,2, 3,4,6,9, 13, 19, 28, 41, 60,...
3 | 3-Fibonacci A003269 1,1,1,1,2, 3, 4,5, 7,10, 14, 19, 26....

4 | 4-Fibonacci A003520 1,1,1,1,1,2,3,4, 5, 6,8 11, 15, 20,...

TABLE 6.1 — Premiéres valeurs des nombres r-Fibonacci.

Le lemme suivant nous affirme que pour tout entier r > 1, la suite de nombres r-Fibonacci
(US7):1,1,1...,1,2,3,4, ..., nest pas réalisable.

| S ——
(r+1) termes

Lemme 6.4. [l n'existe aucune application T : X — X satisfaisant Per,(T) = AL

Démonstration. Supposons qu'il existe une application 7' : X — X vérifiant : Per,(T') =
UT(LT), donc T a un seul point fixe. Les points fixes de 'application T("*2) sont : le point fixe
de T et les autres proviennent des orbites de longueur r+2, si elles existent. C’est a dire : si
on a Peri(T) = 1, alors les valeurs possibles pour Per(,.2)(T") sont : 1,r+3,2r+5,3r+7,...,

ce qui contredit 'hypothése Per(,.0)(T) = 2. O

6.2.4 La suite (a,b,r)-Fibonacci

Soient a, b deux entiers, la suite (a, b, r)-Fibonacci est la suite (G,(f))nzo d’ordre (r+1)

définie par la relation suivante :

G =G0+ G pour tout (n>2), (6.13)

n+1
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les conditions initiales sont données par :

G =a,G =bet G =G = G =0,

-r+1 —

1. Si on prend a =0 et b = 1, la suite (G,(f))nzo n’est autre que la suite r-Fibonacci

généralisée (U,(LT))MO.

2. Sion prend a =s+1 et b=1, on retrouve les suites r-Lucas de type s pour tout s

compris entre 1 et 7.

En remarquant que les suites (fo))nzo et (US)nso ont la méme relation de récurrence,
donc il est naturel de demander s’il y a une relation entre elles. En ce sens, nous avons le

lemme suivant :

Lemme 6.5. Pour tout entier n > 0, les suites (G5 )nso et (US )nso satisfont la relation
survante :
GO =

n+1

+(b-a)U". (6.14)

En particulier, pour tout entier s (1<s<r)ona :

V) = (1+8)U, - UL, (6.15)

n+1

Démonstration. Par un simple calcul de la fonction génératrice de la suite Ggf), on trouve :

_ a0, ) 2 () n_o+(b-a)z
G(Z)—GO Z+G1 z +"'+Gn+1Z —m,

(6.16)

alors, il est facile de voir que G = aUT(L:)l +(b=a)US", de sorte que la fonction génératrice

de la suite (U,Er)) est donnée par 'expression :

z

U(z) = =

Z_Zr+1'
]

Dans le théoréme suivant, on se propose d’étudier la réalisabilité de la suite (a, b, r)-

Fibonacci.

Théoréme 6.4. Soit (Gg))nzo une suite d’entiers positifs définie par la relation de ré-

currence (6.13).
i G = (r+ )G et G =G = =G alors (G est exactement réalisable.

Une premiére conséquence, la réalisabilité de la suite r-Lucas définie dans le Théo-
réeme 6.3 :

r+1,1,1,...,L,r+2,r+3,...,2r+1,...,

pour tout r > 1.
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Démonstration. Le cas r = 1 est déja démontré (voir [41]), ot la suite (GS),s0 est réduite
a la suite de Fibonacci avec conditions initiales arbitraires, donc la condition G(()T) = QGY)
implique Gg) = BGY).

Pour le cas général r > 1, les termes de la suite (fo))nzo sont donnés par :

(r+ GG G (r+ )GV (r+3)G, . (2r+ DG,

r terms r terms
alors la suite ( Gg) )nso est un multiple de la suite r-Lucas qui est exactement réalisable. [

Remarque 6.2. Concernant la partie négative de la proposition (6.4), nous devons mon-
trer que, si la suite (Gq(f))nzo définie par la relation de récurrence (6.13) est réalisable,
alors la propriété G(()T) = (r+ 1)GY) est maintenue. Pour réaliser la preuve, nous de-
vons utiliser le lemme 6.5 et certaines propriétés de congruences de la suite r-Fibonacci

(US)s0 modulo un nombre premier, en ce sens Uidentité (6.12) sera utilisée.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése, nous avons considéré la suite r-Fibonacci généralisée définie pour

tout entier naturel » > 1 par :

Ué?’) — O, UIET) — $k71 (1 < k < 74)’
U =20 +yUuln (n> ).

n+1

Les éléments de cette suite récurrente caractérise les champs des éléments du triangle
de pascal de la forme (”_,:k) pour k =1,...,|n/(r+1)]. Nous avons introduit pour tous
entiers r,s avec (1 < s < r) une famille de suites compagnons associées a la suite r-

Fibonacci généralisée, appelées r-Lucas de type s.

V= s+ 1, VO =ak (1<k<r),
VD - Ly ().

n+1
Les propriétés combinatoires et algébriques de ces suites ont fait ’objet de ce travail.

1. Dans le chapitre deuxiéme, nous avons établi leurs séries génératrices, formes de
Binet associées, formes explicites et des extensions aux indices négatifs. Nous avons
donné encore quelques propriétés de convolutions et des identités de somme alter-
nées des termes de la suite r-Fibonacci et de ses suites compagnons. Egalement,
nous avons proposé des interprétations combinatoires pour les termes de la suite

r-Fibonacci ainsi que pour la famille de ses suites compagnons.

2. Au chapitre troisiéme, le g-analogue pour les suites compagnons r-Lucas de type s
a été proposé. Nous avons aussi suggéré une extension au (p, ¢)-analogue de la suite

r-Fibonacci généralisée et de ses suites compagnons.

3. Au chapitre quatriéme, nous avons défini et étudié les suites incomplétes r-Lucas
de type s, les suites hyper r-Fibonacci et hyper r-Lucas de type s pour tout entier

s compris entre 1 et 7.

4. Dans le chapitre cinquiéme, nous avons étudié la suite r-Fibonacci généralisée pour
r négatif. Nous avons proposé pour tout entier r > 1, la définition de la suite (—r)-
Fibonacci et de sa suite compagnon, en donnant la forme explicite pour ses termes.

Ensuite, nous avons établi leurs séries génératrices et les formes de Binet associées.
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5. Finalement, au chapitre sixiéme, nous nous sommes intéressés a la réalisabilité des
suites récurrentes linéaires, c’est-a-dire les suites qui comptent le nombre des points
périodiques de période donnée d'un systéeme donné. Nous avons montré que la suite
r-Lucas de type r est réalisable et nous avons caractérisé les suites r-Fibonacci de

termes initiaux arbitraires réalisables.

Notre perspective est de s’intéresser a 1’étude de la périodicité de la suite r-Fibonacci

d’ordre 3 modulo un nombre premier p.
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