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Résumé

Dans cette thése, on considére une famille (P°), ot § est un petit paramétre positif,
de problemes de transmission bidimensionnels d élasticité asymétrique linéaire dans un
domaine ©° constitué de deux corps micro polaires liés : Q_ et une couche mince Qi.
On suppose que 2_ et Q‘i sont homogenes et isotropes. De tels problemes modélisent la
propagation des ondes entre {)_ et la couche mince Qi. On limite notre considération
au cas des problémes élastostatiques et on s’intéresse a deux types de géométrie : dans
un premier cas on va considérer une bande mince qui va nous guider dans le deuxieme
cas qu’est celui d’'une couche mince courbe. Notre objectif est de modéliser I'effet de la
couche mince Qi sur le domaine fixe {)_ par une condition aux limites d’impédance en
utilisant les techniques du développement asymptotique. Le probléme de transmission est
alors approché par un probléme d’impédance posé dans le domaine fixe {2_, et on prouve
alors une estimation d’erreur.

Mots clés: Milieu micro polaire; couche mince; opérateur d’impédance; élasticité

linéaire.
Abstact

In this thesis, we consider a family (P?), where § is a small positive parameter, of
two-dimensional transmission problems of linear asymmetric elasticity in a domain °
consisting of two bonded micropolar bodies, Q_ and a thin layer Q%. It is assumed
that _ and Qi are homogeneous and isotropic. Such problems model for instance wave
propagation between (2_ and the layer Qi. We restrict our consideration to the case of
elastostatics and a simple geometry, firstly we consider a thin layer which will guide us
in the case of a curve layer. Our aim is to model the effect of the thin layer Q% on the
fixed domain §2_ by an impedance boundary condition using the techniques of asymptotic
expansion. The transmission problem is then approximated by an approximate impedance
problem set in the fixed domain 2_. We then prove an error estimate.

Keywords: Micro polaire body; thin layer; impedance operator; linear elasticity.
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Introduction

Introduction

0.1 Position du probléme

La théorie de 'élasticité asymétrique a été introduite par les fréres Cosserat pour parer
Iinsuffisance de la théorie de I’élasticité classique qui s’est avérée inopérante pour mod-
éliser le comportement élastique des milieux granuleux par exemple. A chaque particule
est associée un triedre mobile rigide susceptible de subir au cours de la déformation non
seulement un déplacement mais aussi une rotation. Le milieu est donc constitué de points
(particules) orientés. On parle de milieu micropolaire. La déformation d’un corps est
définie par un champ de déplacements u(x) et un champ de rotations w(x). Le tenseur des
déformations v;; (x) n’est plus symétrique (défini a partir de u(z) et w(xr)). Le tenseur des
contraintes de forces oj; (r) (non symétrique) n’est plus suffisant pour décrire I’équilibre,
il faut ajouter le tenseur des couples de forces 6;; (x) lié par une loi de comportement au
tenseur des couples de torsions-courbures x; () (définie & partir de w(x)).

Le probleme d’élastostatique, dans le cas d’un milieu isotrope, homogéne et symétrique
par rapport & un point, consiste a déterminer les fonctions o; (), 05 (x) et aussi v,; (),
s;; (x) ainsi que les fonctions w; (z) , w; (z) pour x € Q vérifiant :

a) Les équations d’équilibre dans Q2

oji; = —fi(x), xe€q,

Ojij +€ijkoje = —gi(x), x€Q.

b) Les relations linéarisées entre 1'état de contrainte et celui de déformation ( les

équations de comportement )

oji = (p+a)v;+ (0= )V + M 0ijs

0 = (W+e)x;+ V=€) Xy + BXpx 0ij-



0.2. Impédance d’une bande mince

ou

Vi = Uij — €kjil;
Xji = Wij-
c) Les conditions aux limites
u; = 0,w; =0 surI'p,
oing = pi,0;mn;=gqg sur Iy

Dans les expressions ci-dessus u, A désignent les constantes de Lamé, o, 3,7, € les autres
constantes du matériau. Les fonctions f; (z) désignent les composantes des forces de
masse, tandis que g; () les composantes des couples de masse. Les grandeurs p; et g;
désignent respectivement les composantes des forces et des moments extérieurs sollicitant
la surface I'y. Par les symboles h; et k; nous désignons, respectivement, les composantes
données des vecteurs des déplacements et des rotations. €;;, désigne 'alternateur connu

de Levi-Civita.

1si (i,7,k) est (1,2,3),(3,1,2) ou (2,3,1),
€igk = § —1si (4,7,k) est (3,2,1),(1,3,2) ou (2,1,3),

Osit=jouj=kouk=1.

Dans cette thése, on modélise 'effet d’une couche mince Qi ¢lastique micropolaire
linéaire en dimension deux d’épaisseur § sur un corps {2_, lorsque 0 tend vers 0. On
travaille avec deux types de géométrie, dans un premier cas, on considére une bande

mince qui va nous guider dans le deuxieme cas qu’est celui une couche mince courbe

0.2 Impédance d’une bande mince

On a considéré le probléme de transmission suivant pour ’élasticité asymétrique linéaire
en dimension deux :
Inconnues : v’ (z1,22) = (uf (z1,22),ud (21, 22)) champ des déplacements, w’ (21, 25) la

rotation.



0.2. Impédance d’une bande mince

Données : f_ (z1,22) = (f_1(x1,22), f_2 (21, 22)) champ des forces de masse, g_ (x1,x2)
champ des couples de masse.

Loi de comportement :

0o = (g + ) Yagi + (e — ) Yoy + AV iy 6,5,k = 1,2

avec

_ é _ )
Va1 = Diuly, vi99 = Douly

5 5 5 5
Y12 = Diufy —wi, i = Doudy + i,
My, g, Ay, Uy, €4 sont les coefficients définissant le matériau. Ils vérifient :
ey > 0,03 >0,vL >0,ex > 0,30 + 2, > 0.

L’indice + (resp — ) désigne la restriction & QJ ( resp Q- ). On pose

Q. = Rx|-1,0[, - =R x {-1},¥ =R x {0},
Q) = Rx]0,d[, ', =R x {&}.

+ &

Figure 1. Cas d’une couche mince plane.
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e Equations d’équilibre dans €)_

D10' 11 (u5 w ) + DQO' 21 (U w ) ffl,
D10'_12 (U6 w ) + DQO’ 29 (U w ) f_27 (11)
(v +e) (D} + D3)w’ +2a_ (Dyuly — Doul ) —da_w’® =g_.

e Equations d’équilibre dans Qi

D10'+11 (ui,wi) + D20'+21 (ui,wi) == O,
D10'+12 (Ui,bdi) + D20+22 (ui, (JJi) = O, (12)
(vy +€4) (D + D3) Wi + 20 (Dyudy — Dauly) — dayw’, = 0.

e Conditions aux limites sur I'_

e Conditions aux limites sur Fi

091 (ui,u@) =0,
0499 (ui,w+) =0,

(V4 + €4) Daw’, = 0.

e (Conditions de transmission sur %

(
§ _ .8 8 0
u? =uf, Wl =wl,

O_91 (ui,wé_) =0421 (ui,wi) )

O_99 (u&,,wi) = 0422 (Uiawi) )

\ (V- +€-) Dow® = (vy +€4) Daw?,.

Il est bien connu que le probléme de transmission (P°) a une solution unique dans

I’espace canonique

( 3\

(Ui, Wi) € H' (Qs) x H' (Q);
v_=0surl'_, o =0surl'_,

Uyl = U_q SUT X, VUyg = U_g SUT X,

p, = @_sur X
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Lorsque 'épaisseur d de la couche Qi est assez petite, la solution numérique du prob-
léme de transmission (P?) ne peut pas étre calculée avec précision en raison des instabilités
numériques qui apparaissent. Alors, notre objectif est de calculer des conditions aux lim-
ites sur l'interface ¥ qui représente d’'une maniére approchée l'effet de la couche mince
Qi sur €)_. L’effet exact de la couche mince Qi sur le domaine €2_. On considére le

probléme aux limites

( Equations (1.1)  dans Q7
u‘i =% sur X,
Wl = ¢ sur ¥,
0421 (uf,w)

5 6 _ 5
T 429 (u+,w+) =0 sur I'}.

(4 +er) Doty

si (ui, wi) est solution de ce probléme, on pose :

oo (ul, Wi)\z

T(S (7/}57 ¢6) = 0422 (ui,wi)m 5

(l/+ + €+) DQCL)(_SHE

en utilisant les conditions de transmission sur X, on obtient

021 (Ué—awé—)m
Ts (u‘s_,w(s_) = 022 (ui,wi)m

(v_+e€) D2w‘5_|E

Le probléme de transmission (P°) est alors équivalent au probléme d’impédance suivant :

/

Equations (1.2) dans Q_,
w =0sur_,
W =0sur_,

0-21 (Ui,w‘i)m

O _99 (u‘i,w‘i)m =T5 (u’,w’) sur X.

(v- +e-) Dow’ 5



0.2. Impédance d’une bande mince

Une expression explicite de 'opérateur d’impédance exacte Tj n’est pas accessible pour

le cas géométrique général. Dans cette thése, on donne une approximation 7:

Ay (1 424) 1o 5

SIS VI L)
50 _ Mavpy &
T.s ((u_*,w_*)|2> =0 (H++a+)D1 <D1u_*2|2 w_*m)
5 doyp 5 5
(s +e) Diw? 5 + (u:ka:) <D1“7*2\2 B C"f*|E>
La solution (u®,w’) de (P?) dans Q_ est alors approchée par la solution (u°,,w’,) du

probléme d’impédance approchée suivant:

(

Dio_11 (u’,,w’,) + Dao_o (v, ,w’,) = —f_1 dans Q_,
Dio_19 (u‘s_*,w‘s_*) + Dyo_99 (u‘i*,w‘s_*) = —f_o dans )_,
(v_+e ) (D?+D3uw,

+ 20 (Dlu‘i*2 — Dzu‘i*l) —4a_w’_ = —g_ dans Q_,
w,=0surI'_, w’, =0sur_,

| T ((00) ) swr s,

On démontre le théoréme suivant:

Théoréme : le probléme (P,s) admet une unique solution dans

(v_,p_) e H' (Q_) x H* (Q);
V:ké = (Dlv_l,Dl’U_z) € L? (E) , D1Q07 € L? (Z) ,
vo=p_=0surdx, v_=¢_=0surl_.

et on a l'estimation d’erreur suivante:

) 0

5
a2 = w2,

—3k

o

2
H(Q_) HY(Q_) < Co.

ot la constante C' ne dépend que de f_,g_ et des coefficients d’élasticité.

Idée de la démonstration
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1. Changement d’échelle dans Qi.

Q, = Rx]0,1[; Q% =Rx]0,d|

ui : Qi—>]R2; ﬂi:Q+—>R2
wi : Qi—>R;o~Ji:9+—>R
(ﬂil (21, 2) ,ﬂi2 (21, 3:2)) = (uil (1,0x9) ,(5ui2 (1, (5;@))
@i (z1,29) = Wi (21,0m2).
2. Développement asymptotique.
o= W 4ot +%2 4., =3 0t + %0+
W= A UL+ A, B =D 46w+ 8%+

En injectant le développement dans les équations et les conditions aux limites et
les conditions de transmission et en identifiant les coefficients de méme puissance
de 9, on obtient une hiérarchie de problémes aux limites et de transmission. On

détermine les solutions par récurrence.
. A lordre 0 la couche mince Qi n’a aucun effet sur 2_.

o1 (u?,w’) =0 sur 3,
(CLY)g{ 0 2 (ug,wo,) =0 sur X,
Dyw® =0 sur X.

. A Tordre 1 leffet de la couche mince Qi sur {)_se traduit par des forces et des

moments de forces s’exercant sur X:

4u(u++>\+)

O_o91 (ul_,wl_) = 2H+—+/\+Dfu0_l|E sur X,
4
(BCY); { 00 (ul,wl) = ﬁDl (Dlu(imZ - w‘im) sur X,

(l/_ + €_> D2CU1_ = (l/+ + €+) D%WO_ + % [Dlu(ig‘z - w(l‘g sur 2.

My tog
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5. La fonction inconnue définie par (u’,,w?,) = (u® + du',w® + dw') satisfait ( & &

—%) —%

prés) la condition d’impédance.

dp( py+A
o o1 (U, w’,) ﬁD%u‘s_

5 5\ . Apyog 5 )
O_99 (u_*,w_*) = (#++a+)D1 <D11L*2|E w**|2> sur 2,

A)x Sur X,
(v_+e ) Do, = (vy +e4) D3, + (:Z:—j;) [Dlu‘s_*mE — wo_*m] sur 3.
6. On démontre par les techniques des estimations a priori le résultat de stabilité:

Juf

— —%

)

—k

o

2
H(Q_) HY(Q_) < Co.

0.3 Impédance d’une couche mince courbe

Géométrie du probléme:
)_ : domaine régulier borné.

Q‘i : couche mince courbe réguliére bornée.
O0_=T_UZX, 09, =T, UZ, ¥ =00_N0oY,.

ol 0 est un parameétre destiné a tendre vers 0.

n : normale & X orientée vers ’extérieur de €2_.

Figure 2. Cas d’une couche mince courbe.
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e Equations dans €2_

Dyo_11 (U(S w )+D20 21 (U w ) J-1,
Dio_12 (u‘i,w )+D2U 22 (U_,W ) J-2,
(vo+e_) (D} + D3)w’ + 2a_ (D1uly — Dol |) — da_w’ = g_.

: 5
Equations dans 2%

Dyoin (u‘i,wi) + D019 (ui,w‘i) =0,
Dyo 1z (uf,wh) + Daoyap (uf,w%) =0,

(Vi + €4) (D} + D3) W', + 2ay (Dyuly — Dould,y) — 4w’ = 0.

Conditions aux limites sur I'_

Conditions aux limites sur I‘i

0 ji (Ui_,t«]i) n; = 0,

Ow’
s
(V-i- + €+) on
e Conditions de transmission sur %
( 5 5
ul =ul,
5§ _ .8
w? = ws,

Le paramétre § étant petit, on modélise I'effet de la couche mince par une condition

0 0

aux limites dite d’'impédance (T,s) liant o, (u_*,w‘i*) . Onn (u_*, w‘s_*) ,D.w’  aux traces

)

de u’, et w’, sur X, pour se ramener & un probléme aux limites posé dans €2_ (domaine

fixe), i.e remplacer le systéme sur Qi, les conditions de transmission sur 3 et les condition
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aux limites sur F‘i par la condition aux limites d’impédance sur .

( Onr ( Uy W *) m—iii-’—)l)s (DSU(S_*T + Ué_*nR)
2oL R (Dsu — Ru’,_ — w‘i*) sur X,
5

*T

o

(Tss) Oy (U0, ,00,) = —5R4‘;\(J)r‘;r“) (D, 4+ v’ R)
—|—53i‘;D (D u,, — Ru®, — w‘i*) sur X,
l (I/,—i-ﬁ,)D _6(D u—*n_Ru—*T —*) +5(V++E+) D2 5—*

)

La solution (u w ) du probléme de transmission peut étre approchée par la solution

(u5 oW ) du probléme d’impédance suivant:

(

o_11 (u‘i*,w‘i*) + Dyo_9p (u‘s_*, ) f-1 dans Q_
Dio_19 (u‘i*,w‘i*) + Dyo_9n (u‘s_*, ) f_o dans Q_,
(v_+e )(D}+D3)uw’,

+200_ (Dlu — Doul *1) —4a_w?_ =g¢g_ dans )_,
w,=0surI'_, w’, =0surI_,

T,s sur X,

\
et on a le résultat de stabilité suivant:

Théoréme : le probléme (P,s) admet une unique solution dans

(vrpo) € H' (Q-) x H' (Q-);
‘/:k5 = (Dlv_l,Dlv_z) € L? (E) , Dlgpf € L? (E) ,
vo=p_=0surdx, v_.=¢_=0surl_.

et on a l'estimation d’erreur sutvante:

o —u’, +oul, < Cé2.

+ ||cu6_>k — W, + 6wl

e

H(Q_) HY(Q_)

ot la constante C' ne dépend que de f_,qg_ et des coefficients d’élasticité.

Idée de la démonstration

On introduit un systéme de coordonnées adapté a la construction des conditions aux

limites d’'impédance comme suit:

1. Paramétrisation de la courbe X.

10
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On utilise le paramétrage
p: U — by
s — m=p(s).
On note
7(s) = Dsp(s),
le vecteur tangent & ¥ au point m (s) de . On note n (s) le vecteur normal a ¥ au
point m (s) de X. On a les formules de Frenet
Din(s) = R(s)7(s),
Dt (s) = —R(s)n(s),

ol R (s) est la courbure de ¥ en m (s) .

2. Parameétrisation de la couche mince Q‘i
L’épaisseur ¢ de la couche mince Q‘i étant petite, on a 'isomorphisme
¥ x]0,0] — Q)
(s,2) — m(s)+zn(s)
oun (s) est la normale a 3. Ce parameétrage permet de faire un changement d’échelle
sur la couche mince et un développement asymptotique par rapport a I’épaisseur o
de la couche mince.
3. On démontre par les techniques le résultat de stabilité suivant:

0

—x%

—u®, + ut, < 05t

+ ||, — W?, + dwl,

e

H(Q_) HY(Q_)

0.4 Organisation de la thése

Le reste de cette thése est organisé comme suit :
Chapitrel : Dans ce chapitre on présente un certain nombre d’outils d’analyse fonc-
tionnelle et de géométrie différentielle qui seront utilisés dans le suite de cette thése. Pour

plus de détails, nous renvoyons le lecteur aux ouvrages (voir [12], [6], [9], [2], [3], [20]) .
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0.4. Organisation de la thése

Chapitre 2 : Dans ce chapitre on s’intéresse au probléme d’élasticité microplaire
linéaire : les tenseurs décrivant la déformation, les lois de comportement et les équations
d’équilibre. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur aux ouvrages (voir [7], [18], [13]) .

Chapitre 3 : Dans cette partie, on présente notre contribution concernant la mod-
élisation d’une fagon approchée de l'effet d’'une bande mince Qi élastique micropolaire
linéaire en dimension deux, d’épaisseur 0 sur un corps €2_, lorsque ¢ tend vers 0 par
les techniques des développements asymptotique avec changement d’échelle, ensuite on
montre une estimation d’erreur. Le contenu de ce chapitre a fait I’objet d’une publication
parut dans le revue Applied Mathematics and Computation ( voir [1]). Ce chapitre
servira de guide dans le quatrieme chapitre pour le cas d’une couche mince courbe.

Chapitre 4 : Dans ce chapitre, on modélise de fagon approchée l'effet d’une couche
mince courbe Qi élastique micropolaire linéaire en dimension deux, d’épaisseur § sur un
corps €1, lorsque 0 tend vers 0 par les techniques des développements asymptotiques avec
changement d’échelle. Finalement on présente quelques perspectives pour améliorer les
résultats obtenus et d’introduire d’autres problémes ouverts dans lesquels s’inscrit notre

travail.
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CHAPITRE

1 Rappels d’analyse

fonctionnelle et de

géométrie différentielle

Ce chapitre a pour but de rappeler un certain nombre d’outils d’analyse fonctionnelle
et de géométrie différentielle qui seront utilisés dans le suite. Pour plus de détails, nous

renvoyons le lecteur aux ouvrages (voir [12], [6], [9], [2], [3], [20]) -

1.1 Analyse fonctionnelle

1.1.1 Les espaces L* (), (1 <p < +4o0)

Soit € un ouvert borné de R”.

Définition 1.1.1 On désigne par LP (Q) [’espace des fonctions intégrables sur 2 a
valeurs dans R. On pose
1
(Jo If (@) dz)? sil <p<+oo,
11 Lo () = .
SUp,cq ess | f (z)| sip= +oo.
Notation 1.1.1 Soit p € R avec 1 < p < +00, on désigne par q ['exposant conjugué de

p

1
S+ =1
P q

13



1.1. Analyse fonctionnelle

Proposition 1.1.1 Soient f € LP () et g € L9(Q) avec 1 < p < 4o00. Alors f.g €
L' (Q) et
1.9l < Wl ogey 11 Loy -

Théoréme 1.1.1 LP () est

e un espace de Banach pour 1 < p < +o0.
o réflexif pour 1 < p < +o0.

e séparable pour 1 < p < 4o00.

Théoréme 1.1.2 Soit 1< p < +oo et soit p € (L?(Q)). Alors il existe u € L7 (£)

unique tel que
(0.5) = [u@) f@)do, e 12(9),
Q

de plus on a

HUHLQ(Q) = ||(ID||(LP(Q))/ .

Théoréme 1.1.8 Soit p € L' (Q)/ Alors il existe u € L* () unique tel que

(o, ) :/u(x)f(x)dac, VfeL'(Q),
Q
de plus on a

||u||L°°(Q) = ||80||(L1(Q))l .

1.1.2 Les espaces de Sobolev W™ (Q)

Définition 1.1.2 Soit Q un ouvert de R™. L’ensemble des fonctions a support compact
clus dans ) et indéfiniment dérivables dans ) est appelé espace des fonctions test et

noté D () ou C (Q)

Définition 1.1.3 Une distribution sur §) est une forme linéaire continue sur D (2) (pour

la topologie limite inductive). L’ensemble des distributions est noté D' ().
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1.1. Analyse fonctionnelle

Définition 1.1.4 Soit 2 est un ouvert de R™ et soit p € R avec 1 < p < +o00. L’espace
de Sobolev WP est défini par

Whv (Q) = we LP () : Jg1,92, ..., 90 € LP (), tels que
Jqu () 8;5) de = — [, gip (x)dx, Vo € CZ (Q),Vie I,n

On pose
W2 (Q) = H (Q).

Pour u € WP (Q), on note

ou ()
8:(:i

ou (x) Ou(z) ou (x))T

=g et = ’ PREED)
gi et Vu ( 0xy 0xo oz,

L’espace WP (Q) est muni de la norme

ou

1
P P
i Lp(ﬂ)) '
L’espace H' () est muni du produit scalaire

ou  Ov
(uav)Hl(Q) u 1) L2(Q + Z <8ZEZ a$j>L2(Q).

3,j=1
||uHH1(Q) - <

est équivalente a la norme de W2 (Q).

lullwro@) = (HUII’Ep(Q)

La norme associée
1
3
)
L2(Q)

ou
31:1

Proposition 1.1.2 W7 (Q) est

e un espace de Banach pour 1 < p < +00.
e un espace de Hilbert pour p = 2.
o réflexif pour 1 < p < +o0.

e séparable pour 1 < p < 4o00.
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1.1. Analyse fonctionnelle

Définition 1.1.5 Soient m > 2 un entier et p un réel avec 1 < p < +o00. On définit par

récurrence

ou
ox;

Wm’p(Q):{u:Q—>R:u€Wm_1’p(Q) et cWmtr(Q), Ogign}.

Cette définition est équivalente a la précédente i.e

u € LP (Q) Ve <m, Jg, € LP (Q) tels que
Joul ¢ (z)de = (—1)" [, 9o (x) dz, YV € CZ (Q).

On note g, = D*u. L’espace WP (Q) muni de la norme

W (Q) =

HU'HWLP(Q) = Z HDauHLP(Q)

|a|<m
est un espace de Banach. On pose H™ (Q) = W™2(Q), H™ () muni du produit scalaire
(U, 0) gy = (U V) 20y + Z “u, D) 2y 5
0<|ar|<m

est un espace de Hilbert.

Proposition 1.1.3 On suppose que ) est de classe C'. Soit u € W' (Q) avec 1 <
p < +oo. Alors il existe une suite (u,) de C°(R") telle que uy o — u dans WP ().
Autrement dit, les restrictions a @ des fonctions de C° (R™)  forment un sous espace

dense de WP ().

Définition 1.1.6 Soit 1 < p < +oo. W, (Q) désigne la fermeture de C!(Q) dans
WP (Q). On note
Hp (Q) = Wy* (Q).

L’espace Wy (Q) muni de la norme induite par W' (Q) est un espace de Banach sépara-
ble; il est réflexif si 1 < p < +oo0. H} () est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
de H' (Q).

Proposition 1.1.4 On suppose que ) est un ouvert borné. Alors il existe une constante

C' ( dépendant de Q et p ) telle que

||UHLP(Q) <cC HVUHLP(Q) Vu € WyP (9),1 < p < +00.

16



1.1. Analyse fonctionnelle

En particulier Uexpression ||Vul|p,q, est une norme sur WyP (Q) qui équivalente o la
norme sur WhP (Q); sur Hy (Q) Uexpression [, Vu Vv est un produit scalaire qui induit

la norme [|Vul| 12y équivalente a la norme [[u|| g (q) -

Proposition 1.1.5 (Inégalité de Korn pour une fonction a support compact)

Sotent Q un ouwvert régulier de R?® et u € C®° (ﬁ) . Alors il existe C' > 0 telle que

ou; Ou;
1Vl 20 <CZH (ax a;,)
7 7

’L]_

L2(Q) '

Proposition 1.1.6 (Inégalité de Korn sur H} (Q2)) Soit Q un ouvert réqulier de R3.

8UZ i an
Ox;  Ox;

Théoréme 1.1.4 (des traces) Soit Q1 un ouvert borné régulier de classe C', ou bien

Alors il existe C > 0 telle que

,Yu € Hy (Q).
L2(Q)

HVUHLQ(Q) <C Z

1,j=1

Q' =R%. On définit I'application trace v, par:
Yo+ H' (Q)NC' (Q) — L* (02 NC' (09)
u — o (u) = ujpq.

Cette application linéaire continue 7y, se prolonge par continuité en une application linéaire
continue de H' () dans L? (0S2) , notée encore ~,. En particulier il existe une constante

C > 0 telle que, pour toute fonction v dans H' (Q), on a
||U||L2(asz) <cC ||U||H1(Q)
Proposition 1.1.7 Les propriétés les plus importantes de la trace sont les suivantes:
o Si ue W (Q) alors en fait ujpq € Wi (0Q) et
<C ||u||W17p(Q) Yu e WP (Q).

HU|aQ le—%»l’(ag)

de plus Uopérateur trace u — ujgq est surjectif de WP (Q) sur Wi (09) .
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1.1. Analyse fonctionnelle

e Le noyau de l'opérateur trace est Wy” (), ¢’est-a-dire

Wa? (@) = {u € W' (Q), wpn =0 }.

Théoréme 1.1.5 (Formule de Green) Soit Q2 un ouvert borné régulier. Si u et v

sont des fonctions de H' (), elles vérifient

ov / ou /
u(x r)de=— [ v(x xr)dr + u(z)v(x) n; (x)ds,
Ju@ g @dr == [ v@ FE @ o+ [ u@oie) ni@
ot n = (n;),<;<, €st la normale unitaire orientée vers lextérieur de (0.

Théoréme 1.1.6 (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert et a (u,v) une forme

bilinéaire continue et coercive. Alors pour tout o € H il existe unique uw € H tel que

a (’LL, U) = (@7 U),

de plus si a est symétrique alors u est caractérisé par la propriété

weH et %a(u,u) ~(pyu) = min{%a(u,v) - ((p,v)}.

veH

Proposition 1.1.8 Soit H un espace de Hilbert réel et soit a une forme bilinéaire

symétrique continue sur H wvérifiant:
a(x,z) >0, VreH.

La forme bilinéaire a est coercive si et seulement si (a(x,x) =0 implique que x =0 ).

1.1.3 Les espace de Hilbert H (div, ()

Définition 1.1.7 Soit ) un ouwvert borné régulier de R™. On pose
H (div,Q) = {w e [L*()]"; divw e L*(Q)}.
Proposition 1.1.9 Muni du produit scalaire
(u,v) = (U, 0) g2 + (divu, dive) g,

L’espace H (div, Q) est de Hilbert.
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1.2. Géométrie différentielle pour les courbes de R?

Proposition 1.1.10 Une forme linéaire F € [H (div,Q)] (dual de H (div,Q) ) si et

seulement s’il existe f € H (div, ) telle que

<F> w)[H(djv’Q)}lXH(din) = (f’ w)H(div,Q)XH(div,Q) Vw e H (diVa Q) :
Proposition 1.1.11 Le sous espace [Cf" (ﬁ)]n est dense dans H (div, ().

Théoréme 1.1.7 (des traces) Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*. On définit

une application vy, par :
v, o H(div,Q) — H™2 (69)
w— 7 (1) = w.njpg.

L’application v, ( la trace de la composante normale d’un élément de H (div,)) ) est
linéaire continue surjective de H (div,Q) dans H~2 (09) (dual de Hz (09) ). En parti-
culier il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout v dans H (div,{2), on a

HU‘H‘QQHH—%@Q) < C ||U||H(div,Q) :

Théoréme 1.1.8 (Formule de Green) Soit ) un ouvert borné régulier. Siu € H' ()
et o € H(div,Q) est une fonction vectorielle de [L? (2)]" telle que divo (z) € L?(Q),

alors

Lu@ﬁwM:—LVM@M@M+A£@M@QM@%

1.2 Géomeétrie différentielle pour les courbes de R?

L’objet de cette section est d’introduire un systéme de coordonnées adapté a la construc-

tion des conditions d’impédance. On pourra utilement se reporter a ( [2] ou [3]).

1.2.1 Abscisse curviligne

Définition 1.2.1 Soit ¥ une courbe de R? de classe C°, on considére un intervalle I de

R et ¢ une paramétrisation quelconque de %, définie de I dans R. Soit ty un point fixé
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1.2. Géométrie différentielle pour les courbes de R?

de I, alors pour tout t dans I, on pose:
t
st = |
to

s: I —s(),

@ ()| e

L’application

est un homéomorphisme de classe C*. La variable s décrivant J = s(I) est appelée
abscisse curviligne de la courbe ¥. Le point ¢ (to) de la courbe ¥ correspondant & sq =

s (tg) = 0 est appelé origine de l’abscisse curviligne s.

Remarque 1.2.1 L’abscisse curviligne s mesure la longueur de la courbe ¥ du point
My = ¢ (ty) au point M = @ (t), et elle est indépendante de la paramétrisation choisie.

1

L’application P définie de J dans ¥ par P = @ os™ est appelée réparamétrage de ¥ par

[’abscisse curviligne s.

Théoréme 1.2.1 Soit (X, p) une courbe paramétrée de classe C*. Le réparamétrage P =

@wo st par une abscisse curviligne s est un C™ paramétrage et

i

1.2.2 Courbe et rayon de courbure

dP
ds

Soit (X, ¢) une courbe paramétrée de classe C™ et P un réparamétrage de X par 'abscisse

curviligne s.

Définition 1.2.2 La courbure de ¥ au point M = ¢ (t) correspondant a P (s) est le

nombre réel positif
d*P
ds?

p(S)Z'

Définition 1.2.3 Soit X une courbe paramétrée, on appellera rayon de courbure de ¥ au

point M = P (s), le réel positif
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1.2. Géométrie différentielle pour les courbes de R?

1.2.3 Courbure algébrique, rayon de courbure algébrique et for-

mules de Frenet

Soit (3, ¢) une courbe paramétrée de classe C*°. P désignant toujours un réparamétrage
de ¥ par une abscisse curviligne s, on notera par 7 (s), le vecteur tangent a ¥ au point

P (s) et n(s) le vecteur se déduisant de 7 (s) par une rotation de § dans le sens direct.

Courbure algébrique

On a
(r(s),7(s) =1
En dérivant la relation (7 (s), 7 (s)) = 1, on obtient :

7 (s) .dei‘S) 0,

Il s’ensuit donc 'existence d’une fonction R : J — R telle que

dr (s)
ds

=R(s)n(s).

Par comparaison avec la relation donnée dans la définition 1.2.2 , on voit bien que p (s) =

|R (s)]. D’ou la définition suivante :

Définition 1.2.4 la fonction R est appelée courbure algébrique (courbure orientée) de

3.

Rayon de courbure algébrique

Définition 1.2.5 On appelle rayon de courbure algébrique, le nombre réel

Formule de Frenet

Le vecteur 7 (s) étant normé, alors en dérivant on a

(.o =2(r (. ) ~o
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1.2. Géométrie différentielle pour les courbes de R?

n(s) et ( ) ¢tant lindairement dépendants, alors il existe une fonction R : ]sy, so] — R

telle que
d
) R (s).
R est appelée courbure orientée de X <C’ 7 ©st le rayon de courbure orientée de Z) .
En dérivant la relation (n (s),7 (s)) =0, on obtlent

<dz—f)77(5> +(n(s), R(s)n(s)) =0,

ce qui donne

U

N
—~

V)
~—

Les formules suivantes :

o = R(s)n (s).
B —R(5)7 (5),

ds

sont les formules de Frenet.
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CHAPITRE

Elasticité micropolaire

linéaire

Dans ce chapitre on s’intéresse a 1’élasticité microplaire linéaire : les tenseurs décrivant la
déformation, les lois de comportement et les équations d’équilibre. Pour plus de détails,

nous renvoyons le lecteur aux ouvrages (voir [7], [18], [13]) .

2.1 Introduction

La théorie d’élasticité classique traite ces matériaux, en lesquels nous négligeons la struc-
ture moléculaire du matériau et ses points sont considérés comme les particules matérielles,
c.-a-d., les particules matérielles sont simplement les points géométriques. Dans 1’espace
euclidien tridimensionnel, la distribution continue des particules se caractérise par une
quantité scalaire, appelée densité du matériel. La déformation du corps se caractérise par
le vecteur de déplacement et les réactions mutuelles des éléments situés des deux cotés
d’une surface d.S infiniment petite, peuvent étre définies & ’aide d’un seul vecteur de force
pdS. En admettant cette hypothése, on est conduit a des états symétriques de déforma-
tion et de contrainte, c’est-a-dire a des états qui sont définis par des tenseurs symétriques
de déformation et de contrainte. Dans les limites d’élasticité, quelques matériaux, par
exemple, acier, aluminium, béton,etc.. concrets s’avérent exhiber des résultats coincidant

assez avec ceux expérimentalement observés. Cependant, pour d’autres matériaux, par
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2.1. Introduction

exemple, fibreux,polymeéres, asphaltes, on observe des anomalies remarquables entre les
résultats expérimentaux et ceux obtenus en utilisant 1’élasticité classique. Ces anomalies
sont principalement dties & la dominance des structures atomiques du matériau négligées
dans D’élasticité classique. Ces anomalies sont clairement notées en cas de problémes
dynamiques des vibrations élastiques impliquant des hautes fréquences et des courtes
longueurs d’ondes, donc dans les cas des oscillations dues a la génération des ultrasons.

La théorie classique de I’élasticité s’avére aussi inopérante dans le cas des oscillations
des corps granuleux et multi-cellulaires, comme par ex. les polymeéres. L’effet de la mi-
crostructure devient ici significatif en engendrant la formation des ondes de type nouveau,
inconnu en théorie classique de 1’élasticité.

W. Voigt a essayé de parer aux insuffisances de la théorie de 1’élasticité classique en
admettant que la transmission des actions réciproques de deux parties du corps a travers
I’élément de surface dS s’opére non seulement par l'intermédiaire du vecteur de force
pdS, mais aussi par le vecteur du moment mdS. De la sorte a coté des contraintes (de
force) p;;, ont été définies les contraintes du moment 6;; . Ce sont les fréres Frangois et
Eugéne Cosserat qui ont le mérite d’avoir établi une théorie compléte de 'élasticité
asymeétrique, publiée en 1909 dans 'ouvrage "Théorie des corps déformables" ( voir [2]
). Ils ont admis qu'un corps est constitué de particules liées entre elles sous forme de
petites boules parfaitement rigides. Chaque particule subit au cours de la déformation un
déplacement u et une rotation w fonctions de la position z. De cette fagon on décrit un
milieu élastique dans lequel tous les points sont orientés (milieu polaire) et dans lequel il
s’agit d’une rotation du "point". Les vecteurs u et w sont indépendants les uns des autres
et décrivent entiérement la déformation du corps. L’introduction des vecteurs u , w et
I’hypotheése que la transmission des forces par I’élément de surface d.S s’opére a ’aide du
vecteur de force pdS et du vecteur du moment mdS conduit par conséquent aux tenseurs

de contrainte p; et 0;;, asymétriques.
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2.2. Le probléme stationnaire d’élasticité micropolaire en dimension trois

2.2 Le probléme stationnaire d’élasticité micropolaire
en dimension trois

Nous allons considérer un solide élastique, homogéne et micropolaire occupant dans
’espace un volume € ou €2 est un ouvert borné de R? de frontiére 9Q = I'p UTy avec I'p
de mesure non nulle. Le milieu est supposé isotrope.

Sous leffet des charges extérieures, ce milieu subit une déformation qui peut étre
caractérisée par le champ des déplacements u (x) et le champ des rotations w (z). A
I'intérieur de ce milieu, les contraintes des forces o; () et celles des couples §;; (x) sont
lices par les équations constitutives, aux composantes du tenseur de déformation v, (x)
et du tenseur de torsion-courbure s;; ().

Le probléme stationnaire, dans le cas d’un milieu isotrope, homogéne, consiste a déter-
miner les fonctions oj; (), 0j; (v) et aussi v;; (z), s () ainsi que les fonctions v, (),
w; (x) pour tout = € §2 vérifiant :

a) Equations d’équilibre dans 2
ojij = —filx), ze,
eji,j + €jk0ik = —Ui ({L‘) , T € Q.

b) Les relations linéarisées entre I’état de contrainte et celui de déformation ( les lois

de comportement )

oji = (+a)y+ (1 —a)yy + A 0y,

00 = (v+e)x;+ v —26€) X+ BXur 0ij,

ou

Vi = Wiy~ ki,
Xji = Wig-
c) Les conditions aux limites
up = 0,w;=0 surI'p,
ojin; = pi,0;n;=q surI'y.
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2.3. Eléments de la théorie de I’élasticité micropolaire en dimension trois

Dans les expressions ci-dessus p, A désignent les constantes de Lamé, o, 3,7,¢ — les
autres constantes du matériau. Les fonctions f; (x) désignent les composantes des forces
de masse, tandis que g; (r) — les composantes du vecteur des couples de masse. Les
grandeurs p; et ¢; désignent réciproquement les composantes des vecteurs des forces et
des moments extérieurs sollicitant la surface I'y. Par les symboles h; et k; nous désignons,
respectivement, lescomposantes données des vecteurs des déplacements et des rotations.

€1 désigne l'alternateur connu de Levi-Civita.

1si (4,4,k) est (1,2,3),(3,1,2) ou (2,3,1),
gijk = 4§ —1si (4,7,k) est (1,3,2),(2,1,3) ou (1,3,2),
Osi(i=joui=kouj=Ek).

2.3 Eléments de la théorie de 1’élasticité micropolaire

en dimension trois

2.3.1 Formule de Cauchy en élasticité micropolaire linéaire
Vecteur des contraintes de forces

Coupure, facette et vecteur contrainte
En chaque point M d’un solide, il existe des forces intérieures que ’on met en évidence
en effectuant une coupure du solide, par une surface S, en deux parties A et B (Figure

3).

Figure 3. Courpure et facette 7 en M
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2.3. Eléments de la théorie de I’élasticité micropolaire en dimension trois

La partie A, par exemple, est en équilibre sous ’action des forces extérieures qui lui
sont directement appliquées et des forces intérieures réparties sur la coupure. Considérons
un point M de S. Soit dS un élément infinitésimal de la surface S entourant M et 7 le
vecteur unitaire, perpendiculaire en M a S et dirigé vers l'extérieur de la partie A. Nous
appellerons cet ensemble facetten en M.

Soit 071_)7 la force qui s’exerce sur cette facette. On appelle vecteur contrainte sur
la facette 7 en M, le vecteur: T (M, 7)) = dlsiglo%.

Considérons, en un point M, le cylindre infiniment petit d’axe 7, de hauteur h et de

section dS (Figure 4).

ds T(M, —n)

ds TIM )

Figure 4. Efforts sur les facettes 7 et — 7.

quand h tend vers 0, le cylindre est en équilibre sous ’action des forces d.S T (M, 7)) et

ﬁ
as T (M, —ﬁ)
d’ou
— —
T(M,7)=1T (M,-7).
Contrainte normale et contrainte tangentielle
Le vecteur contrainte peut étre décompose en sa composante suivant T et sa projection

sur la facette (Figure 5).

T (M, 7)=o0,7 +70

avec

on=1.T (M, )
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2.3. Eléments de la théorie de I’élasticité micropolaire en dimension trois

o, est la contrainte normale et 7, est le vecteur de cisaillement ou contrainte tangentielle.

TIM .5

P

Figure 5. Vecteur contrainte sur la facette 7 en M.

Formule de Cauchy : tenseur des contraintes

Considérons le tétraedre M ABC construit sur les axes x, z2 et x3 (Figure 6).

==
=
&
=34
hi
|
.

—

n.ds T(M,=k)

Figure 6. Equilibre de tétraédre de ( Cauchy)
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2.3. Eléments de la théorie de I’élasticité micropolaire en dimension trois

. - o Ca
Soient ' de composantes (n1,m2,n3) la normale unitaire au plan ABC' dirigée vers

Pextérieur du tétraédre et dS 'aire du triangle ABC. On a
AB x AC = 2dS 7

= 2dS nie; + 2dS nqoey + 2dS nses

- (MB - MA) x (MC - MA>

= MBxMC—-MAXMC—-MBxMA+MAxMA

= MBxMC+MCxMA+MAxMB4+0

= 2aire (MBC) ey + 2aire (M AC) ey + 2aire (M AB) e3,
on en déduit par identification :
aire (M BC) = dS ny, aire (MAC) = dS ngy, aire (MAB) = dS ns.

Le tétraedre est en équilibre sous l'action des forces appliquées sur ses faces (les forces de

volume sont des infiniment petits d’ordre supérieur) :
AST (M, 7) +dS ni T (M, —e1) +dS ns T (M, —es) +dS ns T (M, —e3) = 0,

il vient apres simplification :

T(M,7)= mT (Me)+ noT (M,es) +nsT (M,es).
Cette équation s’écrit sous forme matricielle :

[T (M, )} = {T (M, e0)} {T (M)} {T(M,e5)} {n}.
Soit la formule de Cauchy :

(T(M,7)} = o (M)]{n},

ou [0 (M)] est le tenseur des contraintes de Cauchy en M. Les composantes du tenseur

des contraintes dans le repére {eq, e, e3} sont :

T (M,e1) = Opyo€1 4 Ouyuy€2 + Ouyus€s,
T <M7 62) = 0-3321‘161 + 0-.7:2:!7262 + J$2$3637
T (M, 63) = Ux3x1€1 =+ 0'1«31262 + 0'131363.
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2.3. Eléments de la théorie de I’élasticité micropolaire en dimension trois

H
Dans le repére {e;, €s, 3}, les composantes du T' (M, 7') sont :

3
H
T; (My TL) = E Ogja; My,
i=1

ﬂ = Ujmj. (21)

Vecteur des contraintes de moments

On suppose que les forces agissant sur dS sont statiquement équivalent & une force 67}—% et
un couple de force. On a noté le vecteur des contraintes des forces par ? (M, ) et on
note le vecteur des contraintes couples par 77 (M, 1), soit m le vecteur des moments
de couple qui s’exerce sur la facette dS. On appelle vecteur contrainte des couples
d

lim 2 Par des calculs semblables a

sur la facette 7 en M, le vecteur : 77 (M, 7)) = lim G-
S—>

ceux du tenseur des contraintes et de la condition d’équilibre des moments on obtient :

3
H
p (M, ') = Zgﬂfﬂin%"
—1

j=

J

ou (eji)ji est le tenseur des contraintes de moments ou tenseur des couples de forces.

2.3.2 Equations d’équilibre
Equations d’équilibre des forces

1. Contrainte des forces. a chaque point y du surface I' un effort 7' (n,y) s’exerce,
ol n est la normale extérieure de I" au point y. la somme de ces forces est exprimée
par I'intégrale

/FT(n, y)dl.

2. Forces de masse. En chaque point z du domaine € une force de masse f (z)

s’exerce. La somme de ces forces est exprimée par l'intégrale

/Q f () da.
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2.3. Eléments de la théorie de I’élasticité micropolaire en dimension trois

La loi d’équilibre des forces donne

/F T (n,y)dr + /Q £ (@) dz = 0. (2.3)

D’aprés (2.1), on peut réécrire (2.2) sous la forme

/Fg% (y) njdl +/in (z)dz = 0. (2.4)

En utilisant la formule de Gauss, on peut écrire (2.4) sous la forme

3
Qj:l Q

ce qui donne

3
> Djoji+ fi(x) =0, (i=123), Vo €. (2.5)
j=1

Equations d’équilibre des moments

Pour I’équation d’équilibre des moments , il est nécessaire de tenir compte des moments

indépendants suivantes :

1. Moment de contrainte des forces

/yxT(my)dF,
I

Y

le signe 7 x 7 désigne le produit vectoriel.

2. Moment du couple des forces

/FM (n,y)dr.

3. Moment des forces de masse

/Q v x f(2)d.

/Q g (z) dz.
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2.3. Eléments de la théorie de I’élasticité micropolaire en dimension trois

La loi d’équilibre des moments donne
[yx T+ ppdr+ [ @x @+ g@) do=o.
r Q

En utilisant les formules de cauchy (2.1) et (2.2) et la formule de Gauss, on obtient

/F [Z €y Tx (y) dl + p; (y)] dl' = /Q Z D, [Z €ijkTiowdl + 0y (y)] dx

Jik ik

- / Z [Z €ijrty Dion + 5§‘€ijk0'lk + D0y
o T\

dx,

alors

/Q Z €ijkTj [Z Doy, + fr | dox + /Q Z D0y + Z €ijkOjk + Gi
ik ! ! ik

En utilisant (2.5), ’équation d’équilibre des moments est donc donnée par :

dzr = 0.

Z Djejz' + Z €ijkOjk T i = 0, (Z =1;2; 3) , Vx € Q. (26)
J J.k

Notons que dans la théorie d’élasticité classique I’équation d’équilibre des moments
donne la symétrie du tenseur de contrainte. Dans la théorie d’élasticité micropolaire, le
tenseur de contrainte est asymétrique, ce qui explique le terme «élasticité asymétrique»

fréequemment rencontré dans la littérature.

2.3.3 Loi de comportement

dui

On désigne par x = (v),i,j = 1,2,3 (v;; = s

— ejiwy) le tenseur de déformation
associée aux champs de déplacement u = (u;) et de rotation w = (w;). On désigne par

r=(xj),5,j=1,2,3(zj = g‘;; ) le tenseur de torsion -courbure associée au champ de

rotation w = (w;).On note 0 = (0j;),4,j = 1,2, 3 le tenseur de contrainte des forces et
0= (0;i),1,7 =1,2,3 le tenseur des contraintes de moments.
La loi de comportement du matériau que l'on considére avec centre de symétrie est

celle de Iélasticité micropolaire linéaire qui se traduit par :

0ji () = CjanVi: Oji = CjupTi:
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2.3. Eléments de la théorie de I’élasticité micropolaire en dimension trois

Dans le cas du matériau isotrope (avec centre de symétrie). La loi de comportement

se simplifie , on parle alors de loi de Hooke elle ne dépend plus que de six coefficients:

o5 = (p+a)y;+ (1 — )y + Aij Vi (2.7)

0, = (v+e)zy+ (v—e)xij+ BOiTps. (2.8)

2.3.4 Energie de déformation

Pour un matériau avec centre de symétrie ’énergie intérieure est définit par :
§ :UJZ ) Vji + 0jixji-

L’énergie de déformation est exprimée par :

E® (g / Z aji (1) i + 05iz ;.

Dans le cas du matériau isotrope (avec centre de symétrie) les coefficients du matériau

vérifient certaines restrictions de sorte que 1’énergie intérieure £ soit définie positive :

3AAN+2u > 0,304+2v >0, pu+a>0, v4+e>0,

v > 0, u>0, a>0, e>0.
En utilisant (2.7) et (2.8), les équations du mouvement (2.5) et (2.6) peuvent s’écrire aussi
(+a)Au+ AN+ p—a)VVau+2aV X w = —f, (2.9)

(v+e)A—dajw+ (B+v—€ VV.w+2aV X u=—g. (2.10)

Les équations (2.9) et (2.10) représentent un systéme complexe des équations elliptiques

associées. En posant a = 0 on obtient deux systémes indépendants d’équations
pAu+ (A4 ) VV.u = — f, (2.11)

(v+e)Aw+ (B+v—¢€) VV.w = —g. (2.12)
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2.4. Equation d’équilibre variationelle

L’équation (2.11) équivaut au systéme des équations des déplacements de la théorie clas-
sique d’élasticité. Les équations (2.12) référent a un milieu élastique hypothétique dont
les particules peuvent subir des rotations sans étre déplacées. Dans les équations (2.11)
et (2.12), les propriétés de deux milieux sont conjugées, chaque particule du matériel
subissant, a la fois, les déplacements u; et les rotations w;, les grandeurs u; et w; étant

des fonctions mutuellement indépendantes.

2.4 Equation d’équilibre variationelle

Ici, on écrit la formulation faible du probléme aux limites d’élasticité micropolaire linéaire

qui a été introduit dans la section (2.2). On note

u = {u7w}E{u17u27u37w17w27w3};

vV = {”U,QD}E{Ulav27v379017(1027903}’

et on introduit I'espace
W = {v € (Hl (Q‘s))fi;v = 0 sur FDUF‘SD}.

En multipliant par v = (v, v2,v3). L’équation du forces, I’équation du moments par

© = (¢1, 9, P3), et en effectuant la somme, on obtient
3 3 3
S [(S oot Y o)
Q j=1 Q 7j=1

J.k=1
= /fl- (x) vidx—l—/gigoi dzx.
Q Q

En utilisant la formule de Gauss et les conditions aux limites, on obtient

3 3 3
— / ZDjaji UidI = / ZO’ji DjUidZE — / ZO’ji njvidFN

3 3 3
[ S Dyeds = [ S0 Dypde— [ St medry.
&1 &1 Iy j=1
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2.5. Interprétation mécanique de I’équation d’équilibre variationelle

En posant
a(u,v) = / (0ji vji + 05i xji ) d,
Q

I(v) = / (f (2) 9 (2)) - (v:p) de + / (1,q) - (v.0) Ty,

I'n

on obtient la formulation variationnelle suivante:

a(u,v) =1(v) pour tout veWw.

2.5 Interprétation mécanique de I’équation d’équilibre
variationelle

On peut donc donner une interprétation mécanique des formulations a(u,v) et [ (v).
L’espace W représente 'espace des déplacement v et rotation ¢ admissibles, la forme

bilinéaire a(u, v) exprime le principe de travaux virtuels. En effet si v = {v, p} €W, alors
CL(II,V) = / (O'ji ’in + gjz' in ) dl’,
Q

représente le travail virtuel des forces internes correspondant au déplacement virtuel v et
rotation virtuel ¢ tandis que
1) = [ (la) s @) vdot [ (p.a) vy,
Q 1IN

représente le travail des forces extérieures, le déplacement réel u et la rotation réel w sont
le déplacement et la rotation admissibles pour lequels ces deux travaux sont égaux et ceci
pour tout {v, ¢} €W

Alors le déplacement et la rotation réels {u,w} sont ceux parmi tous les déplacement

et rotation admissibles {v, o} €W qui minimisent 1’énergie potentielle élastique :
1
TV =5 [ D 0@+ 0 — [ (9(@),f @) vdw— | (p.q)-vdTy.
25 @ I

Cette énergie potentielle élastique J (v, v) se compose de ’énergie de déformation

1
) /Q Z (Uji’sz‘ + ejini) dz,
i,J
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2.6. Elasticité micropolaire en dimension deux

et de I’énergie potentielle des forces extérieures

[ G @) vir.+ [ (- vary

I'n

2.6 Elasticité micropolaire en dimension deux

Dans ce qui suit nous allons considérer le probléme stationnaire de propagation de ’onde
longitudinale, monochromatique dans un plaque infinie qui est un probléme bidimension-
nel. On suppose que les causes et les effets ne dépendent pas de la variable x3, ’étude de
ce probléme conduit a un systéme de six équations différentielles contenant deux groupes

indépendants d’équations. Le premier group contient les équations :

(n+a)Au+ AN+ p—a)VV.iu+2aV X w = —f, (2.13)
[(v+¢€) A —4a] ws+2aV xu=—g. '
Les vecteurs de déplacement u = (uq, ug,0) et de rotation w = (0, 0, w3) apparaissant dans

ces derniéres équations se trouvent liés aux contraintes oj; et 0,;

011 012 0 0 0 013
o = 021 0922 0 ) 0 - 0 0 623
0 0 o33 031 O3 0

Le tenseur de contraintes ¢ ne dépend que de z1, z5. D’aprés la loi du comportement on

obtient:

o = 2pDyur + A (Dyug + Daus)

099 = 2uDous + A (Diuy + Daus)

o33 = A(Diuy + Douy),

o192 = p(Diug + Douy) + a (Dyuy — Douy) — 2aw,

021 = p(Diug + Douy) — oo (Dyug — Douy) + 20w,
et pour les éléments de la matrice 6 , on a

613 = (v+¢€) Dw, 03 = (v —€) Dyw,

923 = (V + 6) DQW, 632 = (l/ — 6) Dgw.
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2.6. Elasticité micropolaire en dimension deux

Le deuxiéme groupe contient les équations suivantes:

(1 + ) Auz + 20V X w = —f,
(v+e)A—da|lw+ (f+v—€) VV.w+2aV X u=—g.

Les vecteurs de déplacement u = (0,0, u3) et de rotation w = (wy,ws,0) apparaissant

dans ces derniéres équations se trouvent liés aux contraintes oj; et 0;;

0 0 031 011 021 0
o= 0 0 o3x|,0=]0 0 0 |,
013 02923 0 0 0 933

avec

013 = (u+ a)Diug+ 20ws,

031 = (pu— @) Diug — 20w,

0923 — (,LL + Oé) D2U3 — 2&&)1,

0392 — (,u — Oz) D2U3 + 2040.11,
et

011 = 2vDw; + B (Diwr + Daws),
O = 2vDaws + B (Diwr + Dows),
33 = B(Diwi+ Dyws),

0o = (v+e)Diws+ (v —¢) Dowy,

01 = (v+¢e)Dowy + (v —€) Dyws.

Dans le troisiéme chapitre, on va étudier le systéme (2.13) d’équations du premier groupe.
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CHAPITRE

Impédance mécanique
d’une bande mince en

élasticité micropolaire

Dans ce chapitre, on modélise de fagon approchée ’effet d’une bande mince Qi élastique
micropolaire linéaire en dimension deux, d’épaisseur § sur un corps §2_, lorsque 0 tend
vers 0, par les techniques des développements asymptotiques avec changement d’échelle,
ensuite on montre une estimation d’erreur. Ce chapitre servira de guide dans le cas d’une

couche mince courbe.

3.1 Introduction

On considére une famille (P°), ot § est un petit paramétre positif, de problémes de trans-
mission bidimensionnels d’élasticité asymétrique linéaire dans un domaine €9 constitué
de deux corps micropolaires liés {2_ et une couche mince Q‘i. On suppose que )_ et Q‘i
sont homogénes et isotropes. De tels problémes modélisent la propagation des ondes entre

Q_ et la couche Qi. On limite notre considération au cas élastostatique et un simple cas
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3.1. Introduction

géométrique ( Figure 7).

On prend

Figure 7. Couche mince plane.

Q=R x]-1,4, Q- =R x]-1,0[, Q) =R x]0,d]

I =Rx{-1}, T=Rx {0}, I, =R x {6} -

Le probléme de transmission (P°) est : (voir [18], [7], [13])

e Equations dans 2_

e Equations dans Qi

( Dyo_1y (U‘i,wi) + Dyo 21 (u‘i,w‘i)

Dio_12 (Ui,w‘s_) + D202 (U‘S_;wé_)
(v +e_)(D? + D3)w’

)
+ 20 (Dlu‘i2 — Dgu‘il) —4a_w® =—g_.

Doy (ud,wh) + Daoo (uf,w?)
D10'+12 (ui,wi) + D20'+22 (Ui_,(ﬂi)

(4 + 1) (D} + D3) o,
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e (3.1)
=0,
=0,
(3.2)

+ 204 (Dlui2 — Dguil) —da W’ =0.



3.1. Introduction

e Conditions aux limites sur I'_

| &

<
| o
I
S )

(S

e Conditions aux limites sur I i

0+21 (ui,w‘i) =0,
0422 (ui,w‘i) =0,

(V4 + €4) Daw’, = 0.

e (Conditions de transmission sur %

W =l
W= wh,
7 (0 07) = 0oy (1.5
5 (8 0) = 0y (.8
d

ol v+ et €4 sont des constantes positives dépendant de la nature du matériau Q4 , f_
et g_ sont la force et le moment exercés sur {)_respectivement, ud. et w’, sont les champs

du déplacement et de la rotation, respectivement

(udwi) = ((uiy, uls), w2),

Yj; est le tenseur de déformation défini par:

5 5\ 5 S 5\ 5
Y411 (ui’wi) = Diuly, Va0 (uiawi) = Doul,,
5 8\ s ) 5 5\ s 5
Y12 (uiawi) = Diuly —wi, Yim (ujmwi) = Douly + wi
et 04 ;; est le tenseur de contrainte donné par la loi linéaire:

O+ji = (Mi + Oéi) Vtji T (Mi - Oéi) Yaij T AV aprdiss

ol 9;; est le symbole de Kronecker et 1, Ay, a1 sont des constantes matérielles satisfaisant
les inégalités

/Li>0, 3)\i+2ﬂi>0, Oé:t>0
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3.1. Introduction

Il est bien connu que le probléme de transmission (P°) a une solution unique dans 1’espace

canonique de Sobolev

( )

(U:I:, @i) € Hl (Q:I:) X Hl (Q:I:) ;
vo=0surl'_, p_=0surI'_,

Vi1 = U_q1 SUI' X, VUyg = U_g SUT X,

Y, =@_sur X

\ /

Lorsque I’épaisseur ¢ de la couche Qi est assez petite, la solution numérique du probléme
de transmission (P°) ne peut pas étre calculée avec précision en raison des instabilités
numériques qui apparaissent. Alors, notre objectif dans ce chapitre est de trouver des
conditions de frontiére efficaces sur I'interface ¥ qui représentent d’une maniére approchée
leffet de la couche mince Qi sur {2_. L’effet exact de la couche mince Qi sur le domaine

2_. On considére le probléme aux limites

( Equations (1.1)  dans 9,
ui = ¢ sur %,
wi = ¢° sur X,
oo (uf, W)
029 (ui,wi) =0 sur Fi.

(V4 +€4) Do’

si (ui, wi) est solution de ce probléme, on pose :

o (Ul Wi)\z

T5 (1/}57 ¢6) = 0422 (Uj_, Wi) = )

(Ve +€p) D2wi\z

en utilisant les conditions de transmission sur X, on obtient

o ()
T6 (Ui,wi) = 0_99 (u‘i,w‘i)m
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3.1. Introduction

Le probléme de transmission (P°) est alors équivalent au probléme d’impédance suivant:

)
Equations (3.1) dans Q_,
w =0sur_,

W =0sur_,

7 (1)

099 (ui,w‘i)m =Ts (v ,w’) sur X.

\
Une expression explicite de 'opérateur d’impédance exacte Ty n’est pas accessible pour
le cas géométrique général. Dans ce chapitre, par une méthode basée sur un changement
d’échelle et un développement asymptotique par rapport a ¢ I’épaisseur de la couche

mince, on donne une approximation 7,5 de Tjy:

Ay (s A1) 1o
. D3 0 0
o dajpy 3 o datpy
T*é =90 0 <M++oc+) 1 (M++a+) !
dotpy 2 _doqpy
0 (M++a+) Dl (V+ + €+) Dl (“++a+)
La solution (u®,w’) de (P?) dans €_ est alors approchée par la solution (u°,,w?’ ) du

probleme d’impédance approchée suivant:

—%) —k

( Dio_q; (u5 w? ) + Dyo_o (u‘i*,w(s_*) = —f_; dans Q)_,
Dyo_1 (u‘i*,w‘i*) + Dyo_30 (Ui*awi*) = —f_p dans €2_,
(v_+e ) (D}+ D3)u’,

+ 2a_ (D1u‘5_$2 — Dgu(i*l) —4a_w! = —g_ dans Q_,

=0surl'_,

w,=0surI'_, o,
021 (Ui*,wi*)lz
O_99 (ui*,w‘i*)m =Ty ((u‘i*,w‘i*)|2> sur Y.

(v-+e ) Do’

\

Ensuite, on démontre le résultat principal suivant.
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3.2. Condition d’impédance approchée

Théoréme 3.1.1 Le probléeme (Pf*) a une solution unique dans l’espace

(v-, ) e H' (Q_) x H* (Q);
V:k = (Dl’U_l, D1U_2) € ]L2 (E), DIQO_ c L2 (E) s
v =p_=0surl_

et on a l'estimation d’erreur suivante:

)

ul — ui*HHl(Q_)

+ ”“)(i - wi*HHl(Q_) < Cé,
ot C' > 0 est une constante qui dépend uniquement de f_,g_ et les coefficients d’élasticité.

Le chapitre est organisé comme suit : dans la section 2, on donne une impédance
approchée a I'aide d’un développement formel de Taylor. Dans la section 3, on utilise
les techniques du développement asymptotique avec changement 1’échelle pour obtenir
la méme impédance approchée. Ensuite on établit une estimation de stabilité pour le
probléme de transmission. Dans la section 4, on montre un résultat de stabilité pour
le probléme d’impédance approché. Enfin, dans la section 5, on estime l’erreur entre

(ui , w‘i) et (u‘i*, w‘i*) dans un espace convenable.

3.2 Condition d’impédance approchée

Ici, on construit une approximation de premier ordre de lI'impédance en utilisant le
développement de Taylor. La premiére étape pour atteindre notre objectif est d’utiliser
un développement formel de Taylor de 091,092 et Dow, dans Q‘i par rapport & d. Les

conditions aux limites sur I‘i s’écrivent:

0121 (6) = 0121 (0) + D20 121 (0) + ...,
0422 (0) = 0492 (0) + 6 D20 192 (0) + ..., (3.3)
(l/+ + €+) DQCUi (5) = (V+ + €+) Dgw(i (O) + 0 (V+ + €+) D%w‘i (O) + ...

La clé pour obtenir une condition aux limite approchée est le fait que les dérivées

normales de 091,099 €t Dgwi sur Y peuvent étre exprimées explicitement en termes de
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3.2. Condition d’impédance approchée

traces sur X des contraintes 091, 0199, le déplacement ui et la rotation wi. Comme on a

0491 = (MJF + oz+) Dguil + (;@r — a+) Dlui2 + 2a+wi,
041922 = (2M+ + )\+) DQU/iQ + )\+D1Uil.
0111 = (2/,L+ + )\+) Dluil + )\+D2Ui2,
o2 = (py +ay) Dy + (uy — ay) Doudy — 200,
il s’ensuit que
D2Ui2 = S S [U+22 - )\+D1uil] )
(A +20y)
1
Doyl = ——— (0,01 — —ay) Dyl , — 20,00 ],
2U4q (M+ T a+) [ +21 (Vur +> 1Uyg + +}
g (A + py) 5 Ay
0111 Dlu + +22 (3 4)
(e +2m) T (O +2u)
et
Aoy 5 5 Py — Ot
Ot12 = Dyuly —wl) + 0421 (3.5)
(M++a+) ( +2 +) fy + oy +
D’apreés les équations (3.2), on a
Dyoi91r = —Dioa,
Dyo 92 = —D10 412,
(vy +ep) Dal = —(vy +ep) Diwl =20y (Diuly — Douly) +dagwl,
en utilsant (3.4) et (3.5), on obtient
dp (Ap+p by
Dyo 9y = —Dy0 411 = —ﬁD%Uil - WD10+227
D20'+22 = —D10'+12 = — (iﬁi(:i) (D%uiQ — Dl(,Ui) - Zi;z: D10'+21, (36)
2,0 _ _ 4o b b 2,8 201
(Vi +ey) D3ws, = — (#;rai) (Diuly — W) — (v + €4) Diwd, + rora) 720
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3.3. Développement asymptotique et formulation faible

En injectant les formules (3.6) dans le développement de Taylor (3.3), on obtient et en

utilisant les conditles conditions aux limites sur Fi, on obtient

dpy (A+p p
0= 0421 (0) -0 {ﬁD2 j—l + mD10+22:| + ...,

0=042(0)—0 { SO (DRl — Diwl) + Do |+

() Herot (3.7)
dpaq (D 5 .6 2,6
~ 1y — W) + (Vs + e4) Diw’,
0 = (V+ + €+) DQWi (0) — 5 (M++ +) 9 + ...
-2
(i tar) 72

en utilisant les conditions de transmission sur X, on peut écrire (3.7) sous la forme

4, (At
0=0_291(0)—9 {%DQ A leam} +
0:0—22 (0)_5 % (D%U(EQ Dlw ) m +a+D10-+21:| + .. (3 8)
4N+a+ (D1u§ _ wé) + (V _|__ € )DQw(s .
Tg —wl + 1+ €ep) Dy
0= (v_+e)Dad (0)—5 | Feo+) . +o
T (atan) T

ce qui donne a l'ordre 1, la condition d’'impédance approchée:

Ay (B 4A1) 1o 5

0_21 (u(i*y wa_*)lz 2/L++A+ u—*1|2
datp 5
0-22 (uiwwi*)m =0 (u++ai)D1 (Dlu *23 —*|E>
4 doypy 6 _ 0
(vo+e) D2W7*|2 (Vg +ey) Dlw—* + (urtar) <D1“_*2\z W—*|2>

et on a donc le probleme (Pf *) dans €)_.

3.3 Deéveloppement asymptotique et formulation faible

Ici, on utilise les techniques des développements asymptotiques avec changement d’échelle
pour obtenir la méme impédance approchée T,s5 obtenue dans la section 2. Ensuite, on

établit une estimation de stabilité pour le probléme de transmission.

3.3.1 Deéveloppement asymptotique

L’impédance approchée T,5 peut également étre construite par un développement asymp-

totique par rapport a I'épaisseur d de la couche mince 2% comme suit:
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3.3. Développement asymptotique et formulation faible

Changement d’échelle

Pour travailler dans un domaine fixe, on effectue un changement d’échelle dans la couche
mince % en posant Q = Rx ]—1,1], et en définissant

X' 9 — Qi
(r1,m9) sizy <0
(z1,22) X(S (21, 22) = .
(I’l, (533'2) sizg >0
On pose

1

W o= wox’ & =woy’,

T (u‘S oX‘S)lgL =u, 3 = (w‘s oX‘S)lgL =w’
et
) Q4 =Rx]0,1] — R?
(21, 22) = (U (w1, 022) , 0usy (1, 02))
& Q. =Rx]0,1] — R
(1, x2) — wi (1,0ms) .
Les équations d’équilibre dans la couche mince Qi, les conditions aux limites sur F‘i et

les conditions de transmission sur > deviennent :
e Equations d’équilibre dans €2, :
(Ey1) Dy [2u+Dlﬂi1 + A <D1ﬂi1 + %Dﬂizﬂ
g (D, + D)

1
—|—5D2 L _ _ 5 =0
-5 (DluiQ — Dguil) + 204w

pis (D, + D)

1 ~5 ~5 ~0
+ais (DluJr2 — DguH) — 20wy

(E2) Dy

1 1 B 1
b [2’%?1)2“12 A (Dluil + ?Dwiz)] =0,

1 ~
(Ers) (V4 +€4) <D% + §D§> o

1 - - ~
+2a+5 (Dlufr2 — Dguil) — 4a+wi =0.
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3.3. Développement asymptotique et formulation faible

e Conditions aux limites sur I';:

puy (Dyihy + Dot ~5

(CLT,) + 20w, = 0,

1
5

—oup (D1l — Daiil,)
1 1

1.
—Dg(x)i_ = 0.

(CLTys) (4 +€y) 5

e Conditions de transmission sur X:

(CT%) “+1 =

1_ _
(CT,) 5u+2 = U,

(CTS3) & = &,

po (DU, + Do)

-+ 20[+C~Ui,
—og (D1u+2 — D2u+1)

- 1
(CTE4) 0_921 (U6 (JJ(Z) = g
5 ~ 1
(CTZ5) 0_929 (u‘i,wi) == 2,U/+§D2U,i2 + )\+ <D1 +1 + 5 D2U+2> R
~ 1.
(CTSg) (v_ +€_) Dol = (vy +€4) SDgwi.
Développement asymptotique

On écrit le développement de la solution (ﬂ‘s, L~05> du probléme de transmission en puis-

sance de ¢ sous la forme

=’ =u® + out +6%uE + ...,
& =w® =w® 4w + 6% + ...,
w, = us + oul + 8%l +

& =% + 6w + 8% + ..,
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3.3. Développement asymptotique et formulation faible

ou u*, @i , uF, w¥ k> 0 sont indépendants de 6. En injectant ce développement

asymptotique dans le probléme de transmission et en identifiant les coefficients de méme

puissance de 0, on obtient la hiérarchie suivante de problémes aux limites :

)
(DEs1)y_y  Du [2p, Dytiy* + Ay (Dytly" + Dot )]
My (Dlﬂiz + D2ﬂi1)

+D2 ~I ~k—1
—og (D1u+2 D2u+1) + 20w

= 0 dans 2,

(DCLF+1)I€71 /1,+ (DlﬂiQ + Dg’ljil) — Oy (Dl’ljli2 D2U+1)

+ 2a+@]fl =0sur 'y, (3.7)
(DCTZLL)k,l My (Dlﬁﬁ_Q + DQ:&/{T_]_) (D1U+2 'LL+1)
+ 2oz+c~uli L= oy (u’fl,wlf ) sur X,

| (DCTY), ufy =uly sur 3,

~k—2 ~k—2
oy (Diu’ 5" 4+ Dou
(DE+2)k_3 Dl + ( +2 +1 ) s
+og (D1u+2 — Dgu+1 ) — 204w

+ D, [2M+D2u+2 + AL (D1u+1 + D2u+2)] = 0 dans Q4

(DCLL 12), (2N+ + )‘+) D277’i2 + )\+D16’fﬁ2 =0sur I'y, (3.8)

(DCOTY,), , Uk, =ufy! sur 3,

(DOTEs), 5 (20, + Ay) Dotthy + A Dyt

=o0_ 22( k= 2,w’i_2) sur X,

48



3.3. Développement asymptotique et formulation faible

' ~
(DE.3), » (v +e€q) (D%w+ + D%}i)
+ 20y (D5t — Dot y!) — 4y @? = 0 dans Q.

(DCLTy3), (vy +ey) Do =0 sur Ty, 39)

(DCTX3), (T}i = w® sur 3,

| (DCTXe),,, (V4 +e€4) Doi" = (v_ + ¢ ) Do sur ¥,

avec

~ ~_2 ~—1
u+2—u+ = 0 dans 2., w+ = w = = 0 dans 2.,

~-1 2 _ ~1_ ~—1 —2 —1 _
wy =u s =u, =0sur 'y, w" =ul] =u,; =u_ S=0sur ¥

0921 (u:l,wjl) = 0_99 (u:2,w:2) = 0_9 (u:l,wjl) = Dow ™! =0 sur X.

Notons que les équations dans €2, pour les problémes (3.7) — (3.9) sont des équations
différentielles d’ordre deux par rapport a la variable x5. En intégrant ces équations et en
prenant en compte les conditions de transmission sur ¥ et les conditions aux limites sur
T, , on peut exprimer u*, Qi en fonction des traces de u* et w* sur 3.

L’étude des problémes (3.7) — (3.9), donne les résultats suivants :

Pour k£ = 0, on obtient

~0 o
tuy, = 0dans Q,,
~0 0
uiy = u_yy dans 4,
~0 _ 0
wy = w.py dans Q.
Pour £ = 1, on obtient
~1  _ .0
Uiy = Ulyy dans )y,
~1 1
wy = w_py dans Q.
0
~1 . i) (H’+ - a+) D1u72‘2 1 d Q
Uy (21,22) = —7—— + uZ )y, dans 2,
(s +ay) +2auw’ s,
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3.3. Développement asymptotique et formulation faible

Pour k£ = 2, on obtient

~ A
ui2 (iL’l, {1’,‘2) = Ul_Q‘E — IgﬁDlugl‘E (1’1) dans Q+,

+

T (14 — ay) Diut g (21)
~2 2 2 + + 1 —2|% 1
Uiy (21, @2) =ulyy — .

(ky +ay) +2a w5 (21)
1 (.u+—0¢+)>\+ z3
20, tAy 2 2,0
+ Diu’ 5 (x1) dans Q,
() |+ (o gf) gl |

0= (2py + A+) Do’y + Ay Dyul, dans Qy,

dpyoy 0 0
~ Qj2 (Dluf — W )
&7 (11, 72) = <x2 — 52) (ke o es) i )4 w? |y, dans Q.

+D§w‘1‘2

Pour k = 3 le probléme (3.9) donne la relation suivante:

(2/‘+ + )\+) Douly + Ay Dyul | = (1 — ) (;ljfi) (D%ugmz — D1w9‘2> dans .

Alors le développement asymptotique des équations d’équilibre dans €2_, les conditions

aux limites sur I'_ et les conditions de transmission (CT'Y,) — (CT%) sur ¥ donnent les

problémes aux limites suivants dans €)_:

(

D10'_11 (ug,wg) + D20'_21 (ug,wg) = —f_1 dans Q_,
(E.) Dio_19 (u‘l,wg) + Dyo_o99 (u(l,w(l) = —f_o dans )_,
U e ) (D DY

)
+2a_ (Du’y — Dou?,) —4a_w® = —g_ dans Q_,

u? =0sur I'_,

(©rr ),
W =0surI'_,

o1 (u?,w’) =0 sur %,
(CLY), O_99 (ug,wg) = ( sur X,
Dy® =0 sur &,
ce qui signifie qu’a l'ordre zéro, la couche mince Qi n’a aucun effet sur Q_.

A T'ordre un l'effet de la couche mince Q‘jr sur {2_ se traduit par des forces et des moments
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3.3. Développement asymptotique et formulation faible

de forces s’exercant sur .

( Dio_11 (u{,w{) + Dyo_o (u{,w{) =0 dans Q_,
D10'_12 (U w ) + DQO’ 29 (Ul 1_) = (0 dans Q_,

(E-),
(v-+e) (D} + Dj) w!
| t2a- (Diuly — Douly) — da_w! =0 dans Q_,
ul =0surI'_,
(CLT ),
w! =0surI'_,
(
O_91 (ul,,cul,) = ZWZ(::—:/\A:)DQ 0 ~qpy Sur >,
©cLz) O_99 (ul_,wl_) — (;‘l‘f;)Dl (Dlu_2IE — w(im) sur %,
1
(v_ +€_) Dow! = (vy +¢;) D3O
dpypay 0 _,,0
\ +(M++a+) [Dlu_2|Z w—IE} sur 2.

Condition d’impédance approchée

La fonction inconnue définie par (v’ ,,w°,) = (u® + du',w® + dw!) satisfait

*

Ay (1 424) o 5
0-21 (ui*7w5—*>|2 2;L_~_—+)\+ lu—*1|2

4oy p 0
0_99 (U,i*, (JJ(; >|Z =0 (u++a-:_)D1 (Dlu #28 T f*|2>

4o
(v +e) Do’ 5 (v4 +e4) Diw)_ + ﬁ (Dlu(s_*z\z - Wé—*m)

Ay (A1) D2l
2}L+ +A+ 1‘2

%
=0 larra D1 (Dit g — ot )

4o
(v4 +€4) Diwl 5 + (M_T;i) (Dlul—z\z - Wl—m)

Si on néglige les termes d’ordre deux par rapport & d, on récupére 'impédance approchée

obtenue par le développement formel de Taylor dans la section 2.
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3.3. Développement asymptotique et formulation faible

3.3.2 Formulation faible du probléme de transmission dans le

domaine fixe

L’espace canonique pour ’étude du probléme de transmission dans la jonction des do-
maines Q_ et Q. est : (voir [3], [2])

.

(v, 05) € H (Q4) x H (Q);

vo=0sur'_, o =0surl_,
Vs = X

Vi1 = U_q SUur X, %U.,_g = V_g SUI X,

p, = @_sur X

\ 7

et sa formulation faible s’écrit:

Trouver (ﬂft, @i) € Vs, telle que V (vi, goi) eVs:

@ [<u§ st) (v 77907)} +at {6; (?ﬁ@i) (vs, 0y )} = Ls (vs, ) (3.10)

avec

o-11 (aé N5>’7 11( — P )
+o_ 21( 5)7 21 UV, p_

+0_12 (Ué, )7 12( V_, p_ )
+0_99 (u‘5 w )fy 29 (v,,go_)
chNu_Dlg07

+ (- +e€) s dQ_,
+Dyw” Doy

a” [(ﬁi,@i> : (U—>S07>] = Jo_

at[0; (@, 52, (vy, )] = i [(ai,wi> (U+,¢+)] vat [(ai,ai) , (U+,¢+)]
it [(8.30) (v, 00) | + Fats [ (8.5}, (vr, 00

Ay +2p,) Dyl Dyv
T [(ﬁivwi>v(”+7¢+)} I/ (A '“+?5 11U 10 5 09,
2 | + (vg +€p) D10 Dip, + 4oy @ o,

~5
~5 ~ W (D2U+1 — D1U+2)
ag [(“iawi> (U+>90+)} = / 2004 " _ _ d€dy,
i + (Dot — Ditidy) ¢,
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3.3. Développement asymptotique et formulation faible

aty [(ﬂi":’i> (v, 90+)} = fg+ lay (D15, — Dat) (D1vig — Dyvyy)

—|—/J,+ (DlﬁiQ + Dgail) (D1/0+2 + D2’0+1) + (U+ + €+) Dg(:)/iDQQD_,'_
+ A+ (D1l Dovis 4+ Doty Drvy1)] d2y

a’t?; [(ﬂi,@i) ) (UJrv 90+):| = fQ+ ()\Jr + 2,u+) D2ﬂi2D2v+2 dQJr

et
Ls (va, o) =/ (f-v-+g-.p_) dQ_.

3.3.3 Reésultat de stabilité pour le probléme de transmission

Maintenant, comme dans [4], on démontre un résultat de stabilité pour le probléme de

transmission.

Théoréme 3.3.1 Soit Ls une forme linéaire continue sur Vj telle que

a (v, ) +Vob (vi,¢,)

|L5 (Ui,901>| <ls
—|—\/Lgc (vs,0,) + ﬁgd (v, 04)

ol ls est une fonction de 0 > 0, peut-étre pas bornée quand & tend vers 0, et

a(v_,p_) = HU—HHI(Q,) + ”90—6“1{1(9,) ’
b(ve, ) = ”DlUial(m) - ”Dl@piHL?(m) - H‘PiHLQ(m) ’
D1v% + Dot
c(vy, ) = 5 H 1v+25+ QUHHLZ(Q”—: ’
| D1vf, — D27)+1HL2(Q+) + HD2‘P+”L2(Q+)
d(vi,py) = ||D2'Ui2HL2(Q+) :

Alors il existe C > 0 (ne dépend pas de §) telle que (ﬂi,@i) la solution du probléme

a” [(ﬂ‘i,@i) : (v,,gp,)} + at [(5; (ﬂi,&i) (ve oy )] = Ls (vs, ) (3.11)
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3.3. Développement asymptotique et formulation faible

satisfait les estimations

a (ﬂi,ai) <Cls (3.12)
b (a‘i,w‘i) <C 52, (3.13)
c (a{,@i) < C 57, (3.14)
d (a{ o ) < C 8/, (3.15)

Preuve. L’expression a? est équivalente & a~ [(ﬂ‘i,fa‘i) , (ﬂ‘i,@‘i)] et on a

+ (70 ~0 ~5 ~& (v+ tertu+ a+) c’ (Uia CNUi)

a’y |(ul,wl ), (ul,wl s ;
+2X; (b-d) (“iy W+>

% [(ai,wi) (12.8))] < tor -0 (.2).

4oy (b-c) (ai,ai) < 20, {510 <Ei,c~ui>+%c (”_1,@1)}

IN

et
QA% (b-d) (@) <A {5102 (@,.3)) + §d2 (ai,wi)] .

Alors en prenant (’Ui, gpi) = (uft, w i) dans la formulation faible , on obtient l’éstimation

sutvante:

a2 (u o )+5b2 (ai,@i)

1.2 (76 ~0 1 32 ~§
+5c¢ <u+,w+> =d (u+,w+)

a (ai,afi) +/ob (ai@i)
1 ~§5 ~6 ~4
+75¢ <u+,w+> 5\[d <u+,w+>
ou C > 0 est une constante positive indépendante de d. Cela conduit & I’estimation

(3.12) — (3.15) pour <ﬂi,c~ui>. [

< Cls

3.3.4 Estimation d’erreur pour le probléme de transmission

On pose

(5 1)*

= u’ +ul, ad, + ou + 6% (0,32,) ,

w = w® + o, Sfl) —&i—i—&?i.
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3.3. Développement asymptotique et formulation faible

Le choix de
S _~0 | s~ 22
uly = uy + ouy + 07ul,
a été effectué afin de satisfaire la condition de transmission u%% = du’, sur X et donc on a

(ugf ALY ’1)*) dans I'espace V. En utilisant les problémes a ’ordre zéro et a I'ordre un

satisfaits par (u’,w?) et (u',w') et aussiles problemes (3.7) — (3.9) pour k € {0,1,2,3},
on obtient
Ly (v1r22) = a4 [(B.38) ()] + 80, [(0.22) (i)
Pty [3)) ()] — 0 [((0,2),0,0)) (05,

(kg + ar) D1ttt

+ ) (M+ + Oé+) DQﬂilDQ/U_i_l ) . D1U+2,
Q4 Q4 —2a+w+
ou
a” [(ﬂ‘s_ - u(_é’l)*,fué_ — w(_(s’l)*> , (v_, cp_)}
+at ([(ﬂi — uf’l)*,fui — wf’l)*> , (v+, g0+)]> = Ls (Ui, wi)
et donc

— ob
‘L(S (U:I:a@i)‘ S 053/2 a(v ’90_) + \/_ <U+7<P+) ’

1 1
e (ve,p0) + 55d (04, 0)
ce qui implique par le résultat de la stabilité (voir Théoréme 3.3.1) 'estimation d’erreur

suivante:

~ 5,1
Hué_ - u(, )

< 08, (3.16)

HI(Q-)

+ H@(S_ — w(f’l)*

HI(Q-)

ou C' est une constante positive indépendante de d.

Remarque 3.3.1 Si f_, g_ sont réguliéres, on peut obtenir tous les termes u* ,w* k> 2
du développement asymptotique et prouver une estimation d’erreur analogue. Par exemple,

si on prend (uft — uf’z)*,wi - wﬁﬁ’”*) dans (3.11) avec

u? = 4 sut 0%,
ulP* = 0 4G 4+ 0%+ 6% (0,75,)
AR U R L
WP = @+ 6wy + 0%,

95



3.4. Etude du probléme d’impédance approchée

on peut montrer de la méme maniére que la forme linéaire correspondante Lgs satisfait

[inégalité suivante:

— ob
|Ls (v, )| < C6°° a(v_,) +Vob (vs,0,) |

1 1
+5¢ (Vi 00) + 505d (04, 04)
ot C est une constante positive indépendante de 6 et donc

k) (8,2)*

- u(f’z)* + Hw_ —w_

< 0%, (3.17)

H1(Q_)

H(Q_)

3.4 Etude du probléme d’impédance approchée

Ici, on établit un résultat d’existence et d’unicité et on montre un résultat de stabilité pour
le probléme (P°,) dans Q_, ainsi on détermine les premiers termes du développement

asymptotique de sa solution.

3.4.1 Formulation faible
L’espace pour étudier le probléme d’impédance (P°,) est:

(v-,p_) e H' (Q-) x H* (Q);
V:k = (Dlv_l, Dl’U_Q) S IL«Z (Z) , Dl(p_ c L2 (E) s

vo=¢p_=0surl'_

Soit

o_11 (u,*,w‘i*) Y-11 (0—7 90—) +

0_21 (u‘s_*,ufs_*) Y—21 (v_, ‘Pf)
— /Q_ o1 (ul, W) voge (Vs o) Q-
+0 90 (U, W)Y g9 (v, 0)

(v +e) (D’ ,Dip_ 4+ Dow’ ,Dyp_)
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3.4. Etude du probléme d’impédance approchée

et

as, [(ué_*,wiQ ) (va 907)]

dp (N+ +)\+)
2py g

4py o
=[] i (ot ) (i) |
P

+ (v Fey) D1 o Dip_ys

1) é
Dlu—*1|ZD1U—*1|E

Le probléme de I'impédance approchée (Pf*) a la formulation faible suivante :

—%) —%

a [(u,,w’,), (voyp )]+ das [(u,,02,), (vo,e )] (3.18)
= Jo (fov-+g-.p) dQ

Trouver (u‘S w? ) € V., telle que V (v_, 4,0_) e Vi

3.4.2 Résultat de stabilité pour le probléme d’impédance ap-

prochée

Les preuves de l'existence et 'unicité du probléme (Pf*) dans l’espace V., et la stabilité
suivent les mémes étapes que celles du probléme de transmission (P‘S) comme dans les

sections précédentes .

Théoréme 3.4.1 Soit Ls une forme linéaire continue sur V, telle que
5 5
HU_* H(Q_) +\/5HD1U7*1|E‘

+\/(_5 HDlui*Q\E - wi*m ) + \/g HDlwi*m‘

+ ||’
|Ls (v, 0 ) < 15 wioo) | 12(9)

’LQ( L2(%)
ot ls est une fonction de § > 0, peut-étre pas bornée quand d tend vers 0. Alors il existe

C' > 0 (indépendante de ¢ ) telle que la solution (u‘s Wl ) du probléme

—% —%

Ls (v-p-) = a” [(ul o) (vmsp )] 4 das [(ulwl) (0 )]

satisfait les estimations suivantes:

4 5
Hu**”Hl(Q,) + ||w**||H1(Q,) < Cls, (3.19)
HDlU(S_*l‘E‘ + HDlw(i*lz‘
L) 2o | < o5, (3.19)
+ ‘ Diu? s = wé‘*‘z) L2(%)
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3.4. Etude du probléme d’impédance approchée

3.4.3 Développement asymptotique
On pose

W, = u, 4 sul, + 0%, + ..,

W, = WO, Fowt, + 6%, + .

et on injecte le développement asymptotique dans le probléeme d’impédance approchée
(Pf*), on obtient une hiérarchie d’équations et de conditions aux limites. A 'ordre 0, on

a
p

Dio_11 (u®,,0%,) + Dao_o (u°,,w°,) = —f_1 dans Q_,
Dyo_q2 (Uo_ww(i*) + Dyo_3 (u(l*,w(l*) = —f_p dans Q_,
(v+e€)(Di+ D3)u?,

+ 200 (Dlug*z — Dgug*l) —4o_w? = —g_ dans Q_,

(E-)wo

uw’, =0sur I'_,
(CLF*)*O

W, =0surI'_,

oo (u?,,w,) =0 sur %,
(CLY), § 02 (Ug*,wg*) =0 sur X,
Dy?, =0 sur X.
A Tordre 1 on a
( Dio_1; (ul_*,wl_*) + Dyo_o (ul_*,wl_*) =0 dans Q_,
Dio_1p (ul,, wk,) + Do o (ul,,w!,) =0 dans Q_,
(v_+e.)(D? + D3)wt,
+ 200 (D1u1_*2 — Dgul_*l) —4a_w! =0dans Q_,

(E-)a

ul, =0sur I'_,
(CLF—)*l

w,=0sur I'_,

ap(py+2
o_o1 (ul,, w,) = %D%ug*uz (1) sur X,

dpg oy 0 0
O_99 (ul*,wf*) = Rt (Dlu_* o —w?, 2) sur Y,
crs), focrery (P =

(v-+e ) Dyl = (vy +e;) Diw?,

1

dpy oy
\ (“++a+)

0 0
[Dluf*zm — w**IE} sur X.
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3.4. Etude du probléme d’impédance approchée

Remarque 3.4.1 Les termes (uo w? ) et (ug,wg) (respectivement (ul_*,wl_*) et (ul_,wl_))

des développements asymptotiques de (u‘s_*,w‘s_*) et (u‘s_,w‘s_) sont des solutions du méme

probléme de limite a Uordre 0 (respectivement a l'ordre 1). Alors par unicité, on a

3.4.4 Estimation d’erreur pour le probléme d’impédance ap-

prochée
On pose

0 1
Uy = U_, + 5u—*7

Wk = wg* + 5w1—*7

o (=Dl =) (o)
+ 5&2 [(U(s_* - U(f;l),wé_* - W(:Zl)> ) ('U—v @7)] = L5 (U—7 g0*)

et on utilise les équations et les conditions aux limites satisfaites par (u°,,w°,) et (u!,,w!,).

On obtient

Hui*HHl(Q_) + Hwi*HHl(Q_) +Vo HDlué—*l\z‘

+\/5 ”Dlu(S—*Q\E o w(s—*|2 %) + \/g HDlwé—*\E‘

|L5 (v_,go_)| < 0632 L?(3)

‘m( L2(3)

ce qui implique par le résultat de la stabilité (voir théoréme 3.4.1) l'estimation d’erreur

suivante:

) (6,1)
—% —% + Hw—* — Wi

( < 532, (3.20)

HI(Q-) HY(Q_)

k k

Si f_, g_ sont régulieres, tous les termes u” ., w” ., k > 2 du développement asymptotique

peuvent étre déterminés et des estimations d’erreur peuvent étre prouvées & n’'importe quel

ordre. Par exemple, on a

n Hw‘i* _ 02 < 052, (3.21)

HY(Q-)




3.5. Estimation d’erreur entre le probléme de transmission et le probléeme d’impédance
approchée

pour

WP = W0, ot + 6%,

WO = WO 4w, + 8%,

3.5 Estimation d’erreur entre le probléme de trans-
mission et le probléme d’impédance approchée

Maintenant, on se concentre sur ’estimation d’erreur entre la solution du probléme de
transmission (P‘S) et la solution du probleme d’impédance approchée (Pf*). Comme a
I'ordre un, le développement asymptotique de la solution du probléme de transmission

dans 2_ est le meme que celui du probléme d’impédance est le méme, on peut écrire

3 = ey + [ =

HY(Q-)

<@ o bul g+ & - — bt

HY(o)
5 0 1 5 0 1
+Jul = ul, = oul, Hi(Q_) T [ 5W—HHl(Q,)
Et en vertu de (3.16) et (3.20), on trouve
~5 _ 3 ~5 9 3/2
a2 —ul, mo_) T Hw— Y=l o < 0,

ou C' > 0 est une constante positive dépendant uniquement de f_,g_ et des coefficients

d’élasticité.

Remarque 3.5.1 En fait, si les données f_,g_ sont assez réguliéres pour permettre la
détermination de (u?,w?) et (u,,w?,), la derniére estimation d’erreur (qui m'est pas

optimale) peut étre améliorée comme suit :

Hai —u? — 5”£||H1(Q—) S Hﬁ —ul = dul — 52u2*HH1(Q—) +6° HuaHHl(Q—)

< 018°? 4+ 6% < C6?

~§

Hw_ —w? — dwt

< H(Fs_ — W — Wt —5%?
()

< 010%2 4+ 6% < O6?

o) + 4 ”wz—HHI(Q,)
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3.5. Estimation d’erreur entre le probléme de transmission et le probléeme d’impédance
approchée

Des estimations similaires pour (u5 —ud, —dul W, — WO, — 5w£*) peuvent étre prou-

—% —% —k) —3k

vées de la méme maniére.
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CHAPITRE

Impédance d’une couche
mince courbe en élasticité

micropolaire

Dans ce chapitre, on modélise de fagon approchée 'effet d’une couche mince courbe Qi
élastique micropolaire linéaire en dimension deux et d’épaisseur ¢ sur un corps €2_, lorsque
0 tend vers 0 par les techniques des développements asymptotiques avec changement

d’échelle.

4.1 Présentation du probléme

On a un corps élastique ©2_ de bord 9€2_ de classe C*° (constitué de deux parties disjointes
['_ et ) recouvert d’une couche mince micropolaire Qi d’épaisseur § tres petite devant
les dimensions de 2_. Le bord de Qi est de classe C*° et consitué de deux parties
disjointes ¥ et I').. On note n (s) la normal de ¥ au point de I’abscisse curviligne s. Pour
§ assez petit, on paramétre Q) par ¥ x ]0; [ en considérant, pour 0 < z < 4, la courbe
I'* paralléle & X

I'*={m(s)+zn(s);m((s) € £}.
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4.1. Présentation du probléme

09, = XuT?,
0. = Ul

avec

I ={s+én(s);seX}.

On désigne par Q° = Q_ U Qiu > le domaine complet dont le bord est I'_U Fi ( Figure
8)

Figure 8. Géométrie du probléme.

On s’intéresse au probleme de transmission pour I’élasticité micropolaire linéaire, posé
dans le domaine €27 :

Inconnues : v’ (z1,33) = (uf (21, 22),u (r1,22)) champ des déplacements, w’ (z1,z>)
champ des rotations.

Données : f_ (z1,22) = (f-1 (21, 22), f-2 (x1,22)) champ des forces de masse, g_ (z1,x2)
couple de masse.

Loi de comportement :

Oaji = (e + 0n) Yajs + (e — ) Yij + Aeypwligs i, .k = 1,2

avec

1 . L N
Vi = Djul; — 35w et ez = 5 (j—=3)(—j)B—1);i,j=1,2
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4.1. Présentation du probléme

My, g, A, Vi, €4 sont les coefficients définissant les matériaux. Ils vérifient : p, >
0,ax > 0,vx > 0,ex > 0,31 +2u, > 0. L’indice + (resp — ) désigne la restriction a
Q% (resp Q_ ).

e Equations dans 2_

DlO' 11 (U6 w ) + DQO' 21 (U w ) f_l,
Dyo_19 (U(S w ) + Dyo_2 (U w ) J-2,
(v +e) (D} + D3)w’ +2a_ (Dyuy — Doul ) —da_w’ =g_.

: 5
Equations dans 2%

Dio1n (Ui,wi) + D20 101 (Ui,w(j_) =0,
D012 (1, w%) + Daoyny (uf,w’) =0,

(vy +€4) (DI + D3)wi, + 20 (Dyudy — Douly) — dayw’, = 0.

Conditions aux limites sur Fi

o (ui,wi)n =0,

Bwﬂ_
(V+ +€+) n 0.

Conditions aux limites sur I'_

w =0,
W =0
e Conditions de transmission sur %
( h) p)
ul =ul,
W=
5 .6 _ 5§ 5
o (uf,wf) n=o (u+,w+) n,
O’ Ow’
- _ +
| ot )T = et e 5
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4.2. Probléme d’impédance

Il est bien connu que ce probléme de transmission a une solution unique dans I’espace

canonique de Sobolev

( 3\

(vi,py) € H (Qu) x H' (Q4);
vo=0surl'_, p_=0surI'_,

Vi1 = U_q SUr' X, Vyg = U_g SUT X,

Y, =@_sur X

\ 7
Mais I’épaisseur 0 de la couche mince (trés petite) génére des instabilités numériques lors
du calcul numérique de la solution. On modélise alors l'effet de la couche mince Q‘i
sur le corps {2_ pour ramener le probléme de transmission & un probléme aux limites
bquivalent mai 6 sur 1 t, i lace le syste 05,1 diti

équivalent mais posé sur {1_ seulement, i.e on remplace le systeéme sur €27, les conditions
de transmission sur Y et les condition aux limites sur Fi par une condition aux limites
approchée sur Y. Cette condition sera établie par une méthode basée sur un changement

d’échelle et un développement asymptotique par rapport a ’épaisseur 6 de la couche

mince.

4.2 Probléme d’impédance

4.2.1 Impédance d’une couche mince

Le parameétre § étant petit, on cherche & approcher le probléme de transmission posé sur
le domaine 2_ U Qi ( dépendant de §) par un probléme posé sur le domaine fixe 2_. Pour

cela on résout le probléme aux limites suivant.

Equations dans Qi,

Conditions aux limites sur Fi,
5 _ 5 _

uy = H sur X, w’ = K sur X,

si (ui, wi) est solution de ce probleme. On pose

[oi (uf, ) my] b

Ty ((H, K)= (“i,wi)m) B [(1/+ +€y) ag—ﬂ = |
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4.3. Eléments sur la géométrie différentielle des couches minces

en utilisant les conditions de transmission sur X, on obtient

[sz‘ (Uivwé—) ”j} =

[(V_ +e) %} . 7

et le probléme aux limites d’impédance sur {2_ s’écrit

Ts <(u5_, w’) |2> -

( Equations dans ()_,
Conditions aux limites sur I'_,
o (u? ) ]

[(y, +e) %] =T ((Uiawi)‘z) sur .

4.3 Eléments sur la géométrie différentielle des couches
minces

Afin de calculer une impédance approchée nous avons besoin d’écrire le systéme sur la
couche mince dans un repére local (repére de Frenet). On va donc introduire un systéme
de cordonnées locales adapté a la construction d’une condition d’impédance approchée.
Alors on va écrire le gradient et la divergence d’un champ de vecteurs sur la couche mince
dans un systéme de cordonnées locales ainsi on décompose les tenseurs des déformations

et des contraintes dans ce systeme

4.3.1 Passage aux coordonnées locales

Soit 7 (s) le vecteur tangent & ¥ en s et n(s) le vecteur se déduisant de 7 (s) par une
rotation de 7 dans le sens direct, de sorte que (s,7(s),n(s)) forme un repére direct.

D’aprés les formules de Frenet on a
Dy (s) = —R(s)n(s),
Din(s) = R(s)T(s).

R (s) étant la courbure de ¥ au point m. On parameétre la couche mince Q% par ¥ x 10, §]
¥ x]0,6[ — Q°

(s,2) +— m+zn(s)
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4.3. Eléments sur la géométrie différentielle des couches minces

Pour 0 < z < §, la courbe ¥*
Y*={m+zn(s);s € X},
est parallele & X. Le vecteur tangent & % en s + zn (s) est
T(s,2) =(14zR) 7 (s).
et le vecteur normal est
n(s,z) =n(s).
Décomposition d’un champ de vecteurs

Soit M = (s,z) un point de Q. Tout champ de vecteurs v = (vy,v2) défini sur 3,

s’exprime dans le repére (s, 7 (s),n (s)) de la maniére suivante :
0(5,2) = 00 (5,2)7 () + v (5,2)n (5)

Les fonctions vy et v, sont les coordonnées locales de v dans le repeére (s,7 (s),n(s)).

Gradient d’une fonction

Soit ¢ une fonction définie sur °. On a

1

v(ézl—i-zR

Ds¢(s,2) 7(s) + D¢ (s,2) n(s).

Gradient d’un vecteur

Soit v un champ de vecteurs définis sur Qi,
v (87Z) = Ur (Sa Z) T (S) + Uy (S,Z)TL (S) .

On peut décomposer le gradient de v dans la base locale (7(s),n(s)) sous la forme
suivante :

1 R
= Ds T -
Vo 1+:r """ T 152R

VTN

Dsn T, _pYn
Jr1+zR v Tn+1+zRU TT

+D.,v.nt + D,v,nn.
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4.3. Eléments sur la géométrie différentielle des couches minces

Dans la base locale on a la représentation matricielle suivante :

! [Dyw,; + Rv,] %+ [Dv, — Ruv,]

1+zR 1+zR
D,v, D,v,

Divergence d’un champ de vecteurs.

Soit v un champ de vecteurs définis sur Qi,
v (S’Z) =V (87 Z) T (8) + Up (S,Z)TL(S) )

On a

dive = Dyv, +

1
D, (14 zR) v,].
14+ 2R 1+zR (L4 2R) vl
Décomposition d’un champ d’endomorphismes sur Qi.

Soit 7 un champ d’endomorphisme 7" : Q% — £ (R% R?) on désigne par 7 (respective-
ment 77 ) le transposé de 7 (respectivement le transposé de n).

Pour tout vecteur v de R2, on a

T(M)v = (T (M)v)

Posons

Tes = 7(s) (T'(M)) 7(s),
The = m(s) (T(M)) 7(s),
Too = 7(s) (T(M)) n(s),
Ton = n(s) (T(M)) n(s).

On a alors la décomposition suivante

T =T 7(s) T(s)+Tnrn(s) T(s)+Trn 7(s) (S) + Tpn n(s) n(s).
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4.3. Eléments sur la géométrie différentielle des couches minces

Décomposition du tenseur des déformations et des contraintes sur Qi.

Soit v un champ de vecteurs défini sur 2%.. Le tenseur v (v) se décompose dans le repére

local sous la forme suivante :

V=TT + Vrn TN + VYN + VTV

Yor (0,0) Y (1)
Yo (U4,0) Yo (1, 0)
avec

1 0
Yrr (u,w) = 1+ZR(S) (%
1 0
Ynr (U,W) = TR(S) (%un (S,Z) _R(S) Ur (S>Z)> — W,
Yrn <u7w) = D,u, (S’Z) +w,

Uy (8, 2) + up (8, 2) R(s)> )

Yo (W) = Dyuy, (s,2).
On en déduit alors la décomposition locale du tenseur des contraintes

O = O0TT.+F0p; TN + OryNT. + TppNn.
Orr Onr

UTH Unn

avec
2 A
Orr (U, w) = % (Dsur + upR) + AD,uy,
Onn (U, w) = 2+ A) Dyu, + TR (Dsu, +upR) ,
o (126) = () | (Dat = ) = ]+ (= ) (Dot )
et

(Dsu,, — Rug) — w| .

Ons (U, w) = (n+ @) (Dus +w) + (1 — @) L i
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4.3. Eléments sur la géométrie différentielle des couches minces

A . 5
Intégration sur (2.

Si f est une fonction scalaire définie sur Qi, alors
5
f(M)dQ, = / / f(s,2) (14 zR) dsdz.
Q5 = Jo

Ecriture du systéme dans la couche mince.

Le systeme
D10'+11 (Ui,(ﬂi) + D20'+21 (ui,wi) = 0 dans Qi,
Dioy1o (ui,wi) + Doo 99 (ui,wi) = 0 dans Qi,

s’ecrit dans le systéme de coordonnées locals sous la forme:

Doyrr+Royrn+ D, [(1+2R)04,,] = 0dans Qi,

Dyoyrp— Rorr + D, [(1+2R)04ns] = 0 dans Qi.

L’équation
div [(vy +e;) Vwi] + 0112 — 049 = 0 dans Q7

donne

L Ds | Do

(1+zR) 1+2zR(s)

+azem D= [(1+2R) D]

(V+ + €+) + 04 — Ognr = 0 dans Qi

Conditions aux limites sur I';

Onr (ui,w‘s) =0sur 'y,
Onn (ui,w‘s) =0surl',,

(vy+er)Dowd =0 sur Iy,

Conditions de transmission sur X

(

5 _ 08
uf = u? sur X,

§ _ .6
wl = w? sur X,

O inr (ui,wi) =0_pr (u‘i, w‘i) sur X,

O tnn (ui, wi) = O0_mn (u‘i, w‘s_) sur X3,

\ (V4 +e1) Dol = (v- 4+ €e-) D,w’ sur 3.
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4.4. Condition d’impédance approchée par le développement de Taylor

4.4 Condition d’impédance approchée par le développe-

ment de Taylor

e La premiére étape pour I'obtention d’une condition d’impédance approchée consiste
& écrire les conditions aux limites sur Fi en utilisant un développement de Taylor

par rapport a

0 imr (8) = 0 imr (0) 4 8D.0 4r (0) + ..
O +nn (5) = O4nn (0) + 5Dzo'+nn (O) + ...

e La clé dans I'obtention d’une condition aux limites approchée est le fait que les
dérivés normales des 0,7, 01, €t D,w, sur ¥ s’expriment explicitement en fonc-

tions des traces des 0,.,04,, et des traces des déplacements et des rotations sur

3.

On a

A
Oinn = (204 + A4) D', + ] —I—JFZR (DsuiT + uinR) ,

e = ) (D ) + (=) [y (s i) o]

d’ou 'on tire

P 1 A 5 5
Dt = G ) [am g (Pt u*"R)} ’
1 20 (y —oy) 1
Dz 6 - o — + o + Ds 6 R 0 )
S e Gt an) T (i T TR O )
On en déduit que
2
Oirr = (/f:L——:é” (Dsul,, +ud, R) + AD,us,,
dpy (e +24) 1 5 5 At
— DS R 1\ nn»
(2 + A1) 1+2R (Dt ¥ 1) (204 + A1) 7
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4.4. Condition d’impédance approchée par le développement de Taylor

et
Otrn = (,u+ + Oé+> 14 2R (Dsuin - Rui.,_) o wi + ('U’-i- - Oé+) (Dzui-r +wi)
_ o dagpy 1 5 p. 5 (1y —ay)
- (M+ + Oé+) 14+ 2R (D3u+n RU+T (1 + ZR) w+) + (M+ + a+) +n7)
et donc
B Aoy 1 5 s 5y 2004
Otrn — Ognr = (,U+ n oz+) R (Dqurn Ru’ . — (14 zR) w+) —(M+ n oz+) O tnr-

Des équations d’équilibre dans Qi, on tire alors

4o
Do R u;rai 1+2R (D U+n — Ru+T)
++a+ + i +a+ +nt
Ay (A tny) s 5
_;D ;++2#++ 1+ZR (D5u+7 + u+nR)
(1+zR)° :

At
+)\++2M+ O +nn

Dz nn - Ds Ds R - 1 R
o4 (4 2R, + s 1+2R( ul, — Ru. — (1+ zR)w’)
R 4 A+ 2 R
e Qe i) (g gy - -
(1+2R)” Ay +2uy Ar+2p, (1+2R)
1 [L — Oy
D nTt»
T+ 2R gy tay 0T
et
1 1 0w 1 2a
D2w5 - - D + +RDZ(.U + -
U (1+zR) [ (1+2R Js + (V++6+> (u+—|—04+)0+
1 1

[Dyus, — Ru’,, — (1+ zR) %] .

_y++6+'1+zR

En utilisant la formule de Taylor et les conditions aux limites sur Fi, on obtient

o (1 ) = BBEID, (Db, 408, )
540 R (Dsul,, — Ru’ . —w’,) sur X,
pto

O (U0, 00,) = —5R4’f\(i‘;“) (D, 4+ v’ R)
+533"r—’;Ds (Dsu‘i — Rud, — W’ ) sur 3,

(vo+e)Dw’, =6 (D, — Ru’, —uw’,)

*T — %

+6 (vy +e,) D2, sur .
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4.5. Condition d’impédance approchée par le développement asymptotique

4.4.1 Probléme d’impédance approchée

Le probleme aux limites de transmission peut étre approché par le probleme aux limites

d’impédance suivant :

Dyo_qy (Ui*aw(s_*) + Dyo_9 (Ué_wwi*) = f_1 dans Q_,
Dyo_12 (Ui*awi*) + Dy o9 (Ui*awi*) = f-p dans Q_,
(v_+e ) (D?+ D3)u’,

+2a (Dlu‘i*2 — Dgu‘s_*l) —4a_w’_ = g_ dans Q_,
w,=0surI'_, w®, =0surl_,

T,s sur X,

\

4.5 Condition d’impédance approchée par le développe-
ment asymptotique

Ici, on utilise les techniques de développement asymptotique avec changement d’échelle
pour obtenir la méme impédance approchée 7,5 obtenue dans la section 2. L’impédance
approchée T,s peut étre construite par un développement asymptotique par rapport a

I’épaisseur ¢ de la couche mince Q‘jr comme suit:

4.5.1 Changement d’échelle

Afin de construire le développement asymptotique de la solution du probléme, nous effec-
tuons une dilatation normale de la couche Qi de rapport 6. On pose Q, = X x |0, 1],

I'y = {1} x]0,1[ et on définit la fonction (u’,u},) par

w0y — R?
(s,2) = (v, (s,02),0u, (s,02))

(s,2) +— wi (s,0z).
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4.5. Condition d’impédance approchée par le développement asymptotique

Comme on a

W, (52) =l (s.0),
), (s,2) = oud, (s,02),
alors
Dail, (5,2) = Dt (s,2),
Dl (5,2) = =D, (s,2),
Dyl (s,z) = %Dsﬂin(s,z),
Dzuin (s,2) = ;QD u+n (s,2),
Dzwi(s,z) = %Dzﬁi (s,2)

ce qui donne

6

~§ ~0 2M +>‘+ n
O 471 (Ui,MJr) = ]_:—TR D ((1 + 5ZR) qu‘r) + %R + /\_;_52 U’in’

6

e 20, + A A n
O 4nn (ui,@i) :(Jfé—2+)Dz in+ 1+:5rzR {D ((1+52R)u+7) g R],

5 ~ 1
O (ui, (,Ui> = (,u+ + ()é+) [ml} u+n RU+T:|

1
+ (o — oy) [SDZ ((1+6zR) 617)} — 20,35,

et

~ 1
Otnr (ini) = (1 —ay) [WB i, = Ru+7:|

+ (py +q) [%Dz (1+62R) ’diT)] + 20,8

Alors les équations d’équilibre dans la couche mince Qi, les conditions aux limites sur F‘i

et les conditions de transmission sur Y. deviennent:
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4.5. Condition d’impédance approchée par le développement asymptotique

a) Les équations dans €

(B)) Dosrr (T,85) + o (3,55 + Dzaﬁ [+ 62R) o (72,58)] = 0,
z
5 ~ - 1 5~
(E2> DSU+T” (ui’wi) - RU+TT (uivwi) + gDz [(1 + (SZR) O 4nn (ui,wi)] = O,
~6
_Ds (ﬁl)y@)

+1D. <(1+<5zR) Zw+>

b) Conditions aux limites sur I'

(Bs) (vy +¢s) +(1+ 02R) |07 (@,8) = 04 (@5} )| =0,

O tnr <ﬂi,a~ui> =0 sur [y,
~5 ~&
O tnn <ui,w+) =0 sur 'y,

Dz@i =0 sur[',.
d) Conditions de transmission sur 3

( uiT =u’_ sur X,
u, =ou’, surX,
@i =3° sur Y,
O inr (ﬂi,&i) =0_pnr (u5 &5> sur X,
T imm (ﬂi,ai) o (a{ ot ) sur %,

Gt 58— (o +e) DG sur

\
4.5.2 Deéveloppement asymptotique

On écrit le développement de la solution (ﬂ‘s, &75> du probléme de transmission en puis-

sance de ¢ sous la forme

=’ =u® +out +6%E + ...,
=W =W 40wt 6%+,
ui:ﬁo +5u++52

&, =5 + 6w, + 52531 +

ol ﬂﬁ, Z)ﬁ , uF, w¥ k> 0 sont indépendants de 6. En injectant ce développement

asymptotique dans le probléme de transmission et en identifiant les coefficients de méme
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4.5. Condition d’impédance approchée par le développement asymptotique

puissance de §, on obtient une hiérarchie de problémes aux limites qui nous permet de

calculer les termes d’ordre 0, d’ordre 1 et d’ordre 2 comme suit :

Calcul du terme d’ordre 0

*Détermination de @',

On a
(DE>) 5 0=D, [(2py + Ay) D,ul,] dans Q4
(DCLT42) 5 (2p4 + Ay) D.ul, =0 sur Iy,
(DCTY5), u%, =0 sur X,
et donc

(2N+ + )\+) D.u%, =0 dans .,

ce qui donne

u%, =0 dans Q..

*Détermination de '

On a
(DEy)_, 0=D, [(p.+ay)D.u%,] dans Qy,
(DCLT441) , (pp+ay)Dal, =0 sur 'y,
(DCTEy), ul, =u’, surX,
et donc

(u+ + 04+) D.u8.. =0 dans Q,

ce qui donne

), =u’, (s,0) dans Q..

) o ~0
*Détermination de W v

On a
(DE3)_, 0= (vy +ey)D22° dans Q,
(DCOLT3), D.&5 =0 sur T,
(DOT%s), @ =w sury,
et donc

&% (s,2) =w’ (5,0) dans Q.
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4.5. Condition d’impédance approchée par le développement asymptotique

Calcul du terme d’ordre 1

*Détermination de ul,,

On a
(DE5)_, 0= (2u, +Ay) DU}, dans Q.
(DCLT4s) , (2p4 +A:) D, =0 sur Iy,
(DCTE5), ul, =u’, surX,
et donc

., (s,2) =u", (s,0) dans Q.

*Détermination de u? .

On a
(DEy)_, 0=D? (@}, +zRuS,) dans Q,
(DCLT44), D, (ul,+ zRu’.,)
_ =204 ~0 _ (“+—a+) ~0 _ p0
= (“++a+)w+ (i o) (Dsufn Ruff) sur '},
\ (DCTEy), ul,.=u'_ (s,0) surX,
alors

~1 —204 0 0 (1y — o) 0 1
Uy, =2 (W + Ru?.) — ——LDu’ | +ul (s,0) dans Q.

(1y +ay) (hy + )

, . ~1
*Détermination de w i

On a
(DE3)_, 0= (v, +e,) D@ dans Q,
(DCLT3), D.&. =0 sur Ty,
(DOT%g), @ =w! sury,
et donc

@ (s,2) =w' (5,0) dans Q.
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4.5. Condition d’impédance approchée par le développement asymptotique

Calcul du terme d’ordre 2

*Détermination de w2,

On a
(
(DE,)_, 0= (D%u%,) =0 dans Qy,
21, + Ay) Du2,
(DOLT,,), (20 +As) D —0 sur T,
+A¢ (R, + DU — zR*uY,,)
DCTYs), uw?, =ut_ (s,0) sur,
\ 2 +n n
et donc
~ A
(SR - (Ru’, + Dou® ) +ul, (0) dans Q.

u
o (214 +As)
Calcul de 'impédance

Le développement asymptotique de (E;) a 'ordre 0 donne

dp (g + A1)
(211 +As)

dp. o

(1, +a2) [D. (@, + =Rat.) + 3]

<IU+ - Oé+) [Dsﬂin o ZRDS&-IH’L - Ra}‘r'f - (“NU}F}

(DEy), D, (u”, R+ Dsu’ (s,0))

+R

+D,
= 0,

et on sait que d’apreés le développement asymptotique de la premiére condition aux limites

sur 'y a 'ordre 0 que

(s +0y) [ @, +yRit,) + 3

o2 5 -1 . - =0sur 'y,
(ny — o) [ as — Ylg UL, — Ruy, — w@

et d’aprés la premiére condition de transmission d’ordre 0 on a

(s + ) [D: (@3, + 2RiY,) + @]

(MJ,- - Oé+) [Dsﬂ?i-n - ZRDSa—li-n - Ra}i—ﬂ' - a)-li-}

= Onr (ul_,wl_) sur X,

alors en faisant une intégration par partie dans (DE}),, on obtient
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4.5. Condition d’impédance approchée par le développement asymptotique

dpy (py +24)
(214 +Av)

Apy oy 0 0 0
+R——— (Dsu’,, — Ru__(s,0) —w_ (5,0 sur ..
s (5,0) =2 (,0))

D, (u’, R+ Do’ )

o (i)

Aussi le développemnt asymptotique de (F3) a 'ordre 0 donne

Ap oy 0 _p,0 _ .0
(DE), D, —(M++Oé+) (Dsu,, — Ru® w)]
_p A G A (Ru®,, + D)
(25 +A4) - -

(2M+ + )‘+) Dzain+
D2 | Ay (Ds (W, + 2RUS,) + Ra?,)
~\.zR [RiL, + Dyl ]
= 0,

et on sait que d’apres le développement asymptotique de la deuxiéme condition aux limite

sur I'; a lordre 0 que

(2M+ + )‘+) %uin_F
A4 (2 (ul, +2RuS,) + Ru?,) | =0sur 'y,
_/\-I—ZR (Ru}i-n + DSU?FT)

et d’aprés la deuxiéme condition de transmission d’ordre 0 on sait que

(214 + M) D+
0 (ul,wb) = | 4N, (D, (@, + 2RW0,) + R@2,) | sur %,
_A zR [Riik, + D2, ]

alors en faisant une intégration par partie dans (DEs),, on obtient

4/1/ o
0 —nn ul—a wl— = -
(umwn) =7

py + o)
—R4'UJr (s 4+ 2) (Ru’, + Dyu’ ) sur X.
(2104 +A4)

Dy (DsuO — Ru’, — w(l)

-n -7
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4.6. Etude du probléme d’impédance approchée

De méme facon, par la troisiéme équation (F3), on obtient que

(v-+e)Dwl = (vy+ep) Di2

LA R - W) sws
(kg + )

4.6 Etude du probléme d’impédance approchée

Ici, on établit un résultat d’existence et d’unicité et on montre un résultat de stabilité
pour le probléme d’impédance approchée (P°,) dans Q_, ainsi on détermine les premiers

termes du développement asymptotique de sa solution.

4.6.1 Formulation faible

L’espace pour étudier le probléme d’impédance (P?,) est:
(vorp_.) € H(Q) x H'(Q):
Vi=9q (Dsvosr, Dsv_sn) € L?(X), Dsp_, € L*(X) ,
vy=0surl'_, o ,=0sur'_
Soit
0-11 (u‘i*,wi*) 711 (U,*, <P—*)
+0_21 (u‘i*,w‘i*) V-21 (U—*7 90—*)

a (ul,,w,), (Vo) = /_

+0_12 (ué—ww(s—*) V-12 (Uf*’ (‘0_*)
+0_29 (Ué_*»wa_*) V22 (U—*’ 90—*)
Dy’ D
n (Vi n 67) 1WwW_ e, A9
+D2WE*D2§D,*

et

as [(ui*,w(i*) ) (U—*7 SO—*)} =

/ dpg (g +24) (D o’
v (20 +24) S

Apg oy 5 5 5
Ty DS —xn R —xr Wk Ds —xn R —sx7r — Pk dy
+/z (,u+ +a+) ( U U w ) ( v v %) )

+/ (V+ +6+) Dswé_*Ds 90_*(12
b

(5,0) + u’ ,,R) (Dsv_sr + Rv_y,) dS
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4.6. Etude du probléme d’impédance approchée

Le probléme de I'impédance approchée (Pf *) a la formulation faible suivante :

Trouver (u5 w? ) € V, tel que V (v,,w_) eV,:

—%) —k

a [(u‘i*,w‘i*) ) (U_*, 90—*)} + (5@2 [(u(s—*aw(s—*) ) (U_*, 90—*)}
=Jo frvoatgop,
4.6.2 Reésultat de stabilité pour le probléme d’impédance ap-

prochée

On a le résultat suivant.

Théoréme 4.6.1 Soit Ls une forme linéaire continue sur V, telle que

||U—*HH1(Q,) + ||W—*HH1(Q,) +/0 | Dsv_sr + RU—*nHB(E)
—I'_\/g HDSU—*TL - R/U—*T - (10—* L2(E) —I— \/g ||DS(10—*

| s (1 p)| <

7

L2(%)
ot ls est une fonction de 6 > 0, peut-étre pas bornée quand 0 tend vers 0. Alors il existe

C > 0 (indépendante de ¢ ) telle que la solution (u‘5 w? ) du probléme

a” [(ul,,w’,), (vow o )] + das [(ul,,w,), (vos, 0_,)]
= fQ_ fov_y + g_.0o_, pour tout (v,, (p_) eV,

satisfait les estimations suivantes:

0

—%

[l

Hu ) < Cl67

H(Q_) HY(Q

||D5U—>(<T + RU—*n”LZ(E) + ||st—*n — Rv_,; — Spf*HLQ(E) < 0571/2%.

+|Ds oo,

L2(%)
4.6.3 Développement asymptotique

On pose

W, = u, 4 sul, + 0%, + ..,

W, = WO, oW, + 6%, +
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4.6. Etude du probléme d’impédance approchée

en injectant le développement asymptotique dans le probléme (Pf*), on obtient une

hiérarchie d’équations et de conditions aux limites. A I'ordre 0, on a

;

D10'_11 (u(l*,w(l*) + D20'_21 (ug*,wg*) = —f_1 dans Q_,
Dio_1 (u0,,w°,) + Dao_9o (u°,,w°,) = —f_5 dans Q_,

(E—>*0
(v- +e ) (DI + D3)uw?,
\ + 20 (Dlug*z — Dgug*l) —4o_w? = —g_ dans Q_.
uw’, =0sur I'_,
(CLF*)*O

W, =0surI_.
O _nr (ug*,wg*) =0 sur %,
(CLZ)*O O _nn (u(l*, w(l*) = O sur Z,

D.w°, =0 sur 3.

A lordre 1, on a

( Dio_1; (ui*,wi*) + Dyo_9 (ul*,wi*) =0 dans Q_,
Dio_19 (ul_*,wl_*) + Dyo_99 (ul_*,wl_*) =0 dans Q_,

(E*)*l ) ) .
+ 20 (D1u£*2 - D2U£*1) —4a_w! =0 dans Q_.
ul,* =0surl_,
(CLF*)*l
wl, =0sur_.
.
O _nr (Ul,*,wl*)
— w—++)\+)ﬁ 0 0
o (2u++/\+) Os (u—*nR + Dsu_*T)
Aoy 9.0 _ p, 0 _ 0
T R(,u++a+) (Gsu—*n Ru—*‘[‘ W_*) sur X.
1 1 . 4l1/+0l+ 0 o 0 B 0
(CLZ)*l U_nn (u—’(ﬂw—*))_ (u++a+)DS (DSU_*n Ru_*q— CL)_*)
_ pies(pitry) 0 0
R (2u++)\+) (Ruf*n +DsU,*T) sur X
(v + e )Dw', = (vy +e;) DO,
doy puy (Dsu(l* —Ru(i* —w(l*) sur 3
\ (,u++a+) n T
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4.6. Etude du probléme d’impédance approchée

4.6.4 Estimation d’erreur pour le probléme d’impédance ap-

prochée

On pose

(6,1)

W =W, + dw?

—%)

u) =0, + ou

—% —% —%7

a [(ui* — U(_il),w(i* - w(_6>:<1)> ) (U—*7 90—*)}

+ 5@2 |:<U/5_* - u(—(sil)7w6_* - w(—é;})) ) (U—*a 90—*)] = L5 (U—*7 90—*)

et on utilise les équations et les conditions aux limites satisfaites par (u°,,w?,) et (u! ,, wt,).

—%) — —% —%

On obtient

lv—llzoy + lw-sllgra_y + Vo |Dsv_r + Ro_sn| 12z

< 0(53/2
"‘\/3 HDSU—*n - RU—*T — Y L2(%) + \/g HDS 2

|Ls (v-ss )

Y

L2(%)
ce qui implique par le résultat de la stabilité (voir théoréme 4.6.1) l'estimation d’erreur

suivante:

+ Hw‘i* — @D < 5%,

H1(Q_) —
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Conclusion

Cette theése porte sur la modélisation asymptotique de 'impédance d’une couche mince
en élasticité asymétrique. La déformation est définie par un champ de déplacements u(x)
et un champ de rotations w (z). Le tenseur des déformations ;; (z) n’est pas symétrique
(définie & partir de u(z) et w(x)). Le tenseur des contraintes de forces oj; (x) (non
symétrique) n’est plus suffisant pour décrire I’équilibre, il faut ajouter le tenseur des
couples de forces §; (x) lié par une loi de comportement au tenseur des couples de torsions-
courbures x;; () (définie & partir de w ()).

Dans cette thése, on a modélisé de facon approchée 'effet d’une couche mince Qi
élastique micropolaire linéaire en dimension deux, d’épaisseur ¢ sur un corps {2_, lorsque
tend § vers 0. On a considéré deux cas de géométrie : le cas d’'une bande mince et le cas
d’une géométrie courbe. Le cas de la bande mince nous a servi de guide dans le cas d'une
couche mince courbe.

Dans le cas d’une géométrie plane on a:

Q- =Rx]-1,0[, Q% =R x]0,4]
I =Rx{-1}, T=Rx {0}, I, =R x {6} -

et une approximation d’ordre un par rapport a ¢ de I'opérateur d’impédance est donnée

par:

Ay (1 +21) D28
2+t Uy

T*(; ((Ui*, L{}i*)‘z) = (5 %Dl (Dlu‘i*mz — Wi*lsz)

Moy tog

4o
(I/+ + €+> D%Wi* + ﬁ (Dlué_*g‘g - w(s_*m)
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Conclusion

Dans le cas de la géométrie courbe, une formule approchée (d’ordre un par rapport § ) de
I'impédance est obtenue par développement asymptotique. Elle fait intervenir des termes
dépendant de la courbure du bord I' (interface entre le milieu ©2_ et la couche mince).
Dans la cas d’une couche mince plane on a démontré un résultat d’estimation d’erreur :
la norme (dans Iespace naturel d’existence de la solution) de la différence entre la solution

(u‘s_, w‘s_) du probléme de transmission et la solution (u5 w? ) du probléme d’impédance

—%) —%

approchée est en O (52) . Mes perspectives sont les suivantes:

Dimension 2.

e Estimation d’erreur entre la solution du probléme de transmission et la solution du

probléme d’impédance approchée dans le cas d’une couche mince courbe.

e Géométrie plane et géométrie courbe : chercher des approximations -d’ordre
L. , . . )
supérieur pour le cas d’une couche mince plane, ainsi pour le cas d’une couche

mince courbe.

e Obtention d’une approximation d’ordre trois de 'impédance mécanique par les tech-

niques des équations différentielles abstraites.
Dimension 3.

e Obtention d’une approximation d’ordre trois de 'impédance mécanique par les tech-

niques des équations différentielles abstraites.
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