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19.

N : ensemble des nombres entiers naturels.

N* : ensemble des nombres entiers naturels non nuls.

Z : ensemble des nombres entiers relatifs .

Q : ensemble des nombres rationnels.

R : ensemble des nombres réels.

C : ensemble des nombres complexes.

:= égalité par définition (affectation)

Allz]] : 'ensemble des séries formelles

a™ : puissanes factorielles descendantes.

a™ : puissances factorielles montantes.

) : coefficient binomial, ot n et k sont deux entiers tels que 0 <k < n.
) : coefficient binomial généralisé, tel que « un nombre complexe et k un entier.

a,b) = 1: désigne le plus grand commun diviseur de a et b i.e. pged(a,b), aetb

tant des entiers.

deg(P(x)) : degré du polynome P(x).

a | b ol a et b sont deux entiers signifie : " a divise b ".

a{b ol a et b sont deux entiers signifie : " a ne divise pas b ".

Pour x € Q, num(x) désigne le numérateur de x.

Pour x € Q, denom(x) désigne le dénominateur de x.

Zy) : désigne I'anneau des n-entiers, un n-entier étant un nombre rationnel dont le

dénominateur de la forme réduite n’est pas divisible par n.
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21.
22.
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24.
25.

26.

27.

28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.

oFq <§: oo x) : la fonction hypergéométrique

Hy =1+ 3 + -+ + 1 le n-iéme nombre harmonique.

HOY =1+ 5w 4+ -+ + i le n-iéme nombre harmonique généralisé.

¢ fonction indicatrice d’Euler.

A :Topérateur de différence

Pour a,b € Qetn € N*,n >2,a=b (mod n) signifie que a —b € nZ, et se
lit : a est congru a b modulo n.

Pour a,b € Qetn e N*,n > 2, a # b (mod n) signifie que a —b ¢ nZ, et se
lit : a est non congru a b modulo n.

[x] désigne la partie entiére de x, c’est a dire 'unique nombre entier k vérifiant 1—x <
k <x.

s(n, k) : nombre de Stirling de premieére espece (signé).
[7] : nombre de Stirling de premiere espece (non signé).
{*} : nombre de Stirling de deuxiéme espece.

1| : nombre de Lah (non signé)

L, : nombre de Lah (signé)

{}}, : nombre de r-Stirling de deuxieme espece.

S¥ : nombre de Stirling de deuxiéme espece généralisé.
Wi r(n, k) : nombres de r-Whitney de deuxiéme espéce.
B, : nombre de Bernoulli.

E, : nombre d’Euler.

B, : nombre de Bell.

L,.(x) : polyndome de Lah (signé).

B, (x) : polyndme de Bernoulli.

B\ (x) : polynome de Bernoulli généralisé.

E.(x) : polyndéme d’Euler.

B.(x) : polynéme de Bell.
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44, SP'M) =S,(n) = 1P+ 2P + .- 4P
45. S01 (M) =S, (M) = @ + (@ +b)P + -+ + (a + nb)P.
46. Convention : ) = 0. Dans tout ce mémoire, on adopte la convention classique

ke
qu’'une somme portant sur un indice parcourant I'ensemble vide vaut zéro.
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Introduction

Ce travail consiste en 'étude de certaines propriétés combinatoires des suites clas-
siques par une approche matricielle. Il est organisé en 05 chapitres suivis d"une breve
conclusion.

e Chapitre 1. Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions et les propriétés néces-

saires pour une meilleure compréhension de la these;

e Chapitre 2. Ce chapitre consiste a étudier un ancien probléme concernant les hyper-

sommes de puissances d’entiers

Sg)(n) = Z Sg_”(k), n,r,p>1.
=1

Dans la partie dédiée aux résultats de ce chapitre, trois résultats principaux et origi-

naux sont présenteés :

1. Le premier résultat concerne une relation de récurrence, liant les hyper-sommes

de puissances d’entiers et les nombres de Stirling de premiere espéece s(n, k).

i n+r+1 n+r
dom = m! — Som.
Z]Sm’ () + 55" (n)3, m(m+r+1) ( v >°’

2. Le deuxiéme résultat concerne des fonctions génératrices (exponentielle, ordi-

naire et double). Ces fonctions sont respectivement définies par :

Y s{itn i(“*l‘k)e‘“)

p=0 k=1
1 k
ZS ]_ZnHZ]_Z kp
p>0
ZZS e(n—H) (] _t)n_ez
o ! BIEDECEDED



3. Le troisieme résultat concerne deux formules explicites de Sg) (n), dont 'une
peut s’exprimer en terme de coefficients binomiaux et 1’autre faisant intervenir

les polynomes de Bernoulli généralisés B\ (x), elles sont respectivement défi-

nies par :
(r) Z (n+1‘— )kp,
k=1
T GH+1) -
! n+k\ B . 0)
SW(n)=— P g+ 1) —p! itV

n+r
e

Les résultats obtenus ont fait 1’'objet d"un article publié dans Miskolc Mathematical
Notes [27].

Chapitre 3. Ce chapitre contient deux parties. Dans la premiere partie, nous étudions

les sommes de puissances d’entiers

i (a+ kb)P
k=0

ol a et b sont deux nombres complexes avec b # 0. Nous établissons quelques repré-
sentations explicites de S(O) ) (1) comportant les nombres de Stirling de deuxiéme
espece généralisés Sk (&), les nombres de r-Stirling de deuxieme espece {7} , les
nombres -Whitney de deuxieme espece W,y (p, k) et les polynomes de Bernoulli

B.(x),ona

1. Formule explicite des sommes S](Doga

P Nas]

b)(n) a 'aide des nombres de Stirling de

deuxieme espece généralisés

P
(0) B n+1\_. sa
Splap (M) =" ) K <k+ 1)Sv (E) :
oub # 0.

2. Formule explicite des sommes S](Joga (1) a l'aide des nombres de r-Stirling de

) )

deuxieme espece,

p a
() 1P | n+1 ‘P‘I‘g
Spiap(M) =b ka'(k+1 k+ef.)’
b




oualb.
3. Formule explicite des sommes S ](Doga p (1) faisant intervenir les nombres r-Whitney

de deuxieme espeéce

P
n+1
p,(a,b)(n) = Z brk! (k n ])Wb,a(p,k).
k=0

(0

4. Formule explicite des sommes S g p(n) faisant intervenir les polyndmes de

p.\a,
Bernoulli.
P
() _ b p+1 g (G
Sp,(a,b)(n) = S Z ( K m+1)° By (E) )
k=0
oub #0.

Ensuite dans la deuxieme partie, nous étendons les résultats obtenus au chapitre 2 a

I’étude des hyper-sommes de puissances d’entiers S g)(a)b) (n), définies par :

n
(1) (r—1)
Spr»(a»b)(n) - Z Spr,(a,b)(k)3 nT,p > 1.
k=0

ol a et b sont deux nombres complexes avec b # 0.
Dans la partie dédiée aux résultats principaux de cette partie, nous présentons les

résultats suivants :

1. Le premier résultat fournit trois fonctions génératrices exponentielles pour les

. ’ . (1)
hyper-sommes de puissances d’entiers S, (n).

n
() zP _ n+r—k (a+kb)z
ICHREIEES o G EE
k=

p=>0 0

P 1 1,—m
ZS(T)( b)(“)z— _(hr eHF | T 5 1—e" ),
p>0 e p! r+1 T+ 2

Z 5 (n)i B elatb(r+(n+1)))z B i n+k\ eletr—Kkb)z
L Y I e k (ebz — 1)r—k+1"

p>0 ) k=0
2. Le deuxiéme résultat fournit une fonction génératrice ordinaire pour les hyper-

: ’ : ()
sommes de puissances d’entiers Sp,(a,b) (n).

] n

() T

2 Splan(Mz = T —zm > (1—2)%a+kb).
k=0

p=>0




3. Le troisieme résultat fournit une fonction génératrice double pour les hyper-

. ’ . (1)
sommes de puissances d’entiers Sp,(a,b) (n).

edz (] _ t)n+1 e(a+(n+1)b)z

() z’
Z Zsp,(a,b)(n)at T (1=t (1 — (1 —t)eb2) "

>0 p>0

4. Le quatrieme résultat fournit deux expressions explicites de S](:)(ab)(n), dont
I"'une peut s’exprimer en terme de coefficient binomial et ’autre a 'aide des

polyndmes de Bernoulli généralisés IB%%“)(X). Elle sont respectivement définies

par:

N = /m4r—k
S lam(M =) < . )(a+kb)p,
k=0

r IbP N a
st (n) = m&ﬂ] (E +(r+(n+ 1)))

_ /n+k 1 (r—k+1) (@
_p!bpkzo( " )(p_'—r—'_.l_k)!Ep+T+]—k(E+(T_k))'

Les résultats obtenus ont fait I'objet d"un article publié dans Online Journal of Ana-

lytic Combinatorics [5].

Chapitre 4. Ce chapitre est consacré a des applications des théoremes d’arithmé-
tiques classiques pour 1’étude de congruences des hyper-sommes de puissances d’en-
tiers. Il s’agit du petit théoréme de Fermat qui affirme, que pour tout nombre premier

n > 2 et pour tout entier a, on a
nfa=a"'=1 (mod n),

Ceci nous a permis de prouver de nombreuses congruences sur les hyper-sommes
de puissances d’entiers Sg) (n) et Sg)(a’b) (n), dans I'anneau des entiers Z modulo n, n
étant nombre premier.

Le second théoreme d’arithmétique que nous allons utiliser est le théoreme d'Euler
qui affirme que, pour tout entier n > 2, et pour tout entier a € Z tel que (a,n) =1,
ona

a®™ =1 (mod n),




Cecinous a permis de généraliser de nombreuses congruences sur les hyper-sommes
de puissances d’entiers Sg)(n) et Sg)(a’b)(n), modulo n%, « étant un entier naturel
supérieur ou égal a deux.

Dans la partie dédiée aux résultats de ce chapitre, quatre théorémes principaux et

originaux sont présentés :

1. Le premier théoréme [27] présente une congruence modulo n sur s;” (n):

0 (modn) si r=-1 (mod n),
SM(n) = (1)
—1 (modn) si r#2—1 (modn)etn—1]p.

2. Le deuxieme théoreme consiste comme une généralisationducasr = —1 (mod n),

de la premiere congruence (1) :

(r)
SP,(a,b)

M) ={+2)a? (mod n), (2)
outa,beZ, a’fnet0<i<n-—1.

3. Le troisieme théoreme présente une généralisation de la congruence (1) modulo

n% sur les sommes Sér)(n), pourx >7r+leta>p,ona

np (mod n%), pour r = —1 (mod n%),

+1
- (r+1 Z ["Tn* (mod n®), pour % —1 (mod n*) et n* —n*" |p.

4. Le quatrieme théoreme donne une généralisation de congruence (2) modulo n%,
pour @ > p,ona

b)(n) =(i+1)n*'a? + (a +nb)? (mod n%).

outa,beZ,a’fneta’tnavecd <i<n*—1.

Les congruences obtenues ont fait 1’objet d"un article en préparation

e Chapitre 5. Nous présentons dans ce chapitres quelques résultats sur certaines suites
de nombres et de polyndomes de Bell et d’Euler.
Dans la partie dédiée aux résultats de ce chapitre, trois formules principales et ori-

ginales sont présentées :




1. La premiére formule sur les polyndmes de Bell B,,(x) fait intervenir les nombres

de Stirling de deuxieéme espece {}} et les polyndmes de Lah signés L, (x) :
n n N
Balx) =) ¢ (=1 "L(x). (3)
o Lk

2. La deuxiéme formule est une autre représentation explicite de B, (x) faisant

intervenir les nombres de Stirling de deuxieme espéce et des fonctions hyper-

:% { }nhﬂ (n;—1;x>. 4)
k=0

Les deux formules (3) et (4) peuvent étre considérées comme une généralisation
de B. Guo et FE. Qi [18, 39]

géométriques :

=

3. La troixieme formule est une représentation des nombres d'Euler E, faisant

intervenir les nombres de Stirling de deuxiéme espeéce :
= k!
o3 S e,
k=0

Re(z) étant la partie réelle du nombre complexe z et i* = —1.

Les résultats obtenus ont fait 1’'objet d’un article publié dans Notes on Number
Theory and Discrete Mathematics [6].
Enfin, nous terminons ce travail par un petit chapitre présentant quelques perspectives de

recherches.




Chapitre 1
Généralités

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons les outils essentiels qui nous seront utiles dans les

chapitres qui suivent. Ces outils sont :

1. Certaines propriétés sur les coefficients binomiaux, les fonctions génératrices [12] et

les fonctions hypergéométriques [1].

2. Nombres harmoniques [50] et les suites des nombres et des polynomes [9, 10, 40, 43,
42,8,47,46, 11].

3. Théoremes d’arithmétiques classiques [20] (théoreme de Fermat et théoreme d’Eu-
ler).

4. Quelques techniques combinatoires [41].

Dans ce qui suit, nous allons préciser et adopter quelques notations tres utiles dans ce

chapitre :
1. A représente un anneaux commutatif unitaire.

2. &, m représente le symbole de Kronecker qui vaut é,,, = 1 pourn =metd,, =0

pour n. # m.

3. Areprésente 1'opérateur de différence défini sur le polydme P(x) = x™, par :

A(X™) = (x+1)" —=xT,



Chapitre 1. Généralités

plus généralement,sik > 1,ona:
£k
A=) (j)(—nk—i(x +3)"
=0

Pour des notions plus précises et détaillées voir les références [13] et [38].

1.2 Puissances factorielles montantes et puissances facto-

rielles descendantes

Au début, nous commangons par rappeler la définition des puissances factorielles
montantes et des puissances factorielles descendantes, ensuite nous présentons quelques-

unes de leurs propriétés.
Définition 1.1 Soit a un nombre réel ou complexe. Pour tout entier naturel n € N, les puissances
factorielles montantes et les puissanes factorielles descendantes sont respectivement définies par :

n—1

n—1
aﬁzn(a—HL) et aﬂzn(a—i).

i=0 i=0
Ainsi, on a
a® =1, a=1,
a' =aq, et al = aq,
aZ=ala+1). aZ=ala—1).

Plus généralement, sin € N*,ona:

a"=ala+1)(a+2)---(a+n—1) et a®*=ala—1)(a—2)---(a—n+1).

Propriétés

1. Relation entre les puissances factorielles descendantes a™ et les puissances facto-

rielles montantes a™, donnée par :

a* = (—1)"(—a)™.




Chapitre 1. Généralités

2. Pour tout entier n € Z, la factorielle montante peut s’exprimer par la formule sui-

vante :

n

MNa+mn)
at= ——~.

MNa)
ou I'(x), est la fonction gamma d’Euler donnée par :

+o00
M(x) = J e tdt.

0

1.3 Coefficients binomiaux

Définition 1.2 Pour tout nombre complexe « € C et pour tout entier k > 0, on définit le coeffi-

cient binomial () de la maniere suivante :

k

o= .
<o¢> )W si k>0,
k 0 si k<O.

De la définition, il est évident que pour x > Oetk > 0,ona:

0o ()

Propriétés

1. Formule de Pascal : la formule de Pascal qui affirme que pour tout entier x € C et

pour tout entier k € N*, on a

Go) ()= () (L)

2. Formule du binéme : La formule du bindme qui affirme que si a et b sont deux

éléments d'un anneau qui commutent, alors pour tout entiern € N, on a

(a+b)m =Y Gl) Q" kbk, (1.2)

n
k=0
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3. Formule itérée de Pascal : La formule itérée de Pascal qui affirme que pour tous

entiers naturelsn, j et k tel quen > k, on a

i (D - (T]:]]) (1.3)

j=k

4. Identité remarquable : Pour tous entiers naturels n > k > 0, le coefficient bindmial

n n!
(k) T Kk (14

s’écrit aussi sous la forme :

1.4 Séries génératrices

Définition 1.3 On appelle série formelle, a coefficients dans A, et en l'indéterminée z, toute ex-

pression formelle du type

f(z) = Z an%)

n>0
oit les a,,, sont appelés coefficients de f. On note Al[zl] I'ensemble des séries formelles a valeurs
dans A.

Propriétés

1. Produit de Hadamard : Le produit de Hadamard de deux séries formelles f(z) =

S an%, etg(z) =Y bn%, est égal a la série formelle :
n>0 n>0

ZT].
f(z)og(z) =) Qnbn .
2. Fonctions génératrices (exponentielles et ordinaires) : On appelle fonctions géné-
ratrices (exponentielles et ordinaires), d'une suite (a,), des nombres réels ou com-
plexes, les séries formelles de I’anneau des séries formelles A[[z]], définies respecti-

vement par :

Az) = Z Cln%, B(z) = Z b.z".

n>0 n>0

10
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3. Fonctions génératrices (doubles) : On appelle fonctions génératrices doubles (ordi-
naires et exponentielles) d"une suite (a;, m)nm des nombres réels ou complexes, les

séries formelles de ’anneau des séries formelles A[[z]], définies respectivement par :

A(x,z) = Z Z anmXx"z", B(x,z) = Z Z bn,m%%.

n>0 m>0 n>0 m>0

4. Transformation de séries formelles : La transformation de Laplace inverse £~' que
I'on définit sur 'algebre des séries formelles a pour effet d’envoyer toute fonction

génératrice ordinaire sur la fonction génératrice exponentielle correspondante :

n>0 n>0

+00
ot la transformation de Laplace d'une fonction h est définie par: £(h) = [ e *'h(t)dt.
0

1.5 Fonctions hypergéométriques

Définition 1.4 Pour tout entier naturel n € N, on définit la fonction hypergéométrique par son

développement en série entiere dépendant d'un certain nombre de parametres :

A7 fl
F Cl],Clz,...,(lp.X _Za1a2)...)apxn
P q ’ - L %S i
b1, b2, ..., by 4 0iby, e, byl

On note que, pour p = q = 0, on obtient la série bien connue suivante :

oFQ <, X) = e,

Notation 1.5 Les fonctions hypergéométriques sont notées aussi par : ,Fq (ai, az, ..., ap; b1, by, .y bg; x)

quand cela est nécéssaire.
Propriétés

1. Fonction hypergeométrique de confluente de Kummer : Dans le casoup = 1 et

q = 1, on définit la fonction hypergeométrique confluente de Kummer par :
1Fy (a; X) = g—nx—|
b >0 n!

11
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2. Fonction hypergeométrique de Gauss : Dans le cas ot p =2 et q = 1, on définit la

fonction hypergeométrique de Gauss par :

a,b B abm™x"
2F1< »X>—Z on E

¢ n>0

Nous donnons quelques fonctions importantes qui peuvent étre exprimer en fonc-

1 1,1
—log( ) =zF1< G —X)>
X 1

—1 1
Z(a+k >Xk=2F1<a) ;X)>
k 1

k>0

m—2 [m—2 k k —
nl(x —1)m2 [Z (n—l—Uk( X > _(1_X)n+1] :2F1< :1’1;x>. (1.5)

(m)fxmT — k! x—1

tion hypergeométrique de Gauss :

3. Représentation intégrale d’Euler : La fonction hypergéométrique vérifie une ex-

pression intégrale

Théoreme 1.6 [1] Pour Re(c) > Re(b) > 0,0na

1
oF (a) " x) e ) [ —veer e ea (L6)

Cc
0

Le relation suivante, donne la représentation intégrale de la fonction hypergéomé-
trique ;F; (1,—m;r 4+ 2;1 — €7)
1

oy <] - ez) =(r+1) JU —x)"(1 —x + xe*)"dx. (1.7)
T+2 3

1.6 Nombres harmoniques et généralisations

Définition 1.7 Pour tout entier naturel n € N¥, le n-iéme nombre harmonique, noté H,, est

défini par :

)

&=

Ho= Y

n
k=1

on convient de définir Hy, comme étant égal a 1.

12
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Définition 1.8 Pour tous entiers naturels n et m, le n-ieme nombre harmonique généralisé, noté
H™  est défini par :

m . 1
H{m :Zk_m,
k=1

on vérifie qu'on a : HY) = H,,, et on convient de définir Hém], comme étant égal a 0.

1.7 Les suites classiques

1.7.1 Nombres de Stirling de premiere espece

Définition 1.9 Pour tousn, k € N, avec n > k, on appelle nombres de Stirling de premiere espece

(signés), les nombres entiers s(n, k) qui figurent dans le développement du polyndme x™, et on a :
Xt = Z s(n, k)x~.
k=0

D’une maniére équivalente, on appelle nombres de Stirling de premiére espece (non signés), les

nombres entiers [ 1] qui figurent dans le développement du polynome x™, et on a :

X" = i [2] x¥.
k=0

Les nombres entiers s(n, k), sont liés aux nombres naturels [Tﬂ , par la relation :

s(n, k) = m (1)K,

Propriétés
1. Relation de récurrence triangulaire : La relation de récurrence des nombres de Stir-
ling de premiére espeéce est donnée par :

s(n,0) = dn0 pour n >0 et s(0,k) = dpx pour k >0,
s(inyk) =sn—1,k—1)—(n—T)s(n—1,k) pour n>1 et n>1.
Voici donc un triangle donnant les premieres valeurs des nombres de Stirling de

premiére espece (en valeurs absolues) obtenu a 1'aide de la relation récurrente pré-
cédente pour 0 < k <5.

13
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n\k 0 1 2 3 4 5
0 1
1 0 1
2 0 1
3 0 2 3
4 0 6 11 6 1
5 0 24 50 35 10 1

2. Fonctions génératrices : Les fonctions génératrices exponentielle et double des nombres

de Stirling de premiére espece sont respectivement définies par :

> s(n, k)’;—T — %(mm +x))k, (1.8)
n>k ’ ’
Z s(m, k)gtk = (14+x)" (1.9)
n,k>0 )

3. Relation avec les nombres harmoniques : Les nombres de Stirling de premiere es-

péce (non signés) sont liés aux nombres harmoniques par les relations suivantes :

-
1 = (TL — 1)'H0,
:n:

] :(n_”!anh
:n: (n—1)! 2

3 = 2 |:H$171 o H‘(rLll] )
ml _ (n—D!r 3 @) 3)
L= [Hy = 3HHE, - 2H |

1.7.2 Nombres de Stirling de seconde espece

Définition 1.10 Pour tous n,k € Navecn > k, on appelle nombres de Stirling de seconde espece

les nombres entiers {| } qui figurent dans le développement du polynome x™, et on a :

oy {E}

k=0
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Propriétés

1. Relation de récurrence triangulaire : La relation de récurrence des nombres de Stir-

ling de deuxieme espéce s’écrit :

0
{g} = 0np pour n >0, et {k} = dox pour k >0,

n n—1 n—1
= +k pour n>1etn>1,
k k—1 k

en se servant cette derniére relation récurrente, on peut donner les premieres valeurs

de ces nombres dans le triangle suivant

n\k 0 1 2 3 4 5
0 1
1 0 1
2 0 1
3 0 1 3
4 0 1 7 6 1
5 0 1 15 25 10 1

2. Fonctions génératrices : Les fonctions génératrices exponentielles et ordinaires de

ces nombres sont respectivement définies par :

3. Formule explicite : La formule explicite des nombres de Stirling de deuxieme espece

s’écrit :

15
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1.7.3 Nombres et polynémes de Lah

Définition 1.11 Pour tous n,k € N avec n > k, on appelle nombres de Lah (non signés), les

nombres entiers || qui figurent dans le développement du polynome x™, et on a :

AN
k=0

d’une maniere équivalente, on a :

Définition 1.12 Les polynomes de Lah (signés) que I’on note par L, (x), sont définies par la rela-
tion suivante :

L.(x) = Z Ln,kxk.
k=0

Nous allons maintenant examiner les principales propriétés de ces nombres qui seront

utiles dans la suite.

Propriétés

1. Relation de récurrence triangulaire : En écrivant la relation de récurrence de la suite

des nombres de Lah sous la forme :

LnJ =dpp pour n >0 et L(zJ =dox pour k >0,

0
n n—1 n—1

p— - < < .
{kJ {k_d—l-(n%—k 1){ y J pour 1 <k<n

Voici donc un triangle donnant les premieres valeurs de Lah obtenu a 1'aide de la

relation récurrente précédente.

16
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n\k 0 1 2 3 4 5
0 1
1 0 1
2 0 2
3 0 6 6 1
4 0 24 36 12 1
5 0 120 240 120 20 1

2. Fonction génératrice : En écrivant la fonction génératrice exponentielle des nombres

> n-a ()

n>k

de Lah sous la forme :

3. Formule explicite : En écrivant la formule explicite des nombres de Lah sous la

n n'/m—1
{szg(k—J pour 1<k <mn,

on peut donner une autre expression explicite a ’aide des nombres de Stirling pre-

forme :

miére et deuxiéme espece :
n = : o)
M =Y (=1)"s(n,j) {]1} . (1.10)

1.7.4 Nombres de r-Stirling de deuxiéme espece

Définition 1.13 Pour tousn,k € Navec 0 < k < n et pour r > 0, on appelle nombres r-Stirling

de deuxieme espece les nombres entiers {“’Lr} qui figurent dans le développement du polynome

(x+7)" etona:

rerfi

17
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Propriétés

1. Relation de récurrence triangulaire : La relation de récurrence de la suite des nombres

de r-Stirling de deuxiéme espeéce est donnée par :

n n
5 = Oy, pour n=r et 5 =0 pour r>n,
n n—1 n—1

= +k pour n >,
kJ. k—1) k).

les premieres valeurs 2-Stirling de seconde espeéce :

n\k 0 1 2 3 4 5
0 1
1 2 1
2 4 5
3 8 19 9 1
4 16 65 55 14 1
5 32 211 285 215 20 1

2. Fonction génératrice :

— La fonction génératrice exponentielle des nombres r-Stirling de deuxieme espece

n4+r| x" T s y

= k471

est donnée par :

— La fonction génératrice ordinaire de la suite des nombres r-Stirling de deuxiéme

espeéce est donnée par :

n+r| . x*
Z{HT}T" I S N )

n>k

3. Identité remarquable : La suite des nombres r-Stirling de deuxieme espéce vérifie

l'identité :
n — TTL—T'
T
.
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1.7.5 Nombres de Stirling de deuxieme espece généralisés

Définition 1.14 Pour tout entier n,k € N, on défini les nombres de Stirling de deuxiéme espéce

généralisés par la formule explicite suivante :
1

k _ n
Syla) = EAoc .
Ce qui équivaut a :
S(x) = li(—n“ﬂ') k (oc+j)" (1.11)
n Kl 4 j ' '
De la définition, il est évident que pour x =0, on a
SK(0) = %AO“, (1.12)

n
= {k} . (1.13)

1. Fonction génératrice exponentielle : La fonction génératrice exponentielle des nombres

Propriétés

de Stirling de deuxieme espéce généralisés est donnée par :
k z" _ 1 0 ([ ,Z k
ZSn(oc)a—Ee (e* —1) . (1.14)
n>k
2. Formule explicite : La formule explicite des nombres de Stirling de deuxieme espece

généralisés fait intervenir les nombres de Stirling de deuxiéme espece :
Sxlo) = <> o, 1.15
" Z i/ |k 19
j=0
3. Relation de récurrence triangulaire : La relation de récurrence des nombres de Stir-

ling de deuxieme espéce généralisés est donnée par :

Sl =S (o) + (x + k)SK(«), pour 1<k<mn.
4. Identité remarquable : Dans le cas out « = 1, une identité reliant les nombres de Stir-
ling de deuxieme espéce généralisés et les nombres r-Stirling de deuxiéme espece :

S¥(r) = {nH} . (1.16)
k+r .
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1.7.6 Nombres de r-Whitney de deuxieme espece

Définition 1.15 Pour tous entiers n > k > 0 et v € N, on appelle nombres de r-Whitney de
deuxieme espece, les nombres entiers Wy, »(n, k) qui figurent dans le développement du polynome

(mx+71)" etona:

n

(mx+1)" = Z mka,r(n, K)xk.
k=0

Propriétés

1. Fonction génératrice : La fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres

de r-Whitney de deuxiéme espéce, est donnée par :

z" 1
2 Wansln k)=
n>k

e (e™ — 1)k, (1.17)

2. Relation de récurrence triangulaire : La relation de récurrence de la suite des nombres

de r-Whitney de deuxiéme espéce, est donnée par :
Wm,r(n) k) = Wm,r(n - 1>k —1 ) + (km + T)Wm,r(n - 1)k)

3. Formule explicite : La formule explicite de la suite des nombres r-Whitney de

deuxieme espéce fait intervenir les nombres de stirling de seconde espece généra-

liser :
Wia(n, k) = mmIsk (l) , (1.18)
m
Sy (Y mig 1.19
_mkk!; ) (=D (mi+ )™ (1.19)

4. Quelques identités remarquables :
— Dans le cas ot m = 1 et = 0, les nombres de r-Whitney de deuxiéme espece et

les nombres de Stirling de deuxiéme espece sont liés par :

Wio(n, k) = {E} . (1.20)

— Dans le cas ot m = 1 et r € N*, les nombres de r-Whitney de deuxiéme espece et

les nombres de Stirling de deuxiéme espece généralisés sont liés par :

Wi (ny k) = {Z:} . (1.21)
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— Les nombres de r-Whitney de deuxiéme espeéce et les nombres de Stirling de

deuxieme espece généralisés sont liées par :

Wi (1, k) = m™ <8k (%) . (1.22)

1.7.7 Nombres et polynomes de Bernoulli

Nous rappelons les définitions et certaines propriétés des nombres et des polynomes

de Bernoulli.

Nombres de Bernoulli

Définition 1.16 Pour tout entier n € N, la suite des nombres de Bernoulli est la suite de nombres

rationnels (B, )nen, définie par la relation de récurence :

By =1,
1 (1.23)

Bn = —n—_’_] = (nz])Bk, n > 0.

Voici donc une table donnant les premiéres valeurs des nombres de Bernoulli obtenue a
I'aide de Définition 1.16 pour 0 <n < 12,0na:

n (0 1 |2 3|4 5|6 78 9 10 |11 |12

B,|1|-1/2|-1/6|0|—-1/30 0| —-1/42 0| —-1/30|0|5/66 |0 |—691/2736

A partir de B;, tous les nombres de Bernoulli de rang impair sont nuls, alors pour tout
entiern > 1,ona:
By =0.

Polyn6émes de Bernoulli

Définition 1.17 Pour tout entier n € N, la suite des polyndmes de Bernoulli est la suite de

polynomes (B, (x))nen a coefficients rationnels, définie par :

B, (x) = i (E) Box™ . (1.24)
k=0
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On vérifie qu’on a la relation

Voici donc les premieres expressions des polyndmes de Bernoulli (B,,(x)), obtenue a 1’aide

de Définition 1.17, on a :

BO(X):])

1
BI(X)—X_Z)
]B%(x)—xz—lx+1
S M

:
]B%g(x):x3—§xz+zx,
1
B :4_23 27
a(x) =x" — 2x X3y
]B%(x):x5——x4+§x3—lx
> 27 737 6

Propriétés

Les nombres (B, )ncn et les polyndmes (B, (x))nen, satisfont plusieurs propriétés, en

particulier :

1.

Fonction génératrice exponentielle :
— La fonction génératrice exponentielle des nombres de Bernoulli (B, )nen, est don-

née par :

Z z
> Bn = . (1.25)

n>0
— La fonction génératrice exponentielle des polynomes de Bernoulli (B, (x))nen, est

donnée par :

z" ze**
> ]B%n(x)a = . (1.26)

ez —1
n>0

. Formule de Faulhaber : la formule suivante est connu sous le nom du (Faulhaber)

en I’honneur du mathématicien Johann Faulhber :

n—1
Y K= (B (n) ~ B 0)). (1.27)

Formules explicites :

22



Chapitre 1. Généralités

— Les nombres de Bernoulli peuvent étre exprimés a 1'aide des nombres de Stirling

de deuxieme espéce par :

e k! n
B, = Z(—”km {k} . (1.28)

k=0
— Les polyndmes de Bernoulli peuvent étre exprimés a 1'aide des nombres de Stir-

ling de deuxieme espéce généralisés par :

Bao) = Y (-1 sk (1.29)

1.7.8 Polynoémes de Bernoulli généralisés

Récemment en 2017, M. Rahmani, M. A. Boutiche et H. M. Srivastava dans leur article
[7] intutilé (Explicit Formulas Associated with Some Families of Generalized Bernoulli
and Euler Polynomials) ont établi une formule explicite des polynomes de Bernoulli gé-
néralisés qu’on peut s’exprimer a 'aide des nombres de Stirling de deuxieme espece gé-

néralisés. Cette formule est donnée dans la définition suivante :

Définition 1.18 Pour tout entier naturel n € N et pour tout nombre complexe « € C, on définit
les polynomes de Bernoulli généralisés par leur formule explicite :

n -1

(@ or W[tk n+o) fae+n—1Y\

B (x) = ;(—1) ( . ) (n_k LS. (1.30)

k=0
1l est évident que

Propriétés

1. On définit la fonction génératrice exponentielle des polyndmes de Bernoulli généra-
lisés par [47, 46] :

(x) i: z N Xz
> B () (e2_1) e, (1.31)

n>0
2. On définit la fonction génératrice exponentielle des nombres de Bernoulli générali-

sés par :

pwZ _ (2 ) 1.32
Z " onl (67'—1 (1.32)
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1.7.9 Nombres et polyndmes d’Euler

Nous définissons les nombres et les polynomes d’Euler, et nous présentons ensuite

quelques-unes de leurs propriétés.

Nombres d’Euler

Définition 1.19 Pour tout entier n > 0, on appelle suite des nombre d’Euler la suite de nombres

entiers que I'on note (En )nen, elle est définie par la relation de récurrence :

Ey =1,

n—1 (133)
Ea=1- % (2%, n>1.

k=0

A laide de la définition des nombres d’Euler nous pouvons donner les premieres va-

leurs de E,, pour 1 <n <10

n 0(1]2 |[3|4|5]|6 718 9110
E.|1]/0(-1|/05]0]|-61|0|1385 |0 |-50521

Polynémes d’Euler

Définition 1.20 Pour tout entier n > 0, le polynome d’Euler noté, E,,(x), est défini par la relation

= n Ek 1 nk
En(x) =) (k) > (x — Z) , (1.34)

de récurrence :

avec B, = 2"E,(3).

A Taide de la définition des polynémes d’Euler nous pouvons donner les premiéres

valeurs de E, (x), pour 1 <n <5,

Eo(x) =1,
1
Eq(x) =X
Ex(x) =x* —x,
E3(x) =x° — %xz + é,
Es(x) = x* —2x° + %x.
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Propriétés
Les nombres (E,)nen et les polyndmes (E,(x))nen satisfont les fonctions génératrices

exponentielles suivantes :

1. La fonction génératrice exponentielle des nombres d’Euler (E,,)nen est donnée par :

n 2 X
Yy B ] ¢ (1.35)

= n! coshz +

2. La fonction génératrice exponentielle des polynéomes d'Euler (E,,(x))nen est donnée

par:

XTI ZeXZ
> F_n(x)m = . (1.36)

= ez + 1

1.7.10 Nombres et polynomes de Bell

De maniére similaire, a partir des nombres et polynémes d’Euler, nous définissons les

nombres et les polyndmes de Bell et nous nous intéressons a leurs propriétés.

Nombres de Bell

Définition 1.21 Pour tout entier naturel n,k € Navec 0 < k < n, on définit les nombres de Bell

par l'identité suivante :

B, = i {E} : (1.37)
k=0

La suite (B )nen est repertoriée AO00110 dans I'encyclopédie en ligne des suites de nombres entiers
[44].

A laide de définition des nombres de Bell nous pouvons donner les premiéres valeurs de
B, pour 0 <n <12,

n (0]1(2]3]4]5 6 |7 8 |9 10 11 12
Bn|1|1,2|5|15|52]|203|877 | 4141 | 21147 | 115975 | 678570 | 4213597
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Polynémes de Bell

Définition 1.22 Pour tous entiers n,k € N avec 0 < k < n, on définie les polynomes de Bell par

la formule :

= |n
Bu(x) = 5 1.38
RS &
il est évident que :

B.(1) = B,.

ATl’aide de la définition des polyndmes de Bell nous pouvons donner les premiéres valeurs
de B, pour 0 <n <4,

Propriétés
Les nombres (B, )nen et les polyndomes (B, (x))nen satisfont plusieurs propriétés, en
particulier :

1. Relations de récurrences :

— En écrivant la relation de récurrence de la suite des nombres de Bell (5,,)ncn, sOus

Bn—H = Z <1;’) Bj-

j=0

la forme :

— En écrivant la relation de récurrence de la suite des polynomes de Bell (5, (x))nen,

Bt =xY_ ()i
j=0

2. Fonctions génératrices exponentielles :

sous la forme :
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— La fonction génératrice exponentielle des nombres de Bell (B, )nen, est donnée par
la relation : N
Z an— =exp(e*—1).
n!
n>0
— La fonction génératrice exponentielle des polyndmes de Bell (3, (x))nen, est don-

née par la relation :
n

ZBn(x)% = exp(x(e*—1)).

n>0
3. Formules explicites (Dobinski) :

— La formule explicite de la suite des nombres de Bell (5B, )nen, est donnée par la

‘I n

k>0

relation :

— La formule explicite de la suite des polyndmes de Bell (B, (x))nen, est donnée par

la relation :

1 ek,
Bn(X):ngOEX .
>

1.8 Congruences dans Z

L’étude des congruences sur les entiers remonte aux travaux du mathématicien Gauss
en 1801 dans son ouvrage des "Disquisitiones Arithmeticae" [17], selon cet ouvrage on

définit les congruences dans Z modulo le nombre entier n > 2 de la maniére suivante :

Définition 1.23 Pour tous entiers a et b et pour tout entier n > 2, on dit que a est congru a b
modulo n et on écrit :

a=b (mod n).

Remarquons qu’on peut aussi énoncer que les entiers a et b sont congrus modulo n si, et seulement

si, a et b ont méme reste dans la division euclidienne par n.

Signalons que la définition précédente de congruence présente beaucoup de propriétés
intéressantes dans Z. Nous allons maintenant nous intéresser a rappeler les principaux

théorémes d’arithmétiques classiques qui nous seront utiles :
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Théoréme de Fermat

Le théoréme suivant est connu sous le nom du "petit théoréme de Fermat" du mathé-

maticien Pierre de Fermat.
Théoréme 1.24 [20] Pour tout nombre premier n > 2 et pour tout entier a premier avec n, on a

1=

a (mod n).

Remarquons qu’on peut aussi énoncer le petit théoréme de Fermat sous la forme équivalente sui-

vante :

a*=a (mod n).

Théoréme d’Euler

Le théoreme d’Euler qui suit est une généralisation du petit théoréme de Fermat, ce
théoréme fait intervenir la fonction indicatrice d’Euler que I’on note par ¢, c’est une fonc-

tion arithmétique importante. Elle est définie comme suit :
Définition 1.25 Pour tout entier naturel k € N*, la fonction d'indicatrice d’Euler est définie par :

@ (n)=Card{k e N* / k<net (kyn) =1}.

Propriétés
1. Pour toutentiern > 1,0on a
T<eMm)<n et (pMmn),n)=1.
2. Pour tous entiers m et n € N* tel que (n,m) =1,0ona
e(nm) = @(n)e(m).
3. Pour tout entier « € N* et n est un nombre premier, on a

(p(TL(X) —n*— ncx—l

1
=n” <1 — —) .
n
Théoreme 1.26 [20] Pour tout entier n > 2, et pour tout entier a € Z, tel que (a,n) =1, 0na

a®™ =1 (mod n).
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1.9 Congruences dans Z )

Pour tout entier n > 2, on appelle n-entier tout nombre rationnel dont le dénominateur
de la forme réduite n’est pas divisible par n. Nous désignons par Zn), I'ensemble des n-

entiers. Autrement dit :
Zm) ={ x € Q / nnedivise pas denom(x) }.
On définit la congruence modulo n dans Z,) de la maniere suivante :
x=yY (modn) & x—yenZpy. (1.39)

La relation (1.39) permet d’exprimer le numérateur de la forme réduite du nombre ration-

nel (x —y) est divisible par n. Autrement dit :
num(x —y) € nZ. (1.40)

Remarque 1.27 Dans le cas ot n = m®*, m étant un nombre premier et x un entier naturel non
nul, on a
Lime) = Lim)-

1.10 Congruences sur le coefficient binomial

Le théoreme suivant nous sera utile au chapitre 4 pour établir quelques congruences

Théoréme 1.28 Pour tout nombre premier n. > 2, on a les congruences suivantes :

1. Pour tout entier k tel que 1 <k <n—1,0na:

n J—
(k) =0 (mod n).

2. Pour tout entier k tel que 1 <k <n* —1 o1t «x est un entier x > 2, 0ona:

n«y\
(k) =0 (mod n).
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1.11 Techniques utilisées dans les preuves

En 2014, M. Rahmani dans son article [41] a donné une application sur la transforma-
tion de stirling, qui s’énonce comme suit :
On considere d’abord une suite de nombres (a.,)m>o, et on définit une suite double

(@nm)n>0m>0, donnée par la relation de récurrence suivante :

Qom = O
o ’ (1.41)

Ant1;m = Anm41 + Man m.

Apres, nous construisons une matrice infinie S, associé a cette suite par : S = (anm)n>0m>o0,
la suite (ay ), représente la premiere ligne de la matrice et est appelée la suite initiale, la
suite (a,), donne la premiere colonne de la matrice et est appelée la suite finale.
Inversement, si nous commencons par la suite finale, on peut encore définir la ma-
trice infinie S associé a la suite double (a, m)n>0m>0 donnée par la relation de récurrence

suivante :

ano = Qn
o (1.42)

An,m+1 = Anyt,m — MApm.

Rahmani [41] a obtenu les résultats suivants :

Théoreme 1.29 [41] Pour tous entiers n,m > 0, on a

m " (n4+m
Anm = Z S(TTL, k)anrk = Z { } Qmk- (143)

k=0 — (k+m

Théoréme 1.30 [41] Soit .
z
Ar(Z) = Z a(),kJrrE)

k>0
la fonction génératrice exponentielle de la suite initiale o mr. Alors la fonction génératrice expo-
nentielle de la suite (a, ) de (1.41)

Zn
BT(Z) - E an,r_|)
ni

n>0

est donnée par :
B.(z) = eZA,(e* —1). (1.44)
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Théoréme 1.31 [41] Soit .
z
B.(z) = Z ak—H,OE)

k>0
la fonction génératrice exponentielle de la suite finale an.,o. Alors la fonction génératrice expo-
nentielle de la suite (a, ) de (1.42)

Zm
AT(Z)ZE Arm 1
m.

m>0

est donnée par :
A (z) = B.(In(1 + 2)). (1.45)

31
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Sur les hyper-sommes de puissances

d’entiers Sg) (n)

2.1 Introduction

Pour tous n,p € N*, les sommes des puissances d’entiers notées S](DO) (n), sont définies
par la relation suivante :
51(90)(“) = 1P+ 2P ... £ P,
Historiquement, cette derniere relation a fait I’'objet de nombreux travaux de mathé-
maticiens qui ont développé différentes méthodes [34, 4, 15, 26, 21, 23]. Ainsi, d’apres N.

Nielsen [36], les sommes suivantes étaient déja connues des Grecs dont Archimede :

sy = ML,
Séo)(n) _ n(n+ 1)6(2n+ 1),
Sgo)(n) _ nl(n4+ 1)2 o (SSO)(n))Z

Selon le méme auteur, de nombreux mathématiciens ont étudié ce probleme. Les resultats
les plus importants ont été obtenus par Pierre de Fermat, le Francais Blaise Pascal et le
Suisse Jacques Bernoulli.

Pierre de Fermat a donné I'expression des sommes de puissances d’entiers S]()O) (n) pour

p =4, par la formule :
55 (n) = S (n) (632")(n) - 1) :
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Blaise Pascal [37] a établi une formule de récurrence qui permet de déterminer les
sommes des puissances d’entiers S{jo)(n) connaissant Sj(o)(n), pour 0 < j < p — 1. Cette

formule s’écrit par :

p—1
SP(m) = p%] ((n+ P —1-3 (p ;+ 1)s§°J(n)> :

=0

Enfin, Jacques Bernoulli est le premier mathématicien a avoir établi la formule générale
de la détermination des sommes de puissances d’entiers S](DO) (n), comportant les suites de

nombres rationnels :

1 1 2 p+1
(0) — — nprt! —_nP - B p+1-2k
Sy’ (n) n +2n +p+1 31 ( P ) 2Kk .

ol (B, )nen c’est une suite des nombres rationnels "applés les nombres de Bernoulli".
En 1993, Knuth dans son article [25] a signalé les travaux de Johann Faulhaber (1580-
1635) [16] sur la détermination des sommes de puissances d’entiers, il présente les expres-

sions de S}(jo)(n) pour 1 <p <17.

Dans l'article [25] de Knuth on retrouve aussi les expressions des hyper-sommes de
puissances d’entiers qui ont été introduites pour la premiere fois par Faulhaber, comme

une généralisation des sommes de puissances d’entiers.

Définition 2.1 Pour tous entiers naturels n, v et p, les hyper-sommes de puissances d’entiers

notés Sg) (n) sont définies par la relation de récurrence suivante :

S0 n) = (TT‘LT), >0,

Knuth [25] mentionne que Faulhaber a découvert des formules pour les hyper-sommes

de puissances d’entiers. Il a constaté que les hyper-sommes de puissances d’entiers pairs

S (r) (n?4rn)

7 . A N o
»m (M) peuvent s’exprimer comme un polynéme en N,, ot N, =

, multiplié par
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Sg) (n). Nous donnons les formules obtenues :

S2/n) = £ (4N, — 1) 5P (n),
/() = & (4N; — 1) 55 (n),
S/)(n) = <1 (6Ns — )5t (n),

1
557(n) = 5 (4Ng — 15" (n),

S¢’(m) = 2(6N3 — 5N, +1)s,” (n),
1
SV ) = 5 —(T0N2 —10N; + 1)$5 (n),
1
S () = 3 (4NG — 4Ny — 1)5," (),
2) | 3 2  21e®
Sg'(n) = 5 —(16N3 — 28N3 + 18N, — 3)S; ' (n).
De la méme fagon, il a donné des expressions pour les hyper-sommes de puissances d’en-
tiers impairs SZm +1 (n), qui peuvent s’exprimer aussi comme un polynéme en N, = (“Zzﬂ,

multiplié par S{" (n). Nous donnons les formules obtenues :

1

T 14
1

~ 60

—(8N3 — 2N, — 1)SP (n),
— (16N3 —40N32 + 6N, + 6)S!% (n).

En 2005, Inaba [24] a exploité les formules remarquables de S](DO)(TL) obtenues par Srivas-
tava, Joshi et Bisht [45]

P
Sém(n)ZZk!@j_:) {E} np > . @.1)

k=1
Pour établir la formule explicite des hyper-sommes de puissances d’entiers comportant

les nombres de stirling de deuxieme espece

P
Dy = S TP > 2.2
S{(n) Zk'(r+k+1 P onpzt 22)

k=1
Dans ce qui suit, notre travail consiste a étudier un ancien probléme concernant les
hyper-sommes de puissances d’entiers. On commence par donner une relation de récur-

rence, liant les hyper-sommes de puissances d’entiers sf;) (n) et les nombres de Stirling
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de premiere espece. Nous énongons ensuite, certaines fonctions génératrices sur Sg)(n)
(ordinaire, exponentielle et double). A la fin de ce chapitre, nous présentons, une formule
explicite des hyper-sommes de puissances d’entiers faisant intervenir les polynémes de

Bernoulli généralisés.

2.2 Relation de récurrence de Sg) (n) comportant les nombres
de Stirling de premiére espece

Le résultat suivant donne une relation de récurrence sur p € N, pour les hyper-sommes
de puissances d’entiers Sg)(n) a l'aide des nombres de Stirling de premiére espéece. La

technique employée est basée sur la transformation de Stirling.

Théoreme 2.2 Pour tous entiersm € Netn > 1,ona

= " ") AT R AN AIS
;S(m,k)sk () +S5” (M) So.m m'(m+r+1 M (2.3)

Démonstration. Pour tout entier naturel m € N, et n > m+1, on considere la suite initiale

n+r+1 n+rw
Qo,m = m! (m+r+ ]> - ( T )60,m> (24)

en utilisant la relation de récurrence (1.41), on obtient la matrice suivante :

suivante :

(n+4r)! (n+r+1)! 2(n+4r+1)! 6(n+r+1)!
(n—=")!(r+1)! (n—=1)!(r+2)! (m—=2)!(r+3)! (m=3)!(r+4)!
(n+r+1)! (n+r+1)!1(2n+1+1) 2(242r+3n) (n+r+1)!
(n—=1)!(r+2)! (n—1)!(r+3)! (n—2)!(r+3)!
(M4r+1)1(2n+r+1) (6n24+6nr+1r2+6n+1)(n+r+1)!
(n="1)!(r+3)! (n=1)!(r+4)!
(6n24+-6nr4+r24+6n+r)(ntr41)!
(n—="1)!(r+4)!

D’autre part, d’apres le théoreme (1.29), on obtient :

N
N-+m n+r+1 n+r
e E ) (e 2050 (T ) o

k=0
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En changeant N en p dans (2.5), on trouve que :

P
B p+m o AT+l _(nAtT
“"’"‘_Z{Hm} ((m+k)'(m+k+r+1) < T >6°’"‘”‘)'

k=0

En substituant maintenant 0 a m, il découle
o =S A () - (7))
Par suite, nous obtenons :
o (G-
S peCr)  C e ()

k=1
n+ry _ /m+r+1) /m+r
r+1) 41 r )’
dongc, la suite finale est donnée par
P
P n+r+1 n+r
= k! )
o L) (1
=S (n) + g7 ()80, (2.6)

D’apres la propriété

Finalement, en exploitant la suite initiale (2.4) et la suite finale (2.6) dans le Théoréme 1.29,

on obtient 1’égalité suivante :
m

> s(m,K)(S () + 85" ()80 ) =

k=0
P
p+m n+r+1 n-+r
+ k)! — 5 . 2.7
ko{k+m} <(m )(m+k+r+1> ( r )"’m“‘) @7

Il suffit maintenant de remplacer p par 0 dans la derniére relation (2.7), on obtient le

résultat recherché. O
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Exemple

D’apres le Théoréme 2.2, les calculs suivants donnent quelques résultats remarquables

des hyper-sommes de puissances d’entiers pour les premieres valeurs de m =0, 1,2, 3.

1. Dans le cas ot m = 0, nous établissons le résultat suivant

N n+r+1 n+r
() (1)

d’apres la propriété (1.1), on obtient

N n+r
sg)(n):<r+]>.

2. Dans le cas o m = 1, nous établissons le résultat suivant

N n+r+1
st = ("1,

on sait que s(1,1) =1, donc

. n+r+1
st = ("7 )

3. Dans le cas ot m = 2, nous établissons le résultat suivant

§(2,2)87(n) + (2,115 (n) = 2(“+r+ 1>,

T+ 3

on sait que s(2,1) = —Tet s(2,2) =1,donc

(r) . TL+T—|—1 (r)
S (n)—Z( 13 >+S1 (n),

ce qui implique
Wy A fm+T+1 n+r+1
%2 (n)_2< r+3 >+( r+2 )

n+r—+1 r+3/m+r+1
=2 4+ — ,
T+ 3 n—1 r+3

o 2n+4r+1 (n+r+1>
= 1 )

n—1 T+3
C m+r+DI2Zn4r+1)
(m—"1)!(r+3)!
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4. Dans le cas ot m = 3, nous établissons le résultat suivant :

n+r~|—1)
)

S (n) +s(3,2)81 (n) 4+ 5(3, 118" (n) =6( g

on sait que s(3,3) =1, s(3,2) =—3et s(3,1) =2,donc:

. n+r+1 r v
sg)(n):6< i d )—255)(n)+3s§)(n),
n+r-+1 n+r+1/Mm+r+1 n+r+1
=6 +3———— —2 ,
Tr+4 n—1 r+3 T+2
comme :
n+r+1\ (+4)r+3) (m+r+]1
T+2 C n=1m=2)\ r+4 )’
n+r+1\ (+4) Mm+r+1
T+3 C n=-2)\ r+4 )’
Ce qui implique

Sm( )_6(n+r+1) 2n+r+1(r+4) n+r+1)_2(r+4)(r+3) (n+r—|—1
3= r+4 Mm—1) n—2 r+4 Mm—1)(n—-2) r+4

)

Jr+3) ] /m+r+1
m—=1) (n—2) (n—])n—Z)]( r+4 >’

)

)

m+r+1(r+4) _2(r+4(
(

[ 2n+r+1(r+4) (r+4(r+3)] m+r+1)
( (
)

~ |63

n—1) m—2) “(m=—1m—-2)] n=3)r+4)"
(6n +6m~+r +on+r)n+r+1)!
(m—1!(r+4)! '

En remplacant maintenant m = 0, dans la relation (2.7), on établit le corollaire suivant

qui donne une formule explicite pour les hyper-sommes de puissances d’entiers Sg) (m).

Corollaire 2.3 Pour tout entier p > 0, on a

vy e P n+r+1 n+r
Sé)(“)_é{k}( (k+r+1) ( T )6""‘)' 29

2.3 Fonctions génératrices pour les hyper-sommes de puis-

sances d’entiers S](:,T) (n)

Dans cette section, nous établissons les différentes fonctions génératrices (exponen-

tielle, ordinaire et double) pour les hyper-sommes de puissances d’entiers sf;) (m).
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2.3.1 Fonctions génératrices exponentielles pour les hyper-sommes Sg) (n)

Nous allons présenter dans ce paragraphe de nombreuses fonctions génératrices expo-
nentielles de S’ (n), on commence par le résultat suivant qui donne une fonction généra-
trice exponentielle pour les hyper-sommes de puissances d’entiers Sg) (n), en terme de la

fonction hypergéométrique de Gauss.

Théoréme 2.4 La fonction génératrice exponentielle des hyper-sommes de puissances d’entiers

SV (n) est donnée par :

N 2P n+r+1 I,—m . n+r
Zsy(n)a:< i )2F1<T+2;1—e>—( A ) (2.9)

p=>0

Démonstration. D’apres Théoréme 1.30, on a

p>0

comme

Ce qui permet alors d’écrire

Ce qui achéve la démonstration du théoreme. O

En simplifiant le Théoreme 2.4, nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 2.5 La fonction génératrice exponentielle des hyper-sommes de puissances d’entiers
SV (n) est donnée par :

N 2P = omAr—k\
Z Sé)(n)a = Z ( . )ek . (2.10)
T k=l

p>0
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Démonstration. D’apres la fonction génératrice (2.9) du Théoreme 2.4, on a
p 1 1.—
ng)(n)z_:<n+r+ >2F1 e _(n—kr).
= p! r+1 r4+2 T

1

1.—
2F1< ’ n; 1 —ez> = (r+1)J(1 —x)"(1 —x + xe*)"dx,
T+ 2

On sait que

0

ce qui permet alors d’écrire

N I ko kg (MAET
ZSP (n) = e ZO (1T —x)" ™ dx . )

!
p=>0 p

Comme

nous obtenons

P_n+r+1)! = om\ . (PRI =K
2_Syn il Z(k)e( . mtrt1) _< r )

p>0 k=0

= Ly (M kim—eno: — (M,
nlr! — k T

et donc
zP kT n+r
spmZ =3 (T e (M)
p! T T
p>0 k=0
n—1
= (k + r) e(‘l’l—k)z,
T
k=0
n
_ Z (Tl +r— k) Kz
T
k=1
ce qui démontre le corollaire. O

Enfin, nous donnons dans le théoréme suivant une autre représentation de la fonction

génératrice exponentielle pour les hyper-sommes de puissances d’entiers Sg) ().

40



Chapitre 2. Sur les hyper-sommes de puissances d’entiers s{;) (n)

Théoreme 2.6 La fonction génératrice exponentielle des hyper-sommes de puissances d’entiers

s{;) (n) est donnée par
(r) i _ (—=1)"e™ ~ /n+k 1 =27k _ elntlz | n-+r 11
ésp (n)p! eyt é K (1—e®)—e . (211)

Démonstration. Il suffit d’appliquer la formule (1.5), qui se trouve dans le chapitre 1. O

Formule explicite de Sg) (n)

La fonction génératrice exponentielle (2.10) du Corolaire 2.5, permet de déduire une

expression explicite pour les hyper-sommes de puissances d’entiers s;” (n).

Corollaire 2.7 Pour tout entier p > 0, la formule explicite des hyper-sommes de puissances d’en-

tiers Sg) (n) est donnée par l'expression suivante :
s =3 (M) 2.12
P =3 ("7 . (212)
k=1
Démonstration. D’apres la fonction génératrice exponentielle (2.10), on a
2 L LAY
sz =3 ("I T)en
p>0 k=1

On sait que

€kz = Z (];Z!)p>

p=0

ce qui permet d’écrire :

D 2 +r—k (kz)P
Y=Y (M)
p>

k=1 p>0

-y (i <“+:_k) kv> ;. 2.13)

p>0 \ k=1

En identifiant le coefficient de %F; dans chacun des deux membres de (2.13), on obtient la

formule explicite recherchée (2.12). O
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2.3.2 Fonction génératrice ordinaire pour les hyper-smmes Sg) (m)

Le résutat suivant donne une fonction génératrice ordinaire concernant les hyper-

sommes de puissances d’entiers Sy’ (1)

Théoreme 2.8 La fonction génératrice ordinaire des hyper-sommes de puissances d’entiers Sg) ()
est donnée par
1 n
(r) r___ 5 0k
> SV = A= > (1—2) K. (2.14)
p>0 k=1
Démonstration. On sait que
-k
Yy (n T )zT — (1 =z, (2.15)
>0 T

D’apres la formule explicite du Corollaire 2.7, on a :

Stm) = i <“ e k) kP (2.16)

-
k=1
En utilisant (2.15) et (2.16), on déduit que I'on a:

Y sz =y (i <n+:—k)kp> .

>0 >0 k=1

ce qui établit la relation du Théoreme 2.8. O

2.3.3 Fonction génératrice double pour les hyper-sommes Sg) (m)

A partir des deux résultats des fonctions génératrices (ordinaire et exponentielle), on
peut formuler I"expression d"une fonction génératrice double concernant les hyper-sommes

de puissances d’entiers Sg) ().

Théoreme 2.9 La fonction génératrice double des hyper-sommes de puissances d’entiers s;” ()

est donnée par :

) i . e(n+1)z(] _ t)n P
éésp Mot S T en - -1 @17)
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Démonstration. En exploitant la fonction génératrice exponentielle du Corollaire 2.9, et la

fonction génératrice ordinaire du Théoreme 2.8, on déduit que

S ¥ smZe =3 (3 (M )er) v

>0 p>0 >0 \k=I
= —k
:ZZ(n+r )trekz
k=1 r>0 T
.l n
R D (ef(1—t) (2.18)
k=1

n
En constatant que la quantité > (e*(1 — t))* du second membre de (2.18), est une somme
k=1
d"une suite géométrique qui peut s’écrire comme suit

i(e"(]—t))k:(l—t) (ez_( T -y )). (2.19)

— 1—ex(1—1)

En utilisant (2.18) et (2.19), on en déduit que :

B (] —t) ez — (e(n—H)z(] —t)“)
ZZS (1—t)n+1< 1—e*(1—1) )

>0 p>0

B n+1 (] —t)
(T —t)(ex(1 —1) —1)’
ce qui établit (2.17). O

2.4 Formule explicite pour les hyper-sommes Sg) (n) faisant

intervenir les polyndmes de Bernoulli généralisée

Nous présentons dans ce paragraphe, une nouvelle formule explicite pour les hyper-

sommes de puissances d’entiers Sv)(n), a l'aide des polyndmes de Bernoulli généralisés

Théoréme 2.10 Pour tous entiers naturels n,p et v, la formule explicite des hyper-sommes de

puissances d’entiers est donnée par la relation suivante :

G+1) (2
! n+k\ By...()
S(r) p B(rH 1 pHj+
P (W= e (VT D p]Zo CESER)]
N <“ j r) 50,p- (2.20)
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Démonstration. D’apres la fonction génératrice exponentielle (2.11) du Théoreme 2.6, on

a

w2 (=1)e” i (n+k) ok i) _(n+r>
gsp (n)P!_U—eZ)T“ Z k (1—e)—e™ T

k=0

T n+k e(r—k)z e(r+n+1)z n+r
= — — . 2.21
é ( k ) (ez — 1)K+ + (ez — 1)+ ( T ) ( )

D’apres la relation (1.31), on peut écrire

1 1 zP
(r—k)z __ (r—k+1)
T ZO By (r — k)aa (2.22)
P>
et
1 (n+r4+1)z 1 (r+1) z
p>0 ’

De (2.22), (2.23) et apres quelques réarrangements la relation (2.21), devient :

T+1
S sy (pBran e
P ol p: |
= p! (p+r+1)!

p>0
_ i ,Bg;]iw](f—k) n+k\ (n+r 5 i (2.24)
kzop'(p+r—k+1)! k T o) Pl '

En identifiant le coefficient de ;—T dans chacun des deux membres de (2.24), on obtient

la formule explicite recherchée (2.20). a
Pour v = 0, nous obtenons la formule de Faulhaber, qui exprime les sommes de puis-

sances d’entiers S](DO) (n) en fonction des nombres de Bernoulli.

Corollaire 2.11 Pour tous entiers n,p > 0, 0n a

Séo)(n) = P+ (BPH Mm+1)— BPH (0)) — 5O,p-
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Chapitre 3

Sur les hyper-sommes de puissances

ST ()
d’entiers Sp, (ab) (n)

3.1 Introduction

Pour tous entiers naturels n, p € N*, on définit les sommes des puissances S (n)
P p pla,b)

de (n + 1)-termes par la formule :
P (M) =a +(a+b)l +---+ (a+nb)

Pl
=> (a+ib),
i=0

ou a et b sont deux nombres complexes avec b # 0.

e Poura=0,b=1etp =0, ontrouve que:

S(O)

p’(O)”(n) =n+1.

e Poura=0,b=1etp >0, ontrouve que:

SS?EOJ)(TL) = 1P 4 2P ... P
_ <0
=S, (n).

(0

P Ea p (1) et leurs propriétés [3, 4,

Plusieurs articles ont été publiés, traitant des sommes S
15, 28, 32, 34].
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Chapitre 3. Sur les hyper-sommes de puissances d’entiers Sg’)(a,b) (n)

En 1996, C. D. Howard [22] a réussi a déterminer la fonction génératrice exponentielle des

sommes Sg?ga’b) (n), a partir de la relation :

Z 51(3, ab i elatkb)z 3.1)

p>0 k=0
En 2014, M. Merca [32] a réussi a exprimer la formule explicite des sommes Sg?g y(n), a
I'aide des polyndme de Bernoulli, a partir de la formule :
S0 = o (B (n4 S 41) — By (2)) (32)
plap) = 57 (Pt (VT i) :

Définition 3.1 Pour tous entiers naturels n, r et p, les hyper-sommes de puissances des entiers

sont notées Sg)(a v (1), définies par la relation de récurrence suivante :

S(Oga b) (Tl) Z ((1 + kb) Sp,(a,b) (Tl),
p) el k:O

(r) (r—1)
Spiap (M) = g Spian (K)s

oit a et b sont deux nombres complexes avec b # 0.

Ce chapitre contient deux parties. La premiere partie est consacrée a une étude sur les
n

sommes de puissances d’entiers Sg?ga’b) (n) = >_(a+kb)P, dans lesquelles nous établissons
certaines formules explicites comportant le;< :souites des nombres et des polyndmes (les
nombres de Stirling de deuxieme espéce généralisés, r-Stirling de deuxieme espece, 1-
Whitney de deuxiéme espece et les polyndmes de Bernoulli).

La deuxiéme partie est consacrée a une étude sur les hyper-sommes de puissances

d’entiers S g]( Z S ), dans lesquelles nous donnons une expression explicite

(r) . . sz s T

de Sp’(a’b) (n), nous etabhssons ensuite certaines fonctions génératrices de Sp, (ab) (n) (expo-
nentielle, ordinaire et double), nous terminons cette partie en donnant une représentation
explicite pour les hyper-sommes de puissances d’entiers Sg)(a p(n) alaide des polynomes

de Bernoulli généralisés.
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Chapitre 3. Sur les hyper-sommes de puissances d’entiers Sg’)(a,b) (n)

3.2 Formules explicites pour les sommes des puissances d’en-

tiers S ab)(n)

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous nous sommes intéréssés a établir de nom-

. . . (0)
breuses expressions explicites pour les sommes S ,,,(n).

. . 0 . . .
3.2.1 Formule explicite des sommes S 1() ga b) (n) faisant intervenir les nombres
de Stirling de deuxieme espéce généralisés
Nous définissons dans le théoreme suivant une formule explicite des sommes S ](Doga B (n)

a l'aide des nombres de Stirling de deuxiéme espece généralisés.

Théoréme 3.2 Pour tous entiers naturels positifs n,p > 0, la formule explicite de S&(a)b) (m), est

donnée par :
P
(0) . n+1 k[ @
SO M) =t Y K (H ])sp (5)- (33)
k=0
ot a et b sont deux nombres complexes avec b # 0,
Démonstration. On a

n+1 a zP
> Spian(® p:_Z<prk'<k+1) (b)) p!

p>0 p>0

Ce qui entraine

S sl =T (i) s () 5

p>0 k>0
En exploitant la relation (1.14), on obtient
e n+1 bz k
ZSP> a,b ‘_ Z(k+]>(e _1) °
p>0 k>0

Ensuite, on aura

z
E S e? —1
P, ebZ J— 1
p>0
n
§ e (a+kb)z

k=0

Ce qui finit la démonstration du Théoreme 3.2. O
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Chapitre 3. Sur les hyper-sommes de puissances d’entiers S, (1)

3.2.2 Formule explicite des sommes Séoga b) (n) faisant intervenir les nombres

de r-Stirling de deuxieme espéce

(og p (1) peut s’exprimer a l'aide des

Le corollaire qui suit permet d’affirmer que S

nombres de r-Stirling de deuxiéme espece :

0
( 2 b)(n) est

Corollaire 3.3 Pour tous entiers naturels n > 0,p > 0, la formule explicite de Sp’ N

donnée par la relation suivante :

P a
(0) n—+1 P +
Spap (M) =b" ) Kl (k N 1) { br (34)
k=i a

k+ 4
ol b divise a.

Démonstration. Nous exploitons la propriété (1.16) qui permet d’écrire S} (2) sous la

s(E)-{ori

a
d
forme suivante

Ce qui implique que
p a
Slan (M) = bP Z k! (k N ]> {k Lol (3.5)
k=0 b %
Ce qui fini la démonstration du Corollaire 3.3. O

3.2.3 Formule explicite des sommes S(Og b) (n) faisant intervenir les nombres

p,la,
r-Whitney de deuxieme espece

(02 »(1) peut s’exprimer a l'aide des

Le corollaire qui suit permet d’affirmer que S

nombres de r-Whitney de deuxieme espece.

0

Corollaire 3.4 Pour tous entiers naturels n > 0,p > 0, la formule explicite de Sp’ga’b)(n) est
donnée par :
P
n+1
SOy (M) = Kib (k iy )wb,a(p, k). (3.6)
k=0
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Chapitre 3. Sur les hyper-sommes de puissances d’entiers Sg’)(a,b) (n)

Démonstration. En exploitant la propriété (1.22) qui nous permet d’écrire S¥ (2) sous la

forme suivante :
a _
Sg (B) =b* pr,a(p,k),

ce qui entraine

P
n+1
Sg?ga,b) (TL) = Z k”bk (k + 1 )Wb,a(p> k) (37)
k=0
La démonstration du corollaire est complete. 0

0

3.2.4 Formule explicite des sommes SL ga ) (n) faisant intervenir les po-

b

lynémes de Bernoulli

Le théoreme qui suit permet d’exprimer des sommes des puissances d’entiers S éoga p (1)

par une représentation explicite a 'aide des polyndmes de Bernoulli.

Théoréme 3.5 Soient a et b de deux nombres complexe avec b # 0, pour tous entiers naturels

positifsn,p > 0, ona

P
(0 — P + 1 p+1—s E
Démonstration. En utilisant (1.29) et (3.2), on obtient
(0) i a
Sk
nian) (™ Z Fev (S (g 1) =5 (7)) ()

Puis, en exploitant le résultat suivant

donc la relation (3.9) devient

3 L () [ & r ) = (B 45)
Z e a2 <]) (s +149) —(5+9) }
b? k!
1;(“)km

bP
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Chapitre 3. Sur les hyper-sommes de puissances d’entiers Sg’)(a,b) (n)

Ce qui s’écrit

(©) S . p+1 p+1s : kfik a5
S Z Z( )n—H ,Z(—n <j><E+J)

k=0 s=0 j=0
p+1

P+ k+1<:io(p+1) n 1P SSk(b))
—ﬁé("r‘)m (s ()

k=0

En exploitant (1.29), on obtient

[ +1 a

(0) _ P +1—s

Spy(a,b)(n) Cp+1 < S )(n ) B, (E) '
s=0

La démonstration du théoreme est complete. O

3.3 Formule explicite des hyper-sommes de puissances d’en-

. (r)
tiers Sp)(a b) (n)

)

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous commencons d’abord par donner une

expression explicite des hyper-sommes de puissances d’entiers S.” (n).
p p ypP p p(a,b)

Théoréme 3.6 La formule explicite des hyper-sommes Sg)(a v (1) est donnée par :

. n+r—k
S (M =>" ( . >(a +Kkb)P. (3.10)
k=0

Démonstration. La preuve de ce théoreme peut se faire facilement par récurrence sur

I'entier r € N, il suffit d’exploiter la propriété bien connue (1.3), qui permet d’écrire

i k—i+r—1) /m+r—i
— r—1 - T '
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Chapitre 3. Sur les hyper-sommes de puissances d’entiers Sg)(ab) (n)

gl

3.4 Fonctions génératrices des hyper-sommes des puissances

s . (r)
d’entiers S]D (ab) (n)

)

Dans cette section, nous proposons trois fonctions génératrices (exponentielle, ordi-

naire et double) pour les hyper-sommes de puissances d’entiers Sg,)(a,b) (n).

. Lz . . (r)
3.4.1 Fonctions génératrices exponentielles de S b(ab) (n)

Au début, nous présentons dans le théoréme suivant la premiere fonction génératrice

. . s : ()
exponentielle des hyper-sommes de puissances d’entiers S, .,,(n).

Théoréme 3.7 La fonction génératrice exponentielle des hyper-sommes S }()r,)(a,b) (n) est donnée par :

T zP = n+r—=k a .
2 Spam(W =2 ( . )e( e, (3.11)

p>0 k=0

Démonstration. D’apres la formule du Théoréme 3.6, on a

ZS;t)(a)b)(n)g = Z (Z (n+:—k>(a+kb)p> %p!

p=>0 p>0 \ k=0
 « [n+T—k Z(z(a+kb))p
B T p! '
k=0 p=>0

En exploitant :

p>0
et, donc
n
(r) zv _ n+r—Kk z(a+kb)
ICHRGIEES T M B
p>0 k=0
Ce qui établit la relation du théoreme. O

Ensuite, nous donnons dans le résultat suivant la deuxiéme fonction génératrice expo-

nentielle des hyper-sommes Sg’){a’b) (m).

Théoréme 3.8 La fonction génératrice exponentielle des hyper-sommes des puissances d’entiers

S (1)

p(a,q) (T est donnée par :

(v) Zp_ Tl—l—T—l—] az ],—Tl' bz
ésp,(a,b)(n)a—< ] )e 2F <r+2’ 1—e ). (3.12)
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Chapitre 3. Sur les hyper-sommes de puissances d’entiers Sg’)(a,b) (n)

Démonstration. En exploitant d’abord la fonction génératrice exponentielle du Théoréme

3.7,0na

p>0 p! k=0
__ ,az - k+T b(n—k)z
=3 ()
k=0
= % > Gl) (n—Kk)!(r+ k)lebmHz, (3.13)

En multipliant le second membre de la derniere égalité (3.13) par la quantité M on

n+r+41)!7
obtient
¥ Sl = P S () e
= 7 p! n!r! - k (m+r+1)!
n+r+1 = /m\ (n—Kk)!(r+k)! b(n
= 1)e (ke 14
( r1 )(T+ Je é(k) mtr+n © S
Puis en exploitant la propriété suivante
1
JU — X)X R Ax = (n —k)i(r + k).
Mm+r+1)!

0

La relation (3.14), devient

T zP n+r-+1 az n n Kz . e
ZSL,)(mb)(n)a:( o )(r+1)e Z(k)e“ U (1= e hax
0

p>0 k=0
1
— n+r+] az [ T — (n bz\n—k k
_( T )e (r+1) (1 —%) (kZ_O <k) (xe®)" " (1 x))dx
1 1
n+r+ az [ T z\ T
:( T )e (r+ 1) [(1T=x)" (1 —x+xe™)" dx

comme,

o
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Chapitre 3. Sur les hyper-sommes de puissances d’entiers Sg’)(a,b) (n)

Finalement, on trouve que

(v) zP _ Tl—|—T+] az 1,—1’1. bz
Zsp,(a,b)(n);! = < . e, F 1—e].

=0 r+2

La démonstration est compléte. O
Enfin, nous énongons dans le théoréme suivant la derniére fonction génératrice expo-

nentielle des hyper-sommes de puissances d’entiers S g()a’b) (m).

Théoréme 3.9 La fonction génératrice expenontielle des sommes de puissances d’entiers est don-

née par la relation suivante :
2P elatb(r+(n+1)))z T n+k elat(r—k)b)z
Z g )= = _ Z e — (3.15)
Pyab) ) (ebz — 1)+ k (ebz — 1)K+
p>0 k=0

Démonstration. II suffit d’appliquer la formule (1.5), qui se trouve dans le chapitre 1. O

3.4.2 Fonction génératrice ordinaire de S](;)(a v (1)

Nous donnons maintenant une fonction génératrice ordinaire des hyper-sommes de
. ’ . (1)
puissances d’entiers Sp,(a)b) (n)

PR R . . e o)
Théoreme 3.10 La fonction génératrice ordinaire des hyper-sommes de puissances d'entiers S (1),

est donnée par :

T . 1 =
Z S;y)(a,b)(n)z = (1 _ Z)n+] Z“ - Z)k(a + kb)P (316)
>0 k=0
Démonstration. D’apres la formule explicite des hyper-sommes S;(;,)(a,b) (n),ona
T T = n+r—k N
> 0= 3 (£ (V7 s
>0 >0 \ k=0
- —X
:Z(Z(n+T >Zr) (Cl—l-kb)p
k=0 \r>0 T

D’apres la propriété

3 (n+r_k)zf — (1 =z, (3.17)
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Chapitre 3. Sur les hyper-sommes de puissances d’entiers Sg’)(a,b) (n)

donc
Y s => (1=2*"") (a+kb)
>0 k=0
1
= m Z(] — z)k(a + kb)p
k=0
Ce qui établit la relation du Théoreme 3.10. O

. L2 . (r)
3.4.3 Fonction génératrice double de Sp,(a’b) (n)

A T'aide des fonctions génératices exponentielle et ordinaire que nous avons obtenues
aux Théoreme 3.7 et Théoreme 3.10, nous établissons une fonction génératrice double des

hyper-sommes de puissances d’entiers Sg’)(a)b) ().

Théoréme 3.11 Pour tous entiersn > 0,p > 0, la fonction génératrice double des hyper-sommes

Sg)(a’b) (n) est donnée par :
az__ (1_—+¢ n+1,(a+(n+1)b)z
Z Z S - e(] _ t()n-H (1) — (e] " t)ebr) (3.18)
>0 p>0

Démonstration. Corollaire 3.7 fournit la fonction génératrice exponentielle suivante :

> Solaw (™ > (n T ) latio)z, (3.19)

P>0 k=0

Théoréeme 3.10 fournit la fonction génératrice ordinaire suivante :

(r)
Z Spy(a,b)(n) (1—2z2) n+1 Z (a+kb)P. (3.20)
p=0
En exploitant (3.19) et (3.20), on déduit que

Y Y i =y (Z <n+;—k)ew> .

>0 p>0 >0
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Chapitre 3. Sur les hyper-sommes de puissances d’entiers Sg’)(a,b) (n)

A T'aide de la propriété suivante :

Z (n+:_k)zr — (] _Z)k—n—1)

>0

il en résulte que l'on a

ZZS = %é((l —t)e?)", (3.21)

>0 p>0

ensuite, en remarquant que la somme Y (e**(1—t))*, du second membre de 1'égalité (3.21)

k=0
est une somme d’une suite géométrique, qui peut s’écrire
n 1— (e(n+1)bz(1 o t)nﬂ)
bz k
> (e®(1—1) —( e 1) ) (3.22)

k=0

En utilisant (3.21) et (3.22), il en résulte que 'on a

. e9z 1— (e(n+1)bz(] _ t)n)
ZZS _t (1 — )t ( 1—ebz(1 —1t) >

>0 p>0

ed% _ (] _ t)nH e(a+(n+1)b)z

T o= (1—t)e)

Ce qui établit la relation (3.18) du Théoréme 3.11. O

3.5 Formule explicite de S](;)( o v (1) faisant intervenir les po-

P

lynémes de Bernoulli généralisés

Le théoreme ci-dessou montre que les hyper-sommes de puissances d’entiers Sg’)(a’b) (n)

s’expriment a I'aide des polyndmes de Bernoulli généralisés.

Théoreme 3.12 Pour tous entiers naturels n,p et v, la formule explicite des hyper-sommes de

puissances d’entiers est donnée par la relation suivante :

p!b? (r+1)

. n+k 1 (r—k+1) [ @
_p!prO< . )(p+r+]_k)!IB%pHH_k(EJr(r—k)). (3.23)
k=

Sg){a,b)(n) = (% +(r+Mn+ 1)))
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Chapitre 3. Sur les hyper-sommes de puissances d’entiers Sg’)(a,b) (n)

Démonstration. On sait d"aprés la fonction génératrice exponentielle du Corollaire 3.9, on
a

e(a+b(r+(n+])))z (a+(r—k)b)z

zP — m+k\ e
ZS = (ebz— 1) _Z< k >(ebz_‘])r—k+1

p>0 k=0

741
- b]) _ (( bbz 1)) o &+ 1))bz
z T e z __

T TL+k 1 bz r—k+1 P
- Z < K ) (zb)r+ ((ebz — 1)) ele” (3.24)

k=0

A l'aide de la relation (1.31), on peut écrire :

-I +1 N (Zb)P*T‘*1
(B4+(r+(n+1)) r+1)
(m) e'v +n+) %B +1) ( TL+T+])>T, (325)
p>
et
1 r—k+1 oy - (zb)ptk—r-1
(g )™ e - g (S B g
p>0

En exploitant (3.25) et (3.26), donc la relation (3.24) devient :

) 2 N e (@ (bz)P !
Yy Syt ()27 = Y B! (E +(ntr+ 1)) o

p=>0 p=>0
T n+k (r—ietT) a (Zb)p-i-k—r—]
- ( . )ZBP <E+(r—k)> R
k=0 p>0
Ensuite, on aura
p—r—1
S st I = 3 bl (f+m+r+1)=
p' b p!
p=0 p>0
—Z Tl‘l—k pr+k—r 1Br K+1) <_+( _k)> Zp+k—r—1
b p!
p>0
Apres quelques réarrangement, nous obtenons
zP p!bP 1) (@
= — | ———=B — 1
2 Sytan(® P' Zp! ((P+r+1)! pr (b Tt D)

p>0 p>0

— m+k 1 (r—k+1) (@
_p!bpzo( N )(p+r+]_k)!IBépHH_k(EJr(r—k)) . (327)
k=
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Chapitre 3. Sur les hyper-sommes de puissances d’entiers Sg’)(a,b) (n)

En identifiant le coefficient de ;—p! dans chacun des deux membres de (3.27), on obtient
la formule explicite recherchée (3.23). a
Dans le cas v = 0, la formule explicite du Théoreme 3.12 permet d’en déduire une

expression explicite remarquable pour les sommes de puissances d’entiers S](Doga p (1)

Corollaire 3.13 Pour tous entiers n,p > 0 et v = 0, la formule explicite des sommes de puis-

sances d’entiers est donnée par :

a
Sptan) (M) = o7y Bt g+ 1) =By ().

ol el
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Chapitre 4

Congruences pour les hyper-sommes

Sg) (n) et Sg;)(a)b)(n)

4.1 Introduction
L’étude des congruences sur les sommes de puissances d’entiers :
Séo)(n):]p_i_zp_l_.“_{_np) Tl-,p21,

est un probleme qui a préoccupé des générations de mathématiciens depuis 1’antiquité,
ce reste est toujours d’actualité. Parmi les auteurs a s’étre particulierement intéressés a
I'étude de ces sommes, nous pouvons citer : Kieren MacMillan et Jonathan Sondow, dans
leur article [30], ils ont signalé que la congruence suivante a été donnée par G. H. Hardy et
E. M. Wright dans leur livre [20] (An Introduction to the Theory of Number, chapV, p.63).

0 (modn) si p—1][n,
Sp(n) = 4.1)
—1 (modn) si p—11{n.
Cette congruence a été le point de départ pour établir et généraliser certaines congruences
sur les hyper-sommes de puissances d’entiers. Ce chapitre s’appuie sur certains théorémes
d’arithmétiques classiques, il s’agit du petit théoreme de Fermat qui affirme que pour tout

nombre premier n > 2 et pour tout entier a premier avec n, on a
nfa=a"'=1 (modn).
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Chapitre 4. Congruences pour les hyper-sommes s{;) (n) et S;(;,)(a,b) (n)

Ceci nous a permis de prouver de nombreuses congruences sur les hyper-sommes de
puissances d’entiers S](f)(n) et Sg,)(a,b) (n), dans I'anneau des entiers Z modulo n, n étant
nombre premier.

Le second théoreme d’arithmétique que nous allons utiliser est le théoreme d’Euler qui

affirme que pour tout entier n > 2, et pour tout entier a € Z tel que (a,n) =1,0ona
a®™ =1 (mod n).

Ceci nous a permis de généraliser de nombreuses congruences sur les hyper-sommes de
puissances d’entiers s{;) (n) et S](;)(a b (n), modulo n*, « étant un entier naturel supérieur

ou égal a deux.

4.2 Congruences modulo n pour les hyper-sommes Sg)(n)
(r)
et Sy ap) (M

Dans cette section, nous prouvons de nombreuses congruences dans 1’anneau des en-
) . p . () (1)
tiers Z modulo n, sur les hyper-sommes de puissances d’entiers S,’(n) et Sp’(a’b)(n), et

nous énongons quelques-unes de leurs conséquences.

4.2.1 Congruences modulo n pour les hyper-sommes Sg) (m)

Au début, nous commengons par établir un théoréme sur les congruences modulo

n pour les hyper-sommes de puissances d’entiers SV (n) définit par la formule explicite

sy =3 (“ T i) i,

i=1

suivante :

Théoréme 4.1 Pour tout nombre premier netp >0, 1 > 0,0na

0 (modn) si r=-1 (mod n),
S (n) = (4.2)
—1 (modn) si tr#—1 (modmn) et n—1]p.

Démonstration.

59



Chapitre 4. Congruences pour les hyper-sommes s{;) (n) et Ss)(a B) (n)

1. Danslecasour=—1 (mod n),ona

Sg)(n) = i (n tre i) i (mod n),

T

i
_ r—1)1p+(n+r—2)2p+m+(r+1)(n_”p
T T T

r+(n—1))---(r+1) r+m—2))---(r+1)

=1? 2v
X m—1) T mn—2)
1
4o (n—1)P x (TT’ ) (mod n), 4.3)
et comme r = —1 (mod n), on peut écrire r sous la forme: r =nq—1, telque q €

N, en remplagant ensuite r = nq — 1, dans la relation (4.3), on obtient

(n(q+1)—2))---(nq) (n(g+1)—=3))---(nq)

S;(H)E]Px CE + 2P x =2 +--+n—1Px
_ (n(gq+1)—=2))---q (n(g+1)—3)) x g
:n(ﬂ’x T + 2P x 2]

+---+(n—1)px%> (mod n).

Ce qui donne la congruence désirée
S (n) =0 (mod n). (4.4)

Signalons que dans ce cas, on peut prouver le méme résultat par une autre méthode,

il s’agit de congruence de Lucas [29].

2. Dans le cas ou r # —1 (mod n), la démonstration de ce cas repose essentiellement
sur le petit théoréme de Fermat et la congruence suivante qui affirme que pour tous

entiersn > 2etr > 0,0ona

SY'(n)=0 (mod n). (4.5)
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On sait que (n—1) divise p, ce qui nous permet d’écrire p sous la forme : p = q(n—1)

avec q € N, donc

= oMm4r—i
(r) — T Y )sqn-1)
SpT (n) = E < N )1qn
n—1 .
T

= (n+r—1)1q(n—1)+ (n_l_r_z)zq(n—])_l_,.._i_ (T—i;])(n_])q(n—ﬂ (mod n),

T

d’apres le petit théoreme de Fermat que pour tout entier i telque 1 <i<n —1, que
I'on a bien

91 =1 (mod n),

ce qui donne

n—1 .
Sg)(n) Z (n +: B l) (mod n),

i=1

par suite on a bien

SU(m) =1+ i (“ +: - i) (mod n)
i1
=—-1+SV(n) (mod n),
d’apres (4.5), il en résulte la congruence désirée
Sg)(n) =—1 (mod n).

La congruence (4.2) du Théoreme 4.1 est démontrée.

(r)
4.2.2 Congruences modulo n pour les hyper-sommes S . (n)

Nous allons maintenant nous intéresser a établir une extension de la congruence (4.2)
du théoreme (4.1) dans le cas r = —1 (mod n), précisément des congruences modulo n

sur les hyper-sommes de puissances d’entiers :

. = oMm4r—i .
Syl =3 (" o,
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ol a et b sont des entiers. Pour mener a bien ce travail, on procéde de la maniére suivante
dans le cas ot 1 = —1 (mod n), il suffit de constater qu’on peut écrire r sous la forme :
r=n(q+1)—1, avecq € N.

L’extension de congruence (4.2) dans le cas 1 = —1 (mod n), est donnée dans le théo-

réme suivant :

Théoréme 4.2 Pour tout nombre premier n > 2 et pour tous entierst > 0, p > 0. a,b € Z et

a’tn, b’ tn,ona

S(T)

p’(a’b)(n) =(q+2)a’? (modn)sir=—-1 (mod n). 4.6)

La démonstration de ce théoreme repose sur le lemme suivant

Lemme 4.3 Pour tout nombre premier n et pour tout entier naturel v, on a

(“;”) =(q+1) (modn), 47)
Démonstration. Sit = —1 (mod n), d’apres la définition du coefficient binomial, on peut
écrire
n+ry (T+n)r+Mm—-1)---(r+1) 48)
r ) nn—-1)n-2)---2.1 ° '
En substituant r =n(q + 1) — 1 dans (4.8), on trouve
n+r\ (mn—1)!
(") =gy
=q+1 (modn).
Ce qui établit la congruence (4.7) du Lemme 4.3. O

La démonstration du Théoréme 4.2

Démonstration. Pour r = —1 (mod n),on a

n—1 .
= (njr)a‘”r (n+:_l)(a+ib)1”+ (a+nb)P

= (n+r>ap+ap+i (TLjLT_i)(clJrib)]D (mod n).
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D’apres la définition du coefficient binomial, on peut écrire

r+n—=1)---(r+1) r+n—=2)---(r+1)

Spias (M) = (a+0)7 x 1) tla+ 2o x m—2)!
+~~+(a+(n—1))p><(r;r'”+<n:r>ap+a". 4.9)

Il suffit maintenant de remplacer r = n(q + 1) — 1, dans la relation (4.9), ce qui donne

P (n(q+1)~2))..n(q+1) (n(q+1)=3)) - n(q+1)
S\l () = (@ +b)P x — +(a+20)" x =

+~-+(a+(n—1)b)pxw+ (njr)a‘”rap

Mm(q+1)—2))...(q+1) 4 (@t 2b) x m(q+1)—3))...(q+1)
(n—1)! (n—2)!

+ -+ (a+(n—1)b)" x qﬁ1)+<n:r>ap+ap

(n :_ T) a’ 4+ a? (mod n).

n ((OL—I—b)p X

Avec (4.7), cette derniére congruence devient

Sg’)(a’b)(n) =(q+1)a’+a”
=(q+2)a’? (mod n).
La démonstration du théoreme est complete. O

Quelques conséquences remarquables
Le théoreme 4.2 nous permet d’obtenir de maniére immédiate, les corollaires suivants.

Corollaire 4.4 Pour tout nombre premier n, et pour tous entiers v > 0, p > 0, avec a \ n et
b € Z, on a la congruence

Splap() =0 (modn) si r=—1 (modn). (4.10)

Corollaire 4.5 Pour tout nombre premier n > 2 et pour tous entierst > 0,p >0.Siq=n—2,
on a la congruence suivante :

S(T)

p,(a,b)(n) =0 (modn) sitr=-1 (modn).
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Corollaire 4.6 Pour tout nombre premier n > 2 et pour tous entierst > 0,p >0.Siq=n—1,
on a la congruence suivante :

S(T)

p,(a,b)(n) =a’ (mOd Tl,) sir=-—1 (mOd TL)

4.3 Congruences modulo n* pour les hyper-sommes s{;‘) (m)
()
et S, (o) (T

Dans cette section, nous généralisons des congruences obtenues précédemment (4.2)
et (4.6), particulierement des congruences modulo n*, n étant un nombre premier et « est

un entier supérieur ou égal a deux.

4.3.1 Congruences modulo n* pour les hyper-sommes Sg) (m)

Au début, nous commencons par prouver une congruence modulo n* pour les hyper-
sommes de puissances d’entiers sf;) (n), nous distinguons deux cas :
e Premier cas: Sir = —1(mod n%), il suffit d’écrire r sous la forme r =n*(q+ 1) — 1,
ouqeN.
e Deuxiéme cas: Sir #Z —1(mod n%), il suffit d’écrire r sous la forme r = n*q — j, ou
qe N etje{2,3,..,n*.
Le théoreme ci-dessous montre une congruence modulo n* reliant les sommes Sg) (n) et

les nombres de Stirling de premiére espece

Théoreme 4.7 Pour tout nombre premier n > 2 et pour tout entier 1 <i < n—1avec (i,n%) =1

tel que « > p, et deg(n®) > deg(n™), on a

np (mod n%*) si r=—1 (mod n%),
Sg](n) = 1 T+1
-1+ —> [Tt]}n“ (mod n%*) si 1# —1 (mod n%) et n* —n*'|p.
(r+ 1>
Démonstration.
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1. Danslecasotir = —1(modn®), ona

s]gr)(n)zz(“+:_i)ip
i=1
r+m—1))---(r+1) r+m—=2))---(r+1)
=17 m—1) +27 mn—2)

v t Dy, 4.11)

+o+m—1)P x

En substituant r = n*(q + 1) — 1, dans la relation (4.11), ce qui implique que:

Mm*+n—2)---(n*(q+1)) Mm*+n—-3)---(n*(q+1))
m—1) + 27 m—2)
(n*(q +1))
1

(r) _
Sy (n) =1° x

+--+(M—1)PFx +nP.

Par suite, on a

Sg)(n) = nP(mod n%). (4.12)

2. Dansle casoti v # —1(mod n%), on a

£

1

] n+r—1i
T

st (n)

T

)ip (mod n%).

i=1

On sait que (n*—n*") divisible par p, alors on peut écrire p sous la forme suivante :

p=1ln*—n*") =1le(n% ou q € N, on en déduit alors que

= mtr—i
spim =Y (" e

i=1

_ <n+r—1)1w(na) N (n+r—2)2w(na) P <r+1>(n—1)1“’(““) (mod n%).

T T T
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Le théoréme d’Euler nous permet d’affirmer que pour tout entier i tel que 1 < i <

n—Tavec (i,n%*) =1,ona

slo(n®)

i =1 (mod n%).

(e )

n—1 .
= Z (n +:_l) (modn®*),

i=1

Il en résulte que

(1)
Sy (n)

il s’ensuit que 1’on a bien

(r) . = on4r—1
sp(n):—wZ( ) )
i=1

=—1+S)(n) (mod n%),

1 T+1

1) ]g) ["1']n* € Z et deg(n*) > deg(n"""), nous permettent

et comme Sg) (m) =
d’établir ce qui suit

r+1

T J— ] n 04
SPm) =1+ m; an (mod n%).

Ce qui démontre le Théoreme 4.7. O

4.3.2 Application

Le théoreme 4.7, nous permet d’établir de nombreuses congruences sur Sg) (n), modulo
n<.
1. Nous donnons une congruence sur les hyper-sommes 58) (n), modulo n%, pour & <

p,etr = —1 (mod n%)

Corollaire 4.8 Pour tout nombre premier n > 2, on a
Sg)(n) =0 (mod n%).

2. Nous énongons et prouver certaines congruences sur les hyper-sommes Sg) (n) mo-

dulo n?,n’ et n*, pourr € {0, 1,..,n— 2} et r # —1 (mod n%)
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Corollaire 4.9 Pour tout nombre premier n > 2, et pour tous entiers et v, avec deg(n™1) >

2,0na

SYm)=—-1+ (mod n?).

n
(r+1)

Démonstration. On a

Si(n) =—1 PR (|:T+1:|Tl+ [T+1]n2+---+ PH}N*]) (mod n*),

Grin\| 1 2 ]
741
il est facile de constater que 7 € Zg et 3 ["']n* = ["']n (mod n?), il en ré-
pa
sulte que I'on a
+1
SOy =—1+— | 2
b (M) +(1‘+1)!{ : (mod n?),
et comme [Tf] =71l ona
() = — n 2
Sy (n) = T (mod n?)

]
Le corollaire ci-dessous donne une congruence modulo n?, reliant les sommes sf;) (m)

et les nombres harmoniques.

Corollaire 4.10 Pour tout nombre premier n > 2, et pour tous entiers et v, avec deg(nm) >
3,0na

n n?

() = _
Sm)= -1+ T + (T+”H,~ (mod n?). (4.13)

1 T4 1 T+ 1 T+ 1
(r) = 14— 2 ... T+ x
Sy (n) = +(r—|—1)!([ : }n%—[ ) }n + +L+Jn ) (mod n%),

T+1
. . 1k — [r+] 1 :
il est facile de constater que ﬁ € L et k; [k = [n+ [1']n? (mod n?), il

en résulte que l'on a

S (n)=—-1+ ﬁ ([TT]]nJr P; ]1n2> (mod n),
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et comme [”2”} =1!H,, 0on a

1
SV (n) =—-1+ T (n+n’H,) (mod n?),
ce qui établit la congruence (4.13). O

Le corollaire ci-dessous donne une congruence modulo n*, reliant les sommes Sg) (n)

et les nombres harmoniques généralisés.

Corollaire 4.11 Pour tout nombre premier n. > 2, et pour tous entiers ocet T, avec deg(n”‘ ) >

4,0na

p =—1 (T’—:— 0 (Tl+n2Hr+n3 (H%—Hg))) (mod T14). (4.14)

1 T+ 1 T+ 1 T+ 1
(r) = _ - 2 T+1 o
Sy (n) = ]+(r+1)!({ : }n—i—[ ) }n + —|—L+Jn ) (mod n%),

T+1
il est facile de constater que ﬁ € L) etk; [rtan = [TﬂnJr [wzrqnur [rﬂnS ( mod
n*), il en résulte que 'on a

S n) = —1 +ﬁ <PT1}n+ [r;qnz—k {r4§1]n3) (mod n*),

et comme [r”} =l (Hz — H@), on a

3

1
(r) — 2 3 (142 2) 4
Sp (n):—1—|—(r+”(n—|—nHT—|—n (Hr—HT )) (mod n*),
ce qui établit la congruence (4.14). O

3. Nous montrons dans le corollaire suivant une congruence sur les hyper-sommes

st (n), pourle casr € D, tel que D = {n* —n,n* — (n — 1), ...,n* — 2J.

Corollaire 4.12 Pour tout nombre premier n > 2, et pour tous entier v € D, on a
Sé”(n) = —1 (mod n%*)si r Z —1 (mod n%).

Démonstration. La congruence du Théoréme 4.7 s’écrivant aussi de la maniére équi-

valente

1

SU(n) =1+ =)

P

H(r + k) (mod n%).

n
k=2
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il est facile de constater que pour tout r € D, il existe toujours k € {2, 3, ...,n}, tel que

T+ k =n*%, ce qui donne

Sg](n)z—1—|—n“(ni1)' H (r+k)
k=2

+r#n*
=—1 (mod n%).
O

4. Nous donnons dans le corollaire suivant une congruence sur les hyper-sommes

st (n), pourle cas T =n* — (n+1).

Corollaire 4.13 Pour tout nombre premier n > 2, et pour tout entier v =n*— (n+1), on
a

Sg)(n) =0 (mod n%*)si r % —1 (mod n%).

Démonstration. On a

S](;)(n) =—1+ ﬁ E(r + k) (mod n%).

En substituant r = n* — (n + 1), dans la derniére relation, on obtient

Sn) =1+ (-1

=0 (mod n%).

O

5. En remplacant « = 1, dans le Théoreme 4.7, nous obtenons la congruence (4.2) du

Théoréme 4.1.

6. En remplagant r = 0 et « = 1, dans le Théoréme 4.7, nous obtenons la congruence
4.1).

4.3.3 Congruences modulo n* pour les hyper-sommes S;)(a p (1)

Y

Dans ce dernier paragraphe de cette section, nous établissons une congruence sur les

. ’ . (r)
hyper-sommes de puissances d’entiers S ) (n) modulo n*.
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Théoreme 4.14 Pour tout nombre premier n. > 2 et pour tout o« > p, tel que aP { n* et b? { n%,
ona
Si,r)(ab)(n) = (q+ m*'a? + (a+nb)? (mod n%) si r=—1 (mod n%).

La démonstration de ce théoreme repose sur le lemme suivant :

Lemme 4.15 Pour tout nombre premier n, et pour tout entier naturel v =n*(q+1) —1,0na
<“ j r) = (q+1) x " (mod n¥%). (4.15)

Démonstration. D’apres la définition du coefficient binomial, on peut écrire

n+ry  (T+n)jr+Mmn—-1))--(r+2)(r+1) (4.16)
ro ) MmM—1M—=2)---3x2x1 '
En substituant r = n*(q + 1) — 1 dans (4.16), on trouve
n+r\y (q+1n* (n—T)n—-2)---3x2x]1
r o) n MmM—1)Mm—=2)---3x2x1
=(q+1) xn*" (mod n%).
Ce qui établit la congruence du Lemme 4.15. O
Démonstration.Sir = —1 (mod n),on a
T = n+r—1
Si},)(a,b)(n):Z( )( +1ib)?P
i=0
n—1
= (n+:_l)(a+1b)p+( + )ap-l—(a—l-nb)p

- (n+:_1>(a+b)‘”+ (n+:_2)(a+2b)p

+-+ <T+1)(a+(n—1)b)p+ (njr)a”+(a+nb)p,

d’apres la définition du coefficient binomial, on peut écrire

r+m—2))---(r+1)
(n—2)!

r+m—=1))---(r+1)
(n—1)!

+--+(a+(m—=1)b) x (r:” + (njr)ap+(a+nb)p, (4.17)

81 s (M) = (a+Db)P x +(a+2b)P x
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il suffit maintenant de remplacer r = n*(q + 1) — 1 avec q € N dans la relation (4.17), ce
qui implique que

(n(g+1)—=2))---n*(q+1)

. _ (n(g+1)=3))-- n*(q+1)
Sp’)(a’b)(n) = (a+b)p X (n_1)| +(a+2b)p X (TL—Z)'
bt lat ey x MEED (njr)ap+(a+nb)p
= n~ ((a+b)P x (“(qﬂ)(;i)]))'!”(qﬂ) + (a+2b) x h(q“)(;i);)-!--(qﬂ)
+f(at (n—T1)b)" x qf!]) + (“jr)au(amb)"

(n _: r) a’ + (a+nb)? (mod n%),

puis en exploitant Lemme 4.15, donc
Sg,)(a,b)(n) =(q+1)a’ xn*"+ (a+nb)’ (modn®).

La démonstration du théoreme est complete. O
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Chapitre 5

Quelques résultats sur les nombres et

polyndmes de Bell et Euler

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter deux parties dont la premiére, nous donnons
quelques résultats sur la suite des nombres et polyndmes de Bell, il s’agit de généraliser les
identités de Guo-Qi [18, 39], ainsi que certaines relations de récurrences sur les polynémes
de Bell. Dans la deuxiéme partie, nous étudions les nombres d’Euler, dans lesquelles nous

établissons une nouvelle formule explicite et une relation de récurrence sur ces nombres.

5.2 Quelques résultats sur les nombres et polynémes de
Bell

Les nombres et polyndomes de Bell ont été étudiés par plusieurs chercheurs [14, 35, 2,
33]. En 2015, F. Qi [39] a obtenu une identité sur les nombres de Bell a 1’aide des nombres
de Lah et les nombres de Stirling de deuxiéme espece. Cette identité est donnée dans le

théoréme suivant :

Théoréme 5.1 [39] Pour tout entiern € N, on a

a3 by [ 5

n
k=1
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En 2014, B. Guo et F. Qi [18] ont prouvé une expression explicite des nombres de Bell
en terme de fonction hypergéométrique Confluente de Kummer et les nombres de Stirling

de deuxieme espece. Cette expression est donnée dans le théoréme suivant :
Théoréme 5.2 [18] Pour tout entiern € N, on a

B, — %Z {z} (—1)" kI, (k;r I 1> . (5.2)

k=1
L’objectif principal de cette partie est de généraliser les deux expressions explicites de
Bell (5.1) et (5.2). La technique employée est basée sur la transformation de Stirling [41].

Théoreme 5.3 Pour tous entiersn, m > 0,ona

is (1, X) (1) B (x) Z {“*m} Loilx). (5.3)
=0

- k+m

Démonstration. Pour tout entier naturel n € N, nous considérons la suite finale (an)n>0

qui fait intervenir les polynémes de Bell.
ano = (=1)"Bn(x). (5.4)

En remplagant cette derniere relation (5.4) dans la relation de récurrence (1.42), on obtient

la matrice suivante :

1 —x X%+ 2x —x3 — 6x% — 6x
—x X+ x —x3 —4x2 —2x x4+ 9x3 + 18x%2 + 6%

X2+ x —x3—3x2—x X'+ 73 +10x2 4+ 2x
—x3 -3 —x x*+6x3+7xr+x :
x4 6x3+ 7% +x

D’autre part, on sait que 1'on a bien

Zk
z) = Z Clk,og

k>0

=exp(x(e*—1)). (5.5)
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D’apres la relation (1.45) du Théoréme 1.31, il en résulte que la fonction génératrice expo-

nentielle de la suite initiale est donnée par :
Ao(z) = Bo(In(1 +2)).

En exploitant la relation (5.5), on trouve que :

Ao(z) = exp (x<1 —]i—z_])) (5.6)

:ZI—n( )Z

n>0

or, d’apres (5.6), on a

>t =en (x(r5z1))

(k—1+n) o xK
R ] Lkl o) 2

En identifiant le coefficient de ;—T dans chacun des deux membres de (5.7), on obtient le

n-iéme polynéme de Lah signés (formule de Dobinski), pour tout entiern > 1, on a

(k+mn)! et
. 5.8
Zk'k+1 (5:8)

En utilisant (5.8) et (5.4) et d’apres Théoreme 1.29, on obtient

i S TTL, n+an+k = i {n " m} m+k(x)- (59)
=0

- k+m

ce qui achéve la démonstration du théoreme. O

5.2.1 Formules généralisés de Guo-Qi sur les nombres de Bell

Nous présentons dans le corollaire suivant la généralisation de la formule explicite
(5.1) du Théorémes 5.1.
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Corollaire 5.4 Pour tout entiern € N, on a

Z{ } ™MLy (x). (5.10)

k=0
Démonstration. Il suffit de remplacer m par 0, dans la relation (5.3) du Théoreme 5.3, on
obtient
- k+n)!
5(0,0)(~ =Z{ } DI Tl
- = (k)!H(k+T1)!
comme s(0,0) = 1, il en résulte que
- (k+n)! oy
“Z ) () (5.11)
— } = kl(k+1)!

puis, en exploitant la relation (5.8), on trouve que

ce qui établit la formule désirée (5.10). O
Nous donnons dans le résultat suivant la généralisation de la formule explicite (5.2)

du Théorémes 5.2.

Corollaire 5.5 Pour tout entiern € N, on a

B e n| 7 n (kK+m)b
B = (=113 {k} ngZO(—” RICESIA
L) (—)nd e (o 1)RxE
= (1) -
% {k} e é 2%k!
= %i {n} T‘I.!]F] <n+ 1» X) )

('D\
Ao
U'I
—_
N
~

ce qui établit la formule désirée O

Remarque 5.6 Remarquons que les identités de Guo-Qi’s sont obtenues en substituant x par 1,
dans les (5.10) et (5.12).
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5.2.2 Relations de récurrences sur les Polynémes de Bell

Nous établissons maintenant certaines relations de récurrences sur les polynémes de

Bell faisant intervenir les nombres de Stirling de deuxieme espece et le polyndmes de Lah.

Corollaire 5.7 Pour tout entier m € N, on a
m
Z S kBk( ).
k=0

Démonstration. Il suffit de remplacer n par 0, dans la relation (5.3) du Théoreme 5.3. O

Corollaire 5.8 Pour tout entier m € N,on a
m
Z S k+] Bk 1 ( ) mLm(X) + ]—m—H (X)>
k=0
ce qui équivaut a :
m m 2
Z s(m k+1Bk " Z m+1k, ( ) kAT
k=0 k=0

Démonstration. Il suffit de remplacer n par 1, dans (5.3). O

5.3 Sur certains résultats sur les nombres d’Euler

Les nombres d’Euler ont été étudiés par de nombreux auteurs depuis longtemps jus-
qu’a nos jours [19, 48, 51, 31]. Parmi les auteurs actuels, qui se sont particulierement inté-
ressés a la détermination des formules explicites de ces nombres, on peut citer : En 2015,
C-F. Wei et F. Qi [49] ont prouvé certaines expressions explicites des nombres d Euler, nous

donnons 'une des formules obtenues :

n+l ok -
Z Z kk( > k 2])2n+1
k=1 j=0

i, étant la partie imaginaire du nombre complexe avec i* = —1.

Le but de cette partie est d’établir une expression explicite de la suite des nombres
d’Euler ainsi qu'une relation de récurrence. La technique utilisée est basée sur la transfor-

mation de Stirling [41].

76



Chapitre 5. Quelques résultats sur les nombres et polynémes de Bell et Euler

Théoreme 5.9 Pour tous entiersn, m > 0,ona

> stmKEni= ) {“ ' m} Rt (5.13)

k=0 — (k+m

avec E,,, étant les nombres d’Euler et R.,, définie par :

[(m+1)/2]
~ ml! ek (M1
Ro=T0 Y (1) <2k )

Démonstration. Pour tout entier naturel n € N, nous donnons d’abord une suite finale
(a@n,0)n>0, faisant intervenir les nombres d’Euler pour établir une matrice infinie que 1’'on

note par C.
ano = En. (5.14)

En remplacant cette derniére relation (5.14) dans la relation de récurrence (1.42), nous

obtenons la matrice suivante :

0 —1 3 —6

0o -1 1 3 —24

—1 0 5 —15 —6

5 —5 —51 336

C=1| 5 0 —61 183 714

0 —6l 61 1263  —7944
—61 0 1385 —4155 —35286
0 1385 —1385 —47751 294816

En utilisant la relation (1.45), on obtient la fonction génératrice exponentielle de la suite

initiale :
" 1
Z R“Z_I - 1
= n cosh(In(1+z))
2(1+2)
= . 5.15
2+2z+ 77 (5-15)
D’apes la propriété :
204+2) 1 1

= -+ -
2422422 z4+1—1 z4+1+41
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donc la relation (5.15), devient

" 1 ) .
ZRH% — _Z PIE ((_] _|_l)n+1 + (_1 _.L)n-i-]) P

n>0 ’ n>0

=— Z 7 Re — “+]) . (5.16)

n>0

En identifiant le coefficient de zP dans chacun des deux membres de (5.16), on aura l'ex-

pression de R,

Tl' . n+
Rn = —Z—nRe (=1, (5.17)

On a par définition méme la formule du bindme, la relation (5.17) peut s’écrire sous la

forme suivante :
L /2]
n! n+1
L= -1 n—k . 1
Ro=ge X (D ( N ) (518)

|(n +1)/2], désigne la partie entiere inférieure du nombre (n + 1)/2, c’est le plus grand
entier inférieure a (n +1)/2.
En exploitant (5.18) et (5.14), on obtient

ZS(TTI, Z {n+m} m+k-

k=0

ce qui établit le théoreme. O

5.3.1 Formule explicite des nombres d’Euler

Le corollaire suivant montre que les nombres d’Euler E, peuvent s’exprimer a 1'aide

des nombres de Stirling de deuxiéme espece.

Corollaire 5.10 Pour tout entiern € N, on a

Re(z), étant la partie réelle du nombre complexe.
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Démonstration. En remplacant m par 0 dans I'égalité du Théoreme 5.9, on trouve que :
= [n
s(0,0)E,, = Rn

ce qui implique que

5.3.2 Relation de récurrence sur les nombres d’Euler

D’apreés le Théoréme 5.9, on peut présenter une relation de récurrence des nombres
d’Euler faisant intervenir les nombres de Stirling de premier espece. Il suffit de remplacer

n par 0, dans (5.13), on obtient :

; s(2m, 2k)Ey = (222:1)' Z(_1 )k<2n;]:— 1)’

k=0 k=0

Il en résulte que I'on a
(—NFI=—=  si m pair,
———, sl m impair.

Exemple 5.11 Les calculs suivant résument les résultats pour les premieres valeurs de m =
0,1,2,3.

o= 1,
E, =1,
11E, + B4 = —6,

274, + 85E4 + Eg = 90.
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Conclusion

Le but de notre travail était d’étudier certaines propriétés combinatoires des suites
classiques.

Dans un premier lieu, nous avons traité un ancien probleme concernant les hyper-
sommes des puissances d’entiers, on a donné plusieurs propriétés combinatoires et arith-
meétiques.

Dans la deuxieme partie, nous avons généralisé des hyper-sommes des puissances
d’entiers pour les suites arithmétiques quelconques.

Enfin, dans la derniére partie, nous avons présenté quelques résultats sur la suite des
nombres de Bell. Nous avons donné par la suite une nouvelle formule explicite pour la
suite des nombres d'Euler. La technique employée est basée sur la transformation de Stir-
ling.

Nous présentons ici quelques directions qui peuvent faire 1’objet de travaux de re-
cherche ultérieur ainsi que des idées pouvant faire suite aux résultats obtenus dans ce
travail :

— Généraliser les résultats obtenu dans le chapitre deux, en remplagant

par la somme
To=) (=D~
k=0

— Revisiter les hyper-harmoniques avec les outils que nous avons développer dans les
chapitres deux, trois et quatre.

— Introduire les g-analogues des hyper-sommes des puissances d’entiers.
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