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utt(x, t)−∆u(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× (0,+∞)

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΓD × (0,+∞)
∂u

∂ν
(x, t) = −ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x, ξ, t) dξ, (x, t) ∈ ΓN × (0,+∞)

∂tφ(x, ξ, t) + (ξ2 + η)φ(x, ξ, t)− ut(x, t)µ(ξ) = 0, (x, ξ, t) ∈ ΓN × (−∞,∞)× (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω

φ(x, ξ, 0) = 0, (x, ξ) ∈ ΓN × (−∞,∞)

ΓN ð ΓD 	áK
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(PI)



utt(x, t)−∆u(x, t)−∆utt(x, t) + ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x, ξ, t) dξ = 0, (x, t) ∈ Ω× (0,+∞)

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,+∞)

∂tφ(x, ξ, t) + (ξ2 + η)φ(x, ξ, t)− ut(x, t)µ(ξ) = 0, (ξ, t) ∈ Ω× (−∞,∞)× (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω

φ(x, ξ, 0) = 0, (x, ξ) ∈ Ω× (−∞,∞).
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Résumé

On s’intéresse, dans cette thèse, à l’étude de l’existence, l’unicité et la stabilité asymptotique

de l’équation des ondes avec condition de contrôle frontière général de type diffusif suivante :

(P )



utt(x, t)−∆u(x, t) = 0 dans Ω× (0,+∞)

u(x, t) = 0 sur ΓD × (0,+∞)
∂u

∂ν
(x, t) = −ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x, ξ, t) dξ sur ΓN × (0,+∞)

∂tφ(x, ξ, t) + (ξ2 + η)φ(x, ξ, t)− ut(x, t)µ(ξ) = 0 sur ΓN × (−∞,∞)× (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) dans Ω

φ(x, ξ, 0) = 0 sur ΓN × (−∞,∞)

où Ω est un ouvert borné de Rn, n ≥ 1 de frontière ∂Ω de classe C2 et on suppose que

∂Ω = ΓD ∪ ΓN , où ΓD et ΓN sont des sous-ensembles fermés de ∂Ω avec ΓD ∩ ΓN = ∅. De plus

nous supposons que meas(ΓD) 6= 0, où meas désigne la mesure de Hausdorff en dimension n− 1.

Nous prouvons que le système (P) n’est pas exponentiellement stable dans le cas 1D. En outre,

nous établissons un résultat de taux de décroissance explicite et général, en utilisant la théorie des

semi-groupes et une estimation de la résolvante de générateur associé au semi-groupe.

D’une autre part, on s’intéresse aussi, à l’étude d’une équation hyperbolique (PI) avec un contrôle

interne de type diffusif dans un domaine ouvert borné Ω de Rn de frontière ∂Ω de classe C2

(PI)



utt(x, t)−∆u(x, t)−∆utt(x, t) + ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x, ξ, t) dξ = 0 dans Ω× (0,+∞)

u(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0,+∞)

∂tφ(x, ξ, t) + (ξ2 + η)φ(x, ξ, t)− ut(x, t)µ(ξ) = 0 dans Ω× (−∞,∞)× (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) dans Ω

φ(x, ξ, 0) = 0 dans Ω× (−∞,∞)

qui modélise le phènomène physique des vibrations axiales d’une nanotige, où ζ > 0, η ≥ 0 et µ est

la densité de mesure générale et les données initiales sont dans des espaces appropriés, telle qu’on

établit la stabilisation forte du système (PI).

Mots clefs :

Equations des ondes, Dissipation frontière générale de type diffusif, Dissipation générale interne

de type diffusif, Taux de décroissance général.



Abstract

We are interested, in this thesis, in the study of the well-posedness and asymptotic stability

of following wave equation with a general boundary control condition of diffusive type. We prove

that the system (P) lacks exponential stability :

(P )



utt(x, t)−∆u(x, t) = 0 in Ω× (0,+∞)

u(x, t) = 0 on ΓD × (0,+∞)
∂u

∂ν
(x, t) = −ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x, ξ, t) dξ on ΓN × (0,+∞)

∂tφ(x, ξ, t) + (ξ2 + η)φ(x, ξ, t)− ut(x, t)µ(ξ) = 0 on ΓN × (−∞,∞)× (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) in Ω

φ(x, ξ, 0) = 0 on ΓN × (−∞,∞)

where Ω is an open bounded domain of Rn with boundary ∂Ω of class C2. we assume that ∂Ω =

ΓD
⋃

ΓN , where ΓD and ΓN are closed subsets of ∂Ω with ΓD
⋂

ΓN = ∅. Moreovere meas(ΓD) 6= 0

where meas denotes the n − 1 dimentional Hausdorff measure. Furthermore, we show an explicit

and general decay rate result, using the semigroup theory of linear operators and an estimate on

the resolvent of the generator associated with the semigroup. In other side, we are interested in

the study of the well-posedness and strong stability of a hyperbolic equation (PI) as follow :

(PI)



utt(x, t)−∆u(x, t)−∆utt(x, t) + ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x, ξ, t) dξ = 0 in Ω× (0,+∞)

u(x, t) = 0 on ∂Ω× (0,+∞)

∂tφ(x, ξ, t) + (ξ2 + η)φ(x, ξ, t)− ut(x, t)µ(ξ) = 0 in Ω× (−∞,∞)× (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) in Ω

φ(x, ξ, 0) = 0 in Ω× (−∞,∞)

with general internal control of diffusive type that modeling the phenomenon physical of axial

vibrations of a nanorod, where ζ > 0, η ≥ 0 and µ is a general measure density.

Keywords :

Wave equation, General boundary dissipation of diffusive type, General internal dissipative of dif-

fusive type, General decay rate.
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Notations et symboles

Notations et symboles

R := l’ensemble des nombres réels.

R+ = (0,+∞) := l’ensemble des nombres réels non négatifs.

R∗ := l’ensemble des nombres réels non nuls.

N := l’ensemble des nombres entiers positifs.

N∗ := l’ensemble des nombres entiers positifs non nuls.

Z := l’ensemble des nombres entiers.

Z∗ := l’ensemble des nombres entiers non nuls.

C := l’ensemble des nombres complexes.

i := l’unité imaginaire (i2 = −1).

iR := le demi plan imaginaire pur.

< := la partie réelle d’un nombre complexe.

= := la partie imaginaire d’un nombre complexe.

Ω := un ouvert borné de Rn.

∂Ω := la frontière de Ω.

Ω := la fermeture de Ω, Ω = Ω
⋃
∂Ω.

K̊ := l’intérieur de K.

ΓD := la frontière de Dirichlet de Ω.

ΓN := la frontière de Neumann de Ω.

dΓ := la mesure surfacique.

x := la variable du domaine Ω.

ξ : la variable diffusive

H := espace de Hilbert.

t ∈ (0,+∞) := la variable de temps.

Lp := l’espace de Lebesgue.

Hm := l’espace de Sobolev.

D(Ω) := l’espace de fonctions indéfiniment différentiables sur Ω

et à support compact.
8



Notations et symboles

D ′(Ω) := l’espace des distributions.

L(X) := l’espace des applications linéaires continues de X dans X.

C◦ := l’espace des fonctions continues.

D(A) := domaine de l’opérateur A.

A∗ := l’opérateur adjoint de A.

σ(A) := le spectre de A.

σr(A) := le spectre résiduel de A.

σc(A) := le spectre continu de A.

ρ(A) := l’ensemble résolvant de A.

Im := L’image

| . | := le module.

‖ . ‖ := la norme.

max := le maximum.

min := le minimum.

sup := la borne supérieure.

inf := la borne inférieure.

ux = ∂xu := la dérivée partielle de u par rapport à x.

uxx = ∂2
xu := la dérivée seconde partielle de u pa rapport à x.

ut := la dérivée première de u par rapport à la variable du temps t.

utt = ∂2u

∂t2
:= la dérivée seconde de u par rapport à la variable du temps t.

ν = (ν1, ν2, ..., νn) := le vecteur normal unitaire extérieur à ∂Ω.
∂u

∂ν
= ∇u.ν := la dérivée normale extérieure de u à ∂Ω.

∂α,ηt := la dérivée fractionnaire qui dépend des parametres 0 < α < 1 et η ≥ 0.

Γ := la fonction Gamma définie par : ∀x > 0,Γ(x) =
∫ +∞

0
tx−1e−t dt.

〈, 〉H := produit scalaire sur H .

p.p := presque partout.

� := fin d’une démonstration.

9



Introduction

Le but de cette thèse est d’étudier l’existence globale de la solution et la stabilisation de

quelques problèmes d’évolution par des contrôles de type diffusif. On est intéressé au premier lieu

du problème des ondes linéaire suivant,

(P )



utt(x, t)−∆u(x, t) = 0 dans Ω× (0,+∞)

u(x, t) = 0 sur ΓD × (0,+∞)
∂u

∂ν
(x, t) = −ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x, ξ, t) dξ sur ΓN × (0,+∞)

∂tφ(x, ξ, t) + (ξ2 + η)φ(x, ξ, t)− ut(x, t)µ(ξ) = 0 dans ΓN × (−∞,∞)× (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) sur Ω

φ(x, ξ, 0) = 0 sur ΓN × (−∞,∞)

où Ω est un ouvert borné de Rn, n ≥ 1 de frontière ∂Ω de classe C2 et on suppose que

∂Ω = ΓD ∪ ΓN , où ΓD et ΓN sont des sous-ensembles fermés de ∂Ω avec ΓD ∩ ΓN = ∅. De plus

nous supposons que meas(ΓD) 6= 0, où meas désigne la mesure de Hausdorff en dimension n−1.

ν est le vecteur normal unitaire extérieur standard de Ω et ∂u
∂ν

est la dérivée normale extérieure

de u à ∂Ω. De plus ζ > 0, η ≥ 0 et µ est une densité générale de mesure et les données initiales

sont prises dans des espaces appropriés.

On fait une étude qualitative du problème (P) ( existence et unicité de la solution et la stabilisation

par un contrôle frontière de type diffusif ).

On appelle le système formé par la troixième équation et la quatrième équation du système (P ),

le système de réalisation diffusive associé à l’équation des ondes.

10



Notations et symboles

Lorsque µ(ξ) = |ξ|
2α−1

2 et ζ = γ(π)−1 sin(απ) avec γ > 0 et 0 < α < 1, on résout ce système

de réalisation diffusive , on obtient

(CF )



utt(x, t)−∆u(x, t) = 0 dans Ω× (0,+∞)

u(x, t) = 0 sur ΓD × (0,+∞)
∂u

∂ν
(x, t) = −γ∂α,ηt u(x, t) sur ΓN × (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) sur Ω

où ∂α,ηt représente la dérivée fractionnaire de Caputo généralisée d’ordre α (0 < α < 1) par

rapport à la variable de temps (voir [26] et [17]). Elle est définie par

∂α,ηt w(t) = 1
Γ(1− α)

∫ t

0
(t− s)−αe−η(t−s)dw

ds
(s) ds.

On est intéressé également du deuxième problème hyperbolique (PI) suivant, dans un domaine

ouvert borné Ω de Rn de frontière ∂Ω de classe C2 :

(PI)

utt(x, t)−∆u(x, t)−∆utt(x, t) + ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x, ξ, t) dξ = 0 dans Ω× (0,+∞)

u(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0,+∞)

∂tφ(x, ξ, t) + (ξ2 + η)φ(x, ξ, t)− ut(x, t)µ(ξ) = 0 dans Ω× (−∞,∞)× (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) sur Ω,

φ(x, ξ, 0) = 0 sur Ω× (−∞,∞),

Où ζ > 0, η ≥ 0 et µ est la densité de mesure générale et les données initiales sont dans des espaces

appropriés.

Historique :

Le problème de stabilisation du problème aux limites

(P ′)



utt −∆u = 0 sur Ω× (0,+∞),

u = 0 sur ΓD × (0,+∞),
∂u

∂ν
+ a(x)ut = 0 sur ΓN × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) sur Ω,

a été étudié par plusieurs auteurs par exemple Haraux [34], Bardos , G. Lebeau et J. Rauch

[10], Lebeau et Robbiano [10], Burq [22] et Xiaoyu Fu [33].

Tout d’abord A. Haraux a montré que si a ∈ L∞(ΓN ), a 6≡ 0, alors chaque solution de (P ′) tend

vers 0 dans H1
∗ (Ω) = {u ∈ H1(Ω) : u|ΓD = 0} fortement lorsque t→ +∞.

11
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C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [10] ont introduit la technique de "condition géométrique

du contrôle " qui est une condition nécessaire et suffisante pour le taux de décroissance uniforme

exponentielle de l’énergie.

De plus, Lebeau et Robbiano (voir [41]) ont montré que dans le cas où la condition de Neumann

sur la frontière est appliquée sur la frontière entière est une condition faible sur le feedback (ce qui

ne satisfait pas la condition géométrique de contrôle. ) a fournit la décroissance logarithmique des

solutions régulières. Le résultat optimal sans hypothèse géométrique est donné dans [22]. Nous

rappelons également le résultat de Fu [33], là où l’auteur a prouvé un résultat semblable à celui

de [41] pour des conditions moins régulières en adoptant l’estimation globale de carleman.

Dans [46] Mbodje a étudié la décroissance d’énergie de l’équation des ondes avec un contrôle

frontière de type dérivée fractionnaire (CF ). La difficulté trouvée revient aux opérateurs fraction-

naires et le comportement héréditaire. Donc l’utilisation des outils mathématiques d’analyse, tels

que l’analyse de stabilité et l’approximation numérique est trés difficile. Une nouvelle approche qui

s’appelle " la représntation diffusive" est établie pour réduire ces difficultés. Le modèle original est

transformé en système augmenté qui peut plus facilement être abordé par la méthode d’énergie.

Mbodje a établi la stabilité asymptotique forte des solutions du problème quand η = 0 et que le

taux de décroissance plynomiale

E(t) ≤ C/t pour t > 0 où η 6= 0.

Récemment dans [13] Benaissa et Benkhedda ont considéré la stabilisation pour l’équation des

ondes suivante avec un contrôle frontière dynamique de type dérivée fractionnaire (CF ) :

(S)


utt(x, t)− uxx(x, t) = 0 dans ]0, L[×]0,+∞[

u(0, t) = 0 dans (0,+∞)

mutt(L, t) + ux(L, t) = −γ∂α,ηt u(L, t) dans (0,+∞).

Ils ont montré que la décroissance de l’énergie n’est pas exponentielle, mais elle est polynomiale.

Ils ont utilisé la méthode spectrale pour le manque de stabilité exponentielle et le théorème de

Borichev-Tomilov pour établir le taux de décroissance polynomiale E(t) ≤ c/t1/(2−α).

Récemment, l’application du contrôle frontière de type convolution est devenue un outil d’un grand

interêt dans des domaines de recherche comme la viscoélasticité, le chaos, la biologie, la propaga-

tion des ondes, le flux de fluide, l’electromagnétisme, le contrôle automatique et le traitement des

signaux (voir [52], [56]).
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L’aspect le plus important de la dérivée fractionnaire pour les applications réelles est que l’étude

de l’évolution d’un système possèdant des termes fractionnaires nécessite à priori le stockage en

mémoire de tout le passé du processus, et c’est une propriété fortement désirée.

De plus le noyau de convolution qui décrit de tels opérateurs impose un pas de temps très petit et

un domaine d’intégration très étendu. En outre, on ne peut pas obtenir un système sous la forme

d’état standard, ce qui rend l’application des outils classiques de l’étude et de l’analyse en contrôle

très difficile ou impossible et limitée, notamment l’étude de la stabilité.

"La représentation diffusive " est une représentation symbolique qui permet d’avoir une réalisation

non héréditaire d’opérateurs pseudo-différentiels. Cette nouvelle approche est basée sur le com-

portement entrées/sorties particulier d’une équation de diffusion convenable de nature dissipative,

dont la dimension infinie de la variable d’état est en quelque sorte utilisée pour résumer l’histoire de

l’entrée de telle sorte que la convolution à mémoire longue définie par les opérateurs fractionnaires

soit disponible en sortie. Cette représentation permet d’avoir un système augmenté qui peut se

mettre sous la forme abstraite dX
dt

= AX , où A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe,

ce qui rend l’application des outils d’étude et d’analyse en contrôle possible : notamment l’étude

de la stabilité de Lyapunov.

Notre but est de prouver l’existence et l’unicité du problème (P ) et d’établir aussi le taux de

décroissance explicite et général de l’énergie qui dépend de µ .

Dans le cas η > 0 et meas(ΓD) = 0, Stahn a obtenu indépendamment des résultats relatifs dans

[58]. Plus précisément il a considéré le problème suivant :

(P )


pt(t, x) + divv(t, x) = 0, (t ∈ R, x ∈ Ω)

vt(t, x) +∇p(t, x) = 0, (t ∈ R, x ∈ Ω)

e ∗ p(t, x)− ν.∇v(t, x) = 0, (t ∈ R, x ∈ ∂Ω).

où Ω est un domaine borné de frontière lipschitzienne et e : R → [0,+∞) une fonction inté-

grable non nulle qui dépend seulement de la variable de temps et s’annule sur (−∞, 0). On

suppose que e est une fonction complètement monotone. C’est à dire qu’il existe une mesure

positive de Radon ϑ sur [0,∞) telle que e soit la transformée de Laplace de cette mesure i.e :

e(t) =
∫

[0,∞)
e−τt dϑ(τ), t > 0.

L’approche utilisée dans son travail, qui est basée sur la transformation de Laplace et la stratégie

utilisée dans [28], [29] et [53] est différente de notre approche. En particulier, Stahn a prouvé

la décroissance optimale dans le cas 1-D comme dans notre travail. D’une manière essentielle les

conditions qu’il a utilisé pour obtenir le taux de décroissance sont différentes de celles que nous
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avons utilisé.

En outre, nos résultats dans le cas multidimensionnel sont différents car nous utilisons seulement

la condition géométrique de contrôle des multiplicateurs. Notre méthode s’applique aussi (avec

quelques modifications) dans le cas meas(ΓD) = 0. De plus, on applique nos résultas pour la classe

importante des fonctions à variation régulière.

Plan de la thèse :

Notre thèse est divisée en cinq chapitres. Le premier chapitre est consacré aux rappels et générali-

tés. Le chapitre deux est consacré aux rappels de quelques types de fonctions (fonctions à variation

régulière, fonctions à variation lente, fonctions de Stieltjes.)

Pour le chapitre trois, dans la première section on établit l’existence et l’unicité d’une solution glo-

bale faible et forte du système (P) dans des espaces de Sobolev appropriés en utilisant la théorie

des semi-groupes lié avec le théorème de Hille-Yosida.

La deuxième section de ce chapitre est consacrée à l’étude de la stabilité du système (P ) et elle

est divisée en cinq parties. Dans la première partie on montre que système (P ) n’est pas expo-

nentiellement stable dans le cas 1-D. Dans la deuxième partie on établit la stabilité asymptotique

dépendante de la forme de la mesure de diffusion de l’énergie du système (P ). La partie trois

est consacrée à l’étude du spectre résiduel de l’opérateur A. Dans la partie quatre on établit la

décroissance générale pour η 6= 0. La partie cinq est consacrée à l’étude de la décroissance optimale

de l’énergie dans le cas 1-D où on obtient divers types de stabilisation : exponentielle, polynomiale

et logarithmique.

Les résultats de ce chapitre ont fait l’objet d’une publication internationale parue dans la revue

Mathematische Nachrichten intitulée Well-posedness and energy decay of solutions to

a wave equation with a general boundary control of diffusive type.

DOI : 10.1002/mana.201800224. Mars(2019). Voir [14].

Le chapitre quatre est consacré à l’étude d’un système hyperbolique linéaire en présence des forces

d’inertie de rotation et un terme de mémoire interne de type fractionnaire, où on montre l’existence

globale de la solution ainsi que la stabilité polynomiale, en utilisant des outils de semi-groupe et

l’analyse de la résolvante sur l’axe imaginaire. Les résultats de ce chapitre est une partie d’un

travail (en soumis au journal Mathematische Nachrichten) sous le titre : Stabilization of a

hyperbolic equation with a general internal control of diffusive type.

Le chapitre cinq est consacré aux commentaires, conclusion et perspectives.

14



Chapitre 1

Rappels et généralités

On rappelle dans ce chapitre des notions et des résultats fondamentaux pour l’étude des équa-

tions aux dérivées partielles.

1.1 Notations asymptotiques

Notation de O et o

Les notations O(.) et o(.) sont définies comme suit : pour s > 0 et un nombre réel p

(•) f(s) = O(sp) lorsque s→ 0⇔ s−p | f(s) | est bornée lorsque s→ 0

(•) f(s) = o(sp) lorsque s→ 0⇔ s−p | f(s) |→ 0 lorsque s→ 0

Soient f et g deux fonctions définies sur le mêmes sous-ensemble de R, on définit

(•) f(s) = O(g(s)) lorsque s→ +∞ signifie qu’il existe un nombre positifM > 0 et un nombre

réel s0 tels que

| f(s) |≤M | g(s) |, ∀s ≥ s0

(•) f(s) = o(g(s)) lorsque s→ +∞ signifie que

lim
s→+∞

∣∣∣∣∣f(s)
g(s)

∣∣∣∣∣ = 0.

(•) f ∼ g lorsque s→∞ signifie que

lim
s→+∞

∣∣∣∣∣f(s)
g(s)

∣∣∣∣∣ = 1.
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Nous sommes intéressés aux propriétés asymptotiques des fonctions définies sur un intervalle

de la forme [a,+∞) pour un certain a > 0, à valeurs dans [0,+∞).

On dit que f et g sont asymptotiquement équivalentes, et on écrit f ∼ g, ou f(s) ∼ g(s), si

lim
s→+∞

f(s)
g(s) = 1

ceci définit une relation d’équivalence sur telles fonctions et nous travaillerons en effet avec les

classes d’équivalence des fonctions.

Si f et g sont des fonctions définies sur l’intervalle (0, a], la notation

f(s) ∼ g(s), s→ 0+

signifie que

lim
s→+0+

f(s)
g(s) = 1.
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1.2 Quelques rappels de l’analyse complexe

Définition 1.2.1

Soit f une fonction complexe définie dans un ouvert U du plan complexe C. Etant donné un point

a ∈ U .

- On dit que f est holomorphe dans U si elle est dérivable en tout point de U .

- On dit que f est holomorphe en a si elle est holomorphe dans un voisinage ouvert de a.

Théorème 1.2.1 (Théorème de Rouché)

Si les fonctions f et g sont régulières à l’intérieur du contour fermé C de C, et si elles sont

continues sur C, et si

|f(z)| > |g(z)|, (z ∈ C).

Alors les fonctions z 7→ f(z) et z 7→ g(z) + f(z) ont le même nombre de zéros à l’intérieur de C.

Voir (Thm 4.3.1 de [32]).

Théorème 1.2.2

Soit U un sous-ensemble ouvert d’un espace de Banach complexe. Soit f : U → E et g : U → E

deux applications continues dans U et holomorphes dans U .

Supposons que ‖g‖ < ‖f‖ sur ∂U , et que (I − f)(U) et [I − (f + g)](U) sont contenues dans un

sous-ensemble de E. Alors f posséde un nombre fini de zéros dans U et, f et f + g ont le même

nombre de zéros dans U .

Preuve : voir ([62]).
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1.3 Opérateurs bornés et non bornés

On commence dans ce chapitre par donner quelques résultats qui sont connus sur les opérateurs

bornés et non bornés. On n’essaye pas de donner tout, mais de donner les définitions et les théorèmes

de base dans la plus part on les présente sans démonstrations que l’on voit nécessaires dans notre

travail.

Soient (E, ‖ . ‖E) et (F, ‖ . ‖F ) deux espaces de Banach sur C, et H désigne toujours un espace de

Hilbert muni d’un produit scalaire <,>H et la norme correspondante ‖ . ‖H.

Définition 1.3.1

Un opérateur linéaire T : E → F est dit bornée s’il existe C > 0 telle que

‖ Tx ‖F≤ C ‖ x ‖E , ∀x ∈ E

dans le cas contraire, T est dit non borné.

L’ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés de E dans F est noté par L(E,F ). De plus,

L’ensemble de tout les opérateurs linéaires bornés de E dans E est noté par L(E).

Définition 1.3.2

Un opérateur linéaire non borné de E dans F est un couple (T,D(T )), avec D(T ) ⊂ E est un

sous-espace de E (dit le domaine de T ) et la transformation linéaire

T : D(T ) ⊂ E → F

dans le cas où E = F , alors on dit que (T,D(T )) est un opérateur linéaire non borné sur E.

Définition 1.3.3

Soit T : (T,D(T )) ⊂ E → F un opérateur linéaire non borné.

(•) L’image de T est définie par

Im(T ) = {Tx : x ∈ D(T )} ⊂ F.

(•) Le noyau de T est défini par

ker(T ) = {x(T ) : Tx = 0} ⊂ E.
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(•) Le graphe de T est défini par

G(T ) = {(x, Tx) : x ∈ D(T )} ⊂ E × F

Définition 1.3.4

L’opérateur T ∈ L(E,F ) est dit compact si de toute suite (xn)n∈N de E avec ‖ xn ‖= 1 pour tout

n ∈ N, la suite (Txn)n∈N admet une sous-suite convergente dans F .

L’ensemble de tous les opérateurs compacts de E dans F est noté par K(E,F ), et si E = F , on

écrit K(E,E) = K(E).

Théorème 1.3.1 (alternative de Fredholm)

Soit T ∈ K(E). Alors

(•) ker(I − T ) est de dimension finie, (I est l’opérateur identité de E).

(•) Im(I − T ) est fermé, et plus précisément

Im(I − T ) = ker(I − T ∗)⊥.

(•) ker(I − T ) = {0} ⇔ Im(I − T ) = E

Définition 1.3.5

Un opérateur T : (T,D(T )) ⊂ E → F est dit fermé si G(T ) est fermé dans E × F .

Un opérateur linéaire non borné fermé est caractérisé par :

T est fermé si et seulement si
Pour toute suite (xn) telle que (xn) ⊂ D(T ),

xn → x dans E

et Txn → y dans F

⇒

x ∈ D(T )

et

Tx = y

 .
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1.4 Outils d’analyse fonctionnelle et espaces de Sobolev

Théorème 1.4.1 (de convergence dominée)

Soit Ω un ensemble mesurable et soit (fn)n∈N une suite de fonctions mesurables tels que

lim
n→+∞

fn(x) = f(x) p.p x ∈ Ω, et pour tout n ∈ N, | fn(x) |≤ g(x) p.p x ∈ Ω, où g est une

fonction intégrable sur Ω. Alors

lim
n→+∞

∫
Ω
fn(x) dx =

∫
Ω
f(x) dx

1.4.1 Espaces fonctionnels

Ω désigne un ouvert de Rn muni de la norme de Lebesgue dx.

On désigne par L1(Ω) l’espace des fonctions intégrables sur Ω à valeurs dans R.

On pose

‖f‖L1(Ω) =
∫

Ω
|f(x)| dx

Définition 1.4.1

Soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞ ; on pose

Lp(Ω) =
{
f : Ω→ R; f mesurable et |f |p ∈ L1(Ω)

}
.

On note

‖f‖Lp(Ω) =
[∫

Ω
|f(x)|p

] 1
p

Définition 1.4.2

On pose

L∞(Ω) = {f : Ω→ R; f mesurable, ∃ une constante Ctelle que |f(x)| ≤ C p.p sur Ω} .

On note

‖f‖L∞(Ω) = inf {C; |f(x)| ≤ C p.p sur Ω}

Remarque 1.4.1

Si f ∈ L∞(Ω), on a

|f(x)| ≤ ‖f‖L∞(Ω) p.p sur Ω
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Notation

Soit 1 ≤ p ≤ ∞ ; on désigne par q l’exposant conjugué de p, c’est à dire 1
p

+ 1
q

= 1.

Théorème 1.4.2 (inégalité de Hölder)([19] p.56)

Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec 1 ≤ p ≤ ∞ .

Alors fg ∈ L1(Ω) et ∫
Ω
|f(x)||g(x)|dx ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω)

Notations :

Soit Ω un domaine non vide de Rn, K désigne un sous-ensemble compact de Rn, d’intérieur non

vide, inclus dans Ω : ∅ 6= K̊ ⊂ K ⊂ Ω.

Soit α = (α1, α2, ..., αn) un élément de Nn. On appelle ordre de α et on note |α| l’entier : |α| =
n∑
i=1

αi.

Soit ϕ une fonction de Rn dans C, α un élément de Nn. On note Dαϕ la dérivée d’ordre α de ϕ

soit

Dαϕ = ∂αϕ

∂α1x1....∂αnxn
.

On note DK(Ω) =
{
ϕ ∈ C∞(Ω)/supp(ϕ) ⊂ K

}
.

Définition 1.4.3 (Espace D(Ω) des fonctions "test")

Soit Ω un ouvert non vide de Rn ; on appelle espace des fonctions test et on note D(Ω) l’en-

semble

D(Ω) =
{
ϕ ∈ C∞(Ω)/∃ K compact,K ⊂ Ω, ϕ ∈ DK(Ω

}

Définition 1.4.4

Soit Ω un domaine non vide de Rn, et soit D(Ω) est comme dans la définition (1.4.3).

D ′(Ω) est l’espace de toutes les formes linéaires continues sur D(Ω), c’est à dire que

T : D(Ω)→ C, T : ϕ 7→ T (ϕ), ϕ ∈ D(Ω),

T(λ1ϕ1 + λ2ϕ2) = λ1T (ϕ1) + λ2T (ϕ2), λ1, λ2 ∈ C; ϕ1, ϕ2 ∈ D(Ω),

et T (ϕj)→ T (ϕ), pour j → +∞ lorsque ϕj → ϕ dans D(Ω).

T ∈ D ′(Ω)est dite une distribution.

Dérivation d’une distrubution :

Définition 1.4.5

Soit Ω un ouvert de Rn, T un élément de D ′(Ω) : pour tout α ∈ Nn, on appelle dérivée d’ordre α
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de T et on note DαT l’application

Dα : D(Ω)→ C, ϕ 7→ DαT (ϕ) = (−1)|α|〈T,Dαϕ〉

1.4.2 Espace de Sobolev, résultats de densité

Soit Ω un ouvert de Rn.

Définition 1.4.6

L’espace de Sobolev H1(Ω) est défini par

H1(Ω) =
{
v ∈ L2(Ω) : ∂v

∂xi
∈ L2(Ω), i = 1, 2, ....., n

}

où ∂v

∂xi
est prise au sens des distributions.

L’espace H1(Ω) est muni du produit scalaire

< u, v >H1(Ω)=
∫

Ω

(
uv +

n∑
i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi

)
dx

et la norme correspondante

||v||H1(Ω) =
[ ∫

Ω

(
v2 +

n∑
i=1

(
∂v

∂xi

)2
dx

)] 1
2

.

Remarque 1.4.2

par définition de la dérivation dans l’espace des distributions D ′(Ω), les deux conditions suivantes

sont équivalentes

(a) v ∈ H1(Ω)

(b) v ∈ L2(Ω) et il existe g1, g2, ..., gn ∈ L2(Ω) tels que

∀ϕ ∈ D ′(Ω),
∫

Ω
v
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω
giϕdx.

Alors par définition ∂v

∂xi
= gi au sens des distributions.

La définition ci-dessus peut être prolongée lorsqu’on remplace l’espace L2(Ω) par l’espace Lp(Ω),

1 ≤ p ≤ +∞.
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Définition 1.4.7

Pour tout 1 ≤ p ≤ +∞, l’espace de Sobolev W 1,p(Ω) est défini par

W 1,p(Ω) =
{
v ∈ Lp(Ω) : ∂v

∂xi
∈ Lp(Ω), i = 1, 2, ..., n

}

où ∂v

∂xi
est prise au sens des distributions.

L’espace W 1,p(Ω) est muni de la norme

‖v‖W 1,p(Ω) =
[∫

Ω

(
|v|p +

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣p
)
dx

] 1
p

pour 1 ≤ p < +∞,

‖v‖W 1,p(Ω) = max
{
‖v‖∞,

∥∥∥ ∂v
∂x1

∥∥∥
∞
, ...,

∥∥∥ ∂v
∂xn

∥∥∥
∞

}
pour p = +∞.

Lorsque p = 2, W 1,2(Ω) = H1(Ω).

Définition 1.4.8

On prend m ∈ N et 1 ≤ p ≤ +∞. L’espace de Sobolev Wm,p(Ω) est défini par

Wm,p(Ω) = {v ∈ Lp(Ω) : Dαv ∈ Lp(Ω),∀α ∈ N avec |α| ≤ m}

où Dαv est la dérivée de v au sens des distributions de symbole α.

On rappelle que α = (α1, α2, ..., αn), Dαv = ∂|α|v

∂xα1
1 ....∂xαnn

, avec |α| = α1 + ....+ αn.

L’espace Wm,p(Ω) est muni de la norme

‖v‖Wm,p(Ω) =

 ∑
0≤|α|≤m

∫
Ω
|Dαv|p dx

 1
p

, pour 1 ≤ p < +∞,

‖v‖Wm,p(Ω) = max
0≤|α|≤m

‖Dαv‖∞, pour p = +∞.

Lorsque p = 2,Wm,2(Ω) = Hm(Ω) = {v ∈ L2(Ω) : Dαv ∈ L2(Ω),∀α ∈ Nn, |α| ≤ m}, on le munit

du produit scalaire

< u, v >m=
∑
|α|≤m

∫
Ω
Dαu(x)Dαv(x) dx (1.1)
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et la norme associée

‖u‖m,Ω =

 ∑
|α|≤m

∫
Ω
|Dαu(x)|2 dx

 1
2

=

 ∑
|α|≤m

‖Dαu(x)‖2L2(Ω)

 1
2

.

L’espace W 1,p(Ω) peut aussi muni de la norme équivalente

‖v‖Lp(Ω) +
n∑
i=1
‖ ∂v
∂xi
‖Lp(Ω).

Théorème 1.4.3 (théorème 5.1.2[5])

Soit Ω un ouvert de Rn. Pour tout m ∈ N et tout nombre réel p avec 1 ≤ p ≤ +∞,Wm,p(Ω) est

un espace de Banach. Lorsque p = 2,Wm,p(Ω) = Hm(Ω) est un espace de Hilbert.

Proposition 1.4.1

(i) Si m ≥ m′(m,m′ ∈ N), alors Hm(Ω) est contenu, avec une injection continue, dans

Hm′(Ω).

(ii) Hm(Ω) muni du produit scalaire 1.1 est un espace de Hilbert.

Preuve : (voir[31] proposition 1 p.93)

Définition 1.4.9

Par définition

H1
0 (Ω) = la fermeture de D(Ω)dans H1(Ω)

H1
0 (Ω) = sous espace de H1(Ω)des fonctions nulles sur ∂Ω

W 1,p
0 (Ω) = la fermeture de D(Ω)dans W 1,p(Ω)

Wm,p
0 (Ω) = la fermeture de D(Ω)dans Wm,p(Ω).

Puisque (par définition) D(Ω) est dense dans H1
0 (Ω), on peut identifier le dual H−1(Ω) de H1

0 (Ω)

à un espace de distributions sur Ω.

{
H−1(Ω) =

(
H1

0 (Ω)
)′

H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω) ⊂ D′(Ω)
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Définition 1.4.10

Pour m ∈ N, on désigne par Hm
0 (Ω) la fermeture de D(Ω) dans Hm(Ω).

De manière évidente, Hm
0 (Ω) est un sous-espace fermé de Hm(Ω), mais en général

Hm
0 (Ω) 6= Hm(Ω).

Signalons deux cas où on a bien l’égalité

(i) Si m = 0, alors H0(Ω) = L2(Ω) et donc H0
0 (Ω) = H0(Ω)

(ii) Si Ω = Rn, alors on peut montrer que Hm
0 (Rn) = Hm(Rn)

Théorème 1.4.4 (inégalité de Poincaré théorème 5.3.1[5])

Soit Ω un ouvert de Rn borné dans une direction. Alors, pour tout 1 ≤ p < +∞, il existe une

constante Cp,n(Ω) qui dépend seulement de Ω, p et n telle que

(∫
Ω
|v(x)|p dx

) 1
p

≤ Cp,n(Ω)
(∫

Ω

n∑
i=1
| ∂v
∂xi
|p dx

) 1
p

, ∀v ∈W 1,p
0 (Ω).

Théorème 1.4.5 (inégalité de Poincaré) (théorème 1.4.6 p.11 [45])

Soit Ω un ouvert borné de Rn et u ∈ H1
0 (Ω). Alors il existe une constante positive C qui dépend

seulement de Ω et n telle que

‖u‖L2(Ω) ≤ C‖∇u‖L2(Ω), ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Théorème 1.4.6 ([45] théorème 1.4.7 p.11)

Soit Ω un ouvert borné de classe C1 de Rn. Il y a une constante positive C qui dépend seulement

de Ω et n telle que pour tout u ∈ H1(Ω),

‖u‖L2(Ω) ≤ C
(
‖∇u‖L2(Ω) +

∣∣∣ ∫
Ω
u dx

∣∣∣) .
Définition 1.4.11

Soient deux espaces de Banach E et F tels que F ⊂ E. On dit que F s’injecte de manière continue

dans E (en notation F ↪→ E) si et seulement si l’opérateur identité

Id :
F → E

y 7→ y

est continu. De même, on dit que F s’injecte de manière compacte dans E (en notation F ↪→c E)si

et seulement si l’opérateur identité de F dans E est compact.
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Théorème 1.4.7 (de Relliche)

Si Ω un ouvert borné et à bord continu, alors

Hm(Ω) ↪→c H
m−1(Ω), ∀m ∈ N∗.

En particulier,

Hm(Ω) ↪→c L
2(Ω), ∀m ∈ N∗

Théorème 1.4.8 (injection de Sobolev)

Si Ω un ouvert borné et à bord lipschitzien, alors on a les deux injections suivantes

Hm(Ω) ↪→ Lp(Ω), ∀m ∈ N∗, 1 ≤ p <∞ tel que m− n
2 ≥ −

n
p

Hm(Ω) ↪→ C(Ω̄), ∀m ∈ N∗ tel que m− n
2 > 0.

Pour les deux théorèmes 1.4.7 et 1.4.8 voir [43], [50] et [2]

Théorème 1.4.9 (théorème de trace) ([45] théorème 1.4.3 p.10)

Soit ν = (ν1, ν2, ..., νn) la normale unitaire extérieure sur ∂Ω et

γj = ∂ju

∂νj

∣∣∣
∂Ω
, ∀u ∈ Cm(Ω̄), j = 0, ...m− 1

Alors l’opérateur de trace, γ = {γ0, ..., γm−1}, peut être prolongé uniquement à un opérateur de

Wm,p(Ω) vers
m−1∏
j=0

W
m−j− 1

p
,p(∂Ω)

γ : u ∈Wm,p(Ω) 7→ γu = {γ0u, ..., γm−1u} ∈
m−1∏
j=0

W
m−j− 1

p
,p(∂Ω).

De plus, elle une application surjective.

Notons que les espacesWm−j− 1
p
,p(∂Ω) sont des espaces à dérivées d’ordre fractionnaire. (Pour plus

de detail voir [43]).

Soit Ω un ouvert borné de Rn de frontière ∂Ω de classe C1. Alors, pour toute fonction u ∈ H1(Ω),

d’après le théorème de trace, on a u
∣∣∣
∂Ω
∈ H

1
2 (∂Ω) ⊂ L2(∂Ω).

26



Outils d’analyse fonctionnelle et espaces de Sobolev

Nous avons maintenant les résultats suivants.

Théorème 1.4.10 ([45] théorème 1.4.4 p.10)

Soit Ω un ouvert borné de Rn de frontière ∂Ω de classe C1.

Alors pour toute fonction u ∈ H1(Ω), l’estimation suivante a lieu

‖u‖L2(∂Ω) ≤ C‖u‖
1
2
H1(Ω)‖u‖

1
2
L2(Ω)

avec C une constante positive indépendante de u.

Théorème 1.4.11 (formule de Green)(théorème 1.3.2 de [9])

Soit Ω un ouvert borné de Rn de classe C1.

(1) Si u ∈ C1(Ω̄), v ∈ C1(Ω̄) et ∆v ∈ C(Ω̄), alors

∫
Ω
u(x)∆v(x) dx = −

∫
Ω
∇u(x).∇v(x) dx+

∫
∂Ω
u(x)∂v

∂ν
(x) dΓ.

(2) Si u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄) et ∆u,∆v ∈ C(Ω̄), alors

∫
Ω

[
u(x)∆v(x)− v(x)∆u(x)

]
dx =

∫
∂Ω

(
u(x)∂v

∂ν
(x)− v(x)∂u

∂ν

)
dΓ.

Théorème 1.4.12 (Lax-Milgram [5])

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire <,>H et la norme correspondante

‖ . ‖H=<,>
1
2
H.

Soit a : H×H → R une forme bilinéaire qui satisfait les deux conditions (i) et (ii) suivantes

(i) a est continue, c’est à dire il existe une constante M > 0 telle que

∀u, v ∈ H : |a(u, v)| ≤M ‖ u ‖H‖ v ‖H

(i) a est coercive, c’est à dire il existe une constante α > 0 telle que

∀v ∈ H : a(v, v) ≥ α ‖ v ‖2H .

Alors pour tout L ∈ H′ (L est une forme linéaire continue sur H), il existe une unique

u ∈ H telle que

a(u, v) = L(v), ∀v ∈ H
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Théorème 1.4.13 (d’unicité de Holmgren. théorème 1.6 page 17 de [42] )

Soit

P (x,D) =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα
x

un opérateur linéaire à coéfficients analytiques sur un ouvert Ω de Rn et soit Σ une hypersurface

non caractéristique par rapport à P (x,D), de classe C1 de sorte que nous avons une partition

Ω = Ω−
⋃

Σ
⋃

Ω+

avec Ω− et Ω+ sont ouverts.

Soit u une distribution sur Ω telle que Pu = 0 et u
∣∣∣
Ω−

= 0. Alors u = 0 sur un voisinage ouvert

de Σ.

1.5 Analyse spectrale

Définition 1.5.1

Soit E un espace de Banach et
(
A, D(A)

)
un opérateur borné ou non borné

1) On appelle ensemble résolvant de A l’ensemble

ρ(A) = {λ ∈ C : λI −A : D(A)→ E est inversible}.

L’ensemble résolvant est un ouvert de C.

2) Pour λ ∈ ρ(A) on note, R(λ) = (λI −A)−1.

La famille d’opérateurs linéaires {(λI −A)−1 : λ ∈ ρ(A)} est appelée la résolvante de A.

• La fonction λ→ R(λ) est analytique de ρ(A) dans L(E),

• D’après le théorème du graphe fermé, il résulte que l’opérateur (λI −A)−1 : E → E est continu

sur E.

• L’application (λI −A)−1 : E → D(A) ⊂ E est compacte si l’injection :(
D(A), ‖.‖D(A)

)
→ (E, ‖.‖E) est compacte.

• On a pour tout (λ, µ) ∈ ρ(A)× ρ(A), L’identité de la résolvante

R(λ)−R(µ) = (µ− λ)R(λ)R(µ)
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3) On appelle spectre de A l’ensemble

σ(A) = C \ ρ(A) = {λ ∈ C : λI −A non inversible}.

Un tel λ est appelé une valeur spectrale de A.

• σ(A) est un compact de C.

4) σp(A) = {λ ∈ C : λI −A : D(A)→ E non injectif }

σp(A) est lensemble des valeurs propres de A. σp(A) est l’ensemble des λ ∈ C tels qu’il existe

u ∈ E \ {0} tel que

Au = λu

5) σr(A) = {λ ∈ C : λI −A : D(A)→ E injectif et Im(λI −A) 6= E}

σr(A) est le spectre résiduel de A.

Et

σc(A) =
{
λ ∈ C : λI −A : D(A)→ E injectif et Im(λI −A) = E

et (λI −A)−1 : Im(λI −A)→ D(A) non borné

}

σc(A) est le spectre continu de A.

6) L’esemble σ(A) se décompose en l’union disjointe

σ(A) = σp(A) ∪ σr(A) ∪ σc(A).
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1.6 Opérateurs dissipatifs et m-dissipatifs

Définition 1.6.1

Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe muni d’un produit scalaire <,> et de la norme induite

‖ . ‖. Soit A un opérateur linéaire à domaine dense sur H, c’est à dire A : D(A) ⊆ H → H et

D(A) = H.

- En cas où H est de Hilbert sur C, on dit que A est dissipatif si pour tout x ∈ D(A),

<〈Ax, x〉 ≤ 0.

- En cas où H est de Hilbert sur R, on dit que A est dissipatif si pour tout x ∈ D(A),

〈Ax, x〉 ≤ 0.

Définition 1.6.2

Un opérateur linéaire A dans un espace de Banach E est dit m-dissipatif si A et dissipatif

et λI −A est surjectif c’est à dire Im(λI −A) = E, pour tout λ > 0.

Théorème 1.6.1

Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné sur un espace de Banach E. Si A est dissipatif

avec Im(I −A) = E, et E est réflexif, alors D(A) = E.

Théorème 1.6.2

Soit A un opérateur m-dissipatif, alors

(•) Im(λI −A) = E.

(•) ]0,+∞[⊆ ρ(A).
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1.7 Semi-groupes, existence et unicité de la solution

1.7.1 Concepts sur les semi-groupes

Dans cette section on va d’introduire quelques notions de base concernant les semi-groupes.

On commence par des définitions et théorèmes de base.

Définition 1.7.1

La famille (S(t))t≥0 d’opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach E (c’est à dire ∀t ≥

0, S(t) ∈ L(E)) est dite un semi-groupe fortement continu (en bref C0- semi-groupe) si

(1) S(t+ s) = S(t)S(s), ∀t, s ≥ 0

(2) S(0)=I

(3) (S(t))t≥0 est fortement continue sur [0,+∞[ (ce qui est équivalent à

lim
t→0
‖S(t)x− x‖E = 0, Pour tout x ∈ E).

Pour un tel C0-semi-groupe (S(t))t≥0, l’opérateur A défini par

D(A) =
{
x ∈ E : lim

t→0+

S(t)x− x
t

existe
}

et

Ax = lim
t→0+

S(t)x− x
t

, ∀x ∈ D(A)

est dit le générateur infinitésimal du semi-groupe (S(t))t≥0 et D(A) est dit le domaine de A.

Etant donné un opérateurA, siA coïnside avec le générateur infinitésimal du semi-groupe (S(t))t≥0,

alors on dit qu’il génére le semi-groupe fortement continu (S(t))t≥0. Parfois on note également

S(t) = etA.

Théorème 1.7.1 ( Hille-Yosida)[[45] Thm 1.2.1 p. 4]

Un opérateur linéaire (non borné) A est le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe de

contraction (S(t))t≥0 sur un espace de Hilbert H si et seulement si

(i) A est fermé et D(A) = H.

(ii) l’ensemble résolvant ρ(A) de A contient R+ et pour tout λ > 0

‖ (λI −A)−1 ‖≤ 1
λ
.

Proposition 1.7.1 ([51] p.22)

Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe sur un espace de Banach E. Alors ils existent des constantes
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M ≥ 1 et ω ≥ 0 telles que

‖ S(t) ‖L(X)≤Meωt, ∀t ≥ 0.

Si ω = 0 alors le semi-groupe correspondant est uniformément borné. De plus, si M = 1 alors

(S(t))t≥0 est dit C0-semi-groupe de contraction.

Théorème 1.7.2 (théorème 2.19 [39] )

Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe de générateur infinitésimal A sur un espace de Banach E.

Alors le type ω0 du semi-groupe (S(t))t≥0 satisfait

ω0 = lim
t→+∞

ln ‖S(t)‖
t

.

Théorème 1.7.3 (théorème 2.20 [39] )

Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe de générateur infinitésimal A sur un espace de Banach E et σ(A)

le spectre de A.

Alors le type ω0 du semi-groupe (S(t))t≥0 satisfait

ω0 ≥ sup{<e(λ), λ ∈ σ(A)},

où <e(λ) désigne la partie réelle de λ et sup{<e(λ), λ ∈ σ(A)} est la borne spectrale de A.

Théorème 1.7.4 (théorème 2.21 [39] )

Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe analytique de générateur infinitésimal A sur un espace de Banach

E et σ(A) le spectre de A.

Alors le type ω0 du semi-groupe (S(t))t≥0 satisfait

ω0 = sup{<e(λ), λ ∈ σ(A)}.
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Théorème 1.7.5 (Lumer-Phillips)

Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach E.

Alors A le est générateur d’un C0-semi-groupe de contraction (S(t))t≥0 si et seulement si

(i) D(A) = E.

(ii) A est m-dissipatif.

Corollaire 1.7.1

Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach E. Alors,

A est le générateur d’un C0-semi-groupe de contraction (S(t))t≥0 sur E si et seulement si

(i) A est fermé et D(A) = E.

(ii) A et A∗ sont dissipatifs.

Corollaire 1.7.2

Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné sur un espace de Hilbert H. A est le générateur

d’un C0-semi-groupe de contraction si et seulement si A est un opérateur m-dissipatif.

Théorème 1.7.6 ([45] théorème 1.2.4 p.3)

Soit A un opérateur linéaire à domaine dense D(A) sur un espace de Hilbert H. Si A est dissipatif

et 0 ∈ ρ(A) l’esemble résolvant de A, alors A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe

de contraction sur H.

La majorité des équations d’évolution peuvent être réduites sous la forme d’un problème de Cauchy

abstrait suivant {
U ′ = AU, t > 0,

U(0) = U0,
(1.2)

où A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe (S(t))t≥0 sur un espace de Hilbert H.

Théorème 1.7.7 (Hille-Yosida)

Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné sur H. Supposons que A est le générateur infini-

tésimal d’un C0-semi-groupe de contraction (S(t))t≥0. Alors,

(1) Pour U0 ∈ D(A), le problème (1.2) admet une solution forte unique

U(t) = S(t)U0 ∈ C0
(
R+, D(A)

)
∩ C1

(
R+,H

)
.

(2) Pour U0 ∈ H le problème (1.2) admet une solution faible unique

U(t) ∈ C0
(
R+,H

)
.
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1.7.2 Stabilité du semi-groupe

Définition 1.7.2

Soit ω(A) = sup{<e(λ), λ ∈ σ(A)} la borne spectrale de A.

On dit que le semi-groupe (S(t))t≥0 est stable si lim
t+∞

S(t)x = 0, pour tout x ∈ E.

Si ω(A) < 0, alors (S(t))t≥0 est dit exponentiellement stable.

Définition 1.7.3

Supposons que A est le générateur d’un C0-semi-groupe de contraction (S(t))t≥0 sur un espace de

Banach E. On dit que le C0-semi-groupe (S(t))t≥0 est

(i) fortement stable si

lim
t→+∞

‖ S(t)x ‖E= 0, ∀x ∈ E.

(ii) Uniformément stable si

lim
t→+∞

‖ S(t) ‖L(E)= 0.

(iii) Faiblement stable si

pour tout x ∈ E et y ∈ E′, < S(t)x, y >→ 0 lorsque t→∞.

(iv) Asymptotiquement stable si

pour tout x ∈ E :‖ S(t)x ‖→ 0, lorsque t→∞.

(v) Exponentiellement stable s’ils existent deux constantes M ≥ 1 et ω > 0 telles que

‖ S(t)x ‖E≤Me−ωt ‖ x ‖E pour tout t ≥ 0, x ∈ E.

(vi) Polynomialement stable s’ils existent deux constantes positives C et α telles que

‖ S(t)x ‖E≤ Ct−α ‖ x ‖E , ∀t > 0,∀x ∈ E.

Définition 1.7.4

Un semi-groupe (S(t))t≥0 sur H est dit uniformément exponentiellement asymptotiquement stable

si et seulement s’il existent deux nombres positifs M ≥ 1 et ω tels que,

‖S(t)‖ ≤Me−ωt, pour tout t ≥ 0.
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Définition 1.7.5 :

Un C0-semi-groupe (S(t))t≥0 sur H est dit fortement L2-stable si et seulement si,

‖S(t)x‖ ∈ L2([0,+∞[), pour tout x ∈ H.

Définition 1.7.6

Un C0-semi-groupe (S(t))t≥0 sur H est dit uniformément stable ou L∞-stable, ou uniformément

borné, si et seulement s’il existe une constante positive M telle que, pour tout t ≥ 0

‖S(t)‖ ≤M

Théorème 1.7.8 [[38]. théorème 3.30. p.134]

Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe sur E de générateur A.

Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) (S(t))t≥0 est exponentiellement stable. C’est à dire, ‖ S(t) ‖≤Me−ωt,

pour M ≥ 1, ω > 0.

(2) (S(t))t≥0 est uniformément stable. C’est à dire, lim
t→+∞

‖ S(t) ‖L(E)= 0.

(3) Il existe t0 > 0 tel que

‖ S(t0) ‖< 1

Théorème 1.7.9

Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe uniformément borné sur un espace de Banach E et soit A son

générateur. Alors

(i) Si (S(t))t≥0 est asymptotiquement stable, alors σ(A)
⋂
iR ⊂ σc(A) le spectre continu de A.

(ii) Si σ(A)
⋂
iR ⊂ σc(A), et σc(A) est dénombrable, alors (S(t))t≥0 est asymptotiquement stable.

(iii) Si (λI − A)−1 est compacte, alors (S(t))t≥0 est asymptotiquement stable si et seulement si

<λ < 0 pour tout λ ∈ σ(A).

Preuve : (voir [38] théorème 3.26 p.130).
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Théorème 1.7.10

Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe sur un espace de Hilbert H de générateur A.

Alors (S(t))t≥0 est exponentiellement stable si et seulement si {λ : <λ ≥ 0} ⊂ ρ(A) et

‖ (λI −A)−1 ‖≤M pour tout λ avec <λ ≥ 0 et M > 0 une constante.

Preuve : (voir [38] théorème 3.35 p.139).

Corollaire 1.7.3

Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe uniformément borné sur un espace de Hilbert H de générateur

A.

Alors (S(t))t≥0 est exponentiellemnt stable si et seulement si iR ⊂ ρ(A) et

M0 := sup
τ∈R
‖ (iτI −A)−1 ‖<∞

Preuve : voir ([38]), p 140.

On cherche les conditions nécessaires de la stabilité forte d’un C0-semi-groupe. Le résultat a été

obtenu par Arendt et Batty par le théorème de stabilité d’un C0-semi-groupe suivant :

Théorème 1.7.11 (Arendt et Batty)

Supposons que A est le générateur d’un C0-semi-groupe de contraction (S(t))t≥0 sur un espace de

Banach réflexif E.

Si

(i) A n’a pas de valeurs propres imaginaires pures.

(ii) σ(A) ∩ iR est dénombrable.

Alors (S(t))t≥0 est fortement stable.

Théorème 1.7.12 [[45] théorème 1.3.1 p. 4]

Soit S(t) = eAt un C0-semi-groupe sur un espace de Hilbert H. Alors (S(t))t≥0 est exponentielle-

ment stable si et seulement si

sup{<λ, λ ∈ σ(A)} < 0

et

sup
<λ≥0

‖ (λI −A)−1 ‖<∞

ont lieu.
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Critère du domaine fréquentiel

Soit S(t)t≥0 un C0-semi-groupe uniformément borné sur un espace de Hilbert H et de géné-

rateur A.

Alors S(t)t≥0 est exponentialement stable si et seulement si l’axe imaginaire est contenu dans

l’esemble résolvant de A et

sup
β∈R
‖(iβI −A)−1‖ <∞.

Théorème 1.7.13 (Huang-Pruss)

Supposons que A est le générateur d’un C0-semi-groupe de contraction (S(t))t≥0 sur H.

(S(t))t≥0 est uniformément stable si et seulement si

1) iR ⊂ ρ(A).

2) sup
β∈R
‖(iβI −A)−1‖L(H) < +∞.

La seconde condition est une méthode classique basée sur l’analyse spectrale de l’opérateur A.

Remarque 1.7.1

Dans le cas où le C0-semigroupe n’est pas exponentiellement stable nous recherchons qu’il est

polynomialement stable.

Les résultats de la stabilité exponentielle sont obtenus en utilisant des méthodes comme par exemple

la méthode des multiplicateurs, l’approche du domaine de fréquence , l’approche de base de Riesz

et l’analyse de Fourier ou une combinaison de ces dernières.

Dans cette thèse on va utiliser seulement deux méthodes, la première s’agit de l’approche de

domaine de fréquence qui a été obtenue par Huang-Pruss.

La deuxieme méthode est une méthode classique basée sur l’analyse spectrale de l’opérateur A.

Théorème 1.7.14 (Batty, A. Borichov et Y. Tomilov, Z. Liu et B. Rao)

Supposons que A est le générateur d’un C0-semi-groupe de contraction (S(t))t≥0 sur un espace de

Hilbert H.

Si iR ⊂ ρ(A), alors pour tout l > 0 fixé, les conditions suivantes sont équivalentes

(1) lim
|λ|→+∞

sup 1
λl
‖ (λI −A)−1 ‖L(H)< +∞

(2) ‖ S(t)U0 ‖H≤
C

tl−1 ‖ U0 ‖D(A), ∀t > 0, U0 ∈ D(A), pour C > 0 quelconque.
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Condition de contrôle géométrique

1.8 Condition de contrôle géométrique

Soit Ω un ensemble borné de Rn, n ≥ 2, de frontière lipshitzienne ∂Ω = Γ0
⋃

Γ1 de classe C2

où Γ0 et Γ1 sont des sous-ensembles fermés de Γ tels que Γ̄0
⋂

Γ̄1 = ∅ et Γ1 6= ∅.

Définition 1.8.1

On dit que ∂Ω satisfait la Condition de contrôle géométrique (Appelée GCC), si tout rayon du

système géométrique optique , démarrant de chaque point x ∈ Ω au temps t = 0 du temps fini T .

Définition 1.8.2

On dit que la condition de contrôle géométrique de multiplicateur (Appelée MGC) a lieu s’il existe

x0 ∈ Rn et une constante positive m0 > 0 tels que

m.ν ≤ 0 sur Γ0 et m.ν ≥ m0 sur Γ1.

avec m(x) = x− x0, pour tout x ∈ Rn.

Pour les définitions (1.8.1) et (1.8.2), voir [3], page 53.

1.9 Contrôle à dérivée fractionnaire

Dans cette section on introduit les éléments nécessaires pour une bonne compréhension de ce

travail.

On inclut un bref rappel des éléments de base de la théorie du calcul fractionnaire. Le concept du

calcul fractionnaire est une généralisation de dérivation et d’intégration ordinaires pour un ordre

arbitraire. Les dérivées d’ordre non entier sont maintenant largement appliquées dans beaucoup

de domaines, par exemple dans les sciences économiques, électronique, la mécanique, la biologie,

la probabilité et la viscoélasticité. Un intérét particulier pour la dérivation fractionnaire est lié àla

modélisation mécanique des gommes et des caoutchoucs. En bref, toutes les genres de matériaux

qui préservent la mémoire des déformations précédentes en particulier viscoélastiques. En effet, la

dérivation fractionnaire est présentée naturellement.

Le calcul fractionnaire est un champ important qui se développe dans des mathématiques pures et

appliquées. Beaucoup de problèmes réels du monde ont été étudiés dans les dérivées fractionnaires,

en particulier la dérivée fractionnaire de Caputo qui est utilisée intensivement et avec succés dans

beaucoup de branches des sciences et de la technologie.
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Contrôle à dérivée fractionnaire

1.9.1 Notions sur les dérivées fractionnaires

La fonction Γ est définie par

Γ(z) =
∫ +∞

0
tz−1e−t dt, <(z) > 0

où tz−1 = e(z−1) log t, cette intégrale est convergente pour tout complexe z ∈ C et <(z) > 0.

La fonction Γ vérifie la formule

Γ(z + 1) = zΓ(z), <(z) > 0

En particulier, si z = n ∈ N∗, alors

Γ(n) = (n− 1)!, n ∈ N∗

Définition 1.9.1 :

L’intégrale fractionnaire d’ordre α > 0, au sens de Riemann-Liouville est donnée par

Iαa f(t) = 1
Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1f(s) ds, t > a

Définition 1.9.2

la dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 au sens de Riemann-Liouville d’une fonction f définie

sur l’intervalle [a, b] est donnée par

Dα
RL,af(t) = DnIn−αa f(t) = 1

Γ(n− α)
dn

dtn

∫ t

0
(t− s)n−α−1f(s) ds, n = [α] + 1, t > a,

où [α] désigne la partie entière de α.

En particulier, si α = 0, alors

D0
RL,af(t) = I0

af(t) = f(t)

Si α = n ∈ N, alors

Dn
RL,af(t) = f (n)(t)
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Contrôle à dérivée fractionnaire

De plus, si 0 < α < 1, alors n = 1, donc

Dα
RL,af(t) = 1

Γ(1− α)
d

dt

∫ t

0
(t− s)−αf(s) ds, t > a.

Exemple 1.1

Soit α > 0, γ > −1 et f(t) = (t− a)γ, alors

Iαa f(t) = Γ(γ + 1)
Γ(γ − α+ 1)(t− a)γ+α, ,

Dα
RL,af(t) = Γ(γ)

Γ(γ − α+ 1)(t− a)γ−α

En particulier, si γ = 0 et α > 0, alors Dα
RL,a(C) = C

(t− a)−α

Γ(1− α)

Définition 1.9.3 :

la dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 au sens de Caputo, définie sur l’intervalle [a, b], est donnée

par

Dα
C,af(t) = Dα

RL,a

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t− a)k

)
(1.3)

où

n =
{ [α] + 1 si α 6∈ N,

α si α ∈ N∗.

En particulier, lorsque 0 < α < 1, la relation (1.3) prend la forme

Dα
C,af(t) = Dα

C,a

([
f(t)− f(a)

])
= I1−α

a f ′(t)

= 1
Γ(1− α)

∫ t

a
(t− a)−αf ′(s)ds.

Si α ∈ N, alors f (n)(t) et Dα
C,af(t) = fn(t) coïncident, c’est à dire

Dα
Caf(t) = fn(t).

Exemple 1.2

Let α > 0 et f(t)(t− a)γ où γ > −1. alors

Dα
Caf(t) = Γ(γ)

Γ(γ − α+ 1)(t− a)γ−α.

En particulier, si γ = 0 et α > 0, alors Dα
CaC = 0 .
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Chapitre 2

Rappels sur quelques types de

fonctions

• Enonçons des hypothèses précises sur la fonction µ.

µ est une fonction mesurable non négative telle que

∫ ∞
−∞

|µ(ξ)|2

1 + ξ2 dξ <∞. (2.1)

• Nous rappelons maintenant les définitions et quelques propriétés des fonctions suivantes :

1) fonctions à variation lente.

2) Fonctions à variation régulière.

3) Fonctions à croissance positive.

4) Fonctions de Stieltjes (voir [16]) qui sont nécessaires pour déterminer le comportement asymp-

totique de S̃g(λ) (voir le Lemme 2.0.2 ci-dessous) quand µ a une forme générale.

2.0.1 Fonctions à variation lente

Définition 2.0.1

Soit l une fonction strictement positive mesurable définie sur [a,+∞) pour certain a ∈ R et satisfait

lim
s→∞

l(λs)
l(s) = 1,

pour tout λ > 0.

Alors l s’appelle une fonction à variation lente.
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Rappels sur quelques types de fonctions

Exemple 2.1

a) Des exemples standards sur des fonctions à variation lente :

• logarithme itéré logk(s) = log...logs, k ∈ N.

• exp (log1s)α1(log2s)α2 ...(logks)αk , αi ∈ (0, 1), 1 ≤ i ≤ k,

• exp
(

logs
log(logs)

)
.

b) Une conséquence de la définition 2.0.1 est que la somme et le produit de deux fonctions à

variation lente est une fonction à variation lente. De plus, si l est une fonction à variation lente

les fonctions suivantes sont aussi à variation lente,

• lα : s 7→ (l(s))α, α ∈ R.

• lα : s 7→ l(sα), α > 0.

• l.log : s 7→ l(s)logs.

Théorème 2.0.1

La fonction l est à variation lente si et seulement si elle est sous la forme

l(s) = c(s) exp
{∫ s

0

ε(t)
t
dt
}
, s ≥ a

pour a > 0 quelconque, où c et ε sont des fonctions mesurables, c(s)→ c > 0 et ε(s) → 0 lorsque

s→ +∞.

Preuve : voir ( [16], théorème 1.3.1).

Corollaire 2.0.1

Soit l une fonction à variation lente, et γ > 0.

(a) Ils existent des constantes positives C, c telles que

c
(s
t

)γ
≤ l(t)
l(s) ≤ C

( t
s

)γ
pour tout s, t assez grands avec t ≥ s.

(b) Lorsque s→ +∞,

sγl(s)→∞, s−γl(s)→ 0. (2.2)

D’autre part, il ya des fonctions à variation lente telle que

lim inf
s→∞

l(s) = 0, lim sup
s→∞

l(s) =∞.
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Rappels sur quelques types de fonctions

2.0.2 fonctions à variation régulière

Définition 2.0.2

Une fonction positive f est dite à variation régulière d’indice α ∈ R s’il existe une fonction l à

variation lente telle que

f(s) = sαl(s), s ≥ a pour tout a.

Une telle fonction a une représentation

f(s) = sαc(s) exp
{∫ s

0

ε(t)
t
dt
}
, s ≥ a

où c et ε sont définies comme dans le théorème (2.0.1).

Proposition 2.0.1 Soit l une fonction à variation lente, et soit α > 0. Alors

(a) l]] ∼ l.

(b) Si f(s) ∼ sαl(sα), alors f−1(s) ∼ s1/αl](s)1/α.

(c) Si g : (0, a]→ (0,∞) et g(s) ∼ sα/l(s−α) lorsque s→ 0+, alors

g−1(s) ∼ s1/α/l](1/s)1/α lorsque s→ 0+.

Preuve : voir ([11]).

2.0.3 fonctions à croissance positive

Définition 2.0.3

Etant donné a ≥ 0 et une fonction mesurable M : [a,+∞)→ (0,+∞).

On dit que M a une croissance positive s’ils existent des constantes positives α > 0,

c ∈ (0, 1] et s0 ≥ a telles que

M(λs)
M(s) ≥ cλ

α, λ ≥ 1, s ≥ s0 (2.3)
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2.0.4 fonctions de Stieltjes

Définition 2.0.4

Soit l une fonction à variation lente sur R+, α ≥ 0 et supposons que la fonction g telle que

g(s) = sαl(s) est croissante. La fonction de Stieltjes associée

Sg(λ) =
∫ ∞

0

d g(s)
λ+ s

=
∫ ∞

0

sαl(s)
(λ+ s)2 ds

est définie si l’une des intégrales précédentes est finie (voir ([61] page 7)). Ceci se produit si α < 1

d’aprés (2.2), ou si α = 1 et
∫ ∞

0

l(s)
1 + s

ds est finie.

Nous aurons besoin des théorèmes de Abelian/Tauberian de Karamata.

Théorème 2.0.2 [Karamata]

Soit g une fonction croissante sur R+, et soit Sg la fonction de Stieltjes associée. Soit 0 < σ ≤ 1,

et l une fonction à variation lente sur R+.

(a) Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) g(s) ∼ s1−σl(s), s→∞.

(ii) Sg(λ) ∼ Γ(σ)Γ(2− σ)λ−σl(λ), λ→∞.

(b) Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) g(s) ∼ s1−σl(1/s), s→ 0+.

(ii) Sg(λ) ∼ Γ(σ)Γ(2− σ)λ−σl(1/λ), λ→ 0.

Preuve :

L’assertion (a) a été demontrée dans ( [16], Théorème 1.7.4) (L’implication Tauberian a été

démontrée dans( [57] Théoréme 2.5). La preuve de l’assertion (b) est analogue à la preuve de

l’assertion (a), en utilisant quelques résultats préliminaires de ( [16], Sections 1.5, 1.7).

�

Lemme 2.0.1

Soit U(x) =
∫ x

0
u(y) dy.

Si u(x) ∼ cxρ−1l(x)
Γ(ρ) , (x→∞), où c ∈ R, ρ > 0 et l est une fonction à variation lente, alors

U(x) ∼ cxρl(x)/Γ(ρ+ 1), (x→∞).
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Rappels sur quelques types de fonctions

Remarque 2.0.1

Le cas où σ = 0 dans le théorème 2.0.2 est aussi intéressant. On peut obtenir le résultat d’Abelian

Karamata.

En effet

si

g(s) ∼ sl(s) s→∞ with
∫ ∞

0

l(s)
1 + s

ds <∞.

On a

Sg(λ) =
∫ ∞

0
e−λtV (t) dt

où

V (t) =
∫ ∞

0
e−tydg(y) = ĝ(t).

Alors d’après le théorème 1.7.1 de [ [16],P. 37 ], on trouve

V (t) ∼ t−1l

(1
t

)
lorsque t→ 0.

Par conséquent

H(x) =
∫ x

0
V (t) dt ∼

∫ x

0
s−1l

(1
s

)
ds ∼

∫ ∞
1
x

l(s)
s
ds lorsque x→ 0.

La fonction l est normalisée différentiable, alors

(
l(s)
s

)′
l(s)
s

∼ −1
s
lorsque s→∞.

Ici l est normalisée dans le sens que la fonction s→ c(s) d’après le théorème (2.0.1) est constante.

Ceci est un cas critique. En faisant un changement de variable t = v ln s, on obtient

H(x) ∼
∫ ∞

ln 1
x

l(et) dt.

Maintenant si
(l(et))′

l(et) ∼
γ

t
quand t→∞ avec γ < −1.
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On en déduit d’après Dieudonné [30] (Théorème 10.5 (ii)) que

H(x) ∼ −
l( 1
x) ln 1

x

γ + 1 quand x→ 0.

Alors d’après le théorème 1.7.1 de [16] (P.38), on trouve

Sg(λ) = Ĥ(λ) = − 1
γ + 1 l(λ) lnλ lorsque λ→∞.

Si on a ∣∣∣(l(et))′
l(et)

∣∣∣ � 1
t

quand t→∞. (2.4)

Utilisons le Théorème (10.7)(ii) p. 96 dans le livre de Dieudonné [30], on obtient

H(x) ∼
x
(
l( 1
x)
)2∣∣∣(l′( 1

x))
∣∣∣ lorsque x→ 0

et par conséquent

Sg(λ) = Ĥ(λ) ∼ (l(λ))2

λ|l′(λ)| quand λ→∞.

Exemple 2.2

1) Soit l(s) = (ln s)β avec β < −1. Alors

V (t) = ĝ(t) ∼ s−1l

(1
s

)
(s→ 0)

et

H(x) =
∫ x

0
V (t) dt = − 1

β + 1(− ln x)β+1 quand x→ 0.

Donc

Sg(λ) = Ĥ(λ) ∼ − 1
β + 1(lnλ)β+1 quand λ→∞.

2) De même, on pose

l(s) = (ln s)−1(ln ln s)−1 . . . (ln[n−1] s)−1(ln[n] s)β, β < −1.
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Rappels sur quelques types de fonctions

Ici ln[n] désigne l’iteration logharitmique n fois .On trouve

Sg(λ) ∼ − 1
β + 1(ln[n] λ)β+1 as λ→∞.

3) On pose

l(s) = e−
√

ln s

ln s .

Comme l satisfait (2.4), on obtient

Sg(λ) ∼ 2e
−
√

lnλ
√

lnλ
lorsque λ→∞.

Notre résultat principal est le suivant.

Lemme 2.0.2

Soit Dη = C\]−∞,−η]. On définit

g(s) =
∫ s

0

µ2(
√
ξ)√
ξ

dξ. (2.5)

Supposons que g(s) ∼ s1−σl(s) (lorsque s → ∞) où l est une fonction à variation lente sur

R+, 0 < σ ≤ 1 ou σ = 0 et
∫∞

0 l(s)/(s+ 1) ds est finie. Alors la fonction S̃g : Dη → C telle que

S̃g(λ) = Sg(λ+ η) =
∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
λ+ η + ξ2 dξ

est holomorphe.

De plus

S̃g(λ) ∼ Γ(σ)Γ(2− σ)(λ+ η)−σl(λ+ η) quand |λ| → ∞ si 0 < σ ≤ 1.

Si σ = 0, on obtient un type différent du comportement de S̃g selon la remarque 2.0.1.

Remarque 2.0.2

Un résultat similaire du lemme 2.0.2 reste vrai dans le cas Log-periodique régulier ( une extention

normale et importante de fonction à variation régulière ). La preuve marche tout au long comme

dans la preuve du théorème 2.0.2, aussi les deux théorèmes de Tauberian pour la transformation

de laplace et le théorème de densité monotone sont vrais dans l’étape Log-périodique ( pour des

details, voir [21]et [35]).
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Preuve (du lemme 2.0.2).

Soit

fλ(ξ) = µ2(ξ)
λ+ η + ξ2 .

D’après (2.1) la fonction fλ est intégrable. De plus, on a

∣∣∣∣∣ µ2(ξ)
λ+ η + ξ2

∣∣∣∣∣ ≤


µ2(ξ)
η0 + η + ξ2 pour tout <λ ≥ η0 > −η, =λ = 0

µ2(ξ)
η̃0

χ[0,R[ + c
µ2(ξ)
ξ2 χ[R,∞[ pour tout |=λ| ≥ η̃0 > 0

pour R est assez grand.

D’après le théorème 1.16.1 dans [60], la fonction S̃g : Dη → C est holomorphe.

Pour un nombre réel λ > −η, on a

S̃g(λ) =
∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
λ+ η + ξ2 dξ = 2

∫ +∞

0

µ2(ξ)
λ+ η + ξ2 dξ =

∫ +∞

0

µ2(
√
ξ)√
ξ

λ+ η + ξ
dξ

=
∫ +∞

0

g(s)
(λ+ η + s)2 ds

et d’après le théorème 2.0.2,

S̃g(λ) ∼ Γ(σ)Γ(2− σ)(λ+ η)−σl(λ+ η) quand |λ| → ∞ si 0 < σ ≤ 1.

Les deux fonctions holomorphes S̃g et Γ(σ)Γ(2−σ)(λ+η)−σl(λ+η) sont équivalentes (au voisinage

de ∞) sur la demi-droite ] − η,+∞[, et donc, grâce au principe des zéros isolés, ce résultat reste

vrai sur Dη ( voir le théorème 1.3.1 et le théorème 1.3.3 de [60]).

En particulier si µ(ξ) = |ξ|
2α−1

2 , on obtient σ = 1− α et l(s) = 1/α.

Alors on applique le lemme 2.0.2, on trouve

S̃g(λ) ∼ π

sinαπ (λ+ η)α−1 lorsque |λ| → ∞. (2.6)

Dans [1],A. Benaissa , Z. Achouri et N. Amroun ont prouvé que l’équivalence asymptotique

dans (2.6) est réelement une égalité stricte.

�
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Chapitre 3

Stabilisation d’une équation des

ondes par un contrôle frontière de

type diffusif

3.1 Existence globale

3.1.1 Existence et unicité de la solution du système (P)

Dans ce chapitre, nous allons faire une étude qualitative du système (P ) :

(P )



utt(x, t)−∆u(x, t) = 0 dans Ω× (0,+∞)

u(x, t) = 0 sur ΓD × (0,+∞)
∂u

∂ν
(x, t) = −ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x, ξ, t) dξ sur ΓN × (0,+∞)

∂tφ(x, ξ, t) + (ξ2 + η)φ(x, ξ, t)− ut(x, t)µ(ξ) = 0 dans ΓN × (−∞,∞)× (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) sur Ω

φ(x, ξ, 0) = 0 sur ΓN × (−∞,∞).

Dans la première section de ce chapitre, en utilisant la théorie des semi-groupes, on donne le

résultat d’existence et d’unicité de la solution faible et forte du problème (P ).

On introduit la fonction vectorielle U = (u, v, φ)T , où v = ut, le système (P ) peut être écrit comme

une équation d’évolution linéaire sur l’espace H (précisé ci-dessous) comme suit :

{
U ′ = AU, t > 0,

U(0) = (u0, u1, φ0),
(3.1)
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où l’opérateur A est défini par

A


u

v

φ

 =


v

∆u

−(ξ2 + η)φ+ v(x, t)µ(ξ)

 . (3.2)

On considère l’espace suivant

H1
∗ (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω) : u|ΓD = 0

}

et l’espace de Hilbert

H = H1
∗ (Ω)× L2(Ω)× L2

(
ΓN × (−∞,+∞)

)
,

muni du produit scalaire

〈U, Ũ〉H =
∫

Ω
(vṽ +∇u∇ũ) dx+ ζ

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
φφ̃ dξ dΓ.

Le domaine de A est donc

D(A) =



(u, v, φ)T ∈ H : u ∈ H2(Ω) ∩H1
∗ (Ω), v ∈ H1

∗ (Ω),

−(ξ2 + η)φ+ v(x)µ(ξ) ∈ L2
(
ΓN × (−∞,+∞)

)
,

∂u

∂ν
(x) + ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(ξ) dξ = 0, x ∈ ΓN ,

|ξ|φ ∈ L2(ΓN × (−∞,+∞))


. (3.3)

La fonction de l’énergie de la solution associée au problème (P ) est définie par

E(t) = 1
2‖ut‖

2
2 + 1

2‖∇u‖
2
2 + ζ

2

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
|φ(x, ξ, t)|2 dξ dΓ. (3.4)

Lemme 3.1.1

Soit (u, φ) une solution régulière du problème (P ).

Alors, l’énergie définie par (3.4) satisfait

E ′(t) = −ζ
∫

ΓN

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ(x, ξ, t)|2 dξ dΓ ≤ 0. (3.5)
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Preuve.

Multiplions la première équation dans (P ) par ut, on trouve

1
2
d

dt
‖ut‖22 −<

∫
Ω

∆uutdx = 0.

On utilise l’intégration par parties sur Ω dans cette dernière équation, on obtient,

d

dt

(1
2‖ut‖

2
2 + 1

2‖∇u‖
2
2

)
+ ζ<

∫
ΓN

ut(x, t)
∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x, ξ, t) dξ dΓ = 0. (3.6)

Multiplions la quatrième équation de (P ) par ζφ et intégrons sur ΓN × (−∞,+∞), on obtient :

ζ

2
d

dt
‖φ‖2L2(ΓN×(−∞,+∞)) + ζ

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ(x, ξ, t)|2 dξ dΓ

−ζ<
∫

ΓN
ut(x, t)

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x, ξ, t) dξ dΓ = 0.

(3.7)

En vertu de (3.4), on a

E ′(t) = d

dt

[1
2‖ut‖

2
2 + 1

2‖∇u‖
2
2

]
+ +ζ

2
d

dt

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
|φ(x, ξ, t)|2 dξ dΓ.

D’après (3.6), (3.7) et la dernière égalité, on trouve

E ′(t) = −ζ
∫

ΓN

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ(x, ξ, t)|2 dξ dΓ.

Ce qui acheve la démonstration du lemme 3.1.1.

�

Dans la suite, on va établir le résultat d’existence et d’unicité du problème (3.1).

Théorème 3.1.1 (Existence et unicité)

(1) Si U0 ∈ D(A), alors le système (3.1) admet une unique solution forte

U ∈ C0
(
R+, D(A)

)
∩ C1(R+,H).

(2) Si U0 ∈ H, alors le système (3.1) admet une unique solution faible

U ∈ C0(R+,H).
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Lemme 3.1.2

1) L’opérateur A défini par (3.2) et (3.3) est dissipatif et satisfait :

pour tout U ∈ D(A),

<e〈AU,U〉H = −ζ
∫

ΓN

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ(x, ξ, t)|2 dξ dΓ. (3.8)

2) L’opérateur λI −A est surjectif pour tout λ > 0.

Preuve.

1) Montron que A est dissipatif.

Soit U = (u, v, φ)T ∈ D(A). On a

〈AU,U〉H =
∫

Ω
(∆u)v̄(x, t) dx+

∫
Ω

(∇ū∇v) dx+ ζ

∫
ΓN

∫ +∞

−∞

(
− (ξ2 + η)φ+ v(x, t)µ(ξ)

)
φ̄ dξdΓ

=
∫

Ω
(∆u)v̄ dx+

∫
Ω
∇ū∇v dx− ζ

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ|2 dξdΓ + ζ

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
v(x)φ̄µ(ξ) dξdΓ.

On intégre le premier terme du deuxième membre par parties, on obtient

〈AU,U〉H = −
∫

Ω
∇u∇v̄ dx+

∫
ΓN

∂u

∂ν
.v̄(x, t) dΓ +

∫
Ω
∇ū∇v dx

− ζ

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ|2 dξdΓ + ζ

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
v(x, t)φ̄µ(ξ) dξdΓ.

Comme ∇ū∇v = ∇u∇v̄. Alors

<〈AU,U〉H = <
∫

ΓN

∂u

∂ν
.v̄(x) dΓ + ζ<

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
v(x)φ̄µ(ξ) dξdΓ− ζ<

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ|2 dξdΓ.

D’où

<〈AU,U〉H = −ζ
∫

ΓN

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ|2 dξdΓ + ζ<

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
v(x)φ̄µ(ξ) dξdΓ + <

∫
ΓN

∂u

∂ν
.v̄(x) dΓ.

D’après l’ensemble D(A), on a ∂u

∂ν
= −ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(ξ) dξ sur ΓN . On multiplie cette équation

par v̄ et on intègre sur ΓN , on obtient∫
ΓN

∂u

∂ν
v̄(x) dΓ = −ζ

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
µ(ξ)v̄(x)φ(ξ) dξdΓ.

Alors

<〈AU,U〉H = −ζ
∫

ΓN

∫ +∞

−∞
(ξ2+η)|φ|2 dξdΓ+ζ<

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
v(x)φ̄µ(ξ) dξdΓ−ζ<

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
µ(ξ)v̄(x)φ(ξ) dξdΓ.

Comme v(x)φ̄(ξ) = v̄(x)φ(ξ), on conclut que

<〈AU,U〉H = −ζ
∫

ΓN

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ|2 dξdΓ ≤ 0.
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Ce qui signifie que l’opérateur A est dissipatif.

2)Maintenant, nous prouvons que l’opérateur λI −A est surjectif pour tout λ > 0.

Soit F = (f1, f2, f3)T ∈ H.

On montre qu’il existe U ∈ D(A) tel que

(λI −A)U = F. (3.9)

L’équation (3.9) est équivalente à


λu− v = f1,

λv −∆u = f2,

λφ+ (ξ2 + η)φ− v(x)µ(ξ) = f3.

(3.10)

Supposons que u a une régularité appropriée. Alors, la première équation et la troixième équation

du système (3.10) nous donnent successivement

v = λu− f1 ∈ H1
∗ (Ω) (3.11)

et

φ = f3(x, ξ) + µ(ξ)v(x)
ξ2 + η + λ

. (3.12)

En utilisant la deuxième équation de (3.10) et (3.11), on conclut que u satisfait

λ2u−∆u = f2 + λf1. (3.13)

La résolution du système (3.13) est équivalente à trouver u ∈ H2(Ω) ∩H1
∗ (Ω) telle que

∫
Ω

(λ2uw −∆uw) dx =
∫

Ω
(f2 + λf1)w dx, (3.14)

pour tout w ∈ H1
∗ (Ω).

En utilisant (3.14), et la troixième condition aux limites de (3.3) et l’égalité (3.12), alors la fonction

u satisfait le système suivant

∫
Ω

(λ2uw+∇u∇w) dx+ ζ̃

∫
ΓN

vw dΓ =
∫

Ω
(f2 + λf1)w dx− ζ

∫ +∞

−∞

µ(ξ)
ξ2 + η + λ

∫
ΓN

f3(x, ξ)w dΓ dξ,

(3.15)
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où ζ̃ = ζ

∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
ξ2 + η + λ

dξ.

En utilisant de nouveau (3.11), on en déduit que

v(x) = λu(x)− f1(x), pour tout x ∈ ΓN . (3.16)

On injecte (3.16) dans (3.15), on trouve∫
Ω

(λ2uw +∇u∇w) dx+ λζ̃

∫
ΓN

u w dΓ

=
∫

Ω
(f2 + λf1)w dx− ζ

∫ +∞

−∞

µ(ξ)
ξ2 + η + λ

∫
ΓN

f3(x, ξ)w dΓ dξ + ζ̃

∫
ΓN

f1w dΓ.
. (3.17)

Le problème (3.17) est de la forme

B(u,w) = L(w), (3.18)

où B : [H1
∗ (Ω)×H1

∗ (Ω)]→ C est une forme sesquilinéaire définie par

B(u,w) =
∫

Ω
(λ2uw +∇u∇w) dx+ λζ̃

∫
ΓN

u w dΓ

et L : H1
∗ (Ω)→ C est une forme anti-linéaire donnée par

L(w) =
∫

Ω
(f2 + λf1)w dx− ζ

∫ +∞

−∞

µ(ξ)
ξ2 + η + λ

∫
ΓN

f3(x, ξ)w dΓ dξ + ζ̃

∫
ΓN

f1w dΓ.

Il est facile de montrer que B est continue et est coercive, et L est continue.

Par conséquent d’après le lemme de Lax-Milgram, le système (3.18) admet une unique solution

u ∈ H1
∗ (Ω).

En vertu du théorème de la régularité pour les équations linéaires elliptiques, il vient que

u ∈ H2(Ω).

Donc l’opérateur λI −A est surjectif pour tout λ > 0.

�
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Preuve(du théorème (3.1.1)) :

On utilise l’approche des semi-groupes. En vertu du lemme (3.1.2) l’opérateur A est m-dissipatif.

Donc d’après le théorème 1.7.5 de Lumer-Phillips, l’opérateur A engendre un C0-semi-groupe

de contraction etA. Donc la solution du système (3.1) admet la représentation suivante

U(t) = etAU0, ∀t ≥ 0,

ce qui mène que le système (3.1) est bien posé. Par conséquent, en utilisant le théorème d’existence

et d’unicité de Hille-Yosida, le résultat du théorème 3.1.1 aura lieu.

�
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3.2 Etude de la stabilité du système (P)

Préliminaire :

Le but de la stabilisation est de réduire les vibrations par un feedback. Il sagit de garantir la

décroissance de l’énergie de la solution vers zéro plus ou moins rapide lorsque t→ +∞.

Plus précisément, on est intéressé de déterminer le comportement asymptotique de l’énergie E(t)

et donner une estimation de taux de décroissance de l’énergie.

Il y’a divers types de stabilisation :

1) Stabilisation forte : E(t)→ 0 lorsque t→ +∞.

2) Stabilisation logarithmique : E(t) ≤ c

(ln t)δ , c, δ > 0.

3) Stabilisation polynomiale : E(t) ≤ c

tδ
, c, δ > 0.

4) Stabilisation exponentielle : E(t) ≤ ce−δt, c, δ > 0.

-Dans cette section, on va établir dans la première partie, le manque de la stabilité exponentielle

dans le cas 1-D, et dans la deuxième partie on va établir la stabilité asymptotique forte du système

(P).

3.2.1 Manque de stabilité exponentielle en cas 1-Dimension

Cette partie est consacrée à l’étude de manque de décroissance exponentielle de la solution

associée au système (P ) dans le cas mono-dimensionnel, où Ω = (0, L), ΓD = {0}. Pour cela, on

va utiliser le réultat suivant :

Théorème 3.2.1 (Huang-Prüss)[[54]- [49]]

Soit S(t) = eAt un C0-semi-groupe de contraction sur un espace de Hilbert.

Alors
(
S(t)

)
t≥0

est exponentiellement stable, c’est à dire que (∃M > 0), (∃a > 0), ‖S(t)‖ ≤Me−at

si et seulement si

ρ(A) ⊇ {iβ : β ∈ R} ≡ iR (3.19)

et

lim
|β|→∞

‖(iβI −A)−1‖L(H) <∞. (3.20)

Notre but est de montrer que le système (P ) n’est pas exponentiellement stable. À cet effet, par

une analyse spectrale de l’opérateur A, on va montrer que (3.20) n’a pas lieu.

56



Etude de la stabilité du système (P)

Notre résultat principal est le suivant :

Théorème 3.2.2

le semi-groupe associé au système (P ) n’est pas exponentiellement stable.

Tout d’abord, on va enoncer et prouver un lemme qui sera nécessaire pour la preuve du lemme

3.2.2 ci-dessous de cette section et aussi pour la preuve du théorème 3.2.8 dans la section (3.2.6)

(Optimalité de décroissance de l’énergie dans le cas de dimension 1).

Lemme 3.2.1

Soit λ ∈ Dη = C\] − ∞,−η] ∩ {λ ∈ C\ − α0 ≤ <λ ≤ 0}. Pour tout η ≥ 0 fixé et pour α0 > 0,

l’intégrale ∫ +∞

−∞

µ(ξ)2

ξ2 + η + λ
dξ (3.21)

tend vers 0, lorsque |λ| tend vers +∞.

Preuve :

la preuve est directe et simple grâce à une application du théorème de convergence dominée de

Lebesgue .

En effet,

On a toutes les conditions du théorème de convergence dominée de Lebesgue sont satisfaites.

En effet,
|µ(ξ)|2

ξ2 + η + λ
→ 0 lorsque |λ| → +∞, p.p ξ ∈ (−∞,+∞), (3.22)

et
|µ(ξ)|2

ξ2 + η + λ
≤ c|µ(ξ)|2χ[0,R] + c′

|µ(ξ)|2

ξ2 χ[R,+∞) ∈ L1(−∞,+∞) (3.23)

pour R assez grand.

�

Preuve du théorème 3.2.2 :

On veut prouver qu’il ya un nombre infini de valeurs propres de A qui sont très proche de l’axe

imaginaire, ce qui empêche la stabilité exponentielle du système (P ).

En effet,

nous calculons d’abord l’équation caractéristique qui nous permet de calculer les valeurs propres

de A.

Soit λ une valeur propre de A associée au vecteur propre U = (u, v, φ)T 6= 0.
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Alors,

AU = λU est équivalent à


λu− v = 0,

λv − uxx = 0,

λφ+ (ξ2 + η)φ− v(L)µ(ξ) = 0.

(3.24)

En vertu de la première équation de (3.24), on aura

v = λu. (3.25)

On injecte (3.25) dans la deuxième équation de (3.24), on trouve

λ2u− uxx = 0 (3.26)

avec les conditions aux limites suivantes

{
u(0) = 0,

ux(L) = −ζλ
∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
λ+ η + ξ2 dξu(L).

(3.27)

La solution de (3.26) est donnée par

u(x) =
2∑
i=1

cie
tix (3.28)

où t1 = λ, t2 = −λ.

Donc les conditions aux limites (3.27) sont équivalentes au système

( 1 1

h(t1)et1L h(t2)et2L

)(
c1

c2

)
=
( 0

0

)
, (3.29)

où

h(r) = r + ζλ

∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
λ+ η + ξ2 dξ .

Soit M̃(λ) la matrice du système (3.29) et C(λ) = (c1, c2)T .

Alors on en déduit que λ est une valeur propre de A si et seulement si elle est une solution de

l’équation caractéristique

f(λ) = detM̃(λ) = 0. (3.30)
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Dans la suite, notre but est de prouver grâce au théorème de Rouché, qu’il existe une sous-suite

de valeurs propres pour laquelle sa partie réelle tend vers 0.

Dans ce qui suit, comme A est dissipatif, on étudie le comportement asymptotique des grandes

valeurs propres de A dans la bande −α0 ≤ R(λ) ≤ 0 pour un certain α0 > 0 assez grand et pour

chaque λ, on remarque que eti , i = 1, 2 reste borné dans −α0 ≤ R(λ) ≤ 0.

Soit

λ0
k = i

1
L

(
k + 1

2
)
π, k ∈ Z (3.31)

et

S(λ) =
∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
λ+ η + ξ2 dξ, λ ∈ C. (3.32)

Par suite nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 3.2.2

Il existe N ∈ N tel que

{λk}k∈Z∗,|k|≥N ⊂ σ(A), (3.33)

où

{
λk = λ0

k −
ζ
L<eS(λ0

k)− i
ζ
L=S(λ0

k) + o(<eS(λ0
k)) + io(=S(λ0

k)), si k ≥ N

λk = λ−k si k ≤ −N.
(3.34)

De plus pour tout | k |≥ N , les valeurs propres λk sont simples.

En particulier, quand µ est choisi de façon que les conditions du lemme (2.0.2) sont satisfaites, on

obtient l’extention suivante des valeurs propres de A

{
λk = λ0

k + α̃
l(k)−1kσ + β

l(k)−1kσ + o
(

1
l(k)−1kσ

)
, α̃ ∈ iR, β ∈ R, β < 0 si k ≥ N et 0 < σ ≤ 1,

λk = λ−k si k ≤ −N
(3.35)

et {
λk = λ0

k + β

l̃(k)−1 + o
(

1
l̃(k)−1

)
, β ∈ R, β < 0 si k ≥ N et σ = 0

λk = λ−k si k ≤ −N.
(3.36)
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Preuve.

La preuve du lemme (3.2.2) sera divisée en trois étapes.

Etape 1.

f(λ) = eLt2h(t2)−eLt1h(t1) = −e−λLh(λ)
(
e2λL + S(λ)−1 − ζ

S(λ)−1 + ζ

)
= −e−λLh(λ)

(
e2λL + 1− 2ζ

S(λ)−1 + ζ

)
.

(3.37)

On pose

f̃(λ) = e2λL + 1− 2ζ
S(λ)−1 + ζ

= f0(λ)− 2ζS(λ) + o(S(λ)) (3.38)

où

f0(λ) = e2λL + 1. (3.39)

Etape 2.

On cherche les racines de f0.

En vertu de (3.39), f0 a une famille de racines qu’on les note λ0
k.

f0(λ) = 0⇔ e2λL = −1.

Ainsi

2λL = i(2k + 1)π, k ∈ Z,

i.e.,

λ0
k = i(2k + 1)π

2L , k ∈ Z.

Maintenant à l’aide du théorème de Rouché et le lemme (3.2.1), on va prouver que les racines de

f̃ sont proches de celles de f0.

On commence par la première famille.

On fait un changement d’inconnu dans (3.38), en posant u = 2λL. Alors (3.38) devient

f̃(u) = (eu + 1) +O

(
S( u2L)

)
= f0(u) +O

(
S( u2L)

)
.

Les racines de f0 sont uk = i(k+ 1
2 )

L π, k ∈ Z, et on pose u = uk+reit, t ∈ [0, 2π]. On peut facilement

vérifier qu’il existe une constante C > 0 indépendante de k telle que |eu + 1| ≥ Cr pour r est assez

petit. Ceci nous permet d’appliquer le théorème de Rouché. Par conséquent, il existe N ∈ N et

une sous-suite {λk}|k|≥N des racines de f(λ) telle que λk = λ0
k + o(1) qui tend vers les racines

i(k+ 1
2 )

L π de f0. Finalement, pour | k |≥ N, λk est simple car λ0
k l’est.
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Etape 3.

D’après l’étape 2, on peut écrire

λk = i
1
L

(
k + 1

2

)
π + εk. (3.40)

En utilisant (3.40), on trouve

e2λkL = −1− 2Lεk − 2L2ε2
k + o(ε2

k). (3.41)

On injecte (3.41) dans (3.38) et utilisons le fait que f̃(λk) = 0, on trouve :

f̃(λk) = −2Lεk − 2ζ<S(λ0
k)− 2iζ=S(λ0

k) + o(εk) = 0 (3.42)

et ainsi

εk = − ζ
L
<S(λ0

k)− i
ζ

L
=S(λ0

k) + o(<S(λ0
k)) + io(=S(λ0

k)). (3.43)

Maintenant, comme une application, si µ est choisi comme dans le lemme 2.0.2, on a

f̃(λ) = f0(λ) + f1(λ)
l(λ)−1λσ

+ o

( 1
l(λ)−1λσ

)
, (3.44)

où

f1(λ) = −2ζΓ(σ)Γ(2− σ). (3.45)

Notons que f0 et f1 restent bornées dans la bande −α0 ≤ R(λ) ≤ 0.

Si on pose V (z) = zρL̃(z) où L̃ est une fonction à variation lente, alors V (reiθ) ∼ V (r)eiρθ

lorsque r →∞. On en déduit que

l(λ0
k)−1(λ0

k)σ ∼ eiσ
π
2 l


(
k + 1

2

)
L

π

−1
(
k + 1

2

)
L

π

σ .
On injecte (3.41) dans (3.44) et utilisons le fait que f̃(λk) = 0, on trouve :

f̃(λk) = −2Lεk −
2ζΓ(σ)Γ(2− σ)

e
iσ
π

2 l
(

(k+ 1
2 )

L π

)−1 ((k+ 1
2 )

L π

)σ + o(εk) = 0 (3.46)
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et ainsi

εk = − ζΓ(σ)Γ(2− σ)

e
iσ
π

2 l
(

(k+ 1
2 )

L π

)−1 ((k+ 1
2 )

L π

)σ
L

+ o

( 1
l(k)−1kσ

)

= − ζΓ(σ)Γ(2− σ)

l

(
(k+ 1

2 )
L π

)−1 ((k+ 1
2 )

L π

)σ
L

(
cosσπ2 − i sin σπ2

)
+ o

( 1
l(k)−1kσ

)
pour k � 0.

(3.47)

D’après (3.47) on est dans le cas l(k)−1kσ<λk ∼ β, avec

β = −ζΓ(σ)Γ(2− σ)
L1−σπσ

cosσπ2 .

Si σ = 0, il existe une fonction à variation lente l̃ telle que l̃(k)−1<λk ∼ β, avec β < 0 (voir la

remarque 2.0.4).

L’ opérateur A a une branche de valeurs propres qui n’est pas exponentiellement décroissante.

Maintenant, en posant :

Ũ = (λ0
kI −A)Uk

où Uk est la fonction propre normalisée associée à λk. Alors on a

‖ (λ0
kI −A)−1 ‖L(H)= sup

U∈H,U 6=0

‖ (λ0
kI −A)−1U ‖H
‖ U ‖H

≥ ‖ (λ0
kI −A)−1Ũk ‖H
‖ Ũk ‖

≥ ‖ Uk ‖H
‖ (λ0

kI −A)Uk ‖H
.

Ainsi, d’après (3.34), on en déduit que

‖ (λ0
kI −A)−1 ‖L(H)≥

c

| S(λ0
k) |

,

qui implique que (3.20) n’a pas lieu, est la preuve est achevée.

�
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3.2.2 Stabilité asymptotique

Dans cette partie, on va étudier la stabilité asymptotique du système (P). Les résultats prici-

paux dans ce sens sont les théorèmes 3.2.4 , 3.2.7 et 3.2.8. Dans le théorème 3.2.7 le taux général

de décroissance dépend de la forme de mesure de densité µ. La preuve repose fortement sur la

méthode des multiplicateurs.

En raison de fait que le domaine de variable ξ n’est pas borné pour l’équation diffusive, la résol-

vante de A n’est pas compacte, alors la méthode classique telle que le principe de l’invariance de

LaSalle n’est pas applicable dans ce cas pour montrer la stabilité asymptotique.

On va utiliser donc des résultats de [4] et [44](Arendt-Batty et Lyubich-Vu).

3.2.3 Stabilité forte du système

Afin d’établir le résultat de la stabilité asymptotique forte du C0-semi-groupe etA associé au

système d’ondes (P ) dans l’absence de compacité de la résolvante de A, on utilise le critère général

du théorème d’Arendt-Batty dans [4] et Lyubich-Vu dans [44] pour démontrer la stabilité

forte.

Notre résultat principal est le théorème suivant.

Théorème 3.2.3

Le C0-semi-groupe etA est fortement stable dans H ; c’est à dire, pour tout U0 ∈ H, la solution de

(3.1) satisfait

lim
t→∞
‖etAU0‖H = 0.

Pour la preuve du théorème 3.2.3, on va utiliser le théorème d’Arendt-Batty 1.7.11 (chapitre 1).

Pour cet effet, on a besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 3.2.3

A n’a pas de valeurs propres dans iR.

Preuve.

On utilise la démonstration par l’absurde.

Supposons qu’il existe λ ∈ R et U 6= 0, tels que

AU = iλU. (3.48)
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Cas 1 : λ 6= 0

L’équation (3.48) est équivalente à


iλu− v = 0,

iλv −∆u = 0,

iλφ+ (ξ2 + η)φ− v(x)µ(ξ) = 0, x ∈ ΓN .

(3.49)

En vertu de (3.8), on a

<〈AU,U〉 = −ζ
∫

ΓN

∫ ∞
−∞

(ξ2 + η)|φ(x, ξ)|2 dξ dΓ. (3.50)

Alors , en utilisant (3.48) et (3.50), on en déduit que

φ = 0 sur ΓN × (−∞,∞). (3.51)

D’après la troixième équation de (3.49), on a

v = 0, sur ΓN . (3.52)

Ainsi, d’après la première équation de (3.49) et la troixième condition aux limites de (3.3) on

obtient successivement,

u(x) = 0 et ∂u

∂ν
(x) = 0 sur ΓN . (3.53)

Ainsi , en éliminant v, et en utilisant u = 0 sur ΓD, le système (3.49) implique que


∆u+ λ2u = 0 dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
∂u

∂ν
(x) = 0 sur ΓN .

(3.54)

Donc, en utilisant le théorème de Holmgren , on en déduit que u = 0. Par conséquent, U = 0.

Contradiction.

Cas 2 : λ = 0.

Le système (3.49) devient 
v = 0,

∆u = 0,

(ξ2 + η)φ− v(x)µ(ξ) = 0.

(3.55)
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Par une intégration par parties et l’utilisation de la condition au bord u = 0 sur ΓD, on a

0 =
∫

Ω
∆uū dx =

∫
ΓN

∂u

∂ν
ū dΓ−

∫
Ω
|∇u|2 dx.

Maintenant, d’après la troixième équation de (3.55) et la troixième équation de (3.3), on en déduit

que
∂u

∂ν
(x) = 0, sur ΓN .

Ainsi u est constante dans le domaine Ω tout entier.

Donc, comme ΓD est non vide, on a

u = 0, sur Ω

et par conséquent, U = 0. Contradiction.

Par suite, on en déduit que, A n’a pas de valeurs propres sur l’axe imaginaire.

�

Lemme 3.2.4

On a
iR ⊂ ρ(A) si η 6= 0,

iR∗ ⊂ ρ(A) si η = 0

Preuve.

On va démontrer que l’opérateur iλI −A est surjectif pour λ 6= 0.

Pour cela, soit F = (f1, f2, f3)T ∈ H, on cherche U = (u, v, φ)T ∈ D(A) solution de l’équation

suivante

(iλI −A)U = F. (3.56)

Ce qui est équivalent à, 
iλu− v = f1,

iλv −∆u = f2,

iλφ+ (ξ2 + η)φ− v(x)µ(ξ) = f3.

(3.57)

D’après la première équation de (3.57) et la deuxième équation de (3.57), on a

−λ2u−∆u = f2 + iλf1 (3.58)
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avec u|ΓD = 0.

La résolution du système (3.58) est équivalente à trouver u ∈ H2(Ω) ∩H1
∗ (Ω) telle que

∫
Ω

(−λ2uw −∆uw) dx =
∫

Ω
(f2 + iλf1)w dx (3.59)

pour tout w ∈ H1
∗ (Ω).

Alors, on trouve∫
Ω

(−λ2uw +∇u∇w) dx+ iλζ̃

∫
ΓN

u w dΓ

=
∫

Ω
(f2 + iλf1)w dx− ζ

∫ +∞

−∞

µ(ξ)
ξ2 + η + iλ

∫
ΓN

f3(x, ξ)w dΓ dξ + ζ̃

∫
ΓN

f1w dΓ
(3.60)

où ζ̃ = ζ

∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ.

On peut récrire (3.60) comme suit

−(Lλu,w)(H1
∗(Ω),(H1

∗(Ω))′) + aH1
∗(Ω)(u,w) = l(w) (3.61)

avec la forme sesquilinéaire aH1
∗(Ω) est définie par

aH1
∗(Ω)(u,w) =

∫
Ω
∇u∇w dx+ iλζ̃

∫
ΓN

u w dΓ

et

(Lλu,w)(H1
∗(Ω),(H1

∗(Ω))′) =
∫

Ω
λ2uw̄dx.

Utilisons les injections compactes de L2(Ω) dans H−1(Ω) et de H1
∗ (Ω) dans L2(Ω), on en déduit

que l’opérateur Lλ est compact de L2(Ω) dans L2(Ω).

Par conséquent, en vertu de l’alternative de Fredholm, la preuve de l’existence de la solution u

de (3.61) nous amène à montrer qu’il n’y a pas une solution non triviale pour (3.61) pour l = 0.

En effet,

s’il existe u 6= 0, telle que

(Lλu,w)(H1
∗(Ω),(H1

∗(Ω))′) = aH1
∗(Ω)(u,w) pour tout w ∈ H1

∗ (Ω). (3.62)

Alors iλ est une valeur propre de A.

Donc en vertu du lemme 3.2.3, on en déduit que u = 0.
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Maintenant, si λ = 0 et η 6= 0 .

Le système (3.57) se réduit au système suivant


v = −f1,

−∆u = f2,

(ξ2 + η)φ− v(x, t)µ(ξ) = f3.

(3.63)

La résolution du système (3.63) est équivalente à trouver u ∈ H2(Ω) ∩H1
∗ (Ω) telle que

∫
Ω

(−∆uw) dx =
∫

Ω
f2w dx, pour toutw ∈ H1

∗ (Ω). (3.64)

Alors, on trouve

∫
Ω
∇u∇w dx =

∫
Ω
f2w dx+ ζ

∫ ∞
−∞

µ2(ξ)
ξ2 + η

dξ

∫
ΓN

f1w dΓ− ζ
∫

ΓN
w

∫ ∞
−∞

µ(ξ)f3(x, ξ)
ξ2 + η

dξ dΓ. (3.65)

Par conséquent, le problème (3.65) est équivalent au problème

B(u,w) = L(w), (3.66)

où la forme sesquilinéaire B : H1
∗ (Ω) ×H1

∗ (Ω) → IC et la forme anti-linéaire L : H1
∗ (Ω) → C sont

définies successivement par

B(u,w) =
∫

Ω
∇u∇w dx (3.67)

et

L(w) =
∫

Ω
f2w dx+ ζ

∫ ∞
−∞

µ2(ξ)
ξ2 + η

dξ

∫
ΓN

f1w dΓ− ζ
∫

ΓN
w

(∫ ∞
−∞

µ(ξ)f3(x, ξ)
ξ2 + η

dξ

)
dΓ. (3.68)

Il est facile de vérifier que B est continue et est coércive, et L est continue.

Ainsi en appliquant le théorème de Lax-Milgram, on déduit que pour tout w ∈ H1
∗ (Ω), le problème

(3.66) admet une solution unique u ∈ H1
∗ (Ω).

Appliquons la règularité elliptique classique, il vient d’après (3.65) que u ∈ H2(Ω).

D’où u ∈ H2(Ω)
⋂
H1
∗ (Ω).

Donc, l’opérateur iλI −A est surjectif.

�

67



Etude de la stabilité du système (P)

Preuve (du théorème 3.2.3).

D’après le théorème (1.7.11) d’Arendt et Batty, le C0-semi-groupe de contraction est fortement

stable si A n’a pas des valeurs propres sur iR et σ(A)
⋂
iR est au plus un ensemble dénombrable.

D’après le lemme (3.2.3) et le lemme (3.2.4) on conclut le résultat.

�
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3.2.4 Spectre résiduel de A

Lemme 3.2.5

Soit l’opérateur A défini par (3.2). Alors

A∗


u

v

φ

 =


−v

−∆u

−(ξ2 + η)φ− v(x)µ(ξ)

 (3.69)

de domaine

D(A∗) =



(u, v, φ)T ∈ H : u ∈ H2(Ω) ∩H1
∗ (Ω), v ∈ H1

∗ (Ω),

−(ξ2 + η)φ− v(x)µ(ξ) ∈ L2(ΓN × (−∞,+∞)),
∂u

∂ν
(x) + ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(ξ) dξ = 0, x ∈ ΓN ,

|ξ|φ ∈ L2(ΓN × (−∞,+∞))


(3.70)

Preuve.

Soient U = (u, v, φ)T et V = (ũ, ṽ, φ̃)T . On a

< AU, V >H=< U,A∗V >H.

< AU, V >H=
∫

Ω
∇v∇ũ dx+

∫
Ω

∆uṽ dx+ ζ

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
[−(ξ2 + η)φ+ v(x)µ(ξ)]φ̃ dξ dΓ

= −
∫

Ω
v∆ũ dx−

∫
Ω
∇u∇ṽ dx+

∫
ΓN

v
∂ũ

∂ν
dΓ +

∫
ΓN

ṽ
∂u

∂ν
dΓ

−ζ
∫

ΓN

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)φφ̃ dξ dΓ + ζ

∫
ΓN

v(x)
∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ̃ dξ dΓ

= −
∫

Ω
v∆ũ dx−

∫
Ω
∇u∇ṽ dx+

∫
ΓN

v
∂ũ

∂ν
dΓ

−ζ
∫

ΓN

∫ +∞

−∞
[(ξ2 + η)φ̃+ ṽ(x)µ(ξ)]φdξ dΓ + ζ

∫
ΓN

v(x)
∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ̃ dξ dΓ.

Si on pose
∂ũ

∂ν
= −ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)rφ̃ dξ,

on trouve

< AU, V >H= −
∫

Ω
∇u∇ṽ dx−

∫
Ω
v∆ũ dx− ζ

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
[(ξ2 + η)φ̃+ ṽ(x)µ(ξ)]φdξ dΓ.

Ce qui nous montre que l’ensemble donné dans le membre gauche de (3.70) est contenu dans

D(A∗).
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Montrons l’inclusion réciproque : montrons que D(A∗) est inclus dans l’ensemble donné dans

le membre gauche de (3.70).

Soit V ∈ D(A∗) ⊂ H. Alors il existe un unique W ∈ H tel que

< AU, V >H=< U,W >H pour tout U ∈ D(A). (3.71)

Donc on peut prendre U ∈ D(Ω) × D(Ω) × D
(
ΓN × (−∞,+∞)

)
comme une fonction test dans

(3.71).

D’après la définition de la dérivation au sens des distributions, on a

< AU, V >H= −
∫

Ω
v∆¯̃u dx−

∫
Ω
∇u∇¯̃v dx+

∫
ΓN

¯̃v∂u
∂ν

dΓ−ζ
∫

ΓN

∫ +∞

−∞
[(ξ2 + η)φ̃+ ṽ(x)µ(ξ)]φdξ dΓ.

Donc, on a

W =


−ṽ

−∆ũ

−(ξ2 + η)φ̃− ṽ(x)µ(ξ)


dans le sens de D ′(Ω)×D ′(Ω)×D ′

(
ΓN × (−∞,+∞)

)
.

Ainsi

ũ ∈ H2(Ω) ∩H1
∗ (Ω), ṽ ∈ H1

∗ (Ω) et − (ξ2 + η)φ̃− ṽ(x)µ(ξ) ∈ L2(ΓN × (−∞,+∞)).

Après, on choisit un U ∈ D(A) et on applique de nouveau la formule de Green, nous obtenons

∫
ΓN

v
(∂ ¯̃u
∂ν

+ ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)¯̃φdξ

)
dΓ = 0 pour tout v ∈ H1

∗ (Ω). (3.72)

On utilise (3.72) et le fait que {v |ΓN : v ∈ H1
∗ (Ω)} est dense dans L2(ΓN ), on en déduit que

∂ũ

∂ν
= −ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ̃ dξ.

�
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Théorème 3.2.4

σr(A) = ∅, où σr(A) désigne le spectre résiduel de A. Il est défini par

σr(A) =
{
λ ∈ C : ker(λI −A) = {0} et Im(λI −A) 6= H

}
.

Preuve.

Comme λ ∈ σr(A), λ ∈ σr(A∗) la preuve sera achevée si on peut montrer que σp(A) = σp(A∗). Si,

car il est évident que les valeurs propres de A sont symétriques sur l’axe des nombres réels.

D’aprés (3.69), le problème de valeurs propres A∗Z = λZ pour λ ∈ C et 0 6= Z = (u, v, φ) ∈ D(A∗)

est équivalent à 
λu+ v = 0,

λv + ∆u = 0,

λφ+ (ξ2 + η)φ+ v(x)µ(ξ) = 0.

(3.73)

Grâce à la première équation et la deuxième équation de (3.73), on trouve

λ2u−∆u = 0. (3.74)

Comme v|ΓN = −λu|ΓN , on en déduit d’après la condition à la limite dans (3.73) et la troixième

équation de (3.70) que

∂u

∂ν
(x) = −ζλ

∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
λ+ η + ξ2 dξu(x), ∀x ∈ ΓN (3.75)

avec la condition suivante

u|ΓD = 0. (3.76)

Le système (3.73), (3.75) et (3.76) est exactement le problème propre de A.

Ainsi les opérateurs A et A∗ ont les mêmes valeurs propres.

Par suite la démonstration du théorème 3.2.4 est achevée.

�

Remarque 3.2.1

Lorsque η = 0, il est possible que
∫ +∞

−∞

µ(ξ)2

ξ2 = +∞ dans 3.68 et alors λ = 0 appartient au spectre

continu.
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3.2.5 Décroissance générale (pour η 6= 0)

Comme l’énergie du système (P ) n’a aucun taux de décroissance uniforme, on recherche le taux

de décroissance semi-uniforme pour des données régulières.

Pour cet effet, on va utiliser les deux résultats abstraits suivants reliant l’estimation de la résolvante

de générateur du semi-groupe correspondant au taux de décroissance.

Théorème 3.2.5 ([12])

Soit E un espace de Banach et soit A le générateur d’un C0-semi-groupe borné (S(t))t≥0 sur E.

Si

iR ⊂ ρ(A) et ‖ (iβI −A)−1 ‖L(X)≤M(| β |)

où M : R+ → (0,∞) est une fonction continue non décroissante,

alors il existe deux constantes C, c > 0 telles que

‖ etAU0 ‖≤
C

M−1
log (ct)

‖ U0 ‖D(A)

où Mlog : R+ → (0,∞) est définie par Mlog(s) = M(s)
(

log(1 +M(s))
)
, s ≥ 0.

En particulier, on a le théorème important suivant où l’estimation de la résolvante est une fonction

à croissance positive ( voir la définition 2.0.3 ).

Théorème 3.2.6 ([55])

Soit H un espace de Hilbert et soit A le générateur d’un C0-semi-groupe borné (S(t))t≥0 sur H .

Si

iR ⊂ ρ(A) et ‖ (iβI −A)−1 ‖L(H)≤M(| β |)

où M : R+ → (0,∞) est une fonction continue non décroissante à croissance positive,

alors il existe une constante positive C > 0 tel que

‖ etAU0 ‖≤
C

M−1(t) ‖ U0 ‖D(A), t→∞

Remarque 3.2.2

Le théorème (3.2.6) est une extension de plusieurs théorèmes obtenus par Batty, Chill et Tomilov

dans [11].
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Afin d’établir le taux de décroissance plynomiale de l’énergie, on utilise la condition de contrôle

géométrique usuelle : il existe un point x0 ∈ Rn tel que

m.ν ≤ 0 sur ΓD et m.ν > 0 sur ΓN (3.77)

où m = x− x0, pour tout x ∈ Rn.

Théorème 3.2.7

Soit

Λ(λ) =
(∫ +∞

−∞
(| λ | +ξ2 + η)−1 | µ(ξ) |2 dξ

)−2

, pour λ ∈ R.

Alors le semi-groupe
(
SA(t)

)
t≥0

satisfait l’estimation de décroissance suivante :

1) si Λ est une fonction non décroissante à croissance positive, alors

‖eAtU0‖ ≤
C

Λ−1(t)‖U0‖D(A), t→∞,

où Λ−1 est un inverse asymptotique de Λ.

2) Si

Λ(λ) ∼ cl(|λ|), |λ| → ∞,

où l est une fonction non décroissante et à variation lente, alors

‖eAtU0‖ ≤
1

l−1
log(ct)

‖U0‖D(A),

où llog(s) = l(s)
(

log (1 + l(s)) + log(1 + s)
)
, s ≥ 0.

Preuve.

On aura besoin d’étudier l’équation résolvante (iλI −A)U = F , pour λ ∈ R.

On a (iλI −A)U = F est équivalente à


iλu− v = f1,

iλv −∆u = f2,

iλφ+ (ξ2 + η)φ− v(x)µ(ξ) = f3,

(3.78)

où F = (f1, f2, f3)T et U = (u, v, φ)T .
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La preuve sera divisée en trois étapes.

Étape 1 :

On prend le produit scalaire dans H de l’équation (iλI − A)U = F avec U et on utilise (3.8) on

trouve

|<〈AU,U〉| ≤ ‖U‖H‖F‖H. (3.79)

Ceci implique que

ζ

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ(x, ξ, t)|2 dξ dΓ ≤ ‖U‖H‖F‖H. (3.80)

En outre, d’après la condition à la limite dans (P) (la troixième équation dans (P)),
∂u

∂ν
(x, t) = −ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x, ξ, t) dξ sur ΓN × (0,+∞), on obtient

∫
ΓN

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dΓ = ζ2

∫
ΓN

∣∣∣∣∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x, ξ) dξ

∣∣∣∣2 dΓ

≤ ζ2
(∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)−1|µ(ξ)|2 dξ

)∫
ΓN

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ(x, ξ)|2 dξ dΓ

≤ c‖U‖H‖F‖H.

D’autre part, d’après la troixième équation de (3.78), nous obtenons :

v(x)µ(ξ) = (iλ+ ξ2 + η)φ(x, ξ)− f3(x, ξ), pour tout x ∈ ΓN . (3.81)

En multipliant (3.81) par (iλ+ ξ2 + η)−1µ(ξ), on trouve

(iλ+ ξ2 + η)−1v(x)µ2(ξ) = µ(ξ)φ− (iλ+ ξ2 + η)−1µ(ξ)f3(x, ξ), x ∈ ΓN . (3.82)

Ainsi, En prenant la valeur absolue des deux membres de (3.82), en intégrant sur l’intervalle

] − ∞,+∞[ par rapport à la variable ξ, en appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et en

utilisant l’inégalité suivante (voir Proposition 2.4 dans [11] page 865 )

Pour s ∈ (0,∞) et z∈ C, on a |s+ z|2 ≥
(1 + cosϕ

2
)
(s+ |z|)2, où ϕ = arg(z).

∫ +∞

−∞
|(iλ+ η + ξ2)−1| | µ(ξ) |2 dξ

∣∣∣∣ ≥
√

1 + cos θ√
2

∫ +∞

−∞

(
| iλ+ η | +ξ2

)−1
| µ(ξ) |2 dξ

≥
√

1 + cos θ√
2

∫ +∞

−∞

(
| | λ | +η|+ ξ2

)−1
| µ(ξ) |2 dξ
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où θ = arg(iλ+ η) et donc cos θ = η√
λ2 + η2 .

On obtient,

1√
2
S|v(x)| ≤ U

(∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ(x, ξ)|2 dξ

) 1
2

+
√

2V
(∫ +∞

−∞
|f3(x, ξ)|2 dξ

) 1
2
, (3.83)

où

S =
∫ +∞

−∞

(
|λ|+ ξ2 + η

)−1
|µ(ξ)|2 dξ,

U =
(∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)−1|µ(ξ)|2 dξ

) 1
2
,

V =
(∫ +∞

−∞

(
|λ|+ ξ2 + η

)−2
|µ(ξ)|2 dξ

) 1
2
.

Ainsi, on utilise de nouveau l’inégalité 2PQ ≤ P 2 + Q2, P ≥ 0, Q ≥ 0 dans (3.83) et on intégre

sur ΓN , on trouve

S2
∫

ΓN
|v(x)|2 dΓ ≤ 4U2

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ|2 dξ dΓ + 8V2

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
|f3(x, ξ)|2 dξ dΓ. (3.84)

On conclut que ∫
ΓN
|v(x)|2 dΓ ≤ cΛ(λ)‖U‖H‖F‖H + c

Λ
1
2 (λ)
|λ|

‖F‖2H. (3.85)

Étape 2 :

On utilise la méthode des multiplicateurs.

On introduit les notations suivantes :

Iu(x) = |v(x)|2 + |∇u(x)|2 et

Eu =
∫

Ω
Iu(x) dx

Lemme 3.2.6

On a l’inégalité suivante

Eu ≤ c‖F‖2H + c′
∫

ΓN

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dΓ + c′′

∫
ΓN

(m · ν)|v|2 dΓ. (3.86)

pour c, c′ et c′′ sont des constantes positives.
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Preuve :

Multiplions la deuxième équation de (3.78) par (n− 1)ū et on intégre sur Ω, on obtient

−(n− 1)
∫

Ω
v(iλu) dx+ (n− 1)

∫
Ω
|∇u|2 dx− (n− 1)

∫
ΓN

ū
∂u

∂ν
dΓ = (n− 1)

∫
Ω
ūf2 dx. (3.87)

D’après la première équation de (3.78), on a iλu = v + f1. Alors l’égalité (3.87) devient

−(n− 1)
∫

Ω
|v|2 dx+ (n− 1)

∫
Ω
|∇u|2 dx− (n− 1)

∫
ΓN

ū
∂u

∂ν
dΓ = (n− 1)

( ∫
Ω
ūf2 dx+

∫
Ω
vf̄1 dx

)
.

(3.88)

On multiplie la deuxième équation de (3.78) par 2m · ∇ū et on intégre sur Ω, on trouve

−2
∫

Ω
v(m · iλ∇u) dx− 2

∫
Ω

∆u(m · ∇ū) dx = 2
∫

Ω
f2(m · ∇ū) dx. (3.89)

D’après la première équation de (3.78), on a iλ∇u−∇v = ∇f1. Donc l’égalité (3.89) devient

−2
∫

Ω
v(m · ∇v̄) dx− 2

∫
Ω

∆u(m · ∇ū) dx = 2
∫

Ω
f2(m · ∇ū) dx+ 2

∫
Ω
v(m · ∇f̄1) dx. (3.90)

Pour u ∈ H2(Ω), une régularité suffisante pour utiliser l’identité de Rellich suivante :

∫
Ω

∆u(m · ∇ū) dx =
∫
∂Ω

(m · ∇ū)∂u
∂ν

dΓ−
∫

Ω
∇u · ∇(m · ∇ū) dx. (3.91)

En outre, utilisons l’identité suivante

2<e∇u · ∇(m · ∇ū) = 2|∇u|2 +m · ∇(|∇u|2).

On intégre sur Ω par parties dans le deuxième membre de la dernière égalité, on trouve

2<e
∫

Ω
∇u · ∇(m · ∇ū) dx = (2− n)

∫
Ω
|∇u|2 dx+

∫
∂Ω
m · ν|∇u|2 dΓ. (3.92)

D’après (3.90), (3.91) et (3.92), on trouve

n

∫
Ω
|v|2 dx+ (2− n)

∫
Ω
|∇u|2 dx = 2<

∫
Ω
f2(m · ∇ū) dx+ 2<

∫
Ω
v(m · ∇f̄1) dx

+
∫

ΓN
(m · ν)|v|2 dΓ + 2

∫
∂Ω

(m · ∇ū)∂u
∂ν

dΓ−
∫
∂Ω

(m · ν)|∇u|2 dΓ.
(3.93)
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On rappelle que ∇u = (∂u
∂ν

)ν sur ΓD, il vient que,

n

∫
Ω
|v|2 dx+ (2− n)

∫
Ω
|∇u|2 dx = 2<

∫
Ω
f2(m · ∇ū) dx+ 2<

∫
Ω
v(m · ∇f̄1) dx

+
∫

ΓN
(m · ν)|v|2 dΓ + 2<

∫
ΓN

(m · ∇ū)∂u
∂ν

dΓ−
∫

ΓN
(m · ν)|∇u|2 dΓ +

∫
ΓD

(m · ν)|∇u|2 dΓ.
(3.94)

En combinant (3.88) et (3.94) on obtient∫
Ω
|v|2 dx+

∫
Ω
|∇u|2 dx = 2<

∫
Ω
f2(m · ∇ū) dx+ 2<

∫
Ω
v(m · ∇f̄1) dx

+(n− 1)
( ∫

Ω
ūf2 dx+

∫
Ω
vf̄1 dx

)
+
∫

ΓN
(m · ν)|v|2 dΓ + 2<

∫
ΓN

(m · ∇ū)∂u
∂ν

dΓ

+
∫

ΓD
(m · ν)|∇u|2 dΓ−

∫
ΓN

(m · ν)|∇u|2 dΓ + (n− 1)
∫

ΓN
ū
∂u

∂ν
dΓ.

(3.95)

Comme ΓN est compacte et m, ν sont suffisament régulières, alors il existe δ > 0 tel que

m(x) · ν(x) ≥ δ > 0, pour tout x ∈ ΓN et m(x).ν(x) < 0 pour tout x ∈ ΓD. Donc on en déduit

à partir de (3.95) l’estimation suivante :∫
Ω
|v|2 dx+

∫
Ω
|∇u|2 dx ≤ 2<

∫
Ω
f2(m · ∇ū) dx+ 2<

∫
Ω
v(m · ∇f̄1) dx

+(n− 1)
( ∫

Ω
ūf2 dx+

∫
Ω
vf̄1 dx

)
+
∫

ΓN
(m · ν)|v|2 dΓ + 2<

∫
ΓN

(m · ∇ū)∂u
∂ν

dΓ

−δ
∫

ΓN
|∇u|2 dΓ + (n− 1)

∫
ΓN

ū
∂u

∂ν
dΓ.

(3.96)

D’autre part, on peut estimer le terme 2
∫

ΓN
(m · ∇ū)∂u

∂ν
dΓ comme suit :

2
∫

ΓN
(m · ∇ū)∂u

∂ν
dΓ ≤ δ

2

∫
ΓN
|∇u|2 dΓ + 2‖m‖

2
∞

δ

∫
ΓN

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dΓ. (3.97)

De plus, en vertu du théorème de trace et le théorème de Poincaré, on peut estimer aussi le

terme (n− 1)
∫

ΓN
ū
∂u

∂ν
dΓ comme suit :

(n− 1)
∫

ΓN
ū
∂u

∂ν
dΓ ≤ ε

2

∫
ΓN
|u|2 dΓ + (n− 1)2

2ε

∫
ΓN

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dΓ

≤ ε

2C(P )
∫

Ω
|∇u|2 dx+ (n− 1)2

2ε

∫
ΓN

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dΓ,

(3.98)

Remarque 3.2.3

Dans l’inégalité ci-dessus (3.98), C(P ) est la plus petite constante positive telle que

∫
ΓN
|u|2 dΓ ≤ C(P )

∫
Ω
|∇u|2 dx, pour tout u ∈ H1

∗ (Ω).
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2<
∫

Ω
f2(m · ∇ū) dx ≤ ε

2

∫
Ω
|∇u|2 dx+ 2

ε
‖m‖2∞‖f2‖2L2(Ω), (3.99)

2<
∫

Ω
v(m · ∇f̄1) dx ≤ ε

2

∫
Ω
|v|2 dx+ 2

ε
‖m‖2∞‖∇f1‖2L2(Ω), (3.100)

(n− 1)
∫

Ω
f2ū dx ≤ ε

2

∫
Ω
|u|2 dx+ (n− 1)2

2ε ‖f2‖2L2(Ω)

≤ ε

2C(Ω)
∫

Ω
|∇u|2 dx+ (n− 1)2

2ε ‖f2‖2L2(Ω),
(3.101)

(n− 1)
∫

Ω
vf̄1 dx ≤

ε

2

∫
Ω
|v|2 dx+ (n− 1)2

2ε ‖f1‖2L2(Ω). (3.102)

Alors

(1− ε)
∫

Ω
|v|2 dx+

(
1− ε

2C(P )− ε

2 −
ε

2C(Ω)
)∫

Ω
|∇u|2 dx ≤(

2
ε
‖m‖2∞‖f2‖2L2(Ω) + 2

ε
‖m‖2∞‖∇f1‖2L2(Ω) + (n− 1)2

2ε ‖f2‖2L2(Ω) + (n− 1)2

2ε ‖f1‖2L2(Ω)

)

+
(

2‖m‖
2
∞

δ
+ (n− 1)2

2ε

)∫
ΓN

∣∣∣∣∂u∂ν
∣∣∣∣2 dΓ +

∫
ΓN

(m · ν)|v|2 dΓ.

On choisit ε assez petit, on conclut (3.86).

Pour λ 6= 0. on obtient

Eu ≤ c‖F‖2H + c′‖U‖H‖F‖H + c′′Λ(λ)‖U‖H‖F‖H + c′′′
Λ

1
2 (λ)
|λ|

‖F‖2H. (3.103)

Étape 3 : Comme η > 0, il vient d’aprés (3.80) que

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
|φ(x, ξ)|2 dξ dΓ ≤ C

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ(x, ξ)|2 dξ dΓ ≤ c ‖ U ‖H‖ F ‖H (3.104)

pour λ 6= 0.

Finalement, (3.103) et (3.104) impliquent que

‖U‖2H ≤ Λ2(λ)‖F‖2H pour | λ |> 1.

Il vient que
1

Λ(λ)‖(iλI −A)−1‖L(H) ≤ C, pour tout λ ∈ R,

pour C une constante positive.

La conclusion donc découle par l’application des théorèmes 3.2.5 et 3.2.6 suivant la forme de Λ.

�
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Exemple 3.1

Soit

µ(ξ) = |ξ|α(ln |ξ|)β, α, β ∈ R. (3.105)

Alors, d’après (2.5), on a

g(s) = (1
2)2β

∫ s

0
yα−

1
2 (ln y)2β dy.

Utilisons le lemme 2.0.1, on trouve

g(s) ∼ (1
2)2β 1

α+ 1
2
sα+ 1

2 (ln s)2β si α > −1
2

g(s) ∼ (1
2)2β 1

2β + 1(ln s)2β+1 si α = −1
2 , 2β < −1.

• Si |α| < 1
2 , alors

S̃g(λ) ∼ (1
2)2β π

sin π(1
2 − α)

λα−
1
2 (lnλ)2β lorsque λ→∞.

Ainsi, en appliquant le théorème 3.2.7 et la proposition (2.0.1), on trouve

E(t) ≤ C(E(0))t−
2

1−2α (ln t)−
8β

1−2α .

• Si α = −1
2 , alors

S̃g(λ) ∼ (1
2)2β 1

2β + 1λ
−1(lnλ)2β+1 lorsque λ→∞.

Ainsi, en appliquant le théorème 3.2.7 et la proposition (2.0.1), on trouve

E(t) ≤ C(E(0))t−1(ln t)−2(2β+1) si 2β < −1.

• Si α = 1
2 et 2β < −1, alors

S̃g(λ) ∼ −(1
2)2β 2

2β + 1(lnλ)2β+1 lorsque λ→∞.

Ainsi, on a

‖(iλI −A)−1‖H ≤ C(ln |λ|)−2(2β+1)
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alors llog(s) ∼ C(ln |λ|)−(4β+1).

D’où, en appliquant le théorème 3.2.5, on trouve

E(t) ≤ C(E(0))e−ωt
− 1

4β+1
.

Remarque 3.2.4

Quand µ(ξ) = |ξ|
2$−1

2 avec 0 < $ < 1, η 6= 0, B. Mbodje a obtenu une estimation de décroissance

polynomiale qui est E(t) ≤ C/t, t ≥ 0.

Utilisons le théorème 3.2.7, on obtient une meilleure estimation de décroissance sur le paramètre

$ qui est E(t) ≤ C/t1/(1−$), t ≥ 0.
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3.2.6 Optimalité de décroissance de l’énergie dans le cas 1-Dimension

D’après le lemme 3.2.2, le spectre de A est contenu dans la partie gauche de l’axe imaginaire,

mais il approche de cet axe. Ainsi, la décroissance de l’énergie dépend du comportement asympto-

tique de la partie réelle des valeurs propres de A, puisque le lemme 3.2.2 exprime un comportement

optimal prévu de la résolvante comme suit :

‖(iλI −A)−1‖L(H) ≡
(
<S(iλ)

)−1
lorsque |λ| → ∞. (3.106)

Nous pouvons espérer un taux (optimal) de décroissance de l’énergie suivant la forme de Λ1/2.

Malheureusement nous ne pouvions pas prouver ce taux de décroissance par la méthode fréquen-

tielle du domaine basée sur la méthode des multiplicateurs.

Dans le théorème 3.2.7, on a obtenu une estimation supérieure de la résolvante comme suit

‖(iλI −A)−1‖L(H) ≤
(∫ +∞

−∞
(|λ|+ ξ2 + η)−1|µ(ξ)|2 dξ

)−2
lorsque |λ| → ∞

c’est à dire que

‖(iλI −A)−1‖L(H) ≤ Λ(λ) lorsque |λ| → ∞

ce qui est moins bon que (3.106) . Mais, il est intéressant de remarquer que dans le cas mono-

dimensionnel, il est possible d’utiliser une représentation explicite de la résolvante pour obtenir

une estimation optimale.

En effet,

On prend Ω = (0, L),ΓD = {0} et ΓN = {L}.

Notre résultat principal est le suivant :

Théorème 3.2.8

Soit

Λ(λ) = 1
(<S(iλ)) .

Supposons que Λ a une croissance positive. Alors le semi-groupe (SA(t))t≥0 satisfait l’estimation

de décroissance suivante

‖ eAtU0 ‖≤ C
1

Λ−1(t) ‖ U0 ‖D(A), t→∞
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où Λ−1 est un inverse asymptotique de Λ. De plus le taux de décroissance de l’énergie est optimal

pout toute donnée initiale dans D(A).

Preuve.

Soit λ ∈ R.

Soit F = (f1, f2, f3)T ∈ H est donnée, et soit U = (u, v, φ)T ∈ D(A) tels que

(iλI −A)U = F. (3.107)

L’èquation (3.107) est équivalent à


iλu− v = f1,

iλv − uxx = f2,

iλφ+ (ξ2 + η)φ− v(L)µ(ξ) = f3,

(3.108)

D’après la première équation et la deuxième équation de (3.108), on a

λ2u+ uxx = −(f2 + iλf1)

avec u(0) = 0.

Supposons que λ 6= 0. Alors

u(x) = c1 sinλx− 1
λ

∫ x

0

(
f2(σ) + iλf1(σ)

)
sinλ(x− σ) dσ, (3.109)

ux(x) = c1λ cosλx−
∫ x

0

(
f2(σ) + iλf1(σ)

)
cosλ(x− σ) dσ. (3.110)

En vertu de la troixième équation de (3.108), on a

φ(ξ) = v(L)µ(ξ) + f3(ξ)
iλ+ ξ2 + η

. (3.111)

Et d’après la quatrième condition à la limite de (3.3), et l’égalité (3.111), on obtient

ux(L) + ζ

∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξv(L) + ζ

∫ +∞

−∞

µ(ξ)f3(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ = 0. (3.112)

De la première équation de (3.108), on a

v(L) = iλu(L)− f1(L),
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en utilisant (3.109), (3.110) et (3.112), on trouve

λc1 [iJ1 sinλL+ cosλL] = J2 + J1f1(L) + iJ1

∫ L

0
(f2(σ) + iλf1(σ)) sinλ(L− σ) dσ

+
∫ L

0
(f2(σ) + iλf1(σ)) cosλ(L− σ) dσ,

(3.113)

où
J1 = ζ

∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ = ζS(iλ),

J2 = −ζ
∫ +∞

−∞

µ(ξ)f3(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ.

On pose

Ξ(λ) = iJ1 sinλL+ cosλL

= cosλL+ iζ

∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ sinλL

= cosλL+ λζ

∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
λ2 + (ξ2 + η)2 dξ sinλL+ iζ

∫ +∞

−∞

(ξ2 + η)µ2(ξ)
λ2 + (ξ2 + η)2 dξ sinλL.

Il est clair que

Ξ(λ) 6= 0 pour tout λ ∈ R.

et

| Ξ(λ) |≥ c(<S(iλ)) pourλ assez grand. (3.114)

La constante c1 dans (3.113) satisfait

|λ||c1||Ξ(λ)| ≤ |J2|+ |J1||f1(L)|+ |J1|
∣∣∣∣∣
∫ L

0
(f2(σ) + iλf1(σ)) sinλ(L− σ) dσ

∣∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∣
∫ L

0

(
f2(σ) + iλf1(σ)

)
cosλ(L− σ) dσ

∣∣∣∣∣
≤ o(1) + c

(
‖f1‖H1(0,L) + ‖f2‖L2(0,L)

)
,

(3.115)

où on a utilisé une intégration par parties et le fait que f1 ∈ H1
∗ (0, L).

Alors, d’après (3.114) et (3.115)

| c1 |≤ c
1

| λ | (<S(iλ)) .

Et en vertu de (3.110), on en déduit que

‖ ux ‖L2(0,L)≤ c
1

<S(iλ)
(
‖ f1 ‖H1(0,L) + ‖ f2 ‖L2(0,L)

)
.

Et grâce à la première équation de (3.108) et (3.109), on trouve

‖ v ‖L2(0,L)≤ c
1

<S(iλ)
(
‖ f1 ‖H1(0,L) + ‖ f2 ‖L2(0,L)

)
.
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De plus, d’après (3.80), on obtient

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
| φ(x, ξ) |2 dξdΓ ≤ C

∫
ΓN

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η) | φ(x, ξ) |2 dξdΓ ≤ C ‖ U ‖H‖ F ‖H .

Ainsi, on conclut que

‖(iλI −A)−1‖L(H) ≤ c
1

<S(iλ) lorsque |λ| → ∞.

Maintenant, afin de prouver l’inégalité réciproque on utilise la démonstration par l’absurde.

Supposons que O(Λ(λ)1/2) est non optimal.

Ceci signifie qu’il existe une fonction Λ̃ telle que

‖(iλI −A)−1‖L(H) ≤ Λ̃(λ) et lim
λ→∞

Λ̃(λ)
(<S(iλ))−1 = 0, (3.116)

ce qui implique que, pour tout F ∈ H, il existe c > 0 telle que

1
Λ̃(λ)

‖U‖H ≤ c‖F‖H, pour tout λ ∈ R, λ 6= 0,

où U ∈ H est la solution de l’équation résolvante iλU −AU = F .

Qui est une contradiction car, en tenant compte du lemme 3.2.2, λk soit une valeur propre de

l’opérateur A et Uk ∈ D(A) la fonction propre normalisée associée. De plus, on introduit la suite

suivante

βk = Imλk, |k| ≥ k1.

Après, en utilisant le lemme 3.2.2, on a

‖(iβk −A)Uk‖H = ‖(iβk − λk)Uk‖H ≤
1

(<S(iβk))−1 ‖Uk‖H.

Ce qui contredit l’équation asymptotique (3.116) et ainsi la preuve est achevée.

�
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Etude de la stabilité du système (P)

Exemple 3.2

Maintenant, pour µ est donée comme dans (3.105) c’est à dire

µ(ξ) =| ξ |α ( ln | ξ | )β, α, β ∈ R.

On obtient la décroissance de l’énergie optimale suivante

(•) Si | α |< 1
2 , alors

ε(t) ≤ C(ε(0))t−
4

1−2α (ln t)−
8β

1−2α .

(•) Si α = −1
2 , alors

Sµ(λ) ∼ (1
2)2β 1

2β + 1λ
−1( lnλ)2β+1 lorsque λ→∞

et donc

ε(t) ≤ C(ε(0))t−2(ln t)−4(2β+1) si 2β < −1.

(•) Si α = 1
2 et 2β < −1, alors

Sµ(λ) ∼ −
(1

2
)2β 2

2β + 1(lnλ)2β+1 lorsque λ→∞

et donc

‖ (iλI −A)−1 ‖H≤ C( ln | λ | )−(2β+1).

Alors llog(s) ∼ C( ln | λ | )−2β. Ainsi

ε(t) ≤ C(ε(0))e−ωt
− 1

2β
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Remarque 3.2.5

D’après la quatrième équation de (P ), on a

φ(s, ξ, t) =
∫ t

0
µ(ξ)e−(ξ2+η)(t−τ)ut(x, τ) dτ, x ∈ ΓN . (3.117)

Ainsi, en utilisant la troixième équation de (P ), on trouve

∂u

∂ν
(x, t) = −ζ

∫ t

0

[
2
∫ t

0
µ2(ξ)e−ξ2(t−s) dξ

]
e−η(t−τ)ut(x, τ) dτ, x ∈ ΓN . (3.118)

Pour µ donnée comme dans (3.105), en utilisant une variante de lemme de Watson
(
voir

([16], p. 37), ([30], p p. 137-138]
)
, on obtient

(•) Si α > −1
2 , alors

I =
∫ +∞

0
µ2(ξ)e−ξ2(t−s) dξ ∼

(
1
2

)2β+1 1
α+ 1

2
Γ(1 + α+ 1

2) 1
(t− s)α+ 1

2

(
ln 1

(t− s)
)2β

.

(•) Si α = −1
2 et 2β < −1, alors

I =
∫ +∞

0
µ2(ξ)e−ξ2(t−s) dξ ∼

(
1
2

)2β+1 1
α+ 1

2

(
ln 1

(t− s)
)2β+1

.

Ainsi, si on écrit
∂u

∂ν
(x, t) = −ζ

∫ t

0
h(t− s)ut(x, τ) dτ, x ∈ ΓN .

Le terme mémoire h admet le développement asymptotique :

h(t) ∼ c 1
tα+1/2

(
ln 1
t

)2β
e−ηt lorsque t→∞, si α > −1

2 .

h(t) ∼ c
(

ln 1
t

)2β+1
e−ηt lorsque t→∞, si α = −1

2 , 2β < −1.
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Chapitre 4

Stabilisation d’une équation

hyperbolique par un contrôle interne

de type diffusif

4.1 Introduction

On considère le système hyperbolique (PI) dans un domaine ouvert borné Ω de Rn de frontière

∂Ω de classe C2 :

(PI)



utt(x, t)−∆u(x, t)−∆utt(x, t) + ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x, ξ, t) dξ = 0 dans Ω× (0,+∞)

u(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0,+∞)

∂tφ(x, ξ, t) + (ξ2 + η)φ(x, ξ, t)− ut(x, t)µ(ξ) = 0 dans Ω× (−∞,∞)× (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) sur Ω

φ(x, ξ, 0) = 0 sur Ω× (−∞,∞)

où ζ > 0, η ≥ 0 et µ est la densité de mesure générale et les données initiales sont dans des

espaces appropriés.

On appelle le système {(PI)1, (PI)3} formé par la première équation et la troixième équation du

système (PI) la réalisation diffusive associée à l’équation hyperbolique.
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Quand µ(ξ) = |ξ|
2α−1

2 et ζ = γπ−1 sin(απ) avec γ > 0 et 0 < α < 1, on résout ce système de

réalisation diffusive {(PI)1, (PI)3}, obtient :

(WF ) utt(x, t)−∆u(x, t)−∆utt(x, t) + γ∂α,ηt u = 0 dans Ω× (0,+∞)

où ∂α,ηt représente la dérivée fractionnaire généralisée de Caputo d’ordre α (0 < α < 1) par

rapport à la variable de temps définie par

∂α,ηt w(t) = 1
Γ(1− α)

∫ t

0
(t− s)−αe−η(t−s)dw

ds
(s) ds.

Ce système modélise les vibrations axiales d’une nanotige uniforme. En faisant une analyse exécu-

tée qui décrit le modèle comme un système en dimension infinie de l’espace d’état avec l’opérateur

linéaire du contrôle de type diffusif.

Dans [15] Berbiche a étudié la décroissance de l’énergie de l’équation hyperbolique (WF). L’incon-

vénient principal associé aux opérateurs fractionnaire est le comportement héréditaire. De plus,

l’utilisation des outils pour l’analyse mathématique, telle que l’analyse de stabilité et l’approxima-

tion numérique sont très difficiles. Il a utilisé la méthode de l’énergie combinée avec la procédure de

Faedo-Galerkin pour prouver l’existence globale. En outre, il a étudié le comportement asymp-

totique de la solution en utilisant la méthode des multiplicateurs par la construction d’une

nouvelle fonction de Lyapunov appropriée, où il a utilisé aussi des idées de Komornik et Zua-

zua. L’auteur a établit le taux de décroissance de type polynomiale E(t) ≤ C/t pour t > 0 où

η 6= 0.

Dans la première section de ce chapitre, on va étudier l’existence globale de la solution du système

(PI), où on établit l’existence et l’unicité de la solution forte et faible en utilisant la théorie des

semi-groupes liée avec le théorème de Hille-Yosida.

Dans la deuxième section de ce chapitre, on va établir la stabilité forte dans le cas η > 0 et η = 0 .
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4.2 Existence globale

4.2.1 Existence et unicité de la solution du système (PI)

Dans cette section, on donne le résultat de l’existence et l’unicité du probleme (PI) en utilisant

la théorie des semi-groupes. On considère l’espace suivant

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω) : u|Γ = 0}.

Tout d’abord, on remarque que l’opérateur I − ∆ est isomorphisme de H1
0 (Ω) dans son dual

H−1(Ω). Donc le système (PI) est équivalent au système (P ′I) suivant :

(P ′I)



utt(x, t)− (I −∆)−1∆u(x, t) + ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)(I −∆)−1φ(x, ξ, t) dξ = 0 dans Ω× (0,+∞)

u(x, t) = 0 sur ∂Ω× (0,+∞)

∂tφ(x, ξ, t) + (ξ2 + η)φ(x, ξ, t)− ut(x, t)µ(ξ) = 0 dans Ω× (−∞,∞)× (0,+∞)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) sur Ω

φ(x, ξ, 0) = 0 sur Ω× (−∞,∞).

On introduit la fonction vectorielle U = (u, v, φ)T , où v = ut, le système (PI) est équivalent au

système {
U ′ = AU, t > 0,

U(0) = (u0, u1, φ0),
(4.1)

où l’opérateur A est défini par

A


u

v

φ

 =


v

(I −∆)−1∆u− ζ
∫ +∞

−∞
µ(ξ)(I −∆)−1φ(x, ξ) dξ

−(ξ2 + η)φ+ v(x)µ(ξ)

 . (4.2)

On considère l’espace de Hilbert suivant :

H = H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)× L2
(
Ω× (−∞,+∞)

)
,

muni du produit scalaire

〈U, Ũ〉H =
∫

Ω
(vṽ +∇u∇ũ+ +∇v∇ṽ) dx+ ζ

∫
Ω

∫ +∞

−∞
φφ̃ dξ dx.
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Le domaine de l’opérateur A est donc

D(A) =


(u, v, φ)T ∈ H : u ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω), v ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω),

−(ξ2 + η)φ+ v(x)µ(ξ) ∈ L2(Ω× (−∞,+∞)),

|ξ|φ ∈ L2(Ω× (−∞,+∞))

 . (4.3)

La fonction d’énergie associée au problème (PI) est donnée par

E(t) = 1
2‖ut‖

2
2 + 1

2‖∇ut‖
2
2 + 1

2‖∇u‖
2
2 + ζ

2

∫
Ω

∫ +∞

−∞
|φ(x, ξ, t)|2 dξ dx. (4.4)

Lemme 4.2.1

Soit (u, φ) la solution régulière du problème (PI). Alors, La fonction d’énergie définie par (4.4)

satisfait

E ′(t) = −ζ
∫

Ω

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ(x, ξ, t)|2 dξ dx ≤ 0. (4.5)

Preuve.

Muliplions la première équation de (PI) par ut et on intégre sur Ω par parties, on trouve

d

dt

(1
2‖ut‖

2
2 + 1

2‖∇ut‖
2
2 + 1

2‖∇u‖
2
2

)
+ ζ<

∫
Ω
ut(x, t)

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x, ξ, t) dξ dx = 0. (4.6)

Multiplions la troixième équation dans (PI) par ζφ et on intégre sur Ω× (−∞,+∞) on obtient :

ζ
2
d

dt
‖φ‖2L2(Ω×(−∞,+∞)) + ζ

∫
Ω

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ(x, ξ, t)|2 dξ dx

−ζ<
∫

Ω
ut(x, t)

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x, ξ, t) dξ dx = 0.

(4.7)

En vertu de (4.4), (4.6) et (4.7) on trouve

E ′(t) = −ζ
∫

Ω

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ(x, ξ, t)|2 dξ dx ≤ 0.

�
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On a le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théorème 4.2.1 (Existence et unicité)

(1) Si U0 ∈ D(A), alors le système (4.1) admet une solution forte unique

U ∈ C0(R+, D(A)) ∩ C1(R+,H).

(2) Si U0 ∈ H, alors le système (4.1) admet une solution faible unique

U ∈ C0(R+,H).

Preuve.

On utilise l’approche des semi-groupes. Appliquons le théorème 1.7.5 de Lumer-Phillips

Lemme 4.2.2

1) L’opérateur A défini par (4.3) et (3.3) est dissipatif et satisfait, pour tout U ∈ D(A)

<e〈AU,U〉H = −ζ
∫

ΓN

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ(x, ξ, t)|2 dξ dΓ. (4.8)

2) L’opérateur λI −A est surjectif pour tout λ > 0.

Preuve :

1) Montrons que A est dissipatif.

Soit U ∈ D(A).

Utilisons (4.1), (4.5) et le fait que

E(t) = 1
2‖U‖

2
H, (4.9)

on obtient

<〈AU,U〉H = −ζ
∫

Ω

∫ +∞

−∞
(ξ2 + η)|φ(x, ξ, t)|2 dξ dx ≤ 0. (4.10)

Ainsi, A est dissipatif.

2) Montrons que l’opérateur λI −A est surjectif pour tout λ > 0.

Soit F = (f1, f2, f3)T ∈ H, on montre qu’il existe U ∈ D(A) satisfait

(λI −A)U = F. (4.11)
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L’équation (4.11) est équivalente à


λu− v = f1,

λv − (I −∆)−1∆u+ ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)(I −∆)−1φ(x, ξ) dξ = f2,

λφ+ (ξ2 + η)φ− v(x)µ(ξ) = f3.

(4.12)

Alors 
λu− v = f1,

λ(I −∆)v −∆u+ ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x, ξ) dξ = (I −∆)f2,

λφ+ (ξ2 + η)φ− v(x)µ(ξ) = f3.

(4.13)

On suppose que u a une régularité appropriée. Alors, la première équation et la troixième équation

de (4.13) nous donnent successivement

v = λu− f1 ∈ H1
0 (Ω) (4.14)

et

φ = f3(ξ) + µ(ξ)v(x)
ξ2 + η + λ

. (4.15)

Grâce à la deuxième équation de (4.13) et l’égalité (4.14), il est facile de montrer que u satisfait

λ2(I −∆)u−∆u+ ζλ

(∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
λ+ ξ2 + η

dξ

)
u = (I −∆)f2 + λ(I −∆)f1

+ζ
(∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
λ+ ξ2 + η

dξ

)
f1 − ζ

(∫ +∞

−∞

µ(ξ)f3(x, ξ)
λ+ ξ2 + η

dξ

)
.

(4.16)

La résolution du système (4.16) est équivalente à trouver u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) telle que

(λ2 + ζλJ)
∫

Ω
uw dx+ (λ2 + 1)

∫
Ω
∇u∇w dx =

∫
Ω

[
(I −∆)f2 +

(
λ(I −∆) + ζJ

)
f1
]
w dx

−ζ
∫

Ω

(∫ +∞

−∞

µ(ξ)f3(x, ξ)
λ+ ξ2 + η

dξ

)
w dx

(4.17)

pour tout w ∈ H1
0 (Ω) et J =

∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
ξ2 + η + λ

dξ.

Le problème (4.17) est sous la forme

B(u,w) = L(w), (4.18)

où B : [H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)]→ IC est une forme sesquilinéaire définie par

B(u,w) = (λ2 + ζλJ)
∫

Ω
uw dx+ (λ2 + 1)

∫
Ω
∇u∇w dx
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et L : H1
0 (Ω)→ IC est une forme antilinéaire donnée par

L(w) =
∫

Ω

[
(I −∆)f2 +

(
λ(I −∆) + ζJ

)
f1
]
w − ζ

∫
Ω

(∫ +∞

−∞

µ(ξ)f3(x, ξ)
λ+ ξ2 + η

dξ

)
w dx.

Il est facile de vérifier que B est continue et coércive, et L est continue.

Par conséquent, d’après le lemme de Lax-Milgram, le système (4.18) admet une unique solution

u ∈ H1
0 (Ω).

En vertu du théorème de la régularité pour les équations linéaires elliptiques, il vient que u ∈

H2(Ω). Donc, l’opérateur λI −A est surjectif pour tout λ > 0.

�

Preuve (du théorème (4.2.1)).

On utilise l’approche des semi-groupes. En vertu du lemme (4.2.2) l’opérateur A est m-dissipatif.

Donc d’après le théorème 1.7.5 de Lumer-Phillips, l’opérateur A engendre un C0-semi-groupe

de contraction etA. Donc la solution du système (4.1) admet la représentation suivante

U(t) = etAU0, ∀t ≥ 0,

ce qui mène que le système (4.1) est bien posé. Par conséquent, en utilisant le théorème d’existence

et d’unicité de Hille-Yosida, le résultat du théorème 3.1.1 aura lieu.

�
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4.2.2 Stabilité forte du système (PI)

Dans cette section, on utilise le théorème général d’Arendt-Batty 1.7.11 (du chapitre 1) pour

montrer la stabilité forte du C0-semi-groupe etA associé au système (PI) dans l’abscence de la

compacité de la résolvante de A.

Notre résultat principal est le théorème suivant :

Théorème 4.2.2

Le C0-semi-groupe etA est fortement stable dans H ; c’est à dire que, pour tout U0 ∈ H, la solution

de (4.1) satisfait

lim
t→∞
‖etAU0‖H = 0.

Pour la preuve du théorème 4.2.2, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 4.2.3

A n’a pas de valeurs propres dans iR.

Preuve.

On démontre par l’absurde. Supposons qu’il exixte λ ∈ R et U 6= 0, telles que

AU = iλU. (4.19)

1er cas : λ 6= 0 :

L’égalité (4.19) est équivalente à


iλu− v = 0,

iλv − (I −∆)−1∆u+ ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)(I −∆)−1φ(x, ξ) dξ = 0,

iλφ+ (ξ2 + η)φ− v(x)µ(ξ) = 0, x ∈ Ω.

(4.20)

Ensuite, d’après (4.8), on a

<(AU,U) = −ζ
∫

Ω

∫ ∞
−∞

(ξ2 + η)|φ(x, ξ)|2 dξ dx. (4.21)

Alors, en utilisant (4.19) et (4.21) on en déduit que

φ = 0 sur Ω× (−∞,∞). (4.22)
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D’après la troixième équation de (4.20), on a

v(x) = 0, sur Ω. (4.23)

Ainsi, en vertu de la première équation de (4.20) on obtient

u(x) = 0 sur Ω. (4.24)

Par conséquent,

U = 0.

Contradiction.

2eme cas : λ = 0.

Le système (4.20) devient 
v = 0,

φ = 0,

∆u = 0.

(4.25)

Par une intégration par parties sur Ω dans la troixième équation de (4.25) et utilisons la condition

au bord u = 0 sur ΓD, on obtient

0 =
∫

Ω
∆uū dx = −

∫
Ω
|∇u|2 dx.

Ainsi u est constante dans Ω tout entier. Donc comme ΓD est non vide, on a

u = 0, sur Ω.

Par conséquent,

U = 0.

On en déduit que, A n’a pas de valeurs propres sur l’axe imaginaire.

�
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Lemme 4.2.4

On a
iR− {−i, i} ⊂ ρ(A) si η 6= 0,

iR− {0,−i, i} ⊂ ρ(A) si η = 0.

Preuve :

On va prouver que l’opérateur iλI −A est surjectif pour λ 6= 0.

Soit F = (f1, f2, f3)T ∈ H. On cherche U = (u, v, φ)T ∈ D(A) solution de l’équation suivante

(iλI −A)U = F. (4.26)

(4.26) est équivalente à


iλu− v = f1,

iλv − (I −∆)−1∆u+ ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)(I −∆)−1φ(x, ξ) dξ = f2,

iλφ+ (ξ2 + η)φ− v(x)µ(ξ) = f3,

(4.27)

En vertu de la première équation de (4.27), on a

v = iλu− f1.

Et d’après la troixième équation de (4.27), on a

φ = µ(ξ)v(x) + f3
iλ+ ξ2 + η

.

La deuxième équation de (4.27) est équivalente à :

iλ(I −∆)v −∆u+ ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x, ξ) dξ = (I −∆)f2.

En remplace la valeur de v et de φ dans la dernière équation, on obtient :

−λ2u+ (λ2 − 1)∆u+ iζλ

(∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ

)
u = (I −∆)f2 + iλ(I −∆)f1

+ζ
(∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ

)
f1 − ζ

(∫ +∞

−∞

µ(ξ)f3(x, ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ

)
.

(4.28)
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La résolution du système (4.28) est équivalente à trouver u ∈ H2 ∩H1
0 (Ω) telle que∫

Ω
(−λ2uw + (λ2 − 1)∆uw) dx+ iζλ

(∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ

)∫
Ω
uw dx

=
∫

Ω

[
(I −∆)f2 + iλ(I −∆)f1

]
w dx+ ζ

(∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ

)∫
Ω
f1w dx

−ζ
∫ +∞

−∞

µ(ξ)
iλ+ ξ2 + η

∫
Ω
f3(x, ξ)w dxdξ

(4.29)

pour tout w ∈ H1
0 (Ω).

Alors, on trouve∫
Ω

(−λ2uw − (λ2 − 1)∇u∇w) dx+ iζλ

(∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ

)∫
Ω
uw dx

=
∫

Ω

[
(I −∆)f2 + iλ(I −∆)f1

]
w dx+ ζ

(∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ

)∫
Ω
f1w dx

−ζ
∫ +∞

−∞

µ(ξ)
iλ+ ξ2 + η

∫
Ω
f3(x, ξ)w dxdξ.

(4.30)

Le problème (4.30) s’écrit sous la forme

Lλ(u,w) = lλ(w) (4.31)

où

Lλ(u,w) =
∫

Ω

(
λ2uw + (λ2 − 1)∇u∇w

)
dx− iζλ

(∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ

)∫
Ω
uw dx

et
lλ(w) =

∫
Ω

[
(I −∆)f2 + iλ(I −∆)f1

]
w dx+ ζ

(∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ

)∫
Ω
f1w dx

−ζ
∫ +∞

−∞

µ(ξ)
iλ+ ξ2 + η

∫
Ω
f3(x, ξ)w dxdξ.

Tout d’abord on montre que ce problème admet une solution unique si λ2 > 1 .

En effet,

il est clair que la forme sesquilinéaire

(u,w) 7→ Lλ(u,w) =
∫

Ω
(λ2uw+ (λ2− 1)∇u∇w) dx− iζλ

(∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ

)∫
Ω
uw dx (4.32)

est continue sur H1
0 (Ω) × H1

0 (Ω) et coércive. La forme antilinéaire w 7→ lλ(w) est continue sur

H1
0 (Ω).

D’après le lemme de Lax-Milgram, le problème (4.31) possède une unique solution u ∈ H1
0 (Ω).

Le cas λ2 − 1 = 0 ne peut pas nous mener à un résultat positif puisque le facteur qui est devant

l’opérateur ∆ vaut zéro.
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Si λ2 − 1 < 0 et λ 6= 0, alors la situation est plus délicate car les termes −λ2I et (λ2 − 1)∆ sont

en concurrence dans (4.28).

En divisant (4.28) par 1− λ2 et en posant τ = λ√
1− λ2

, on obtient d’une manière équivalente

−τ2u−∆u+ iζ
τ√

1− λ2

(∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ

)
u = 1

1− λ2

[
(I −∆)f2 + iλ(I −∆)f1

+ζ
(∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ

)
f1 − ζ

(∫ +∞

−∞

µ(ξ)f3(x, ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ

)]
.

(4.33)

L’opérateur :

−τ2I−∆+iζ τ√
1− λ2

(∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ

)
I =

[
−τ2 +iζ τ√

1− λ2

( ∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ
)]
I−∆

est un isomorphisme de H1
0 dans H−1 et donc il est un opérateur de Fredholm d’indice 0.

Comme le facteur 1− λ2 est différent de zéro, on trouve de manière équivalente que

−λ2I + (λ2 − 1)∆ + iζλ

(∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ

)
I est un isomorphisme de H1

0 dans H−1. Par

conséquent, il est un opérateur de Fredholm d’indice 0.

Ainsi, la preuve de l’existence d’une solution u de (4.30) se réduit à montrer qu’il n’y a pas une

solution non triviale pour (4.30) avec f1 = f2 ≡ 0 et f3 ≡ 0.

En effet,

s’il existe u 6= 0, tel que

∫
Ω

(−λ2uw − (λ2 − 1)∇u∇w) dx+ iζλ

(∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
iλ+ ξ2 + η

dξ

)∫
Ω
uw dx = 0,

alors iλ est une valeur propre de A. Par conséquent, d’après le Lemme 4.2.3 on en déduit que

u = 0. De la même manière, on obtient le même résultat si λ = 0 et η 6= 0.

�

Preuve du théorème 4.2.2 :

D’après le théorème d’Arendt-Batty 1.7.11, le C0-semi-groupe de contraction est fortement stable

si A n’a pas de valeurs propres sur iR et σ(A)∩ iR est un ensemble au plus dénombrable. D’après

le lemme 4.2.3 et le lemme 4.2.4, on conclut le résultat.

�
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Conclusions

On a considéré le système d’ondes (P ) et la stabilisation de ce système par un contrôle frontière

de type diffusif. On a prouvé que la décroissance de l’énergie de la solution du système (P ) n’est pas

exponentielle, mais elle est polynomiale. On a utilisé la méthode spectrale pour établir le manque

de stabilité exponentielle . D’un autre côté, on a utilisé le théorème d’Arend-Batty et et Lyubich-

Vu pour établir la stabilité asymptotique forte et le théorème généralisé de Borichov-Tomilov pour

réaliser les estimations de décroissance.

On a considéré aussi un système hyperbolique (PI) et la stabilisation de ce système par un contrôle

interne de type diffusif , où on a fait une étude qualitative de ce système telle qu’on a établi

l’existence et l’unicité de la solution et la stabilisation asymptotique forte, telle que on a utilisé le

théorème d’Arendt-Batty et Lyubich-Vu.
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Chapitre 5

Commentaires et perspectives

5.0.1 Commentaires

1) le contenu de notre travail est très proche de ceux de
(
[28], [58]

)
.

En tenant compte de la remarque 3.2.5, le problème (P ) devient

(PV )



utt(x, t)−∆u(x, t) = 0, dans Ω× (0,+∞),

u(x, t) = 0, sur ΓD × (0,+∞),
∂u

∂ν
(x, t) = −ζ

∫ t

0
h(t− s)ut(x, s)ds, sur ΓN × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), sur Ω,

,

où h est un noyau positif vérifiant certaines hypothèses supplémentaires. Pour des choix spé-

ciaux de h, la troixième équation de (PV) est une condition qui implique la dérivée fractionnaire.

Stahn [58] a considéré le taux de décroissance d’énergie pour un problème semblable au pro-

blème (PV ) dans le cas ΓD = ∅. La meilleure estimation ‖ (iλ−A)−1 ‖≤ C
(
<eĥ(iλ)

)−1
, λ > 0,

a été obtenue sous une hypothèse jointe sur ĥ et les valeurs propres Neumann-Laplacien de Ω

et est optimale dans le meilleur cas 1-D ( pour ΓD,ΓN 6= ∅ qui est prouvée dans notre travail).

cependant, ceci ne signifie pas nécessairement que notre résultat est superoptimal dans le cas

de multidimension. En fait, les contraintes sur Ω de [58] sont différentes de notre cas, ainsi il

est difficile de dire que la meilleure estimation de la resolvante est toujours atteinte dans le cas

de notre travail.

Notons également l’observation intéressante suivante : pour quelques choix très spéciaux de µ

(par exemple support compact) les taux de décroissance obtenus dans notre travail et dans [58]

sont réellement les mêmes, le taux obtenu dans [58] est plus rapide.

Pour la preuve de notre résultat principal sur le taux de décroissance de l’énergie (Théorème
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(3.2.7)) nous utilisons des techniques complètement différentes par rapport à [58]. Il est inté-

ressant de noter que la meilleure estimation de la résolvante dans [58] est seulement obtenue

sous une condition sur "l’impédance acoustique" ĥ qui exclut certains choix de h (dépend de

Ω) pour lequel [58] ne prouve aucun résultat.

Par Contre, l’estimation est légèrement plus mauvaise de notre travail pour n’importe quelle

impédance acoustique.

2) Notre méthode également marche facilement (avec une certaine modification) dans le cas

meas(ΓD) = 0 pour les situations suivantes :

• La première équation de (PV) implique aussi le terme de deplacement u.

• La loi de feedback de stabilisation contient non seulement une dissipation viscoélastique fron-

tière
∫ t

0 h(t− s)ut(x, s) ds mais également un déplacement frontière u.

• Lorsque meas(ΓD) 6= 0 la première condition aux limites dans (PV ) implique le terme de

deplacement u ( la condition aux limites (PV )2 est remplacée, par exemple, par ∂u
∂ν +u = 0 sur

ΓD × (0,+∞).

De plus notre méthode marche aussi pour le problème suivant

(P̃ V )



utt(x, t)−∆u(x, t) = 0 dans Ω× (0,+∞),
∂u

∂ν
(x, t) = 0, sur ΓD × (0,+∞)

∂u

∂ν
(x, t) = −ζ

∫ t

0
h(t− s)ut(x, s)ds, sur ΓN × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) sur Ω,

avec meas(ΓN ) 6= 0
(
meas(ΓD) = 0 est autorisée

)
.

Pour ce problème la fonction d’énergie classique est seulement une semi-norme. Nous pouvons

prouver que la solution du système ci-dessus tend asymptotiquement vers une constante qui dépend

des données initiales avec une estimation de convergence qui dépend de h.

5.0.2 Perspectives

1) Il est intéressant d’étendre les résultats de ce travail au problème suivant

(P1)



utt −∆u = 0, dans Ω× (0,+∞),

u = 0, sur ΓD × (0,+∞),
∂u

∂ν
+m · ν ∂α,ηt u = 0, sur ΓN × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), sur Ω,
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pour x0 ∈ Rn tel que 
m(x) = x− x0,

ΓD = {x ∈ Γ : m · ν ≤ 0},

ΓN = {x ∈ Γ : m · ν > 0}

et ΓD ∩ ΓN 6= ∅ (voir [27]).

2)Il est intéressant d’obtenir une condition nécessaire et suffisante (GCC) comme dans l’article

de Bardos et d’avoir (voir [10]) le taux optimal de décroissance semblable au cas 1-dimension du

problème

(P2)



utt −∆u = 0, dans Ω× (0,+∞),

u = 0, sur ΓD × (0,+∞),
∂u

∂ν
+ a(x)∂α,ηt u = 0, sur ΓN × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), sur Ω.

Un autre problème intéressant est d’obtenir une certaine estimation de l’énergie (peut être de type

logarithmique ) sous une condition faible sur le feedback ( ce qui ne satisfait pas la condition du

contrôle géométrique ) comme dans [22, 33, 41].
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