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Résumé

On s’intéresse, dans cette these, a ’étude de I'existence, 'unicité et la stabilité asymptotique

de I’équation des ondes avec condition de controle frontiere général de type diffusif suivante :

ugg(w,t) — Au(:v, t)=0 dans Q x (0, 4+00)
u(z,t) = sur I'p x (0, +00)
» O 1) = ¢ / u(E)p(w, €,1) d sur Ty x (0, +00)
8t¢(w £:t) + (€ +md(x, &, 1) — w2, )u() =0 sur Ty x (—00,00) x (0, +00)
w(z,0) = up(z), u(x,0) = uy(x) dans
$(x,£,0) =0 sur T'y x (—00, 00)

ot  est un ouvert borné de R™,n > 1 de frontiere 952 de classe C? et on suppose que
0N =TpUTyN, ouT'p et I'y sont des sous-ensembles fermés de 9Q avec I'p NT'y = 0. De plus
nous supposons que meas(I'p) # 0, ou meas désigne la mesure de Hausdorff en dimension n — 1.
Nous prouvons que le systeme (P) n’est pas exponentiellement stable dans le cas 1D. En outre,
nous établissons un résultat de taux de décroissance explicite et général, en utilisant la théorie des
semi-groupes et une estimation de la résolvante de générateur associé au semi-groupe.
D’une autre part, on s’intéresse aussi, a I’étude d’une équation hyperbolique (Pr) avec un controle

interne de type diffusif dans un domaine ouvert borné € de R™ de frontiere 92 de classe C?

up(z,t) — Au(z, t) — Augy(z,t) + C/+OO w(&)p(x,&,t)dé =0  dans Q x (0, +00)
u(z,t) =0 sur 99 x (0, +00)
(PI) 8t¢(x>§7t) + (52 + 77)¢($a§»t) - ut(x>t):u(£) =0 dans 2 x (_007 OO) X (O> +OO)
u(z,0) = up(z), w(x,0)=ui(z) dans
é(x,£,0) =0 dans Q x (—o00, 00)

qui modélise le phenomeéne physique des vibrations axiales d’une nanotige, ou ¢ > 0,7 > 0 et u est
la densité de mesure générale et les données initiales sont dans des espaces appropriés, telle qu’on
établit la stabilisation forte du systéme (Py).

Mots clefs :
Equations des ondes, Dissipation frontiere générale de type diffusif, Dissipation générale interne

de type diffusif, Taux de décroissance général.



Abstract

We are interested, in this thesis, in the study of the well-posedness and asymptotic stability
of following wave equation with a general boundary control condition of diffusive type. We prove

that the system (P) lacks exponential stability :

ug(x,t) — Au(x,t) =0 in Q x (0,+00)

u(z,t) =0 on I'p x (0,400)

Mty = [ merotwg 1) de on Ty x (0, +oc)
(P) ov - - 12 » Sy N )

6t¢(x7 57 t) + (52 + 77)¢($7 ‘fa t) - ut(x7 t):u(g) =0 on FN X (_007 OO) X (07 +OO)
(

u(z,0) = up(z), w(z,0)=ui(z) in Q

#(z,£,0) =0 on I'y x (—o0,00)

where ) is an open bounded domain of R” with boundary 9 of class C2. we assume that 9Q =
I'pUTw, where I'p and T'y are closed subsets of 92 with I'p N T'y = 0. Moreovere meas(I'p) # 0
where meas denotes the n — 1 dimentional Hausdorff measure. Furthermore, we show an explicit
and general decay rate result, using the semigroup theory of linear operators and an estimate on
the resolvent of the generator associated with the semigroup. In other side, we are interested in

the study of the well-posedness and strong stability of a hyperbolic equation (P;) as follow :

ug(x,t) — Au(z,t) — Auy(x,t) + C/_J:o w(&)p(z,&,t)dé =0  in Q x (0, +00)
u(z,t) =0 on 9 x (0, +00)
(P1) Y 0u6(x,€,6) + (€2 + m)(a, €, £) — wilar, )u(€) = 0 in Q x (—o00,00) x (0, +00)
w(@,0) = uo(z), we(z,0) = uy (@) in Q
d(x,£,0) =0 in Q x (—o0,00)

with general internal control of diffusive type that modeling the phenomenon physical of axial
vibrations of a nanorod, where ( > 0,7 > 0 and u is a general measure density.

Keywords :
Wave equation, General boundary dissipation of diffusive type, General internal dissipative of dif-

fusive type, General decay rate.
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Notations et symboles

Notations et symboles

R := I’ensemble des nombres réels.

Ry = (0,+00) := l’ensemble des nombres réels non négatifs.
R* .= I’ensemble des nombres réels non nuls.

N := I’ensemble des nombres entiers positifs.

N* .= I’ensemble des nombres entiers positifs non nuls.
7 = I’ensemble des nombres entiers.

7r = I’ensemble des nombres entiers non nuls.

C .= I’ensemble des nombres complexes.

i:= 'unité imaginaire (i2 = —1).

iR = le demi plan imaginaire pur.

R .= la partie réelle d’'un nombre complexe.

S = la partie imaginaire d’un nombre complexe.
Q= un ouvert borné de R".

o = la frontiere de (2.

Q= la fermeture de 2, Q = QJ09Q.

K := Pintérieur de K.

I'p:= la frontiere de Dirichlet de €.

I'y = la frontiere de Neumann de €.

dl' .= la mesure surfacique.

T = la variable du domaine €.

¢ la variable diffusive

H = espace de Hilbert.

t € (0,+0) := la variable de temps.

LpP .= I’espace de Lebesgue.

H™ .= I’espace de Sobolev.

2(Q) = I'espace de fonctions indéfiniment différentiables sur 2

et & support compact




Notations et symboles

2'(Q) = I'espace des distributions.

L(X) := I’espace des applications linéaires continues de X dans X.

C° = I’espace des fonctions continues.

D(A) = domaine de 'opérateur A.

A* = Popérateur adjoint de A.

o(A) = le spectre de A.

or(A) == le spectre résiduel de \A.

oc(A) = le spectre continu de A.

p(A) == Pensemble résolvant de A.

Im := L’image

| .| = le module.

.1 = la norme.

max := le maximum.

min := le minimum.

sup = la borne supérieure.

inf := la borne inférieure.

Uy = Oph := la dérivée partielle de u par rapport a z.

Upy = O := la dérivée seconde partielle de u pa rapport a x.

Up = la dérivée premiere de u par rapport a la variable du temps t.
Uy = g?; = la dérivée seconde de u par rapport a la variable du temps t.
v = (vi,19,..,v,) = le vecteur normal unitaire extérieur a 9.

% = Vuw = la dérivée normale extérieure de u a 0.

o = la dérivée fractionnaire qui dépend des parametres 0 < o < 1 et n > 0.
I':= la fonction Gamma définie par : Vo > 0,I'(x) = /O+OO t" et at.
(, )y = produit scalaire sur H .

p.p = presque partout.

= fin d’une démonstration.




Introduction

Le but de cette these est d’étudier I'existence globale de la solution et la stabilisation de
quelques problémes d’évolution par des contrdles de type diffusif. On est intéressé au premier lieu

du probleme des ondes linéaire suivant,

ugg(w,t) — Au($,t) =0 dans Q x (0, 4+00)
(:c t) = sur I'p x (0, +00)
" (1) = —C / W(€)o(, €, 1) de sur Ty x (0, 400)
3t¢(£v §1) + (&8 +mo(x, & t) —w(x, t)p(€) =0 dans I'y x (—00,00) x (0, +00)
u(z,0) = uolx > w(z,0) = ur () sur
$(2,€,0) =0 sur Ty X (—00, 00)

ol € est un ouvert borné de R™,n > 1 de frontiere 92 de classe C? et on suppose que

0N =TpUTyN, oul'p et I'y sont des sous-ensembles fermés de 90 avec I'p NT'y = 0. De plus
nous supposons que meas(I'p) # 0, ot meas désigne la mesure de Hausdorff en dimension n— 1.
v est le vecteur normal unitaire extérieur standard de €2 et gz est la dérivée normale extérieure
de u a 9. De plus ¢ > 0,7 > 0 et p est une densité générale de mesure et les données initiales
sont prises dans des espaces appropriés.

On fait une étude qualitative du probléeme (P) ( existence et unicité de la solution et la stabilisation
par un controle frontiére de type diffusif ).

On appelle le systéme formé par la troixiéme équation et la quatrieme équation du systeme (P),

le systéme de réalisation diffusive associé a I’équation des ondes.

10



Notations et symboles

Lorsque p(§) = ]{\2a2_1 et ¢ = y(m) tsin(am) avec v > 0 et 0 < o < 1, on résout ce systéme

de réalisation diffusive , on obtient

ug(x,t) — Au(z,t) =0 dans Q x (0, +00)

u(z,t) =0 sur I'p x (0, +00)
(CF) ou an

%(aj,t) = —0; "u(z,1t) sur 'y x (0,400)

u(z,0) = up(z), w(z,0)=ui(zr) surf
ot ;" représente la dérivée fractionnaire de Caputo généralisée d’ordre o (0 < a < 1) par
rapport a la variable de temps (voir [26] et [17]). Elle est définie par

1 t dw
a,n _ _ ), n(t—s)
;" Mw(t) T —a) /0 (t—s)"“e 7 (s)ds.

On est intéressé également du deuxiéme probléme hyperbolique (Pr) suivant, dans un domaine

ouvert borné Q de R™ de frontiere 9 de classe C? :

(Pr)

it (2, 8) — Au(, 1) — Aug (@, £) + C / :O W€ (@, &, 6)d =0 dans Q x (0, 400)

u(x,t) =0 sur 9Q x (0, +00)

Bud(,€.1) + (€ + 1), £,1) — wa(w, Ha(€) = 0 dans §2 x (—00,00) % (0, +50)
u(z,0) = up(x), wu(z,0)=ui(z) sur €,

o(,£,0) = 0 sur © x (00, 00),

Ou ¢ > 0,17 > 0 et uest la densité de mesure générale et les données initiales sont dans des espaces

appropriés.

Historique :

Le probléme de stabilisation du probleme aux limites

ug —Au =0 sur 2 x (0, +00),
(P %uz 0 sur I'p x (0, 4+00),
E +a(x)uy =0 sur I'y x (0, +00),

u(z,0) = up(z), ut(z,0) = ur(z) sur 2,

a été étudié par plusieurs auteurs par exemple Haraux [34], Bardos , G. Lebeau et J. Rauch
[10], Lebeau et Robbiano [10], Burq [22] et Xiaoyu Fu [33].
Tout d’abord A. Haraux a montré que si a € L>(I'y),a # 0, alors chaque solution de (P’) tend

vers 0 dans H}(Q) = {u € HY(Q) : u|r,, = 0} fortement lorsque ¢t — —+o0.

11
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C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [10] ont introduit la technique de "condition géométrique
du contréle " qui est une condition nécessaire et suffisante pour le taux de décroissance uniforme
exponentielle de 1’énergie.

De plus, Lebeau et Robbiano (voir [41]) ont montré que dans le cas ou la condition de Neumann
sur la frontiére est appliquée sur la frontiere entiere est une condition faible sur le feedback (ce qui
ne satisfait pas la condition géométrique de controle. ) a fournit la décroissance logarithmique des
solutions régulieres. Le résultat optimal sans hypothese géométrique est donné dans [22]. Nous
rappelons également le résultat de Fu [33], 1a ou 'auteur a prouvé un résultat semblable a celui
de [41] pour des conditions moins régulieres en adoptant ’estimation globale de carleman.

Dans [46] Mbodje a étudié la décroissance d’énergie de 1'équation des ondes avec un controle
frontiere de type dérivée fractionnaire (C'F'). La difficulté trouvée revient aux opérateurs fraction-
naires et le comportement héréditaire. Donc 'utilisation des outils mathématiques d’analyse, tels
que 'analyse de stabilité et I'approximation numérique est trés difficile. Une nouvelle approche qui
s’appelle " la représntation diffusive" est établie pour réduire ces difficultés. Le modele original est
transformé en systéme augmenté qui peut plus facilement étre abordé par la méthode d’énergie.
Mbodje a établi la stabilité asymptotique forte des solutions du probleme quand n = 0 et que le

taux de décroissance plynomiale

Et)<C/t pour t>0 ou n#0.

Récemment dans [13] Benaissa et Benkhedda ont considéré la stabilisation pour ’équation des

ondes suivante avec un controle frontiere dynamique de type dérivée fractionnaire (C'F) :

up (2, t) — Uy (x,t) =0 dans ]0, L[x]0, +o0o[
(S) u(0,t) =0 dans (0, +00)
mugt (L, t) + ug (L, t) = =0 "u(L,t)  dans (0, +00).

Ils ont montré que la décroissance de I’énergie n’est pas exponentielle, mais elle est polynomiale.
Ils ont utilisé la méthode spectrale pour le manque de stabilité exponentielle et le théoreme de
Borichev-Tomilov pour établir le taux de décroissance polynomiale £(t) < ¢/t'/ (2=,

Récemment, 'application du contréle frontiere de type convolution est devenue un outil d’un grand
interét dans des domaines de recherche comme la viscoélasticité, le chaos, la biologie, la propaga-
tion des ondes, le flux de fluide, ’electromagnétisme, le contréle automatique et le traitement des

signaux (voir [52], [56]).
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L’aspect le plus important de la dérivée fractionnaire pour les applications réelles est que 1’étude
de I’évolution d’un systeme possedant des termes fractionnaires nécessite a priori le stockage en
mémoire de tout le passé du processus, et c’est une propriété fortement désirée.

De plus le noyau de convolution qui décrit de tels opérateurs impose un pas de temps tres petit et
un domaine d’intégration tres étendu. En outre, on ne peut pas obtenir un systéme sous la forme
d’état standard, ce qui rend ’application des outils classiques de I’étude et de 'analyse en contréle
tres difficile ou impossible et limitée, notamment 1’étude de la stabilité.

"La représentation diffusive " est une représentation symbolique qui permet d’avoir une réalisation
non héréditaire d’opérateurs pseudo-différentiels. Cette nouvelle approche est basée sur le com-
portement entrées/sorties particulier d’une équation de diffusion convenable de nature dissipative,
dont la dimension infinie de la variable d’état est en quelque sorte utilisée pour résumer 'histoire de
I’entrée de telle sorte que la convolution a mémoire longue définie par les opérateurs fractionnaires
soit disponible en sortie. Cette représentation permet d’avoir un systeme augmenté qui peut se
mettre sous la forme abstraite dd—); = AX, ou A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe,
ce qui rend 'application des outils d’étude et d’analyse en controle possible : notamment 1’étude
de la stabilité de Lyapunov.

Notre but est de prouver l'existence et l'unicité du probleme (P) et d’établir aussi le taux de
décroissance explicite et général de 1’énergie qui dépend de p .

Dans le cas n > 0 et meas(I'p) = 0, Stahn a obtenu indépendamment des résultats relatifs dans

[58]. Plus précisément il a considéré le probléme suivant :

pi(t, ) + divo(t, z) =0, (teR,zeQ)
(P) ve(t,x) + Vp(t,z) = 0, (teR,xzeQ)
exp(t,x) —v.Vo(t,z) =0, (teR,zeIN).

ou ) est un domaine borné de frontiére lipschitzienne et e : R — [0,400) une fonction inté-
grable non nulle qui dépend seulement de la variable de temps et s’annule sur (—oc,0). On
suppose que e est une fonction completement monotone. C’est a dire qu’il existe une mesure
positive de Radon ¥ sur [0,00) telle que e soit la transformée de Laplace de cette mesure i.e :
et) = / e dI(r), t> 0.
[0,00)

L’approche utilisée dans son travail, qui est basée sur la transformation de Laplace et la stratégie
utilisée dans [28], [29] et [53] est différente de notre approche. En particulier, Stahn a prouvé
la décroissance optimale dans le cas 1-D comme dans notre travail. D’une maniere essentielle les

conditions qu’il a utilisé pour obtenir le taux de décroissance sont différentes de celles que nous
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avons utilisé.

En outre, nos résultats dans le cas multidimensionnel sont différents car nous utilisons seulement
la condition géométrique de contrdle des multiplicateurs. Notre méthode s’applique aussi (avec
quelques modifications) dans le cas meas(I'p) = 0. De plus, on applique nos résultas pour la classe

importante des fonctions a variation réguliere.

Plan de la theése :
Notre these est divisée en cinq chapitres. Le premier chapitre est consacré aux rappels et générali-
tés. Le chapitre deux est consacré aux rappels de quelques types de fonctions (fonctions a variation
réguliere, fonctions & variation lente, fonctions de Stieltjes.)
Pour le chapitre trois, dans la premiere section on établit I’existence et 1'unicité d’une solution glo-
bale faible et forte du systéme (P) dans des espaces de Sobolev appropriés en utilisant la théorie
des semi-groupes lié avec le théoréme de Hille-Yosida.
La deuxiéme section de ce chapitre est consacrée a ’étude de la stabilité du systeme (P) et elle
est divisée en cing parties. Dans la premiere partie on montre que systéme (P) n’est pas expo-
nentiellement stable dans le cas 1-D. Dans la deuxieme partie on établit la stabilité asymptotique
dépendante de la forme de la mesure de diffusion de ’énergie du systeme (P). La partie trois
est consacrée a I’étude du spectre résiduel de 'opérateur A. Dans la partie quatre on établit la
décroissance générale pour 7 # 0. La partie cinq est consacrée a ’étude de la décroissance optimale
de I’énergie dans le cas 1-D ou on obtient divers types de stabilisation : exponentielle, polynomiale
et logarithmique.
Les résultats de ce chapitre ont fait I’objet d’une publication internationale parue dans la revue
Mathematische Nachrichten intitulée Well-posedness and energy decay of solutions to
a wave equation with a general boundary control of diffusive type.
DOI : 10.1002/mana.201800224. Mars(2019). Voir [14].
Le chapitre quatre est consacré a I’étude d’un systéme hyperbolique linéaire en présence des forces
d’inertie de rotation et un terme de mémoire interne de type fractionnaire, ot on montre 1’existence
globale de la solution ainsi que la stabilité polynomiale, en utilisant des outils de semi-groupe et
I’analyse de la résolvante sur l'axe imaginaire. Les résultats de ce chapitre est une partie d’un
travail (en soumis au journal Mathematische Nachrichten) sous le titre : Stabilization of a
hyperbolic equation with a general internal control of diffusive type.

Le chapitre cing est consacré aux commentaires, conclusion et perspectives.
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Chapitre 1
Rappels et généralités

On rappelle dans ce chapitre des notions et des résultats fondamentaux pour ’étude des équa-

tions aux dérivées partielles.

1.1 Notations asymptotiques

Notation de O et o

Les notations O(.) et o(.) sont définies comme suit : pour s > 0 et un nombre réel p
(o) f(s) =0O(sP) lorsque s — 0 < s P | f(s) | est bornée lorsque s — 0
(o) f(s) =o(sP) lorsque s = 0 < s7P | f(s) |— 0 lorsque s — 0

Soient f et g deux fonctions définies sur le mémes sous-ensemble de R, on définit

(o) f(s) =0O(g(s)) lorsque s — 400 signifie qu’il existe un nombre positif M > 0 et un nombre
réel sg tels que

| f(s) IS M |g(s)], Vs=>sg

(o) f(s) =o0(g(s)) lorsque s — +oo signifie que

T EAG S
s—++oo | g( S
(o) f ~ g lorsque s — oo signifie que
im |19,
s—=+oo | g(s

15



Notations asymptotiques

Nous sommes intéressés aux propriétés asymptotiques des fonctions définies sur un intervalle
de la forme [a,400) pour un certain a > 0, & valeurs dans [0, +00).
On dit que f et g sont asymptotiquement équivalentes, et on écrit f ~ g, ou f(s) ~ g(s), si

lim 1(s)

=1
s=too g(s)

ceci définit une relation d’équivalence sur telles fonctions et nous travaillerons en effet avec les
classes d’équivalence des fonctions.

Si f et g sont des fonctions définies sur l'intervalle (0, a], la notation

f(s) ~g(s), s—04

signifie que
T (O
s—+04 g(s)

~—
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Quelques rappels de I'analyse complexe

1.2 Quelques rappels de ’analyse complexe

Définition 1.2.1

Soit f une fonction complexe définie dans un ouvert U du plan complexe C. Etant donné un point
acU.

- On dit que f est holomorphe dans U si elle est dérivable en tout point de U.

- On dit que f est holomorphe en a si elle est holomorphe dans un voisinage ouvert de a.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de Rouché)
Si les fonctions [ et g sont réguliéres a lintérieur du contour fermé C de C, et si elles sont

continues sur C, et si

IF > lg(2)], (2 €0).

Alors les fonctions z — f(z) et z — g(z) + f(z) ont le méme nombre de zéros a l'intérieur de C.

Voir (Thm 4.3.1 de [32]).

Théoréme 1.2.2

Soit U un sous-ensemble ouvert d’un espace de Banach complexe. Soit f : U — FE et g : U — E
deux applications continues dans U et holomorphes dans U.

Supposons que ||g|| < || f| sur OU, et que (I — f)(U) et [I — (f + g)](U) sont contenues dans un
sous-ensemble de E. Alors f posséde un nombre fini de zéros dans U et, f et f + g ont le méme

nombre de zéros dans U.

Preuve : voir ([62]).
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Opérateurs bornés et non bornés

1.3 Opérateurs bornés et non bornés

On commence dans ce chapitre par donner quelques résultats qui sont connus sur les opérateurs
bornés et non bornés. On n’essaye pas de donner tout, mais de donner les définitions et les théorémes

de base dans la plus part on les présente sans démonstrations que I’on voit nécessaires dans notre

travail.
Soient (E, | . ||g) et (F,| . ||r) deux espaces de Banach sur C, et H désigne toujours un espace de
Hilbert muni d’un produit scalaire <, > et la norme correspondante || . ||%.

Définition 1.3.1

Un opérateur linéaire T : E — F est dit bornée s’il existe C' > 0 telle que

| Tz ||[p< Cll|lp, VzekE

dans le cas contraire, T est dit non borné.

L’ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés de E dans F est noté par L(E, F'). De plus,

L’ensemble de tout les opérateurs linéaires bornés de E dans E est noté par L(E).

Définition 1.3.2
Un opérateur linéaire non borné de E dans F est un couple (T, D(T)), avec D(T) C E est un

sous-espace de E (dit le domaine de T') et la transformation linéaire

T:D(T)CE—F

dans le cas ou E' = F, alors on dit que (T, D(T)) est un opérateur linéaire non borné sur E.

Définition 1.3.3
Soit T : (T, D(T)) C E — F un opérateur linéaire non borné.

(o) L’image de T est définie par

Im(T)={Tx:2€ D(T)} CF.

(o) Le noyau de T est défini par

ker(T) = {«(T) : Tz =0} C E.
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Opérateurs bornés et non bornés

(o) Le graphe de T est défini par

GT)={(z,Tx): 2 € D(T)} CEXF

Définition 1.3.4
Lopérateur T € L(E, F) est dit compact si de toute suite (xn)nen de E avec || zy, ||= 1 pour tout

n € N, la suite (Txy)neny admet une sous-suite convergente dans F'.

L’ensemble de tous les opérateurs compacts de E dans F' est noté par K(E, F), et si E = F, on

écrit K(E, E) = K(B).

Théoréme 1.3.1 (alternative de Fredholm)
Soit T € K(FE). Alors
(o) ker(I —T) est de dimension finie, (I est l'opérateur identité de E ).
(o) Im(I —T) est fermé, et plus précisément
Im(I —T) = ker(I — T*)*.
(0) ker(I —T) = {0} & Im(I - T) = E

Définition 1.3.5
Un opérateur T : (T, D(T')) C E — F est dit fermé si G(T) est fermé dans E x F.
Un opérateur linéaire non borné fermé est caractérisé par :

T est fermé si et seulement si

Pour toute suite () telle que (x,) C D(T), x € D(T)
T, >z dans E = | et
et Tz, —y dans F Tx=y
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Outils d’analyse fonctionnelle et espaces de Sobolev

1.4 Outils d’analyse fonctionnelle et espaces de Sobolev

Théoréme 1.4.1 (de convergence dominée)
Soit Q un ensemble mesurable et soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables tels que

lim f,(z) = f(z) ppx € Q, et pour tout n € N, | fo(x) |< g(z) pp © € Q, ot g est une

n—-+o00

fonction intégrable sur ). Alors

lim /an(x)dx:/gf(x)dx

n—-4o0o

1.4.1 Espaces fonctionnels

Q désigne un ouvert de R muni de la norme de Lebesgue dzx.
On désigne par L' (2) I'espace des fonctions intégrables sur & valeurs dans R.

On pose
I£l0) = [ 1/ @] do

Définition 1.4.1

Soit p € R avec 1 < p < 00 ; on pose
LP(Q) = {f : Q — R; f mesurable et |f|P € LI(Q)}.

On note

1
s = | [ 15 ]
Q
Définition 1.4.2
On pose

L>(Q) ={f:Q — R; f mesurable, 3 une constante Ctelle que |f(z)| < C p.p sur Q}.

On note

| fll oo () = inf {C; | f(z)| < C p.p sur Q}

Remarque 1.4.1
Si fe L>(Q), on a

|f(@)] <[ fllLe(e) p-p sur Q
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Outils d’analyse fonctionnelle et espaces de Sobolev

Notation

1 1
Soit 1 < p < 00; on désigne par g ’exposant conjugué de p, c’est a dire — + — = 1.
p q

Théoréme 1.4.2 (inégalité de Holder)([19] p.56)
Soient f € LP(Q) et g € LY(Q) avec 1 <p < oo .
Alors fg € LY(Q) et
/Q!f(fv)Hg(ﬂU)!dw < [fller@lgllze (o)

Notations :

Soit 2 un domaine non vide de R", IC désigne un sous-ensemble compact de R™, d’intérieur non
vide, inclus dans Q : 0 £ K € K C Q.

Soit « = (a1, g, ..., ) un élément de N™. On appelle ordre de «v et on note |« Uentier : |a] = i Q.
Soit ¢ une fonction de R" dans C, o un élément de N™. On note D%p la dérivée d’ordre oj:cie ®

soit

0%

Dlp=— 2%
14 0171....0% %,

On note Zx(Q2) = {go € C™(Q)/supp(p) C IC}.

Définition 1.4.3 (Espace 2(2) des fonctions "test")
Soit Q un ouvert non vide de R™ ; on appelle espace des fonctions test et on note 2(2) l'en-

semble

2(Q) = {gp € C*(Q)/3 K compact, K C Q,p € %C(Q}

Définition 1.4.4
Soit Q un domaine non vide de R", et soit Z(2) est comme dans la définition (1.4.3).

P'(Q) est Uespace de toutes les formes linéaires continues sur Z(Q), c’est a dire que
T:2(Q)—=C, T:p—T(p), p € 2(9),

T(Ap1 + Xow2) = MT (1) + XaT(p2), A, A2 € C; 1,02 € 2(9),
et T(p;) = T(p), pour j — 400 lorsque p; — ¢ dans Z(2).
T € 9'(Q)est dite une distribution.

Dérivation d’une distrubution :

Définition 1.4.5

Soit Q un ouvert de R™, T un élément de 2'(Q) : pour tout a € N™, on appelle dérivée d’ordre o
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Outils d’analyse fonctionnelle et espaces de Sobolev

de T et on note D*T ’application
D*: 9(Q) = C,p = D*T(p) = (—1)°NT, D)

1.4.2 Espace de Sobolev, résultats de densité

Soit 2 un ouvert de R”.
Définition 1.4.6

L’espace de Sobolev H*(Q) est défini par

HY(Q) = {v € 1(Q) : g € LX(Q),i=1,2,.... n}
T

ot est prise au sens des distributions.
Ty

Lespace H'(Q) est muni du produit scalaire

" Ou Ov
< u,v >H1(Q):/Q (MH_Z B, a@) dx

et la norme correspondante

1ol 10y = [/Q<+§<§)d>]

Remarque 1.4.2
par définition de la dérivation dans l’espace des distributions 2'(Q), les deux conditions suivantes
sont équivalentes

(a) ve HY Q)

(b) v € L) et il existe g1, go, ..., gn € L*(Q) tels que

Vo e 9’(9),/ U&p dr = —/ gip dx.
o Oz Q

ov
Alors par définition I gi au sens des distributions.
T

La définition ci-dessus peut étre prolongée lorsqu’on remplace lespace L*(Q) par lespace LP(2),

1<p< +oo.
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Outils d’analyse fonctionnelle et espaces de Sobolev

Définition 1.4.7

Pour tout 1 < p < +oo, lespace de Sobolev WP (Q) est défini par

ov

i

WP (@) = {v € IP(Q): -~ € LP(Q),i =1,2,...,n}

ov
T
L’espace WHP(Q) est muni de la norme

ot est prise au sens des distributions.

" | v |P P
[vllwir@) = / \v\p+z D dx pour 1 <p < 400,
@ i=119%i
Jollwrn) = max {lolloo, [ £2]| - |22]_} powr p=-+oo.

Lorsque p = 2, Wh2(Q) = H1(Q).

Définition 1.4.8

On prend m € N et 1 < p < 400. L’espace de Sobolev W™P(Q) est défini par
WmP(Q) ={ve LP(Q): D% € LP(Q),Va € N avec |a] <m}

ot D*v est la dérivée de v au sens des distributions de symbole .
ooy

On rappelle que o = (a1, g, ..., ap), D = m,

avec |al = a1 + ... + .

L’espace W™ P(Q) est muni de la norme

%
lolwmsiey = | 3 [ 1D dz| pour 1<p< o,
0<al<m 7
vllwmr@) = oéf}ﬁmeD%H“’ pour p = —400.

Lorsque p = 2, W™2(Q) = H™(Q) = {v € L*(Q) : D% € L*(Q),Va € N*,|a| < m}, on le munit

du produit scalaire

< U,V >p= Z /QDau(x)Dav(x)d:L‘ (1.1)

|ao|<m
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Outils d’analyse fonctionnelle et espaces de Sobolev

et la norme associée

lullm,o = ( Z /Q‘Dau(x”?dx) = ( Z ||Dau(x)||%2(9)> .
lor|<m

laj<m
L’espace WP (Q) peut aussi muni de la norme équivalente

" Ov
vl e ) + ; ||£HLF(Q)-

i

Théoréme 1.4.3 (théoréme 5.1.2[5])
Soit Q un ouvert de R™. Pour tout m € N et tout nombre réel p avec 1 < p < o0, W™P(Q) est

un espace de Banach. Lorsque p =2, W™P(Q) = H™(Q) est un espace de Hilbert.

Proposition 1.4.1

(i) Si m > m/(m,m’ € N), alors H™(Q) est contenu, avec une injection continue, dans
H™ ().

(i) H™(Q) muni du produit scalaire 1.1 est un espace de Hilbert.

Preuve : (voir[31] proposition 1 p.93)

Définition 1.4.9
Par définition

H(Q) = la fermeture de 9(Q)dans H'(£2)

H} () = sous espace de H*(Q)des fonctions nulles sur 05
Wol’p(Q) = la fermeture de P(Q)dans W1P(Q)

Wy (Q) = la fermeture de 2(Q)dans W™P(Q).

Puisque (par définition) 2(€) est dense dans H}(€2), on peut identifier le dual H=1(Q) de H(Q)

a un espace de distributions sur 2.

{H—1<9> = (H§(©)’
H}(Q) c L2(Q) c H Q) CcD(Q)
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Définition 1.4.10
Pour m € N, on désigne par Hy* () la fermeture de () dans H™(S2).
De maniére évidente, HJ*(€2) est un sous-espace fermé de H™(Y), mais en général
Hy () £ H™(9).
Signalons deux cas ou on a bien [’égalité
(i) Sim =0, alors H*(Q) = L*(Q) et donc HY () = HY(Q)
(ii) Si Q2 =R", alors on peut montrer que HY'(R™) = H™(R")

Théoréme 1.4.4 (inégalité de Poincaré théoréme 5.3.1[5])
Soit Q un ouvert de R™ borné dans une direction. Alors, pour tout 1 < p < +o00, il existe une

constante Cp () qui dépend seulement de ,p et n telle que

([ o) <o ([ 3]

Théoréme 1.4.5 (inégalité de Poincaré) (théoréme 1.4.6 p.11 [45])

1
p
g;" P da:) Vo € WEP(Q).

Soit Q un ouvert borné de R™ et u € HJ(SY). Alors il existe une constante positive C qui dépend

seulement de S et n telle que
lull 20y < ClIVullL2(),  Vu € Hy ().

Théoréme 1.4.6 ([45] théoréme 1.4.7 p.11)
Soit Q un ouvert borné de classe C* de R™. Il y a une constante positive C qui dépend seulement

de Q et n telle que pour tout u € H*(Q),

Julzioy < € (IVuliagoy +| [ wde]).

Définition 1.4.11
Soient deuz espaces de Banach E et F' tels que F' C E. On dit que F' s’injecte de maniére continue

dans E (en notation F — E) si et seulement si l'opérateur identité

F—FE
Id :

y—=y

est continu. De méme, on dit que F' s’injecte de maniére compacte dans E (en notation F —. E)si

et seulement si l'opérateur identité de F' dans E est compact.
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Théoréme 1.4.7 (de Relliche)

Si Q0 un ouvert borné et a bord continu, alors
H™(Q) <. H™"Y(Q), Vm € N*.

En particulier,

H™(Q) —. L*(Q), Ym € N*

Théoréme 1.4.8 (injection de Sobolev)

S € un ouvert borné et a bord lipschitzien, alors on a les deux injections suivantes

H™(Q) — LP(Q),Vm e N*,1<p<oo telque m—5>—

H™(Q) — C(Q),Ym € N*  tel que m — 5 > 0.

Pour les deux théoremes 1.4.7 et 1.4.8 voir [43], [50] et [2]

Théoréme 1.4.9 (théoréme de trace) ([45] théoréme 1.4.3 p.10)
Soit v = (v1, v, ..., V) la normale unitaire extérieure sur OS) et

o A
i 7%‘89

YueC™Q), j=0,.m—1

Alors Uopérateur de trace, v = {70,..., Ym—1}, peut étre prolongé uniquement a un opérateur de

m—1
W (Q) vers [ Wm*k%’p(aQ)
=0
m—1 oy
viu € WMP(Q) = yu = {yu, ..., Ym—-1u} € H W™ P(9Q).
§=0

De plus, elle une application surjective.

1
Notons que les espaces W™ 77 »?(9Q) sont des espaces a dérivées d’ordre fractionnaire. (Pour plus
de detail voir [43]).

Soit Q un ouvert borné de R" de frontiere 9 de classe C. Alors, pour toute fonction u € H*(Q),

d’apres le théoreme de trace, on a u‘aﬂ € H%(ﬁﬁ) C L?(09).
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Nous avons maintenant les résultats suivants.

Théoréme 1.4.10 ([45] théoréme 1.4.4 p.10)
Soit Q un ouvert borné de R™ de frontiére 02 de classe C*.

Alors pour toute fonction u € HY(SY), lestimation suivante a lieu

1 1
[ull 200y < CHuH;{l(Q)HquQ(Q)
avec C' une constante positive indépendante de u.

Théoréme 1.4.11 (formule de Green)(théoréme 1.3.2 de [9])
Soit Q un ouvert borné de R™ de classe C*.
(1) Siue CHQ),ve CHQ) et Av e C(Q), alors

v

E(x) dr.

/Qu(x)Av(x) dx = —/QVu(az).Vv(x) dx+/ag u(z)

(2) Siu,veCHQ)NCYURQ) et Au, Av € C(Q), alors

[ [s)a0@) ~ v(ysute)] s = |

" (u(m)g;)(x) _ U(:c)au> dr.

ov

Théoréme 1.4.12 (Lax-Milgram [5])
Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire <, >4 et la norme correspondante
1
I =<, >
Soit a : H X H — R une forme bilinéaire qui satisfait les deux conditions (i) et (ii) suivantes

(i) a est continue, c’est a dire il existe une constante M > 0 telle que
Vu,v € M = fa(u,v)| < M [ u gl v [
(i) a est coercive, c’est a dire il existe une constante o > 0 telle que
VYo € H :alv,v) > all vl .

Alors pour tout L € H' (L est une forme linéaire continue sur H), il existe une unique

u € H telle que
a(u,v) = L(v), YveH
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Théoréme 1.4.13 (d’unicité de Holmgren. théoréme 1.6 page 17 de [42] )
Soit
P(z,D)= ) aa(x)D7

la|<m
un opérateur linéaire & coéfficients analytiques sur un ouvert 0 de R™ et soit ¥ une hypersurface

non caractéristique par rapport a P(z, D), de classe C de sorte que nous avons une partition

a=0_|JsJo

avec Q_ et Q4 sont ouverts.

Soit u une distribution sur § telle que Pu =0 et u‘ﬂ = 0. Alors u = 0 sur un voisinage ouvert

de 3.

1.5 Analyse spectrale

Définition 1.5.1
Soit E un espace de Banach et (A, D(.A)) un opérateur borné ou non borné

1) On appelle ensemble résolvant de A l’ensemble
p(A)={Ae C: [ - A: D(A) — E est inversible}.

L’ensemble résolvant est un ouvert de C.

2) Pour X € p(A) on note, R(\) = (Al — A)~L.

La famille d’opérateurs linéaires {(\ — A)~t: X € p(A)} est appelée la résolvante de A.

e La fonction A\ — R(\) est analytique de p(A) dans L(E),

e D’apreés le théoréme du graphe fermé, il résulte que lopérateur (N[ — A)~' : E — E est continu
sur I.

e Lapplication (\I — A)~': E — D(A) C E est compacte si l'injection :

(D(.A), H-”D(A)) — (E,||.||E) est compacte.

e On a pour tout (A, ) € p(A) x p(A), L’identité de la résolvante

R(A) = R(p) = (k= A R(A)R(p)
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3) On appelle spectre de A [’ensemble
oc(A)=C\ p(A) ={\ e C: X[ — A non inversible}.

Un tel X est appelé une valeur spectrale de A.
e o(A) est un compact de C.
4) op(A)={Ae€C: A\ -A:D(A) - E non injectif }
op(A) est lensemble des valeurs propres de A. op(A) est l’ensemble des A € C tels qu’il existe
u € E\ {0} tel que
Au = lu

5) or(A)={ € C: A\ - A:D(A) — E injectif et Im(\ — A) # E}
or(A) est le spectre résiduel de A.
Et

ANeC: AN —-A:D(A)— E injectif et Im(AN —A)=FE
o }

et (M —A)~t:Im(\ — A) — D(A) non borné
oc(A) est le spectre continu de A.

6) L’esemble o(A) se décompose en l'union disjointe

o(A) =op(A)Uo,(A)Uo(A).
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1.6 Opérateurs dissipatifs et m-dissipatifs

Définition 1.6.1

Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe muni d’un produit scalaire <, > et de la norme induite
| . ||. Soit A un opérateur linéaire a domaine dense sur H, c’est a dire A: D(A) C H — H et
D(A) =H.

- En cas ou H est de Hilbert sur C, on dit que A est dissipatif si pour tout x € D(A),

R(Az,x) <0.
- En cas ou H est de Hilbert sur R, on dit que A est dissipatif si pour tout x € D(A),
(Az,z) <0.

Définition 1.6.2
Un opérateur linéaire A dans un espace de Banach E est dit m-dissipatif si A et dissipatif

et \I — A est surjectif c’est a dire Im(A] — A) = E, pour tout A > 0.

Théoréme 1.6.1

Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné sur un espace de Banach E. Si A est dissipatif

avec Im(I — A) = E, et E est réflexif, alors D(A) = E.

Théoreme 1.6.2

Soit A un opérateur m-dissipatif, alors
(¢) Im(A\] —A)=E.

(¢) 10, +00[C p(A).
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1.7 Semi-groupes, existence et unicité de la solution

1.7.1 Concepts sur les semi-groupes

Dans cette section on va d’introduire quelques notions de base concernant les semi-groupes.

On commence par des définitions et théoremes de base.

Définition 1.7.1

La famille (S(t))i>0 d’opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach E (c’est a dire ¥t >
0, S(t) € L(E)) est dite un semi-groupe fortement continu (en bref Cy- semi-groupe) si

(1) S(t+s)=S(t)S(s), Vt,s>0

(2) S(0)=I

(3) (S(t))e>0 est fortement continue sur [0, +oo[ (ce qui est équivalent d

%gr[l) IS(t)x — z||p =0, Pour tout x € E).

Pour un tel Cp-semi-groupe (S(t))¢>0, l'opérateur A défini par

DA) ={zeE: lim ST =

t—0t

existe}

et

S(t)x

Az = lim %, Vz € D(A)

t—0+
est dit le générateur infinitésimal du semi-groupe (S(t))i>0 et D(A) est dit le domaine de A.
Etant donné un opérateur A, si A coinside avec le générateur infinitésimal du semi-groupe (S(t))¢>0,

alors on dit qu'’il génére le semi-groupe fortement continu (S(t))¢>o. Parfois on note également

S(t) = etA.

Théoréme 1.7.1 ( Hille-Yosida)[[45] Thm 1.2.1 p. 4]
Un opérateur linéaire (non borné) A est le générateur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe de

contraction (S(t))t>0 sur un espace de Hilbert H si et seulement si

(i) A est fermé et D(A) = H.
(ii) Uensemble résolvant p(A) de A contient R* et pour tout A > 0

1
—_— _1 J—
| =A< 5

Proposition 1.7.1 ([51] p.22)

Soit (S(t))e>0 un Co-semi-groupe sur un espace de Banach E. Alors ils existent des constantes
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M >1 etw >0 telles que
| S@) l|nx)< Me*, vt > 0.

St w = 0 alors le semi-groupe correspondant est uniformément borné. De plus, st M = 1 alors

(S(t))t>0 est dit Cy-semi-groupe de contraction.

Théoréme 1.7.2 (théoréme 2.19 [39] )
Soit (S(t))e>0 un Co-semi-groupe de générateur infinitésimal A sur un espace de Banach E.

Alors le type wy du semi-groupe (S(t))i>0 satisfait

T
t—+o00 t

Théoréme 1.7.3 (théoréme 2.20 [39] )

Soit (S(t))t>0 un Co-semi-groupe de générateur infinitésimal A sur un espace de Banach E et o(A)
le spectre de A.

Alors le type wo du semi-groupe (S(t))i>0 satisfait

wo > sup{Re(N\), A € o(A)},

ot Re(N) désigne la partie réelle de A et sup{Re(\), A € 0(A)} est la borne spectrale de A.

Théoréme 1.7.4 (théoréme 2.21 [39] )
Soit (S(t))t>0 un Co-semi-groupe analytique de générateur infinitésimal A sur un espace de Banach
E et o(A) le spectre de A.

Alors le type wo du semi-groupe (S(t))i>0 satisfait

wo = sup{Re(N\), A € o(A)}.
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Théoréme 1.7.5 (Lumer-Phillips)
Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach E.

Alors A le est générateur d’un Co-semi-groupe de contraction (S(t))e>0 si et seulement si

(i) D(A) =E.
(ii) A est m-dissipatif.

Corollaire 1.7.1
Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach E. Alors,

A est le générateur d’un Co-semi-groupe de contraction (S(t))i>0 sur E si et seulement si

(i) A est fermé et D(A) = E.
(ii) A et A* sont dissipatifs.

Corollaire 1.7.2
Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné sur un espace de Hilbert H. A est le générateur

d’un Cy-semi-groupe de contraction si et seulement si A est un opérateur m-dissipatif.

Théoréme 1.7.6 ([45] théoréme 1.2.4 p.3)
Soit A un opérateur linéaire a domaine dense D(A) sur un espace de Hilbert H. Si A est dissipatif
et 0 € p(A) lesemble résolvant de A, alors A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe

de contraction sur H.

La majorité des équations d’évolution peuvent étre réduites sous la forme d’un probléme de Cauchy
abstrait suivant

U = AU, t >0,
{ (1.2)

U(0) = Uy,
ou A est le générateur infinitésimal d’un Cp-semi-groupe (S(t))¢>0 sur un espace de Hilbert H.

Théoréme 1.7.7 (Hille-Yosida)
Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné sur H. Supposons que A est le générateur infini-
tésimal d’un Co-semi-groupe de contraction (S(t))i>0. Alors,

(1) Pour Uy € D(A), le probleme (1.2) admet une solution forte unique
U(t) = S(t)Up € C°(Ry, D(A)) N C (R, H).
(2) Pour Uy € H le probléme (1.2) admet une solution faible unique

U(t) € C°(Ry, H).
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1.7.2 Stabilité du semi-groupe

Définition 1.7.2
Soit w(A) = sup{Re(N),\ € o(A)} la borne spectrale de A.
On dit que le semi-groupe (S(t))i>0 est stable si tli+m S(t)x =0, pour tout xz € E.

Si w(A) <0, alors (S(t))e>0 est dit exponentiellement stable.

Définition 1.7.3
Supposons que A est le générateur d’un Co-semi-groupe de contraction (S(t))i>0 sur un espace de
Banach E. On dit que le Cy-semi-groupe (S(t))i>0 est
(i) fortement stable si
tlg-noo | S(t)z ||pk=0, VxekFE.
(i) Uniformément stable si
lim || S(t) |l oem)= 0.

t——+o0

(iii) Faiblement stable si
pour tout x€E et yeE , <St)z,y>—0 lorsque t— oc.
(iv) Asymptotiquement stable si
pour tout x € E :|| S(t)z || = 0, lorsque t— oo.
(v) Ezponentiellement stable s’ils existent deuz constantes M >1 et w > 0 telles que
| Stz ||[p< Me ™ ||z ||g pour tout t>0,r € E.
(vi) Polynomialement stable s’ils existent deuz constantes positives C et « telles que

| Sz |s< Ct ||z |5, ¥t >0,z € E.

Définition 1.7.4
Un semi-groupe (S(t));>q sur H est dit uniformément ezponentiellement asymptotiquement stable

st et seulement s’il existent deux mombres positifs M > 1 et w tels que,

1S(t)]| < Me™™*, pour tout t > 0.
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Définition 1.7.5 :

Un Cy-semi-groupe (S(t))y~q sur H est dit fortement L?-stable si et seulement si,
1S (t)z|| € L([0, 4+00|), pour tout x € H.

Définition 1.7.6
Un Cy-semi-groupe (S(t)),~o sur H est dit uniformément stable ou L°°-stable, ou uniformément

borné, si et seulement s’il existe une constante positive M telle que, pour toutt > 0
1S < M

Théoréme 1.7.8 [[38]. théoréme 3.30. p.134]
Soit (S(t))t>0 un Co-semi-groupe sur E de générateur A.
Les assertions suivantes sont équivalentes
(1) (S(t))e>0 est exponentiellement stable. C’est a dire, || S(t) [|[< Me %,
pour M > 1,w > 0.
(2) (S(t))e=0 est uniformément stable. C’est a dire, tiigloo | S@) llzz)= 0.
(8) 1l existe tog > 0 tel que
IS (to) [I< 1

Théoréme 1.7.9

Soit (S(t))i>0 un Co-semi-groupe uniformément borné sur un espace de Banach E et soit A son
générateur. Alors

(1) Si (S(t))i>0 est asymptotiquement stable, alors o(A) (iR C o.(A) le spectre continu de A.
(i) Sio(A)NiR C o.(A), et o.(A) est dénombrable, alors (S(t))i>0 est asymptotiquement stable.
(iii) Si (A — A)~! est compacte, alors (S(t))i>0 est asymptotiquement stable si et seulement si

RX < 0 pour tout A € o(A).

Preuve : (voir [38] théoreme 3.26 p.130).
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Théoréme 1.7.10
Soit (S(t))e>0 un Co-semi-groupe sur un espace de Hilbert H de générateur A.

Alors (S(t))i>0 est exponentiellement stable si et seulement si {\ : RA > 0} C p(A) et
| M =A< M pour tout X\ avec RA>0 et M >0 une constante.

Preuve : (voir [38] théoreme 3.35 p.139).

Corollaire 1.7.3
Soit (S(t))e>0 un Co-semi-groupe uniformément borné sur un espace de Hilbert H de générateur

A.

Alors (S(t))i>0 est exponentiellemnt stable si et seulement si iR C p(A) et

My :==sup || (it] — A)7! < oo
TER

Preuve : voir ([38]), p 140.
On cherche les conditions nécessaires de la stabilité forte d'un Cpy-semi-groupe. Le résultat a été

obtenu par Arendt et Batty par le théoréme de stabilité d’un Cp-semi-groupe suivant :

Théoréme 1.7.11 (Arendt et Batty)

Supposons que A est le générateur d’un Co-semi-groupe de contraction (S(t))i>0 sur un espace de
Banach réflexif E.

Si

(i) A n'a pas de valeurs propres imaginaires pures.

(i) o(A) NiR est dénombrable.

Alors (S(t))i>0 est fortement stable.

Théoréme 1.7.12 [[45] théoréme 1.3.1 p. 4]
Soit S(t) = et un Co-semi-groupe sur un espace de Hilbert H. Alors (S(t))i>0 est exponentielle-

ment stable si et seulement si

sup{R\, A € o(A)} <0

et

sup || ()\I—A)_l |< oo
RA>0

ont lieu.
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Critéere du domaine fréquentiel

Soit S(t)¢>0 un Cp-semi-groupe uniformément borné sur un espace de Hilbert H et de géné-
rateur A.
Alors S(t);>0 est exponentialement stable si et seulement si I'axe imaginaire est contenu dans
I'esemble résolvant de A et

sup || (i1 — A) 7" < oo.
BER

Théoréme 1.7.13 (Huang-Pruss)

Supposons que A est le générateur d’un Cy-semi-groupe de contraction (S(t))i>o0 sur H.
(S(t))e=0 est uniformément stable si et seulement si

1) iR C p(A).

2) sup 81 = 4) e < +2.

La seconde condition est une méthode classique basée sur l'analyse spectrale de l’opérateur A.

Remarque 1.7.1

Dans le cas ou le Cy-semigroupe n’est pas exponentiellement stable nous recherchons qu’il est
polynomialement stable.

Les résultats de la stabilité exponentielle sont obtenus en utilisant des méthodes comme par exemple
la méthode des multiplicateurs, ’approche du domaine de fréquence , l’approche de base de Riesz
et l'analyse de Fourier ou une combinaison de ces derniéres.

Dans cette thése on va utiliser seulement deux méthodes, la premiéere s’agit de 1’approche de
domaine de fréquence qui a été obtenue par Huang-Pruss.

La deuxieme méthode est une méthode classique basée sur I’analyse spectrale de ['opérateur A.

Théoréme 1.7.14 (Batty, A. Borichov et Y. Tomilov, Z. Liu et B. Rao)

Supposons que A est le générateur d’un Co-semi-groupe de contraction (S(t))i>0 sur un espace de
Hilbert H.

Si iR C p(A), alors pour tout I > 0 fizé€, les conditions suivantes sont équivalentes

(1) hm sup (A — A)luL )< +0oo

C
(2) H S(t)Uo [l < AT | Uo [Ip(ay, Vt>0,Up € D(A), pour C >0 quelconque.
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1.8 Condition de controle géométrique

Soit Q un ensemble borné de R™ n > 2, de frontiere lipshitzienne 9 = I'y|JI'; de classe C?

ou I'y et I'1 sont des sous-ensembles fermés de I' tels que To ﬂfl =0et 'y #0.

Définition 1.8.1
On dit que 09) satisfait la Condition de controle géométrique (Appelée GCC), si tout rayon du

systéeme géométrique optique , démarrant de chaque point x € Q0 au tempst = 0 du temps fini T'.

Définition 1.8.2
On dit que la condition de contréle géométrique de multiplicateur (Appelée MGC) a lieu s’il existe

xg € R™ et une constante positive mg > 0 tels que
m.rv <0 sur I'p et muwv>mg sur Ii.

avec m(x) = x — xg, pour tout x € R™.

Pour les définitions (1.8.1) et (1.8.2), voir [3], page 53.

1.9 Controle a dérivée fractionnaire

Dans cette section on introduit les éléments nécessaires pour une bonne compréhension de ce
travail.
On inclut un bref rappel des éléments de base de la théorie du calcul fractionnaire. Le concept du
calcul fractionnaire est une généralisation de dérivation et d’intégration ordinaires pour un ordre
arbitraire. Les dérivées d’ordre non entier sont maintenant largement appliquées dans beaucoup
de domaines, par exemple dans les sciences économiques, électronique, la mécanique, la biologie,
la probabilité et la viscoélasticité. Un intérét particulier pour la dérivation fractionnaire est 1ié¢ ala
modélisation mécanique des gommes et des caoutchoucs. En bref, toutes les genres de matériaux
qui préservent la mémoire des déformations précédentes en particulier viscoélastiques. En effet, la
dérivation fractionnaire est présentée naturellement.
Le calcul fractionnaire est un champ important qui se développe dans des mathématiques pures et
appliquées. Beaucoup de problémes réels du monde ont été étudiés dans les dérivées fractionnaires,
en particulier la dérivée fractionnaire de Caputo qui est utilisée intensivement et avec succés dans

beaucoup de branches des sciences et de la technologie.
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1.9.1 Notions sur les dérivées fractionnaires

La fonction I' est définie par

+oo
T(z) = / et dt, R(z) >0
0

z—1)logt

ot t#71 = el , cette intégrale est convergente pour tout complexe z € C et R(z) > 0.

La fonction I' vérifie la formule

Définition 1.9.1 :

L’intégrale fractionnaire d’ordre oo > 0, au sens de Riemann-Liouville est donnée par

1

Iff(t):@

/at(t — 5% f(s)ds, t>a

Définition 1.9.2
la dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Riemann-Liouville d’une fonction f définie
sur lintervalle [a,b] est donnée par

1 ar

Dl ()= DI F(0) = oo i

/t(t —8)" 1 f(s)ds, n=][a]+1,t>a,
0

ot o] désigne la partie entiére de «.
En particulier, si o = 0, alors

DYy of(t) =I0f(t) = f(2)

Sia=n €N, alors

Dy of(8) = f(t)
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De plus, si 0 < a < 1, alors n =1, donc

1 d

Dol 0 = ey gp (€~ 9 2 0)ds, 1>

Exemple 1.1
Soit a >0,y > —1 et f(t) = (t —a)7, alors

110 = o - ane,
Dl (0 = oyt = a) ™
(¢~

En particulier, si v =0 et a > 0, alors D%Lva(c) - Cm

Définition 1.9.3 :
la dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Caputo, définie sur l’intervalle [a,b], est donnée

par

n—1 ¢(k) a
D&, f(t) = D (f(t) -y a>k> (13)

k=0

ol
{[a]—i—l si a &N,
n =

« st o € N*.

En particulier, lorsque 0 < a < 1, la relation (1.3) prend la forme

Dgf(t) = Dg.([ft) - f(a)])
= 1)

1

= T —a) /a (t —a)~f'(s)ds.

Si o €N, alors fM(t) et Dg . f(t) = f(t) coincident, c’est a dire

Do f(t) = [ (1).

Exemple 1.2
Let > 0 et f(t)(t —a)? ouy > —1. alors

DEuf() = frm st @)

En particulier, si v =0 et o > 0, alors D¢, C =0 .
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Chapitre 2

Rappels sur quelques types de

fonctions

e Enoncgons des hypothéses précises sur la fonction pu.

1 est une fonction mesurable non négative telle que

%) 2
/_Oo |1“f)§|2 dé < co. (2.1)

e Nous rappelons maintenant les définitions et quelques propriétés des fonctions suivantes :

1) fonctions a variation lente.

2) Fonctions a variation réguliére.

3) Fonctions a croissance positive.

4) Fonctions de Stieltjes (voir [16]) qui sont nécessaires pour déterminer le comportement asymp-

totique de Sy()\) (voir le Lemme 2.0.2 ci-dessous) quand j a une forme générale.

2.0.1 Fonctions a variation lente

Définition 2.0.1

Soit | une fonction strictement positive mesurable définie sur [a, +00) pour certain a € R et satisfait

lim Hs) =1,
5—00 l(S)

pour tout A > 0.

Alors 1 s’appelle une fonction a variation lente.
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Exemple 2.1

a) Des exemples standards sur des fonctions a variation lente :

e logarithme itéré logy(s) = log...logs, k € N.

e exp (log15)* (logas)®2...(logks)*, «; € (0,1),1 <i <k,

b) Une conséquence de la définition 2.0.1 est que la somme et le produit de deux fonctions a
variation lente est une fonction a variation lente. De plus, sil est une fonction da variation lente
les fonctions suivantes sont aussi & variation lente,

o [*:s— (I(s)*, aeR

o ly:s—1(s¥), a>0.

e l.log: s+ I(s)logs.

Théoréme 2.0.1

La fonction | est a variation lente si et seulement si elle est sous la forme

l(s) =c(s) exp{/oS g(tt)dt}, s>a

pour a > 0 quelconque, ot c et € sont des fonctions mesurables, c(s) — ¢ > 0 et e(s) — 0 lorsque
s — +o0.

Preuve : voir ( [16], théoréme 1.3.1).

Corollaire 2.0.1
Soit [ une fonction a variation lente, et v > 0.

(a) Iis existent des constantes positives C, c telles que

s\y _1 ¥
o(3) <35 =)

pour tout s,t assez grands avec t > s.

(b) Lorsque s — +00,
s7(s) — oo, s 7(s) — 0. (2.2)

D’autre part, il ya des fonctions d variation lente telle que

liminfl(s) =0, limsupl(s) = oo.

5§00 5—00

42



Rappels sur quelques types de fonctions

2.0.2 fonctions a variation réguliere

Définition 2.0.2
Une fonction positive f est dite a variation réguliére d’indice o € R s’il existe une fonction I a
variation lente telle que

f(s)=s%l(s), s>a pourtout a.

Une telle fonction a une représentation

S
PN 6
f(s) = s%(s) exp{/o - dt}, s>a
ot ¢ et € sont définies comme dans le théoréme (2.0.1).

Proposition 2.0.1 Soit [ une fonction a variation lente, et soit o > 0. Alors
(a) 1% ~ 1.

(b) Si f(s) ~ s¥U(s*),alors f~1(s) ~ s'/lE(s)1/,

(c) Sig:(0,a] = (0,00) et g(s) ~ s*/I(s~) lorsque s — 0, alors

g (s) ~ s /151 /)Y lorsque s — 0.

Preuve : voir ([11]).

2.0.3 fonctions a croissance positive

Définition 2.0.3

FEtant donné a > 0 et une fonction mesurable M : [a,+00) — (0,400).

On dit que M a une croissance positive s’ils existent des constantes positives o > 0,
ce (0,1 et sp>a telles que

M(As)
> o >1 > 2.
M(s) >cA®, A>1, s>s (2.3)
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2.0.4 fonctions de Stieltjes

Définition 2.0.4
Soit | une fonction a variation lente sur Ry, a > 0 et supposons que la fonction g telle que
g(s) = s®l(s) est croissante. La fonction de Stieltjes associée

o [odg(s) [ s%(s)
SeN = | )\+s_/0 Dtse®

est définie si l'une des intégrales précédentes est finie (voir ([61] page 7)). Ceci se produit si o < 1

. , < (s) ,
d’aprés (2.2), ou si o =1 et / ———ds est finie.
o 14+s

Nous aurons besoin des théorémes de Abelian/Tauberian de Karamata.

Théoréme 2.0.2 [Karamata]
Soit g une fonction croissante sur R, et soit Sy la fonction de Stieltjes associée. Soit 0 < o <1,
et | une fonction a variation lente sur Ry.
(a) Les deur assertions suivantes sont équivalentes :
(i) g(s) ~ s1771(s), s = .
(1t) Sg(A) ~T'(o)T'(2 —o)A"U(N), X — oo.
(b) Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) g(s) ~ s'791(1/s), s — 0.
(it) Sg(A) ~T'(o)T'(2 — o)A U(1/N), X —0.

Preuve :
L’assertion (a) a été demontrée dans ( [16], Théoreme 1.7.4) (L’implication Tauberian a été
démontrée dans( [57] Théoréme 2.5). La preuve de l'assertion (b) est analogue a la preuve de

l'assertion (a), en utilisant quelques résultats préliminaires de ( [16], Sections 1.5, 1.7).

Lemme 2.0.1

Soit U(x) :/ u(y) dy.
0

cxPt(x)

Siu(x) ~ T0)

(x = 00), ot c € R,p >0 etl est une fonction d variation lente, alors

U(z) ~ cxPl(z)/T(p+ 1), (x — 00).
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Remarque 2.0.1

Le cas ot 0 = 0 dans le théoréme 2.0.2 est aussi intéressant. On peut obtenir le résultat d’Abelian

Karamata.
En effet
%
o 1(s)
g(s) ~ sl(s) s — oo with ; 1+Sds<c>o

On a

S,(\) = / M) dt

0

ot

Alors d’aprés le théoréme 1.7.1 de [[16],P. 37], on trouve
(1
V(t) ~t 1 n lorsque t — 0.
Par conséquent
H(z) = / V(t)dt ~ / s~ () ds ~ / 1s) ds lorsque x — 0.
0 0 S % S

La fonction | est normalisée différentiable, alors
(l(5)>/
s 1
———— ~ —— lorsque s — 00.
s
Icil est normalisée dans le sens que la fonction s — c(s) d’aprés le théoréme (2.0.1) est constante.

Ceci est un cas critique. En faisant un changement de variable t = vin s, on obtient

Maintenant si

—~
o~
—~
D
o~
~—
~—
<~
=2

~ — quand t — oo avec 7y < —1.

~
—~
D
~
N—
~
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On en déduit d’aprés Dieudonné [30] (Théoréme 10.5 (ii)) que

H(l’) ~ E)IDi

1 quand x — 0.
8

Alors d’aprés le théoréme 1.7.1 de [16] (P.38), on trouve

A 1
Sg(A\) =H(X\) = _ﬁl(/\) In\ lorsque A\ — oc.
Sion a
UGN
- — 24
’ i | = quand t — 00 (2.4)

et par conséquent

2
Sy(\) = H(\) ~ illg’)z))\))\ quand X\ — oo.

Exemple 2.2

1) Soit I(s) = (Ins)? avec B < —1. Alors

et

511 (—Inz)?* quand z — 0.

Donc

511 (In AP quand A — co.

2) De méme, on pose

I(s) = (lns) (Inlns) ™" ... (" s)~ (Il 5)8, 5 < 1.
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Ici Inl™ désigne literation logharitmique n fois .On trouve

1
Sg(A) ~ 3y 1(ln[”] NP as A — 0.
3) On pose
e—Vins
l =
(s) Ins
Comme [ satisfait (2.4), on obtient
67\/111)‘
Sg(A) ~2——=—— lorsque X — oo.

Notre résultat principal est le suivant.

Lemme 2.0.2
Soit D,y = C\| — oo, —n]. On définit

(VT
a(s) = | e d. (2.5)

Supposons que g(s) ~ s'79U(s) (lorsque s — 00) ou | est une fonction a variation lente sur
Ry, 0<o<louo=0cet[°l(s)/(s+1)ds est finie. Alors la fonction Sy : D, — C telle que

s +oo g2
S0 =8, = [ g

est holomorphe.
De plus
Sy(A) ~T()T(2 =) A +n)"l(A+n) quand |N\| = 00 si0 <o <1.

Si o =0, on obtient un type différent du comportement de S’g selon la remarque 2.0.1.

Remarque 2.0.2

Un résultat similaire du lemme 2.0.2 reste vrai dans le cas Log-periodique régulier ( une extention
normale et importante de fonction d variation réguliére ). La preuve marche tout au long comme
dans la preuve du théoréme 2.0.2, aussi les deux théorémes de Tauberian pour la transformation

de laplace et le théoréme de densité monotone sont vrais dans l’étape Log-périodique ( pour des

details, voir [21]et [35]).
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Preuve (du lemme 2.0.2).
Soit

2
ho =18

D’apres (2.1) la fonction fy est intégrable. De plus, on a

ﬂ tout RA>no > —n, SA=0
KO | ) mtn+ € POUE SOUS %A = 1o >~ SA4 =
A+n+e2| =) pAE) 1% ()

7 X[o,r[ + € e X[R,o00] pour tout |IA| > 79 > 0

pour R est assez grand.
D’apres le théoreme 1.16.1 dans [60], la fonction Sg : D,; — C est holomorphe.

Pour un nombre réel A > —n, on a

1> (VE)

R e (9 NN A (3 Y A/
Sg(A)_LOO /\+77+£2d£_2/0 )\+n+§2d£ _/0 )\+n+§d§

too g(s)
/0 Gan+s2®

et d’apres le théoreme 2.0.2,
S;(A) ~T()T(2—=0a)A+n)"l(A+n) quand [N\ - 00 si 0<o<1.

Les deux fonctions holomorphes S, et T'()T(2—0)(A+n1)~?1(A+n) sont équivalentes (au voisinage
de o0) sur la demi-droite | — 7, +o0], et donc, grace au principe des zéros isolés, ce résultat reste
vrai sur D, ( voir le théoreme 1.3.1 et le théoreme 1.3.3 de [60]).

200—1

En particulier si u(§) = |£| 2 , on obtient 0 =1 —a et I(s) = 1/a.

Alors on applique le lemme 2.0.2, on trouve

Sy(\) ~ A+ 7)1 lorsque |\ = oo. (2.6)

sin o

Dans [1],A. Benaissa , Z. Achouri et N. Amroun ont prouvé que 1’équivalence asymptotique

dans (2.6) est réelement une égalité stricte.

48



Chapitre 3

Stabilisation d’une équation des
ondes par un controdle frontiere de

type diffusif

3.1 Existence globale

3.1.1 Existence et unicité de la solution du systéme (P)

Dans ce chapitre, nous allons faire une étude qualitative du systéeme (P) :

ug(x,t) — Au(x,t) =0 dans Q x (0, +00)
u(z,t) =0 sur I'p x (0, 400)
ou +oo
PNE | ne)ta 0 sur Ty x (0, +00)
atqb(xa 57 t) + (62 + 77)¢(~”U7 ga t) - Ut(l‘, t)l“(&) =0 dans I‘N X (—OO, OO) X (07 +OO)
u(z,0) =up(z), ui(z,0)=ui(x) sur €
&(x,£,0) =0 sur 'y X (—00,00).

Dans la premiere section de ce chapitre, en utilisant la théorie des semi-groupes, on donne le
résultat d’existence et d’unicité de la solution faible et forte du probléme (P).
)T

On introduit la fonction vectorielle U = (u, v, $)", out v = uy, le systéme (P) peut étre écrit comme

une équation d’évolution linéaire sur 'espace H (précisé ci-dessous) comme suit :
{ U = AU, t >0,
U(0) = (uo, u1, ¢0),
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Existence globale

ou l'opérateur A est défini par

Al v | = Au . (3.2)
¢ —(& + )¢+ v(x, t)u(E)

On considere I’espace suivant
HY(©) = {u e H(Q) :up, =0}

et ’espace de Hilbert
H = HL(Q) x L}(Q) x L2(Ty x (—00,+00)),

muni du produit scalaire

<U70>H:/

+oo
(v + VuVa)dx + (/ / op dé dr.
Q I'y J—o0
Le domaine de A est donc

(u,v,0)T € H:u e H2(Q)N HLXQ),v € HL(Q),

—(€2 + )+ v(@)u(§) € L*(Ty x (—o0,+00)),

D(A) =1 au +00 (3.3)
@+ ¢ [ uOs©de =0, zely,
[€l¢ € L*(T'y x (—00,+00))
La fonction de I’énergie de la solution associée au probleme (P) est définie par
1 1 +oo
£0) = Sl + 5Ivalg+5 [ [ loteg 0 dear. (3.4)
I'ny J—00
Lemme 3.1.1
Soit (u, ) une solution réguliére du probléme (P).
Alors, Uénergie définie par (3.4) satisfait
/ o 2
)=~ [ [ (& +nlole. 0 dedr <o, (35)
N J—00
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Existence globale

Preuve.

Multiplions la premiére équation dans (P) par u;, on trouve

2dt”utH2 §R/ Autrdr = 0.

On utilise I'intégration par parties sur 2 dans cette derniére équation, on obtient,

d oo
G (Ghulg+5Ivug) +n [ men [ u@owendar=o. o)

Multiplions la quatriéme équation de (P) par (¢ et intégrons sur I'y x (—oo, +00), on obtient :

||¢H2 o (—ootoo)) € (& +n)|p(z, & t)|? dg dT
gl / / - (3.7)
[ ) [ @&, dar =o.

—00

En vertu de (3.4), on a

d 1 1 +oo
e = 5 [l + 51vald] ++5.5 [ [ ot eorasar

D’apres (3.6), (3.7) et la derniere égalité, on trouve
/ oo 2 2
O==C[ [ (@+mioe 0P dar.
N J—00

Ce qui acheve la démonstration du lemme 3.1.1.
[
Dans la suite, on va établir le résultat d’existence et d’unicité du probleme (3.1).

Théoréme 3.1.1 (Existence et unicité)

(1) Si Uy € D(A), alors le systéme (3.1) admet une unique solution forte
U € C°(Ry, D(A)) N CH(Ry, H).

(2) Si Uy € H, alors le systéme (3.1) admet une unique solution faible

UeC' Ry, H).
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Lemme 3.1.2
1) L’opérateur A défini par (3.2) et (3.3) est dissipatif et satisfait :
pour tout U € D(A),

Re(AU, Uy = ¢ [ (& + ot 0 dgar. (38)
N
2) L’opérateur \XI — A est surjectif pour tout X\ > 0.

Preuve.
1) Montron que A est dissipatif.
Soit U = (u,v,¢)T € D(A). On a

(AU, Uy = /Q (Au)(z, t) dz + /Q (VaVo) de + ¢ / / — (& + )6 + vl Hu(©)) G dgdT
+00 +o0 _
= /Q(Au)z_)da:—i—/QVﬁVvdx—C/FN /_Oo (& +n)|¢]2dfdf+C/FN /_Oo v(x)pp(€) dedr.
On intégre le premier terme du deuxieme membre par parties, on obtient

(AU, U)yy = /Vqud:c+/ guv(az t) dF+/ VuVudz
v

- c// §2+n|¢r2d§dr+<// o, £)bp(€) ddT.

Comme VuVov = VuVT). Alors

+00
<AUUH_3%/ e dP+C§R/ / ¢)dedr — (5)%/ / (€2 + 1)|¢|? dédT.
D’ou
+oo
RAU, U)yy — —c/ / €+ n)|¢\2dgdr + CéR/ / 2)opu(€) dedT + §R/ 2)dr.
D’apres I'ensemble D(A), on a % = —( / w(&)p(€) d¢ sur T'y. On multiplie cette équation

par v et on integre sur 'y, on obtient

/FNU dI‘——C/ / (&) d&dr.

Alors

+oo —+o00
R(AU U= ~C | / @ slofdeartcr [ [ “v@op(e acar—cn [ [ " p(en(oe) agar.
Comme v(2)¢(¢) = v(z)p(€), on conclut que

RAU, Uy fg/ / (€2 4 )|6[2 dedT < 0,
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Existence globale

Ce qui signifie que 'opérateur A est dissipatif.

2)Maintenant, nous prouvons que l'opérateur AI — A est surjectif pour tout A > 0.
Soit F = (f1, f2, f3)T € H.

On montre qu’il existe U € D(A) tel que

(M- AU =F. (3.9)
L’équation (3.9) est équivalente a
Au—v= f17
A — Au = f, (3.10)

M)+ (€2 + 1) —v(z)u(§) = f3.

Supposons que u a une régularité appropriée. Alors, la premiere équation et la troixieme équation

du systeme (3.10) nous donnent successivement

v=MAu— f1 € H(Q) (3.11)
et
f3(@,8) + p(§)v(x)
= . 3.12
¢ E+n+ A (3.12)
En utilisant la deuxiéme équation de (3.10) et (3.11), on conclut que u satisfait
N — Au= fo+ \fi. (3.13)
La résolution du systéme (3.13) est équivalente & trouver u € H2(Q) N H} () telle que
/ (Nuw — Auw) dz = / (fo+ Afi)wde, (3.14)
Q Q

pour tout w € HL().
En utilisant (3.14), et la troixiéme condition aux limites de (3.3) et 1’égalité (3.12), alors la fonction

u satisfait le systéme suivant

“+o0

/Q()\Quw—i—Vqu)d:U—l—f/FN mdrz/g(fﬁxfl)wdx—g/_m %/FN f3(z, &)wdr dE,
(3.15)
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En u‘mhsant de nouveau (3.11), on en déduit que
v(z) = Au(x) — fi(z), pour tout =€ TI'y. (3.16)

On injecte (3.16) dans (3.15), on trouve

/ (MNuw + VuVw) dx + )\C uwdl
(3.17)

= [ an wda:—c/oo §2+UH FNf3<x,f>wdrd5+§/FNf1wdr.
Le probléeme (3.17) est de la forme
B(u,w) = L(w), (3.18)

ot B: [H(Q) x H(Q)] — C est une forme sesquilinéaire définie par

B(u, w) = / (Nuw + Vuvaw) de + A6 [ uwwdl
Q T'n

et £: H(Q) — C est une forme anti-linéaire donnée par

(&)

L(w) = /(f2+)\f1 wdr — C/OO m .

Fol, ©)wdT dé + E/F fmdr.

Il est facile de montrer que B est continue et est coercive, et £ est continue.

Par conséquent d’aprés le lemme de Lax-Milgram, le systéme (3.18) admet une unique solution
En vertu du théoréme de la régularité pour les équations linéaires elliptiques, il vient que

u € H2(Q).

Donc l'opérateur AI — A est surjectif pour tout A > 0.
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Preuve(du théoréme (3.1.1)) :
On utilise I’approche des semi-groupes. En vertu du lemme (3.1.2) 'opérateur A est m-dissipatif.
Donc d’apres le théoreme 1.7.5 de Lumer-Phillips, 'opérateur A engendre un Cy-semi-groupe

de contraction 4. Donc la solution du systéme (3.1) admet la représentation suivante
U(t) = Uy, Wt > 0,

ce qui mene que le systéme (3.1) est bien posé. Par conséquent, en utilisant le théoreme d’existence

et d’unicité de Hille-Yosida, le résultat du théoreme 3.1.1 aura lieu.
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3.2 Etude de la stabilité du systéme (P)

Préliminaire :
Le but de la stabilisation est de réduire les vibrations par un feedback. Il sagit de garantir la
décroissance de I’énergie de la solution vers zéro plus ou moins rapide lorsque ¢ — +oo.
Plus précisément, on est intéressé de déterminer le comportement asymptotique de I'énergie E(t)
et donner une estimation de taux de décroissance de I’énergie.
Il y’a divers types de stabilisation :

1) Stabilisation forte : £(t) — 0 lorsque ¢ — +00.

2) Stabilisation logarithmique : £(t) < ﬁ, c,0 > 0.
3) Stabilisation polynomiale : £(t) < t%’ c,d > 0.

4) Stabilisation exponentielle : £(t) < ce™%, ¢, > 0.
-Dans cette section, on va établir dans la premiere partie, le manque de la stabilité exponentielle

dans le cas 1-D, et dans la deuxieéme partie on va établir la stabilité asymptotique forte du systéme

(P).

3.2.1 Manque de stabilité exponentielle en cas 1-Dimension

Cette partie est consacrée a I’étude de manque de décroissance exponentielle de la solution
associée au systeme (P) dans le cas mono-dimensionnel, ou 2 = (0, L), I'p = {0}. Pour cela, on

va utiliser le réultat suivant :

Théoréme 3.2.1 (Huang-Priiss)|[[54]- [49]]

Soit S(t) = et un Cy-semi-groupe de contraction sur un espace de Hilbert.

Alors (S(t)>t>0 est exponentiellement stable, c¢’est a dire que (3M > 0), (Ja > 0), [|S(t)|| < Me=**
st et seulement si

p(A) D {if:BeR}=iR (3.19)

et
(’LBI — A)_lnﬁ('H) < Q. (320)

lim ||
8|00

Notre but est de montrer que le systéme (P) n’est pas exponentiellement stable. A cet effet, par

une analyse spectrale de 'opérateur A, on va montrer que (3.20) n’a pas lieu.
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Notre résultat principal est le suivant :

Théoréme 3.2.2

le semi-groupe associé au systéme (P) n’est pas exponentiellement stable.

Tout d’abord, on va enoncer et prouver un lemme qui sera nécessaire pour la preuve du lemme
3.2.2 ci-dessous de cette section et aussi pour la preuve du théoreme 3.2.8 dans la section (3.2.6)

(Optimalité de décroissance de ’énergie dans le cas de dimension 1).

Lemme 3.2.1
Soit A\ € D,y = C\] — oo, —n] N {A € C\ —ap < RX <0}. Pour tout n > 0 fizé et pour ag > 0,

l'intégrale
/ Foo p(€)?

tend vers 0, lorsque |A| tend vers 4o00.

Preuve :

la preuve est directe et simple grace a une application du théoréme de convergence dominée de
Lebesgue .

En effet,

On a toutes les conditions du théoreme de convergence dominée de Lebesgue sont satisfaites.

En effet,
M—>0101rs A = + § € (—00, +00) (3.22)
E+n+A que o0, p-p 00, T00), '
et
2 2
52‘1(?“ < () Pxjomy +C/|M(§2)‘ X(h, o) € L (=00, F00) (3:23)

pour R assez grand.

Preuve du théoréme 3.2.2 :

On veut prouver qu’il ya un nombre infini de valeurs propres de A qui sont treés proche de 'axe
imaginaire, ce qui empéche la stabilité exponentielle du systéme (P).

En effet,

nous calculons d’abord I’équation caractéristique qui nous permet de calculer les valeurs propres
de A.

Soit A une valeur propre de A associée au vecteur propre U = (u,v, )T # 0.
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Alors,
AU = AU est équivalent a

Au—v =0,
AV — Uz = 0, (3.24)
Ao+ (€2 +m)d — v(L)p(§) = 0.

En vertu de la premiere équation de (3.24), on aura
v = Au. (3.25)
On injecte (3.25) dans la deuxiéme équation de (3.24), on trouve
N — gy =0 (3.26)

avec les conditions aux limites suivantes

{U(O) - too  2(¢) (3.27)
wp(L) = ng/m e deu(l)

La solution de (3.26) est donnée par

2
= cieh® (3.28)
=1

ou tl :)\, tQ = -\

Donc les conditions aux limites (3.27) sont équivalentes au systéme

1 1 C1 0
(s ) (2)-(0)
h(tl)etlL h(tg)etQL C9 0

_HQ/OO /\+77+§2 a -

Soit M () la matrice du systéme (3.29) et C'(\) = (c1,¢2)”.

ou

Alors on en déduit que A est une valeur propre de A si et seulement si elle est une solution de
I’équation caractéristique

f(\) = detM()\) = 0. (3.30)
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Dans la suite, notre but est de prouver grace au théoreme de Rouché, qu’il existe une sous-suite
de valeurs propres pour laquelle sa partie réelle tend vers 0.

Dans ce qui suit, comme A est dissipatif, on étudie le comportement asymptotique des grandes
valeurs propres de A dans la bande —ap < R(A) < 0 pour un certain «g > 0 assez grand et pour

chaque A, on remarque que e'i,i = 1,2 reste borné dans —ag < R()\) < 0.

Soit
A0 = il<k: + l)n ke (3.31)
L 2/
et
+oo 2
1= (€)
S)\:/ —=—d¢, NeC. 3.32
W= [ e (332
Par suite nous avons besoin du lemme suivant
Lemme 3.2.2
1l existe N € N tel que
{Metrezs k=N C o(A), (3.33)

ol

{)\k =20 — SReS(A)) —i$IS(AD) + o(ReS(AD) +i0(SS(NY), si k>N 531
3.34

e =M si k<-—N.

De plus pour tout | k |> N, les valeurs propres A\, sont simples.
En particulier, quand p est choisi de fagon que les conditions du lemme (2.0.2) sont satisfaites, on

obtient l’extention suivante des valeurs propres de A

{)\k =X+ e + e o), GE€RBERAB<O sik>Net0<o<1,

(3.35)

Me=XN 45 4o(-L), BeR,B<0 si k>N et c=0
{A i ( >‘1) (3.36)
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Preuve.
La preuve du lemme (3.2.2) sera divisée en trois étapes.

Etape 1.

FO) = elt2h(ty)—eFth(t)) = —e*Ph(N) <62)\L i SOQ_I_C) = —e MR (ezu L1 S2C) .

S +¢ M=+
(3.37)
On pose
FO) = 41— S()\)2—C1+( — folX) = 265(\) + o(S(N) (3.38)
foN) = e+ 1. (3.39)
Etape 2.

On cherche les racines de fj.

En vertu de (3.39), fo a une famille de racines qu’on les note \).

fo\) =0 e e = 1.

Ainsi
2AL =i(2k+ )7, k€Z,
i.e.,
o 12k+1)m
= Z.
i %7 , ke

Maintenant a l’aide du théoréeme de Rouché et le lemme (3.2.1), on va prouver que les racines de
f sont proches de celles de fj.
On commence par la premiere famille.

On fait un changement d’inconnu dans (3.38), en posant u = 2AL. Alors (3.38) devient
flw = (e + 0+ 0 (S(5)) = falw) + 0 (S(57))
2L 2L
: i(k+3) it .
Les racines de fo sont uy = =247,k € Z, et on pose u = uy +re”,t € [0,27]. On peut facilement
vérifier qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de k telle que |e* + 1| > Cr pour r est assez
petit. Ceci nous permet d’appliquer le théoréeme de Rouché. Par conséquent, il existe NV € N et
une sous-suite {Ag}x>n des racines de f(A) telle que Ay = A 4+ 0(1) qui tend vers les racines

. kj l
Z(%Z)Tr de fo. Finalement, pour | k |> N, \j est simple car \) l'est.
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Etape 3.

D’apres I’étape 2, on peut écrire
A —'1<k:+1) + (3.40)
k= ZL 9 T+ Ek- .
En utilisant (3.40), on trouve

b = —1 — 2Ly, — 207} + o(e}). (3.41)

On injecte (3.41) dans (3.38) et utilisons le fait que f(\;) = 0, on trouve :

F) = —2Leg, — 2CRS(AY) — 2i¢IS(AL) + o(ex) = 0 (3.42)
et ainsi
e = —%RS(/\%) - i%%S(Ag) + 0o(RS(AD)) + i0(SS(AD)). (3.43)

Maintenant, comme une application, si u est choisi comme dans le lemme 2.0.2, on a

FO) = fo(A) + l(ﬁ(&, +o <Z(A)11X,> : (3.44)
fi\) = =T (0)0(2 - o). (3.45)

Notons que fp et fi restent bornées dans la bande —ap < R(A) < 0.
Si on pose V(z) = 2PL(z) ou L est une fonction & variation lente, alors V (re?) ~ V(r)ei?

lorsque r — co. On en déduit que

—1 o
O 027 ~ 7 ((’“ ) ) ((’“ ) W) |

On injecte (3.41) dans (3.44) et utilisons le fait que f(\z) = 0, on trouve :

fOw) = —2Lep — — 2L(0)T(2 = o) +o(e) = (3.46)

o[~
N—"

3
~_
Q
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et ainsi
= - (T(o)I'(2-0) ) .
o ewgl ((’“Zé)ﬂ)_l ((kzé)ﬂ)aL + (l(k;)lkg)
— _l (W;F;;)E‘(EW;W)UL (COSU;r - isinag) +o <W

L

> pour k = 0.

(3.47)
D’apres (3.47) on est dans le cas [(k) " kRN, ~ 3, avec

B = —CF(ZEgTU_ ) cos O'g.

Si o = 0, il existe une fonction & variation lente [ telle que Z(k)_lﬁt)\k ~ [, avec § < 0 (voir la
remarque 2.0.4).

L’ opérateur A a une branche de valeurs propres qui n’est pas exponentiellement décroissante.
Maintenant, en posant :

U= (\1— AU,

ou U}, est la fonction propre normalisée associée a Ai. Alors on a

_ IO — AU (3 || O — ATy |l | Uk 12
| A=A o= sup > : > .
k R 1T [l | U | (AT — AUy, I3

Ainsi, d’apres (3.34), on en déduit que

AT — A > °

qui implique que (3.20) n’a pas lieu, est la preuve est achevée.
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3.2.2 Stabilité asymptotique

Dans cette partie, on va étudier la stabilité asymptotique du systéme (P). Les résultats prici-
paux dans ce sens sont les théoremes 3.2.4, 3.2.7 et 3.2.8. Dans le théoreme 3.2.7 le taux général
de décroissance dépend de la forme de mesure de densité u. La preuve repose fortement sur la
méthode des multiplicateurs.

En raison de fait que le domaine de variable £ n’est pas borné pour 1’équation diffusive, la résol-
vante de A n’est pas compacte, alors la méthode classique telle que le principe de 'invariance de
LaSalle n’est pas applicable dans ce cas pour montrer la stabilité asymptotique.

On va utiliser donc des résultats de [4] et [44](Arendt-Batty et Lyubich-Vu).

3.2.3 Stabilité forte du systéme

Afin d’établir le résultat de la stabilité asymptotique forte du Cp-semi-groupe eA associé au
systéme d’ondes (P) dans ’absence de compacité de la résolvante de A, on utilise le critére général
du théoreme d’Arendt-Batty dans [4] et Lyubich-Vu dans [44] pour démontrer la stabilité
forte.

Notre résultat principal est le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.3

Le Cy-semi-groupe et est fortement stable dans H ; c’est & dire, pour tout Uy € H, la solution de
(3.1) satisfait

lim || Uy]|3 = 0.
t—o00

Pour la preuve du théoréeme 3.2.3, on va utiliser le théoréeme d’Arendt-Batty 1.7.11 (chapitre 1).

Pour cet effet, on a besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 3.2.3

A n’a pas de valeurs propres dans iR.

Preuve.
On utilise la démonstration par ’absurde.

Supposons qu’il existe A € R et U # 0, tels que

AU = iAU. (3.48)
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Cas1: A#0

L’équation (3.48) est équivalente &

iAu—v =0,
1A — Au = 0, (3.49)
i+ (€2 + )¢ —v(x)u(€) =0, x€Ty.

En vertu de (3.8), on a
RAUU) =~ [ " (€4 lo. 0P der. (3.50)
Alors , en utilisant (3.48) et (3.50), on en déduit que
¢p=0 sur Ty x(—00,00). (3.51)
D’apres la troixiéme équation de (3.49), on a
v=0, sury. (3.52)

Ainsi, d’apres la premiére équation de (3.49) et la troixiéme condition aux limites de (3.3) on
obtient successivement,

u(z) =0 et 5(1’) =0 sur In. (3.53)

Ainsi , en éliminant v, et en utilisant v = 0 sur I'p, le systéme (3.49) implique que

Au+Nu=0 dansQ,

u=0 sur 02, (3.54)
0
a—Z(x) =0 sur I'y.

Donc, en utilisant le théoreme de Holmgren , on en déduit que v = 0. Par conséquent, U = 0.

Contradiction.
Cas 2: A =0.
Le systeme (3.49) devient
v =0,
Au = 0, (3.55)
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Par une intégration par parties et 1'utilisation de la condition au bord v = 0 sur I'p, on a

)
o:/ Auidz = —“adr—/ Vul? da.
Q ry Ov Q

Maintenant, d’apres la troixiéme équation de (3.55) et la troixieme équation de (3.3), on en déduit

que

ou
a(x) =0, sur I'y.
Ainsi u est constante dans le domaine €) tout entier.
Donc, comme I'p est non vide, on a

u =10, sur

et par conséquent, U = 0. Contradiction.

Par suite, on en déduit que, A n’a pas de valeurs propres sur I’axe imaginaire.

[ |
Lemme 3.2.4
On a
iRCp(A) si n#0,
iR*Cp(A) st n=0
Preuve.

On va démontrer que l'opérateur iAI — A est surjectif pour A # 0.
Pour cela, soit F' = (f1, fo, f3) € H, on cherche U = (u,v,¢)’ € D(A) solution de 1’équation
suivante

(iX[ — AU = F. (3.56)

Ce qui est équivalent a,
iAu—v = fi,
iAv — Au = fo, (3.57)
Mo+ (€2 + )¢ — v(@)p(€) = f3.

D’apres la premiere équation de (3.57) et la deuxiéme équation de (3.57), on a

“Nu—Au= fo+i\fy (3.58)
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avec ur, = 0.

La résolution du systeme (3.58) est équivalente a trouver u € H2(2) N H}(Q) telle que
/ (= \2uW — Auw) dx = / (fo +iMfi)wdx (3.59)
Q Q

pour tout w € HL().

Alors, on trouve

/K—A%m%+VuVﬂadx+iA§/}1L@df
Q

() - N - (3.60)
—/ f2+l)\f1 U)dx—C/oo m FNfg(x,f)wdFdf—i—C/FNﬁwdF
On peut récrire (3.60) comme suit
—(Lw, w) (1) @)y + emr o) (u,w) = H(w) (3.61)

avec la forme sesquilinéaire a1 gy est définie par
aH1(Q)(u,w) = / VuV@dx—i—i)\&/ u wdl’

et

@WWM®MWMZLVWW

Utilisons les injections compactes de L*(Q2) dans H~1(Q) et de H}(Q) dans L?(f2), on en déduit
que lopérateur Ly est compact de L?(Q) dans L?(2).

Par conséquent, en vertu de l'alternative de Fredholm, la preuve de l'existence de la solution
de (3.61) nous amene a montrer qu'’il n’y a pas une solution non triviale pour (3.61) pour [ = 0.
En effet,

s’il existe u # 0, telle que
(Lo, w) g1 (o), (22 (©Q))y) = G (o)(u, w) pour tout w € H}(Q). (3.62)

Alors iA est une valeur propre de A.

Donc en vertu du lemme 3.2.3, on en déduit que u = 0.
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Maintenant, si A =0 et n# 0 .

Le systeme (3.57) se réduit au systeéme suivant

v=—f1,
“Au= fo, (3.63)

(& +n)¢ —v(z, )u(é) = fs.

La résolution du systéme (3.63) est équivalente & trouver u € H2(Q) N H} () telle que
/(—Au@) dr = / fowdz, pourtoutw € HL(Q). (3.64)
Q Q

Alors, on trouve

Y i (6) _ _ [ &) fs(x,€)
/QVqud:z:—/Qfgwdcc—i—C/_oo§2+nd§/FNf1wdF—C/FNw/_OOMd&df. (3.65)

Par conséquent, le probleme (3.65) est équivalent au probleme
B(u,w) = L(w), (3.66)

ott la forme sesquilinéaire B : H}(Q) x H}(Q) — @ et la forme anti-linéaire £ : H}(Q) — C sont
définies successivement par

B(u,w):/QVuVde (3.67)

et

/f2wdx+§/ 52+nd§/ frwdl — g/ (/_OO 22’0?;525)@15) dr.  (3.68)

Il est facile de vérifier que B est continue et est coércive, et £ est continue.

Ainsi en appliquant le théoréme de Lax-Milgram, on déduit que pour tout w € H}(£2), le probleme
(3.66) admet une solution unique u € HL(Q).

Appliquons la régularité elliptique classique, il vient d’apres (3.65) que u € H%(Q).

Dot u € H2(Q) N HL(Q).

Donc, l'opérateur Al — A est surjectif.

67



Etude de la stabilité du systéeme (P)

Preuve (du théoréme 3.2.3).
D’apres le théoreme (1.7.11) d’Arendt et Batty, le Cy-semi-groupe de contraction est fortement
stable si A n’a pas des valeurs propres sur iR et o(A) (iR est au plus un ensemble dénombrable.

D’apres le lemme (3.2.3) et le lemme (3.2.4) on conclut le résultat.
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3.2.4 Spectre résiduel de A

Lemme 3.2.5
Soit opérateur A défini par (3.2). Alors

Al v | = —Au (3.69)
¢ (&2 +n)p — v(z)u(é)

de domaine
(u,v,0)T € H:ue€ HX Q)N HLQ),v e HL(Q),

2 v\x 2 o 0.9]
DA = 85& +n)¢ — ( )u(ﬁ) € L*(T'y x (=00, +00)), (3.70)
+C/ §dé =0, xzeTly,

|€!¢€ L*(Ty x ( 0 +<>O))

Preuve.
Soient U = (u,v,$)T et V = (4,7,)7. On a
< AU,V >4y=< U, A"V >4.

< AU,V >3 /VvVudx—l—/Auvd:U+C/F / (€ 4+ )¢ + v(@)p(€)] de dT

/vAuda:—/Vqudx—i—/ v—df—i— . gzdl1
—c/FN/ §2+n)¢¢d§df+c/ vx/:ou(&)édfdr

/vAudm—/Vqudm+/ v—dI’
Iy OV

—</FN/+°O (€ + 1) + 3 (5)]¢>d£dl“+</ /:O (€)@ de dr.

Si on pose
ot +o0 =
Go==C [ uerode,

on trouve

<.AU,V>H:—/QVUVEda:—/QvAﬁd:L‘—g/ / (€2 + ) + 0(x) ()] p dE dT.

Ce qui nous montre que ’ensemble donné dans le membre gauche de (3.70) est contenu dans

D(A%).
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Montrons 'inclusion réciproque : montrons que D(A*) est inclus dans ’ensemble donné dans
le membre gauche de (3.70).
Soit V € D(A*) C H. Alors il existe un unique W € H tel que

< AU,V >y=< U, W >y pour tout U € D(A). (3.71)

Donc on peut prendre U € Z2(§2) x Z(Q2) x Q(FN X (—oo,+oo)> comme une fonction test dans
(3.71).

D’apres la définition de la dérivation au sens des distributions, on a

_ _ _0 “+o00
< AUV >p= —/QvAﬂ dx—/Q Vuvs dx—i—/FN b2t dr— /FN /_Oo (€2 + 7)o+ 0(x)u(€)]e dé dT.

Donc, on a R
-0
W = —AT
—(& + )¢ — B(x)u(€)
dans le sens de 2'(Q) x 2'(Q2) x @/(FN X (—o0, —i—oo)).
Ainsi

@€ HA(Q) N HY(Q),5 € HAQ) et — (€2 +m)é — 5(@)u(€) € LATx x (—00, +00)).

Apres, on choisit un U € D(A) et on applique de nouveau la formule de Green, nous obtenons

/FN v(glz + C/:):o ,u(§)<§5d§) al'=0 pour tout v € HL(Q). (3.72)

On utilise (3.72) et le fait que {v |py: v € HL()} est dense dans L?(T'y), on en déduit que

di oo
Yo ¢ / 1(€) de.

)
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Théoréme 3.2.4

or-(A) =0, ou 0,(A) désigne le spectre résiduel de A. Il est défini par

or(A) = {)x € C:ker(AMl —A) ={0} et Im(A — A) # 7—[}

Preuve.

Comme \ € 0,(A), X € 0,(A*) la preuve sera achevée si on peut montrer que o,(A) = 0, (A*). Si,
car il est évident que les valeurs propres de A sont symétriques sur ’axe des nombres réels.
D’aprés (3.69), le probléme de valeurs propres A*Z = AZ pour A € Cet 0 # Z = (u,v, ¢) € D(A*)

est équivalent a
Au+v =0,

v+ Au = 0, (3.73)
A+ (€2 +n)d + v(z)pu(E) = 0.

Gréce a la premiere équation et la deuxiéme équation de (3.73), on trouve

Mo — Au = 0. (3.74)
Comme vjr, = —Aujr,, on en déduit d’apres la condition a la limite dans (3.73) et la troixieme
équation de (3.70) que
du oo p?(g)
—(z) = —(CA —— Ve el .
@ == [ g fule), Ve el (3.75)
avec la condition suivante
ur,, = 0. (3.76)

Le systeme (3.73), (3.75) et (3.76) est exactement le probléme propre de A.
Ainsi les opérateurs A et A* ont les mémes valeurs propres.

Par suite la démonstration du théoréme 3.2.4 est achevée.
[ |

Remarque 3.2.1

o0 p(€)?
Lorsque n = 0, il est possible que / = 400 dans 3.68 et alors A = 0 appartient au spectre

oo &2
continu.
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3.2.5 Décroissance générale (pour 7 # 0)

Comme ’énergie du systéme (P) n’a aucun taux de décroissance uniforme, on recherche le taux
de décroissance semi-uniforme pour des données régulieres.
Pour cet effet, on va utiliser les deux résultats abstraits suivants reliant ’estimation de la résolvante

de générateur du semi-groupe correspondant au taux de décroissance.

Théoréme 3.2.5 ([12])
Soit E un espace de Banach et soit A le générateur d’un Cy-semi-groupe borné (S(t))i>o0 sur E.
Si

iRCp(A) et || (iBI—A)" )< M(IB )

ot M : Ry — (0,00) est une fonction continue non décroissante,
alors il existe deux constantes C,c > 0 telles que
C
tA
e Uy [|[< —— || U
| 0 [I< @) | Uo [l p(ay

1
M,

0t Mo : Ry — (0,00) est définie par Miog(s) = M(s)(log(l + M(s))), s> 0.

En particulier, on a le théoréme important suivant ou I’estimation de la résolvante est une fonction

a croissance positive ( voir la définition 2.0.3 ).

Théoréme 3.2.6 ([55])
Soit H un espace de Hilbert et soit A le générateur d’un Cy-semi-groupe borné (S(t))i>o sur H .
Si

RCp(A) et | (BT~ A [l ap< M( B)

ot M : Ry — (0,00) est une fonction continue non décroissante d croissance positive,

alors il existe une constante positive C' > 0 tel que

C
tA
| €U ||< M) Il Uo | peays t— o0

Remarque 3.2.2
Le théoréme (3.2.6) est une extension de plusieurs théorémes obtenus par Batty, Chill et Tomilov

dans [11].
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Afin d’établir le taux de décroissance plynomiale de I’énergie, on utilise la condition de contréle

géométrique usuelle : il existe un point xg € R” tel que
mr <0 sur I'p et mv>0 sur Iy (3.77)

ou m = x — xg, pour tout x € R".
Théoréme 3.2.7
Soit )
+oo N
AN = (/_ (A T+ +m) " @) P df) , pour A€ER.

Alors le semi-groupe (SA(t)>t>0 satisfait 'estimation de décroissance suivante :

1) si A est une fonction non décroissante a croissance positive, alors

c
leMTy | < AT(t)HUOHD(A), t — o0,

ot A™1 est un inverse asymptotique de A.
2) Si
AA) ~c([A]), Al = oo,

ou I est une fonction non décroissante et a variation lente, alors
e4To]) < o Vol
llgg(ct)

ot hog(s) = U(s) (log (14 1(s)) +log(1 + 5)), 5> 0.

Preuve.
On aura besoin d’étudier 1'équation résolvante (iAI — A)U = F', pour A € R.
Ona (iAI — A)U = F est équivalente a

iu—v=fi,
iAv — Au = fo, (3.78)
iAg + (£ +n)d —v(x)u(é) = f3,

ou F' = (flvf?af3)T et U = (’LL,U,Qb)T.
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La preuve sera divisée en trois étapes.
Etape 1:
On prend le produit scalaire dans H de 1’équation (iA] — A)U = F avec U et on utilise (3.8) on
trouve

(RCAU, U < ([U [l E'l134- (3.79)

Ceci implique que

+o00
[T @ v lé & 0P dgdr < Ul Fll (3.50)
I'ny J—o0

En outre, d’apres la condition a la limite dans (P) (la troixiéme équation dans (P)),

gZ(%t) =—C /_J:o u(&)o(x, &, t)dE sur I'y x (0,400), on obtient

2 2

ou

- 9 +o0
/rN awl =k, /_OO p(§)d(x,€) dg| dr
+oo 1o
< e([T@rntmord) [ 7@ s nlowop dear
< clUlulFlin.

D’autre part, d’apres la troixiéme équation de (3.78), nous obtenons :

v(x)u(€) = (N + 2 +n)o(x, &) — f3(x,€), pour tout z € Ty. (3.81)

En multipliant (3.81) par (iA + &2 + 7))~ u(€), on trouve

(X + €2+ ) To(@)p2(€) = u(€)d — (I + €2+ ) " u(€) f3(z,€), = €Ty. (3.82)

Ainsi, En prenant la valeur absolue des deux membres de (3.82), en intégrant sur l'intervalle
| — 00, +00[ par rapport a la variable £, en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et en
utilisant l'inégalité suivante (voir Proposition 2.4 dans [11] page 865 )

1 3
—|—§05<,0)

Pour s € (0,00) et z€ C, on a |s + 2|? > ( (5 +2])%, ot ¢ = arg(z).

+00 —+o0 _
[l @ Pag 2 S [ (a1 4€) 7 a6 P g
V1+cos [T -1
> T (A €))7 e
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Ui

VoxErr

ou 0 = arg(i\ +n) et donc cosf =

On obtient,

1 too 9 3 +o0 ) 3

Sl <u ([ @ rnloword) +vav ([ Tia@ord) . G
ou

s= [T (N+e+n) P ae,

oo

u= ([ er )

—00

v= ([ +£2+n)_2!u(£)l2d£>é-

—0o0
Ainsi, on utilise de nouveau I'inégalité 2PQ < P> + Q* P > 0,Q > 0 dans (3.83) et on intégre

sur I'y, on trouve

2 2 2 oo 2 2 2 oo 2
[ w@rar<ae [ [ @ enlolaarsy [ ip@ P @80

On conclut que

1
Az (N)
/F o(2)[? dT < AU ||/ F |3 + ¢ B 17113, (3.85)
N
Etape 2:
On utilise la méthode des multiplicateurs.
On introduit les notations suivantes :
Tu(x) = |o(@)? + [Vu(@)|® et
E, = / Z,(x) dx
Q
Lemme 3.2.6
On a l'inégalité suivante
2 ’ u " 2
Eu < c|FI2, +c / Al ) / (m - v)|o[2 dT. (3.86)
Iy | OV I'y

pour ¢, c et ¢’ sont des constantes positives.
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Preuve :

Multiplions la deuxiéme équation de (3.78) par (n — 1)u et on intégre sur €2, on obtient

- _Ou _
—(n—l)/ﬂv(z)\u) d:c+(n—1)/Q]Vu|2d:z—(n—1)/F A dT = (n—l)/ﬂufgda:. (3.87)

N

D’apres la premiere équation de (3.78), on a iAu = v + f1. Alors I’égalité (3.87) devient

0 _
—(n— 1)/ 02 d + (n — 1)/ Vul? de — (n — 1)/ a2 ar = (n — 1)(/ af2dx+/ vfidr).
Q Q ry Ov Q Q
(3.88)
On multiplie la deuxiéme équation de (3.78) par 2m - Vu et on intégre sur 2, on trouve
—2/ v(m - iAVu) de — 2/ Au(m - Vu)dr = 2/ fa(m - Vau)dx. (3.89)
Q Q Q

D’apres la premiere équation de (3.78), on a iA\Vu — Vv = V f1. Donc 'égalité (3.89) devient

—Q/QU(m'V@)dx—Q/QAu(m-V&) dx :2/Qf2(m-Vﬂ) d:L’+2/gv(m-Vf1) dr.  (3.90)

Pour v € H?(f2), une régularité suffisante pour utiliser 'identité de Rellich suivante :

_ _Ou B
/QAu(m -Vau)dr = /((m(m : Vu)% dr — /QVU -V(m - Vu) dx. (3.91)

En outre, utilisons I'identité suivante
2ReVu - V(m - Vi) = 2|Vul® +m - V(|Vul?).
On intégre sur () par parties dans le deuxiéme membre de la derniere égalité, on trouve
Q%e/QVu -V(m-Vu)dx = (2 —n) /Q |Vul|? dx + /(mm - v|Vul? dr. (3.92)

D’apres (3.90), (3.91) et (3.92), on trouve

n/ \U\Qd:c—l—@—n)/ \Vu]de:%%/ fg(m-Vﬂ)da:+2§R/ v(im-Vfi)dz
Q Q Q Q
ou

+/ (m-u)|v|2df+2/ (m~Vﬂ)—dF—/ (m - v)|Vu|? dT.
'y 80 ov 80

(3.93)
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0
On rappelle que Vu = (a—u)y sur I'p, il vient que,
v

n/ﬂ|v\2da:+(2—n)/Q\Vu]2da;:2§R/Qf2(m-Vﬂ)daz—i—ZiR/Qv(m‘Vfl)dx

+ (m-u)\v|2df+2§R/ (m-Vu)audF—/ (m-V)|Vu|2dF+/ (m - )| Vu|? dT.
I'n I'n v I'n I'p (394)
En combinant (3.88) et (3.94) on obtient
/‘U’le‘—l—/ |Vu]2dx:2§ﬁ/ fg(m-Vﬁ)d3:+2§R/ v(m - V) da
9) Q Q Q
- s,
+(n—1)(/ﬁf2da:+/vf1dx>+/ (m- )2t + 2% [ (m-va)2Lar (3.95)
0 Q Ty Ty ov
+/ (m-y)]Vu|2dF—/ (m-u)\Vu]QdI‘—i—(n—l)/ ﬂ@df.
FD FN FN 81/

Comme I'y est compacte et m, v sont suffisament régulieres, alors il existe § > 0 tel que
m(zx)-v(z) > 6 > 0, pour tout x € I'y et m(x).v(x) <0 pour tout x € I'p. Donc on en déduit

a partir de (3.95) l'estimation suivante :

/Mde—i—/ |Vu]2da:§2§R/ fg(m-Vﬁ)dm—i—Q%/ v(im -V fi)de
) Q Q Q

= 0
+(n—1)(/ﬂf2dx+/vf1dx>+/ (m-u)|v|2dF+2§R/ (m - va) 2 dr (3.96)
9 Q 5 'y Tx ov
—5/ yvu|2dr+(n—1)/ a2l dr.
FN FN aV
. _Ou )
D’autre part, on peut estimer le terme 2/ (m - Vu)a— dI’ comme suit :
T v
o [ (m-vay2har < 5/ |Vu]2dF+2HmHg°/ oul® i (3.97)
I'n ov -2 I'n 1) I'n ov ' ’

De plus, en vertu du théoréme de trace et le théoréeme de Poincaré, on peut estimer aussi le

0
terme (n — 1) / a2 4T comrme suit :
'y v

2 2
(n—l)/ alar < f/ ufzar + 1)/ 9ul” op
ry Ov 2 Jry 2e Iy |Ov (3.98)
< EC(P)/|v 2d +(”_1)2/ ul® o '
- 2 Q urar 2¢ Iy | OV ’

Remarque 3.2.3
Dans l'inégalité ci-dessus (3.98), C(P) est la plus petite constante positive telle que

/ lu|? dI" < C(P)/ \Vul?dz,  pour tout u € H}(Q).
'y Q
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_ € 2
2 [ ol ) <5 [ 19 e+ S ol

_ £ 2 2 2 2
2§R/Qv(m-Vf1)d$§ 5/52\?)\ d$+g|’mHoova1HL2(Q)

B c n—1)>2
R AT N R STTATIN

3 2 (n_l)z 2
< 0@ [ 1VuPdo+ P Lol

- € n—1)2
-1 [ehde < [ pPaes P ARG,
Alors

(1- 5)/9 o2 dz + (1 ~Sop)- ¢ - ;0(9)) /Q IVl de <
(n—1)2
2¢e

2 2
(Bt + 2T Al +

Iml2 | (n—1)° / du|?
2
+ ( 1) + 2e Tn

On choisit € assez petit, on conclut (3.86).

r : 24r.
ol —I—/FN(m V)|ol?d

Pour A # 0. on obtient

1
Az
€. < W+ ¢Vl Pl + AU T Pl -+ ¢ f‘ )IF1E,

Etape 3 : Comme 7 > 0, il vient d’aprés (3.80) que

[ [T ewopdear<c [ [ mlo@oP e <c Ul F

pour A # 0.
Finalement, (3.103) et (3.104) impliquent que

U117 < AWIFIF,  pour | X[>1.

Il vient que

1 B
WH(W\I — A) M@ <C,  pour tout A €R,

pour C' une constante positive.

n—1)>?
| fall72q) + ( e ) Hfl\%?(ﬂ))

(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

La conclusion donc découle par I'application des théoremes 3.2.5 et 3.2.6 suivant la forme de A.
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Exemple 3.1
Soit
u(€) = [€1*(n (€))%, a, B € R, (3.105)

Alors, d’aprés (2.5), on a
2[3/ lny 25 dy.

Utilisons le lemme 2.0.1, on trouve

1 1 1
g(s) ~ (5)2604 n ésCH';(ln )% sia> —3
lop 1 26+1 o L _
9(s) (2) 25+1(1ns) sia=—g, 28 < —1.
. 1
e Sila| < o alors
& 1 283 & a—1 283
Sg(A) ~ (5) Sl a))\ 2(In)\) lorsque X\ — 0.
2

Ainsi, en appliquant le théoréme 3.2.7 et la proposition (2.0.1), on trouve

E(t) < C(E(0))t~ T (Int) T2

1
e Sia= —5 alors

< Log 1 26+1
Sg(N) (2) 25‘1‘1)\ (In \) lorsque A — oo.

Ainsi, en appliquant le théoréme 3.2.7 et la proposition (2.0.1), on trouve
E(t) < CEONE Int) 72D g 258 < —1.
. 1
e Sia= 3 et 208 < —1, alors

~ 1 2
Sg(A) ~ —(i)zﬁm(ln N2 lorsque X — 0.

Ainsi, on a

IGAT = A) g < C(In |A)72E0HD

79



Etude de la stabilité du systéeme (P)

alors  ljpg(s) ~ C(In |\]) =458+,

D’ou, en appliquant le théoréme 3.2.5, on trouve
-
E(t) < C(E(0))e~t T,

Remarque 3.2.4

Quand p(§) = [¢| 5 avec 0 < w < 1,n # 0, B. Mbodje a obtenu une estimation de décroissance

polynomiale qui est E(t) < C/t,t > 0.

Utilisons le théoreme 3.2.7, on obtient une meilleure estimation de décroissance sur le paramétre

w qui est E(t) < C/tV/1=2) ¢ > 0.
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3.2.6 Optimalité de décroissance de I’énergie dans le cas 1-Dimension

D’apres le lemme 3.2.2, le spectre de A est contenu dans la partie gauche de I’axe imaginaire,
mais il approche de cet axe. Ainsi, la décroissance de I’énergie dépend du comportement asympto-
tique de la partie réelle des valeurs propres de A, puisque le lemme 3.2.2 exprime un comportement

optimal prévu de la résolvante comme suit :
-1
IGAT = A) Y|z = (RS(X)) lorsque [A] = oo. (3.106)

Nous pouvons espérer un taux (optimal) de décroissance de I'énergie suivant la forme de A2,
Malheureusement nous ne pouvions pas prouver ce taux de décroissance par la méthode fréquen-
tielle du domaine basée sur la méthode des multiplicateurs.

Dans le théoréme 3.2.7, on a obtenu une estimation supérieure de la résolvante comme suit

+ —2
AT = A) e < ([ QN +€ ) @) dg ) lorsane ] - o0

o
—0o0
c’est a dire que

IGAL — A) "l 2y < A(X) lorsque [A] = oo

ce qui est moins bon que (3.106) . Mais, il est intéressant de remarquer que dans le cas mono-
dimensionnel, il est possible d’utiliser une représentation explicite de la résolvante pour obtenir
une estimation optimale.
En effet,

On prend Q = (0,L),I'p = {0} et I'y = {L}.

Notre résultat principal est le suivant :

Théoréme 3.2.8
Soit

Supposons que A a une croissance positive. Alors le semi-groupe (Sa(t)),~q satisfait lestimation

de décroissance suivante

1
| ey ||< CAT(t) Il Uo || D4y t— o0
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ot A7 est un inverse asymptotique de A. De plus le tauz de décroissance de l’énergie est optimal

pout toute donnée initiale dans D(A).

Preuve.
Soit A € R.
Soit F' = (f1, f2, f3)7 € H est donnée, et soit U = (u,v,¢)’ € D(A) tels que

(M — AU = F. (3.107)
L’équation (3.107) est équivalent a
iAu—v = f1,
A — Ugy = fo, (3.108)

iAp+ (2 +n)p — v(L)u(§) = f3,

D’apres la premiere équation et la deuxieme équation de (3.108), on a
N+ gy = —(f2 + A1)

avec u(0) = 0.

Supposons que A # 0. Alors
1
u(r) = epsin \x — — / <f2( )+ z')\fl(a)> sin \(x — o) do, (3.109)

ug(z) = crAcos \x — /0m (fg(a) + i)\fl(a)) cos A(z — o) do. (3.110)

En vertu de la troixieme équation de (3.108), on a

u(L)u(E) + f5(6) (3.111)

(&) = iIN+ &2+

Et d’apres la quatrieme condition a la limite de (3.3), et I’égalité (3.111), on obtient

+</OO M+€2 +c/oo HgQ dg:o. (3.112)

De la premiére équation de (3.108), on a

v(L) = idu(L) — f1(L),
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en utilisant (3.109), (3.110) et (3.112), on trouve

Acy [iJysin AL 4+ cos AL| = Ja + J1f1(L) 4+ iJq /OL(fQ(O') +iAfi(o))sin \(L — o) do

L (3.113)
+/0 (fa(o) +iNf1(0)) cos \(L — o) do,
ot I RN (9 _ ra;
J1 = C/Oo Wdf = (S(iN),
On pose
E(A) = dJisin AL +cos AL
_ U R T (3) .
= COS)\L+ZC/—OO Wdésm)\L 2
e ) oo (2 + ()
= cos)\L—F)\C/_OO )\2+(§2+)d§sm)\L+zg/ T)dgsm)\L.
Il est clair que
=(A) #0 pour tout X eR.
et
| E(N) |= c(RS(iN)) pour A assez grand. (3.114)
La constante c¢; dans (3.113) satisfait
L
Allet[EN] < o[ + [l f1(L)] + | /0 (fa(o) +iAf1(0)) sin A(L — o) do
+ /L (fg(a) + i)\fl(a)) cos A(L — o) do (3.115)
0

< o) +e(Ifilmow + 1 F2l0m)
ol on a utilisé une intégration par parties et le fait que f; € H}(0, L).

Alors, d’apres (3.114) et (3.115)
1

AN PYICSGYY

Et en vertu de (3.110), on en déduit que
s o0 % gy (1 o + 1 2 ooy ):
Et grace a la premieére équation de (3.108) et (3.109), on trouve

1
v llz200,0)< Cm( | f1 llzr o) + I f2 2201 )
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De plus, d’apres (3.80), on obtient

L[ et P acar <o [ [0 6.0 P dedt <C U Tl Pl

Ainsi, on conclut que

[GAT — A) | gy < lorsque |A] = oo.

3?5( A

Maintenant, afin de prouver 'inégalité réciproque on utilise la démonstration par ’absurde.

Supposons que O(A(X)!/?) est non optimal.

Ceci signifie qu’il existe une fonction A telle que

, 1 X : AN
JGAT = A) ey < A et lim oo~ (3.116)

ce qui implique que, pour tout F' € H, il existe ¢ > 0 telle que

1
- Ully <c||F our tout A€ R, A#0
A(/\)H I <cllFll. P S A#0,
ou U € H est la solution de I’équation résolvante iAU — AU = F.
Qui est une contradiction car, en tenant compte du lemme 3.2.2, A\; soit une valeur propre de
lopérateur A et U, € D(A) la fonction propre normalisée associée. De plus, on introduit la suite

suivante

B = ImXg, |k| > k1.
Apres, en utilisant le lemme 3.2.2, on a

, in, v
1(iBx — AUklln = [1(i8k — M) Uklln < RS Ukl

Ce qui contredit I’équation asymptotique (3.116) et ainsi la preuve est achevée.
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Exemple 3.2

Maintenant, pour j est donée comme dans (3.105) c’est a dire

pE =l€e“(n|el)’,  aBeRr.

On obtient la décroissance de ’énergie optimale suivante

() Si|a|< 3, alors

(o) Sia= —%, alors

log 1 26+1
Su(N) (2) 2/3‘1‘1)\ (InX) lorsque A\ — oo

et donc

e(t) < C(e(0)t2(Int) 4D 5 28 < —1.

(o) Sia= % et 28 < —1, alors

2Bj(ln N2+ orsque N — oo

et donc

| AT — A)~! |[< C(In | A ] )~ 3FFD,

Alors liog(s) ~ C(In | X | )28 Ainsi
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Remarque 3.2.5

D’aprés la quatrieme équation de (P), on a
t
o(s,&,t) = / N(ﬁ)e_(£2+”)(t_7)ut(9§,7) dr, xeln. (3.117)
0
Ainsi, en utilisant la troiziéme équation de (P), on trouve
u "o [ 2(6)e—€2t9) ge] p—nlt—7)
%(x,t) = —C/O {2/0 u(&)e dﬁ}e ug(x, ) dr, xely. (3.118)

Pour p donnée comme dans (3.105), en utilisant une variante de lemme de Watson (woir

([16], p. 37), ([30], p p. 137-138]), on obtient

() Sia > —3, alors

28+1
+o0 1 1 1 1 1 28

- 2 —&(t=s) g¢ [ = -
I /o pe(§)e dé <2> a+§1“(1+a+2)(t_8)a+é(ln(t_s)) .

(o) Sia=—3 et2B < —1, alors

28+1
+o0 1 1 1 26+1

T 26 ge o (L
1= [ e e ag <2> ()

Ainsi, si on écrit
ou t
U () = —g/ h(t — s)ug(w,7)dr,  z€Ty.
ov 0

Le terme mémoire h admet le développement asymptotique :

1 N2 1
h(t) ~ Crarif (ln t> e ™ lorsque t — o0, si o> —5
1 26+1 1
h(t) ~ ¢ (ln t) e M lorsque t — oo, sia = —3 20 < —1.
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Chapitre 4

Stabilisation d’une équation
hyperbolique par un controle interne

de type diffusif

4.1 Introduction

On consideére le systéme hyperbolique (Pr) dans un domaine ouvert borné Q2 de R™ de frontiére

99 de classe C? :

up(z,t) — Au(x, t) — Aug(z,t) + C/_+Oo w()p(x,&,t)de =0  dans Q x (0, +00)
u(z,t) =0 sur 092 x (0, +00)
(PI)Y 0ub(, €,1) + (62 + m)d(a, €. £) — u(ar, () = 0 dans © x (~o00,00) x (0, +00)
u(x,0) =up(z), ui(z,0)=ui(x) sur €2
d(x,£,0) =0 sur 2 X (—00,00)

ou ¢ > 0,n > 0 et p est la densité de mesure générale et les données initiales sont dans des
espaces appropriés.
On appelle le systeme {(Pr)1, (Pr)s} formé par la premiére équation et la troixiéme équation du

systeme (Pr) la réalisation diffusive associée a I’équation hyperbolique.
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Quand p(¢) = ]f\L; et ( = yr lsin(ar) avec v > 0 et 0 < a < 1, on résout ce systéme de

réalisation diffusive {(Pr)1, (Pr)s}, obtient :
(WF) u(z,t) — Au(z, t) — Auge(z,t) +v0,""u =0 dans Q x (0, +00)

ou 9;"" représente la dérivée fractionnaire généralisée de Caputo d’ordre o (0 < a < 1) par

rapport a la variable de temps définie par

1 t dw
&, 7] — _ -« _W(t_s) _
;M (t) Ti—a) /0 (t—s) % T (s)ds.

Ce systeme modélise les vibrations axiales d’une nanotige uniforme. En faisant une analyse exécu-
tée qui décrit le modele comme un systeéme en dimension infinie de ’espace d’état avec 'opérateur
linéaire du controle de type diffusif.

Dans [15] Berbiche a étudié la décroissance de I’énergie de ’équation hyperbolique (WF). L’incon-
vénient principal associé aux opérateurs fractionnaire est le comportement héréditaire. De plus,
I'utilisation des outils pour I'analyse mathématique, telle que ’analyse de stabilité et I’approxima-
tion numérique sont tres difficiles. Il a utilisé la méthode de I’énergie combinée avec la procédure de
Faedo-Galerkin pour prouver l'existence globale. En outre, il a étudié le comportement asymp-
totique de la solution en utilisant la méthode des multiplicateurs par la construction d’une
nouvelle fonction de Lyapunov appropriée, ou il a utilisé aussi des idées de Komornik et Zua-
zua. L’auteur a établit le taux de décroissance de type polynomiale £(t) < C/t pour t > 0 ou
n # 0.

Dans la premiere section de ce chapitre, on va étudier ’existence globale de la solution du systeme
(Pr), ou on établit I'existence et 'unicité de la solution forte et faible en utilisant la théorie des
semi-groupes liée avec le théoreme de Hille-Yosida.

Dans la deuxieéme section de ce chapitre, on va établir la stabilité forte dans le casn > 0et n =0 .
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4.2 Existence globale

4.2.1 Existence et unicité de la solution du systéme (P;)

Dans cette section, on donne le résultat de I’existence et I'unicité du probleme (Pr) en utilisant

la théorie des semi-groupes. On considere I'espace suivant
H}(Q) ={uec H(Q): up = 0}.

Tout d’abord, on remarque que l'opérateur I — A est isomorphisme de H{(2) dans son dual

H~(Q). Donc le systéme (Pr) est équivalent au systéme (P;) suivant :

ug(x,t) — (I — A)_lAu(x,t) + C/J:O w(&)(I — A)_lqb(x,g,t) d¢ =0 dans Q x (0,+00)
u(x,t) =0 sur 9Q x (0, +00)
(P 0o, €,1) + (€2 4+ mole,€,1) — w (e, () = 0 dans € x (~o00,00) x (0, +00)
w(@,0) = ug(z), w(z,0)=ui(x) sur 0
B(z,£,0) =0 sur Q x (—o0, 00).

On introduit la fonction vectorielle U = (u, v, ¢)T, ott v = uy, le systéme (P;) est équivalent au
systéme
U = AU, t >0,
(4.1)
U(0) = (uo, u1, ¢o),
ou l'opérateur A est défini par
u v
+o00
Alv| == du-¢ [ "ueu-a"owed |. (42)
¢ (& + o +o(x)u(§)

On considere 'espace de Hilbert suivant :
H = HY () x H(Q) x L*(2 x (~00, +09)),

muni du produit scalaire

~ +oo

(U, T)gy = /Q (T + VuVa + +VoVE) dz + ¢ /Q / 60 de du.

—0o0

89



Existence globale

Le domaine de l'opérateur A est donc

(u,v,0)7 € H:ue HX Q)N HHQ),v € HX(Q) N HL(Q),
D(A) = { —(€% +n)¢ +v(@)u(§) € L*(Q x (—00, +00)), - (4.3)
[€]¢ € L2(Q x (—00,+00))

La fonction d’énergie associée au probleme (Pr) est donnée par

1 1 ¢
£0) = gl + 3 IVuld + 51vuli+ 5 [ [ 1ot 0 de de. (14)

Lemme 4.2.1
Soit (u,p) la solution réguliére du probléme (Py). Alors, La fonction d’énergie définie par (4.4)
satisfait

W= [ [ € +nlowe 0P ded <o (45)

Preuve.

Muliplions la premiére équation de (Pr) par u; et on intégre sur {2 par parties, on trouve

d (1 1 1 +oo
o (Sl + 315l + 519u) + % [ wwn) [ wpotesndear =0 @o)

Multiplions la troixiéme équation dans (Pr) par (¢ et on intégre sur £ x (—oo, +00) on obtient :

N0y + € [ [ €+l O de e
+o0 _
[ wlet) [ p)ala.g, 0 dsda =0,

— 00

(4.7)

En vertu de (4.4), (4.6) et (4.7) on trouve

+oo
() = —c/Q/_oo (€2 + )| (. €, 1) de dz < 0.
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On a le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théoréme 4.2.1 (Existence et unicité)

(1) Si Uy € D(A), alors le systéme (4.1) admet une solution forte unique
U e C' Ry, D(A) NCHRy, H).
(2) Si Uy € H, alors le systéme (4.1) admet une solution faible unique

UeC' Ry, H).

Preuve.

On utilise 'approche des semi-groupes. Appliquons le théoreme 1.7.5 de Lumer-Phillips

Lemme 4.2.2
1) L’opérateur A défini par (4.3) et (3.3) est dissipatif et satisfait, pour tout U € D(A)

“+o0o
Re(AU, Uy = ~¢ [ [ (& +mlofa,¢, 0 dedr. (43)

2) L’opérateur \XI — A est surjectif pour tout X\ > 0.

Preuve :
1) Montrons que A est dissipatif.
Soit U € D(A).
Utilisons (4.1), (4.5) et le fait que
£(t) = 31013 (4.9)

on obtient

+00
R(AU, Uy = —C /Q /_ €+ mlola. & O dgda <0, (4.10)

Ainsi, A est dissipatif.
2) Montrons que opérateur A\I — A est surjectif pour tout A > 0.
Soit F' = (f1, f2, f3)T € H, on montre qu’il existe U € D(A) satisfait

(M — AU = F. (4.11)
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L’équation (4.11) est équivalente a

Au—wv = fi,
+oo
€= (1= 8) B¢ [ ) = A) ol ) de = fo (412
X6+ (€2 + )6 — v(@u(©) = fi.
Alors
Au—v = fla
+oo
M=) = Au+C [ (0.8 d = (1= A)fe (413)

A+ (&2 +n)¢ — v(z)u(§) = f.
On suppose que u a une régularité appropriée. Alors, la premiere équation et la troixiéme équation

de (4.13) nous donnent successivement

v=Mu— f1 € H}(Q) (4.14)
et
_ Js(&) + p(Qv(=)
b= Trnia (4.15)

Gréce a la deuxieme équation de (4.13) et I’égalité (4.14), il est facile de montrer que u satisfait

00 2
N(I — A)u— Au+ ¢ </+ %d&)u: (I=A)fo+AXI-A)fx
> (4.16)
oo () oo u(€) f3(x,€)
A (/_oo A+£2+nd§> / _C(/_oo AFE 4y dg)'
La résolution du systéme (4.16) est équivalente & trouver u € H2(Q) N HZ () telle que
(A2 + CAJ) /Q wwde + (A2 + 1)/ VuVwds = (/ [() A)fot+ (M= A) + ) fi]wda
§fs(x, €
C/ (/oo A+E&+n dé)wdfc (4.17)
pour tout w € H}(Q) et J = / 52'1_:_27(75_)’_)\ dg.
Le probléeme (4.17) est sous la forme
B(u,w) = L(w), (4.18)

ot B: [HE(Q) x HL()] —T est une forme sesquilinéaire définie par

B(u,w) = ()\2+C)\J)/Quﬁda:+(/\2—I—l)/QVuV@dm
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et £: H} () = est une forme antilinéaire donnée par

+00

_ M(f)f 3 (x > 5) —

c :/ I-A A~ A)+ ¢ —/(/ HEIBS) e\ 5

(w)= [ [0=8p+ (M-8 +a)nfw—c | ([ 5557 d)wds

Il est facile de vérifier que B est continue et coércive, et £ est continue.

Par conséquent, d’apres le lemme de Lax-Milgram, le systéme (4.18) admet une unique solution
u € H ().

En vertu du théoreme de la régularité pour les équations linéaires elliptiques, il vient que u €

H?(Q). Donc, l'opérateur A\I — A est surjectif pour tout A > 0.
[ |

Preuve (du théoréme (4.2.1)).
On utilise I’approche des semi-groupes. En vertu du lemme (4.2.2) 'opérateur A est m-dissipatif.
Donc d’aprées le théoreme 1.7.5 de Lumer-Phillips, 'opérateur A engendre un Cyp-semi-groupe

de contraction e*A. Donc la solution du systéme (4.1) admet la représentation suivante
U(t) = Uy, Yt >0,

ce qui meéne que le systéme (4.1) est bien posé. Par conséquent, en utilisant le théoréme d’existence

et d’unicité de Hille-Yosida, le résultat du théoreme 3.1.1 aura lieu.
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4.2.2 Stabilité forte du systéeme (P;)

Dans cette section, on utilise le théoréme général d’Arendt-Batty 1.7.11 (du chapitre 1) pour

tA

montrer la stabilité forte du Cp-semi-groupe e associé au systeme (Py) dans 'abscence de la

compacité de la résolvante de A.

Notre résultat principal est le théoreme suivant :

Théoréme 4.2.2
Le Cy-semi-groupe e est fortement stable dans H ; ¢’est a dire que, pour tout Uy € H, la solution
de (4.1) satisfait

lim || U] = 0.
t—o00

Pour la preuve du théoréeme 4.2.2, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 4.2.3

A n’a pas de valeurs propres dans iR.

Preuve.

On démontre par 'absurde. Supposons qu’il exixte A € R et U # 0, telles que

AU =i\U. (4.19)
1" cas : A#0:
L’égalité (4.19) est équivalente a
ixu—v =0,
+oo
o= (T = 8)" But ¢ [ p@)I - 8) ol ) dg =0, (4.20)

i+ (2 + )¢ —v(x)u() =0, e

Ensuite, d’apres (4.8), on a
RAU.U) = ~¢ [ [~ (€ +mlota, O de da. (4.21)
Alors, en utilisant (4.19) et (4.21) on en déduit que

p=0 sur Qx(—00,00). (4.22)
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D’apres la troixiéme équation de (4.20), on a

v(x) =0, sur Q. (4.23)

Ainsi, en vertu de la premiere équation de (4.20) on obtient

u(z) =0 sur Q. (4.24)
Par conséquent,
U=0
Contradiction.
2¢m¢ cas : A = 0.
Le systeme (4.20) devient
v =0,
¢ =0, (4.25)
Au = 0.

Par une intégration par parties sur € dans la troixieme équation de (4.25) et utilisons la condition

au bord v = 0 sur I'p, on obtient
0= / Auudr = —/ \Vu)? da.
Q Q
Ainsi u est constante dans € tout entier. Donc comme I'p est non vide, on a
u =0, sur .

Par conséquent,
U=0.

On en déduit que, A n’a pas de valeurs propres sur I’axe imaginaire.
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Lemme 4.2.4
On a
iR—{—i,i} C p(A) sin#0,
iR —{0,—1i,i} C p(A) si n=0.
Preuve :

On va prouver que 'opérateur iAl — A est surjectif pour A # 0.

Soit F' = (f1, f2, f3)* € H. On cherche U = (u,v, )T € D(A) solution de I’équation suivante

(iX — AU = F. (4.26)
(4.26) est équivalente &
iu—ov=fi,
+oo
o= (T = 8) " But ¢ [ p@I - 8) 6w, ) dg = fo (4.27)

iAp+ (£ +m)p —v(x)p(E) = f3,

En vertu de la premiére équation de (4.27), on a
v =1i\u— fi.

Et d’apres la troixieme équation de (4.27), on a

pév(z) + f3

¢= iINFE2 47

La deuxieéme équation de (4.27) est équivalente & :
. +m
L= Ao = But ¢ [ (O, € d = (I - M)

En remplace la valeur de v et de ¢ dans la derniere équation, on obtient :

—N2u+ (A% = 1)Au+i¢) (/m e dg) u=(I—-A)fa+iXI—-A)f

e +oo () fo(a,€) (429
3\
* (/m M+§2+nd5> - ey )
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La résolution du systéme (4.28) est équivalente & trouver u € H? N HE () telle que

2 2 _ , too 2 () _
/Q(—)\ uw + (A — 1)Auw) dz + iCA (/_OO Md&)/guwda:

:/Q[(I_A)f2+i/\(I_A)f1}@de+C (/J:O Z>\+€2+77 )/fﬂud:c (4.29)

_C/J:OZ/\+§2+77/f (x,&)wdx d§

pour tout w € H} ().

Alors, on trouve

/QH?m — (A2 = 1)VuVw) dz + i\ </+°° ﬂ d5> /dex

0o z)\—|—£2—|—77
/Q[(I A)fo +id(T — A)fl]wda:+c(/ A+€2+n )/fwda: (4.30)
+oo
_g/oo 71)\+€2 /f3a:§wdxd§

Le probleme (4.30) s’écrit sous la forme

Ly(u,w) = l\(w) (4.31)
h Ly ):/ (W + (¥ ~1)Vuvw) d —o</+°°#2(5>dg>/ wd
AU, w 0 uw uvw X 1 . Z)\+£2—|—77 Q’U/U) X
et
hw) = | [(I—A)f2+iA(I—A)f1]wdx+g(/;ooM+§2+n )/flwdx

_C/OO z)\+§2+77/f3x§wdxd§

Tout d’abord on montre que ce probléme admet une solution unique si A2 > 1 .
En effet,

il est clair que la forme sesquilinéaire

0 2
(u, w) — Ly(u,w) = /52()\211,@4- (A2 —1)VuVw) dz — i\ </——; z)\j—é(g)—kn df) /Quwdx (4.32)

est continue sur Hi(Q) x H}(Q) et coércive. La forme antilinéaire w > Iy(w) est continue sur
H (D).

D’apres le lemme de Lax-Milgram, le probléme (4.31) posséde une unique solution u € H&(Q)
Le cas A2 — 1 = 0 ne peut pas nous mener & un résultat positif puisque le facteur qui est devant

lopérateur A vaut zéro.

97



Existence globale

Si A2 —1 < 0et \# 0, alors la situation est plus délicate car les termes —\2I et (A2 — 1)A sont
en concurrence dans (4.28).

En divisant (4.28) par 1 — A2 et en posant 7 = on obtient d’une maniere équivalente

A
V1=

—7%u — Au +iC +oc>"2(§)d§>u— ! [(I—A)fg—i—z')\(I—A)fl

.
Vio a2 </_oo N+ E 47 1o

teo 2 (€) +o0 u(€) f3(, €)
+ (/oo i/\+£2+nd€> a=<(/f M+£2+77d£>]' (4.33)

L’opérateur :

LT Foo p?(€) 2 T oo 12 (€)

est un isomorphisme de H& dans H~! et donc il est un opérateur de Fredholm d’indice 0.

Comme le facteur 1 — \? est différent de zéro, on trouve de maniére équivalente que
too 12 (€)

“N2T 4+ A2—1A+z’)\/ S

conséquent, il est un opérateur de Fredholm d’indice 0.

d{) I est un isomorphisme de H{} dans H~!. Par

Ainsi, la preuve de l'existence d’une solution u de (4.30) se réduit & montrer qu’il n’y a pas une
solution non triviale pour (4.30) avec f; = fo =0 et f3 = 0.

En effet,

s’il existe u # 0, tel que

2 2 — - oo L2(8) o
/Q(—)\ ww — (A° — 1)VuVw) dx + iCA (/_OO Wd{)/ﬁuwdx—o,

alors i\ est une valeur propre de A. Par conséquent, d’apres le Lemme 4.2.3 on en déduit que

u = 0. De la méme maniere, on obtient le méme résultat si A =0 et n # 0.

Preuve du théoréme 4.2.2 :
D’apres le théoréeme d’Arendt-Batty 1.7.11, le Cy-semi-groupe de contraction est fortement stable
si A n’a pas de valeurs propres sur iR et o(A) NiR est un ensemble au plus dénombrable. D’apres

le lemme 4.2.3 et le lemme 4.2.4, on conclut le résultat.
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Conclusions

On a considéré le systeme d’ondes (P) et la stabilisation de ce systéme par un controle frontiere
de type diffusif. On a prouvé que la décroissance de 1’énergie de la solution du systéme (P) n’est pas
exponentielle, mais elle est polynomiale. On a utilisé la méthode spectrale pour établir le manque
de stabilité exponentielle . D’un autre c6té, on a utilisé le théoréme d’Arend-Batty et et Lyubich-
Vu pour établir la stabilité asymptotique forte et le théoreme généralisé de Borichov-Tomilov pour
réaliser les estimations de décroissance.

On a considéré aussi un systéme hyperbolique (Py) et la stabilisation de ce systéme par un controle
interne de type diffusif , ou on a fait une étude qualitative de ce systeme telle qu'on a établi
I’existence et 'unicité de la solution et la stabilisation asymptotique forte, telle que on a utilisé le

théoreme d’Arendt-Batty et Lyubich-Vu.

99



Chapitre 5

Commentaires et perspectives

5.0.1 Commentaires

1) le contenu de notre travail est trés proche de ceux de ([28], [58]).

En tenant compte de la remarque 3.2.5, le probleme (P) devient

ug(x,t) — Au(z,t) =0, dans Q x (0, +00),
u(z,t) =0, sur I'p x (0, +00),

£ (x,t) = —C/Ot h(t — s)ug(x, s)ds, sur 'y x (0,+00),

u(x,0) =up(z), ui(z,0)=wui(z), sur,

ou h est un noyau positif vérifiant certaines hypotheses supplémentaires. Pour des choix spé-
ciaux de h, la troixieme équation de (PV) est une condition qui implique la dérivée fractionnaire.
Stahn [58] a considéré le taux de décroissance d’énergie pour un probléme semblable au pro-
bléme (PV) dans le cas T'p = (). La meilleure estimation || (iA—.A4)7! ||< C’(?Reﬁ(i/\))_l, A>0,
a été obtenue sous une hypothése jointe sur h et les valeurs propres Neumann-Laplacien de (2
et est optimale dans le meilleur cas 1-D ( pour I'p, 'y # 0 qui est prouvée dans notre travail).
cependant, ceci ne signifie pas nécessairement que notre résultat est superoptimal dans le cas
de multidimension. En fait, les contraintes sur €2 de [58] sont différentes de notre cas, ainsi il
est difficile de dire que la meilleure estimation de la resolvante est toujours atteinte dans le cas
de notre travail.

Notons également 1’observation intéressante suivante : pour quelques choix tres spéciaux de u
(par exemple support compact) les taux de décroissance obtenus dans notre travail et dans [58]
sont réellement les mémes, le taux obtenu dans [58] est plus rapide.

Pour la preuve de notre résultat principal sur le taux de décroissance de I’énergie (Théoreme
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(3.2.7)) nous utilisons des techniques complétement différentes par rapport a [58]. Il est inté-
ressant de noter que la meilleure estimation de la résolvante dans [58] est seulement obtenue
sous une condition sur "'impédance acoustique' h qui exclut certains choix de h (dépend de
) pour lequel [58] ne prouve aucun résultat.
Par Contre, ’estimation est légerement plus mauvaise de notre travail pour n’importe quelle
impédance acoustique.

2) Notre méthode également marche facilement (avec une certaine modification) dans le cas
meas(I'p) = 0 pour les situations suivantes :

e La premiére équation de (PV) implique aussi le terme de deplacement w.

e La loi de feedback de stabilisation contient non seulement une dissipation viscoélastique fron-
tiere [3 h(t — s)us(z, s) ds mais également un déplacement frontiere w.

e Lorsque meas(I'p) # 0 la premiére condition aux limites dans (PV) implique le terme de
deplacement u ( la condition aux limites (PV')y est remplacée, par exemple, par % +u =0 sur
I'p x (0, 400).

De plus notre méthode marche aussi pour le probléme suivant

ug(x,t) — Au(z,t) =0 dans Q x (0, +00),
~ gu(a:,t) =0, sur I'p x (0, 4+00)
(PV) o

—(x,t) = C/Ot h(t — s)uy(x, s)ds, sur I'y x (0, +00),

u(z,0) = up(z), w(z,0)=ui(z) sur €2,

avec meas(I'y) # 0 (meas(FD) =0 est autorisée).
Pour ce probleme la fonction d’énergie classique est seulement une semi-norme. Nous pouvons
prouver que la solution du systeme ci-dessus tend asymptotiquement vers une constante qui dépend

des données initiales avec une estimation de convergence qui dépend de h.

5.0.2 Perspectives

1) Il est intéressant d’étendre les résultats de ce travail au probléme suivant

ug — Au =0, dans © x (0, +00),
(1) u =0, sur I'p x (0, 4+00),

0

(%er-uaf""u:o, sur 'y x (0, 4+00),

u(z,0) = up(z), w(z,0)=uy(z), surQ,
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pour xg € R” tel que
m(l’) =T — Zo,

I'p={zel:m- v <0},
'y={zel:m-v>0}
et TpNTy # 0 (voir [27]).
2)I1 est intéressant d’obtenir une condition nécessaire et suffisante (GCC) comme dans 'article

de Bardos et d’avoir (voir [10]) le taux optimal de décroissance semblable au cas 1-dimension du

probléme
ug — Au = 0, dans Q x (0, +00),
(P2) u=0, sur I'p x (0, 400),
0
Oizj + a(x)0;"u = 0, sur 'y x (0, +00),

u(z,0) = up(z), w(x,0)=mwui(z), surld

Un autre probléme intéressant est d’obtenir une certaine estimation de ’énergie (peut étre de type
logarithmique ) sous une condition faible sur le feedback ( ce qui ne satisfait pas la condition du

contréle géométrique ) comme dans [22, 33, 41].
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