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Notations

1. N : I’ensemble des nombres entiers naturels,
2. 7Z : 'ensemble des nombres entiers relatifs,
3. Q : 'ensemble des nombres rationnels,
4. R : I’ensemble des nombres réels,
5. A* : 'ensemble des éléments non nuls de A,
6. Alx]: 'anneau des polynémes & une indéterminée x et a coefficients dans 'anneau A,
7. deg P : le degré du polyndéme P,
8. By,(.) : le n-iéme polynoéme de Bernoulli,
9. B (a)(.) : le n-iéme polynéme de Bernoulli d’ordre «a,
10. E,(.) : le n-iétme polynome d’Euler,
11. ES() : le n-ieme polynome d’Euler d’ordre a,
12. B, := B,(0) : le n-iéme nombre de Bernoulli,
13. E, :=2"E,(3) : le n-iéme nombre d’Euler,
14. G, (.) : le n-iéme polynéome de Génocchi,
15. H, (.) : le n-itme polynéme d’Hermite,
16. L, (.) : le n-iéme polynome de Laguerre,
17. L\ (.) : le n-itme polynoéme de Laguerre généralisé,
18. T,(.) : le n-iéme polyndéme de Tchébychev de premiére espéce,
19. U,(.) : le n-iétme polynome de Tchébychev de deuxiéme espeéce,
20. B, : le n-éme nombre r-Bell,
21. [’,ﬂ nombres de Stirling non signés de premiére espéce,
22. [’,ﬂr nombres r-Stirling non signés de premiere espeéce,
23. {Z} : nombres de Stirling de deuxiéme espéce,
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24.

25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

37.

38.
39.
40.
41.
42.

n
{ } : nombres r-Stirling de deuxieme espéce,

L (njk) : nombres de Lah,

L, (n,k) : nombres r-Lah,

{An (1)}, : suite de polynoémes d’Appell,

L, (.) : polynomes de Laguerre,

P, (.) : polynomes de Legendre,

L (2) = >ty L(m, k) z* : polynomes de Lah,
(), =x(x—1)...(x —n+1) pour n > 1et (z), =1,
(x) 1

By, i (21, 29,..., Tn_g41) : polynome partiel de Bell,

La=z(x+1)...(x+n—1)pourn>1et(zx),=1,
Y, (21, xs,..., ;) : polynéme complet de Bell,
B, (.) : polynomes r-Bell,
[n] : Pensemble {1,2,....n},
O(ig) = {1 S? 2 D j:’
0 sii#j,
| 2] : le plus grand entier inférieur ou égal a x,

D= % est 'opérateur de dérivation,

Dy—of (x) = %f (x) ‘m:a est la valeur de la dérivée de Df (z) au point = = a,
D" = i—"n est la n-éme dérivée,

Dr_.f(x)=Lf (x)}x:a est la valeur de la dérivée de D" f (z) au point x = a.



Introduction

Les fonctions génératrices sont un outil puissant pour résoudre des problémes en théorie
des nombres, en combinatoire, en algebre, en théorie des probabilités et autres domaines des
mathématiques. Un de ces avantages des fonctions génératrices est qu'une suite de nombres
infinis peut étre représentée sous la forme d’une seule expression. De nombreux auteurs ont
étudié les fonctions génératrices et leurs propriétés et trouver des applications pour celles-
ci, voir par exemple [16, 51]. Les fonctions génératrices ont un roéle important dans I’étude
des polyndémes. Plusieurs études liées aux fonctions génératrices de nombreux polyndémes
peuvent étre trouvés dans plusieurs livres et articles. Une place particuliere dans ce domaine
est occupée par la recherche dans le domaine des identités pour les polynémes et les nombres
spéciaux avec l'utilisation de leurs fonctions génératrices. Des résultats intéressants dans le
domaine de 'obtention de nouvelles identités pour les polynémes peuvent se trouver dans
plusieurs travaux.Une autre tendance dans I’étude des polyndémes est d’obtenir une nouvelle
représentation de formules explicites pour ces polyndmes.

Les fonctions génératrices de suites spécifiées de polynéomes comme ceux d’Hermite, La-
guerre, Bell, Tchébychev, Jacobi et d’autres ont été étudiés par un grand nombre d’auteurs.
Differentes méthodes et techniques ont été utilisées pour développer des relations, des identi-
tés ou des formules. Une des techniques, est basée sur la formule de Taylor Mac-Laurin d’une
fonction f indéfiniment dérivable dans un voisinage d’un point a € R donnée par

Fo = .

n!
n>1

Une deuxiéme technique est basée sur la formule d’inversion de Lagrange définie, pour la
donnée des fonctions f, F' analytiques dans un voisinage de zéro et de I’équation z = tf (z),
par "
F(z)=F(0)+) =Dz AF () (f ()"}
n>1
Dans cette thése, basée sur 'identité polynomiale établie ci-dessous, nous essayons de donner
quelques formules pour les fonctions génératrices de polynomes. En effet soient n et m deux
entiers naturels et z un nombre complexe, soit P, un polynéme de degré < m, nous prouverons
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I'identité suivante :

Polz) = 3 (—1)" <”*];Tl+ 1) Py (—k2). (1)

Nous utilisons cette identité pour établir une premiére formule sur les fonctions génératrices
pour toute suite de polyndmes et une autre formule établie en utilisant la formule de Melzak
[26, 27] donnée, pour tout polynome f de degré < p, par

o ()1

ou x et a sont des nombres complexes, avec a # —j, j=0,1,2,....p.

De nombreux articles sont consacrés a ces suites polynomiales ainsi qu’a leurs fonctions géné-
ratrices. Cette thése est consacrée a une étude approfondie sur certains nombres et polynomes
bien connus comme ceux d’Appell, Bernoulli, Euler, Génocchi, Hermite, Jacobi, Laguerre, Le-
gendre et d’autres.

Dans le premier chapitre nous commencgons par définir les polynémes d’Appell suivi d'une
classe de ses polynomes. Nous entamerons ensuite les nombres et les polyndémes de Bernoulli,
d’Euler, ainsi que ceux de Génocchi et certains polyndémes liés a la formule de Rodrigues
comme ceux de Tchébychev, d’Hermite, de Jacobi, de Laguerre. Nous terminerons ce chapitre
par des nombres et des polyndémes de partitions tels que les nombres de stirling de premiere
et seconde espéce, les r- Stirling, les Bell et r-Bell et les nombres de Lah.

Le deuxieme chapitre portera essentiellement sur une étude des identités polynoémiales pré-
liminaires et secondaires. Il est dédié a ’énoncé des premiers résultats originaux ayant fait
I’objet d’une publication. On commence par donner une identité polynémiale originaire et son
role pour établir de nouvelles identités algébriques, analytiques et combinatoires. L’identité
polynomiale principale est, pour tout polynéme P,, de degré < m, donnée par :

P, (z) = Z(—1)”+k/f"<”ZT1+1>Pm(x—(k+1)z).

Cette identité est enrichie par de nombreuses applications sur des différentes suites de nombres
et de polyndmes telles que

r (m—=Fk)r .
m! (E+sG+HI))! ((m—Fk)r+1 r
Bm "= —-1) Bm s(y s(g
Bt = () SV s et ) Breensenn @)
et
mri—kk _ - (_1)j n+1 ﬁBmi+k+S(j+1)vk+s(J'+1) ()
o (mz—kk) pr Jj+1 (mi+k+s(j+1)> ’
k k+s(j+1)

no= my+--+m,
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o By, (a) est le (m, k)-éme polynome partiel de Bell.

Dans le troisiéme chapitre nous montrons deux formules sur les fonctions analytiques, dont
la premiére formule est basée sur l'identité principale obtenue dans le deuxiéme chapitre et la
deuxiéme est basée sur la formule de Melzak. On montre que pour toutes fonctions analytiques
E () et F'(.) définies par

E(t)=) ant", F(t;z)=Y P.(2)t", [t/ <p, p>0,

n>0 n>0
la premiére formule en question est donnée par :
)k
Z%D’“ {tE(—(k=Dt)F(t;—(k—1)2)} = —tE({t) F (t; 2).
k>1 ’
On exploite ensuite la formule de Melzak pour établir une deuxiéme formule, donnée par :
Zk, D’“*S{ts W) F(t;z—s—k)}y=E@)F(t;2).
k>0

De nombreuses applications sur des choix de différentes fonctions analytiques complétent le
chapitre trois, telles que les identités

Z(g) <1—<Zil) kt) k)" (1 - k)" = (1+0)*, te]-1,1],

S (8 - alk - 1)tk (3 atk -y T ]
k
Z(k—l)k_lsin((k—l)t—k )tk' = —sint, te]—e e[,

k>1

Z(k') D*{tcos(—(k—1)t)} = —tcost,

k>0

On terminera cette thése par une conclusion.



Chapitre 1

Nombres et polynémes remarquables

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a des définitions et propriétés de familles de nombres et poly-
nomes remarquables. Il s’agit de préciser des définitions et de rappeler certaines propriétés
qui nous seront utiles. C’est ainsi que nous examinerons des propriétés de nombreuses familles
de nombres et de polyndémes. Nous définirons tout d’abord la grande famille des suites de po-
lynémes d’Appell. Parmi ces suites, on trouve la suite des polynomes de Bernoulli et d’Euler
classiques ou généralisés, en précisant & ce propos leurs définitions ainsi que leurs proprié-
tés. Notre étude portera ensuite sur les nombres et polynéomes de Génocchi, de Tchébychev,
d’Hermite, de Legendre, de Jacobi, de Laguerre, les nombres de Stirling de premiére et se-
conde espeéce, les r-Stirling, les nombres et polynémes de Bell, de Lah ainsi que les polynémes
partiels de Bell, et les polyndémes partiels r-Bell.

1.2 Polynomes d’Appell

Appell Paul Emilie (1855-1930) est un mathématicien francais qui s’est intéréssé aux suites
de polynémes (A, () ;n € N) vérifiant les deux conditions suivantes :

1. Pour tout entier n € N, le degré du polynéme A, (x) est égal a n.

2. Pour tout entier n € N*, on a la relation
DAn = ’I’LAn_l.

Sa recherche a fait 'objet d’un article [3] publiée en 1880 et intitulée "Sur une classe de
polynomes". En son honneur, de telles suites de polynémes sont appelées suites de polynémes
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d’Appell ou suite d’Appell. On peut donner de nombreuses formulations équivalentes & cette
définition. Une suite d’Appell est une suite polynomiale (A,, (z);n € N) qui satisfait I'identité

suivante :
DA, () =nA,_1(x), neNet Ay(z)#D0. (1.1)
La suite (A, (z);n € N) des polynémes d’Appell a la fonction génératrice exponentielle de la
forme
o tn
A(t)exp (at) = Y A, (z) - (1.2)
n=0
Les conditions suivantes sur les suites polynomiales peuvent étre facilement vérifées, elles sont
équivalentes :
— Pour n € N¥,

DA, () =nA,—1(x) et Ag(z) #0.

— 11 existe une suite (ay; k € N) de scalaires telle que ag # 0. et telle que pour tout entier

A, (z) = i (Z) aga" ", (1.3)

k=0

n€eN,ona:

— Il existe une suite (a; k € N) de scalaires telle que 1'on ait

A, (z) = ( 3 %D’“) . (1.4)

k=0

Pour n € N, on a Ag (x) # 0 et

n

A (x+1y) = k; (k)Ak (z)y"*. (1.5)

Notons que si A (0) # 0, le n-éme polynome d’Appell A, (x) est de degré n.
Suivant la fonction A (.), plusieurs polynomes connues dans la littérature sont de type Appell
dont on cite :

— pour A(t) = =5 on retrouve la suite (B, (z);n € N) des polynomes de Bernoulli de
premiére espece,

— pour A(t) = etL—s—l on retrouve la suite (F, (z);n € N) des polyndémes d’Euler,

— pour A(t) = ()" on retrouve la suite <B§La) (x);n € N) des polynémes de Bernoulli
d’odre «a,

— pour A (t) = (ﬁ)a on retrouve la suite (ET(LO‘) (r);n € N) des polynomes d’Euler d’odre
a?

— pour A(t) = 725 on retrouve la suite (G, (x);n € N) des polynomes de Génocchi,

— pour A(t) = 1 on retrouve la suite (™).



1.3 Nombres et polynémes de Bernoulli
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Les nombres et les polynémes de Bernoulli de premiére espéce ont fait ’objet d’études ap-

profondies au cours des deux derniers siécles, tous deux pour leurs nombreuses applications

importantes en théorie des nombres, en combinatoire et en analyse numérique, et d’autres do-

maines des mathématiques pures et appliquées, et de leurs riches structures en tant qu’objets

mathématiques trés fréquentés, voir par exemple [9, 16].

Définition 1 La suite (B,;n € N) des nombres de Bernoulli est définie par sa fonction gé-

nératrice exponentielle

OOZ
Zn_: 1

n=0

Les nombres de Bernoulli sont rationnels et ses premiers nombres sont :

n 0 1 23 4 5 6 7 8 9 10
11 1 1 1 5
et par le fait que
z - z" _
(e —1) ZO By—y =z
il s’ensuit que la suite des nombres de Bernoulli vérifie la relation
1 S (n+1
By=1 et B, =— By, n e N*.
n+1 pre k

Aussi, il est simple de vérifier que la fonction

2" e*+1
G-y n - (55)

est une fonction paire, duquelle il résulte

B,=(-1)"B,, neN-{1},

ou encore
ng+1 = O, ]{ S N*

11 est & noter que la relation (1.9) puisse ainsi étre mise sous forme

(—l)n B, =B, + 5(,171), n € N*.

(1.6)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)
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Définition 2 La suite (B, (z);n € N) des polynomes de Bernoulli est définie par sa fonction

génératrice exponentielle
z

> z" e -
Y Bu(x) = = . (1.12)
-0 n.

e
ez —1

Cette définition nous permet de déduire que ’écriture du n-éme polynéme de Bernoulli dans
la base

{1,z,...,2"}

est
n
k=0

et que le n-éeme nombre de Bernoulli B,, est tel que
B,=B,(0), neN.

De plus, la fonction génératrice ou la relation de récurrence nous permettent de déduire que
le n-éme polynoéme de Bernoulli est de degré n et que les premiers polynémes de Bernoulli
pour les indices n < 8 :

1
B = gt =242’ — —
1 () x s 30’
1
B — 5 _ Y. 4 03 -
5 () 2’ =5 —|—3x 5%
5 1 1
B — 6 5 .4 -2 el
6 () x® — 3z +2x 5% —|-42,

Br(z) = o' ——a®+ 2% — -

2 2
4 7 2 1
Bs(z) = 2% 42" + §x6 — §m4+ gxz ~ 35

Te 7o T4 1
6

A Taide de la fonction génératrice des polynomes de Bernoulli, on déduit aussi les propriétés
suivantes :

B,(x)=(-1)"B,(1—2),n€N, e B,(x+1)—B,(z)=na"" neN. (113)
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1.4 Nombres et polyndomes d’Euler

Définition 3 La suite (E,;n € N) des nombres d’Euler est définie par sa fonction génératrice

1 > Z"
coshz eQZ—l—l Zo "l

exponentielle donnée par :

Les nombres d’Euler sont aussi rationnels positifs et dont les premiéres valeurs sont :

n 01 2 345 6 7 8 9 10
E, 10 -1 050 —61 0 138 0 -50521

Les nombres d’Euler d’indice impair sont tous nuls et ceci par le fait que la fonction 1/ cosh z
est paire.

Définition 4 La suite (E, (z);n € N) des polynomes d’Euler est définie par sa fonction gé-

nératrice exponentielle
0 peg

=> E, —! 2] < 1.

n=0

De cette définition, il s’en suit que la suite des polynomes d’Euler obeit & la relation de

E, (z) = zn: <Z> Ey (0) 2" *,

k=0

récurrence :

et du fait que
2 e —1 z
e#+1 e#+1 2

il découle que

De plus, par le fait que
z S Zn xrz
(€ +1))  Ey(2) —=12e", (1.14)
n=0

on déduit que pour tout entier naturel n on a

n

> (Z) By, (z) + B, (x) = 22", (1.15)

k=0

Cette derniére relation de récurrence nous fournit 'identité suivante :

E,(1-2)=(-1)"E,(z), n>0. (1.16)
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Les premiers polynémes d’Euler pour les indices n < 7 :

EO (.I') = 1,
1
Ey(z) = o— 2’
Ey(z) = 2% —u,
3 1
E — 3 _ 2,2 -
3 () z° = 5% —|—4,
Ey(z) = 2* -2+,
) ) 1
E — 5 Y. 4 <2 -
5 () 2’ = 5% + 5% + 5
Eg(r) = 2°%—32°+52° — 3,
7 35 21 17
E(z) = 2" — a2+ =o' — —2® + —.

2 4 2 8
On remarque que les dénominateurs des coefficients de Foy 11 () sont des puissances de 2, et
les coefficients des polynomes FEo (x) sont entiers. De plus, pour tout entier naturel n on a

E,(t+1)+ E, (t) = 2. (1.17)

qui découlent du développement dans les égalités

2 2 2
P 2 at _gout o et — 2 e(l-t) (1.18)
er +1 e? +1 et 41 er +1

1.5 Nombres et polynémes de (Génocchi

Définition 5 Les nombres de Génocchi sont définis par la série génératrice

> 2" 2z 22 A 6 28 10
G (2) ‘:Z;G"H:ezH:z‘§+ﬂ‘3§“7§‘15’51—m+””

Les nombres de Génocchi satisfont
Gop=0, Gi=1et Gyps1 =0 pour n > 1,
et s’expriment a ’aide des nombres et les polynémes d’Euler par
Gn,=2(1-2")B,=nkE,_1(0) pourn >1,
qui découlent, du développement :

Z2n

G (z) = z — ztanh (g) = 22 (2> —1) Bgnm.
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Définition 6 Les polynomes de Génocchi sont définis par la fonction génératrice :

2z

Trz __ . Zn
G(x) = ¢ —Z;Gnmm,

ou par la relation de récurrence

Gn=Gn(0) et Gn(z)= zn: (Z) Gra" .

k=0

Les polynémes de Génocchi pour les indices n < 6 sont donnés comme suit

Go(z) = 0,

Gi(z) = 1,

Go(z) = 2x—1,

G3(r) = 32° — 3u,

Gy(z) = 4a® — 62"+ 1,

Gs(r) = b5z* —102® + 5z,
(

Q

¢(r) = 62°— 152" + 1527 — 3.

Les coefficients de G, (x) sont entiers puisque les nombres de Génocchi sont entiers et le
polynéome G,, (z) est de degré (n — 1) . Aussi, par définition, on peut vérifier que

G, (x) =nE, 1(x)=DE,(z), neN.

1.6 Polynomes liés a la formule de Rodrigues

1.6.1 Polynoémes de Tchébychev de premiére et seconde espéce
Introduction
“Isoler les mathématiques des demandes pratiques des autres sciences revient & provoquer

la stérilité d’une vache en I’éloignant des taureaux.“

Pafnouti Lvovitch Tchébychev.
(Okatovo 1821- Saint Petersbourg 1894)

Définition 7 On appelle polynéme de Tchébychev de premiére espéce de degré n [’applica-
tion :
T, : [-1,1] —R,

x +—— cos(narccosz), n € N.
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Cette définition montre que ces polynémes obéissent & la relation de récurrence suivante :
To (.Z') = 1,
T (z) = =,
Toi1(z) = 22T, () —T,-1(z), n>1.

En utilisant cette relation de récurrence, il s’ensuit que les premiers polynémes de Tchébychev
de premiére espece pour les indices n < 5 :

To(z) = 1,

Ty(z) = =,

Ty(z) = 22 —1,

Ts () 42° — 3,
Ty(r) = 8x*—82*+1,

Ts (v) = 162° — 202> + 5z,

Cette suite de polynomes est de série génératrice ordinaire donnée par :

= 1—t
S T ()t -
k=0

1 x4

Définition 8 Les polynomes de Tchébychev de seconde espéce sont définis par la méme rela-
tion que ceux du premiére espéce, avec des termes differents c’est-a-dire
UO (l’) = 1,
Ul (I‘) = 21‘7
Ups1(x) = 22U, (x) —Up_q(x), n>1.

Par récurrence sur n, il résulte que U,, est un polynéme de degré n. Les premiers polynémes
de Tchébychev de deuxiéme espéce pour les indices n < 5 :
Up(z) = 1,
U (x) 2,
Uy(z) = 4a® -1,
Us(z) = 82° — d4u,
Uy (2) 162* — 1227 4 1,
Us(z) = 322° —322% + 6.

Cette suite de polynomes est de série génératrice ordinaire donnée par :

> 1
U, (£)th = ——
; () 1— 2t + 12
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1.6.2 Nombres et polynémes d’Hermite

Définition 9 Les polynomes d’Hermite H, (x) sont définis par la fonction génératrice sui-

vante
o0

H(x,t) =Y H,(x)t" =e 2" (1.19)

n=0

et le n-éme nombre d’Hermite H,, est défini par

H, = H,(0).

Les premiers nombres d’Hermite pour les indices n < 7 :

2 4

01 3
10 =2 0 12

5 6 7
0 0

n
H, -1
Les polynomes d’Hermite, du nom de Charles Hermite satisfont la formule de Rodrigues.
H, (z) = (—1)" ¢ D" (6—962) , neN (1.20)
et la relation de récurrence
Hy1(x)+nH, 1(x) =xzH,(x), neN"
Ils admettent comme expression explicite

e VA —
Hn(x):kgom(zr) . (1.21)

Les premiers polynémes d’Hermite pour les indices n < 6 :

HO (l’) = 1,

H1 (CIZ’) = 233',

Hy(z) = 42 -2,

H3(r) = 82 —12z,

Hy(z) = 162" —482% 4 12,

Hs(z) = 322° —1602° + 120z,

Hg () = 642° — 480z* + 7202 — 120.
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1.6.3 Nombres et polynémes de Jacobi

Les polynomes de Jacobi pled (x) font partis également d’une classe de polynomes ortho-
gonaux. Ils sont obtenus & partir des séries hypergéométriques.
Soit (Rga’ﬁ ) (x);n € N) la suite des polynomes de Jacobi définis par

P (z) = anl(l,ET;;a(1<+-x)l)n (1— )" (14 2)"" (1.22)

tels que «, [ sont deux paramétres vérifient des conditions d’orthogonalité o > —1, § > —1.
Le polynéme ple-h) (x) satisfont I’équation differentielle linéaire homogéne de deuxiéme ordre
suivante :

(1-2*)y"+(B-—a—(a+f+2a)y +nn+ta+f+1)y=0

et que toute solution polynomiale y de cette équation est un multiple de pl-P ().
Pour o = 3 = 0 on obtient les polynémes de Legendre.
Pour a = = —% on obtient les polynémes de Tchébychev.

Posons
R=(1-2zu+u?)"*, (1.23)

La fonction génératrice ordinaire des polyndémes de Jacobi est donnée par
> P (zyut =22RT(1-u+R)*(1+u+R)’, neN (1.24)

Plusieurs démonstrations de la fonction génératrice ordinaire sont connues dans la littérature,
voir par exemple [5, 13, 43, 45, 48]. En outre, on a

- 5 ()0 ) veree o

n—j>0

Cas particulier : Nombres et polyndémes de Legendre

Les polynomes P, (x) de Legendre constituent la suite la plus simple des polynémes ortho-
gonaux sur 'intervalle [—1; 1]. Ils sont définis par leur fonction génératrice ordinaire :

- 1
Y Py (x)t" = it <1, |z|<1. (1.26)
n=0

V(I =2zt + %)’

Ces polyndmes sont donnés explicitement par la formule de Rodrigues suivante.

B 1
- onp)

P, (x) D" ((2* =1)").



21

ou encore par ’expression suivante :

w2l )k (20 — 2k .
Fu (@) = ; 2%(! (n)—(k)! (n—)2k)! ()™

Ceci montre que deg P, = n. En outre on peut utiliser la formule de Leibnitz :

Pu(e) = 5D ((z = 1) (2 +1)")

1 < /n
- Q”nlz k>

D" (@), (@ + 1)

1
(@)},

(z -
- e S (et (1)

k=0

-6

Comme toute famille de polynémes orthogonaux, les polynomes de Legendre vérifient certaines

S |l

propriétés :

(n+1) Py (z) — (2n+ 1) 2P, () +nP—1 (z) = 0
Fu(=z) = (=1)" P (x)

En particulier
Py (-1) = (=1)"

Par ailleurs P, (z) est solution de ’équation differentielle de Legendre
(1-2?)y" =22y +n(n+1)y=0.

Les premiers polynémes de Legendre pour les indices n < 5 :

Py(z) = 1,

P (z) = z,

P(z) = %(3952—1)

Py(z) = %(5:53—3:;:)

Py(z) = é(35x4 302” + 3) ,
Ps(z) = é(63m5—70x3—|—15m)
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1.6.4 Nombres et polynémes de Laguerre

Le n-éme polynéme de Laguerre L, (z), nommé d’aprés Edmond Laguerre (1834-1886), est
la solution polynémiale de I’équation différentielle linéaire du second ordre

zy" + (1 —2)y +ny=0.

Parfois, le nom de polynémes de Laguerre ou Laguerre généralisé, est utilisé pour la solution
polynomiale de I’équation différentielle

2y + (a+1—2)y +ny =0,

ol « est un réel donné.
Le n-éme polynoéme de Laguerre peut étre ainsi défini par la formule de Rodrigues,

L,(z) = Z—TD" (e "z™)

dont on tire son expression exacte

Lo(l') = 1,
Ll(x) = —$+17
1
Ly(z) = 5((1}2—41}—1-2),
1
Ly (z) = 6(—w3+9m2—18x+6).

Ces polynémes obeissent a la relation de récurrence suivante
LO (fL‘) = 1,
Li(x) = 1—uz,
Loi(z) = 2n+1—2)L,(x) —n’L,_y(z), n>1.

Les polynomes de Laguerre généralisés sont définis par la fonction génératrice suivante [4, 14,
25]

©© 1 tx
n=0
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Les premiers polynémes de Laguerre généralisés sont :

Ly (5) = 1,

L) = —2+a+1,

LY (2) = %2— (a+2)z + (OH_Q);OH_ 1),

N 2 (a+3) 5, (a+2)(a+3)z  (a+1)(a+2)(a+3)
L (z) = — - > + ; .

Les polyndémes de Laguerre généralisés satisfont les relations suivantes

e = (005

k=0

L b = 301 0 L)
k=0

@ - «a (y_’r)k
LD (x) = Y LY (@)
k=0 ’

1.7 Nombres et polyndmes de partitions

1.7.1 Nombres de Stirling de premiére espéce

n
Définition 10 Le nombre de Stirling de premiére espéce, moté [ ] compte le nombre de

k
permutations de l’ensemble [n| ayant exactement k cycles, 0 < k <n

Définition 11 Les nombres de Stirling (non signés) de premiére espéce sont, par définition,
les nombres entiers

ﬁ} n>k>0.

qui figurent dans le développement du polynome (x), . On a précisément pour tout n € N :

(z), = i (—1)"* m a*. (1.28)
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Pour tous n,k € N, avec £ < n, on a

1
1

n
=0, n>1

_0_ n

"l =1, >0

_n_

711 = (n—-1l,n>1
i_n_ = nl, n>1

_k_

k=1

Cette suite de nombres obeit & la relation de recurrence [16]

n+1 n n
= >k>0 1.2
et de fonction génératrice exponentielle :
E — = —(—log(1— : 1.

n==k

Les nombres r-Stirling représentent une certaine généralisation des nombres de Stirling qui,
selon Lo Tweedic [49], ont été ainsi nommés par Nielsen [39] en I'honneur de James Stirling, qui
les a calculés dans son livre édité en 1730 et intitulé "Methodus Differentialis", [46]. De bonnes
expositions des propriétés des nombres de Stirling se trouvent par exemple dans [16, chap5],
[22, ch 4], et [44]. Les nombres 7-Stirling introduit par Broder [12], représentent une extension
des nombres de Stirling, dont on distingue deux espéces. Les propriétés combinatoires et
algébriques de ces nombres, qui générent dans la plupart des cas des propriétés similaires aux
nombres de Stirling.

n
Définition 12 Les nombres r-Stirling de premiére espéce non signés notés { } , sont les
m

coefficients de lexpression (—1)" (—x), dans la base

{1-rz—r,. ., (z—7)"}

c’est a dire :

(@), =3 (1) o } (o4 1)"

— k+r

n
ou le nombre {k] compte le nombre de permutations ayant k cycles de l’ensemble [n] tels

que les nombres 1:2, ..., soitent dans des cycles distincts. Les nombres r-Stirling de premiére
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espéce satisfont la relation de récurrence suivante

{Z} = 0,n<roun<kouk<r,

n+1 n n
= >k >r>0.
L@Hl Mﬁ"{kﬂl’ nelkzr=0

et admettent la fonction génératrice suivante :
T k
1 1 1
2l n (i) (+(5) - w2
et E4+rint kK \1—1 1—1

1.7.2 Nombres de Stirling de seconde espéce

n
Définition 13 Le nombre de Stirling de seconde espéce, noté {k} compte le nombre de

partitions de l’ensemble [n| en k sous ensembles non vides, 0 < k < n.
Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce sont, par définition, les nombres naturels

{Z} ke{0,1,...,n},

qui figurent dans I’écriture de 2™ dans la base polynomiale

{Lz, ()y,...,(2),},

P {Z}(:p)k. (1.31)
On a

n
n—1

Ces nombres obéissent a la relation de recurrence [16]

S O "
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et admettent comme fonction génératrice exponentielle [16]

Z{Z}Z—T;:%(et—l)k, ke

n=~k

n
Définition 14 Les nombres r-Stirling du deuxiéme espéce, notés { k‘}’ les coefficients du

polynéome (x +r)" dans la base

c’est o dire

(z+71)"

" n—l—r}
(x)k
—~ {/{:—1-7“ .

n
Le nombre { compte le nombre de partitions de l’ensemble [n] en k sous ensembles non

T
vides, tels que les nombres 1,2, ....r soient dans des sous ensembles distincts. Ces nombres

satisfont la relation récursive suivante :

n+1 n n
— 1 >k>r >
{k+1}r {k}f(“ ){m}/ nehzr=b

{Z} = 0stn<roun<kouk<r.

Corollaire 15 Les nombres r-Stirling de seconde espéce ont pour fonction génératrice :

n+1) " et(ef —1)
—_—= " k>
Z{k—l—l}rn! k! k20

n>k

1.7.3 Nombres et polyndémes de Lah

Les nombres de Lah L (n, k) (nommé Ivo Lah, un mathématicien slovénien ) sont définis par
la formule :

L(0,0) = 1,

ol, par la fonction génératrice
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Quelques propriétés :

( n, ) = 0,
L(n,k) = 0, k>n,
Lnk+1) = %L(n,k},
Lin+1,k) = (n+k)L(n,k)+L(nk—1),
NG
son = S

J

Les nombres de Lah convertissent la factorielle en baisse en la factorielle en hausse et inver-
sement

(), = > L(nk)(@)

n

(@), = Y (=1D""L(nk)(z),.

k=0
Les nombres de Lah ont de nombreuses autres applications intéressantes en analyse et en
combinatoire voir [2, 6, 7, 16, 41]. Les premiers nombres de Lah sont :

\" 1 2 3 4 5

24 36 12 1
120 240 120 20 1

k

1 1

2 2 1

3 6 6 1
4

5

Ils sont récemment apparus dans plusieurs articles concernant les dérivées consécutives de la
fonction exp (%) Dans [17] cinq preuves ont été données de la formule suivante :

D" (e%) = (=1)" ez " kZ:L (n, k) a~*, n e N*. (1.33)

Cette formule est une application importante des nombres de Lah appliquée & un probléme
d’analyse. Voir dans le manuel [11, p 4] dit que

D" (x e ) = (=1)"nlzr e LAY (g) :
T

ou LY () sont les polymoémes de Laguerre généralisés d’ordre o voir [24, 41]. La méme
identité apparait dans le manuel [40, p 446] avec A =0 et o« = —1, c-a-d

—1
D" <e%) = (=1)"nlz "es L (—) :
T
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Les polynémes de Lah sont définis par :

n

Lo (x) =) L(nk)a"

k=0

Les premiers polynémes de Lah pour les indices n < 4 :

Lo(z) = 1,

Ly () Z,

L (x) 22 + 27,

Ls(x) = 12+ 62% +2°,

Ly(z) = 24z +482% +132° + 2.

1.7.4 Nombres et polyndémes de Bell & une variable

Définition 16 Pour tout n € N, le polynome Bell, noté B, (x), est défini par

et le nombre de Bell est défini par
B, =B, (1)

qui compte le nombre de partitions de l’ensemble [n] .

Les premiers polynémes de Bell pour les indices n < 5 :

By(z) = 1,

B (z) Z,

By (x) 2%+,

Bs (x) 7% 4+ 322 + 1,

By (x) vt +62° + T2° + 2,

Bs(z) = 2°+102* + 252% + 1522 +

et les premiers nombres de Bell pour les indices n < 6 :

4 5 6

n 0
1 15 52 203

1 2 3
B, 1 25
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Les polynémes de Bell sont caractérisés par la relation de récurrence
Bo(x) =1

Byt (z) = (Z) By (z), n >0,

k=0

3 -

ou par leurs fonctions génératrices ordinaire et exponentielle données comme suit :

SA = . RSO el )

n>0 n>0 n>0

Dans ce paragraphe, nous rappelons les nombres et les polynémes r-Bell et nous en présentons
quelques propriétés. De maniére similaire & la définition des nombres et polynémes de Bell,
Mez6 [29] a introduit les nombres et polynomes -Bell de la fagon suivante :

Pour tout entier n > 0, on appelle n-¢me nombre r-Bell, noté B, ,, le nombre de toutes les
partitions de I’ensemble [n + 7| telles que les r premiers éléments appartiennent a des blocs
différents, avec la convention By, = 1, i.e.

u n—+r
B””:Z{kw};

k=0

Le tableau suivant donne les valeurs des nombres B,,, pour n,r € {1,2,3,4} :

~eloft]2] 371 4
o [1]1]l2] 5 |15
1 [1]2] 5] 15 52
2 [1]3]10] 37 [ 151
3 [1lal17] 77 [ 372
4 [1]5]26] 141799

la suite (B,,,;n € N) vérifie les relations ci-dessous :

La formule de Dobinski de la suite (B,,,;n € N) est donnée par :

(k)"
B, =y )
k>0
La suite de polynomes (B, (z);n € N) est définie par

By, (z) = i{:i:}x’f (1.34)

k=0



30

Les premiers polynémes r-Bell pour les indices n < 4 :

8

= 1,
T+,
22+ 2r+ 1)z + 02
2+ (Br+3)a*+ 3’ +3r+ 1)z + 1%,
= 2+ (Wr+6)2’ + (6r7 +12r +7) 2 + (4 + 6" +4r + 1) x4+ 1%

[SNEON
= o

S &

@ N

R
A~ o~~~
\_/\_/i?/\_/\_/

8

=
N

1.7.5 Polynomes partiels de Bell

Définition 17 Les polynémes partiels (exponentiels) de Bell sont les polynomes B,, . (a1, as, ...)

de nombre infini de variables ay,as, ..., définis par leur fontion génératrice (exponentielle) :
k
VA R R
ZB“k ap, ag, ...) — T (Zam%) . (1.35)
m=1

Les polynémes complets (exponentiels) de Bell sont les polynémes A, (a1, as, ...) définis par
leur fonction génératrice (exponentielle) par :

exp ( g amm) = E A, (a1, aq, ...) E (1.36)
m=1 n=0

o, en d’autre terme, sont définis par

A, (a1, as,..) ZBnk (a1,a9,...), n>1, et Ag(a,as,..) =1 (1.37)

Théoréme 18 [16] Les polynomes partiels de Bell, B, (a1, a2, ...), admettent 'expression
exacte :

Buy (a1, az,..) = Zk1|k2 (1v>k1 <%)k (1.38)

= Z (x1>k1 _ Fn-kt1 fnmk
k’l n /H-l 1! (n—k+1)' .

ot w(n, k) est l'ensemble de toutes les solutions (ki, ks, ...) des entiers naturels tels que :

l{?1+l€2—|—]€3+ :k? et l{?1+2k2+3]{73+ =n, (139)
et | k k
n. aq 1 /7ag9\ "2

k1+4+2ko+3k3+...=n
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Il résulte du Théoreme 18 que B, contient p (n — k, k) monomes, ou p (n, k) est le nombre
de partitions de n en k (> 1) parts sans tenir compte de leur ordre.

En particulier, les nombres de Lah L (n, k) , les nombres de Stirling absolus de premiére espéce

n
{Z] et les nombres de Stirling de deuxiéme espéce f font partis des polynémes partiels de

Bell car

By (01,11,21,..) = m

Bux(1,1,1,..) = {Z}

Pour plus de détails sur ces nombres, voir [1, 8, 16, 30, 31, 50].

By (1120, i) = L(nk),

Proposition 19 [16/Pour toute suite réelle (a,;n € N*) on a

n—k+1 n
Z < .)ajBn—j,k—l (a1,a2,...) =kBpy(a1,0az,...),

=1

(1.41)
ny .
(j)jajBan (0,1, as, ) = an,k (al, as, ) .

et

3 (?)jajAn_j (a1, 03, ) = nA, (a1, s, ..). (1.42)

Proposition 20 [16] on a

as as ) ay

k
n!
Bn,k (al,ag, ) = m E Bn—k,k—j (5, g,
20

1.7.6 Polynomes partiels r-Bell

Tout d’abord, pour introduire les polynémes partiels r-Bell, nous pouvons donner quelques
interprétations combinatoires des polynomes partiels de Bell. Ci-dessous, pour B, (a1, az, ...) ,
nous utilisons B,, i, (a;) ou By, i, (a1, az, ...) et pour B, (a1, as,...; by, by...), on utilise By, (ar, by)
ou By, (a1, az,...;b1,bs...) .

Théoréme 21 [33] Soit (a,;n € N*) une séquence d’entiers positifs. Alors, on a :
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o Le nombre By, (a;) compte le nombre de partitions de n-ensembles et en k blocs tels que
les blocs de méme cardinalité i peut étre colorés avec a;couleurs.

o Le nombre By, ((I — 1)la;) compte le nombre de permutations de n-ensembles et dans k
cycles tels que nimporte quel cycle de longueur i peut étre colorés avec a; couleurs.

e Le nombre By, (Ila;) compte le nombre de partitions de n-ensembles dans k blocs ordonnés
de telle sorte que les blocs de méme cardinalité i peuvent étre colorés avec a; couleurs.

Définition 22 [33] Soient (a,;n € N*) et (b,;n € N*) deuz séquences d’entiers naturels. Le

(r)
nombre BnJﬂ, et

blocs tel que

(ag;b;) compte le nombre de partitions d’un ensemble de (n+r) en (k+r)

— les r premiers éléments sont dans des blocs différents,

— tout bloc de longueur v sans éléments des r premiers éléments, peut étre coloré avec a;
couleurs,

— tout bloc de longueur i avec un élément des r premiers éléments, peut étre coloré avec des
couleurs b;.
Nous supposons que tout bloc avec 0 couleur n’apparait pas dans les partitions.

Théoréme 23 [33] On a

ZBWW maz ) = ki< ()" (Dg (1))
p(t) = Z

n
En particulier, les nombres r-Stirling de premiére [ } et seconde espéce{ k:}’ les nombres
'

r-Lah L, (n, k) font partis des polyndmes partiels r-Bell car

BY) (01,1,21,...) = m

BY) (1,1,1,..) = {Z}
)

BY) (1,21,..il,..) = L,(nk



Chapitre 2

Identité polyndémiale et ses
applications

2.1 Introduction

L’étude algébrique, analytique, combinatoire et probabiliste des suites polynémiales attirent
I’attention de nombreux chercheurs, vu leurs applications dans différentes disciplines mathé-
matiques, physiques et autres. Plusieurs classes de polynémes figurent parmi les plus utilisés
tels que ceux de Bell, Laguerre, Legendre, Hermite, Gessel et les polynomes d’Appell qui
engendrent les polynémes de Bernoulli, Euler et leurs extensions. La connaissance d’une telle
propriété peut aider a résoudre un tel probleme posé, ceci encourage les chercheurs a donner
de 'importance a une telle étude.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons davantage & des identités concernant les suites
polynomiales et dont ’étude a fait ’objet d’une récente publication.
Le résultat principal dans ce chapitre est I'identité polynomiale

Pty = 3 e (M P 1)),

qui reste vraie pour tout polynéme P,, de degré inférieur ou égal & m.

De nombreux résultats secondaires découlent de l'identité ci-dessus. Elle sert a déduire de
nombreuses identités sur les polynoémes d’Appell, Bell, Tchébychev, sur les nombre de Stirling,
Lah, et les polynomes partiels de Bell.

33
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2.2 Identités polynomiales
La clé de 'identité ci-dessus est la proposition suivante :

Proposition 24 Soit m un entier naturel et H, G deuz séries formelles telle que H (0) = 1.

Alors on a :
o (1) - Zm (Mo 06 @), 1)
et 5i G(0) =1 on a aussi
oy () - g<—1>’“ ("o (i (67 ). 22)
Preuve. Puisque H (0) = 1,suit
g—% (H () — )™t = ¢mimdyg (1)

pour des series formelles M. Alors

0 = Dio <g—((tt; (H(t)—l)"*m“),

— oyt Y (C) (”*m“>D?_o (H (G (1))

k
k=0

= (- [—Dl‘o (SO) S (" ot c 0)

k=0

Alors, la premiére identité suit. En fizant G (t) = 1 cette identité devient :

n+m

Do (37 ) = o 0t (M e ).

k=0

Puis, en remplagant H par H/G pour de telles séries formelles G avec G (0) = 1, la seconde
identité suit.

Exemple 25 Soit (L%a’ﬁ ) (x);n € N) une suite polynomiale definie par

S 1o (m)t—t =@t ((1-1) ~1),

n
n>0
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pour plus d’information sur ces classes polynomiales, voir [34, 35].
1
Poura=—(c+ 1)k etﬁ:—z, ke N, ¢>0,

ces polynomes sont appelés polynomes de Konhauser (biorthogonaux) et peuvent également
étre considérés comme une généralisation des polynomes de Laguerre, voir [23]. Pour

G(t):(1-t)“,H(t>:exp(—z(1—t)ﬁ—1).

dans les formules (2.1) et (2.2) on obtient respectivement :

n+m

o n+m+1 o

O I G I CT)
k=0

n+m
1
10 = 3 (M e ke,

— k+1

pour

G(t):exp(zu—t)ﬁ—l), Ht)=(1—1)",

dans la formule (2.1) on obtient :

n+m
1
L8) (5) = Z (—1)* (n +m + )L%ka,ﬁ) (2),

— E+1

En particulier, les polynomes de Lah L, (z) = L (2) satisfont

k=0
n+m
ik nfmt+m+1
Ln(z) = > (1) +kk( a1 )Em(—kz)
k=0

ot L (n, k) designent les nombres de Lah .
U

Par application de l'identité (2.1) aux polynémes d’Appell, nous dérivons une identité sur
des polyndémes sur lesquels est basé le reste de cet article. Rappelons qu’une suite d’Appell

est une suite < fT(La); n e N) de polynomes satisfaisant [3]

Df,(z) =nf,—1(z), degfo=0.
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Proposition 26 Soient o, 3 deux nombres réels et soit (j}(La) (x);n € N) une suite polyno-

miale d’Appell ayant la fonction génératrice exponentielle suivante :

S @ L S @, POy =1

n.
n>0

Alors on a

n+m
FE @) = S () (” e 1) FE (@),

—~ k+1
n+m
10w = S e () ke,

(2.3)

Preuve. On fixe G (t) = e* (F (t))” ou e* et on choisit H (t) = (F (¢))”* dans la formule
(2.1) on obtient 'identité (2.4), et quand on choisit G (t) = e et H (t) = (F (t))”* dans la

formule (2.2), on obtient I'identité (2.5).

L’identité (2.5) peut étre généralisée comme suit :

g

Proposition 27 Soit a un nombre réel et soit <f7(la) (x);n € N*) la suite définie ci-dessus

et P, un polynome de degré < m. Alors, pour tout nombre compleze z, on a

O () Pu(2) = 3 (—1)" (" et 1) FC (k) Py ().

— kE+1

Preuve. Puisque
D' i) (x) = (n), £, (@),

alors par dérivation h fois les deux membres de l'identité (2.5), on a

feaiagl o <n—|—m+h+1>

k+1 fu ™ (he).

n

Sh
B
—
8
SN—
[
—~
|
—_
SN—
Eal
—
|
o

Sachant que
P, (z) = Z ;2.
§=0

Donc, en remplagant (m, h) par (m + h — j,j) dans (2.7) on obtient

n

' n+m+h . h 1
@ = 3 ey (M

k=0

fioR) (—kz).

(2.6)

(2.7)
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Multiplions cette identité par a; et par addition pour j = 0,...,m + h on obtient

n+m+h
h+1
HO o ()= 3 (-0 (") 0 (k) P (-k2),
P k+1
qui est équivalent, quand on remplace m + h par m, d’ou 'identité désirée. Il

Corollaire 28 Soit a un nombre réel m un entier naturel et soit <fT(La) (x);n € N*) la suite
définie ci-dessus, on a

n

@ = o (M (T e g (28)

par m E+m+1
Preuve. Pour
P,(z)=z(z+1)...(z+m—1) avec z =1

on obtient

et par I'identité (2.6), il résulte

n+m n m ]{3'
e @mt= 3 0 () ke g

k=m

et en posant [ = k — m, cette derniére identité s’écrit ainsi

0@ =3 v (CEY (T e (e

P m I+m+1
qui est I’identité recherchée. O

En particulier, pour f1* (z) = 2" dans lidentité (2.6), on a

Corollaire 29 Soit m un nombre naturel et soit P, un polynéme de degré < m. Alors, pour
tout nombre complexe z, on a

Po() =3 (—1) g (”*};Tf 1) P (—k2). (2.9)

En particulier, pour n =0, on a

Po(z) =3 (1) (TZ:) Po (k). (2.10)

k=0
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Remarque 30 En remplacanr P, (z) par P, (x + z) dans Uidentité polynomiale (2.9) on
obtient ["identité

n+m

0 +m+1

Po(w+2)=3 (-1) +kkn<” le )Pm(a:—kz),
k=0

et en remplacant x par x — z, cette derniére identité devient

Pu(z)= 3 (—1)" <”Z7_7:1+ 1>Pm (@—(k+1)2). (2.11)

Remarque 31 On note que lidentité (2.9) peut étre dérivée de la fagon suivante. En effet,
elle peut s’écrire

S )y (” e 1) P ((1—k)2) =0. (2.12)

k=0

Par linéarité il suffit de prouver la formule (2.12) pour P, (z) = z™. Par conséquent, le
facteur 2™ est commun a tous les termes de la somme et peut donc étre omis. En développant
(1 —k)"et en réorganisant la somme, nous constatons que la formule (2.12) est équivalente

k=0

a:

Pour prouver cette identité on utilise les relations sutvantes :

n+m+1
1
> 0 (") = D - s

et la formule

Jrrtm—i nim:_i {” m e Z} (k). . (2.14)

S
s=0

pour prouver que le coté gauche de (2.13) doit étre

n+m (n—l—m) iy ’{n+7:—2} iml(_l)k{"+7;+1}(k)s

M

i=0 s=0 k=0
n+m n+m—i .
~ Y (L (”*,m> {”*m Z}Djzl(l _ gy
1 S
=0 s=0

I
S
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2.3 Identités secondaires

Proposition 32 Soit m un entier non-negatif et soit H, G deux series formelles telle que
H(0)=G(0)=1. On a alors :

Do (fd) = L0 (1 )om rwc@) oy, )

0 e k+1
" (%) - : (—1)* <k i 1) D, <<g—g)k> (G (0) — H' (0)".(2.16)
En particulier, on a
Diy (G 1) = 0t ()P (5 06 0) (-1 01",
Dy (HH™Y) = :_: (1) (k Z 1) Dy (H* (t)) + nl (—H'(0))". (2.17)
et
Dit (H* (DG (1) = 1 ()P (P07 (06 0) + 0t (-5 0219
Do (H (1)) = 1 ()P (0 ) 4l (-1 ) (219
Preuve. Puisque H (0) = 1, il s’ensuit que
T (0= 1" = G O+ 7701 1)

pour certaines series formelles M. Alors :

nl (H'(0))" = DI, (fl—((’?) (H(t)—l)”),

Sy (Z) Dy (H (1) (1))

) Z ()Pt 06 ) + 1 e (G )

Ainsi, la premiére identité suit. En posant G (t) = 1, cette identité devient

n—1

Do () = 20 () Do (8 0) -t -1 (0"

k=0
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Alors, en remplagant H par H/G pour une serie formelle G avec G (0) = 1, la deuxieme
identité suit. En particulier, en changeant H (t) par G (t) H (t) dans (2.13) on obtient (2.16).
En remplagant aussi H (t) par H” (t) et G (t) par H (t) G (t) dans (2.16) on obtient (2.18),
aprés cela, pour obtenir (2.19), en prenant G (t) = 1 dans (2.18). O

Corollaire 33 Soit «, 3 deur nombres réels, H,g deux séries formelles avec H (0) = 1,

g(0) =0 et soit (P,Sﬁ) (a:)) une suite polynomiale definie par :

HE (f)exp (g (1)) = 3P () - (220)
Alors .
(k N 1) PPEEDT) (1) + ] <—6P1(1) (0))" . (2.21)

k=0

Preuve. Remplagant D}, (H® (t) exp (zg (t))) par P (x) dans (2.18) on constate que

H(t)=Y P"(0) "

n!
n>0

ce qui donne H' (0) = Pl(l) 0). O
Exemple 34 Soit ( féa) (x);n € N) une suite polynomiale d’Appell definie par :

> fN(x) = = H* (t) exp (at). (2.22)

n>0

Ces polynomes satisfont l’identité suivante :

n—1

F(x) =) (= <k N 1> FBE+DFA) (2y 4 (_5f1<1> (O))n . (2.23)

k=0

Soient (B,({l) (x);n e N) et (E,(La) (x);n € N) deux suites polynomiales respectivement de
Bernoulli et d’Euler. Alors, ces polynémes satisfont les identités suivantes :

n+s—1 n
o n+s o 15}
BT(1 ) () = Z (—1) (/{7 N 1) B(ﬁ(k+1)+ ) () + n! (§> 0 (s=0),

k=0

n+s—1 n
o n+s o I}
0@ = 3 (0 (111 E e @t () decor

k=0



Deuxiéme preuve de l’identité (2.1):. De la proposition 32, on a

D (i) = :<—1>’“ (401 ) P (H O G 0) +nt -1 (O

e
I

en remplagant G (t) par G (t) e** afin d’avoir

oy (89) = S (7))ot @) en o)

l =0
D () = L0 (1) P e e - o,

en prenant la dérivée d’ordre s par rapport a x au point x = 0 :

Do (P 57) = 2 (4 1)) Do (P 06 0) 40 (1 O b

D () = S0 ()P (O 0) (B O g
n — Nn+Ss
po(fr) = 2 (0 (3P (1 06 )+ -1 0)
l s=m+1:
oo (S9) = St (M ot w e

2.3.1 Applications sur les polynémes P (\)

Soit (Lgf"ﬁ ) (2);m € N) une suite polynomiale definie par

Log(t;2): ZL‘M) =(1-t)" exp(z((l—t)6—1)>,

n>0

Pour plus d’informations sur ces classes de polynémes, voir 31, 34].

Pour G (1) = (1 - )" et H (1) = exp (== (1= 1)° = 1)) ,ou G (1) =exp (= (1= 1)° =

41

)
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et H(t)=(1—1t)" " dans la Proposition 32 on obtient

n+m
1
O S G PRI CT

£ k41
n+m
o n+m-+1\ ..
) = e (M) e,
k=0

n-+m
o n+m+1\ _ i,
Lo () = §j<—1>’“( o )Lﬁn‘“ﬂ)(—kz).

et par l'identité (2.9) on donne

n+m

o ik onfmt+m+1 o

1 ()= 3 (0 (M) 2k (e,
k=0

En particulier, les polynomes de Lah L, (z) = L (z) satisfont

)= i m Zk:n+m ik nfmt+m+1 g
et =St = 3 e () e k.

Aussi, les polynomes de Laguerre généralisés L (x) = LA (x) satisfont

n+m
+m+1
LY @) = Y (-1 (” )]L
P k+1
n+m
+m+1
D SV (AN IO}
— k+1
n+m
1
Lg\)(x) _ Z(_l (H—ZTT )]L k(A+1)—1, 1)( k).
k=0

Pour m=0o0n a:

L) = 3t (1)L ko)
)3

n+1 _ 1
L @) = 3 (1L ),
k=0
(\) - k(1N Crog)-1,-1)
LO @) = Y00 (0 oo (.



2.3.2 Applications sur les polynémes de Bernoulli d’ordre «

Les nombres r-Whitney ont été introduits par Mezo [29] et sont divisés en deux espéces

Les nombres r- Whitney de premiére espéce, notés w,y, , (n, k) sont définis par

m" (), = Zwm,r (n,k) (mz+r)*, rmeN
n>0

ot les wy, » (n, k) représentent les coefficients du polynome m™ (), dans la base
{1,(mz+7r),...,(mx+r)"}.
Ces nombres satisfont la relation de récurrence
Wiy (N k) = Wiy (N — 1,k — 1) + Wy (n — 1L E) (r+ (n—1)m), r,m €N,
et de fonction génératrice exponentielle
k
;wmr n, k) n! = (W) (1+mt)™

Les nombres r-Whitney de seconde espéce, notés Wi, - (n, k) sont définis par

(mx +r)" Zm Wir (0, k) (x),, 7,m € N,

n>0

ou les W, (n, k) représentent les coefficients du polynome (max + )" dans la base

{Lz,z(z—-1),...(x),}-
Ces nombres satisfont la relation de récurrence
Wiy (k) =Wyp (n—1Lk=1)+ (r+km) Wy, (n—1,k), r,m &N
et de fonction génératrice exponentielle
;wmr (n, k) — = (%)kexp(rt% r,m €N

Enn particulier, pour m =1 on a

et [P+ T n+r
w1 r (Tl, k) = (—1) b |:]€—|—7”:| et WI,T (Tl, k) = {k+T}

Pour plus de détails, voir [10, 12, 15, 29].
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Pour la suite des polyndémes de Bernoulli <B7(f‘) (x);n € N) d’ordre «,les identités (2.4) et
(2.8) impliquent

n+m 3 n+m-+1
O S N O (220
k=0
o & E+m\ m+m+1\ __ooim
B@ () = (—1)’“( - ><k+m+1>B§L REmD) (— (k+m)z). (2.25)
k=0

Pourz =%, 7r€N,s€ N et a =p € Net - = ¢ € Ndans (2.24), I'identité connue [32, Id.
8]
1 K\
B (f> S (” i ) Wiy (n+k, k).
s s™ k

montre que :

Corollaire 35 On a

(n +m + 1)
1 n+m ]{Z 1
B (L) = 3 () A AW (g g+ R).

— (n;r_li]_;:P) s,r

En particulier, pour m = 0, on obtient :

n+1
(T 1 ¢ (k+ 1)
BP9 (;) = (-1 ey Wer (n+q+ kp,q+ kp),
k=0 ( q+kp )

n+1
r 1 <& (k‘l’l)
¢ = 0:BY (2) = 5 2 () s Wy (n 4 hp, ko).
k=0 ( kp )

§ <n+1)
p = 1:B, (f) ZLZ(—l)kﬂWs,r(n+k,k).

n n+k
Sl (":")
Aussi, pour z = —%, r € N, s € N* et a = p € N dans (2.25) on obtient

Corollaire 36 On a

ke (MM A1
w( ™ _ 1< k(m)k+m+1
B ( >: S_n (_1) n+p(k+m) Ws,r(k+m) (n+p(k+m)7p(k+m))
k=0 (p(k+m) )
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En particulier, pour m =0, on a :

n+1
1 (k:+1>
@ () 2 N opp AT/
Bnp ( 8) - gn ( 1) (n—i—pk) Ws,rk
k=0 pk

(n + pk, pk) .

Soit (bgf‘) (x);n € N) la suite de Bernoulli d’ordre @ de seconde espéce, définie par

tn t “ -
> b (v) = = (M) (141)".

B —a
Pour le choix de G (t) = (1 + t)* <m> ou (l1+1t)" et H(t) = (111(1t+t)> (1+1¢)" dans la

Proposition (24) on obtient :

n+m 3 TL+’I’I’L+1
platB) — —1 < )b(ﬁ—ka) 7 2.96
w7 () %( ) L (2) (2.26)
n+m
+m+1
b = R (" >b(’“”) —kz). 2.27
O = 3t (M) (2:27)

Pourz = -2, reN,se€ N et a =pc Net —3 = ¢ € N dans (2.26), Iidentité connue [32,

Id. 9
| r 1 /n+k -t
bg_k) (__> - _< L ) W r (n + k?, k) .
STL

montre que :

Corollaire 37 On a

n+m-+1
o (T 1 k( k+1 )
k=0 q+kp

On particulier, pour m = 0, on obtient :

n

n+1
o) (‘g) - 872(_1) T War (N q -+ kp, g+ kp) .
k=0 (q+kp)

Aussi, pour z =7, 7 € N, s € N et @ = p € N dans (2.27) on donne :
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Corollaire 38 On a

(n +m+ 1)
n—+m
()= 5 2 0 ety

k=0 kp

ws, (n + kp, kp) .

En particulier, pour m = 0, on donne

Wy, (0 + kp, kp)

S
k=0 kp

etm=0,p=1ona

ws, (n+ k, k).

bn<t>:in 3 ( 1)’?@

i (i)

Des résultats similaires peuvent étre lus dans [36, 37].

2.3.3 Applications aux nombres de Striling

De l'identité (2.9), on obtient :

Puls) = (1)

- §é<1y T:f)%;(f(?:f)Rﬂw@,
a Py (2) = Zm_:o( 1)i (”;j 11> (mj 11) P, (ijz)

Ainsi, pour r, s deux entiers positifs et

k+r

() S (G () - e

1,7=0

On donne P, (r) = ( m+r}r>8 et
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2.3.4 Applications aux polyndmes partiels de Bell

Soit (f,, (x);n € N) une suite binomiale définie par sa fonction génératrice

> fal@) —eXp (xza] ,), ap € C, ke N*.

n>0 j>1

Proposition 39 Soient m,n, k, s des entiers naturels et a = (ay,as,...). Alors

(m +k)!
Il

n+m

1y g (s(j+1)+k)! <n+m+1
XEZ mtsG+D)+mI\ j+1

Bm—l—k,k <a>

) mts(j1)+k,s(+1)+k (A) 5

et pourm >k >s(n+1) ona

m) " o, k=sG+D) (n+m—k+1
B = —1)"t g Bin—s(it1) b—s(i .
k (a) Ll ; ( ) J (m s (] n 1>)| ( ] +1 > (j4+1),k—s(j+1) <a)

Preuve. Alors, a partir de l'identité (2.11) on a

)= 3 -0 (" o= G 02,

et par la relation voir [32]
Brikk (@) = < I )fn (k)

il s’ensuit, en posant r =k et z = s :
(m+ k)!
k!

X% i o (sG+1)+k)! [m+m+1
(m+s(G+1)+k)I\ j+1

Btk ()

) m+s(j+1)+k,s(j+1)+k (a) .

En posant x = k et z = —s, pour k > s(n + m + 1) on obtient
(m+k)!
k!

ng yrei o (E=sGH D! (ntm1
(m+k—s@G+1))I\ j+1

Btk (a)

)Bm+k_s(j+l),k—s(j+1) (a) )
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qui devient en remplagant m par m — k :

m! "Lt o k+sGHD) n+m—k+1
B = — —1n+j " Bms‘ s(g )
et = 2 0 (T Bt @

et pour m > k> s(n+m—k+1)onobtient m > k> (n+m+1),m>k>s(n+1)
et

m) " o, k=s+) (n+m—k+1
By, = — —1)" g B s(j+1) k—s(; :
s =G 2 s () B @

0

En particulier, pour n = 0 dans la premiére identité et n = 0, s = 1 dans la seconde identité

on obtient :

Corollaire 40 Soient m, k, s des entiers naturels et a = (ay, az, ...). Alors

ml' < (ks 1) (m—k+1

Bni(a) = — -1 ; . m+s(j s(g a).
7k( ) 0( ) (m+8(]+1))' ]+1 ) +s(j+1),k+ (J+1)( )

Bra@) = 37 2 0= )B’"-j"f-ﬂ‘ @)

m—k+1
j+1

{1} =y U2 frrste bl

(")
(i = Sy s ety e D)
()

m—k+1
j+1

[m} m! e Ly (Fts( D)

m+s(j+1)
k

(m+s(j+ 1)) E+s(j+1)

Comlm, L (ksG D) (m— k41
Lim k) = ( D(m+su+1w( j+1

(02)) = Sew (B

)L(m+s(j+1),k+s(j+1))



Puis, du corollaire (2.11) on a

" ; n+mr—+1
o) = 3 0 (" (e G
j=0
et par la relation
m+k
Boiri () = ( L )fm (k), a=(ay,aq,...),
il s’ensuit, en posant x = ket 2 = —s:

r n+mr .
(Bimtii (2)" ((m + k)'> Z (_1)n+j n( (s(j+1)+k)!

k! prs m+s(j+1)+k)!

<n—|—mr+1
X

it ) (Bims(n)+hsin+ (@)

qui devient quand on remplace m par m — k :
B = (37) DA LELICR)]
ok -\ = (m—+s(j+1))

X((m—k;)r+1
Jj+1

) (Bt sy ks (8)"

En particulier, on a

(Lim+s(j+1),k+s(j+1))".

49

Une extension. Soit (f, (z)) une suite du type binomiale de fonction génératrice exponen-

tielle

i " t .
Zfrg)(x>a—eXP<$Zaijﬁ>, 1=1,...,7.

n>0 j>1
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Puis, de l'identité (2.11) on a

mi+-+mp
D @) £ @) = (M

=0

<fiD(@—(G+1Dz) fO - (G+1)2),

+m,+1
J+1

et par la relation
n+k
Bnirk (@) = ( >fn( )

en posant * = k et 2 = —s et a; = (a;1,a;9,...), il s’ensuit

ﬁBmH—k,k (ai) _ nerlJrZMers (_1)j+n J n+my+---+ms+1
— (mz + ]{?> — ] +1
= I 7=0

XH B, 15 (j4+1)+k,s(j+1)+k (az)

(M)

Bmi,k (a@) _ n+m1+imr—rk (_1)j+n ]n (n + mi + -+ my — rk + 1)

o1 [ =0 J+1
k

><1—[ B, 45(5+1),5G+1)+k (A7)

(ointd)

T

HBmz'Hc,k () _ § (—1) (n + 1)ﬁ3mi+k+s(j+1),k+s<j+1) (ai)
0

p (mi+k‘) p j+1 (mi+k:+s(j+1)> ’
k k+s(j+1)
n = mip+---+m,.
ﬁBmi+k,k (az’) _ zn: (_1)j n+1 ﬁBmi+k+s(j+1),k+S(j+l) (ai)
P (mi+k‘) = j+1)23 (mi+k:+s(j+1)> ’
k k+s(j+1)
T n—2r
i(n+1
| CASINIES SIC T (i) | T Se)
i=1 j=0

n = mi+---+m,, m122,..., m, > 2.
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On a aussi

w € {—1,0,1,2,...}, ai:(ail,aig,aig,---),a:(al,ag,...):

f[(") 5o

=1

o o+ W\ [(mi+E+s(G+1)\"
_ J v .
- § : (_1) (] + 1) | | |:( k+s (] + 1) ) Bmz‘+k+s(j+l),k+s(j+l) (az):| ’

=1

(Y ]

m

- z“’: T (1) (mr " 1) Km thtsU 1))me+k+s(j+1),k+s(j+1) (a)] 7"

J+1 k+s(j+1)

et

w—1
(H( b1 )) Bt k—kp k—w (@)
@ n+1 Y (m+k+s(G+1)—k
= Z (—1) i1 bts(+1)—i—1 Bin ket s (1) —kuwkts(+1)—w (B)
71 o
m+k+w—k;
(H( kdtw—i—1 > B tbtw—kk (2)

m w—1
B Ly n+1 m+k+w+s(+1)—k B ' ‘
- Z( (] ‘I‘l) (H( k:+w+s ] +1) i1 mk+w+s(j+1)—kw,k+s(j+1) (a)

D’ou l'identité

(H (" 1)) Buusis (3]

H:

i=k
m k+w . .
—1) Bm » y |
j;()( ) (j+ 1> (g( m+ 1 s ks(+1) ()

Par exemple, pour a =(1,1,1,...) on aura B, ; (a) = {Z} et par suite
’ﬁ” m4i+1 m+ k
S\ m+1 E |

S () (L)

7=0 1=k
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pour a = (0!,1!,2!,...) on aura B, (a) = [Z] et par suite

() e

- S () (e )
pour a = (11,2!,...) on aura By, (a) = L (n, k) et par suite
(7)o
- f;<1>j(m+1) (ﬁ(m”””“)“»L<m+k+s<j+1>,k+s<j+1>>.

: J+1 P m+1



Chapitre 3

Deux formules fonctionnelles et leurs
applications

3.1 Introduction

Une des techniques, est basée sur la formule de Taylor Mac-Laurin d’une fonction f indéfi-
niment dérivable dans un voisinage d’un point a € R donnée par

Fo =" pw).

n.
n>1

Une deuxiéme technique est basée sur la formule d’inversion de Lagrange définie, pour la
donnée des fonctions f, F' analytiques dans un voisinage de zéro et de I’équation z = tf (z),
par

P = PO+ 3 [P W) ()

Dans cette theése, basée sur identité polynémiale (2.9), nous essayons de donner quelques
formules pour les fonctions génératrices de polynémes.

Nous établirons dans cette section une formule pour les fonctions génératrices de polyndémes
basée sur l'identité (2.9) et une autre formule basée sur la formule de Melzak. Effectivement,
soit (a,;n € N) une suite de nombres réels, (P, (z);n € N) une suite de polynémes et soit
E (.) et F(.) leurs fonctions génératrices définies par

= ait",  F({t)=> Pu(2)t",  |t|<p, p>0

n>0 n>0

L’outil utilisé ici est le théoréme suivant :
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Théoréme 41 [/7] Supposons que ¢y, € C pour tout (m,n) € N? et que ¢ une application
de N sur N2.8i l'une des trois sommes.

) z(z\cm,nr), z( rcm,n|), S Jes o)

est finie, alors toutes les séries

o0

i) Zcmm m e N*,

n=1
o)

) E Cmpn M € N,
m=1

sont absolument convergentes et les trois séries de (iv) ont toute la méme somme.

3.2 Deux formules fonctionnelles

Une premiére formule est basée sur l'identité (2.9) établie ci-dessus et est donnée par le

)

) (_k—t,)ka {tE(—=(k=1)t)F(t;—(k—1)2)} =—tE({t)F(t,2), teD (3.2)

k>1

théoréme suivant :

Théoréme 42 [28/Si pour tout entier naturel m les séries

(X

n>0 \k>1

o DA (0 (k= 10 P 1= (- 1) 2)

convergent sur D C |—pu, p[, alors, on a

Preuve. Par l'identité (2.9) on peut écrire

F(t,z) = Y Pu(2)t"

m>0
n+m
m>0 k=0 +
. (=DM (n+m+1)!
= =) (k) S A P (k)
k>0 (k T 1)' m>max(k—n,0) <n tme k)‘
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S ()T S (e m )
(k+ 1! == (n+m —k)!

) 2n: iy (—1)F*! Z (n+m+ 1)!Pm (—kz)#m.

P, (=kz)t™

k>n+1 (k+1)! m>k—n (n +m —k)!
Alors, on a
S CUT
"R () = — ) L DFL LN T P (— k) t™
- (D" it [
— (—k)" D t" P (—kz)t™
- _ - (_k)n (_1)k+1 Dk+1 {thrlF (t7 —k:z)}
p (k+1)!
- (_1)k+1 E+1 fyn+1
— k)" ———D t"TF (t,—kz)t — T (1)),
ou
k—n—1

m=0

est un polynome de degré inférieur ou égal a k. Donc T}, (t) disparait sous I’action de D***,
Par conséquent, on peut écrire

k+1
R (L) = =) (- kﬁl DFFL LR (t —kz) }

k>0

k
_ —Z 1) (e — 1) %Dk{t”“F(t;—(k—l)z)}

k>1

_ —Z(_,f!) {t(~ (k= 1)) F(t:— (k — 1))}

Cette identité implique

LE()F (t;2) = Y ant"™F(t2)

v, (Zﬁ? DA (b= (k= )0 F (5~ (k1 >>>
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__Z ' Dk{tE( (k—1)t)F(t;—(k—1)2)}.

k>1

Pour ¢t € C. Par le théoreme 41, une condition suffisante pour que l'identité principale soit
telle que la série - (3,5, |cns|) soit finie, ou

o= S D (=)0 = (k- 1) )b

U

Remarque 43 Quand on utilise l'identité (2.11) au lieu de 'identité (2.9), dans le théoréme
42, F (t;z) sera remplacée par F (t;y + z) et le théoréme s’énonce comme suit :
St pour tout entier naturel m les séries

S Dt 1 (k= 1)0) F 5y (= 1)2)) = 1B (1) F (1 +2),
ou equivalent

Z( k,) D¥{tE(—(k—1)t)F (t;x —k2)} = —tE (t) F (t; x) . (3.3)

k>1

Formule de Melzak

Soit n > 0 un entier naturel et f () un polynéme de degré < n . Rappelons que la formule
de Melzak est donnée par

—~ (n wfle—Fk) n'f (z +vy)
%(l‘?)< D y+k _?J(y+1)-..(y+n)’ y#0,-1,-2,...,—n. (3.4)

Cette formule a été tirée de [26, 27], bien qu’elle soit apparue beaucoup plus t6t dans 'étude
fondamentale de Nielsen [38]. Apres la publication de [26], la formule de Melzak a beaucoup
attiré 'attention des chercheurs et a été étudiée et discutée par plusieurs auteurs, voir [18,
19, 20, 21, 42] .

Une deuxiéme formule est basée sur la formule de Melzak et est donnée par le théoréeme
suivant :

Théoréme 44 [28] Soit s un entier positif. Si pour tout entier naturel n les séries

> (X

n>0 \k>1

On (_t)k
(s— DK (k+s)

DFk+s {tm'SF (t;z —s— k)}D



convergent pour D C ]—u, wl, alors on a

Zk‘ Dk+5{tSE(t)F(t;z—s—k:)}:E(t)F(t;z), teD

k>0

Z(k') DM{tE () F (t;2 — k)} = —tE (1) F (t;2), teD.

k>1

Preuve. De la formule de Melzak, on peut écrire

n+m
a+n+m g (n+m\P,(z—a—k)
Pm = —1 ) ’ N*u
(2) a( m >;< )( . ) — m,n €

et pour a = s > 1, il s’ensuit

Pm(z):nin(—l)k (’“‘;:1) (n+m+8)Pm(z—k—s).

k+s

Alors, de l'identité (3.7) et le théoréme (41) on obtient

F(t;z) = ZPm(z)t

m>0
n+m
k —1
S (Z(— ( +s ) >(n—;m+s> (Z_k_8)> o
m>0 \ k=0 s s
1 (1) (n+m+s)!
(8 - 1)' k>0 k' (k - S> m>max(0,k—n) (n m= k)'

1 ()" (n+m+s)! .
- (s—1)!;k!(k:+s)n;)(nan—k)!Pm(z_k_s)t

1 (—-1)* (n+m+s)! i
+(8—1)!§k!(k¢+3) m;_nmljm(z—k—s)t ,

ou encore
n 1 — (_t)k k+s | yn+s m
t"F(t;z) = (3—1)!Zk!(k+s)D (t > Pu(z—k—s)t )
k=0 m>0
n 1 Z (—t)k DF+s (tn+s Z P (Z —k— S) tm)
(s = D! &= Kl (k + ) — "

1 (_t)k k+s n+s e m
_(s—l)!;k!(k;Jrs)D (t ;me(Z_k_s)t)
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- S—I‘Zk' Dk+s{t"+5F( z—s—k}.

Cette derniére identité montre qu’on a

E()F(t;z) = Y ant""'F(t;2)

n>0

1 —t ‘ k+s [ in+s
= Za”((S—l)!’;k!((kJ)FS)D {t F(t;z—s—k})

] ( t)k k+s s n
= ;k'(kj—i-S)D (t ;ant F(t;z—s—k)
B ;%Dﬂs{tw(t)ﬂt;z—S—k‘)}-

Pour t € C. Par le théoréme (41), une condition suffisante pour que l'identité principale soit

> (e

n>0 \k>1

telle que la série

soit finie, ol

Cnjp = G Cl—nl)! k‘((;ti S)Dk+s {t""F(t;z—s—k)}. (3.8)

Exemple 45 Pour
E(t)=e" et F(t;z) ="

dans le théoréme (42) on obtient pour a # 0
po1 (=te™ )" 1
;m-mk—l))tw) (B-ak -1 =t £~ (39)

et pour a =0

> (Bt + k) (=58 _ —Bt.

k!
k>1

En particulier, pour 5 =0, a =1 on obtient

S D (k= D4k (- 8D~y

k>1
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Pour les choix

E({t) = (14t)" et F(t;2)=1, ae€C,
E({t) = (14t)™ et F(t;z) =1, meN,

dans le théoréme 42 on obtient :

Théoréme 46 Pourtc|—1,1 eta € C on a

2 (Z) (1 B (Zj: i) kt) (k)" (1= k)™ = (14 1), (3.10)

k>0

et pourt e Cet me Non a

Zm: <TZ> (1 - (%) kt) k(1 =kt =1 +t)", teC. (3.11)

k=0
En particulier, pour « = —1 dans (3.10) on obtient
(—D)" e 1
————— Kkl (kt)" = , te]-1,1],
,;(1—l<;t)k+2 k) =79 =L
pour @« = —m dans (3.10) on obtient
o) (1 (G s
> 1— kt ) (kt)* (1 — kt) = =, te]-1,1],
= ( k k41 (1+1)
pour ¢t =1 dans (3.11) on obtient

NE

: (7;;) <1 - @Tﬁ) k) () (1 — kym =t = 9m,

et pour ¢t = —1 dans (3.11) on obtient
- 2)k+1 ke
3 (1) (m) (—(”” ks )(k:)k(lJrk;)m 1,
2 k k1

Exemple 47 Pour

i

int
E(t):% et F(t;z)=1

dans le théoréme 42 on obtient
-

k-1 . t : -
;(k:—l) 1Sln<(/{3—1)t—/{3§>g:—81nt, te]-ete . (3.12)
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Exemple 48 Pour
E(t) =cost et F(t;z) =1,

dans le théoréeme 42 on obtient

> %Dk {tcos (= (k=1)1)} = —tcost. (3.13)

Exemple 49 Pour
E({t)=1 e F(tz) = ez(et_l)Jrrt,

dans le théoréme 42 on obtient [30, Th. 9]
D*F (t;z) = By, (z€") e=(e' 1)+t (3.14)
puis la formule (3.2) donne

e (et=1))"
Z (Bk,r (—kze') + . j_ 1Bk:+1,r (—kzet)) ( t x ) — ('), (3.15)

k>0

Exemple 50 Pour
s=1, E(t)=¢e" et F(t;z) =", a#0,
théoréme 44 on obtient

S (k= (A= k)t (k= A (te )" =t t£1, A=a+z

k!
k>0

Exemple 51 Pour
s=1, E(t)=1 et F(t;2) = ez(et_1>+7"t,

théoréme 44 on obtient

o efz(etfl)
3 (Bk,r (—kze) + ki B (—kzet)) & ) — (1), (3.16)

k!
k>0
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3.2.1 Applications aux polynémes r-Bell

Soit (B, (2);n € N) une suiteé polynomiale de r-Bell et soit

t t"
. o zlet—=1)4rt . e
Br (t, Z) = € ( ) = ZBn,r (Z) 77,!’
n>0
t" .
Fi(t;2) = ) Bujr(2) — JEN

n=j

De l'identité (2.9), il s’ensuit que la suite (B,,, (2);n € N) admet la relation de récurrence
suivante :

B (2) = (_1)n+k k" b )Bm’r (—kz).
k=0

Puisque D*B, (t; 2) = By, (z€?) € e 1)t 132, Th. 9] et B, (t;2) = DFj (t; 2), alors
DMYIF; (t;2) = By, (2¢) o7t =1)+rt.
Pour E (t) =t/ et Fj (t;z) =t 9B; (t;2), j > 1, dans la formule (3.2) on obtient :

-1 n (W ()"
> (k=1 Bisje (= (k= 1) z€) 0

k>j+1
— _eZ(etl)”i (k=1 " Ejyn (t;— (k= 1) 2) (_]j)k. (3.17)
k=0 )

ot w (t) = —te (<),

En particulier, pour j = 1 dans l'identité 3.17, on trouve

wk

Y By (= (k=1)ze') —— = e w(t) (F (t2) — tFh (£0)),

k!
k>2
¢ " e b
- —r z(e*—1)+rx r
= e w(t)(/oe dr — — (e —1—7’15)),

r

et pour j = 0 dans l'identité 3.17, on trouve
t))* :
S Biss (2~ k) LEL o el (1),

k>1
. t
— x
= —e ¢ rt/ e* T dx.
0
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3.2.2 Applications a une classe de polynémes

Ou L (n, k) désignent les nombres de Lah. Soit

a "o
Fi(t;2) =Y L") (2) 5 7=0,1,2,....

n>1

On sait qu’on a [34, 35]
(1= 0" D*Las (52) = L (2 (1= 6)°) Las (8:2).

Puis, de
Log (t;2) = D'Fj (t; 2),

on donne
DMIE (t2) =L (2 (1-0)%) (1= 1) Lo (5:2),

Pour E (t) =t/ et F (t;2) =t 7F;(t;2), j > 1, dans la formule (3.2) on obtient

a+J 1 J 1 (w (t))k
g% L ((k;—l)z(l—t)ﬁ) -
NV (—t)"
t)Z( (k=1)" Fi(t;—(k—1)2) A
k=0 :

ouw (t) = —15 exp <—z ((1 — 1)’ - 1)) . Ceci donne pour j =1:

tH(1-0)" Y L) (— (k—1)2(1— t)ﬁ) (wli—f))k — w (1) (Fy (£ 2) — tFy (£:0)),

k>2
et pour j = 0, donne

tZL“6)< (1—t))%z—(l—t)_awFl(t;z).

k>1

3.2.3 Applications aux polyndémes (z),, et (2),,
Pour Fj; (t;z) = > 2™ 7L, on donne
m2j

zt

Fi(t;z) = et DNy (t;2) = 2 e,

z



Puis, par la formule (3.2) avec
E)=1 et F(t;2) =t""F (t;2),

on obtient

(kw ()" d ey €O o
Z k! __dw(t)<e ())_1——u(t)’ w (t) = u(t) e "W,

k>0

et par la formule (3.5) avec

s=1, E(t)=1 et F(t;2)=t'F (t;2),

on obtient
p (w (1) B d o)\ o —zu(t) QU _ —u(?)
zZ(k:—l—l—z) W dw (D) (e ) = ze T w(t) =wu(t)e ™",
k>0
Cette derniére identité montre que j—;‘j est indépendante de z. Donc % (s—g) =0, i.e.
w (w ()" —u(t) w (w (1)
k>0 k>0
si on pose
k
t
M, =S (k- s)F (wli‘)) ,
k>0 ’

il résulte que

kw (t))F
M, = e “ONM, | — M, = e O ), = Z( w(t)”

k!
k>0
qui donne & 'aide de I'dentité (3.18)

k (w (t))k _—su(t) (kw (t))k _ e—(s—l)u(t) _ —u(t)
> (k- s) = > TR w(t)=u(t)e
k>0 k>0

qui peut étre étendue a
t))k e(aJrl)u(t)
L K (w( _ C.
Z( +) k! 1—u(t)’ @€
k>0

Posons
(2),,=2(z—-1)---(z=—m+1)sim>1 et (2),:=1

63

(3.18)



64

Pour P, () = (;7)’, lidentité (2.9) implique

nir(—l)”kk” ke 1 (k) (=) m>0, n>0
— k+1 m)  \m)’ - =

Pour Fj(t;z) = >° (=2),,; £ on donne
m>1

Fi(t;2) = (L+1)'7=1) et DFFy(t;2) = (—2),_, (1+ )" 7",

11—z

Puis, par (3.2) avec
E)=1 et F(t;2) =t 'F (t;2)

on obtient

> (-1 (k;)w’f 1 i(1+t)“, w=t(1+t)°",

:1—zdw

et de (3.5) avec
s=1,7=0 E{t)=1 et F(t;2) =t""F (t;2),

Z(Z‘ . 2)tk — (1)

k>0

on obtient I'identité connue



Conclusion

L’étude des propriétés d’une suite polynomiale est grandement simplifiée par I’étude de la sé-
rie génératrice ou fonction génératrice (exponentielle) formelle associée. L’étude de propriétés
des séries formelles et la découverte d’identités vérifiées par des séries formelles particuliéres
peut aboutir & I'obtention d’identités remarquables et surprenantes vérifiées pour certaines
suites polynomiales. Les résultats que l'on a obtenus pourraient avoir des applications en
combinatoire, en algebre et en analyse.

Par exemple, & partir du lien entre les polynémes binomiaux et les polynomes partiels de
Bell [32, Prop. 1], I'identité principale de cette thése

Pol@) =Y (—1)"** k%"iff 1>Pm (— (k+1)2)

peut étre exploitée pour établir de nouvelles identités sur les polynomes partiels de Bell, les
polynomes partiels 7-Bell introduits par Mihoubi et Rahmani [33] ainsi que sur de nombreux
polynomes ayant des applications connues en combinatoire, en algebre, etc. Les exemples
donnés dans le chapitre deux donnent un impact important sur cette identité.

De plus, les théoremes 42 et 44 peuvent étre exploités pour développer plusieurs fonctions
génératrices comme il est montré dans le chapitre trois. Ils peuvent également étre considérés
comme de nouvelles formules jouant un role assez important que d’autres formules célébres.
Les exemples donnés dans le chapitre trois prouvent une importance capitale.

L’identité ci-dessus et les deux théorémes 42 et 44 avec leurs applications ont fait ’objet
d’une publication internationnale, qui pourra étre exploitée pour réaliser d’autres résultats
plus généraux.

En effet, I'identité polynomiale ainsi obtenue peut nous révéler d’autres applications sur des
polynomes de partitions tels que les partiels r-Bell. Il s’agit de la recherche de nouvelles identi-
tés sur les nombres r-Stirling, r-Whitney et r-Lah ainsi que leurs exploitations en congruence.

Aussi, la recherche d’autres identités polynomiales de méme type est un projet a entamer
plus tard. Des applications sur les séries hypergéométriques des théorémes 42 et 44 peuvent
étre vues comme un travail ultérieur.
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