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Résumé

Cette these s’'inscrit dans le Domaine de la combinatoire énumérative, une partie de cette
these est consacrée pour I’étude de quelques problemes qui ont une relation avec la théorie
des nombres.

Dans la premiere partie, nous étudions quelques propriétés liées aux triangles de Delannoy
et Delannoy généralisé. Nous commencons par I'étude de I'unimodalité des suites parcou-
rant les transversales infinies de ces triangles, nous montrons que la suite centrale du
triangle de Delannoy inversé est log-convexe, nous déterminons 1’expression des suites ob-
tenues en sommant les éléments situés sur les transversales finies des triangles de Delannoy
et Delannoy généralisé, ainsi que la fonction génératrice de cette somme. Finalement nous
discutons le phénomene de Morgan-Voyce et nous proposons un g-analogue aux nombres
de Delannoy.

Dans une seconde partie nous définissons le probleme d’équilibre avec les coefficients si-
tués sur la direction (1,—1) du triangle de Delannoy, nous donnons la solution compléte
pour les quatre premieres transversales et nous montrons l’existence d’une solution dans le
cas général. Puis nous proposons une extension du probleme d’équilibre, appelé probleme
s-équilibre, nous montrons que la résolution de ce probleme conduit a la résolution d’une
équation de Pell généralisée, nous établissons trois relations de récurrence pour résoudre le
probleme s-équilibre, les fonctions génératrices et les formules explicites de ces récurrences
sont aussi établies.

Dans la troisieme partie nous introduisant une nouvelle famille de chemins de treilles pour
définir une généralisation des triangles de Pascal et de Delannoy, ce triangle est appelé
triangle quasi s-Pascal, nous proposons une formule explicite a ce triangle et nous don-
nons le liens entre le triangle quasi s-Pascal, le triangle des bi*nomiaux et le triangle de
Delannoy généralisé défini par Ramirez et Sirvent [53]. Nous établissons aussi I’expression
des suite récurrentes obtenues en sommant les éléments situés sur les directions finies de
ce triangle, particulierement nous obtenons les termes de la suite s-bonacci. Nous donnons
également quelques identités dont une est équivalente a la somme de De-Moivre et nous
proposons un g-analogue au triangle quasi s-Pascal.

Dans la dérniere partie, nous proposons une généralisation des triangle de Lucas et

Tibonacci-Lucas appelée quasi s-Lucas.

Mots clés : Triangle de Pascal, triangle de Delannoy, Unimodality, log-conevxity,
suites récurrentes, Morgan-Voyce, g-analogue, nombres d’équilibre, équation

de Pell, chemin de treillis, triangle de quasi s-Pascal, triangle quasi s-Lucas.




Abstract

This thesis comes within the scope of enumerative combinatorics, a part of this thesis is
devoted to the study of some problems in relation with number theory.

In the first part, we study some properties related to Delannoy and generalized Delannoy
triangles. We start with the study of the unimodality of the sequences located along the
infinite transversals of these triangles, we show that the central sequence of the inverse De-
lannoy triangle is log-convex, we also determine the expression of the sequences obtained
by summing the elements located on the finite transversals of Delannoy and generalized
Delannoy triangles, the generating function of this sum is also established. Finally we
discuss the Morgan-Voyce phenomenon and we propose a g-analogue to the Delannoy
numbers.

In a second part we define the balancing problem with the coefficients located on the
direction (1, —1) of the Delannoy triangle, we give the complete solution for the first four
transversals and we show that there exists a solution in the general case. Then we propose
a generalization of the balancing problem, called s-balancing problem, we show that the
resolution of this problem leads to the resolution of a generalized Pell equation, we esta-
blish three recurrence relations to solve the s-balancing problem, the generating functions
and the explicit formulas of these recurrences are also established.

In the third part, we introduce a new family of lattice paths to define a generalization
of the Pascal and Delannoy triangles, this triangle is called quasi s-Pascal, we propose
an explicit formula to this triangle and we give the links between the quasi s-Pascal tri-
angle, the bi*nominal triangle and the generalized Delannoy triangle defined by Ramirez
and Sirvent [53]. We also establish the expression of the recurrence sequences obtained
by summing the elements located on the finite directions of this triangle, particularly we
obtain the terms of the s-bonacci sequence. We also give some identities, one of them is
equivalent to the sum of de-Moivre and we propose a ¢ -analogue to the quasi s-Pascal
triangle.

In the last part, we propose a generalization of Lucas and Tibonacci-Lucas triangles called

quasi s-Lucas triangle

Keywords : Pascal triangle, Delannoy triangle, Unimodality, log-conevxity, re-
currence sequences , Morgan-Voyce sequences, g-analogue, balancing numbers,

Pell equation , lattice paths, quasi s-Pascal triangle, quasi s-Lucas triangle
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Introduction

Cette these intitulée Modélisation de suites récurrentes linéaires par des triangles arith-
métiques traite deux types de problemes. Des problemes de la combinatoire énumérative
et d’autres de la théorie des nombres.

La combinatoire énumérative est une branche des mathématiques qui s’intéresse au dé-
nombrement de certains objets combinatoires, par exemple le coefficient binomial (Z) est
le nombre de parties de k éléments dans un ensemble de n éléments, ce coefficient inter-
vient dans de nombreux domaines de mathématiques : 'algebre, le développement en série,
probabilité etc...Les coefficients binomiaux peuvent aussi étre présentés sur une matrice
triangulaire inférieure, cette matrice est appelée le triangle de Pascal. Plusieurs travaux
de recherche ont été consacrés pour I’étude des propiétés arithmétiques et combinatoires
liées a ce triangle, a titre d’exemple on peut récupérer les termes de la suite célebre de
Fibonacci F;,, en sommant les éléments parcourant les transversales principales de ce tri-
angle. La suite de Fibonacci est aussi un exemple de base d'un probleme de combinatoire
énumérative.

Concernant les probléemes qui ont une relation avec la théorie des nombres, Behera et
Panda [14] ont défini les nombres d’équilibre n comme solution de I’équation diophan-
tienne 1+2+---+n—1=n+1+---+n-+r, le probleme de détermination de tous
les nombres d’équilibres conduit & la résolution de I’équation de Pell t> — 2u? = 1 en
introduisant de nouvelles variables.

Notre travail consiste a établir des généralisations des coefficients binomiaux, de présenter
ces coefficients sur des triangles arithmétiques, ensuite, d’étudier les différentes proprié-
tés liées a ces triangles. Nous proposons également d’autres généralisations au probleme

d’équilibre.

Cette these est constituée de sept chapitres et elle est organisée comme suit.

Chapitre 1 : Préliminaire

Dans le premier chapitre nous présentons les principaux concepts utilisés tout au long de
cette these. Nous donnons quelques notions de base de la combinatoire énumérative et de

la théorie des nombres.
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Introduction

Chapitre 2 : Triangle de Delannoy

Ce chapitre est consacré a 1'étude de quelques propriétés liées au triangle de Delannoy,
nous commencons par I’étude de I'unimodalité des suites parcourant les directions infinies
de ce triangle, ensuite, nous établissons ’expression des suites récurrentes obtenues par
la somme des éléments situés sur les directions finies du triangle de Delannoy et nous
donnons la fonction génératrice pour cette somme. Nous proposons aussi une nouvelle
identité pour les nombres pairs et impairs de la suite Tribonacci. A la fin de ce chapitre
nous définissons un g-analogue pour les nombres de Delannoy et nous proposons une g¢-

déformation pour la suite Tribonacci.

Chapitre 3 : Triangle de Delannoy généralisé

Le triangle de Delannoy généralisé fera ’objet de ce chapitre. Nous commengons par don-
ner des extensions des résultats obtenus dans le chapitre précédent tels que : 'unimodalité,
les suites récurrentes et la fonction génératrice, ensuite, nous étudions le phénomene du
Morgan-Voyce, nous concluons ce chapitre par I’étude de la log-convexité de la suite cen-

trale du triangle de Delannoy inversé.

Chapitre 4 : Probléeme d’équilibre et triangle de Delannoy

Le quatrieme chapitre est consacré a la résolution du probleme d’équilibre et co-équilibre
définis avec les coefficients situés sur la direction (1,—1) du triangle de Delannoy. Nous
établissons la solution complete pour les quatre premiéres transversales. Nous montrons
I’existence d'une solution pour le cas général, ce résultat nous a permis d’établir une nou-

velle identité sur le triangle de Delannoy.

Chapitre 5 : Probléeme de s-équilibre

Dans ce chapitre, nous définissons le probleme s-équilibre. Nous montrons que la résolu-
tion de ce probleme conduit a la résolution d’une équation de Pell généralisée, en résolvant
cette équation nous montrons que les nombres s-équilibre sont obtenus par trois relations
de récurrence, nous établissons les fonctions génératrices pour ces suites, ensuite, nous
donnons quelques identités entre les nombres s-équilibre et les nombre d’équilibre. A la

fin de ce chapitre, nous établissons les formules explicites pour les nombres s-équilibre.

Chapitre 6 : Triangle quasi s-Pascal
Nous proposons dans le sixieme chapitre, une nouvelle famille des chemins de treillis dont
les pas possibles sont {L = (1,0),L; = (1,1), Ly = (2,1),...,Ls = (s,1)}. Par cette fa-

12



Introduction

mille de chemins de treillis, nous définissons une généralisation des triangles de Pascal et
de Delannoy qui sera appelée triangle quasi s-Pascal. Nous commencgons par montrer que
la somme des éléments parcourant la direction (1,1) de ce triangle donne les termes de
la suite s-Fiboncci, puis, nous établissons la formule explicite pour les coefficients du tri-
angle quasi s-Pascal et nous établissons une relation entre ces coefficients et les coefficients
bi*nomiaux, ainsi que le lien entre le triangle quasi s-Pascal et le triangle de Delannoy
généralisé défini par Ramirez et Sirvent [53]. Nous donnons par la suite, la relation de
récurrence pour la somme des éléments situés sur les directions finies du triangle quasi
s-Pascal ainsi que la fonction génératrice de la somme citée. Nous donnons également
quelques identités dont une est équivalente a la somme de De-Moivre. A la fin de ce cha-

pitre nous définissons un g-analogue au triangle quasi s-Pascal.

Chapitre 7 : Triangle quasi s-Lucas

L’objet du dernier chapitre est I'introduction d'un triangle arithmétique associé a la suite
s-Lucas, appelé le triangle quasi s-Lucas, dont, la somme des éléments situés sur la direc-
tion (1,1) donne les termes de la suite s-Lucas, nous établissons une formule explicite pour
les coefficients du triangle quasi s-Lucas et nous donnons la relation entre les coefficients
de ce triangle et les coefficients bi*nomiaux. Nous donnons aussi ’expression de la suite
récurrente obtenue par la somme des éléments situés sur les directions finies du triangle

quasi s-Lucas.

Nous terminons ce travail par une conclusion, dont laquelle, nous récapitulons les princi-
paux résultats présentés dans les différents chapitres et nous proposons quelques perspec-

tives.

Publications Scientifiques
Articles publiés :

— S. Amrouche and H. Belbachir. Unimodality and linear recurrences associated with
rays in the Delannoy triangle. Turkish Journal of Mathematics 44.1 (2020) : 118-130.

— S. Amrouche, H. Belbachir and J. L. Ramirez, . Unimodality, linear recurrences and
combinatorial properties associated to rays in the generalized Delannoy matrix. Journal
of Difference Equations and Applications, 25(8) (2019) : 1200-1215.
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Articles soumis :
— A. Acikel, S. Amrouche, H. Belbachir and N. Irmak. quasi s-Lucas triangle. Soumis.

— S. Amrouche and H. Belbachir. Asymmetric extension of Pascal-Delannoy triangles.

Soumis.

— S. Amrouche, H. Belbachir and N. Irmak. Balancing problem in the transversal

(1, —1) of Delannoy triangle. Soumis.

— S. Amrouche, H. Belbachir and N. Irmak. On s-balancing numbers. Soumis.
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Chapitre 1
Préliminaire

Nous rappelons dans ce chapitre quelques définitions et résultats connus sur les suites
récurrentes, les triangles arithmétiques, I'unimodalité, les coefficients bi*nomiaux, les co-
efficients ¢g-binomiaux, les nombres d’équilibre, les équations diophantiennes et 1’equation

de Pell. Ce chapitre sert de base et contexte pour 'assimilation des chapitres suivants.

1.1 Coeflicient binomial

Soient n et k des entiers fixés, le coeffcient binomial (Z) est défini comme suit :

n\ n! -
k) = R ok

on utilise la convention (}) = 0 pour k ¢ {0,...,n}.
Les fonctions génératrices F(z) = Y,y (7)a" et G(z) = 2,5, (;)2" sont données res-

pectivement par :

Flr)=(1+2x)" (1.1)
et
G(z) = m (1.2)

Il est bien connu que le triangle de Pascal est une présentation des coefficients binomiaux

dans un triangle voir le tableau suivant

15
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6 4 1

10 10 5 1

15 20 15 6 1

21 35 35 21 7 1

28 56 70 56 28 8 1
36 84 126 126 84 36 9 1
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TABLE 1.1 — Triangle de Pascal.

Le triangle de Pascal est construit par la relation suivante

()= () (o)

1.2 Suites récurrentes linéaires

Plusieurs travaux de recherche ont été établis pour étudier les propriétés des suites ré-
currentes linéaires, Nous présentons quelques propriétés et résultats bien connus sur les
suites d’ordres deux tels que la suite de Fibonacci, la suite Lucas et leurs généralisations.
Nous commencons par donner la définition d’une direction sur un triangle arithmétique.

Soit {a(n, k)}y<p<, un triangle arithmétique d’entiers positifs.

Définition 1.2.1. Pour un entier n fixe, r,p € N et a € Z , les éléments situés sur la
direction (r,«) avec paramétre 0 < p < r — 1 sur le triangle a(n,k) sont les éléments
obtenus par l’expression

{a(n —ak,p+71k)}0

Sir+a >0, alors k € {0,..., z;—gl]:j}, le nombre des éléments est fini et dans ce cas on
dit que la direction est finie.
Sir+a <0 alors k € N, le nombre des éléments est infini et on dit que la direction est

nfinie.
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dans la tableau suivant est illustré la direction (2, 1) sur le triangle de Pascal
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Direction (2,1) sur le triangle de Pascal.

1.3 Suite de Fibonacci

Il est bien connu que les nombres de la suite de Fibonacci (F},),>o satisfont la relation de

récurrence suivante
Fn+1 = Fn + anl n Z 1, (13)

avec Fyp =0, F; = 1.

Les premiers termes de la suite de Fibonacci sont 0,1, 1,2, 3,5,8,13, 21,34, ... voir Sloane
[57] A000045,

Les termes de la suite de Fibonacci peuvent étre récupérés en sommant les éléments
situés sur la direction (1,1) du triangle de Pascal, donc, les nombres de Fibonaci verifient
la relation suivante

L5
For =Y (”;’f)

k=0

Le tableau suivant montre la relation entre le triangle de Pascal et la suite de Fibonacci.
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TABLE 1.2 — Le triangle de Pascal et la suite de Fibonacci.

1.4 Suite de Lucas

La suite de Lucas (Ly,),>0, est définie par la relation de récurrence suivante :
Ln+1 - Ln + Ln+1 n Z 1, (14)

avec Ly =2,L; = 1.
Les premiers termes de la suite de Lucas sont 2, 1,3, 4,7, 11, 18, . .. voir Sloane [57] A000032

La suite de Lucas s’exprime en fonction de la suite de Fibonacci par la relation suivante :
Ln — LI'n41 + anl- (15)

Les termes de la suites de Lucas peuvent aussi étre obtenus en sommant les éléments
situés sur la direction (1, 1) du triangle associé a cette suite, cela s’exprime dans la relation

suivante

n n—=k
Ln:zk:n—k< k )

La relation entre la suite de Lucas et son triangle associé est illustrée dans le tableau

suivant

18



TABLE 1.3 — Le triangle associé a la suite de Lucas.

Il existe d’autres suites célebres d’ordre deux, on cite par exemple la suite de Pell, Pell-
Lucas, Jacobsthal et Jacobsthal-Lucas qui sont données respectivement par les relations

sulvantes :

neok (T —F nor N (n—k
= > = _ >
P, E 2 ( I ) n>0etQ, Ek2 n—k( i )n_l,

k

n—Fk n (n—k
Jn+1222k< ) nZOetjn:ZQk ( )7121,
k k : n—=k k

Les premiers termes de ces suites sont donnés respectivement par :

{Pn}n20 =(0,1,2,5,12,29,70,---) est la suite de Pell, Sloane A000129,

{Qn}nso = (2,2,6,14,34,82,- -+ ) est la suite de Pell-Lucas, Sloane 4002203,
{Jntnso = (0,1,1,3,5,11,21, - +) est la suite de Jacobsthal, Sloane A001045,
{ntpso = (2,1,5,7,17,31, - - - ) est la suite de Jacobsthal-Lucas, Sloane A014551.
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1.5 Suite de Fibonacci généralisée

Pour tous entiers positifs a et b, La suite de Fibonacci généralisée est définie par la relation

de récurrence suivante
Foii=aF, +bF,1 n>1, (1.6)

avec Fo =0, F; = 1.
Les termes de la suite (F,,),>0 s’obtiennent en sommant les éléments situés sur la direction

(1,1) du triangle de Pascal généralisé [P(n, k)], ren tel que :

P(n, k) = (Z) a" Rk,

donc la suite (F;,),>o vérifie la relation suivante :

n—=k
fn—l—l _ Z ( . )an—2kbk'

k

Pour x = 1,y = 1, on obtient les termes de la suite de Fibonacci classique Fj, ;1.

1.6 Direction (7, a) sur le triangle de Pascal

Belbachir et al [21], ont considéré la somme des éléments situés sur toutes les directions

finies du triangle de Pascal généralisé. Soit FiP) Je terme général de cette somme donnée

par
n — ak
‘F(T,Pu) — xnfpf(qur)k p+rk’ avec Fa = 0.
n+1 Zk: D+ rk Y 0
}",(Lﬁ’a) vérifie la relation de récurrence suivante.

Théoréme 1.6.1. [21] Pourn > r+« et p fixé, la suite (f(iﬁ’a))nzo satisfait relation de

n

récurrence suivante :
. j r rp,x T p,x
E (—..'E)] ( )JT';I( 71;7 ) =Yy .F;S I;. )D, (]_l)

avec Fi = Fp=---=F, =0 et}"j:(j;l)xj’p’lyp pourp+1>j>r4+a+p—1.
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Pour prouver ce théoreme les auteurs ont utilisé le lemme suivant :

Lemme 1.6.2. [21] Pour a, b et r des entiers positifs, avec r < a, alors
. r\ [a—s a—r
_1)® — .
() -60)

Pour plus de détails sur les directions voir [22]

1.7 Suite m-Fibonacci généralisée

Soient m un entier > 2, ay,as, ..., a0, et a,as,...,q,, des éléments d'un anneau com-
mutatif unitaire A.

La suite m-Fibonacci généralisée (uy,),>_m est définie comme suit :

Uj = Qpj1, (0<j<m—1);

Up = A Up—1 + Q2Up 2+ + Aplp_—m, N = M.

La formule explicite de u,, a été établie par Belbachir et Bencherif (voir [16]), et elle est

donnée dans le résultat suivant

Théoréme 1.7.1. [16] La formule explicite de u,, est

Up = >\0yn—m+1 + Alyn—m+2 + -+ )\m—lyn-

Avec (Nj)o<j<m—1 €t (Yn)n>—m des suites données par

yn: ( k» k k' )alfla’;Q...afnm’
k1+2ka+--Amkp=n 1,R2y .oy B

m—1
Aj=— Z ap—;jo pour (0 <5 <m—1), avec ay = —1. (1.8)
k=

Pour le cas particulier m = s+1, u_; = 0 pour (—(s—1) <j <0), u; =1 et a; =1 pour

(1 <i <m), la suite s-Fibonacci F,,41 s = uy, est définie par la récurrence suivante

Fn+1,s = Fn,s + anl,s +-+ ans,s-
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1.8 Les nombres de Delannoy et chemin de treillis

Les chemins de treillis apparaissent de maniere naturelle dans divers probléemes, on cite par
exemple : les problemes de vote, les problemes de composition, les problemes de marches
aléatoires, les files d’attente, etc...

On commence par donner la définition des chemins de treillis sur une grille.

Définition 1.8.1. Soit {po, p1,...,pn} € Z" un ensemble de sommets sur une grille tels
que deuxr sommets consécutifs p; et p;y1 sont reliés par une seule aréte, ’ensemble des
arétes qui relient py a p, est appelé un chemin de treillis sur une grille. L’orsqu’on affecte

des poids aux arétes on ['appelle chemin de treillis pondéré.

Plusieurs auteurs ont étudié et énuméré les chemins de treillis voir par exemples [37, 38,
46, 55]. Dans le triangle de Pascal le coeficient binomial (Z) compte le nombre de chemin
parcourant une grille du point (0,0) au point (n, k) en utilisant des pas unité de direction
horizontale et diagonale {H = (1,0) —, D = (1,1) '}, voir sLoaNE [57] A007318.

Il est bien connu que le nombre de Delannoy D(n,k) est, dans une grille, le nombre
de chemins allant du point (0,0) au point (n, k) en utilisant des pas unité de direction
horizontale, verticale et diagonale {H = (1,0) —,V = (0,1) 1, D = (1,1) '}, et que

D(n, k) satisfait la relation de récurrence suivante (voir [11, 61])
D(n,k)=D(n—1,k)+ D(n,k—1)+ D(n—1,k—1), (1.9)

avec D(n,0) = D(0,k) = 1.
Alladi et Hoggat [3] ont représenté ces nombres sur une matrice triangulaire comme le

montre le tableau suivant.

1

3 1

5 5 1

7 13 7 1

9 25 25 9 1

11 41 63 41 11 1

13 61 129 129 61 13 1

15 8 231 321 231 & 15 1

17 113 377 681 681 377 113 17 1

R =Y I N Oy
e e e S S e e e el =)

TABLE 1.4 — Triangle de Delannoy.
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Si on note par (Z) I'élément de la n™™¢ ligne et de la k"¢ colonne du triangle de Delannoy.

[2]
Ce triangle est obtenu par la relation de récurrence suivante

n n—l) (n—l) (n—Z)
- n n , (1.10)
(k) 2) ( kg \k=1/g \k=1/y

2 =0 pour k ¢ {0,...,n}.
(Z) g compte le nombre de chemins allant du point (0,0) au point (n, k) en utilisant les

pas {(1,0),(1,1),(2,1)}.

Exemple 1.8.2. (;’) o = 5, compte le nombre de chemins allant du point (0,0) au point
(3,2) en utilisant les pas {(1,0),(1,1),(2,1)}.

avec (3) o = (Z) o = 1. On utilise la convention (Z)

F1GURE 1.1 — Illustration des chemins possibles du coefficient (g) o

La relation entre les nombres de Delannoy D(n, k) et les coefficients du triangle de De-

lannoy (Z) est donnée par

2
(Z)m — D(n — k, k). (1.11)

La fonction génératrice des coefficients du triangle de Delannoy est

N (M) oo )t
Fi(z) =) (k> ) s (1.12)

n>0

Barry [12], a donné une formule explicite pour les nombres du triangle de Delannoy via

les coefficients binomiaux par la relation suivante :

(Z> g g) G) (n ; j)' (1.13)
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La relation (1.13) est équivalente a
n YOk (n—k
— Z , )2 (1.14)
(k) 2 J— (J) ( J )

Le triangle de Delannoy est appelé aussi triangle de Tribonacci, car la somme des éléments

situés sur la direction (1,1) dans ce triangle donnent les termes de la suite de Tribonacci

(T0)n>0, donc
n—k
T = .
z( ) )m

k

Théoréeme 1.8.3. [3] La suite (T,,),>0 satisfait la relation de récurrence suivante
TnJrl == Tn + Tnfl + Tnf27

avec Ty =0Ty =1etTy, =1.
Les premiers termes de la suite de Tribonacci sont (0,1,1,2,4,7,13,24,---) voir Sloane

[57] AD000T73.

1.9 Les nombres de Delannoy généralisés

Les nombres de Delannoy généralisés sont définis par la formule suivante (voir [38]) :

k .
RN (n+k =0\ i i
D(ap,e)(n, k) = E (z) ( ) )bk a"'c. (1.15)

i=0
Le nombre D440 (n, k) satisfait la relation de récurrence suivante :

D(a,b,c)(n, k}) = aD(a’b’C) (n — 1, k‘) + b'D(aJ,’C) (n, k — 1) + CD(a,b,c) (n — 1, k — 1), (1.16)

avec k > 2,n > 1 et les conditions initiales D4, (0, k) = bk et Dape)(n,0) = a”.
Cheon et al. [30] ont défini le triangle de Delannoy généralisé H(a, b, c) = [d(n, k)], ren

avec

Da c ka _ka 21{77
d(n, k) = @solkyn = k), pourn (1.17)

0, pour n < k;

on obtient la relation de récurrence suivante

din,k) =bd(n—1,k) +ad(n — 1,k — 1)+ cd(n — 2,k — 1), (1.18)
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Selon la relation (1.17), la formule explicite de d(n, k) est donnée par
ECIEN [
dn.k) =Y ( ) ( . j)ak_jb"_k_jcj. (1.19)

J=0 J

Ramirez et Sirvent [53] ont défini une matrice qui est une extension du triangle de Delan-
noy généralisé, on note par D,,(n, k) 'élément de la n'™¢ ligne et de la k"¢ colonne de

cette matrice, alors, D,,(n, k) satisfait la relation de récurrence suivante :

m—1
Dm(” + 17 k) = aDm(” + 17 k — 1) + Z aiJrIDm(na k — Z)?
=0

avec k > m — 1,n > 1 et les conditions initiales D,,(0, k) = a* et D,,(n,0) = a}.

IIs ont aussi établi une formule explicite pour D,,(n, k) donné dans le résultat suivant :

Théoréeme 1.9.1. [53] La formule explicite de D,,(n, k) est donnée par

mi= & G-

J15J25e+Jm

. . P n— '{71—1‘7»' .
xXal'ay - am | am Lizt Jigh—u

avec u = (m —1)(n — ji) + 3205 (i — m)ji.

1.10 Triangle Tribonacci-Lucas

Yilmaz et Taskara [66] ont défini le triangle Tribonacci-Lucas par la relation de récurrence

suivante :
LOmk)=LPm—-1,k)+ LP(n -1,k - 1)+ L®(n -2,k - 1),

avec L?(0,0) =3, L®(n,0) =1 et L®(n,n) =2 pour n > 1.
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2k|0 1 2 3 4 5 6 7
0 |3

11 2

2 1 6 2
301 8 10 2

4 |1 10 24 14 2

5 |1 12 42 48 18 2

6 |1 14 64 114 80 22 2
7 |1 16 90 220 242 120 26 2

TABLE 1.5 — Triangle de Tribonacci-Lucas.

La somme des éléments situés sur la direction (1,1) dans le triangle Tribonacci-Lucas

donne les termes de la suite Tribonacci-Lucas.
Soit Lny = S2020 L@ (n — k. k).

Le théoreme suivant donne la récurrence linéaire de la suite (L, 2)n>0

Théoréme 1.10.1. [66] La suite (L, 2)n>0 satisfait la relation de récurrence suivante :
Lyo=1Ly, 12+ Ly_29+ Ly_32,

avec Loo = 3,L1o =1 et Lyy = 3.

Les premiers termes de la suite Tribonacci-Lucas sont (3,1,3,7,11,21,39,...).
Yilmaz et Taskara [66] ont proposé aussi une formule explicite pour les coefficients L) (n, k)

via les coefficients binomiaux

Théoréme 1.10.2. [66] La formule explicite de L'® (n, k) est donnée par :

LO(n, k) = Zﬁ(lj) (”;‘7)

k
7=0
1.11 Suite s-Lucas

Soit s un entier fixé, la suite s-Lucas (Lys)n>0 est définie par la relation de récurrence

suivante, (voir [55]) :

Ln,s = Lnfl,s + Ln72,s +-+ Lnf(s+1),s (120>
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avec Los =8+ 1,L1s=1,Los=2—1,..., Ly =2°—1.

La relation entre la suite s-Lucas et la suite s-Fibonacci est données par (voir [55]) :
Ln,s = L'nii1s + anl,s + 2Fn72,s + -+ Sans,& (121>

Pour les cas particuliers s = 1 et s = 2, on obtient les suites de Lucas et Tribonacci-Lucas

respectivement.

1.12 Les coefficients bi*nomiaux

Le coefficient bi*nomial (Z)s est une extension naturelle du coefficient binomial. Ce coef-

ficient est défini par la relation de récurrence suivante

(1), = () G e+ (2.

0)8:1613 (Z)S:()pourk:>sn ou bien k < 0.

0
Le coefficient () satisfait les identités bien connues suivante (voir [9, 13, 20, 26]) :

avec (

Propriétés :

Une expression via les coefficients binomiaux :

0.7, 2. 00 - () -

J1+get+-+js=k

(:).= (") e

la relation de récurrence diagonale :

(), -2 0)(2). a2

=0

La relation symétrique :

I'expression de De Moivre (voir [35, 36])

Qg e
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Récemment, Belbachir et Benmezai [19] ont établi la relation suivante :
(Z) TS (”) (”) (ﬁ)a-gw, 26,
3 J1+jet-+is=k J1/ \J2 s

avec a = exp (2im/(s + 1)).
Les coefficients bitrinomiaux (2)2 et biquadranomiaux (Z)g sont illustrés respectivement

dans les deux tableaux suivants :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

n\k 0

0 |1

1 ]1 1 1

2 (1 2 3 2 1

3 |1 3 6 7 6 3 1

4 |1 4 10 16 19 16 10 4 1 1
5 |1 5 15 30 45 51 45 30 15 5 1

TABLE 1.6 — Triangle bitrinomial (s = 2).

nk [0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0 |1

1 /1 1 1 1

211 2 3 4 3 2 1

3 (1 3 6 10 12 12 10 6 3 1

4 |1 4 10 20 31 40 44 40 31 20 10 4 1

5 |1 5 15 35 65 101 135 155 155 135 101 65 35 15

TABLE 1.7 — Triangle biquadranomial (s = 3).

La fonction génératrice des coefficients bi*nomiaux est donnée par :

Z(Z) "= (1 4+a+a®+ )

keZ

1.13 Les coefficients ¢g-binomiaux

Les nombres de Gauss, qui sont appelés aussi les coefficients ¢-binomiaux [}],, généralisent

les coefficients binomiaux, et ils sont définis par la relation suivante :
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Soit ¢ une indéterminé

avec [n], = 1+q+¢*+---+¢" ' et [n],! = [1],[2], - - [n]4, on utilise la convention [Z]q =0

pour k ¢ {0,...,n}.
Le coefficient ¢g-binomial satisfait les deux récurrences équivalentes suivantes

-t e

R L

Dans le tableau suivant on représente quelques valeurs des coefficients ¢-binomiaux

et

1

11

12, 1

13y [3lg 1

1[4, ’1? + [5]q ['/‘l]q 1

1[5, qz[Q]q + 5] Q_Z[Q]q +[5] 5] . 1

1 [6], qt+ (12[4]11 + [9q PP+ ‘12[7]11 + [10], qt+ (12[4]11 + [9]y [6], 1

U [Ty Me+a' e+ @O ¢+ + ¢ +EBlo+ @7+ 18], ¢+ ¢+ + @Bl + Ty + 13y [Ty + ¢'[4s + 9y [Ty 1

TABLE 1.8 — Le g-analogue du triangle de Pascal.

n

k
") voir [24, 32], donc si on note par |7 W e coefficient, alors, |” (1)
klq klq

k
Le coefficient [ ]qq(2> est aussi considéré comme un g-analogue du coefficient binomial

A satisfait les deux

relations de récurrence suivantes :

1 1) (1)

n n— 1} . {n — 11
= +q" (1.29)

{k] ‘ { ko], k—1],
et
1) 1) 1)

n eln—1 ep | —1

= , 1.30

Les fonctions génératrices F(z) = > 7 [}] ((Il)xk et G(x) = > 50 H ((Il)m" sont données
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respectivement par (voir [24, 32]) :

F(z) = (—z;)n (1.31)
et
g8
G(z) = m (1.32)

(—x;q), est le symbole g-Pochhammer défini come suit :

(2;q)n = (1 —z)(1 —qa)--- (1 —¢"'2).

1.14 Un g-analogues de la suite de Fibonacci géné-

ralisée

Soit la suite de Fibonacci généralisée (F,,),>o donnée dans la relation (1.6), Carlitz [29] a

défini un g-analogue pour cette suite comme suit :

[n/2]
n—k 2 n—
Foirglz,y) = { N } ¢ yFa" T, avec Fog(z,y) = 0.
q

k=0

La suite (F,4(x,y))n>0 satisfait les deux relations de récurrence suivantes :

Foitg(T,y) = 2Fnq(x,qy) + quFu—14(z, ¢y),
]:n+1,q(xa y) = xfn,q($7 y) + qn_lyfn—l,q<m7 y)

avec Foq(x,y) =0 et Fy,(z,y) = 1.

Cigle [33] suggere aussi un g-analogue pour la suite de Fibonacci généralisé définie par :

n/2)

n—=k k1

Fosr(z,y,0) = > [ N ] g3 )k avee Fo(z,y,q) = 0.
k=0 q

La suite (F,(z,y, q))n>0 satisfait les deux relations de récurrence suivantes :

Jrn-f-l(xa Y, Q) = x‘/t-n(xa Y, Q) + qn_lyfn—l('x’ y/Q7 Q),
e Fn(z,y,q) + qyFn-1(z,qy,q).

o
+
=
—
8
=
=
I
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avec fO(x7y7Q> =0 et fl(xayaq) =L
On trouve dans la littérature plusieurs définitions des g-analogues de la suite de Fibonacci
généralisée (voir [47, 48, 49]).

1.15 Coefficients g-bi*nomiaux

Belbachir et Benmezai [19] ont défini le coefficient g-bi*nomial comme un g-analogue du
coefficient bi*nomial, ce coefficient est noté par m ;S).

La formule explicite du coefficient g-bi*nomial est la suivante :

[Z] (s) VTS [n}u) [ﬂ(l)'“ {7}(1)61211% )

q jr+iartis=k U L21g Jodq

S . . . , .
mé ) satisfait les deux relations de récurrence suivantes :

(s) 5 (s)
n|*” b [n — 1}
=>4 |, (1.34)

(s) s ()
n B (n-1)j {n — 1]
=>4 1 (1.35)
M k—7l,

q j=0

n} (s)

p est donée par :

La fonction génératrice de [

2 ] e . . ,
Z [ } ot = H(l + ¢z + (Fx)* + -+ (¢z)). (1.36)

q §=0

1.16 Unimodalité

Les problemes d'unimodalité et de log-concavité des suites, surviennent naturellement
dans la combinatoire et d’autres branches des mathématiques (voir [32]).
En particulier, de nombreuses suites de coefficients binomiaux satisfont de diverses pro-

priétés d’'unimodalité.

Définition 1.16.1. Une suite ag,aq,...,a, de nombres réels positifs est unimodale si

pour un certain 0 < 3 < n on a

ag < ap <o <A 2 A 2 2 Ay
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La suite {ax}yp<, est log-concave (resp. log-convexe) pour (1 <k <n—1)
ai > Qp—10k+1 (7"6529-@2 < Ap_1Gx41).

1l est facile de constater que, si la suite {ak}ogkgn est log-concave alors elle est unimodale.

Quelques exemples des suites unimodales

— La suite liée aux nombres de Fibonacci {(”;k) }k 62].

~ La suite liée aux nombres de Lucas {-2-(".") }k (25, 19].

— La suite liée aux nombres de Pell et Pell Lucas {2"2("*) Jo {2k ) }k [17].

n—k

— La suites combinatoire suivante correspondants a des transversales dans le triangle de
Pascal {(”_kak) b [63].

Le lecteur peut se référer a [27, 28, 56, 58, 60, 67| pour voir d’autres exemples de suites

unimodales.

Le résultat suivant montre que le coefficient binomial préserve la propriété de la log-

concavité.
Théoreme 1.16.2. [64] Si la suite {ay}ocp, est log-concave, alors la transformation

linéaire

Yn = Xn: (Z) T, (1.37)

préserve la propriété de la log-concavité.

1.17 Les nombres d’équilibre

Le nombre d’équilibre n (n entier positif) est défini comme solution de I’équation dio-

phantienne suivante voir [14]
1424---+n—-1)=n+1)+n+2)+---+(n+7r), (1.38)

pour un certain r € N.
Par exemple les nombres d’équilibre 6, 35, 204, avec r égale a 2, 14, 84 respectivement sont
des solution de I'équation (1.38).
Si n et r sont une solution de 'équation (1.38) alors :
s (n+r)(n+r+1)

n® = 5 (1.39)
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et

(2n+1)+v8n2 +1
5 :

r =

(1.40)

Par la relation (1.40), il est clair que si n est un nombre d’équilibre alors 8n? + 1 est un
carré parfait.

Il est facile de voir que 1’équation (1.38) est équivalente a
1424--+n—=1)=n+1)+n+2)+---+(y—1), avecy > n+2. (1.41)

Le probleme de détermination de tous les nombres d’équilibre conduit a la résolution de

I’équation de Pell suivante :

Lemme 1.17.1. [14] L’équation (1.41) est équivalente a l’équation de Pell suivante :
t?—2u* =1, (1.42)

avect =2y — 1 et u = 2n.

Soit B, le n™¢ nombre d’équilibre alors :
Théoreme 1.17.2. [14] B, satisfait la relation de récurrence suivante :
Bn - 6Bn—1 - Bn—Q;

avec By =0 et B; = 1.

Behera et Panda [14] admettent que By = 0 et By = 1 sont des nombres d’équilibre.

Théoréme 1.17.3. [14] La formule explicite des nombres d’équilibre est donnée par la

formule suivante :

Bui=Y (n ; k) (—1)k6"2k,

k

Irmak [39] a établi la formule suivante pour les nombres d’équilibre.

Théoréme 1.17.4. [39] La somme des nombres d’équilibre satisfait la relation suivante :

- Byi1— B, —1
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La fonction génératrice des nombres d’équilibre F'(z) = > ., Bna" est donnée par :

T

F =
() 1 — 6x + 22

de maniere similaire, Panda et Ray [52] ont défini les nombres co-équilibre.

1.18 Nombre co-équilibre

Le nombre co-équilibre n (n entier positif) est défini comme solution de 1’équation dio-

phantienne suivante (voir [52]) :
1424+---+n=mn+1)+n+2)+---+(n+r), (1.43)

pour un certain r € N.
Par exemple les nombres co-équilibre 2, 14,84, avec r égal a 1,6, 35 respectivement sont
des solutions de I’équation (1.43).

Si n et r sont la solution de 1'équation (1.43) alors,

n+r)n+r+1)

nn+1) = 5 , (1.44)
et
—(2 1 8n? + 8 1
. (2n+1) +v8n? 4+ 8n + . (1.45)

2

L’équation (1.43) est équivalente a 1'égalité suivante :
1+2+--+(n—-1)=Mn+1)+n+2)+ -+ (y—1), avecy > n + 2. (1.46)

Le probleme de détermination de tous les nombres co-équilibre conduit a la résolution de

I’équation de Pell suivante :

Lemme 1.18.1. [52] L’équation (1.46) est équivalente a [’équation de Pell suivante :
t?—2u* = —1, (1.47)

avect =2y —1 et u=2n+ 1.

Soit b,, le n'™ nombre co-équilibre alors,
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Théoréme 1.18.2. [52] la suite (b,),>0 satisfait la relation de récurrence suivante :
bn = 6bn—1 - bn—2 +2,

avec by = 0,0y = 2.

Panda et Ray [52] admettent que By = 0 est un nombre co-équilibre, et ils ont établi aussi

le résultat suivant :

Théoréme 1.18.3. [52] Les nombres co-équilibre {by, },>o sont pairs.

La fonction génératrice des nombres co-équilibre G(x) = > ., b,2™ est donnée par :

222
(1—2)(1 —6x+22)

G(r) =

Le résultat suivant donne la relation entre les nombres d’équilibre et les nombres co-

équilibres.

Théoréme 1.18.4. [52] Pour n > 2

bn :2(31 +BQ+"'—|—Bn_1).

Panda [51] a remplacé les nombres de 1'équation (1.38) et de I’équation (1.43) respec-

tivement par des nombres impairs, donc il a proposé les deux équations diophantiennes

suivantes :
1434420 =3)=2n+1)2n+3)---2n+s) — 1) (1.48)
et
1434+ 2n—1)=2n+1)(2n+3)---(2(n+s) — 1), (1.49)
avec s > 1.

Soit B la solution de I'équation (1.48)

Théoréme 1.18.5. [51] B satisfait la relation de récurrence suivante :
BW = B, + By,

L’équation (1.49) n’a pas de solution.
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Une des extensions des nombres d’équilibre est lorsque (1.38) est remplacé par (voir [44])
a2 =+D'+n+2) +- +(n+1),

avec k et [ des entiers positifs.

Belbachir et Szalay [23] ont étudié les nombres d’équilibre et co-équilibre lorsque les rela-
tions (1.41) et (1.46) sont remplacées par les coefficients binomiaux situés sur la direction
(1, —1) du triangle de Pascal, les auteurs ont alors défini respectivement les deux équa-

tions diophantiennes suivantes :

1

8
—

— (n+k _y_ n+k
k N k

0 k=x

L /n+k _y_l n+k
k N k ’

k=0 k=x

Belbachir et Szalay [23] ont donné la solution complete pour les quatre premiere valeurs

den (n=0,1,2,3).

Pour d’autres extensions des nombres d’équilibre voir [15, 31, 42] .

i

et

1.19 Equation de Pell généralisée

I1 est bien connu que 1’équation de Pell généralisée est définie par I’équation diophantienne

suilvante :
r* — Dy* = N. (1.50)

Nous présentons quelques résultats bien établis sur les équations de Pell.

Lemme 1.19.1. La résolution de [’équation de Pell suivante
-2y = —1 (1.51)
implique y est tmpair.

Nous avons aussi les deux résultats suivants.
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Si (g, yo) est la solution fondamentale de ’équation (1.50) et (u,v) est la solution fonda-

mentale de u? — Dv? = 1, alors on a les résultats suivants

Théoréme 1.19.2. [10] La solution générale de I’équation (1.50) est donnée par

(2, + V' Dy,) = (20 + VDyo)(u + vV Dov)". (1.52)

Théoréme 1.19.3. [10] Les inégalités suivantes sont vérifiées
(u+1)N
2 Y
0<y<s YN
V2(u+1)

0<|xo|< (1.53)

(1.54)
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Chapitre 2

Triangle de Delannoy

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous montrons que les suites situées sur les transversales infinies du
n—ak
p+rk
particulier « = —1,7 = 1, p = 0, nous utilisons le résultat de Wang et Yeh [64] pour mon-

n+k
k

relations de récurrence associées a la somme des éléments situés sur les transversales finies

triangle de Delannoy {( )[2}} sont croissantes, et donc unimodales, pour le cas
k>0

trer que les suites {( )[2}}’00 sont log-concaves pour tout n € N. Nous établissons des
du triangle de Delannoy et nous donnons la fonction génératrice de la somme obtenue, ce
travail est une généralisation des résultats obtenus par Belbachir et al [21]. Nous propo-
sons aussi une nouvelle identité pour les termes pairs et impairs de la suite Tribonacci.

A la fin du chapitre, nous définissons un g-analogue pour les coefficients de Delannoy, nous
donnons ensuite, une formule explicite ainsi que la fonction génératrice de ces coefficients,

et nous proposons une g-déformation de la suite Tribonnacci.

2.2 Unimodalité des suites parcourant les directions

infinies du triangle de Delannoy

Afin de prouver le résultat suivant, nous allons utiliser le théoreme 1.16.2.

n+k

Théoreme 2.2.1. Pour un entier n fixé, la suite {( .

) } est log-concave, donc
2 k>0

unimodale.
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Démonstration. Par la relation (1.14), on a pour n fixé, (”zk) o = Zj (’;) (’;) 27,

Comme la suite z; := (;‘) 2/ est trivialement log-concave, alors, par le théoreme 1.16.2, la

. k .

suite {("Z )[2]} est log-concave, donc unimodale. O
£>0

Nous considérons dans le résultat suivant toutes les suites situées sur les transversales

infinies du triangle de Delannoy, donc o + r < 0.

Théoreme 2.2.2. Soientn, p, r des entiers et o« € Z avecn > p, 0 <p<reta+r <0,

la suite (”_ak) est croissante, donc unimodale.
pHrk/ 9] s

n—ak

Démonstration. Afin de prouver que les suites {(p Sk

) } sont croissantes, on doit
21 k>0

prouver que la relation (2.1) est satisfaite

—alk+1 — ak
<n a(k + )) _ <n o > o (2.1)
p+rk+1)/y p+rk)y
avec o > 0.
Considérons (erf((,fill)))m = (Zif:if) o v AVEC @ = —a (a > ), en utilisant la relation

(1.10) on a
n+ak+a n+ak+a—1 n+ak+a—1 n+ak+a—2
= + +
p+rk+r/y prrk+r Jy prrk+r—1/4 ptrk+r—1/4
(n—l—ak—i—a—Q) (n+ak+a—2) <n+ak+a—3)
= + -+
prrk+r Jy prrk+r—1/4 ptrk+r—1/4
n+ak+a—1 n+ak+a—2
+ + .
prrk+r—1/4 ptrk+r—1/4
En utilisant la relation (1.10) (a — r) fois, on obtient une relation de la forme suivante :

n+ak+a n+ak+r /
= +o, (2.2)
p+rk+r)y \p+rk+r)y

/
avec o > 0.

Et en réutilisant la relation (1.10) a nouveau, la relation (2.2) peut étre écrite sous la

n+ak+r—1 n+ak+1r—1 n+ak+1r—2 ,
+ + +o
prrk+r )y prrk+r—1)4 prrk+r—1)4
n+ak+r—1 n+ak+r—2 n+ak+r—2
+
prrk+r )y prrk+r—1/4 prrk+r =2/,

n+ak+1r—3 n+ak+r—2 /
+ + +o.
prrk+r—2)4 ptrk+r—1/4

forme suivante :

n+ak+a
p+rk+r 2]

+
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En répétant ce processus r fois nous obtenons le résultat souhaité
n+ak 4+ a n + ak
o)~ ()0 =
p+rk+r 2] p+rk 2]

n—ak

avec o > 0. Par conséquent, les suites {( phrk

) } sont croissantes. O
21) k>0

2.3 Relations de récurrence

Nous nous intéressons maintenant, a la somme des éléments parcourant les directions
(1, @) du triangle de Delannoy.

Pour o € N, considérons la suite (T,&"‘))nzo donnée par :
(a) . n—ak (@)
T, = Z I , avec Ty = 0.
k (2]

Théoréme 2.3.1. La suite (T,S‘“))nzo satisfait la relation de récurrence suivante :

Téi)l =T + n(aa + 7;(304—1’

(a)

avec T, =1, pouri € {1,...,a}.

Démonstration. En utilisant la relation (1.10), on a :

—ak—1 n—ak—1 n—ak—2
T(a): n (6]
" Z< k [21+§ k=1 [2}+§ k=1 /g

E—k—1

2]

Remarque 2.3.2. Pour a = 1, on obtient les termes de la suite Tribonacci.

Exemple 2.3.3. Pour o = 2, la suite (T7£2))n20 satisfait la relation de récurrence sui-

vante :

T® =1% 4+ T7%, 4 7,
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avec TO(Q) =0, Tl(z) = T2(2) = TS(Q) =1.
Les premiers termes de cette suite sont (0,1,1,1,2,4,6,9,15,25,...), voir Sloane A006498.

Pour les autres valeurs de «, on trouve aussi ces suites sur Sloane, voir par exemples :

a=3]|(1,1,1,1,,2,4,6,8,11,17,27,41,...) Sloan A079972

a=41(1,1,1,1,1,1,1,1,2,4,6,8,10,13,19,29, . ..) Sloan A121832

a=5](1,1,1,1,1,1,2,4,6,8,10,12,15,21,...) Sloan A259278

a=6|(1,1,1,1,1,1,1,2,4,6,8,10,12, 14,17, ...) Sloan A276106

a=71(1,1,1,1,1,1,1,1,2,4,6,8,10,12, 14, 16, . ..) Sloan A322405

Le résultat précédent peut étre étendu pour toutes les transversales finies (r + « > 0),

avecr e N 0<p<retacZ.

(T,p,Oé) )

Considérons la suite (T n>0 donnée par

T,D,0 —ak r,p,Qx)
Tlepe) — ( k) y avec 7" = 0.
Théoréme 2.3.4. Pourn > 2r+a, la suite ( Arpy )nzo satisfait la relation de récurrence

linéaire swivante :
r T (6%
(D)7iceen. (2.4)
s
0
Pour prouver ce théoreme, on utilise le lemma 1.6.2.

Démonstration. Par le lemme 1.6.2, on obtient :

i“”s(i)ﬁfi’“’ - Z ( ) ZZ (“ ”") (” - &Z?}k_ . 1)

L EEEe )
SO
(k' = k—1)

41



_ p+rk +r\(n—ak —j—r—a—1
R G R
B ™ (p+rk\(n—ak —j—r—a-—1
SO0

(G —j—s)

ST T

j/

m

Remarque 2.3.5. Pourr=a =1 et p =0, on obtient le résultat du théoreme 1.8.5.
Exemple 2.3.6. Pourr=2,a=1 et p =0, la suite (771(2’0’1))”20 est donnée par :

2\ (n—j5 —k

Tt =25 () () e e =0
Cette suite satisfait la relation de récurrence suivante :
T < T EW TR L TN T L TE (5

avec ,7-1(2,0,1) _ 7;(2,0,1) _ 75(2,0,1) — 1 and 721(2,0,1) _ 9
Si on considere le cas particulier, r = 2, = —1,p = 0 et p = 1 du théoreme 2.3.4, on

obtient une nouvelle identité pour les termes pairs et impairs de la suite de Tribonacci
(T})n>0 donnée dans le théoréeme 1.8.3.

Le lemme suivant est utilisé pour prouver le théoreme 4.8.

Lemme 2.3.7. Les termes impairs et pairs de la suite Tribonacci (T,,)n>0 Satisfont les

deuz relations de récurrence suivantes :
T2n+1 == 3T2n71 + Tgnfg + T2n757 avec T1 = 1, T3 =2 et T5 =7 (25)
et

Tgn = 3T2n72 + T2n74 + T2n767 avec To = 0, T2 =1et T4 =4. (26)

Démonstration. Les relations de récurrence (2.5) et (2.6) des termes impairs et pairs res-
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pectivement de la suite Tribonacci sont obtenues en utilisant la transformation suivante :

Tong1 = Ton +Top—1 +Top—2
=Ton1+Ton 2+ Ton3+Ton 1+ Ton o
=2Ton1 +Ton-1—Ton-3— Ton-a+ Ton-3+ Ton-3+ Ton-a+Tons
= 3Ton-1+ Ton—3+ Ton—s.

De la méme facon, on établit la relation (2.6) :

Top =Ton-1+ Ton-2+ Ton-3
=Ton—2+ Ton-3+ Ton-a+ Ton2 + Ton3
=2T5, 2+ Ton2—Ton-a—Ton5+ Ton-3+ Ton-3+ Ton-a+ Tons
= 3Ton—2+ Tona+ Tons-

On note par V,, et U, les termes impairs et pairs respectivement de la suite Tribonacci
(Vn = T2n+1 et Un = Tgn), alors :

Vn = SVn_l + Vn_g + Vn_g, avec ‘/1 = 17 ‘/2 = 27 VE; =7 (27)
et
Un = 3Un_1 + Un_g + Un_g, avec UO = 0, U1 = 17 U2 =4, (28)
D’autre part, si on pose r = 2, = —1 et p = 0 dans la relation (2.4) on obtient :
7;(2707_1) _ 37;(3,{)7—1 n n(2 0-1) 7-(20 ’ Avec 71(2,0 7520 ~1) 7;)20,—1) =7
(2.9)
et si on pose r =2, = —1 et p = 1, dans la méme relation on obtient :
72070 =3 71(211 + ,53’21’_1) + 7;(3’3}’_1), avec 76(2’1 =0, T =1 7’2 = 4.
(2.10)
Notons que T(2 O e T(2’1’ sont respectlvement les termes pairs et impairs de la suite
de Tribonacci (77,,(20 = Va, T = U,h), Ce qui nous a permis d’établir le résultat
suivant :

Théoreme 2.3.8. Les termes pairs et impairs de la suite Tribonacci satisfont les relations
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suvante :

n—+k
T2n+1 - Z( ok )[2]7

k
n+k
- 2k +1 2]
2.3.1 Fonction génératrice

Nous établissons dans le résultat suivant la fonction génératrice de la suite (7;(T’p ’a))nzo

Théoréme 2.3.9. La fonction génératrice de la suite (’ﬁl(r’p’a))nzo est donnée par :

P (1—a) Pz +a?)P
27; (1—x)’”—xa+7“(1+x)7"'

n=0

Démonstration. On a :

D, —ak n
S =S (0 ) -

n=>0 n=>0 k

—ak Lok o
=> Y (n+fk;) Faok,

k n>ak

et par la fonction génératrice donnée dans la relation (1.12), on obtient :
Z 7- o Z (ZL’ + x2)p+rk$o¢k
n+ - (1 — x)P‘H‘k-‘rl

n=0
x—irx a:+x k
1—:cp+1 1—:76

() 1
T _ 1 o (z+x2)"
(1 —a)prty — ()

_ (1 —a) P Yz + 2?)P
(1—2) —aotr(1+x)
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2.4 Les nobmres ¢-Delannoy

Nous proposons dans cette section un g-analogue au coefficient de Delannoy, par 1’exten-

sion de la relation (1.10)

Définition 2.4.1. On définit le coefficient q-Delannoy, par la relation de récurrence sui-

nl? [n—l]q 1{n—lr Q{n—Zr
= +q" +q" , (2.11)
M 2 kol k=1l k—1]py

vante :

avec la convention [8] ‘[12] =1, [ZHIQ] =0 pour k¢ {0,...,n} etn>k>0.

La fonction génératrice de ([7] ([12])7120 est donnée dans le résultat suivant :

Théoreme 2.4.2. Soit Fy(z) = > - [Z] ?2]35“ la fonction génératrice des coefficients

q-Delannoy, alors :

Gt (=),
(x;Q>k+1 .

Démonstration. On a Fy(z) =3 -, [ ?2]:16", en utilisant la relation (2.11) on obtient :

n—11? =107 no|n—2 "
M@zZ{ i } 4y g 1[]{;_1} "+ g 2{!{:—1] x
n>0 (2] n>0 2] n>0 2]
nl? ) n 17
:xZ{k} x +(x+x)2{k_1] (qx)
n>0 2] n>0 (2]
= 2F(2) + (2 + 22)Fp_1(qx),
alors
z(l+x
Fy(z) = %I)Fk_l(qx). (2.12)

En appliquant le méme processus k fois, on obtient

k

Q(Q)iﬂk(—x;CI)k
(T3 @) k41 '

Nous proposons maintenant, une autre relation de récurrence équivalente a la relation

(2.11) pour les coefficients g-Delannoy.
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Proposition 2.4.3. Les coefficients q-Delannoy peuvent étre aussi obtenus par la relation

de récurrence suivante :

q q q q
n L [n — 1} b1 {n — 1] 2(k—1) {n — 2]
=q +q +q . (2.13)
{k} 2] k 2] k-1 (2] k-1 (2
Démonstration. On a Fy(z) =3 -, [ ?2]:16”, en utilisant la relation (2.13) on obtient :
. n_lq n k—1 n_lq n 2(k—1) n_2q n
Fr(x) =gq Z[ i } " +q Z[k—l] " +q Z o1l ®
n>0 2] n>0 2] n>0 2]

q q

_ ok n n k—1 2(k—1) .2 n n
_qx;[k] "+ (" x+q x)Z{k_J T

n> (2] n>0 (2]

— qkl’Fk(ZE) + (qk—lx + q2(k_1)$2)Fk_1(x),

alors

o1+ ¢F e
Fy(z) = 2 1<_ qkqx >IE‘k_1(.:1:). (2.14)

En répétant le méme processus k fois, on obtient :

k

¢&)ak(—a; g
(37QQ>k+1 '

Puisque nous avons obtenu la méme fonction génératrice, par conséquent, les relations
(2.11) et (2.13) sont équivalentes. O

La formule explicite des nombres de Delannoy est donnée par :

Théoreme 2.4.4. Les nombres q-Delannoy [Z]q ont la formule explicite suivante :

(2]

-l

(2] q q

Démonstration. On a

3 {n ; j] ((:) m (1>$n ) ; m <1>xj 5 {n ; j} <1>xnij _ Q(giik;ﬁf)k

n>0 j J1q q n>0 q

la derniere égalité est obtenue par les deux relations (1.32) et (1.31). O

Dans ce qui suit, nous établissons un g-analogue de la suite Tribonacci.
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Théoreme 2.4.5. Soit ’]I‘n+1( x) =), [”kk] ¥ pourn >0 et ’]I‘( )( ) =0 alors :

T (2) = TP (2) + ¢ 22T?  (x/q) + ¢" 22T (2 /q) (2.16)
et
T () = T?(gz) + 2T (gz) + 2T, (¢%x). (2.17)

Démonstration. On a :

par la relation (2.11), on obtient :

2@ =3 "7

k 2]

n—kFk—1
xk+Z[ ] qn—k—lxk
k

(2]

=T (2) + ¢ 2T (x/q) + ¢" 22T 4 (z/q).

De la méme fagon, nous allons prouver la relation (2.17) en utilisant la relation (2.13).
Par la relation (2.13) on obtient :

=X - o+ e )
Y ]

= T,& J(qz) + 2T (qz) + 2TP, ().
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Chapitre 3

Triangle de Delannoy généralisé

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous commencons par établir 'expression de la suite récurrente linéaire
obtenue en sommant les éléments parcourant les directions finies du triangle de Delan-
noy généralisé. La fonction génératrice de cette somme est aussi donnée, ensuite, nous
établissons I'unimodalité des suites situées sur la direction infinie (1,—1) de ce triangle.
Nous discutons en outre le phénomene de Morgan-Voyce et nous concluons par montrer

la log-convexité de la suite centrale du triangle de Delannoy inversé.

3.2 Suites récurrentes linéaires

Nous établissons la relation de récurrence associée a la somme des éléments situés sur la

direction finie (7, ) du triangle de Delannoy généralisé.

On note par 771(7%’2 la somme des éléments parcourant la direction (r,«) du triangle de

Delannoy généralisé (voir les relation (1.17) et (1.18)),

=l
ﬂiff)pa = Z d(n — ak,p+rk).
k=0

Nous commencons par analyser la direction (1, ).

(a7b7c)
n,1,0,a

Théoreme 3.2.1. La suite Tp o =

vante :

satisfait la relation de récurrence linéaire sui-
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,7;L7Oé - b771—1,a + a7;z—oc—1,o¢ + 07:1—04—2,&’

avec les conditions initiales Tio =1 €t Too =T-10="+"= Tn-a-1.a = 0.

Démonstration. Par la relation (1.18), on a :

Totra = Y d(n — ok, k)

k>0
= bd(n —ak —1,k) +ad(n — ak — 1,k — 1) + cd(n — ak — 2,k — 1)
k>0
:bZd(n—ak—1,1{:)+a2d(n—ak,—a—l,k,)+ch(n—ak‘/—a—Q,k‘,)
k>0 k>0 E'>0

= b7:z,a + a/7:L—Oé,O£ + Cﬁz—a—l,a-

Soit la fonction génératrice F'(z2) = > oo Tnt1.02", par le théoréme 3.2.1 on obtient le

corollaire suivant :

Corollaire 3.2.2. La fonction génératrice de la suite (T, q)n>0 est donnée par

)

1
F(z) = .
(2) 1 —bz — azotl — cpot?

Pour la preuve de ce résulat, on prend r = 1 et p = 0 dans le théoreme 3.2.4.
On s’intéresse maintenant a la généralisation du théoréme 3.2.1, « € Z, r € N, p € Z*
avec0<p<reta+r>0.

Théoreme 3.2.3. La suite Ty, q,p = 771(%92) satisfait la relation de récurrence linéaire

suvante :
T 71 T 7"
Z(_b)s (s) 771—877’,[),06 == CLT—SCS (S) 7:1—7”—(1’—5,7‘,17706' (3].)

Démonstration. Par le lemme 1.6.2, on a :

S0 (1) o

s=0
r

— (_b)s (T) Z Z (p +T'I€> <7’L —ak :_j k_ s — ]‘> ap+7“kfjbnf(a+r)kfpfjfsflcj
S » J prr
0 k j

S=
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D+ rk p+rk—jpn—(a+r)k—p—j—1 j - s(T n— ok —J—s5= 1
pu— _1
Z Z ( j )a b ¢ ;( ) S p+rk

ko
_ Z Z (p + rk) (” —ak—j—r— 1) Pk (atr)k—p—j—1 4
P J p+rk—1)
(k = k—1)

_ Z Z pt+rk +r\(n—ak —j—r—q—1 PR i (et —p—j—a—r—1
5 J p+rk

- Z Z Z <T> (p '—i__rk ) (n ok _j__]; T 1) CLerrk,7j+rbn7(a+7“)k/*p*j*ozfrflcj
¥ 7 s 5 J=s prr
(j —j—s)
eSS ()Y (e e
v s J p+rk
k j s

/ R ./
x bnf(aqtr)k —p—j 7sfa7rflc7 +s

r
r
E /‘ r—s s
= a C (S) ﬁt—r—a—s,r,p,ow
5=0

3.2.1 Fonction génératrice

La fonction génératrice de la suite (7,1 p.a)n>0 €st donnée par :

Théoréme 3.2.4. Pourn >0 on a :

Z T o (1 —02)"P (a+ cz)PzP
n+1,r,p,a — (1 — bz)” . ((Z + CZ)TZO‘JFT‘

n>0
Démonstration.
Z 7:1+1,T’,p,azn = Z Z d(n - Oék',p + Tk)zn
n>0 n>0 k>0
= Z Z Z (p _'_Tk) (n —ak — j) aerrkfjbnfk(oHrr)fpcjzn
n>0 k>0 J p+rk

gE= =
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B <z(a + cz))p 1,11,2

(1 —b2)" P Ya+ cz)2P
(1 =b2)r — (a+ cz)rzatr

Exemple 3.2.5. Pourr=2,a=1 et p =0, la suite
Yok (n—j—k
Ly —J—
G =Tt =25 (1) ("5 7")
satisfait la relation de récurrence suivante :
Gn = 2G(nfl - Gn72 =+ anS + 2Gn74 + an5 (n > 5);

avec G0:07G1:1,G2:1,G3:1 6tG4:2.

3.3 Unimodalité des suites situées sur la direction

(1, —1) du triangle de Delannoy généralisé

Nous établissons I'unimodalité des suites situées sur la direction infinie (1, —1) du triangle

de Delannoy généralisé

Théoreme 3.3.1. Pour n fizé, la suite {d(n+ k,k)}, située sur la direction (1,—1) du

triangle de Delannoy généralisé est log-concave, donc unimodale.

Pour pouvoir prouver ce théoreme, nous avons besoin de l'identité suivante, qui est une

généralisation de (1.14).

Lemme 3.3.2. L’égalité suivante est vérifié

S ()0

J J
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Démonstration. On commence par calculer la fonction génératrice de (’;) (”;J )ad, on

obtient donc :

2.2 ( ) (n _J>O‘jx" - (f) 02y’ 3 (n;j)xw

n>0 j 7 n>0

T (I =)t (1 +ax)".

Nous calculons aussi la fonction génératrice de > y (';) (”j k) (a+1)7, nous obtenons alors :

ZZ()( | )(a—l—l —xkzoaﬂ Z(n;k>xn_k

n>0 j n>0
B zk Z K\ (az+z)’
1l-z — \J 1—x
k
x
= oyt an)
Aussi les deux identités sont égaux. O

Apres avoir démontré le lemme, nous passons maintenant a la preuve du théoreme 3.3.1.

Démonstration. Pour n fixé, le lemme 3.3.2, donne :

d(n + k, k) = a"b" zk: (’;) (Z‘) (1 + %)J .

J=0

On a la suite ((7;) ); est log-concave car

()" GDm-j+D
[ TR

donc la suite z; := (?) (1 + ﬁ)] est trivialement log-concave car 1+ -= est une constante,
et par le théoreme 1.16.2, la suite yp = > ; (f)x] est aussi log-concave, alors, la suite
(d(n + k,k))x est log-concave, donc unimodale. O
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3.4 Le triangle de Delannoy et la suite de Fibonacci

généralisé

Kuhapatanakul [43] a montré que si nous supprimons les lignes impaires du triangle de
Delannoy H, la somme des éléments parcourant la direction (1,1) donne le carré des
nombres de Fibonacci, et si nous supprimons les lignes paires, la somme des éléments
situés sur la méme direction donne les produits consécutifs des nombres de Fibonacci, de
plus, l'auteur a généralisé ce fait a la suite de Fibonacci généralisée (F,,),>o définie par la
relation (1.6). Nous donnons une preuve alternative de ce fait.

Nous commengons par donner le lemme auxiliaire suivant :

Lemme 3.4.1. [41, 59] La fonction génératrice des carrés de la suite de Fibonacci géné-
ralisé (Fn)n>o0 €t le produit des nombres de Fibonacci consécutifs généralisé sont donnés

respectivement par :

i}—? i z(1 —bz)

! (1402)(1 — (a® 4+ 2b)z + b222)’

> . az
FiFin# = .
; T 0 b)(1— (@2 + 20)2 + b222)

Définissons le triangle, H* = [r(n, k)] k>0, avec

D (apap2)(n —k, k), pour n > k;
r(n, k) = ’

0, pour n < k.

De I’équation (1.15), on obtient :

r(n, k) = zk: (’:) (” . Z) a2,

=0

Théoreme 3.4.2. Pour tout entiern >0, on a :

|2n/3] L2n/3J z‘ Iy — 9 — R
Fi = Z r(2n — 2i,1) = ( > ( ) Q2220 (3.2)

=0 i= 0 7=0
|2n—1/3] 20-1/3) i N sl o i—1
_ , N —4a =] Mm—2i—2j—1pi+j
FuFni1 = ZE:O r(2n — 20— 1,i) = ZE:O 2 (]) ( . )a Tyt

(3.3)

Démonstration. Par le corollaire 3.2.2 on obtient la fonction génératrice de la somme des
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éléments situés sur la direction (1,2) du triangle H* :

1
1 —az —abz3 — 224

S(z) =

Alors, la fonction génératrice des coefficients pairs est donnée par :

1 1-— b22 2 24—
Spairs(2) = 2 (5() +5(=2)) = (1+62%)(1 — (a® + 2b)22 4 b224) Z Uiz
donc,
[2n/3]
Uiy = Y r(2n — 2i,i).
i=0

Par conséquent, I’équation (3.2) est vérifiée.

L’identité (3.3) est prouvée de maniere similaire. O

3.5 Le phénoméne Morgan-Voyce

La suite classique de Morgan-Voyce (M,,),>0 est la suite récurrente linéaire d’ordre 2
définie par : M, = (24 t)M,,—1 — M,,_o, pour n > 3, avec My =1et My =1+1+s.

Par rapport a la matrice de Pascal, nous avons toujours (cf. [2, 16]).

n+k n+k
M1 = ZMnk: avecM(n,k):< ok )+5(2k’+1)'

Le phénomene Morgan-Voyce apparait lorsque « prend des valeurs négatives, il considere
le cas ou les termes d’'une méme suite peuvent se chevaucher, lorsque cette situation se
produit, nous obtenons une nouvelle formulation.

Pour les valeurs o« = —r + 1,...,0 la relation (3.1) s’écrit comme suit :

r r 14— T
7:1,q,r,p - b(l) 7;L—1,q,r,p + b2 (2> 7;L—2,q,r,p +oot (_1)t lbt ! (t B 1) 7:1—t+l,q,r,p

— ((—1)t1bt (Z) +a" (g)) To—taqrp+ -+ ((—1)’”1b’" (:) + (r i t) atc’”t> To—rqrp

L t—1 rftJrlT L 7’7'
a c n—r+1,q,r T C Jn—r—tqr
r t 1 45T r 45T

pourt=1,2,....r
Donc pour g = —r+t (1 <t <r) et p fixé, nous introduisons la suite Morgan-Voyce Mépt)

)
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d’ordre t tels que, M( P) = Tq,r.p, AUSSI :

t—1 T
S r (p) _ r—s+t _s—t r s r (p)
s:O(_b) <8> M”*&t a Z (a ‘ (S - t) - (_b> (S)) MH*SJ/

r+t
: T
+ Z ar-i—t—scs_Z (S o t) Mép—)s,t'

s=r+1
En utilisant I'expression ci-dessus et le théoreme 1.7.1, on obtient le résultat suivant :
Théoreme 3.5.1. La suite Morgan-Voyce d’ordre t est donnée par :

M?’(L],)t) = Aoyn—r—t—l—l + )\lyn—r—t+2 + -+ /\T—i—t—lyna
M]O;) = Qppij1, pour 0<j<r+4t—1.

avec \j = —ZTH Yap_jay pour (0< j <r-+t—1), avec ag= —1, et
]+1b7(), pour j =0,...,t—1;
= a7 )+ P, pouri =t
a“ﬁtcj*t(jit), pour j=r+1,....r+t.

ol Yy, est définie dans le théoréme 1.7.1.

Ce résultat nous permet d’obtenir des identités combinatoires.

Exemple 3.5.2. Pourr=2,p=0 ett =1, on obtient :
MO = @b+ )M, |+ (2ac — bYMYy, + EMY,

n,1 n—

avec Mé?l) =0, Ml(’ol) =1et MQ(?l) =b+a’.

Le théoreme 3.5.1 donne
Mq&?l) = )‘0yn—2 + Alyn—l + )\2%

avec, Mé?l) = ozg,Ml(Ol) = oy, Mz(,o1) =aqgp et \g=—b,\y =1,y =0, alors :
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Mn(,)l) - _byn—2 + Yn—1

= Z (kl ke F k?’) (20 + )" (2ac — b*)k2 s

ki, ko, k
k1+2ko+3ks=n—2 172, 3

oy + by + kg - R
+ E 2b + Y(2ac — b)) "8,
( k17 k27 k3 ) ( ¢ ) ( e ) ‘
k14+2ko+3kz=n—1

En outre, MO = Tn—120, donc :

n,1

2 —j—1 . o
M’(L?l) - Zd(n + k, Qk) = ZZ ( k) (n + ka] )a%—an—k—J—lc]'
k

PN
ce qui donne l’égalité suivante

Proposition 3.5.3. L’identité suivante est vrai

BE ()
, ] 2k
ko J

k1 + ko + k3 ok ks 2%
b 2b Y(2ac — b™)"™2 ™3
g ( o oo, )( + a®)" (2ac — b*)*c

k1+4+2ko+3ks=n—2

ky+ kg + ks 2\k 2\k2 2k
+ E 2b + "(2ac — b7)™ ™.
( k17 k?? k3 ) ( ¢ ) ( e ) ¢
k1+2ko+3kz=n—1

3.6 Le triangle de Delannoy inversé et log-convexité

Le triangle de Delannoy inversé a également des propriétés intéressantes. Yang et al.
[65] ont étudié ce triangle et ils ont donné une interprétation combinatoire en termes de
chemins de treillis. Soit J(n, k) 1’ensemble des chemins allant du point (0,0) au point
(n — k,n), dont le pas sont R = {V =(0,1),D = (1,1), H = (1,0)} ; avec la propriété
supplémentaire que les chemins ne soient pas en dessous de la ligne y = = et que la
derniere étape des chemins n’est pas horizontale. Soit L£(n, k) le nombre total de tous les
chemins dans J(n, k). Soit S := (L(n, k)),ken. Yang et al. [65] ont observé que la matrice

non signée H ! est égale & S. Ramirez et Sirvent ont généralisé ces matrices dans [54].

Les premieres lignes du triangle de Delannoy inversé sont données par :
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1 0 0 0 0 0

-1 1 0 0 0 0

2 -3 1 0 0 0
H1=|—-6 10 -5 1 0 O
22 =38 22 -7 1 O

1

—-90 158 -98 38 -9

TABLE 3.1 — Le triangle de Delannoy inversé.

La suite associée & la colonne centrale du triangle non signée H ! est notée par H,. Les

premiers termes sont

1,3,22,194, 1838, 18082, 182054, 1861890, 19258078, 200898626, . . .

On prouve que la suite { H, },>0 est log-convexe. Notez que, Liu et Wang [45] ont prouvé

que la suite centrale de Delannoy est log-convexe.

Par le corollaire 4.3 de [65] on obtient ’expression suivante pour la suite H, :

Ho— ( n '<2n.—1)<3n—j—1>+n+1.(2n'—1>(3n—j—2))’ n> 0.
— 2n — 7 2n —1 2n —j J 2n — 1

J

Par I’algorithme de Kauers’s [40], nous obtenons que H,, satisfait la relation de récurrence :
ann = Qan—l + Tan—Qa n=2
avec les conditions initiales Hy = 1, H; = 3 et

pn = 20n* — 72n% 4 85n? — 39n + 6,
¢n = 220n" — 90213 4 127202 — T11n + 129,
7 = 20n* — 92n% 4 89n? 4+ 36n — 45.

Enfin, nous avons besoin du critére suivant, pour la log-convexité des suites {z,}, satis-

57



faisant la relation de récurrence suivante
a(n)znpi1 = b(n)z, + c(n)zp-1, (3.4)

avec a(n),b(n) et ¢(n) sont positives pour n > 1,

Lemme 3.6.1 ([45]). Soient la suite {z,}, définie par (3.4) et

_ b(n) + \/bQ(n) + 4a(n)c(n)‘

An 2a(n)

Supposons que zg, 21, 22, 23 €st log-convexe et que l'inégalité
a(n)Ap—1Ant1 — b(n)A—1 —c(n) >0

est vrai pour n > 2, alors la suite {z,}, est log-conveze.

En utilisant le logiciel Mathematica, la suite (H,,),>o verifie les conditions du lemme ci-

dessus, donc nous concluons avec le théoreme suivant :

Théoréme 3.6.2. La suite (H,),>o est log-conveze.
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Chapitre 4

Problemes d’équilibre et triangle de

Delannoy

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions les problemes d’équilibre et de co-équilibre des coefficients
parcourant la direction (1, —1) du triangle de Delannoy, nous donnons la solution compléte
pour les quatre premieres transversales n = 0, 1,2, 3. Nous prouvons pour le cas général
I’existence d’une solution pour le probleme d’équilibre, et c’est ce qui nous a permis

d’établir une nouvelle identité avec laquelle on achevera ce chapitre.

4.2  Probleme d’équilibre et de co-équilibre sur le

triangle de Delannoy

Pour n fixé et x et y tels que z + 2 < y, nous définissons les problemes d’équilibre et de
co-équilibre avec les coefficients situés sur la direction (1, —1) du triangle de Delannoy, ce

qui donne respectivement les deux équations suivante :

1

rx—1 y—
n+k Z n+k
k=0 (2 k=241 (2)
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et

' In+k 1 n+k
("), =X (), 42)
k=0 (2) (2)

k=z+1

Avant de donner la solution de ces équations, on présente un ensemble de lemmes qui

seront utiles dans ce que suit.

Lemme 4.2.1. L’identité suivante est vérifice :

i(n:k)@):% (n:t)mﬁ(ntﬂ)ml 43)

k=0
Démonstration. Pour t = 1, on peut facilement vérifier ’égalité suivante par la relation

(1.10) :
<n) +<n—f—1> 1 <n+1) +(n+2) ]

Supposons que ’équation (4.3) est vraie pour 0 < k <t — 1, donc :
t—1
<n+k:) 1 <n+t—1) +(n+t>
N F S 2Nt S A= L
et montrons la pour ¢, par 'identité précédente nous obtenons :
A /n+k n+t n+t—1 n+t n+t
2 . +2 - ) + ) e
paurd @) b/ =1 7@ =gy t /e
n+t n+t+1
Ut * t '
(2) (2)

)

Par le lemme 4.2.1, on peut déduire le résultat suivant :

Lemme 4.2.2. Les équations (4.1) et (4.2) sont respectivement équivalentes aux deux

équations diophantiennes suivantes :

1 1
2<n+x—|— > :(n—iry ) +<n+y) 7 (4.4)
x @) y=1 Jo =1/

1 ~1
2<(n+x> +<n+x—|— ) ):<n+y1 ) +(n+?i) . (4.5)
L /(2 X 2) U (2) Y=

60



Démonstration. Par la définition (4.1) on a :

i (n+k> B Zy_l (n+k:)
k=0 k (2)  k=zt1 k (2)
x—1 Yy—
n+k
Z( k ) =2
(2)

et en utilisant la relation (4.3), on obtient :
n+x—1 n+x n+x n+x+1
) + )t +
T e NPT T /@ o (2)
1| /m+y—1 n+y
T2 1 * 1) |
y=t o VW7V
De la relation (1.10), la derniere égalité donne :

2<n+x+1> _(n+y—1) +<n+y)
z @) y=1 Jo \y—1/y

En utilisant la méme méthode, nous pouvons facilement vérifier la relation (4.5). O

1
2

Lemme 4.2.3. Pour n > 1, lidentité suivante est vraie :

SEOOEE e

Démonstration. Soit

et

Soit W, le n"™¢ terme de la suite {A,} ou {B,}, nous vérifions par I'algorithme de Zeil-
berger (en utilisant le package fastZeil (voir annexe) ) que les deux membre de 1’équation

(4.6) satisfont la relation de récurrence suivante :

591 + 1039n + 594n? + 110n3 (14+n)(12 + 5n)
Wn+2 = n+1 + Wna
(3+n)(3+2n)(7+ 5n) (3+n)(7+5n)
avec Wy =1, Wy =9 et Wy = 85, et donc, ceci prouve que A, = B,,. ]
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Désormais, nous étudierons les solutions aux problemes d’équilibre et de co-équilibre du
triangle de Delannoy pour les premieres valeurs de n.
Notez que, pour n = 0, les coefficients situés sur la direction (1,—1) du triangle de

Delannoy contien la suite 1, puis chaque élément de (Z) est un nombre d’équilibre pour

(2)
n > 1 (et un nombre de co-équilibre pour n > 0).

4.2.1 Lecasn=1

1+k
k

libre et de co-équilibre définis par les nombres impairs sont résolus par Panda [51] (voir

Pour n = 1, les coefficients {( )[2]}k20 sont des nombres impairs, les problemes d’équi-

le théoreme 1.18.5 dans le premier chapitre).

4.2.2 Lecasn=2

Pour n = 2, on a le résultat suivant :

Théoreme 4.2.4. Pour n = 2, le seul nombre d’équilibre est (g) @)

Démonstration. En posant n = 2 dans la relation (4.4), on obtient ’équation diophan-

3 1 2
(*27), =G, G, )
T ) YU W1/

et en utilisant la relation (1.14), on peut écrire la relation (4.7) comme suit :

20200200 e

J J

tienne suivante :

Supposons que x > 3, alors la relation (4.8) est équivalente a :
82° + 1222 + 162 + 6 = 4y® + 2y,
I’équation précédente peut s’écrire comme suit :

(22 +1)° + 52z + 1) = 4y* + 2y. (4.9)
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En multipliant I’équation (4.9) par 2, et en posant u = 2z + 1 et | = 2y — 5u on obtient :
123u® + 75u?l + 15ul® + I* = —2l. (4.10)

Soit g = ged(l,123) et p est un facteur premier de [, en considérant toutes les valeurs
possibles de g on aura :

Sig=1.

Notez que, par 'équation (4.10), [ | 123u?, donc [ | u®. Comme p | [, alors p | u. Soit a > 1
et > 1 les valeurs p-adic de [ et u, respectivement. Alors il existe des entiers [ et uq,

aucun d’eux n’est pas divisible par p, tels que
I =p“l, u = pluy. (4.11)

On remplace par (4.11) dans (4.10) implique = 3. On décompose [ et u en produit
de facteur premier, il s’ensuit que [ = v* pour une certaines valeurs de v. Comme [ | u®
impliques v | u, alors v = kv pour un certain entier non nul k. On remplace | par v* et u

2

par kv dans (4.10), avec w = v*, nous obtenons I’équation suivante

123K* + 75k%*w + 15kw? +w® = —2. (4.12)

Le programme MAGMA (voir annexe) donne que la seule solution de (4.12) est (k,w) =
(1,-5).

La décomposition en produit de facteur premier 123 = 3 - 41, nous étudions sur les cas
possible pour g.

g = 3,41,123.

On pose [ = gly. 'équation (4.10) s’écrit comme suit

123
= + T5uPly + 15980 + g2l = —21,.
g

On peut répéter le traitement du cas g = 1, on obtient ’équation suivante
123 4 2 2, 2 3
—k® 4+ 75k"w + 15gkw* + g“w’® = —2. (4.13)
g

Le tableau suivant montre les solutions de I’équation ci-dessus déterminées par MAGMA.

g 3 41 123
(k7w) (_]—71> (_11’1) X

(k,w) = (=11,1) est la seule paire de solutions qui satisfait les conditions de x et y.
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(k,w) = (—11,1) donne = = 5 et y = 7 et cela complete la preuve. ]

Nous donnons le résultat suivant pour le probleme de co-équilibre des nombres de Delan-

noy parcourant la direction (1,—1).

Théoreme 4.2.5. Pour n = 2, le probléme de co-équilibre n’admet pas de solution.

Démonstration. Pour n = 2, nous avons I'équation suivante :
T -1
2+ k — (2+k
Z(k>zz(k)’ (4.14)
k=0 (2)  k=az+1 (2)

en utilisant la relation (4.5), I'égalité (4.14) est réduite a 1'égalité suivante :

24+x 3+zx 1+ 2+
10 IR o T S i IR G
L/ (2 VAP Y= Y=

en utilisant la relation (1.14), on obtient :

L5025 ()()) -

- (10)e

+
w
(e
VRS
<
<.
—
~~
7\
LW
~~
\O)
\.h.

I’équation précédente peut s’écrire, comme suit :

Az + 1P+ 2 +1) =24 + . (4.15)
On remplace par t = x + 1 et z = y — 2t dans la relation (4.15), on obtient :

126 + 2421 + 122°t + 22° = —2.

On pose g = ged(z,12), alors g = 1, 2,3, 4,6, 12, on répete les mémes étapes utilisées dans

la preuve du théoreme 4.2.4, on obtient 1’équation suivante :

12
k3 4 24wk? + 129wk + 2¢*w® = —1,
g

Nous utilisons a nouveau MAGMA pour résoudre I’équation si dessous, nous ne trouvons
pas de solution pour toutes valeurs de g sauf pour ¢ =12 on a : (k,w) = (—1,0) et cette

solution n’est pas réalisable. O
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4.2.3 Lecasn=3

10

Théoreme 4.2.6. Pour n = 3, le seul nombre équilibre est : (7)(2).

Démonstration. Pour prouver ce théoreme, nous devons résoudre 1’équation diophantienne

4 2 3
("), =0 LG
T )y YU =1y

cette équation peut s’écrire comme suit :

sulvante :

42% + 82° 4 2027 + 162 + 6 = 2y* + 49,
on peut facilement vérifier que la derniere égalité donne :
2(2z + 1)* + 28(2x + 1) + 34 = (4(y* + 1))~ (4.16)
Si on pose t = 2z + 1 et u = 4(y* + 1), alors la relation (4.16) s’écrit comme suit :
2t + 28t + 34 = u”.

En utilisant le package Integral Quartic Points de MAGMA. Nous obtenons les solutions

suivantes :

t] 1|-1| 15| =15
w|l 8] 8328 | 328

nous vérifions toutes les valeurs de (¢,u), la seule solution qui vérifie les conditions de x

et y est : (t,u) = (15,328), ce qui implique que (z,y) = (7,9). ]

Théoreme 4.2.7. Pour n = 3, Le probleme de co-équilibre n’admet pas de solution.

Démonstration. Pour n = 3, nous avons ’équation diophantienne suivante :

3 4 2 3
2( +x) +2( +x) :( “{) +( ﬂi) , (4.17)
T/ T/ b¥y=4 @ b¥y=4 0

la relation (4.17) peut étre écrite comme suit :

2(2z 4+ 2)* + 16(27 + 2)? + 16 = 16(y* + 1)%
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Si on pose : t = 2z + 2 et u = 4(y* + 1) dans I'équation précédente, on obtient :
2t* + 16t + 16 = 1612, (4.18)

En utilisant MAGMA nous obtenons les solutions de 1’équation (4.18) données dans le

tableau suivant :

t)] 0] 4| -1
w |l 4128 28

Nous vérifions toutes les possibilités de (¢, w), on constate que le probléme de co-équilibre

n’admet pas de solution. O

Pour les problemes d’équilibre, nous présentons la solution des cas n =1,n =2 et n =3

dans le triangle de Delannoy.

1 13 61 129 (129 61 13 1

1 15 85 231 321 |231 15 1

1 17 113 377 681 681 (377, 113 17 1

1 19 145 575 1289 1683 1289 575 145 19 1

1 21 181 833 2241 3653 3653 2241833181 21 1

TABLE 4.1 — Nombres d’équilibre sur le triangle de Delannoy.
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4.2.4 Cas ou n est quelconque

Pour n quelconque, nous montrons l’existence de la solution pour le probleme d’équilibre
Théoreme 4.2.8. Pourn>1, on a :

2n

k=0 k @) 2n +2 2
alors @ZE)@ est un nombre d’équilibre.

Démonstration. En utilisant la relation (1.14), on a :

<3n+2) R (2n+2> <n)2j
m+2)y J i)

J=

et en utilisant (4.3), nous obtenons :

QZn(n—l—k‘) _1[(3n) +(3n+1) ]
o\ F e 2\ e \ 20 g
Maintenant, en appliquant la relation (1.14), on obtient :

2n n n+1

S0, ECI0 )

k=0 (2) §=0 J J —o \J J

n +1 n+1
SR B
— \J J =0 \J J =0 \J J—

n n+
S0

—o0 \J J j=1

“/on\ /n\ . " 2n n\
=2 j>(j)2]+2 j’+1>(j’ >

H
e R
o, N
-3
~__
VR
<.
|3
—_
~_
[\)
3

Par le lemme 4.2.3, on aura :

Xn:<2n+1)(n)2j - (2n+2> (n)Zj_(3n+2>
J+1)\J , j j 2n+2)

Jj=0
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Chapitre 5

Probleme s-équilibre

5.1 Introduction

Nous proposons dans ce chapitre, une généralisation aux problemes d’équilibre et co-
équilibre, appelé probleme s-équilibre, nous commencons par montrer que la résolution
de ce probleme mene a la résolution d'une équation de Pell généralisée, puis, nous prou-
vons que tous les nombres s-équilibre sont obtenus par trois suites récurrentes et nous
donnons les fonctions génératrices de ces suites. A la fin de ce chapitre nous établissons
quelques relations entre les nombres s-équilibre et les nombres d’équilibre et nous donnons

également des formules explicites pour les nombres s-équilibre.

5.2 Probleme s-équilibre et I’équation de Pell géné-

ralisée

Un entier x est appelé nombre s-équilibre, si x est soloution de 1’équation diophantienne
suivante :

1+2+- 4+ @-—s)=@+)+@+2)+--+@y—-1), y<z+2)  (51)

Dans le résultat suivant, nous allons montrer que 1’équation (5.1) peut s’écrire sous la

forme d’une équation de Pell généralisée :
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Théoréeme 5.2.1. L’équation (5.1) est équivalente a :
t?—2u* =25 - 1, (5.2)

avect =2y —1 et u=2x — s+ 1.

Démonstration. Par la relation (5.1), on a :
1424+ +(@x—9s)=@@+)+(x+2)+---+(y—1),
alors

I+2+-F+(x—s)+14+24+ - +2=14+2+-Fz+(x+1)+(2+2)+ -+ (y — 1),

cette égalité peut s’écrire comme suit :

20424+ (z—9)+@—s+1)+(@x—5+2)+ -+ =14+2+---+(y—1).
(5.3)

La relation (5.3) donne :

yly —1)

-1
(x—s+1)2+ST(2x—s+2): 5

de I’égalité précédente on obtient :

2(4(x — s+ 12 +4(s— )z —s+1)+2(s — 12 +2(s — 1)+ 1) = 2(2y> — 2y + 1).

(5.4)
Par conséquent, la relation (5.4) donne :
220 — s+ 1)* +2s* = (2y — 1)* + 1.
En posant t =2y — 1 et u = 22 — s + 1, on obtient notre résultat. O

Pour résoudre 1'équation (5.2), nous devons déterminer les solutions fondamentales de

cette équation (les solutions fondamentales qui engendrent des entiers positifs (¢, u)).

Proposition 5.2.2. Les solutions fondamentales de l’équation (5.2) sont :

(th,up) = (25 — 1,5 — 1), (5.5)
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(82,u3) = (25 — 1, —(s — 1)), (5.6)
et si 2s® — 1 est un carré parfait, nous avons aussi :

(t3,ud) = (V252 — 1,0). (5.7)

Démonstration. On peut voir facilement que (t,u) = (2s — 1,5 — 1) et (t,u) = (—(2s —
1), s — 1) sont des solutions fondamentales, car elles vérifient les conditions du théoreme
1.19.3, il s’ensuit que (t,u) = —(—(2s—1), s—1) est également une solution fondamentale,
alors les relations (17) et (18) sont vérifiées, et il est trivial de voir aussi que si 25> — 1 est
un carré parfait, alors (v/2s2 — 1,0) est une solution fondamentale. O]

On peut facilement vérifier que les seules solutions fondamentales de (5.2) sont données
par la proposition 5.2.2, en fait, le théoreme 1.19.3 nous assure que 0 < u < s, donc,
sionpose u =s—i(l <i<s—1)ett=ks—jdans la relation (5.2), on trouve
que k = 2,5 =1 et i = 1. Il est également clair de voir que la solution fondamentale de
v? —2w? =1 est (vo, wg) = (3,2).

5.3 Relations de récurrence

A partir des solutions fondamentales données dans la proposition ci-dessus, nous établis-
sons trois suites récurrentes qui engendrent les nombres s-équilibre.

Soit (xg))nzo, (mf))nzo et (:Eq(q,g))nzo ces suites, alors :

Théoreme 5.3.1. xﬁ), 22 et oY satisfont les relations de récurrence suivantes :

2l = 696,(11,)1 + xg,)Q — 28+ 2, avec $(()1) =s—1, l’gl) =4s =3, (5-8)
o® = 602, + 2D, — 2542, avee 22 =0, o =5, (59)

et si 25 — 1 est un carré parfait, alors :

-1 —1
2® =62, + 2P, — 25+ 2, avec 2 = ° 5 o) = V27 — 1+ ° 5 (5.10)

Démonstration. Pour la solution fondamentale (¢}, u}) = (25 — 1,5 — 1) les solutions de
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I’équation (5.2) de terme générale (¢}, ul) sont données par (voir le théoreme 1.19.2) :

t +V2ul) = (25 — 14+ V2(s — 1)) (3 +2V2)", (5.11)
alors :

t — V2ull) = (25 — 1 — V2(s — 1))(3 — 2v2)™. (5.12)
Par (5.11) et (5.12), on obtient :

H1) (25— 1+ (s — DV2)(3+2V2)" + (2s — 1 — (s — 1)v/2)(3 — 2v/2)"

" 2

et

S 25— 1+ (= DV2)B+2v2)" — (25 —1— (s — DV (3 - 2v2)"
n 2\/5 .

Il est facile de vérifier que uld + u,(1122 = 6u£}21, avec u(()l) =s—1et ugl) = Ts—5, et en

remplagant par ug) = 21’7(11) — 5+ 1 on obtient :

xs) = 6x§}_)1 + :13,511_)2 — 25+ 2, avec x(()l) =s—1, :L‘gl) =4s — 3.
En utilisant la méme méthode, on peut vérifier les relations (5.9) et (5.10).

Pour le cas 2s% — 1 est un carré parfait, le lemme 1.19.1 assure que s est un nombre impair,

s—1

5 est un entier positif dans les coefficients de ¥, O]

alors

Comme dans [14, 52], nous considérons que .T(()l), .9:(()2), azgl) et x(()g) sont des nombres s-
équilibre .
Remarque 5.3.2. Si on pose s = 0 dans la relation (5.9), on obtient les nombres co-

équilibre et st on pose s = 1 dans les relations 5.8 ou 5.9 on obtient les nombres d’équilibre.

Exemple 5.3.3. Pour s =5, les nombres 5-équilibre représentent la solution de l’équation

sutvante :
1424+ (@=5)=@@+1)+--+(@y—1).

Les premiers termes de nombres 5-équilibre obtenus par les récurrences établies dans le
théoréme 5.5.1 sont donnés respectivement par : (17,90,515), (22,119,684) et (9,44, 247)
et leurs y correspondant sont (22,125,726), (29, 166, 965) et (11,60, 347).
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5.3.1 Fonctions génératrices

Dans le résultat suivant, nous établissons les fonctions génératrices des suites données

dans le théoréme ci-dessus.

Théoreme 5.3.4. Les fonctions génératrices ordinaires des suites {x%l)} , {%(12)} et {xff’)}

sont données respectivement :

—22+(4—-3s)2+(s—1)

FO(z) = 5.13
() (1—2)(1—6z+22) (5.13)
—3s5+2)2% + s2
FO(z) = 5.14
I s vy porgey (5.14)
et
F®(z) = (—V2s® —1+550)22 + (V25 — 1 =35+ 3)2 + 35 (5.15)
B (1—2)(1—6z+2?%) ’ '
Démonstration. On a :
FO(z) = x(()l) R T O
alors
—62FW(2) = —6zxél) - 6z2x§1) 4= 62"
et
2FO(2) = 228 + 22 4o 220 4
La somme de ces trois équations donne 1’égalité suivante :
(1—62+2)F(2) = 1‘(()1) s 621:81) + (—2s+2) Z 2",
n>2
et comme xél) =s—1et xgl) = 4s — 3, alors on obtient 'équation (5.13). On peut

vérifier les équations (5.14) et (5.15), en suivant les mémes étapes de la démonstration

précédente. O
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5.3.2 Relations entre les nombres s-équilibre et les nombres

d’équilibre

Nous nous intéresse maintenant a donner les relations entre les nombres s-équilibre et les

nombres d’équilibre.

Corollaire 5.3.5. Les relations entre les nombres s-équilibre et les nombres d’équilibre

sont :
7s —5H 1—s s—1
(1) — B,+ ——B 5.16
xn 2 TL+ 2 TL*1+ 2 ) ( )
(2):3+1B 3—1B s—1 517
et

23 =252 — 1B, + i ; 1. (5.18)

Démonstration. On a :

—22+(4—3s)z2+ (s — 1)
(1—-2)(1—6z+ 22?)

22 z 1

FO(z) =

S [ sy R Sl s e ycrarpe Sl e s ey gy

= —zZz"Zan”—l—(4—35)Zz"Zan"+ Sglzz"Zan"

n>0  n>0 n>0  n>0 n>0  n>0
= — Z (i BZ-) 2" 4 (4 — 3s) Z (i Bi> 2"+ (s—1) Z (i BZ-> P
n>0 \i=0 n>0 \i=0 n>0 \i=0
n—1 n n+1
=-Y (ZBZ) 2 (4-38) ) (ZBZ) e (s—1) ) (Z&) 2"
n>1 \i=0 n>0 \i=0 n>-1 \i=0

Par le lemme 1.17.4, on obtient :

B,—B,1—-1 B,.1—B,—1
F(l)(z):—z 1 ! Z"+(4—33)Z = 1 2"

n>1 n>0

Bpio— Bpiy1—1
H(s—1) Y o

4
n>—1
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A partir du résultat précédent, on déduit le corollaire suivant

Corollaire 5.3.6. Les identités suivantes sont vraies :

() — M= $Bpni1 — (3s +2)B,,

n n—1
xﬁl —2® = (35+2)B, — sB,_1,

Tyl — z? = 2m :Ufll,)l +4B,,.

5.3.3 Formules de Binet et formules explicites
Nous donnons dans ce théoreme les formules de Binets des suites xq(ll), xsf) et 33%3).

Théoreme 5.3.7. Les formules de Binets des suites 1‘7(11), 2P et 2 sont données res-

pectivement :

—(1+v2)(1 - sv2) B _

(1-v2)(1+ sv2)

-1
g = AW 4 BOXD 4 ST, avec A =

44/2 4+/2

-1
P = A@)\n 4 B@\r 4 ST, avec A®) =

4+/2 42

252 —1 B® _ 252 —1

—1

3 — A® L B\ T AB) —
T , avec

" ! 2 2 \/5 4\/§

avec, )\1:3+\/§6t)\2:3—\/§.

Démonstration. En substituant ¢} = z{!) — (S_Tl) dans I"équation (5.8), on trouve :

=gV — W (5.19)

I’équation auxiliaire de cette équation est :
A —6)A+1=0. (5.20)

A =34+ V8 et Ay =3 — /8 sont les deux racines de (5.20).

La solution générale de I’équation (5.19) est donnée par :
) = AW+ BOND
de la derniere égalité, nous obtenons :

A = AW 4+ BW),
AV = AWN 4+ BO),.
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Si on remplace par c(()l) = x(()l) — % et cgl) = mgl) — @ dans les deux équations ci-dessus,

on peut facilement vérifier que :

A0 — —(1+v2)(1 - 5v2)
— G

(1-v2)(1+sv2)
44/2 ’

, BW =

donc, la premiere équation du théoreme est vérifiée.

De la méme facon, on peut vérifier les deux autres équations du théoreme 5.3.7. O

Le résultat suivant est une conséquence du dernier théoreme.

Corollaire 5.3.8. Les formules explicites de :1:%1), 22 et 212 sont données par :

J=0 J
0 N~ (™) (4@ o (_1yigy 4 5L
i Z(})( ey L

Démonstration. On utilise la formule du bindme de Newton sur AT et A\§ dans le théoreme

ci-dessus. O
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Chapitre 6

Triangle quasi s-Pascal

6.1 Introduction

Nous proposons dans ce chapitre, une généralisation aux triangles de Pascal et de De-
lannoy, appelé triangle quasi s-Pascal, ou, la somme des éléments situés sur la direction
(1,1) donnent les termes de la suite s-Fibonacci. Pour cela, nous considérons une famille
de chemins de treillis sur une grille avec I’ensemble des pas possibles : {L = (1,0),L; =
(1,1), Ly = (2,1),...,Ls = (s,1)}. Nous commengons par donner la formule explicite des
coefficients tu triangle quasi s-Pascal, puis, nous montrons la relation entre les éléments
du triangle quasi s-Pascal, les coefficients bi*nominaux et les nombres de Delannoy généra-
lisés proposés par Ramirez et Sirvent [53]. Nous établissons aussi la relation de récurrence
pour la somme des éléments situés sur les directions finies du triangle quasi s-Pascal, la
fonction génératrice de la somme citées est aussi établie. Nous donnons également quelques
identités, dont, une est équivalente a la somme de De-Moivre.

A la fin de ce chapitre nous établissons un g-analogue au coefficient du triangle quasi

s-Pascal.

6.2 Le triangle quasi s-Pascal

Dans tout ce que suit, on utilise la notation (Z) pour le coefficient de la n'™¢ ligne et

. [s]
de la k"¢ colonne du triangle quasi s-Pascal, ce coefficient est appelé coefficient quasi-

bi*nomial.

Définition 6.2.1. Le coefficient quasi-bi*nomial (Z) compte le nombre de chemins de

[s]
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treillis parcourant une grille du point (0,0) au point (n,k), ou, U'ensemble des pas pos-
sible est : {L = (1,0),L; = (1,1),Ly = (2,1),...,Ls = (s,1)}. Avec (3)[51 = (")[s] =

n
1 et la convention (Z) =0 pour k >n ou k <0.

[s]

L Ly Ly Ls Ly

FIGURE 6.1 — Tlustration des pas possibles du coefficient (Z) ot

Lemme 6.2.2. Le coefficient quasi-bi’*nomial (Z) satisfait la relation de récurrence sui-

[s]

n B n—1 . n—1 n n—2 n n n—s (61)
kg Nk )y \k=1)y \k=1/ k=1)y '

Démonstration. En raisonnant sur toutes les possibilités du dernier pas donnés dans la

vante :

définition 6.2.1, alors, si le dernier pas est L = (1,0), il nous reste a énumérer le nombre de
chemins de treillis allant du point (0, 0) au point (n—1, k) et qui est donné par (”;1) 7 Ou
bien si le dernier pas est L; = (1,1) donc il nous reste a énumérer le nombre de chemins
de treillis allant du point (0,0) au point (n—1,k—1), et qui est donné par (Zj) SIERERLL
bien si le dernier pas est Lg = (s, 1), alors, il nous reste a énumérer le nombre de chemins
de treillis allant du point (0,0) au (n — s,k — 1) qui est (Z:f) ot considérant toutes les
possibilités nous construisons notre récurrence. O

Dans le résultat suivant on établit la fonction génératrice de {(7) [s]}”'
Théoréme 6.2.3. Soit Fy(z) == -, (}) & alors Fi(z) est donnée par

$k

_ 2 s—1\k

Démonstration. En utilisant la relation de récurrence (6.1) on trouve :
Fi(z) = 2Fy(2) + 2 Fp_1(z) + 2°Fy () + - + 2° Fp_q (2),

en répétant ce méme processus k fois, on obtient le résultat. n
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6.2.1 Formule explicite et coefficient Multinomial

Dans le théoreme suivant, nous donnons deux formules explicites pour les coefficients
quasi-bi*nomiaux : la premiere est exprimée a l'aide des coefficients binomiaux et la

deuxiéme est exprimée en utilisant les coefficients multinomiaux.

Théoreme 6.2.4. Le coefficient quasi-bi* nomial satisfait les deux formules explicites sui-

(0,22 E0O0-CFY) -

J1 o J2

vantes :

la version multinomiale est donnée par

n k n+k—>7_ ik
- = 6.3
(k)[s] kll;ks (klyk27"'7k5) ( kn >7 ( )

avec (klkfk) = #ﬁk, pour ky + ko +---+ks=Fk et ( ) =0, sinon.

k17k27 7k

Démonstration. Pour monter la relation (6.2), on doit prouver que :

Sre n () (0T (=)

n=0 ji J2
Ainsi
Syy () () ()
n=0 ji Jj2 Js—1 J1 J2 Js—1 k
k j ]1) 1 <js—2) i = (n - Zs:ll ]z) g1
— ) J/Jl ] x]Q R ] x]sfl 1= an i—1 Ji
SIEED SAEEES oI i EED ol G
J1 J2 Js—1 n=
— ) x]l ) JIJZ .. ) l»_7572 ] x]sfl
(1 — x)k+t ; J %: J2 ; Js—9 ]92_:1 Js—1
TS () S () S (e
= — — . It Jz2 .. .s T+ 1.2 Js—2
a7 2 ) 2 () e

ok k ) " r+a 42 \" 1
= — [N s—I\n1 —
et L N
1
Pour la relation (6.3), on a :

Z Z (kl,kQ, kg > (n+ ' —kg:l Zk)xn

n>0 ki,ka,...
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1 k — n+k—=>5" ik s
= — E > i ki § i=1 """ nt+k=>7 | ik;
xk (krl ko k )x 1 < k )I 1

ks b PR S

kl,k}z 77777 nzo
1 kj S .
T Akt > o= tki
= _ )+l Z < )I
(1 I) k1,ko,....ks kl,kg,...,ks
_ T+ 1'2 + - + s k 1
= . .

6.2.2 Coefficients quasi-bi’‘nomiaux et matrice de Delannoy gé-

néralisée

Nous établissons dans le résultat suivant, le lien entre les coefficients du triangle quasi

s-Pascal (Z) et les coefficients du triangle de Delannoy généralisé D,,(n, k).

[s]

Théoréme 6.2.5. Pourm =s,a=1eta; =1 pouri € {1,...,s}

Dy(k,n — k) = (Z) K

Démonstration. Pour a =1et a; =1, pouri € {1,...,s}, on a:
_ e — [
Dink)= 3 (n) (n .jl),..(n i 2) <n+ u)
Lo J1 J2 Js—1 n
J15725--50s—1

avec u = (s — 1)(n — 51) + 3252, (i — )7, alors :
i e — E—
Dol k) = Z ( n)( n]1)< n' ) ' J 2 )(n—l— u>,
o n—=7Ji/ \n—>7J —Jj2 n—=7Ji—- " =Js—2 7 Js—1 n
J15J25-+5)s—1
en posant j, —n— i, v={1,...,s—1}, donc, j; +jy + -+, ; = u, on obtient :

Dy(n.k)= Y n\ (i) (e (k=X
’ 7 A N ]1 .]é j;—l n ’

jl?]Q:"'Js_l

dot : Dy(k,n — k) = (Z) .
o]
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6.2.3 La suite s-Fibonacci

Soient (7,), les termes de la suite obtenue en sommant les éléments situés sur la direc-

tion (1,1) du triangle quasi s-Pascal, alors :

> (n ; k) )

avec Tp s = 0.

Théoréme 6.2.6. Pourn >0, (T,,s)n satisfait la relation de récurrence suivante :
Tn—‘rl,s - Tn,s + Tn—l,s + -+ TTL—S,87

avec Ty s =1etT ;s =0 pouriec{0,—1,...,—(s—1)}.

(Th.s)n>0 est la suite s-Fibonacci.

Démonstration. On a T, p1 =, (";k ] et en utilisant la relation (6.1) on obtient :

Tors =2 (0 ) + 20 (n;ﬁl)[s] ot 2 () s
K —k—1

=D (”_Z_l)[s] +2w (niilj’ﬂ) [s] to 2w (nikljyl)[s}

= Tn,s + Tn—l,s + -+ Tn—s,s‘ [

Pour s =1 et s = 2, on obtient les termes des suites de Fibonacci et Tribonacci respecti-

vement.

Exemple 6.2.7. Pour s = 3 , nous obtenons le triangle quadrabonacci représenté dans

le tableau suivant :
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2|0 1 2 3 4 5 6 17 8 9
0 |1

11 1

2 1 3 1

31 6 5 1

411 9 15 7 1

511 12 33 28 9 1

6 |1 15 60 81 45 11 1

711 18 96 189 66 33 13 1

8 |1 21 141 378 459 281 91 15 1

9 |1 24 195 675 1107 946 449 120 17 1

TABLE 6.1 — Le triangle quadrabonacci.

Par la relation (6.1), les éléments du triangle quadrabonacci (s = 3) sont obtenus par la

récurrence suivante :

), =), G, s Gon) +G)
k) by k=L \b=1/ym \bk-1/y

avec (g) 3] — () g = L

(Z) 3] compte le nombre de chemins de treillis parcourant une grille du point (0,0) au point
(n, k), dont, les pas possibles sont : (1,0), (1,1), (2,1) et (3,1), par exemple, les chemins

possibles du coefficient (‘I’) = 6 du triangle quadrabonacci, sont illustrés dans la Figure

(3]
suvante :

FIGURE 6.2 — Illustration des chemins possibles du coefficient (‘;’) 8

Pour s = 1 et s = 2 les triangle de Pascal et de Delannoy sont symétriques, contrairement

aux cas ou s > 2.
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6.2.4 Triangle s-Pascal et triangle quasi-s-Pascal

Dans le résultat suivant, nous établissons la relation entre le triangle quasi s-Pascal et le

triangle s-Pascal.

Théoreme 6.2.8. Pour n,k et s des entiers fixés, nous avons :

(). -S(0)0) e

Démonstration. On a :

(1), 22X ()0 - (o))

Jj1 o J2

nous consiédrons la sommation par bloc j; + jo + - -+ + js_1 = ¢ on obtient :

), -=C0) 2 GG G2 -=00)0),,

)

]

6.2.5 Relation de récurrence linéaire associée aux transversales

finies du triangle quasi s-Pascal

Soient r,p,n,s € N(s > 1) et a € Z, nous établissons la relation de récurrence associée
aux sommes des éléments situés sur la direction (r,«) du triangle quasi s-Pascal.

Soit la suite (7)), donnée par :
) 3 n—rk (rpa) _
T s = 4 (p n ak> M, avec Ty = 0. (6.4)

Théoréme 6.2.9. Pour n > as+r, la suite (Téﬁi))n satisfait la relation de récurrence

suivante :
r r(s—1)
WEHEEEDS ( ) T (65
1=0 =
on peut récupérer les conditions initiales T S’p’ . ,7;(51%61)178 par Y, (’;f:) o’

Pour la preuve du théoréme, on utilise le lemme (1.6.2)

82



Démonstration. A partir des relations (6.2) et (6.4), nous obtenons :
Sy () riens
X 7 ’
- (T n—rk—1—1
- 1)
;( >(’)zk:( pFrk >[s]

O G (U e (e Sy

k  ji.g2,ds—1

B G (AR e sty

k  J1,25-Js

-y ¥ (p+rk:> <J1) <]s—2) <n—ak—r_zlé’—11ji _ 1)
ko j1,d2,0ds—1 i J2 Js-1 p+ T(k B 1)

/

(k - k—1)
S0 S Al [V B ) C ey
i J J2 Js—1 p+rk
Z Z (P+Tk:'—i—7“> (jl—i1+i1)___(js—2—is—2+is—2)x
k' Ji.J2, J1 J2 Js—1
n—ak—a—r—z;zlljz 1

p+rk'

Par la formule de Vandermonde :

S SN0 DI I 68 (b 61t RSl il [y &
8 i) \ i — i1 ) \da ) \ Uiy — o is—1) \Js—1 = ls—1
j1]2 ]9 111Z2 Ze 1

y (n—ak —a—r—zizllji—l)

p+rk
(Ly = o — i)
-2 2 2 (GO
P P TR S i hL ia) \l2 is_1) \ls_q
(n_ak‘“‘T—Zi‘i%—z;-izfl)
p+rk

et en prenant la somme par bloc on aura : i1 + 143+ -+ + 4,1 =% on aura :

X
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o p+ ’I"k/ 11 ll Tg—9 ZS_Q
- Z ZZLIQZ;Q 1 7/1+7/2+Z+Zs 1=1 <Zl) ( ll ) <Z2> (ZQ) - <i8_1) (l8_1> :

2

y (n—ak —a—r—z—Zj}Q—l)

p+rk

555 O )0 )
- ll l2 ls_l p _|_ ,,,.k,’

o gl

(660

J— (T> T(T7p7a
- E : . n—r—a—i,s"
i v s—1

Pour r =1,a =1 et p = 0 nous obtenons les termes de la suite s-Fibonacci.

Exemple 6.2.10. Pourr =2,a=1,p =0 et n > 2s + 1, nous obtenons la relation de

récurrence suivante :

2 9 2(s—1) 9
j 2,0,1 2,0,1
reen =Sy (e e X (2) r,
j=1 J =0 /s
_ 2T(2,0:1) . T(z,o,l) + T(2 0 1) + 2T(z 0 1) e

n—2,s

--+ST(2’0’1)7 +"'+2T(201)+T(2g;)157

n—2s,s

Fonction génératrice

Dans le théoréme suivant on établit la fonction génératrice de la suite (7;(;’73 ’O‘))n.

D,

Théoreme 6.2.11. La fonction génératrice de la suite {T a)}nzo est donnée par :

ZT rpa) (1—a2) P Y o+az?+- +a%)P |
n+l,s (1—1’) —xT+a<1+x+...+x$—1)r

n=0

Démonstration. On a :

Trp0) i _ n — ak o
srery ()

n=0 n=>0 k
§ § <TL - Oék’) v ak .ok
= 4ok ™,
T
nzak k
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et par le théoreme 6.2.3, on obtient :

2 s\p+rk .rk
Z <r7p,a)n_z(x+m +o )
7;L+1,s T = (1 N l‘)p+rk+1

n=0 k
_(x+x2++l’s)pz (x+I2++.I‘S
= (1 —z)ptt A=)
_($+x2+...+xs)p 1

(1—z) P Hr+a>+- 5P
(1 _ $>r _ xr—i—a(l + x4+ xs—l)r'

cal

6.3 La somme De-Moivre et quelques sommes imbri-

quées

Dans ce paragraphe, nous établissons une identité pour les coefficients quasi bi*nominaux

(Z) 5] analogue a la somme de De-Moivre pour le coefficient bi*nominal, ainsi que quelques

autres sommes imbriquées pour le coefficient (Z) ot

L’intéréet de l'identité suivante apparait dans sa simplicité, car, elle contient une unique

sommation d’un produit de deux coefficients binomiaux.

Théoreme 6.3.1. Le coefficient (Z) satisfait la relation suivante :

[s]
(0,205
[s] j

Démonstration. Par le théoreme 6.2.3 on obtient :

Z n\ , 2"l +x+a?+- - a5k
Tr =

n>0

1
(1 — z)2k+1

g zj:(_l)j (’;) . Z (Z ;3’“) o
()

n i+sj=n

=2 (1 — 2%)k
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e

Maintenant, nous donnons une identité pour (}.) 3 équivalente a la relation (1.26).

Théoréme 6.3.2. Pour w = exp (2in/s), les coefficients quasi bi* nomiauz satisfont l'ez-

pression suivante :

(0, T 5 (6

k1t+ko+-+ks—1=j

Démonstration. En utilisant le théoreme 6.2.3, on obtient :

ok s—1 .
= G=ape =
j=1
_ (”) 2 Z(_l)k—kl (k ) wh—k1 gk Z(_1>k—k2 ( k ) w2k=k2) ke
n>0 k 1 ki ko ks

. Z(_1>k7ks,1 < k )w(sl)(kksl)xk‘sl
ko1 ks—l
n k k k R ,
= n e —1)(s=Dk=j, 2=y m(k—kr)
ST T () () < e v

n>0 520 ky kot +hs 1=

TR () B () () e

n>0 j ki+kot+tks—1=]

EE(V) LT () (e

n>0 j ki1+kot-tks—1=J

ce qui donne le résultat voulu.

O
Remarque 6.3.3. On peut aussi déduire le théoreme 6.53.2 en utilisant le théoreme 6.2.8

et 'identité (1.26).

En utilisant la fonction génératrice, nous obtenons la relation imbriquée suivante :
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Théoreme 6.3.4. Les coefficients du triangle quasi s-Pascal satisfont l'identité suivante :

(Z> [s] B ]-l,j;,,ju (Jkl) <2) @i) <n R kj_s?jj ji) X (2)71(3/2)%2 - - (s/(s — 1))t

5.5 G0 ()0 e oy
=t Z (fl) (22)" Z (;) (3a/2) - Z (jz) (w(s = 1)/ (s — 2))"x

(I (T - )
. s/s— 1)~ ; v o
i Js—1 n>0 Jot

- = Z kN (22 + 2% 4 -+ as
a T = Ji 11—z
J1

1 —
xk(1+x+x2+...+xsfl)k

(1 — x)k'“
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6.4 Le ¢g-analogue du triangle quasi s-Pascal

Nous terminons ce chapitre par définir un g-analogue pour le triangle quasi s-Pascal, on

note par [”] ces coefficients, nous donnons la formule explicite et la fonction génératrice

de H([]]

[s]
et nous proposons aussi une ¢g-deformation pour la suite s-Fibonacci .

Définition 6.4.1. On définit le coefficient q-quasi-bi*nomial par l'une des deux relations

équivalentes suivantes :

e G PR S P o

[s] [s] =1
ou bien
A I (P IR 2
=q +) gt . (6.8)
L" 8 Folu = b=y
On utilise la convention [ }[ = 1et [ } =0 pour k ¢ {0,...,n}.

Remarque 6.4.2. Pour s =1 on obtient les relations (1.29) et (1.30) respectivement.

q

5] est donnée par :

La fonction génératrice de [}]

Théoréme 6.4.3. Soit Fy(z) := 3 - H ?s}x" la fonction génératrice du coefficient q-

quast bi*nomual, alors :

g TS+ Pt (@) 4+ (o))

IT)-o(1 — i)

Démonstration. On a Fy(z) =3 5, [ ] , en utilisant la relation (6.7), on obtient :

Fk<x>:n>0[ 1+ZZ[ } o

[s]

—xZH[s] x+x2+”'+x8)zLﬁl][s}(qx)n’

n>0

donc

= [ ](qx) : (6.9)

(x+ a2+ + %)

(1 = 2)Fy(z) {k n Jq n
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en utilisant a nouveau la relation (6.7), on obtient :

(1- x)Fk(iE)
(x+ 22+ +2%)

e e

n>0 n>0

S0 N O SR RACE R ARRAECRS o } 0

n>0 [s] n>0

et par la relation (6.9) on obtient :

(1—2)(1 —qx)Fi(z) = Z {k ﬁ 2} [q](q%)", (6.10)

(x4 22+ +2%)(qr + (qz)? + - - + (qz)*)

nous répétons ce processus on obtient :

(1—2)(1—qx) - (1 —¢"1a)Fi(x) B n|? kpyn
[T (@ + (@a)? + - + (giz)s nzzo M [S](q )
1
~ (1)

ce qui donne le résultat voulu.
]

Remarque 6.4.4. Avec la méme méthode, nous pouvons également prouver le théoréme
6.4.3, en utilisant la relation (6.8) et cela justifie l’équivalence des relations (6.7) et (6.8).

Dans le résultat suivant, on établit la formule explicite du coefficient g-quasi-bi *nominal.

Théoreme 6.4.5. La formule explicite du coefficient m ([]S]

sl

est donnée par :

Démonstration. On a :

13531l I D ol o M ol
O TS (1 + ¢a+ (@2)’ + -+ (@) ™)
[T;(1 — ¢)

cette derniere égalité vient de la relation (1.32) et la relation (1.36). O
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Nous passons maintenant a la relation de récurrence du g-analogue de la suite s-bonacci,

ce résultat généralise le résultat obtenu dans le théoreme 6.2.6.

Théoréme 6.4.6. Pourn >0, soit ']I‘ni)rl( ) =2 "% k] T k alors :

T (x) = T)( —l—qu" T (2/q) (6.12)
et
T8y (2) = TP (xq) + 2 > TS (), (6.13)

avee, TS (z) = 0.

Démonstration. On commence par prouver la relation (6.12), on a :

s n—kl?
ROED S i S
k [s]

alors, puis, en utilisant la relation (6.7), ’égalité devient :

s n—k—1]% n—k—1 .
- [ g A e
(] k [s]

k

Pour montrer maintenant la relation (6.13), on procede de la méme fagon : en utilisant la
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relation (6.8) on obtient :

NEES B B

k

q

[s]
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Chapitre 7

Triangle quasi s-Lucas

7.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons une généralisation des triangles de Lucas et de Tribonacci-
Lucas, appelée triangle quasi s-Lucas ou la somme des éléments parcourant la direction
(1,1) donne un terme de la suite s-Lucas, nous donnons donc un ensemble de résultats
sur cette généralisation, nous établissons en premier lieu une formule explicite pour les
coefficients de ce triangle, puis, nous donnons la relation entre le triangle quasi s-Lucas et
les coefficients bi*nomiaux, et finalement, nous établissons la relation de récurrence pour

la somme des éléments situés sur les directions finies du triangle quasi s-Lucas.

7.2 Triangle quasi s-Lucas

Soit L®)(n, k) ’élément de la n™™ ligne et de la k"¢ colonne du triangle quasi s-Lucas.

Définition 7.2.1. Le coefficient du triangle quasi s-Lucas L\ (n, k) satisfait la relation

de récurrence suwivante :

1 —9 _
L(S)(n,k)z(Z) +(Z_1) +2(Z_1) +"~+S(Z_i> . (1)
8 o] g g

avec L9(0,0) =5+ 1,L®)(n,0) =1 et L&) (n,n) = 2.
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7.2.1 Formule explicite

Dans le résultat suivant, nous établissons une formule explicite pour les coefficients du

triangle quasi s-Lucas via les coefficients binomiaux.
Théoréme 7.2.2. La formule explicite de L®)(n, k) est donnée par :

e A R [ W

Jji o J2

Démonstration. Par les relations (7.1) et (6.2), on a

LY (n, k) = | Z ) (jkl) (ﬁ;) (jzi) (n —h— 'k_jSQ _jsl>

J1,725-]s
N ARG [
J1 J2 Js—1 k—1
]1 ]2 —1
SR CRGE (R
P J1 J2 Js—1 k-1
kE—1\ (5 Js—2 n_jl_"'_js—Q_js—l_(S_l)
e 5 (5906
J1,J2,ds—1 J1 J2 Js—1 k=1
k—1>(j> (js2)(n_j1_"'_j52_.js1_5>
+ RN i
J1 jzzj 1 ( Js—1 k=1

[ [

J1,J2;-

o G [ (A B Gy
)

J1,J25-
49 ( <]1 - 1) ) (]:52) (n —ji — = Js—2 — Js—1 — 1>
. jl_l Js—1 k—1
31J2
+s—1 Z (%i_l)(jé_l),,_<‘7’;—.2_1>(n_ji_"‘_j;—Q_jsﬂ—l)
LA~ i1/ \ip—1 Js1 E—1
J1:J25+Js—1

s Z <]{;—1>(j1—1>.“(j;2—1><n—ji—~~'—j;2—j;1—1)
’o ’ ./ -]1_1 Jé_l j‘;*l_l k—1

j17j27"'7j3727.7371
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IR EE()6) GO0

Ji J2 Js—2 Js—1
TR I ()
J1 J2 Js—2 Js—1

k—1 ji—l) (jsg)(n—ji—---—m—js1—1)
Z ) (31 - 1) ( J2 Js—1 k—1

ji:j?vn-ajsf%ﬁsfl
(k >(j;—1)H_<j;_2—1)(n—ji—---—j;_g—js_1—1>
ji Jé -1 js—l k—1
v 1 Z (’f )(Jj;—l) (j;_a—l) <n_j;_..._j;_2_j;_1_1>
. J1— Jg — 1 Jeo1— 1 —1
317327 :Jb 2’-73 1
— Z .]8 2 n _.]1 - js—Z _js—l
k
]17]27 7]5 1
S 00 G
J1 k n_jl_"'_jsz_jsfl

k)( <n_j1_"'_js—2_js—l) J1—J2
J1 k n—J1— - — Je—2 — Js1

+s—2 Z

]17]27 7]g 27]9 1

=N

J1,J25eJs—1

]17]27 Js—1

1 . i ey — e Ny —
. ()<J1)<j 2><n i Jo—o =] 1) (5 = 2)(s—2 = Jo1)
- — J1/) \J2 Js—1 k n—j1— - — jso — Je_1
J1,J25-,0s—1
I . - e ey — G i
.S ()(]1)(} 2)(% Jr Js—2 =] 1) B GV
o ) N J2 Js—1 k n—7Jn—"—Js—2 " Js—1
J1,725--,0s—1
_ Z (k) (jl)_”(js—Q) (n—E:f_lljz) n+k
31,025 0Js—1 jl j2 js_l k ne jl o js_l
L]

Remarque 7.2.3. Pour s =1 et s = 2, on obtient les triangles de Lucas et de Tribonacct

Lucas respectivement.

La somme des éléments situés sur la direction (1,1) du triangle quasi s-Lucas donne un

terme de la suite s-Lucas (Lj, s)n>0, S0it :

Lys=Y LYW(n—k k) (7.2)
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Théoreme 7.2.4. L, , satisfait la relation de récurrence suivante
Ln,s = I'n4+1,s + Fn—l,s + 2Fn—2,s + -+ SFn—s,sy (73>
pour n > s+ 1, et en utilisant la relation (7.3) on obtient :

Ln,s = Ln—l,s + Ln—?,s + Ln—3,s + -+ Ln—(s-‘rl),s- (74>

Démonstration. Par les relations (7.1) et (7.2), on a :
n—k n—k—1 n—k—2
(T BT R,
[s] k [s] k [s]
n—k—s
n—k n—k —2 n—k —3
(), 2, ),
p SR SR ]
n—k —s—1
_.I_ ,
S;( k )[s]

[s]

= I'nt1,s + Fn—l,s + 2Fn—2,s + -+ Fn—s,s'

On peut voir que Ly, s — Ly—1s— Ly_9s— -+ — Ln_(s41),s = 0, en utilisant la relation (7.3),
d’ou la relation (7.4). O

7.2.2 'Triangle quasi s-Lucas et coefficients bi*nominaux

Nous montrons dans ce paragraphe, qu’il existe un lien entre le triangle quasi s-Lucas et

les coefficients bi*nomiaux
Théoreme 7.2.5. Pour les entiers fités n,k et s, s> 1 on a :

LO(n, k) = Z <”I;Z> (f)_ﬁtf

(2

Démonstration. On a :

Lk =Y 33 (ﬁ) (j;) (jj) (n— Zé;fz)n_jl T-%—js_l’

J1 J2 Js—1
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en considérant une sommation par bloc j; + jo + - -+ + Js_1 = ¢, nous obtenons

L) (n, k) = Z <n N Z) Zt]j 2 (ﬁ) (ﬁ) - (jj)

Jit+jot+gs—

SO

7.2.3 Relations de récurrence

Considérons maintenant la suite (L%ff’a))nzg obtenue par la somme des éléments situés

sur les directions finies du triangle quasi s-Lucas donnée par :

L;’:’f’a) = Z L (n—ak,p+rk).
k

Théoréme 7.2.6. Pour n > as+r, (L,(ffl’?;))nzo satisfait la relation de récurrence sui-

vante :

«a r(s—1)

r,p,Q r D,

S (e = X () we (75)

. i s—1
Démonstration. On a :
Sy () i
- ] ’

r .

= ()ZL (n—ak —i,p+rk)

=0 k

4 n—oak—1 - M n—ak—1—1
- >0 () )
; < )Zk:( p+rk )[S] ;( ) ) zk: p+rk—1 5]
- T n—oak—1—2 - M n—ak—1—3s
+ 2 4+ + -1 . )
1:0 ()Z];( p+rk—1 >[s} 8,0( )(Z)Xk:< p+rk—1 >[s}
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En utilisant le théoreme 6.2.9, on obtient :

Z(—w‘(?") Lowe)
)l

i=0
r(s—1) . r(s—1) .
r n—ak—z—r—a) (7’) (n—ak‘—z—r—a—l)
p— ) _I— ]
=0 <Z> s—1 ; < p+ rk [s] ; v/ s—1 ; p+ rk—1 [s]

ey r n—ak—i—r—a—2
+2; (i)s—lg( pt+rk—1 )[s]_'—.”
gy r n—ak—i—r—a—s
e p <Z>51§( pt+rk—1 )[s].
et en utilisant la relation (7.1), nous obtenons le résultat voulu. 0

Corollaire 7.2.7. La somme des éléments situés sur la direction (r,a) du triangle de

Lucas et de Tribonacci-Lucas donnent :

Sy () e = e, 9

1

=0

- i 71 T? ’a - r ,r‘7 7a
S () e =3 (7)o 77)
=0 =0

Exemple 7.2.8. La somme des éléments situés sur la direction (3,2) du triangle Tribonacci-

Lucas (s =2, r =3, a =2 et p=0) satisfait la relation de récurrence suivante :

3,0,2 3,0,2 3,0,2 3,0,2 3,0,2 3,0,2 3,0,2 3,0,2
Ly = 3L = 31250 + LD + LSS + L0 + 31250 + LY,

avee : Loy = 3, LY = 1LLE = LLGY™ = 1L = 1L LYY = 3,16 =
15, L& = 49.
Les premiers termes de cette suite sont (3,1,1,1,1,3,15,49,115,221,377,611,1027,1935, .. .)
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Chapitre 8

Conclusion

Dans cette these, nous avons contribué a la réponse sur quelques questions qui font partie
de la combinatoire énumérative, et sur d’autres questions, qui entrent dans le cadre de la
théorie des nombres.

D’une part, nous avons étudié 'unimodalité des suites parcourant les transversales infinies
des triangle de Delannoy et de Delannoy généralisé, nous avons défini les coefficients quasi
bi*nomiaux qui représentent une généralisation des coefficients binomiaux et des nombres
de Delannoy, nous avons montré que les coefficients quasi bi*nomiaux énumerent des che-
mins de treillis en utilisant une certaine famille de pas, nous avons établi aussi quelques
formules explicites pour ces coefficients et nous avons proposé un g-analogue aux coeffi-
cients quasi bi*nomiaux, nous avons défini également une généralisation aux triangle de
Lucas et Tribonacci-Lucas, plusieurs questions dans ce contexte restent sans réponses, on
cite par exemple : I'unimodalité des suites parcourant les transversales finies du triangle
quasi bi*nomial, donner des interprétations combinatoires aux identités établies, trouver
des applications pour les coefficients quasi bi*nomiaux dans d’autres branches de Mathé-
matiques.

D’autre part, nous avons étudié le probleme d’équilibre défini par les coefficients parcou-
rant la direction (1, —1) du triangle de Delannoy, nous avons donné la solution compleéte
pour les premieres transversales, et nous avons proposé une solution pour le cas général.
Nous avons défini aussi le probleme s-équilibre et nous avons étudié la solution de ce
probleme.

Il serait intéressant d’étudier d’autres probleme d’équilibre et de s-équilibre en utilisant

d’autres suites.
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Annexe

Nous appliquons 'algorithme de Szeilberger pour prouver le lemme 4.2.3

Algorithme de Szeilberger

1. < < RISC‘fastZeil* .

2. Zb|Binomial[2n + 1, j + 1]Binomial[n, j](2)7,{j,0,n},n, 2].

If ‘n’ is a natural number, then :

{(1+n)(3+2n)(12 + 5n) T}, + (591 + 1039n + 594n? + 1100°) T s —
(34+n)(3+2n)(7+ 5n)T, 2 == 0}

3. Zb|Binomial[2n + 2, j|Binomial[n, j](2)?, {4,0,n}, n, 2]

If ‘n’ is a natural number, then :

{(1 +n)(3+2n)(12 + 5n)T;, + (591 + 1039n + 594n? + 110n*)T,,,,
—(B3+n)(3+2n)(7+5n)T,1o == 0}

On remarque que les deux membres de l'identité (4.6) donnent la méme récurrence, donc
cette identité est vraie.
Nous donnons maintenant ’algorithme qui permet de résoudre une équation de Thue par

Magma

Résolution de I’équation (4.13) pour g = 41 par Magma

1. R < x >:= Polynomial Ring(Integers());

2. f:=3xa>+ 75 x 2% +615*x + 1681 ;

3. T :=Thue(f);

4. T

Thue objectif with form 3z® + 75x%y + 615xy? + 16813
5. Solutions (7', —2);

[—11,1].
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